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ANALISIS DEL CREEP CON

TEMPERATURA VARIABLE

APLICANDO ELEMENTOS DE

FRONTERA

Resumen.

En cualquier industria siempre es indispensable conocer el tiempo de vida util de los equipos,
para asi poder determinar su utilidad. Muchas veces esto no se refleja hasta el momento en el
que el equipo falla completamente. También se pueden establecer parametros con los cuales

estar revisando la evolucidn en las pequenas fallas y desperfectos de los mismos.

Ahora bien si reflejamos esto en los materiales que ocupamos podemos ver que existe una gran
similitud con esta necesidad. Para conocer las propiedades elasticas de los materiales contamos
con lo que son tablas y graficas de dos factores que tienen una gran afinidad: esfuerzo y

deformacion.

En la teoria basica es bien sabido que en la curva esfuerzo-deformacién de un material existen
dos regiones, la primera es la regién eldstica, donde generalmente el material tiene un

comportamiento casi lineal y después esta la regién plastica donde es un comportamiento de



tipo no lineal, ambas regiones se encuentran separadas por lo que es conocido como el
esfuerzo de cedencia. Cuando el material alcanza esta regién los cambios que comienzan a
aparecer en el cuerpo ya no regresan a su estado original y es cuando se dice que se deformo

plasticamente.

Pero, éSerd posible que un cuerpo se deforme plasticamente aunque no haya sobrepasado el
esfuerzo de cedencia? La respuesta es simple, y a lo largo de este trabajo se va a estar hablando

de un tipo de deformacién que actua de esta manera.

Esta deformacidn se conoce con el nombre de Creep y como caracteristica principal tiene que
se da con esfuerzos menores al esfuerzo de cedencia, en periodos largos de tiempo como

demuestra E. Pineda (1), y muchas veces afectado por temperaturas altas.

En este trabajo se presenta la implementacién de dos ecuaciones para el calculo de la velocidad
de deformacion por creep aplicando el método del elemento frontera (BEM), el cual como ha
demostrado M. H. Aliabadi (2), se emplea para el célculo de los esfuerzos que actuan sobre el

cuerpo.

Todo este procedimiento se centra en predecir la velocidad de deformacién por creep a
diferentes temperaturas. El andlisis del creep es basicamente aplicado a metales, pero parte de
la atencion se centra en la evaluacién numérica de los componentes con creep sujetos a
temperatura variable. El modelo constitutivo usado en el cdlculo numérico es propio para las

ecuaciones estandar de ley de potencias del creep.

Aunado a todo esto, se utiliza un método numérico para la realizacién de los calculos, el cual es
conocido como el Método de Elemento de Frontera (BEM por sus siglas en ingles), para resolver
ecuaciones en derivadas parciales lineales que han sido formuladas como ecuaciones integrales
(en forma de integral sobre la frontera), del cual sus fundamentos se pueden remontar a las
formulaciones matematicas hechas por Fredholm (3) y Mikhilin (4) en teoria de potencial y Kupradze

(5) en elasticidad. En el contexto del BEM, también llamado ecuaciones integrales de frontera (BIE) (6),

2



las formulaciones son gracias a Jaswon (7), Hess y Smith (8), Massonet (9), Rizzo (10) y Cruse (11). Pero
probablemente la contribucidn mas significativa al BEM para convertirlo en una técnica numérica
efectiva para resolver problemas que posean una configuracion sofisticada sea debido a Lachat (12), y a

Lachat y Watson (13).

El BEM puede ser usado en muchas areas de la ingenieria y ciencias incluyendo mecanica de

fluidos, acustica, electromagnetismo, y mecdnica de la fractura.

En este trabajo se aplicé la formulacion directa del BEM para problemas de Creep secundario
en un andlisis bidimensional. Para la aplicacién de toda esta formulacién, se uso un cddigo
computacional escrito en el lenguaje FORTRAN (14), en el cual se modificaron unas subrutinas

para adaptar las nuevas ecuaciones.

Posteriormente se trabajo con los resultados ya existentes de un articulo para comparar los
resultados que se obtuvieron de manera experimental con los que se obtuvieron por medio de
esta técnica propuesta. Los resultados de dicha investigacion son presentados en este trabajo,
donde se aprecia que los cdlculos numéricos son muy préximos a los resultados obtenidos de

manera experimental que se encuentran en el articulo.



Abstract.

In every industry it is always essential to know the time of life span of the equipment and
machinery, to determinate the spare utility. Sometimes this is not appreciable until the
equipment completely fails. Also we can establish parameters for monitoring and know the

evolution of the small failures and damages of the materials.

Now on, if we reflex these in the materials that we use, we can see the existence of many
features. To know the material’s elastic properties we have charters and graphics of two

concepts whit a great affinity: stress and strain.

It is well known that in the strain-stress curve of one material exist two regions, the first one is
the elastic region, where generally the material has an almost lineal behavior and suddenly,
when the slope starts to change, the second region starts and it is called the plastic region
which has a no-linear behavior. Both regions are separated by the yielding point or yielding
stress. When one material reaches this point, the changes appearing in the material cannot

return to its original form and here we say that the material has been deformed plastically.

But, is it possible that a certain body deforms plastically even when the stresses don’t reach the
yielding point? The answer is easy; this deformation is known as creep, and although this

investigation, we will be talking over this type of deformation that acts in this way.

Creep’s principal feature appears with constant loads and stresses under the yielding point for

long periods of time and maybe affected by high temperatures.

This work presents the implementation of two equations to estimate the creep rate using the
boundary element method (BEM) which as reported by M. H. Aliabadi (2), computes the
stresses acting over the surface of the body. All this procedure is based on predict the creep

rate at different temperatures.



The creep analysis is basically applied to metals as reported by Pineda (1), but part of the
attention is on the numerical evaluation of the creep components subjected to variable
temperature. The constitutive model used for the numerical calculation its due to the standard

equations of power-law creep.

Moreover, it is used a numerical method for computing, known as Boundary Element Method
(BEM) in order to solve equations as lineal partials derivatives that have been formed as
integral equations (in form of a frontier integral), the fundamental can be traced back to
mathematical formulations by Fredholm (3), and Mikhilin (4) in potential theory and Kupradze (5) in
elasticity. In the context of the BEM, also called Boundary Integral Equation (BIE) (6), the formulations
are due to Jaswon (7), Hess and Smith (8), Massonet (9), Rizzo (10) and Cruse (11). But perhaps the most
significant early contribution to BEM as an effective numerical technique is due to the work of Lachat
(12) and Lachat and Watson (13). They developed an isoparametric formulation similar to the FEM and
proved that the BEM can be used as an efficient tool for solving problems with sophisticated

configurations.

The BEM can be used in many ways in engineering and sciences, including flow mechanics,

acoustic, electromagnetism and fracture mechanics.

In this work, the direct formulation of BEM was used to solve steady state creep problems in a
bidimensional analysis. For the application of all these formulations, a well-known software was

used, FORTRAN (14), where new equations were added.

Then, experimental results obtained from the literature were used to compare the results
obtained with this technique. The results of such investigation are shown in this work, where it
is possible to see that the numerical results are much closer to the results obtained

experimentally in the paper.



Objetivos.

Desarrollar una nueva formulacion numérica para determinar la velocidad de deformacion por
creep con temperatura variable de manera precisa y que sea capaz de predecir este
comportamiento en metales sometidos a cargas constantes en donde el tiempo es el

parametro mas importante a considerar.

Metas.

Comprender el método de los elementos de frontera.
Deducir analiticamente los conceptos basicos sobre la teoria de Creep.

Modificar y adaptar un cédigo en lenguaje FORTRAN en el que se programen dos ecuaciones de

Creep a temperatura variable aplicado a metales.

Implementar este cddigo como una subrutina a un programa de andlisis de esfuerzos utilizando

el método de los elementos de frontera.

Validar los resultados numéricos con un problema experimental publicado en la literatura sobre

el tema.
Publicaciéon de un articulo con los resultados obtenidos.

Presentar este trabajo en un congreso internacional en Brasil.



Alcances.

Esta tesis se limita al calculo de la velocidad del Creep para temperaturas dentro del siguiente

rango 550°C < T < 800°C.

La validacién del cédigo se realizé para el acero AISI 316 L(N) con esfuerzos no mayores a 300

MPa.

Los resultados de esta investigacion fueron enviados a una revista indizada para su publicacion.

Los resultados de esta investigacion fueron enviados a un congreso internacional para su

ponencia.



Introduccion.

En el disefio, la Mecénica juega un papel muy importante; ya que existen muchos problemas, si
no es que todos, que estdn interconectados directamente con conceptos o situaciones
relacionadas con esta area de la Fisica. Es por ello que es de gran utilidad poder contar con
alguna herramienta la cual sistematice el analisis y los calculos para asi, poder realizar una

correcta prediccidn y el disefio sea justo lo que se necesita.

En la actualidad, es posible conjuntar el andlisis mecanico que se necesita con algln software

para lograr que esta tarea sea mucho mds simple.

En este trabajo, el principal objetivo es implementar un cédigo en lenguaje FORTRAN para
simular la velocidad de deformacién producida por Creep en materiales metalicos de una
manera eficiente, eficaz y precisa. Todo esto cabe sefialar, mediante la aplicacion de un

programa que calcula los esfuerzos mediante el método de elementos de frontera.

Los datos mostrados provienen de simulaciones hechas para un material en especifico obtenido
de referencias (15), mismas que proporcionan toda la informacion necesaria y de mayor

relevancia para el disefio de este trabajo.

Los resultados fueron comparados con valores reales ya existentes de pruebas experimentales

hechas por otros investigadores sobre este tema.



CAPITULO 1

MATEMATICAS PRELIMINARES.

En este capitulo se estara tratando con relaciones matematicas de gran importancia para la
derivacion y comprension del andlisis usando el método del elemento de frontera (BEM, por
sus siglas en ingles), asi como conceptos aplicados en el drea de la mecanica, relacionados con
la deformacidon en materiales sélidos, especificamente en metales. Es importante conocer estas
relaciones para poder tener una mejor comprension de lo que el elemento de frontera es
(BEM). Estas seran usadas de manera iterativa para transformar la ecuacion diferencial
gobernadora del problema de la mecdnica del medio continuo en ecuaciones integrales
equivalentes de frontera. Estas son derivadas aqui con el fin de que el lector pueda tener la

seguridad acerca de su uso subsecuente.

1.1 Introduccion.

Las técnicas numéricas para la solucién de problemas en mecanica pueden ser resumidas a
solamente 3 por su mayor aplicacién dada su eficacia y eficiencia; estos son: Diferencias finitas,

elemento finito y elemento de frontera. Los tres métodos involucran los siguientes pasos:



1. El reemplazamiento de las expresiones involucradas para el calculo con aproximaciones
algebraicas

2. El uso de una rejilla computacional (usualmente conocida como malla),

3. La solucién de un conjunto de ecuaciones algebraicas simultaneas para determinar la

distribucién de la respuesta desconocida en la malla.

Estos tres métodos pueden ser contrastados entre ellos basado en las condiciones
operacionales que siguen. Cada uno de los métodos ha sido muy satisfactorio en
proporcionarles a los cientificos e ingenieros (con ayuda de simulaciones computacionales)
respuestas y soluciones a sistemas continuos. Todos estos métodos aun asi requieren juicios

considerablemente ingenieriles para una utilizacidn efectiva.

r//m'm Lo
..

(A) (B)

Elemento de Frontera

(€)

Figura 1 Métodos Numéricos para problemas Mecanicos
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1.1.1 Método de diferencias finitas.

Es un método utilizado para calcular de manera aproximada las soluciones a las ecuaciones
diferenciales gobernadoras del problema usando ecuaciones diferenciales finitas para generar
sistemas de ecuaciones algebraicas y aproximar derivadas. En la figura [1-A] se muestra el tipo
de mallado usado en el método de diferencias finitas. En cada interseccién de las lineas
mostradas en el mallado por diferencias finitas, la ecuacién diferencial gobernadoras es

remplazada por una aproximacion finita (16).

Ventajas Desventajas

e  Extremadamente general. e  Generalmente requiere de mallas

e Usado extensivamente en mecdnica estructuradas, ya que otro tipo de
de fluidos y problemas quimicos, mallado genera mds variables.
térmicos y aeroespaciales con e  Poco manejable para problemas
turbulencia. infinitos

e  Sinintegracion Numérica. e  Modelado de las fronteras y de las

e  Matrices poco densas. condiciones de frontera.

e  Manejo de la no homogeneidad. e  Probable aproximacion a las etapas

° Menor tiempo de espera para finales de realizacion.
nuevos problemas.

1.1.2 Método de elemento finito.

Este Método opera con la relacion de integrales gobernadoras equivalentes usando
interpolaciones simples (usualmente polinomiales) de pequefios elementos del dominio en
estudio de las cantidades de respuesta en los nodos de puntos. En la figura [1-B] se muestra el
tipo de mallado usado en el método de elemento finito. Este método trabaja transformando las
ecuaciones diferenciales gobernadoras en una ecuacion integral equivalente involucrando la
respuesta desconocida (17). Estas ecuaciones integrales son aproximaciones de un conjunto

similar de ecuaciones integrales discretizadas.
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El método de elementos finitos se define como la division de un continuo en un conjunto de
pequeiios elementos interconectados por una serie de puntos llamados nodos. Las ecuaciones
que rigen el comportamiento del continuo regiran también el del elemento. De esta forma se
consigue pasar de un sistema continuo (infinitos grados de libertad), que es regido por una
ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales, a un sistema con un nimero de

grados de libertad finito cuyo comportamiento se modela por un sistema de ecuaciones,

lineales o no.
Ventajas Desventajas

e  Usado extensivamente en andlisis e  Requiere malla de volumen.
térmicos y estructurales. e  Requiere de una relacion integral de

e ntegracion de funciones simples. los principios de variacion o

e  Manejo de la no homogeneidad. formulacion de residuos de

e  Matrices poco densas, usualmente ponderacion.
simétricas. e la precision de los resultados

e  Modelado de fronteras y depende de la densidad de
condiciones de frontera. elementos utilizados.

e  No requiere de mallas e  Comenzando a acercarse a las
estructuradas, se puede combinar etapas finales de realizacion.

un amplio rango de elementos.

1.1.3 Método de elemento de frontera.

En la tercera figura [1-C] se muestra un mallado por el método de elemento frontera. En este
método las ecuaciones diferenciales gobernadoras son transformadas en ecuaciones integrales
equivalentes. Usando la relacién de calculo descrito en la ecuacion de Gauss-Green o el
teorema de la divergencia, estas ecuaciones integrales, involucran tanto las integrales de
superficie como de volumen, estas luego transformadas en ecuaciones integrales (ecuaciones
integrales de frontera) que no contienen integrales de volumen involucrando la respuesta

desconocida. Es un método numérico para resolver ecuaciones en derivadas parciales lineales que han

sido formuladas como ecuaciones integrales

12



Ventajas

Modelado de fronteras y
condiciones de frontera.

Requiere solamente mallas de
superficie.

Reducido sistema de ecuaciones a
resolver.

Utilizado en estructura, andlisis
térmicos, acustica,
Elastohidrodindmica y andlisis de
fluidos.

Ideal para problemas infinitos.

La resolucion de los gradientes de
respuesta no estdn atados al
refinamiento de la malla.
Solamente una manera a tratar
algunos problemas.

Desventajas

para muchos problemas el método de
elementos de frontera es
significativamente menos eficiente que
los métodos de discretizacion de
volumen.

elementos de frontera tipicamente dan
como resultado matrices que estan
completamente pobladas.

Los Recursos de almacenamiento y
tiempo computacional tienden a crecer
proporcionalmente al cuadrado del
tamafio del problema.

Requiere de integracion substancial
numérica de funciones complejas.
Matrices no simétricas.

Problemas profundos de no
homogeneidad.

El método de elementos de frontera es en ocasiones mas eficiente que otros métodos, esto es
en funciéon al nimero de variables que contenga el problema, la dimensionalidad, u otros
aspectos que afecten directamente al problema. Las secciones que siguen, establecen algunas
relaciones matemadticas de absoluta importancia para el cdlculo y comprensidon del método de

elementos de frontera.

1.2 Teorema de Gauss- Green.

El teorema de Green establece la relacidn entre una integral de linea alrededor de una curva
cerrada simple y una integral doble sobre la regién plana limitada por la curva cerrada. El
teorema de Green se llama asi por el cientifico britdnico George Green y es un caso especial del

teorema general de Stokes.
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Es una identidad fundamental que relaciona la frontera de un area con la funcion derivativa de
una integral de linea. Para poder tener una mejor comprensién de esta relacion, consideremos

la siguiente figura [2]:

Referencia

Figura 2 Area utilizada para derivar el teorema de Gauss-Green.
La figura [2] muestra una funcién de linea cerrada S la cual contiene un Area A; la integral del

. . L, a . . .
area formada por dicha funcion gﬁA édA, puede ser escrita como una doble integral, primero

con respecto a X y segundo con respectoa Y

fy(fx %dx)dy (1.1)

Aplicando el teorema fundamental del calculo (18) podemos reemplazar el término que se
encuentra entre paréntesis para tener Unicamente una integral, esto serd evaluando la integral
en sus valores superior x, e inferior x; de la superficie del cuerpo, lo cual nos deja la ecuacidn

de la siguiente manera:
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f {FOe) — FGe)} dy 1.2)
y

Ahora es importante identificar la parte que se forma por los diferenciales de drea creados por
el célculo, primero en Xy luego en Y. Estas diferenciales de area tienen diferenciales de arco la

cual identificaremos como ds y de aqui podemos obtener el vector tangente t y normal n a

estos arcos [3]:

dx

dy
dy

-dx

Figura 3 Detalle de la Figura [2].

Utilizando los conceptos anteriores, sustituiremos los términos dy por los de ds. Estas

consideraciones deben de incluir a la normal unitaria de la frontera de linea:

dx dy dy dx
t=%€1 +%6’2 ; H=E€1—$ez =nye; +nye;
0
dy
s =~ M = dy = n,ds (1.3)
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En esta expresion e; son los vectores unitarios orientados a lo largo de los ejes. Substituyendo

esta relacion en la ecuacién (1.2) tenemos:

f {f(x2) = f(x)}dy = f f(xz)n, ds — f f(xn, ds (1.4)
y So s1

En esta expresion el arco s; se encuentra del lado izquierdo de la totalidad de la linea de
frontera s, y el arco s, esta en el lado derecho de s. Podemos combinar ambos términos en la

expresion anterior dado el signo negativo del segundo término como:

af
- = 1.5
ngadi Lfnxds (1.5)

En esta ecuacidn, se asume la convencidon de que la integracién ocurre a lo largo de toda la
superficie y la normal externa es utilizada. Si se intercambian los ejes, la otra relacién también

resulta ser verdadera:

af
iEdAsz fny,ds (1.6)

Estos argumentos pueden ser extrapolados en un contexto tridimensional, con la ayuda de la

figura [4] se obtendrdn resultados analogos:
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Referencia A

Referencia A

Figura 4 Volumen utilizado para derivar el teorema de Gauss-Green.

En esta ocasién el teorema de Gauss-Green representa la integral de volumen de una integral

de superficie de una funcién. En esta ecuacion x; y n; pueden adquirir valores para x,y,z y

Ny, Ny, Ny dependiendo el valor de i:

ﬁ%d“jz fy (f gdx)dydpjz fy{f(xa—f(xl)}dydz

0 a
—de =f fn,ds ; generalizando f —de =f fn;ds (1.7)
%4 0x s 1% axi s

1.3 Teorema de la divergencia.

El teorema de la divergencia es una muy pequefia variacion del teorema de Gauss-Green (19).
Para poder expresar esta relacién, dejemos que f = f; sea la i-ésima componente de un vector

funcion en la ecuacion:
17



af
idV=] fin; ds
%4 axi s

Usando la formula (1.7) con i = 1,2,3 y sumando los resultados obtenemos:

0x;  0x, * 6x3) av = L (fina + fonz + f3nz) ds

f <6f1+af2 0f3
v

fv (V-f)dV=fs (f -n)ds

1.7)

(1.8)

La ecuacién (1.8) define la divergencia de un vector funcidn como combinacidn de las derivadas

mostradas. Esto puede notar que la ecuacion puede también ser usada para representar el

teorema de la divergencia si se asume la convencién para la sumatoria de Einstein. Esto es que

si en un término los dos indices subscritos se repiten, esto implica que el término debe ser

sumado sobre un rango de subscritos. A continuacién se muestra un ejemplo donde el rango de

subscritos es 3:

3
fing = ijnj = fing + fang + f3ng
j=3

1.4 Segunda identidad de Green.

Esta relacion puede ser obtenida usando el teorema de la divergencia al sustraer las dos

identidades (1.9, 1.10). La primer identidad se obtiene al dejar que f sea igual al producto

escalar de una funcién b y al gradiente de otra funcién a.
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f=bVa

Y:
V-f= <ie1 +ie2 +ie3) . (ba—ae1 + ba—ae2 + ba—ae3>

Jdxy 0x, x5 Jdxy dx, x5

Resultando:
V.f= ob da d’a db Oda d’a db 0da d%a

0x, 0x, 0x,%>  0x,0x, 0x,%  0x30x;3 0x42

0:
V-f=Va-Vb+ bV?a

Donde:

Ahora sustituyendo f en la ecuacion (1.8):

j (Va-Vb + bV2%2a) dV = j (bVa-n)ds (1.9)
% s

Esta relacidon puede ser reescrita con los roles de b y a intercambiados.

f (Vb -Va + aV?b)dV = f (aVb-n)ds (1.10)
% s
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Ahora podemos substraer de la ecuacion (1.9) la ecuacién (1.10) para obtener la segunda

identidad de Green:

f (bV?a — aV?b) dV =f (bVa-n—aVb-n)ds (1.11)
%

N

1.5 Funcion delta de Dirac.

Existen muchas situaciones dentro de la ingenieria donde las excitaciones son idealizadas como
si estas ocurrieran en un punto. Cargas concentradas en sdélidos mecanicos y fuentes
concentradas de generacién de energia interna en analisis térmico son dos ejemplos de ello

(20).

Fisicamente, existen una cantidad bien definida de problemas con este concepto, en su forma
pura. En nuestra imaginacion, cuando nosotros pensamos en un punto con una carga, nosotros
probablemente estemos pensando en una carga concentrada relativamente, como se muestra

en la figura [5]:

Figura 5 Representacion de una carga concentrada.

La calidad de nuestra idealizacidon del punto cargado obviamente depende de que tan cercano
ubiguemos la respuesta directamente en el punto de aplicacion. El punto cargado en la viga
funciona bien para determinar el esfuerzo cortante resultante y el momento en ella, y para la

deflexion en el grosor utilizando teoria de las flexibilidades. Un analisis tridimensional del

20



contacto es requerido de cualquier modo, para obtener informacion detallada acerca de la
respuesta del objeto directamente bajo la carga en el limite, mientras el radio de la curvatura
de la carga rigida por el objeto mostrado en la figura [6] se contrae a cero, los esfuerzos se

convertiran en ilimitados y el material fallara.

Figura 6 Detalle de la Figura [5].

Sin embargo esto es una abstraccion matemadtica totalmente artificial, que bien podemos

utilizar para poder dar solucién a problemas practicos.

Para lograr construir una descripcion matematica de la fuente del punto de excitacidn,

iniciamos con una funcion sencilla mostrada en la figura [7].

F
A

1/a

e——d ——

Figura 7 Funcién de impulso de un rectangulo unitario.
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Esta funcion puede ser llamada como rectangulo unitario de impulso centrado en d de ancho a.
Esta funcion esta configurada de tal modo que la integral es igual a la unidad sobre cualquier

dominio donde la funcién aparezca.
; F — 3 —

1/a

1/a

—d ——

> X [ > X

Figura 8 Dos ejemplos de rectangulos unitarios.

(o <d-2
|7 g 2
1
F(x,d,a)z _,d—ESXSd'FE
a 2 2
0; x>d+E
’ 2

Ahora podemos definir la funcion delta como el limite de la funcién de impulso del rectdngulo

unitario cuando tiende a cero.

6(x—d) = (lli_r:% F(x,d,a) (1.12)

Esta funcidon se comporta como nuestro punto de carga. Es decir, una region sobre la cual la
funcién que actua se vuelve mas chica, la intensidad incrementa de tal modo que la resultante

(laintegral de area) de la funcién permanece constante.

22



CAPITULO 2

MECANICA DE SOLIDOS.

La mecanica de solidos estudia el comportamiento de los cuerpos sélidos ante diferentes
situaciones como la aplicacion de cargas o efectos térmicos. Estos comportamientos, se

estudian introduciendo los conceptos de deformacién y de tensién.

En este capitulo se plantea el estudio de la mecanica de sélidos, la cual considera que los
desplazamientos que ocurren en un cuerpo son producto de las condiciones de carga y soporte
del mismo. Estos desplazamientos dan paso al aumento en las deformaciones y esfuerzos

internos en el cuerpo.

Una aplicacién tipica de la mecdnica de sélidos es determinar a partir de una cierta geometria
original de sdlido y unas fuerzas aplicadas sobre el mismo, si el cuerpo cumple ciertos requisitos
de resistencia y rigidez. Para resolver ese problema, en general es necesario determinar el
campo de tensiones y el campo de deformaciones del sélido (21). Las ecuaciones necesarias

para ello son:

e ecuaciones de equilibrio (22), que relacionan tensiones internas del sélido con las
cargas aplicadas. Las ecuaciones de la estdtica son deducibles de las ecuaciones de

equilibrio.
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e ecuaciones constitutivas, que relacionan tension y deformacion, y en las que pueden
intervenir también otras magnitudes como temperatura, velocidad de deformacion,
deformaciones plasticas acumuladas, variables de endurecimiento, etc.

e ecuaciones de compatibilidad, a partir de la cual pueden calcularse los desplazamientos

en funcién de las deformaciones y las condiciones de contorno o enlace con el exterior.

Estos campos de desplazamiento, deformacidn y esfuerzo no son cantidades escalares, pueden
ser cantidades vectoriales o tensoriales. Es por ello que para el manejo de estas cantidades, se
requiere emplear las técnicas de notacién y manipulacién de este tipo de cantidades. En este
capitulo se explicard un poco sobre analisis cartesiano tensorial basico y notacién indice (6
indiciada); seguido del estudio de deformaciones, equilibrio y traccidn, la relacion esfuerzo-

deformacion y finalmente teoria basica sobre elasticidad.

2.1 Notacion indice.

Casi sin ninguna excepcion, la notacién usada en las expresiones contempordneas de las
relaciones en mecanica de sdlidos incluye la notacién indice. En problemas vectoriales como es
el caso de la elasticidad, es necesario referirse constantemente a los componentes de tensores
y vectores y las operaciones que se haran entre ellos. Para evitar la enumeracién constante de
las componentes de dichas cantidades, que finalmente tiende a ocultar los aspectos
fundamentales de una formulacidn, se utiliza la notacion indice o notacién de Einstein en honor
a su inventor. Ciertamente el concepto de un vector ¥ con componentes en x y y, las podemos
expresar como vy, y v, que es algo conocido por todos, y puede ser usado como una manera
simple para expresar dichas cantidades. En la notacion indice como su nombre lo dice,
utilizamos indices para referirnos a cantidades dependiendo del valor que asume el indice, asi

por ejemplo (23):
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F; i=123->F ={F,,F,, F3} 2.1)
Donde F puede ser un vector fuerza y el sub-indice i que puede tomar los valores de 1, 2, 3 nos
indica a cudl de las componentes del vector nos estamos refiriendo.
Consideremos otro ejemplo, revisemos la ecuacidn algebraica mostrada a continuacidn:
a1x1 + ayx, + azxz +agx, = b
La podemos expresar como una sumatoria de la siguiente manera:

iaixi =b 2.2)

i=1

La cual es una representacién de mucho menor tamafio que la anterior, ahora bien este
concepto se puede aplicar utilizando los dos ejemplos anteriores para poder representar un

tensor, primero aplicando un sub-indice i:

a11X1 + Q125 + A3X3 + Q14X = by
Az1X1 + AppXy + Ap3X3 + AaXy = byp A Xy + Qipxy + Ai3X3 + ApaXs = by
a31X1 + A32X; + A33X3 + Az4X4 = b3 2.3)

i=123

Y luego la sumatoria:

4
Z aijxl- = bi , i= 1,2,3 (24)
j=1
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Y de este modo podemos representar un sistema de 3 ecuaciones donde se incluyen hasta 5

términos de una manera mds compacta.

2.2 Convencion de la sumatoria.

La convencidén de la sumatoria, o convencion de la sumatoria de Einstein propiamente dicho, es
una regla que permite una representacién todavia mucho mds compacta en notacién indice.
Este tipo de convencidn permite escribir relaciones de suma sin el uso explicito del simbolo de

sumatoria, esto es por:

“Si cualquier indice aparece dos veces en cualquier termino, entonces estd implicito que ese

indice debe de ser una sumatoria para todos los valores en el rango de ese indice.”

Un ejemplo de lo anterior seria:

Z ai]-xi = bi , i= 1,2,3 (2.4)

j=1

Usando el simbolo de sumatoria la ecuacidn se escribiria como:

Z al-jxi = bi (2.5)

3
i=1j=1

2.3 Delta de Kronecker.

La delta de Kronecker es un simbolo Util que permite la expresidén sencilla de ciertos tipos de

relaciones que incluyan notacién indice (24). Por ejemplo, la formula en notacidén indice para la
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longitud (cuadratica) de una linea segmentada con un extremo situado en el origen y el otro en

las coordenadas x4, x,, x5 es:
12 =x2 + x,2 + x32 = xx (2.6)

De cualquier modo, esta expresidon puede presentar una férmula que también contenga un

término como x;X;. La delta de Kronecker puede ser usada en esta situacién para restringir:

2 2 2 2 —

[ =2 + x5 + x3° = XX = 6;j%;%; (2.7)
Donde la definicion actual de la delta de Kronecker es:

_(1;sii=j
5”‘{0; Sii#j 2.8)

Aplicando esta definicidn a la expresidn (2.7) resulta:

2 _ _
12 =6;xx) = 611x1%1 + 812%1X5 + 813X X3 + 821 X2%1 + G32X2X5 + O23XX3 + 831 X3%;

+ 83203%5 + 833x3x3} = 12 + 2,7 + x3° (2.9)

Es importante destacar que el valor de ambos indices debe ser el mismo en la delta de

Kronecker. Este simbolo también puede llamarse como el tensor substitucién.
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2.4 Simbolo de permutacion.

Otro simbolo muy util usado en la notacién indice es el simbolo de permutacion, también
conocido como el tensor de Levi-Civita. Este simbolo mostrara ser muy util en la representacion

de un producto vectorial:

1; si ABC permuta como 123123
espc =1—1; si ABC permuta como 321321
0; sicualquier indice es repetido

(2.10)

Una permutacion no es nada mas que una combinacién de cosas donde el orden de sus

ocurrencias es una caracteristica distinguida. Esta por demas decir que la permutacién ABC es

diferente de ACB. Considere el uso de este simbolo para el préximo determinante de 3x3:

€111A11012013  1T€112011A12023 1€113011A12033
te121011022013 +e€122011022023 +e€133011022033
te131011a32013 +€132011032023 +€133011032033
t€311021012013 1621202112023 +€213021012033
[[A]]l = erstar1a52a3 = T€221021022013  +€222021022023 +€3223021022033 (2.11)
te331021032013 TE€232021032023 +€233021032033
t€311a31012013 1T€312031A12023 +€313031012033
te321031022013 T€32203102203 +€333031022033
te331a31A32013 +€332031032Q13 +€333031032033
Y:
€rstAr1AspAt3 = €123011022033 T €132011032023 + €213021012033 + €331A21032043
2.12)
+ €312031012023 T €331031022013
O:
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Figura 9 Convencidn de signos asociada con el simbolo de permutacion.

€rstr1Qs2Ay3 = Q11022033 — A11032023 — A21012033 T A21032013 + A31A12023 — A31022013  (2.13)
La figura [9] puede ser usada para entender mejor y ayudar a determinar los signos asociados
con la permutacién particular de los indices.

Es una simple cuestién, usando la ecuacidon (2.13) verificar que el vector producto de los dos

vectoresay b es:

+e,a,b; —eqjasb,
aXxXb=ege.ab; = —eya1bs +eyazbi; = e, a,bge; (2.14)
+esa. b, —eza,by

Donde:

a=age, Y b=Dbge,

Notese que las componentes del vector unitario e son usadas en estas expresiones, aunado a la

convencion de la sumatoria.

La ultima relacién calculada, involucra los términos de la delta de Kronecker y el simbolo de
permutacion. Esta relaciéon, es normalmente referida como la identidad e — §. Se ha observado

que la siguiente relacion existe.
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€ijkeist = 0jsOkt — GjtOks (2.15)

2.5 Elasticidad.
Cuando un objeto se somete a fuerzas externas, sufre cambios de tamafio o de forma, o de
ambos. Esos cambios dependen del arreglo de los atomos y su enlace en el material.

Los materiales eldsticos se deforman bajo la accidon de esfuerzos pero regresan a su forma
original cuando el esfuerzo es retirado. No hay una deformacion permanente. Algunas
deformaciones elasticas, como en los derivados del hule pueden ser grandes, y en otros
materiales como minerales o metales son mucho mas pequefias hasta llegarse a considerar

infinitesimales.

Muchos materiales obedecen un comportamiento dado por la ley de Hooke, |a cual dice que la

deformacion es directamente proporcional al esfuerzo.

Para estos materiales entonces, la ley de Hooke (25) se define:

o=E¢§ (2.16)

De donde podemos establecer una relacion para el valor de E:

(2.17)

SRS

Donde o es el esfuerzo, § la deformacién y finalmente E es conocido como el mdédulo de

Young.
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2.5.1 Significado Fisico del Médulo de Young.

Si la deformacion es igual a 1, entonces el esfuerzo es igual a E. Por lo tanto, el médulo de
Young puede ser considerado (tedricamente) como el esfuerzo necesario para producir un 100

% de estiramiento o compresion.

2.5.2 Relacion de Poisson

Cuando un material es sometido a una prueba de compresién, este tiende a deformar y
aumentar sus dimensiones axiales; del mismo modo, cuando es sometido a una prueba a
tensién, nuevamente ocurre una deformacién, pero contraria a la anterior, el cuerpo disminuye
sus dimensiones axiales. La relacién de Poisson esta definida como la razén de la deformacién

transversal comparada con la deformacidn longitudinal.

e

A |

Vo orrrrrorryryys

Zomprezidn

Figura 10 Ejemplos de elementos normales/deformados.

Notese que la razon es para las deformaciones, no para las dimensiones. No podemos esperar
gue una varilla delgada se ensanche del mismo modo y en la misma cantidad que un cilindro

grueso.
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Para la mayoria de los metales ferrosos, la relacion de Poisson anda alrededor de 0.3 y

usualmente esta representada por la letra griega nu v.

2.5.3 Médulo de Rigidez

La relacidn de Poisson describe la deformacién transversal, por lo tanto tiene una conexién con
el cortante. El mddulo de rigidez, usualmente abreviado como G, juega el mismo rol al describir
el cortante como el mdédulo de Young describe la deformacién longitudinal. Estd relacidén esta

definida por:

esfuerzo cortante

= — (2.18)
deformacién por cortante
G Puede calcularse en términos de E y v:
E
= 2.19
G 2(1+v) 219

2.6 Tensores cartesianos.

Los conceptos de notacion indice descritos anteriormente pueden ser aplicados a diferentes
aspectos, algunos de los cuales son matematicos y no estan relacionados a las cantidades
fisicas. Las matrices por ejemplo, son cantidades matematicas y no necesariamente
relacionadas con objetos fisicos. El concepto de tensor cartesiano, por otro lado, es una idea
estrictamente fisica. Para comenzar a analizar este concepto considere un vector ¥ como se

muestra en la figura [11]. Este vector puede ser, por ejemplo el vector desplazamiento del
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punto A hacia el punto B. Ciertamente este desplazamiento es una cantidad fisica,

independientemente de como nosotros podamos decidir cémo describirlo.

Seria conveniente representar este vector como la suma de una componente horizontal y una

componente vertical como:

¥ = 0.866e, + 0.500e,

v 0.500

0.866

Figura 11 Vector del punto A al punto B.

De cualquier modo, también seria conveniente representar el vector como la suma de una

componente tangencial y una componente normal como:
v = 1.000t + 0.000n

Donde t es un vector unitario tangente a ¥, y n es un vector unitario normal a ¥. Ahora uno
debe admitir que el vector ¥ puede ser representado por cualquiera de las dos
representaciones mostradas con anterioridad. El vector ¥, de cualquier modo, es el mismo
objeto fisico en ambas circunstancias. Las componentes en tensores cartesianos son las
descripciones de estos objetos fisicos. Por ejemplo un vector puede representarse por sus

componentes.
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Figura 12 Componentes rectangulares de un vector.

2.7 Deformacion.

Cuando un objeto solido es sometido a esfuerzos este tiende a deformarse mecédnicamente. La
desviacidon de algunos puntos del cuerpo con respecto a la forma original descargada se le
conoce como desplazamiento. La descripcidon de la deformacion de un objeto esta dada por el
campo de desplazamientos asociado con cada punto en el objeto. Obviamente este cambio en
la posicién es un vector de campo. Usando los conceptos que previamente se mencionaron este
campo de vectores puede definirse como un tensor de rango uno. Si el campo de
desplazamientos esta descrito en términos de las coordenadas sin deformar x; de cada punto,
entonces a este tensor se le conoce como la representacién de la deformaciéon del material.
Esto también hace referencia a un lagrangiano que describe el movimiento. Serd de mucha
utilidad tener una expresién para el cambio diferencial del campo de desplazamientos u; que
ocurre entre los puntos originales del material localizados a diferentes distancias entre ellos.
Para el calculo de funciones de muchas variables, tenemos una férmula para este tipo de

cambios diferenciales en cualquier funcion:
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u; = u;(xg, X2, x3) (2.20)

aui aui aui
a— dx1 + a— de + g
3

du; = dxq dx,

dX3 = ui,jdxj (2.21)

Noétese el uso de la notacidn indice descrita en las secciones anteriores.

Dentro de un objeto, es posible imaginar una linea infinitesimal, como la mostrada en la figura
[13], que originalmente vaya del punto A en la posicidn x; al punto B en la posicidn x; + dx;.
Después de que ocurre la deformacidn, esta linea ira del punto A* en x; + u; al punto B* en la

posicion (x; + dx;) + (u; + du;).

=

u'a'1_..-""'--l- ds’

Figura 13 Deformacion de un elemento lineal infinitesimal.
Las componentes y la longitud de este elemento lineal infinitesimal antes y después de

la deformacion pueden determinarse por medio de la siguiente relacion:

Xt = x (2.22)
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dxi* = dxi + dui = dxl- + ui,jde = SdeJ + ui,jde = (611 + ui,j)dxj (223)

ds? = dx;dx; (2.24)

(dS*)Z = dxi*dxi* = (611 + ui,j)dxj(é‘ik + ui,k)dxk (225)

La razon por la que la longitud del elemento lineal infinitesimal antes y después de la
deformacion, es importante en mecanica de solidos porque provee la informacién
necesaria para calcular la deformacion que ocurre en cualquier punto del cuerpo. Para
comenzar a determinar el campo de deformacion en un cuerpo deformado, considere la

diferencia de cuadrados de la longitud infinitesimal mostrada antes.

(ds*)2 - d52 = (61} + ui,j)(Sik + ui,k)dxjdxk - dxidxl-
= (611 + ul-,j)(6ik + ui,k)dxjdxk - Sijdxl-dxj (226)

= 6L]{(61k + ui,k)(é‘ﬂ + uj,l)dxkdxl - dxl-dxj}
= 8;i{[6:0j1 + Sty + Stk + Wit | dxpedx; — dxpdx;}

Pero:
66 6jdxdx; = 83.6;,dxdx; = Sjdxdx; = dxydxy
8;jbiujndx,dx; = 8ujdxdx; = uj,dxdx
8ij 0w dxdx; = Syuydxidx; = uydx,dx,
Sijuirwin dxdx; = ujneundxedx
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—Sl]dxldx] = —dxAdxA

(ds*)? — ds? = 2¢&;;dx;dx; (2.27)

Donde:
1
gij = 5 {irj + Wi + Ui + i) (2.28)

La cantidad definida en la ecuaciéon es llamada tensor deformacion, o mas

precisamente el lagrangiano o tensor de deformacion de Green-San Venant.

2.8 Traccion, esfuerzos y equilibrios.

Con el fin de entender mejor el concepto de intensidad de la fuerza, considere el cuerpo solido

en la figura [14].

Figura 14 Cuerpo en equilibrio.
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Asumiendo que el cuerpo esta en equilibrio bajo las fuerzas que se muestran, uno puede
imaginar un plano P a través del cuerpo que también atraviesa el punto "0". Este plano divide
al cuerpo original en dos partes: "A" y "B". Centrandose en la parte A, uno puede decir que se
encuentra también en equilibrio, aun cuando estén actuando las fuerzas externas, también
existen las acciones internas que la parte B ejerce sobre A. En mecdanica se asume que estas
acciones son distribuidas y continuas. Para cuantificar el concepto te estas acciones internas,
consideremos una parte pequeia en la superficie del drea de la parte A. Denominaremos esta
parte como AA con un vector unitario hacia el exterior n. El efecto resultante de la parte B en
AA puede ser caracterizada por un vector fuerza f y un momento de torsién m. Los dos
condicionales fundamentales de la mecanica deben de relacionarse con los limites de la fuerza

resultante y el momento actuantes en AA. Estas dos condicionales serian:

m

im — = 2.29
Jmo5a = @2

lim —=t ;

AA-0 AA y
La primera ecuacion declara que la fuerza resultante por unidad de drea actuando sobre AA
alcanzard un limite definido (ambas magnitud y direcciéon) como el tamano del elemento se

aproxima a cero. Este vector es llamado vector traccién. Es por ello que el vector traccién t es el

vector fuerza por unidad de area que actua en el plano P con normal n en el punto "o0".
2.9 Leyes de esfuerzo-deformacion.

Un cuerpo eldstico se define como un cuerpo que se deforma cuando esta sujeto a esfuerzos de
cierta manera que cuando los esfuerzos son retirados del cuerpo, las deformaciones

desaparecen.

La ley de Hooke que se muestra a continuacién, es una relacion lineal obtenida

experimentalmente entre las componentes del esfuerzo y el tensor deformaciéon para un
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material elastico. Para un material isotropico, el material responde exactamente igual sin
importar la direccidn de la carga. Para este caso de isotropia, la ley de Hooke puede ser escrita

en términos de dos constantes:

Okt = Ckimn®€mn (2.30)

0ij = Abijep + 2ue;; (2.31)

Los dos simbolos griegos mostrados arriba son conocidos como “Lame’s constants”, y estan

relacionadas al médulo de elasticidad E, la relacién de Poisson v, y el médulo cortante G como:

- uBA+2w) . A vE E

_ - L == 2.32.
rn VT iasw M aommasy P ey @8

Por lo tanto la ecuacidn quedaria como:

VE6ijekk Eeij
A-2v1+v) (A+v)

(2.32)

Uij =

La ecuacion de arriba describe los componentes de un tensor de esfuerzos en términos de las
componentes de la deformacién. Esta relacion puede invertirse para lograr la descripcidn de las
componentes de la deformaciéon en términos de los esfuerzos. El proceso de inversion es

expedito mediante la obtencion de una expresidn para gy primero como:

Okk = AByrenn + 21eyy, = /1(3)97171 + 2ueny
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ok = 34+ 2u)eyy, (2.33)
Y
_ Okk
€nn = —(3/1 T 20) (2.34)
Las expresiones de arriba pueden sustituirse en la ecuacion (2.31) para g;;:
Okk
ij ij (31 + 2.“) ueij
0
o 20 __ A0ij% (2.35)
Y 2u 2u(31+ 2w ’

El método de elemento frontera es ideal para resolver problemas que involucren efectos
termo-elasticos. Este tipo de problemas existen cuando un sdlido estd sujeto a condiciones de
cambio de temperatura que provoca un aumento en la distribucion de la temperatura a lo largo
de su volumen. Esta distribucion de temperatura produce una expansion térmica en el objeto
considerado como se muestra mas adelante. En un material isotrépico, a una temperatura
uniforme de referencia T,; un pequeio incremento en la temperatura se sabe que produce una
expansién pura en el volumen, si el objeto no esta trabajado contra este tipo de movimientos.

Esta expansion puede ser expresada como la deformacion térmica:
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el; = 6;jaAT = &§;;a(T — T,) (2.36)

Donde « es el coeficiente de expansidn térmica del material. Notese que este tipo de expansion
puede ocurrir sin la necesidad de que se esté aplicando esfuerzo alguno al sdélido. Por lo tanto
es posible tener deformacién sin esfuerzos. También es sabido que esfuerzos muy grandes
pueden ser soportados en un objeto trabajado, debido a los efectos de la expansidn térmica.
Para estos casos por lo tanto, se puede tener esfuerzos sin que produzcan alguna deformacion.
En un contexto mds general, la deformacion total o actual, que ocurre en un cuerpo serd la
suma de su deformacién térmica y la deformacidon producida por los esfuerzos que estén
actuando en el material. Escribiendo la ley de esfuerzo-deformacidn en términos de constantes

ingenieriles, esta relacidon puede ser expresada como:
M, 1 _ 1 2.37
el-j=ei]- +eij=E{(1+V)O-ij_V5ijO-kk}+5ijaAT ( . )

Esta ecuacién también puede ser invertida para quedar:

(2.38)

o = Eeij n vESijekk _E5ij(lAT
Sl +v) A-2v)A+v)] (1-2v)

41



CAPITULO 3
FORMULACION DE FRONTERA EN

MECANICA DE SOLIDOS.

Con el propdsito de tratar de describir completamente como el método del BEM trabaja en
mecanica de solidos, es necesario presentar las soluciones fundamentales asociadas vy
emplearlas en las derivadas de las ecuaciones integrales gobernadoras de frontera. El grupo de
ecuaciones fundamentales descritas anteriormente, son combinadas para dar paso a la célebre
ecuaciéon de elasticidad de Navier. Sera entonces que utilizando el concepto del vector de
Galerkin, podamos disgregar totalmente las ecuaciones de Navier. A lo largo de este capitulo se

irdn utilizando mds conceptos para finalmente obtener las formulaciones de frontera buscadas.

3.1 Ecuaciones de elasticidad de Navier.

En elasticidad lineal para un problema en 3D, el inconveniente es encontrar las 3 componentes
de los desplazamientos, las 6 deformaciones, y las 6 componentes Unicas del tensor de
esfuerzos, tracciones en la superficie, y desplazamientos en la superficie. En un problema bien

formulado, para cada direccién; cualquiera, ya sea los desplazamientos o las tracciones en la
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superficie seradn especificados, mientras que las otras cantidades seran desconocidas. El total de
15 incégnitas (tres desplazamientos, seis deformaciones y seis esfuerzos) son regidos por 6

relaciones esfuerzo-desplazamiento, 6 relaciones esfuerzo-deformacién, y 3 ecuaciones de

equilibrio:
1
eij - E (ui’j + uj/i)
(3.1)
deformacién — desplazamiento
Okt = Ckimn€mn
(3.2)
esfuerzo — deformacion
o)
0ij = Abijep + 2ue;; (3.3)
(3.4)
equilibrio

A continuacién procedemos a reformular las ecuaciones y calcular el problema integramente en
términos de los desplazamientos. Primero, la ley de esfuerzo deformacidn dada en la ecuacion
(3.3) puede ser sustituida en la ecuacién (3.4) para resultar en una ecuacién de equilibrio en
términos de las deformaciones. Después, la relacién de deformacidn-desplazamientos puede
ser usada para transformar esta expresiéon en una ecuacion de equilibrio en términos de los

desplazamientos.
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(Zﬂeij + ASijekk),j +fl =0

0
2pe;jj + Aegrrj + fi = 0 (3.5
Y
1 1
zﬂz(uirj +up) + ﬂz(uk/k + U )i + f; =0
1
0

pugjj+ W+ Dujy + fi =0 (3.6)

La forma vectorial de esta expresion es:

uwWiu+ (u+ADvVV-uw)+f =0 (3.7)

La ecuacion de equilibrio en términos de los desplazamientos mostrada previamente es

conocida como la ecuacidn de elasticidad de Navier.

3.2 Vector de Galerkin.

Existen varios enfoques para la disociacidon de las ecuaciones de Navier. Generalmente la
disociacion es lograda por la inteligente sustitucién de algunas otras funciones para los

componentes de los desplazamientos y los esfuerzos. El Unico que serd analizado en esta
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seccion sera el enfoque del vector de Galerkin. En este punto la componente del
desplazamiento u; es reemplazado en la ecuacién (3.6) por una expresion que incluya segundas

derivadas de otro (Galerkin) vector g.

2pu; = cGijj — 9jiji 3.8)

Es importante percatarse que el factor 2u ha sido escrito en el lado izquierdo de la ecuacion
(3.8). Esto fue hecho exclusivamente para conveniencia en la notacion. Ademdas que la
constante ¢ aun no ha sido determinada. Antes de hacer esta sustitucion, el segundo término

en la ecuacion (3.6) es reescrito en términos de u y v, usando las relaciones en la ecuacion

(2.32.r):
1= vE _ v 2E 2vp
ST @-2v(4+v) 1-2v) 1+v) (1A-2v)
Y:
2vp 4+ u(1 —2v) U
= = 3.9

Atu (1—2v) (1-2v) (5.9

Por lo tanto:
K _
/,tui,jj + mu]',ji + fl =0 (310)

Sustituyendo la ecuacion (3.8) en (3.10) resulta:

c 1 1 c 1
{Egilkk - Egklki},jj + M{Egj'kk - Egkfkj}’ji +f£=0
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c 1 c
— Gty D — = 3.11
29 ""J“g"”‘”‘{ 2 20 = 2v) 2(1—2v)}+fl 0 (5.11)

Notese que la derivacion arriba mencionada hace uso del hecho que gykijj = 9jikkji = Grikjji
. La constante ¢ puede ahora ser determinada como la constante que hace que la cantidad

entre paréntesis en la ecuacion (3.11) sea igual a cero:

c 1 1¢ c—1
0o = {— 1}=0

2ta—2y 2a-2v) 2l =2v)
O:
c—1=1-2v = c¢c=21-v) 3.12)
Y:
2uu; = 2(1 = v)guj; — 9jiji (3.13)

Con este valor en particular usado para la constante c, la ecuacidn de equilibrio en términos del

vector de Galerkin se convierte en:

A =V)Gikkjj +fi=0 (3.14)

La caracteristica distintiva de la ecuacidon (3.14) es que es completamente disociada. Esta por

demas decir que el indice libre i ocurre Unicamente en el subscrito, indicando los componentes
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del vector de Galerkin. La ultima expresion mencionada puede ser escrita en su forma

expandida como:

1
(Girt1 + Girzz + Girzz)sjj + mfi =0

.C.)\

gi'1111 1t9i'2211 TY9i'3311
t9i'1122  t9i'2222 TY9i'3322 1 (3.15)

+9i'1133  19i'2233 1T9i’3333+ mfi =
La forma del vector de la ecuacion (3.14) es:
1
V2 (Vv? =0 3.16
(Vig) + T (3.16)

El operador mostrado en esta (3.16) (El laplaciano) es llamado el “operador bi-armdnico”.
Cuando la fuerza aplicada al cuerpo es cero, la ecuacién (3.14) es llamada la ecuacién bi-

armonica.

Por lo tanto, se ha mostrado que cualquier solucién al problema elastico puede ser descrito en
términos de la ecuaciéon (3.14) y ecuacién (3.13). La ecuacién (3.14) es un grupo de 3
desacopladas ecuaciones diferenciales parciales de cuarto orden. Una vez que los componentes
de g se ha encontrado que satisfacen la ecuacién (3.14), la ecuacién (3.13) puede ser usada

para determinar los componentes de u mediante la realizacion de las diferenciales indicadas.

Recordemos que las componentes del desplazamiento no son las Unicas cantidades de interés
en un problema de mecanica de sdlidos. Con el fin de obtener una expresién para las

componentes del esfuerzo en términos del vector de Galerkin, sustituimos la relaciéon

47



deformacion-desplazamiento dada en la ecuacién (3.1) por la ley esfuerzo-deformacion

representada en la ecuacion (3.3) para originar una ley esfuerzo-desplazamiento.

1 1
O'ij = /16115 (uk,k + uk,k) + 2,[15 (ul’,j + uj’i)
0:
aij = A8 + u(wyrj + i) (3.17)

Sustituyendo ecuacion (3.13) en esta expresién resulta en:

11 1 1
% =5y 8 2pw) . + > Cpuy),; + 5 (Zﬂuj),i

12 1 1
= 21 6;i[2(1 = V)G — Guulie + > [2(1 = V) Gukk — Grrilrj + > [2(1 = v)gjimr — gklkj],i

11
o =(1-v) [girkkj - gjlkki] — Grrkij T 21 8i;(1 = 2v) Gk (3.18)

La forma final del la relacidon entre esfuerzo-Vector de Galerkin se obtiene removiendo A de la

expresion antes mencionada mediante el uso de la ecuacion (3.9):

/1_|_ :L = £+1:; = &:;_ :L—ZV)
K=a =2 u (1-2v) u(1-2v) (1—2v)
2v
-2
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oij = (1= V)| Gukrj — Gjreki| = Gk + v8i;(1 = 2V) Grens (3.19)

3.3 Problema de Kelvin.

El problema de Kelvin en 3D involucra la respuesta de un infinito, homogéneo, isotrépico,
medio eldstico a un punto de carga (26). El origen del sistema coordenado puede ser
remplazado en el punto fuerza y la axial x; alineado con la direccion de la fuerza como se

muestra en la figura [15].

Figura 15 Superficie esférica usada para resolver el problema de Kelvin.

Esta fuerza puede ser considerada como el caso limitante de una fuerza en el cuerpo f3
actuando sobre una esfera mientras el radio de la esfera se reduce a cero y la intensidad de la
fuerza en el cuerpo se incrementa tanto mientras que la carga resultante P permanece

constante. Este concepto es consistente con el concepto de la delta de Dirak.

La figura [15] representa una esfera centrada en el punto de aplicacidon del punto de carga.
Sobre la superficie de esta esfera un vector traccién debe actuar de tal manera que la esfera

permanezca en equilibrio. Esta declaracidn esta cuantificada de la siguiente manera:
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x.
ZF3:0=P+f t3dr=P+f aj3nde"=P+f 03 —dl’ (3.20)
r r r p

En el desarrollo de la ecuacion (3.20), se ha hecho uso de la transformacion de esfuerzos de
Cauchy y de la forma simple del vector unitario normal a la superficie de la esfera. Las
componentes del esfuerzo que aparecen en esta ecuacidon pueden ser remplazadas por su

representacion en términos del vector de Galerkin mostrado en la ecuacién (3.19).

P+ f P {1 =V gaikwj = 93] = Giksj + V83 Gunatdl =0 (3.21)
r

La figura [16] puede ser usada para visualizar la transformacion de la cantidad dI” en un sistema

de coordenadas esféricas.

xl
Figura 16 Sistema de coordenadas esféricas.
X, = hcos@ ; x,=hsenf ; x3=pcosd ; h=psend
O:
x, = psend®cosf ; x, =psendsenf ; x3 = pcosO (3.22)
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dr = sen®p?dfd® (3.23)

Sustituyendo la ecuacion (3.23) en (3.21) resulta:

21

T
f f px; {1 = V)| gzikrj — gj’kkB] —Gk'k3j t V83 Gk jsen®dfdd = —P (3.24)
00

El hecho de que la integral mostrada en la ecuacién (3.24) debe de ser independiente de p
puede ser usada para especular acerca de la forma del vector de Galerkin para este problema.
Claramente este problema posee simetria cilindrica con respecto al eje axial x3. Nétese que el
producto de los dos primeros simbolos mostrados en la ecuacion (3.24) tiene una dimension de

longitud cuadratica.

Para mantener la independencia de la integral con respecto de p, la tercera derivada del vector
de Galerkin que aparece en esta expresiéon debe tener la dimensidn de la longitud cuadratica
reciproca. Estas pasos deben de ser utilizados para lograr al menos un caso plausible para la

explicacidn de que el vector de Galerkin para este problema debe ser proporcional a p.

Es por ello que una suposicion para la solucidn a este problema es:
91=9.=0 ; g3=bp (3.25)
Donde b es una constante por ser determinada. La sustitucién de la ecuacién (3.25) en la

ecuacion (3.24) requiere el desarrollo de relaciones para la tercera derivada de p. Estas

relaciones son derivadas a continuacion:
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p = (x1x,) 72 (3.26)

ap 1 1 _ _ _
o, Pi= E(xlxﬂ T2y + xx0) = p~ L Qi) = p~L () = x;p7 (3.27)
1

En la dltima expresion nétese el uso que se dio al hecho de que una derivada de la coordenada
X, con respecto a la coordenada x; es la delta de Kronecker §;;. La segunda y tercera derivada

pueden ser ahora tomadas:

prij = 6ijp~  +x;(=1p72p,;) = p~(8i; — xip " psj) = p7H(8ij — Puip1f) (3.28)

Prije = =1p72pu (815 — pripj) + P70 = prikpij — PriPiji)

piijk = =P 72pu(8i; = puips;) = 7 (P [k = pupuclprj + Piip ™ [ 8 = prjpur])

prijk = P2 [301p1jpuc = (p1iSjic + p1jSki + picif)] (3.29)

Con la sustitucién de la ecuacién (3.26) y (3.27) en la ecuacién (3.29), se puede derivar una

simple férmula para esta cantidad:

priji = p~2[Bxixjxp ™ — p7 (%6 + x;0k; + x15;;)]
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Prijic = P73 [Bxixixiep ™ = (x;8jxc + X6 + X635 (3.30)
Prim = P2 [Bxx}xmp™% — (1 8pn + X181 + X 81)] = p3[3p%xmp ™2 — 5xp]

Prm = —2Xpp~> (3.31)
Ecuaciones (3.30) y (3.31) pueden ahora ser sustituidas en la integral (3.21) de cuatro términos:

I = f p~ % (1 = V) gskrjdl = b(1 — V)j P~ X guerjdl
r r

=b(1 - v)f p~tx;(—2x;p~%)dI"
r

o:
I, =-2b(1— v)f p~t(xjx;)p~3dl = —2b(1 — v)f p~2dr (3.32)
r r
I, = f p~rx;(1 = v)gsme;dl = b(1 —v)f P~ % GowrjAl
r r
=b(1—- v)f p~tx;j(—2x;p~%)dIr
r

O:
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I, =-2b(1 - v)fr (%3) p~2dr (3.33)

Iy ZI P~ %v83; Guacdl’ :Vf P~ X393310 AT = —vaf
r r r

(%3) p2dr (3.34)

I3 :f p~ % (—gyiysj)alr = _bf p~x;pyz3;dl
r r
= —b] p~x;p73[3x3x3x1p™% — (x3x3 + x3x3 + {x;%;}1)]dl"
r

= —bf “H3(xx;)x3x3p 72 — (x3%3 + x3%3 + {xx;}1)]ar
—b [ () o -2 (2) o ar
p
__ %3\ o —z] 3.35
= b.l; [(p) p p~2ldr (3.35)

Estas cuatro relaciones pueden colocarse juntas para resultar en:

—P = bf [-2(1—v)+ 1]+ (?)2 p~?[-2(1 —v)1 —2v]dr
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P = (2v- 1)bf

x 2
p~%dr — 3bf (—3) p2dr =], +J, (3.36)
r r \P
Finalmente estas dos integrales pueden ser desarrolladas en el sistema de coordenadas

esféricas con la ayuda de las ecuaciones (3.22) y (3.23):

T /21 21T

s
Ji=Qv- 1)bf f p 2 senddf |d® = (2v—1)b J sen® f p~2do |do
0 \0 0 0

— (2v — 1)b(21) f send dd> = (2v — 1)b(2m)(—cos®)[, = 4m(2v — Db (3.37)
0

T /2T

T /21
— _ X3 2 52 _ _ 2
I, = 3bf f (p) pép® sen®df |dd = 3bf f(coscb) sen®df |d®
0 \0 0 \0

T 21 s
= -3b f(cos(D)zsen(D f do |d® = —3b(2m) f(cosfb)zsencp do
0 0 0
16} 3
- —3b(2n)% § = —b(2m)(2) = —4nb (3.38)

Colocando estos dos resultados juntos resulta en:

—P =4n(2v —1)b — 4wb = 4mwb[2v — 1 — 1] = 8mb[v — 1]
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L P
- 8nb(v—1)

(3.39)
La integral de las componentes de la traccidon actuando en la superficie de una esfera centrada
en el punto de aplicacién de la carga concentrada, ha sido realizada para cuantificar el hecho de
gue esta parte en el medio elastico esta en equilibrio. Estas tracciones fueron relacionadas a la
distribucién de esfuerzos mediante la transformacién de esfuerzos de Cauchy, y los esfuerzos
en turno, fueron escritos en términos del vector de Galerkin. Fue demostrado en la integral de
antes mencionada que empleando el vector particular de Galerkin g siendo g, =g, =0, y
g3z = bp, es de hecho independiente del tamafo de la esfera. Como cualquier vector de
Galerkin satisface las ecuaciones de elasticidad de Navier, y particularmente este vector de
Galerkin satisface las condiciones de frontera (esfera en equilibrio independientemente de su
tamafo), este vector de Galerkin, es particularmente, el vector de Galerkin que resuelve el
problema de Kelvin. Es importante recordar que durante el proceso de resolucion, la constante

b ya fue determinada.

Recordemos que un punto de carga en la direccidon x; fue considerado en este problema y
aplicado mediante una fuerza en el cuerpo en la forma de la funcién de delta de Dirac.
Regresando a la ecuacién (3.13) y sustituyéndole la ecuacion (3.25), las componentes de

respuesta de desplazamiento de Kelvin pueden ser escritas como:
2pu; = 2(1 = V)gijj — 9jiji = 2(1 = V)8i393:jj — Gami = b{2(1 = v)8i3pyj; — Prai} (3.39)

Es importante destacar en este punto, que la expresion (3.39) se refiere a la i-ésima
componente de desplazamiento del vector correspondiente al punto de carga en la direccidon
“3”, En andlisis de BEM, las componentes de respuesta de desplazamiento correspondientes a

la carga concentrada en la direccion “2” también seran requeridas.

56



Es una simple suposicion el reconocer que la respuesta a los puntos de carga en estas otras

direcciones (direccidn k) puede ser escrita al reemplazar el “3” en la ecuacion (3.39) por “k”.

2puge = b{2(1 = V)Sikprjj — Prrci} (3.40)

3.4 Formulacion Integral.

Antes en este capitulo, se presenté una formulacién para el desplazamiento de la ecuacion
fundamental de elasticidad. Esta resulto ser la ecuacidon de Navier. Estas ecuaciones fueron
reformuladas en términos del vector de Galerkin, produciendo un grupo desajustado de

ecuaciones diferenciales gobernantes.

3.4.1 El principio del trabajo virtual.

Una declaracién equivalente integral a la ecuacion de equilibrio puede obtenerse al multiplicar
la ecuacidn (3.4) por una funcién escalar arbitraria del peso W e integrando sobre el dominio
(volumen) 2 del cuerpo bajo analisis. Resultando la integral en cero, porque la cantidad en

paréntesis también es cero:
f (0jij + f)Wd2 =0 (3.41)
0

Como la ecuacion de equilibrio en si, la expresion de arriba contiene indices libres i y por lo
tanto representa 3 ecuaciones. Dado que la funcion W es arbitraria, las 3 ecuaciones de los

componentes (con diferentes pesos) puedes ser agregados de la siguiente manera:
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f(O'ji,j + fl)Wld.Q =0 (342)
n

Revisando la ecuacion, nos podemos percatar de que el primer término de la ecuacion
involucra una derivada. Esta caracteristica puede ser utilizada para reescribir la ecuacién de la

siguiente manera:

0= f(ajilei + fiW;)d = f ([aﬁWi],j — a;;W; +fiWi) dn (3.43)
0 0

El término [aﬁWi] ; puede ser reorganizado como la divergencia de [aijWi] y aplicar el teorema

de la divergencia (1.7) para reescribir la expresién en términos de integrales de superficie y

volumen:
0= f (O'”Wl)n]dl—‘ — f O-ijWi/jd-Q + f leld.Q (3-44)
r n n

La transformaciéon de esfuerzos puede ser usada ahora para reescribir esta expresién en

términos de las componentes de la traccion en la superficie de I':

fthLdF-i_fleLd'Q = f O'L'jWL',jd.Q (3-45)
r 0 0

Seria conveniente convertir el lado derecho de la ecuacién a una forma que involucre

Unicamente la parte simétrica de W, ;
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La parte simétrica s;; y la parte anti simétrica a;; estan definidas como:

1 1 1 1

Wi'j 2 WUJ +5 2 Wl’] +5 2 W],l - —W],l - ( inj J’l) ( inj T

Wi’j = sij + aij

W)

(3.46)

Cuando los tensores simétrico y anti simétrico estan involucrados en lo que se llama una

contraccion. El resultado es cero. Una contraccidn se puede definir como la especializacion del

producto tensorial que ocurre cuando indices repetidos son introducidos (i.e. a;b; es

reemplazado por a;b;). Para probar la expresion hecha acerca de la contraccién de un tensor

simétrico y anti simétrico considere:

sijaij = Sij(—a;) = —speaq = —sja;; = —(si)a;; = 0

(3.47)

Este resultado, ademas del hecho de que el tensor de esfuerzo es simétrico, puede ser utilizado

para reescribir la ecuacion (3.45) como:

ftiWidF+fﬁWidQ=faL]2( Wij + W, )dQ
r 0 N

(3.48)

La ecuacion (3.45) o (3.48) puede conceptualizarse como una ecuacidn integral, equivalente a la

ecuacion de equilibrio, que gobierna el comportamiento de un objeto solido que estd en

equilibrio bajo la accién de tracciones en la superficie t;, fuerzas en el cuerpo f;, y obteniendo
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un equilibrio resultante de distribucion de esfuerzos s;;. Esta ecuacion fue derivada usando la

ecuacion de equilibrio, la transformada de esfuerzos de Cauchy, y el teorema de la divergencia.

3.4.2 Teorema de reciprocidad.

Bajo la accién de fuerzas en el cuerpo y tracciones en la superficie, el cuerpo en cuestidn se
deformara. Las cantidades relacionadas con las fuerzas (tracciones en la superficie, fuerzas en
el cuerpo y esfuerzos) han sido llamadas cantidades estaticas. Las cantidades relacionadas con
la descripcion de la deformacion (desplazamiento y deformacion) son por lo tanto cantidades

cinematicas.

Cada término en el principio del trabajo virtual se vio que involucra el producto de una cantidad
cinematica y una estdtica. De hecho el principio se muestra en su forma final mediante la
interpretacion de funciones de peso arbitrarias y sus derivadas aparecen en la ecuacién (3.48)
como un grupo de cantidades virtuales cinematicas. Todo lo que se necesita para hacer que el
principio del trabajo virtual sea verdadero es que las cantidades estaticas presentes en la
ecuacion integral correspondan a una distribucién del equilibrio de estas cantidades. Considere
un objeto con dominio 2 y superficie I', sujeto a dos diferentes sistemas de cargas, y con dos
grupos de equilibrio correspondientes de deformacion. Como las cantidades estaticas asociadas
con el primer grupo de condiciones de carga son en equilibrio, el principio del trabajo virtual
puede ser escrito usando estas cantidades estaticas y cualquier grupo de cantidades
cinematicas. Por ejemplo, las cantidades cinematicas de equilibrio presentes en el cuerpo

sujeto al segundo grupo de carga puede ser usado para este propdsito:

f £y, @dr + f £y @dq = f oy, Me,Pda (3.49)
r n n
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Es importante destacar que el simbolo virtual § no estd escrito explicitamente en frente de
cada cantidad cinematica presentes en esta expresidn. Otra expresidn valida del trabajo virtual
puede ser hecha mediante el uso de las cantidades estaticas de equilibrio asociadas al segundo
grupo del sistema de cargas, con las cantidades cinematicas correspondientes al primer grupo

de carga.

f £ @, r + f £@uWdn = f oy @e,Mdn (3.50)
r n n

Para materiales isotrdpicos, con comportamiento linealmente elastico, la parte derecha de las
ecuaciones (3.49) y (3.50) puede mostrarse que son iguales con la ayuda de la ecuacion (3.2) y

con la simetria del tensor constitutivo C;jnm
01jVe;j® = CijnmemnMei;® = Cijpme; P emn™ = Camijeij @ emn® = 0P ey;™ (3.51)

De hecho, estas expresiones pueden ser demostradas que son iguales para el comportamiento
de otros materiales con comportamiento diferente al lineal elastico. Como el lado derecho de

estas dos ecuaciones son iguales, el lado izquierdo necesariamente debe ser igual.

f £, Ddr + f [y, @dg = f £, Odr + f @y, Wdn (3.52)
r n r n

Esta identidad es conocida como “El teorema de reciprocidad” o teorema de Betti. Este declara
gue el trabajo hecho por un grupo en equilibrio de tracciones en la superficie y las fuerzas en el

cuerpo en una deformacién hipotética asociada con un segundo grupo en equilibrio de
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tracciones y fuerzas en el cuerpo es igual al trabajo hecho si el rol de las cantidades estaticas y

cinematicas son invertibles.

3.4.3 Identidad de Somigliana.

Noétese que la ecuacién (3.52) contiene ambas integrales, superficie y frontera, y que hay dos
sistemas de cargas y respuesta presentes. Esta ecuacion puede ser transformada en una
ecuacién integral de frontera (BIE por sus siglas en ingles) mediante la apropiada
especializacion de uno de estos dos sistemas. Es importante recordar que ambos sistemas
deben de ser sistemas en equilibrio. Es decir, las cantidades estaticas y cinematicas no son
arbitrarias, pero deben de representar una solucion valida para un problema de mecdanica de
solidos. En este capitulo se ha presentado una solucion: la solucion de Kelvin. Esta ha
demostrado ser una solucidon para un problema eldstico, para una carga puntual en una
ubicacién d en un medio infinito. Estos grupos de carga y respuesta serdn tomados como
sistema “2”. El sistema “1” serd el grupo de carga y respuesta para el problema que es en este
momento bajo consideracion. Estas sustituciones pueden ser hechas en la ecuacién (3.52). La
notacién super-escrita puede ser reducida durante este proceso de sustitucién, porque otros
medios para identificar las cantidades del sistema-1 y el sistema-2 son variables. Todas las
cantidades del sistema-2 (las soluciones fundamentales) tienen un indice subscrito extra. Todas

las cantidades con el nimero normal de indices subscritos son cantidades del sistema-1.

f tiuide + f fiuikdﬂ = f tikuid[' + f 6L-k(x - d)uld.Q (3-53)
r X0) r n

Es importante recordar que la carga concentrada en el problema de Kelvin se asumioé que seria

una carga aplicada como una fuerza en el cuerpo en forma de una funcién delta. La apropiada
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seleccion de la funcion delta de Dirak puede ser usada para determinar la contribucion de la

integral de volumen al lado derecho de la ecuacidn previamente descrita.

f tiuide + f fiuikd.(l = f tikuidF + Cikui(d) (3-54)
r 0 r

En este punto el simbolo c;; ha sido usado para considerar los casos donde la ubicacion d de la
carga concentrada es cualquiera de las dos, por dentro o por fuera de I'. El caso singular que
ocurre cuando d esté ubicado precisamente sobre I' serda examinado en una seccidon

subsecuente.

0 ;desta fueradel

Cike = {Sik :de esta dentro de T (3.55)

Del lado izquierdo de la ecuacion (3.54) aun resta una integral de volumen. Esta integral de
volumen, de cualquier modo, no involucra ninguna de las incégnitas, porque ambas la solucién

fundamental u;;, y la distribucién de fuerzas en el cuerpo f; serdn conocidas.

Para los problemas de esfuerzos en 2D, la ecuacién (3.54) degenera en una que involucra

Unicamente integrales de frontera.

f tiuide = f tikuidF + Cip U (d) (3-56)
r r

La ecuacidn integral de frontera (BIE) mostrada en la ecuacién (3.56) es llamada la identidad de
Somigliana (27). La cual dictamina que los componentes del desplazamiento de un cuerpo en

un punto d esta dada por la integracion de frontera mostrada en las tracciones de la superficie
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y los desplazamientos multiplicado por la solucion fundamental con la carga puntual ubicada en

d.
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CAPITULO 4
METODO DE ELEMENTO DE

FRONTERA.

Es un método numérico para resolver ecuaciones en derivadas parciales lineales que han sido
formuladas como ecuaciones integrales (en forma de integral sobre la frontera). La ecuacion
integral se puede considerar como una solucién exacta de la ecuacién diferencial parcial. El
método de los elementos de frontera usa las condiciones de frontera dadas para resolver una
ecuacion integral en la frontera, en lugar de tomarse valores en todo el espacio definido por

una ecuacion diferencial parcial.

BEM es aplicable a problemas para los cuales se conoce una funcidn de Green. Esto usualmente
implica campos lineales en medios homogéneos. Esto restringe la generalidad de los problemas
en los que el método se puede aplicar. En la formulacién se pueden incluir también no-
linealidades, pero esto en general introduce integrales de volumen que requieren que se
discretice el dominio, quitando una de las ventajas mas resaltadas del método. La forma de
resolver el problema es discretizando la frontera en trozos denominados "elementos" y luego
se forma un sistema de ecuaciones que se organiza en forma matricial y se soluciona

numéricamente.
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Figura 17 Modelo de BEM.

4.1 Discretizacion de la formulacion de frontera.

El proceso de discretizacién es el primer paso para buscar la solucién. Como su nombre lo
indica este proceso permite pasar de funciones continuas como incégnitas a valores discretos.
Supongamos en modelo en 3D donde la superficie de la estructura es dividida en subregiones
[, donde I' =UI,. Tanto la geometria de la superficie como el valor de las variables:

desplazamientos y tracciones, pueden aproximarse dentro de un elemento.

La figura [17] representa un problema fisico comun de esfuerzo plano en el que se estd
aplicando la técnica de BEM para solucionarlo. La superficie I' ha sido discretizada en 15
elementos curvos, cada uno compuesto por 3 nodos. El primer nivel de discretizacién ocurre al
reescribir la identidad de Somigliana (3.54), tomando en cuenta que la integral de superficie en

cuestion debe ser hecha un elemento I a la vez.
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f tiuide+f fiuikdﬂ :f tikuidF+Cikui(d) (3-54)
r 0 r

NE NE
z f £, (O)u (e, d)dl = Z j i (06, )y GO AT + i1t () 4.1)
E=1"TE E=1"TE

Es importante destacar que la notacién explicita ha sido empleada en esta ecuacidn, mostrando
que las soluciones fundamentales son dos funciones al punto de carga puntual d y al punto en

la superficie muestra x.

Sin embargo es importante recordar que el método BEM, al tratarse de un método numérico, la

solucion es aproximada y no exacta. Aunque es una aproximacién de calidad muy alta.

4.2 Condiciones de frontera.

En cualquier problema de Mecdnica de sélidos, habrd lugares donde las componentes del
desplazamiento son sefaladas y otros lugares done las tracciones son especificadas. La figura

[18] muestra este tipo de problemas.
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Libre de Traccién
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(Y | £
Q =0 ; u;=0
| Un cuarto de la simetria.
Deformacidn Resultante. Modelo para el BEA

(exagerada)

Figura 18 Condiciones de frontera en un Problema-ejemplo.

Este modelo es usado para simular una placa rectangular con un agujero circular al centro

sujeta a una tensién conocida que es uniforme y horizontal, la cual esta ubicada en sus bordes.

Dada la geometria del cuerpo, es posible reducir el andlisis Unicamente a un cuarto de la

dimension, lo cual reduce en gran medida la cantidad de ecuaciones a trabajar.

4.3 Método del Elemento Frontera (BEM).

BEM ha surgido como una técnica de simulacién computacional muy importante, con una gran
aceptacion para el diseiio por su alta calidad en la proximidad de los resultados de una inmensa

clase de problemas de mecdnica continua que ocurren en ingenieria.

Estas condiciones de equilibrio que deben de ser satisfechas a lo largo del dominio pueden ser

representadas en términos de velocidad como se muestra a continuacion:
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Y las condiciones en la frontera como sigue:
ti - al]n] =0 (4.3)

Donde b; son las fuerzas en el cuerpo y n; son las componentes de la normal externa a la

frontera.

La relacidon para el cdlculo total de esfuerzos y deformaciones, tanto en la parte elastica como
en la parte plastica, en términos de valores de velocidad; se puede representar de la siguiente

manera:
Gij = 0% + 6% (4.4)
€ij = €% + €% (4.5)
Donde d;; vy &;; son los tensores de esfuerzo y de deformacion respectivamente; mientras que

la e denota que se estd tratando de la parte eldstica del problemay la a seria la parte ineldstica

restante. El tensor de esfuerzos ineldstico se puede definir mediante la siguiente ecuacién:
-a -a ZIJ'V -a (4 6)
Oj = 21UEj; +m5kk5ij .

Donde &7, es la velocidad de deformacidn inelastica de la diagonal principal y 8;j es la delta de
Kronecker.
La parte inelastica del esfuerzo y la velocidad de deformacién (a'“ij,éal-j) pueden incluir

cualquier tipo de deformacién inelastica como también pldstica, creep u otras. El indice a es
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usado, en lugar de c, con el fin de indicar que la formulacidon es general, incluso aunque el
trabajo realizado en todo este proceso trata exclusivamente con deformaciones inelasticas
causadas por creep. En términos de desplazamiento, la ecuacidon de Navier para andlisis no
lineales puede ser desarrollada como si fuese un caso eldstico, de tal manera que se pueda
obtener las ecuaciones diferenciales gobernadoras del problema, pero ahora en la forma de la
ecuacién de la velocidad. La sustitucién de la relaciéon entre el esfuerzo y la velocidad de

deformacién en términos de desplazamiento dentro de ecuaciones de equilibrio nos da:

. 2uv | . .
(2#85 + msl?k(sij - O'aij) ] + b] =0 (4.7)

,1

Al aplicar la delta de Kronecker y sustituyendo ¢;; es posible obtener:

1 2uv .
. . 'a . —
Wi + (m) Uji = 2KEfj — T -5 et b =0 (4.8)
Donde é; = &g, i. e. (“id est”) la velocidad de deformacién ineldstica. Esta ecuacion es para los
puntos internos, sin embargo las condiciones de la frontera deben de ser satisfechas. Las
condiciones de la frontera en términos de velocidad son: para los desplazamientos u; = ii; y
para las tracciones t; = t;; por lo tanto la ecuacién representante de las condiciones de la

frontera para la traccién es:

2uv . .
Vul,lni + ,u(ui_j + uj'i)nj (49)

ti+2,u(é{1j+—1_2vé)nj=—1_2

Las dos ecuaciones (4.8) y (4.9) son para problemas tridimensionales. Ahora bien, si se quiere
trabajar con problemas bidimensionales para un estado de esfuerzos planos, es necesario

remover la deformacién en la direccidn z, por lo tanto: £, = 0
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Hasta este punto, el problema no lineal no ha sido analizado, lo cual significa que no es posible
resolver las ecuaciones gobernadoras directamente como en la region elastica. Es posible
resolver el problema no lineal mediante el uso de un método que involucra esencialmente la
solucién de un problema elastico para cada iteracién; este método es llamado la solucién

sucesiva eldstica y es la misma que es usada en este trabajo.

La ecuacion integral para los desplazamientos en la frontera para inelasticidades puede ser

resumida como se muestra a continuacion:

YAy / / . ./
a2 0

r o) r

Donde 2/ es un dominio que contiene 2, y I' es la frontera contenida en el dominio £2. Las
ecuaciones de equilibrio y la definicién de la traccién (i“l- = a'ijnj) pueden ser sustituidas dentro

de la dltima integral para obtener:

fb udn+f tl/uldl“—fdi/jéaijdﬂzfbiui/d.(2+f t;u/dr (4.11)
0]

r 0 0 r

Donde 1, t;, d;j, Y € son las velocidades del desplazamiento, la traccion, el esfuerzo y la

186!y el

deformacion respectivamente, que pertenecen al dominio 2. Ademas de que u i Y eU

son los campos correspondientes al dominio £2/. Esto nos lleva a la siguiente representacion
integral de los desplazamientos en la frontera cuando el enfoque de la deformacidn inicial es

utilizado para la solucién de problemas ineldsticos:
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r r 0

(4.12)

Donde el término c;; es conocido como el término para el salto, entre los puntos internos

utilizados en el cuerpo y los valores de la frontera; el cual depende de la geometria y es

calculado en términos del sistema de coordenadas polares como se muestra a continuacion:

cij(x') = 6;;(x") + a;;(x")

(4.12a)

Considerando la distancia entre el punto x’ y el punto en el campo de estudio x sobre el arco

SFcomo r. Usando el sistema de coordenadas polares, se puede mostrar que:

r=ecosfi+esingj

dst = edo

Notese que r = en mientras que n se encuentre en la misma direccién de r.

r1 = COS 6

r, =sinf

(4.12b)

(4.12¢)

(4.124d)

Usando las relaciones (4.12b, 4.12c, 4.12d) podemos evaluar la constante a;; como se muestra

a continuacion:
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-1 1

=— 1-2 2 f1do = — =
47T(l_v)fo[( v) + 2 cos® 6] >
Y similarmente:
-1 n
a12:mj;25in9c059d9
-1 n
_ : 4.12d
ar 4ﬂ(1_v)f025m6c059d9 ( )
___ 1 fn[(1 2v) + 2 sen? §]d6 = !
“2 = a1 =) ), v)Tesen -T2

Para una frontera sencilla podemos determinar el valor del salto igual a — 1/2.

De una manera similar, la ecuacioén integral en la frontera para los esfuerzos internos se expresa

por medio de:

6, = f Dyjtidl - f Sy dr + 35 Z”ks’ajkdn +fi% 4.13)
lj
r r n
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Donde § es una integral de Cauchy, Djjk y Sijk son términos que contienen las derivadas de
los desplazamientos y las tracciones, f;; es el término librey };;,  es la solucién fundamental

para el dominio.

La solucién para la ecuacién diferencial de Navier mediante el uso del vector de Galerking es
llamado la solucién fundamental para una fuerza unitaria puntual aplicada al cuerpo en un
punto d. Las soluciones fundamentales para los desplazamientos y las tracciones, para la

ecuacion de desplazamientos en la frontera en el plano bidimensional son:

1 1
W — — 216 . 4.14
U = g A= [(3 4v)in (r) 8ij + ﬁltj] (4.14)
-1 or
i/
t; = m{% [(1 — 2V)6ij + ZT:iT‘J] —(1- ZV)(T,inj - T',j’fli)} (4.15)

. -1 3
%ijk = am(1 = 17)r{[(1

2V)6ij + 27',17"]] — (1 — ZV)(‘r',inj - T',]Tll)} (416)
Donde 7; son las componentes de la distancia r = ,/7;7; entre el punto de accién y el punto en
el campo del dominio, y n; es la componente de la normal externa. La ecuacion de Somigliana
(3.54) puede ser obtenida al dejar las fuerzas en el cuerpo, substituyendo la propiedad de la

delta de Dirac en la ecuacidn
4.4 Singularidades.

El principal problema en la formulacién del BEM es el tipo de singularidades que aparecen en
las ecuaciones de traccion. Esta ecuacion incluye la integracion de Cauchy y la integral del valor

principal de Hadamard porque para ambas integrales, dominio y frontera que aparecen en las
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ecuaciones de traccion, el orden de la singularidad incrementa por uno en relacién con las
singularidades de las integrales de las ecuaciones de desplazamiento. El desarrollo de un
proceso de modelado generalizado y preciso es la principal dificultad para tratar de eliminar
tales singularidades dado que la técnica del movimiento del cuerpo-rigido usada para el calculo
de la diagonal de términos en la matriz resultante de la aplicacion de la ecuacion del
desplazamiento no puede ser utilizada para la ecuacion de la traccién. El método clasico de la
substraccion de la singularidad, el cual lleva a la definicion natural de integrales ordinarias de
partes finitas, facilmente maneja la integral de frontera irregular derivados de las ecuaciones de
integracién dual. En los alrededores de la colocacion del punto, la parte regular de la
integracidn esta expresada como una serie de expansion de Taylor. Si suficientes términos de la
expansién son sustraidos de la parte regular de la integracién y después agregados
nuevamente, es posible aislar la singularidad. La integral irregular original es por lo tanto

transformada en una sumatoria de integrales regulares y una integral de la funcion regular.

Esta ultima integral es entonces evaluada analiticamente, mientras la cuadratura estandar

Gausiana es utilizada para la integracion numérica de la parte regular.

El procedimiento para las integrales de dominio es similar al utilizado para las integrales de
frontera en el que necesariamente las integrales singulares son transformadas en una
sumatoria de una integral regular unidimensional y una regular bidimensional; la primera al
sustraer un numero suficiente de términos de la integracidén y agregandolos nuevamente de
manera particular; sin embargo para un mejor entendimiento de esto, a continuacidén se

analizan los diferentes tipos de singularidades presentes en el BEM.

4.4.1 Procedimiento para tratar las singularidades.

Los diferentes tipos de singularidades dependen de la ubicacién del punto de colocacién. Con el

fin de resolver las integrales descritas en BEM, necesitamos poder tratar con estas
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singularidades. Las integrales de BEM pueden ser clasificadas en: regulares (sin singularidad),
cuando el punto de accidn esta cerca del elemento pero este no pertenece a él; y en singulares,
cuando el punto de accidn estd ubicado en los nodos del elemento o celda sobre los cuales se
lleva a cabo la integracion. Las técnicas para tratar con las integrales de frontera son las mismas
en elasticidad. Para el caso de la singularidad Inr la cuadratura logaritmica Gaussiana es

utilizada. La técnica del movimiento del cuerpo rigido es utilizada para resolver la integracién
de la singularidad - Otra técnica usada ampliamente para la integracion singular es la de la

eliminacion de las regiones alrededor del punto singular.

4.4.2 Integracion del Dominio.

Las integrales del dominio que contienen integrales singulares pueden ser identificadas de
acuerdo a la naturaleza de su nucleo, similar a la frontera en diferentes categorias como se

muestra a continuacion:

e Cercanamente singular (“Nearly singular”): Es cuando la colocacién del punto es cercano
a la celda pero no estd situado en la celda de integracion. Estas integrales son
computadas usando una cuadratura estandar de Gauss con una técnica de subdivision
para la celda.

e Débilmente singular (“Weakly singular”’); El caso de la solucién fundamental de

esfuerzos o;; dado en la ecuacién (4.16) la cual aparece en la integral en la ecuacion
. . 1 1 . .
(6.8) con singularidad del orden - y — para problemas de dos y tres dimensiones,
T r2

representa el caso de este tipo de singularidad. Es posible tratar con estas
singularidades usando una técnica de cambio de variable analoga a la que se uso para la

integracion de frontera.
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. . . . 1

e Fuertemente singular (“Strongly singular”): Las singularidades de orden — Para las
celdas bidimensionales, corresponde a las singularidades conocidas como fuertemente
singular. Para este tipo de casos, la celda requiere técnicas especiales para poder tratar

con ellas.

4.4.2 Integrales fuertemente singulares.

Estas integrales son computadas usando una técnica de substraccion de la singularidad. La
técnica se lleva a cabo en problemas elasto-plasticos en dos dimensiones del BEM. Esta técnica
transforma la integral fuertemente singular derivada en una sumatoria de integrales regulares
unidimensionales y una bidimensional regular. Mediante la aplicaciéon de limites a la forma
original de la integral cerrada de la ecuacion (4.13) podemos obtener esta transformaciéon como

se muestra a continuacion:

f Zijia €A = lim Zijraed 4.17)
) s—0 -Q_-Qs
En esta ecuacion (2 es el dominio completo y 25 es un pequefio dominio en la celda que

contenga el punto de colocacién. Si realizamos la discretizacién en este dominio la

transformacion para las coordenadas locales es:

s—0

N¢
lim Z f 0" el W) ddn (4.18)
=1 _Rn
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Donde N, es el nimero de celdas que contienen el punto de colocacion. ¥ Son las funciones de
forma para las celdas, | es usado para transformar al sistema de coordenadas global.

Finalmente R — R,, son los dominios después de asignar los dominios originales al sistema local.

Con el fin de substraer la singularidad, es conveniente seguir dos pasos; primero utilizaremos

coordenadas polares como se muestra a continuacién:

E=¢& +pcosh
N =mny+pcosb

(4.19)
EO y 1, representan las coordenadas locales del punto de colocaciéon. Mediante la aplicacion de series

de Taylor en el drea del punto de colocacién para las componentes de la distancia r obtenemos:

dxq
7‘1=x1—x2 = ¥

0
0x 0x
T, =y — Y, = <6_§2 cos O + 6_2| sin 9>p + 0(p?)
§=¢%0 n="no

dx
cos @ +—1| sin 9>p + 0(p?)
on by

§=%o (4.20)

r = \V le + TZZ (4.21)

Donde o representa el término sobrante de la expansién de Taylor. Si utilizamos una nueva variable

E;(8) como:
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dx Jdx
E,(6) = (6_1 cos 6 + 6_1| sin 9>
f §=%o n n=n (422)
dx, dx, )
E,(6) = ¥| cos 6 + 6_| sin @
$=%o n=n
De tal modo que la derivacién de 7 es:
T; E;(0)
rp=— ’ o(p) (4.23)

—_— 4
i
TV ERo1Ek(6)?

La transformacion del sistema global de coordenadas al local y luego al sistema de coordenadas

polares lleva a la ecuacion (4.18) a la forma:

N, _
62" pm(6)
i > [ [ Eo.0)dpds @249
£ Jom Jam(s,0)

a

En esta ecuacién la funciéon F es la multiplicacién de la solucién fundamental de esfuerzos, el
tensor inicial de deformacién, la funcién de forma, el Jacobiano de ambas transformaciones. 87"

y 972n son los dngulos iniciales y finales. a y p son el radio inicial y final, el cual depende de 8.

La funcion fij,d(e) estd definida al utilizar la expansion de Taylor la cual esta dividida por p y su

asintota es la misma que la integracion de la funcién FZ-Lkl(p, 0) donde p = 0.

Si separamos los términos de la singularidad de orden - del resto de la integral, se obtiene la

siguiente expresion:
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1
Fia(p, 6) = ;[fi’ﬁa(@) +0(p)] (4.25)
Es sencillo ver que:
1
Fiila(p, 0) — ;fiﬁl(@) =0(1)  mientrasque p -0 (4.26)

Como fij; que es una funcion auxiliar en la proximidad de la singularidad tiene un

comportamiento que hace posible la regularizacién de la integral.

Es posible reemplazar la funcién Fg-lkl en la ecuacion (4.26) y esta ecuacion en coordenadas polares

puede representarse:

Ne _ m -
0 pm(8) 1 0, pm(8) 1
lim Z f Flia(p,0) == f4(0) | dpdo + f f ~Fifa(®)dpdo (4.24)
m=1 61" o

50 a™(s,0) ™ Jam(s,0)

Donde la funcién asintética fijkl(e) fue substraida y agregada de regreso.
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CAPITULO 5

TEORIA DEL CREEP.

La mayoria de los materiales utilizados en ingenieria deben de trabajar bajo la influencia de
diferentes tipos de esfuerzos, e incluso muchas veces dependen de diferentes factores bajo los
cuales también deben de seguir funcionando tales como tiempo, temperatura, corrosion, etc.

Es por ello la importancia de conocer las propiedades del material que estemos por ocupar.

Uno de los aspectos mas criticos que determinan la integridad estructural del material a

temperaturas muy altas es su comportamiento de Creep.

En muchas aplicaciones los componentes se ven obligados a soportar cargas constantes
durante lapsos prolongados, como por ejemplo adlabes de rotor de turbina, filamento de tubos y
valvulas, cables de acero, etc. En tales circunstancias el material puede continuar
deformdndose hasta que su utilidad se ve seriamente perjudicada. Tales tipos de
deformaciones dependientes del tiempo pueden ser casi imperceptibles, pero crecen durante

toda la vida util de la pieza y llevan a la rotura, aun sin que la carga haya aumentado.

La deformacidn por Creep en los materiales, es de un cierto tipo de deformacidn plastica que se
asocia con una dependencia directa con el tiempo, que trabaja bajo la accién de diferentes

tipos de esfuerzos.
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El fendmeno conocido como "creep", se define como: "la parte dependiente del tiempo de las

deformaciones provenientes de tensiones".

Basicamente, es la tendencia de un material solido a deformarse permanentemente, de una
manera lenta bajo la influencia de los dos factores ya mencionados; temperatura y esfuerzo.
Esto ocurre como resultado de una exposiciéon por un periodo largo de tiempo a niveles muy
altos de esfuerzos que no sobrepasan el esfuerzo de cedencia del material. Esto es porque la
deformacion por creep no ocurre repentinamente por la aplicacidon de un esfuerzo. En lugar de

eso, la deformacion se va acumulando como resultado de un esfuerzo prolongado.

Debido a su estrecha conexidn con altas temperaturas en aplicaciones importantes, se suele
asociar al creep con problemas vinculados con temperaturas elevadas. Esto es cierto

Unicamente si las temperaturas elevadas se definen relativas al punto de fusion.

Este fendmeno puede ocurrir en metales sometidos a muy altas temperaturas, muchas veces a
valores proximos =~ 0.6T,,, donde T,, es la temperatura absoluta de fusion del material. La
temperatura a la que este fendmeno puede ocurrir es muy distinta en los diferentes tipos de

materiales, ya sean metales, ceramicos, polimeros, etc.

Por ejemplo, para los vidrios y polimeros la temperatura a la cual los fendmenos de creep se
tornan importantes se encuentra alrededor de la temperatura de transicién vitrea del material.
De manera que mientras los metales en general no sufrirdn efectos de creep a temperatura
ambiente, muchos vidrios y polimeros lo haran. La adecuada seleccién de materiales para
servicio a alta temperatura es un factor esencial en el disefio resistente al creep. En general, las
aleaciones metalicas empleadas contienen elementos tales como Cr, Ni, y Co en distintas

proporciones segun las caracteristicas especificas buscadas.

El objetivo principal de este trabajo es el de desarrollar una nueva formulacién, la cual sea

capaz de calcular la velocidad de deformacién por creep de una manera precisa y de esta
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manera poder predecir su comportamiento en el estado estable cuando el material esta

trabajando bajo la influencia de diferentes rangos de temperatura.

Es por ello, que para poder modelar el comportamiento de este andlisis de esfuerzo en dichos
materiales, se implementaron diferentes técnicas de analisis. Estas técnicas son necesarias para
resolver problemas elasticos, pero a su vez también para poder modelar el fenémeno no-

eldstico como son la plasticidad y la deformacién por creep.

El Método de Elementos Frontera (BEM) es una técnica que ha alcanzado un nivel de desarrollo
en ciertos campos de estudio que se ha convertido en una herramienta esencial para los
disefios en ingenieria. En contraste con otros métodos como es el de Elementos Finitos; el BEM

tiene muchas ventajas para este tipo de andlisis.

Una de las ventajas de este método, es la reduccién de la dimensionalidad del problema, siendo
esto uno de las caracteristicas mds importantes de esta técnica; en el caso de dos dimensiones,
Unicamente la frontera del dominio necesita ser discretizada para completar el analisis, pero
para completar un analisis de Creep, es necesario que utilicemos un cierto nimero de celdas
atreves del dominio; sin embargo este niumero sigue siendo un orden mucho menor al utilizado

por el FEM.

5.1 Introduccion al Creep.

Cuando un material es sujeto a esfuerzos que son mayores o iguales al esfuerzo de cedencia, el
cuerpo comienza a deformarse de manera plastica. Cuando el esfuerzo se encuentra por debajo
de este nivel, entonces en principio solo deberia deformarse de manera elastica y sobre de él

actuaria la ley de Hooke.

Sin embrago, si durante este proceso, la temperatura a la que se esta aplicando el esfuerzo es

relativamente alta, cierto tipo de deformacion plastica puede ocurrir sin importar que el
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esfuerzo se encuentre por debajo del esfuerzo de cedencia. El mismo fendmeno puede ocurrir
si el esfuerzo es constante y se aplica durante periodos largos de tiempo. A este

comportamiento, que depende del tiempo y la temperatura se le conoce como Creep.

Es por ello, que el fendmeno del Creep, de manera experimental se logra a partir de la
exposiciéon de algun espécimen a un esfuerzo constante durante un periodo largo de tiempo; y
todo esto a su vez, se le puede considerar diferentes niveles de temperatura, las cuales
tendrian que ser relativamente altas; esto vendria a estar definido por el punto de fusion del

material.

T=05T,
£ =constante= g

/

II I

B s s
-

&

Figura 19 Grafica Esfuerzo-Deformacion para el creep.

La mayoria de los estudios hechos en temas relacionados con este tipo de deformacién son
acerca del estado estable del Creep, el cual de manera técnica es conocido como el estado
secundario del Creep. Para poder tener un mejor entendimiento de todo lo relacionado con
esto, seria indispensable considerar la siguiente grafica la cual muestra el comportamiento del

Creep en sus tres estados, Creep primario, secundario y terciario. Durante la etapa 1 o de creep
. . . ., de . . .
primario, la velocidad de deformacion = disminuye progresivamente hasta alcanzar un valor

constante que marca el comienzo de la etapa 2 de creep secundario también llamada de creep
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estacionario o de estado estable. Finalizada esta etapa se observa un aumento de la velocidad

de deformacion que conduce a fendmenos de estriccion y rotura.

Prir%aryr
Creep Creep Secondary
\ | (Steady State)

Crerep

Strain
Rate

Tertiary
Creep

Initial Elastic Strain Time

Figura 20 Grafica Velocidad de deformacion-Tiempo para creep.

La grafica en la figura [20], y muestra lo que es la velocidad de deformaciéon por Creep
resultante al aplicar esfuerzos durante un periodo largo de tiempo. La grafica esta dividida de

manera vertical en 3 secciones, siendo cada una de estas los estados del Creep.

Durante el estado primario del Creep, la pendiente de la curva del Creep tiende a disminuir,
este fendmeno se atribuye al endurecimiento por deformaciéon. Después el Creep secundario,
puede ser explicado en términos de equilibrio entre el endurecimiento por deformacion,
ablandamiento del material y procesos de fatiga; resultando en una velocidad constante de

deformacion por Creep.

El ultimo estado del Creep, o Creep terciario tiene como atributo principal la apariciéon de

danos, tanto externos como internos del material, aunado con el ablandamiento del cuerpo,

85



conllevando a un proceso en el que la resistencia a la carga disminuye hasta llegar a la falla del

material.

La razén principal por la que la mayoria de los estudios y analisis se centran en la etapa
secundaria del Creep, es porque esta etapa es la que domina en mayor medida al

comportamiento del material cuando se deforma por Creep.

No siempre aparecen las tres etapas. Si la fractura es fragil, la tercera etapa puede desaparecer
completamente. Debe recalcarse que las altas temperaturas pueden producir otras alteraciones
no explicitadas en las curvas, comunmente no incluidas en los efectos de creep. Asi, los metales
pueden sufrir transformaciones en las estructuras cristalinas, tal como la transformacién en los
aceros de ferrita en austenita, recristalizacion y crecimiento de grano. En plasticos, maderas y
cerdmicas, las altas temperaturas pueden inducir cambios quimicos y aun desintegracién (como

en el caso de algunos polimeros).

Es mas dificil analizar el creep que otros comportamientos mecdnicos debido a que su
prediccidon es a largo plazo, por lo cual se debe extrapolar a partir de resultados obtenidos en
ensayos de corto tiempo. Debe tenerse en cuenta que mientras un ensayo de creep esta
limitado usualmente a 1000 horas (6 semanas), las vidas en servicio de los materiales o piezas
pueden ser de 10.000 hs., 100.000 hs., y aun mas (350.000 hs. representa la vida de una planta
de poder). Por lo tanto, una comprensién tedrica es aun mas deseable en creep que en otros

tipos de comportamientos, aunque el entendimiento tedrico del creep aun no es completo.

Aunado a esto las variables implicadas cuentan con cierto grado de complejidad al tratar de
relacionarlas; estas son: deformacion por creep, tiempo, tensidon y temperatura. En este analisis
se considerara la curva de velocidad de deformacién por creep en su estado secundario, y se

estudiardn los efectos de la tensién y la temperatura sobre ella.
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5.2 Ley de Potencia del Creep. (Power-Law Creep)

El comportamiento del Creep en estado estable muestra una relacidon que podria considerarse

gue es casi de tipo lineal entre lo que es el tiempo y la velocidad de deformacién.

Dado que tanto la vida al creep de un material como la deformacién total es fuertemente
dependiente de la velocidad de creep estacionario, es importante analizar las variables que

afectan a ésta. En general puede escribirse

&§=f(T,0,e,m) (5.1)

En el que las variables involucradas aparecen en el orden de influencia con esta velocidad de
deformacion. Donde T es la temperatura, o el esfuerzo, € la deformacién y finalmente m
propiedades del material tales como la red cristalina del material, el médulo de corte, y la

estructura cristalina.

Sin embargo, este fendmeno es considerado como no lineal; es por ello que para este tipo de
andlisis existe una ecuacidon que proporciona las bases para la relacién con la ley de potencia
del Creep (Power-Law Creep), al aplicar una temperatura constante. La expresién usada para

predecir de manera precisa este comportamiento es por lo tanto:

g =™ (5.2)

Donde n es una constante del material que indica el estado en el que se encuentra el Creep,
(n = 5 cuando es el estado secundario); €¢ es la velocidad de deformacion del Creep puesto
que la notacién (.) indica que se trata de la primer derivada con respecto al tiempo de la

deformacion por Creep.
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Figura 21 Ejemplos experimentales de creep secundario a diferentes temperaturas.

Cuando trabajamos con muy altas temperaturas, los materiales muestran una velocidad de
deformacion plastica que varia en funcion a la temperatura como se ve en la figura [21], por lo
que se considera dependiente. Las altas temperaturas se consideran por encima de 0.37T,, para
metales puros y de 0.4T,,, para las aleaciones (28) ya que estas ultimas en general el propdsito
de combinar los metales con ciertos elementos es el de mejorar sus propiedades mecanicas.

Esta dependencia puede ser expresada como se muestra a continuacion:

5.3 Comportamiento del Creep como funcion del tiempo.

En general, las propiedades mecanicas y desempefio de los materiales cambian con el

incremento de la temperatura. Algunas propiedades como modulo de elasticidad y fuerza,
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disminuye con el incremento de la temperatura. Otras, como es ductilidad, aumenta con este
mismo cambio de temperatura. Es importante notar que la movilidad atdomica esta relacionada
a la difusién la cual puede ser descrita utilizando la ley de difusion de Fick (29; 30), la cual, por
experimentacién se ha encontrado que la dependencia de la temperatura, velocidad 6 difusién

de muchos sistemas puede ser expresada por el siguiente tipo de ecuaciéon de Arrhenius:

D = Dyel#7) (5.4)

Donde D es la velocidad de difusion, D, es una constante, Q es la energia de activacion de

movimiento a nivel atémico, R es la constante universal de los gases la cual tiene un valor de

8.314$ y T es la temperatura que esté actuando en la escala absoluta.

Por lo tanto, los mecanismos de difusidon controlados tendran un efecto significativo en las
propiedades mecanicas y desempefio a muy altas temperaturas, como seria la dislocacién por
escalamiento, deslizamiento, concentracion de vacantes, y afectaran el comportamiento de los

materiales a altas temperaturas.

5.4 Modelo de la Ley de potencia quinta del Creep. (Five Power- Law

Creep.)

Para metales puros y aleaciones, existe una muy bien establecida, largamente fenomenoldgica,
relacion entre la velocidad de deformacién por Creep en el estado estable ¢ y el esfuerzo o,
y dado que el movimiento de dtomos, vacancias, dislocaciones o moléculas en un material
solido se produce por difusion. La cinética de estos fendmenos estd controlada por la ecuacién
de Arrhenius, aunado a la ley de potencia del creep obtenemos el sistema completo para el

calculo de la velocidad del creep como se muestra a continuacion:
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Donde A, es una constante, k es la constante de Boltzmann. Q. Es la energia de activacién para
el creep. El exponente n es una constante y es igual a 5 para el caso de creep secundario, sobre
una gama relativamente amplia de temperaturas y velocidades de deformacion
consiguiente un comportamiento de ley de potencia quinta, “five-power-law’’) hasta que la
temperatura disminuya abruptamente por debajo de 0.5 — 0.6T;,,, donde la ley de potencia se

“rompe” (PLB, por sus siglas en ingles), y n incrementa, y Q. generalmente disminuye.

La figura [22] nos da informacion sobre los mecanismos dominantes a distintas combinaciones
de tensidn y temperatura. Los detalles de la figura [22] variaran de acuerdo al material en

particular y a su vez las propiedades del mismo variaran con los detalles especificos de su

_Qc] r055\™
éSS = Aoe[ k'lc"] (f)

procesamiento, por ejemplo con el tamafio de grano.
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Figura 22 Tipos de creep en funcidn a la temperatura.
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A bajas tensiones, dos mecanismos de deformacién se desarrollan: el de Coble y el de Navarro-
Herring. A tensiones intermedias, el mecanismo de super-plasticidad es el que controla el

creep.

A tensiones elevadas, el creep es controlado por el mecanismo de trepado de dislocaciones y

todos los puntos convergen en una sola linea, independientemente del tamafio de grano.

5.5 Mechanical Twinning - Dislocacion por deslizamiento. (“Dislocation-

Glide” Plasticidad a baja temperatura.)

Twinning es un mecanismo importante de deformacion a baja temperatura en metales con
estructura cristalina HCP y BCC. En metales FCC es mucho menos importante y ocurre

Unicamente a temperaturas bajas.

Twinning es una variedad de dislocacion por deslizamiento que involucra el movimiento parcial
de las dislocaciones, dicho comportamiento se puede ver en la figura [23]. Es posible describir

la velocidad de deformacién por medio de la ecuacion:

Con

. Oss\ 2 1
Yo = apy (7) = 10°=

Y es importante recordar que para el desarrollo de este trabajo asignaremos el siguiente

cambio de variable:
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y=é

Donde ambas representan la velocidad por deformacién por Creep.

1.00E-04 I 0
1.00E-05 500
100608 =515
—350
1.00E-07
| =575
log ‘;] 100:48 —tr— 500
1.00E-8 —=525
1.00E-10 =630
LO0EL ==To
700
1.00E-12 o
—=T715
LO0E-3 750
1.00¢-14
10

log[MPal

Figura 23 Velocidades de deformacion por creep debido a dislocacion por deslizamiento.

Donde @, es la energia de activacion, R es la constante de los gases, afy son constantesy T es

el esfuerzo de corte a 0°K.

Siendo esta la primer ecuacién para el calculo de la velocidad del creep que serd usada.

5.6 Ley de Potencia del Creep aplicado al problema. (Power-Law Creep)

Agrupando los conceptos hechos sobre la ley de potencia del creep, mas la ecuacién de difusion
y valores obtenidos experimentalmente dentro de las referencias, una de las ecuaciones a

tratar dentro de este trabajo se reduce a la siguiente forma:
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) ﬂb g\"t2
YspL = C3 ﬁ(i) D, (5.8)
Siendo:

T- 300°K) (5.9)

p=w =y, (1 —0.85 .

Donde el valor de D, esta dado por la ecuacién (5.4) y las variables son: c3 es una pre-
constante, |, es el modulo cortante at 0°K, b es la magnitud del vector de Burger, y k es la
constante de Boltzmann; con todo esto la figura [24] nos muestra varios ejemplos sobre la

aplicacién de la ecuacién (5.8).

Esta sera la segunda ecuacién que utilizaremos para poder predecir la velocidad del creep por
medio de una simulacién en Fortran y usando el BEM para determinar los esfuerzos que actuan

en el cuerpo.
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10 100
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log[MPal

Figura 24 Velocidades de deformacién por creep debido a escalamiento.
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5.7 Transicion de Creep por deslizamiento a Creep por escalamiento.

Para rangos de temperatura aproximados o iguales a 600°C ocurre un fenédmeno el cual
involucra los dos procesos previos. Primero ocurre una deformacién plastica a baja
temperatura como resultado de las dislocaciones por deslizamiento, y posteriormente ocurren
las dislocaciones por escalamiento. Este efecto es visible en el cambio de la pendiente en la
grafica para el calculo de la velocidad a esta temperatura como se muestra en la figura [25]. Es
aqui donde podemos encontrar esta fase de transicion debida al rango de temperatura que no

es muy alto, pero sin embargo los esfuerzos si son muy grandes, provocando este cambio.

En este punto las imperfecciones en el material juegan un papel de suma importancia, El creep
de dislocaciones involucra el movimiento de dislocaciones ademas del de vacancias.
Consecuentemente se requieren altas tensiones pero el proceso puede desarrollarse a
temperaturas intermedias en las que el flujo difusional es escaso. El mecanismo es complejo y
no estd totalmente comprendido aunque se estima que el movimiento no conservativo de

dislocaciones por trepado debe jugar un papel importante en el mismo.

g
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Figura 25 Combinacion de dos casos de creep a 600°C
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CAPITULO 6
FORMULACION INTEGRAL DE

FRONTERA PARA EL CREEP.

En andlisis de creep, como en plasticidad, el enfoque de deformacion inicial serd aplicado y la
ecuacién integral para calcular los desplazamientos en la frontera es basicamente la misma; la
Unica diferencia es que la deformacién plastica s'Pl-j es remplazada con la velocidad de
deformacién por creep e'cl-j. Por lo tanto la ecuacion integral para los desplazamientos puede

reescribirse como (6.1):

¢y ()i (/) + f tl,(x!, )iy (/) = f ul (¢!, x)8 (x/)dr + f 6/, (x!, 2)é;(2)dn 6.1)
r n

r

Donde 1;, t; y £¢;; son las velocidades de desplazamiento, traccion y deformacion por creep,

i/j, ui/j y di/j son el desplazamiento, traccion y solucion fundamental de

respectivamente, t
tercer orden, respectivamente, las cuales son funciones de la posicion de los puntos de
colocacién x/ y el punto de la regién xel cual pertenece a la frontera, o el punto interno z y las

propiedades del material. Es importante recordar que con el objetivo de poder distinguir la
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ecuacion general de velocidad de deformacidon por Creep vy la utilizada en este trabajo tenemos

la siguiente identidad:

E=y (6.2)

Por el cambio de variable que ya se habia determinado.

6.1 Esfuerzos equivalentes.

Asi como las propiedades del material, tal como los parametros de endurecimiento y el
esfuerzo de cedencia son obtenidos de pruebas de carga uniaxiales, es necesario declarar una

relacion entre ellos y el estado de esfuerzos multiaxial.

Esto puede ser a través las cantidades equivalentes nombradas: el esfuerzo efectivo o

equivalente. El esfuerzo efectivo o equivalente puede ser definido como (31):

Goq = /35 = 6.3)
Donde J, es el tensor deviatdrico de esfuerzos y esta dado por:
v
Sij = o-ij _—O-kkSij (6.4)

1+v

6.2 Integracion Numérica.

El dominio {2, es dividido en N, celdas como se muestra a continuacion:
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0, = U Q, (6.5)

En términos de plasticidad para los tensores de las velocidades de deformacidn y de esfuerzos,

estan dados para cada celda (2, por:

N¢
8al] = z leL Ea’ku (6.6)
L=1
Nc¢
d'ai ZZWL d'a‘kij (6.7)
L=1

Donde n, es el numero de nodos en la celda, N, es el nimero de celdas y ¥} son las funciones

de forma. La expresidon numérica para los desplazamientos en la frontera es:

Ney Ne Nc
cu+ Z f TodI |um = Z f Uddr |t" + Z f o¥PdNeIn (6.8)
n=1 \r n=1 \r n=1 QN

Los términos T, U son o en esta ecuacidon son sub-matrices contenedoras de las soluciones
fundamentales. N,; es el nimero de elementos de integraciéon. Muy parecido a la frontera, la

expresién discretizada para los esfuerzos en el dominio puede obtenerse por:

Ng; Ney Nej
o, = j D édl — Z j Sudl + 2 j TWANEI™ + f,(£9) (6.9)
n=1ir n=1ir n=1p0
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Las cantidades D, S y X son sub-matrices contenedoras de las derivadas de las soluciones
fundamentales, y ¥ son las funciones de forma correspondientes a los elementos en la frontera

y las celdas respectivamente.

6.3 Pseudocddigo para analisis e creep con temperatura variable.

Las ecuaciones (5.6, 5.8) que describen el comportamiento del creep en un rango de
temperatura en el rango 550°C < T < 800°C se programaron en el lenguaje FORTRAN vy se
implementaron como una subrutina a un programa de analisis de esfuerzos utilizando el

método de los elementos de frontera; la subrutina contiene la siguiente estructura:

SUBROUTINE CREEPSZ

INCLUDE 'PARDUBE.F'

INCLUDE 'COMCOM.F'

INCLUDE 'COMDUBE.F'

INCLUDE 'COMDUAL.F'

DIMENSION ECTOT(MDI1),EVPR2IN(MDI1)

REAL*8 CONSTBOLTZ, CONSGAS, BURG,QP, GAMAO, TEMP, MELTT,L, MU, TAO
REAL*8 EXPONENTEL, EXPONENTE2,EXPONENTE3, EXPONENTE4

REAL*8 PLC, QC, CTRES, DOC, KED

C DIMENSION EVPR2(MDI1),EPE2(MDI1),DEPE2(MDI1)
C Ecuaciones programadas por Edgar, para el calculo de la velocidad del Creep a temperatura variable.
c EPSBA4(0)=0.0

DO 100 I=1,NTOTCELL

11=3*(1-1)
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C

IK=4*(I-1)

IK1=4*(I-1)

SIGLOC(1)=SIGMA(IK+1)

SIGLOC(2)=SIGMA(IK+2)

SIGLOC(3)=SIGMA(IK+3)

SIGLOC(4)=SIGMA(IK+4)

$11=SIGLOC(1)-SIGLOC(2)

$22=SIGLOC(2)-SIGLOC(4)

$12=SIGLOC(3)

$33=SIGLOC(4)-SIGLOC(1)

RJ2=(S11**2+S522**2+6.*S12**2+533**2)

SIGO1=SQRT(0.5*RJ2)

c

THE MEAN STRESS
SMEAN=(SIGLOC(1)+SIGLOC(2)+SIGLOC(4))/3.0
DEVST(1)=SIGLOC(1)-SMEAN
DEVST(2)=SIGLOC(2)-SMEAN
DEVST(3)=SIGLOC(3)
DEVST(4)=SIGLOC(4)-SMEAN

The Constants for the material are:
CONSMAT=3.0/2.0

CONSTEQ=SIGO01**(CM-1.0)

THE CREEP STRAIN FOR EVERY DIRECTION

EC=CONS*M*CONSTB*CONSTEQ*DEVST(1)*TTIME

EC(IK1+1)=(3.0/2.0)*CNN*CONSB*CONSTEQ*DEVST(1)*TOTIME1**(CNN-1.0)
EC(IK1+2)=(3.0/2.0)*CNN*CONSB*CONSTEQ*DEVST(2)*TOTIME1**(CNN-1.0)

EC(IK1+3)=(3.0/2.0)*CNN*CONSB*CONSTEQ*DEVST(3)*TOTIME1**(CNN-1.0)
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C

100

EC(IK1+4)=(3.0/2.0)*CNN*CONSB*CONSTEQ*DEVST(4)*TOTIME1**(CNN-1.0)
THE INCREMENT OF THE CREEP STRAIN RATE FOR ALL THE DIRECTIONS IS EDELTAIi
WRITE(*,*)'CREEP STRAINS:'
WRITE(* *)EC(IK1+1),EC(IK1+2),EC(IK1+3),EC(IK1+4)
WORK4=SIGLOC(1)*EC(IK1+1)+SIGLOC(2)*EC(IK1+2)+SIGLOC(3)*EC(IK1+3)
+SIGLOC(4)*EC(IK1+4)

EPSBA4=WORK4/SIG01
WRITE(*,*)'EFFECTIVE CREEP STRAIN IS'

WRITE(*,*)EPSBA4
CHECKING THE CONVERGENCE
EVPR2(1)=EPSBA4
THE INCREMENT OF THE CREEP STRAIN 1S:DELEP2=DELTAT*EvpRate

CONTINUE

CCCCCCCcCrrreeeeeecceeecececeercececececececececececececcecececececcecececececcecececcecececcecccececcceccececc
CCCCceeececeecececececececcecececececcececececccececcccece

C

CALCULO DE LA VELOCIDAD DE DEFORMACION

CCCCCCCCCCrrrreeeeeceeeceeeeeeecececeeccececeeeecccececcceecececececececececececcececcecececcececceccececce
CCCCCCcCreeeeeeceeecececececececcececececcecececececcecc

C

CONSTANTE DE LOS GASES
CONSGAS=8.314

CONSTANTE DE BOLTZMANN
CONSTBOLTZ=1.381E-23

MAGNITUD DEL VECTOR DE BURGUER
BURG=2.58E-10

ENERGIA DE ACTIVACION

QP=460000
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ENERGIA DE ACTIVACION DE LA DIFUSION DEL NUCLEO
QC= 520000
PRE EXPONENETE DEPENDIENTE DE LOS ESFUERZOS
GAMAO=10**6
TEMPERATURA
TEMP= 700+273.15
PUNTO DE FUSION
MELTT= 1810
ESPACIAMIENTO DEL OBSTACULO
L=40.0E-9
MODULO CORTANTE INICIAL
MUO= 81000
PRE CONSTANTE C3
CTRES=2.0E20
COEFICIENTE DE DIFUSION DEL NUCLEO
DOC=10.0E-6
LAMDA=1.64E11
CALCULOS DEL CREEP
$11=SIGLOC(1)-SIGLOC(2)
$22=SIGLOC(2)-SIGLOC(4)
$33=SIGLOC(4)-SIGLOC(1)
RIS=(S11**2+522**2+533%*2)
SIGOS=SQRT(0.1666667*RJ2)
THE TEMPERATURE DEPENDANT SHEAR MODULUS

MU= MUO*(1-(0.85*((TEMP-300)/MELTT)))
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C CALCULOS DEL CREEP A 550 GRADOS CELCIUS
IF (TEMP.EQ.823.15) THEN
C CALCULO DE LA FUERZA CORTANTE TAO
TAO=MU*BURG/L
GAMAPUNTO=GAMAO*EXP((-1*QP/(TEMP*CONSGAS))*(1-(SIGOS/TAO)))
ENDIF
C CALCULOS DEL CREEP A TEMPERATURAS MAYORES DE 550 GRADOS CELCIUS
IF (TEMP.GT.823.15.NE.873.15) THEN
DC=DOC*EXP(-QC/(CONSGAS*TEMP))
N=5
PLC=((SIGOS/MU)**(N+2))*DC
GAMAPUNTO=CTRES*(MU*BURG/(CONSTBOLTZ*TEMP))*PLC*LAMDA
ENDIF
IF(IDEBUG.EQ.1)CALL OUTPUTITERA
c TOTIME1=TOTIME1+TINCRE
RETURN
END
Con esta modificacién y adaptacién al cddigo original ya se puede conocer numéricamente la
velocidad de deformacion por creep con temperatura variable de manera precisa y predecir su

comportamiento en metales sometidos a cargas constantes en funcién del tiempo.

En el capitulo siguiente se valido esta implementacién numérica mediante el uso de datos

experimentales publicados en la literatura cientifica sobre el tema.
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CAPITULO 7
APLICACION A UN PROBLEMA

PRACTICO

Para validar la implementacién numérica y el cédigo presentado en el capitulo anterior, se
utilizan los resultados experimentales publicados por M. Rieth (15) sobre analisis del creep con
temperatura variable en un acero AISI 316 L(N). En este trabajo experimental se llevaron a cabo
varias pruebas a especimenes hechos con este material, a los cuales se les aplicaron diversos
rangos de esfuerzos de acuerdo a la temperatura a la cual fueran sometidos, pudiendo fluctuar
entre 60MPa < g < 250MPa. Por ejemplo para el rango de temperatura de T = 550°C se
realizaron 7 pruebas en las cuales se ocupo un rango de esfuerzos de 100MPa <o <
250MPa, mientras que para la temperatura de T = 600°C Unicamente se realizaron 6 pruebas

en un rango de esfuerzo de 60MPa < o < 170MPa.

Los resultados numéricos obtenidos con el programa implementado, se calcularon en dos
diferentes grupos de simulaciones, debido a la ruptura de la ley de potencia del Creep (PLB).

Con el propdsito de explicar completamente el comportamiento de Creep en estado estable en
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rangos diversos de temperatura (550°C — 800°C), ambas simulaciones son incluidas,

explicando la variacién en la temperatura.

Se realizaron multiples simulaciones, con el propdsito de obtener la informacidn necesaria para
graficarlas, considerando una diferencia de 25 grados entre cada una de las simulaciones
dentro del rango ya establecido. Los esfuerzos utilizados para la simulacion fueron entre un

rango de 50 a 300 mega pascales [MPa], sin embargo solo aquellos resultados que muestran
una velocidad de deformaciéon por creep menor a 1e—4E] fueron considerados para este

andlisis debido a que fue el resultado menor alcanzado en el analisis experimental.

Las propiedades del material utilizadas en estas simulaciones fueron obtenidas de referencias

(15) y son las siguientes:

b: Vector de Burgers. = 2.58x1071%[m]

lo: Modulo cortante a 0°K = 81000[%]

Tym: Punto de fusion. = 1810[°k]

k: Constante de Boltzmann.= 1.381x10723[1]
R: Constante de los Gases. = 8.314 [(m(’)—“{)]

D,.: Coeficiente de difusién del ntcleo. = 1x107> [mTZ]

Q.: Energia de activacién. = 520 [( L

mol)
c3: Pré-constante. = 2x10%°[adimensional]

n: Exponente del Creep. =5
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La geometria utilizada fue adaptada para ajustarla a un analisis bidimensional de una placa
metdlica de 8[mm]x200[mm], a fin de que las dimensiones en el analisis numérico sean las

mismas que las probetas utilizadas en el analisis experimental(15).

Para obtener los resultados de los experimentos, se normalizaron los resultados de la velocidad
al ser multiplicados por un valor 4;, donde el subindice indica las ecuaciones (5.6, 5.8)

respectivamente. 1, = e3>¢ ; 1, = (40)7

7.1 Problema en el estado estable, primera parte. (600°C < T < 800°C)

En la subrutina desarrollada para el problema del estado estable, mediante un condicional se
aplica la ecuacién (5.6) de ley de potencia del creep con el siguiente rango de temperatura
600°C < T < 800°C, debido a que este rango de temperatura es para el acero AlSI 316 L(N), se

encuentra préximo al valor medio del punto de fusion (0.5T,).

La deformacién plastica por creep ocurre bajo la presencia de mecanismos de esfuerzos
constantes en un rango 60 MPa < g < 300 MPa, sin embargo, es importante recordar la
existencia de otros tipos de deformaciones de creep, tal es el caso de la deformacién por
deslizamiento por dislocacion o Twinning, ocurre a los 120 MPa pero en otro rango de

temperatura.

Para este caso, los resultados de los esfuerzos contra la velocidad de deformacién fueron
trabajados en una hoja de célculo, y mediante una regresion lineal, se obtuvieron las
ecuaciones que describen su comportamiento, donde todas fueron tipo potencial con una
pendiente m = 7. Si el valor de la temperatura aumenta, el esfuerzo para producir la misma
velocidad de deformacién por creep se reduce de manera potencial con la siguiente relacion:
Y =4 x 107160T49123 En |3 figura [26], se ilustra la velocidad de deformacién por creep a

diferentes temperaturas (600°C, 650°C, 700°C, 750°C) contra los valores de los esfuerzos
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actuando sobre la superficie del espécimen en cuestion; sin embargo, solo se consideraron los
resultados que estan dentro del rango de velocidad de deformacién entre 1 X 107 <y <

1x107%

1.00E-04 - ) .
1.00E-05 / / W
1.00E-06 . / / /
1.00E-07 - // -
1.00E-08 / S

: s

1
lo [—]
g 511.00E-09

1.00E-10 -

1.00E-11 A A

1.00E-12 //)./ //

1.00E-13

1.00E-14:/ /: S N O e | L

log[MPa/

—+—600C -+-650C —=700C ——750C

Figura 26 Velocidad de deformacion por Creep contra los esfuerzos a diferentes rangos de temperatura.

Ahora bien, para calcular la deformacién global por creep, debido a que en la subrutina anterior
se simularon esfuerzos durante un tiempo t = 1000 hr, basta solamente integrar los
resultados de la velocidad del creep con respecto al tiempo con los limites 0 <t <

3600000 seg como se muestra a continuacion:

f ydt =yt = 3600000y
t
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Los resultados de la ecuacién (7.1) para todas las velocidades y temperaturas computadas,
tienen también un comportamiento potencial, con una pendiente m =7 y la deformacion

como se muestra en la figura [27].

Y teniendo como Unico valor diferente entre todas ellas, la ordenada al origen. Para todas las
temperaturas, siendo los valores de los esfuerzos aplicados contra la deformacion global del

problema en un tiempo t en una escala log — log.

1006403 4
1.00E+02
1.00E501 -
1.00€400
100601 +
iﬂ'g}’ 1.00E-02 -
100603
1.00E-04 --
10005 |
100606 +

100607 +

1.006-08 -

log o [MPa]

Figura 27 Esfuerzo contra la deformacion por creep a diferentes temperaturas.

En la figura [26] y [27] se ve una relacion existente entre el cambio de la temperatura y el
esfuerzo necesario para producir una deformacién; se podria pensar que esta relacion es lineal
dado que la pendiente es la misma, de la ecuacion (7.2) al utilizar una grafica de tipo log — log,

la ecuacion se convierte en:

logy = log(bx™)
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logy = log(x™) + log(b)

logy = mlog(x) + log(b)

Y en la siguiente tabla se muestra el calculo de las lineas de tendencia de las graficas y se

determino el valor de la ordenada al origen de cada una de ellas:

Temperatura
600
625
650
675
700
725
750

Ecuacion de correlacion

y =5x10'7x7
y =4 x 1016x7
y =3 x 10%5x7
y=2x10"x7
y=1x1013x7
y =5x 1013x7
y =3 x10%2x7

b
5.00E-17
4.00E-16
3.00E-15
2.00E-14
1.00E-13
5.00E-13
3.00E-12

Donde podemos observar como la relacion entre cada una de las tendencias efectivamente es

del tipo potencial, y que el valor de la pendiente en todas ellas es el mismo, como se indica en

la figura [28] al graficar la relacién entre el valor de la ordenada al origen de las ecuaciones de

tendencia y la temperatura, nos muestra el cambio que existe al momento de hacer variarla;

gracias a esto es mas simple apreciar como el incremento de la temperatura tiene un cambio al

esfuerzo aplicado necesario para iniciar la deformacién, y que esta relacién es una del tipo

potencial también, la cual de acuerdo a la relacién calculada es: y = 1 x 10~ 15248826
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Figura 28 Grafica de temperatura contra la ordenada al origen.

7.2 Estado estacionario Parte B. (550°C < T < 600°C)

Para esta segunda parte de analisis, las simulaciones fueron hechas con la ecuacién de
deslizamiento por dislocacion (5.6), debido al hecho de que el rango de la temperatura es
menor a 0.3T,, y la deformacién plastica ocurrira bajo la presencia de mecanismos de grandes

esfuerzos.

En la figura [29] a continuacidon se muestra la velocidad de deformacion por creep a
temperaturas menores a 600°C contra los valores de los esfuerzos actuando sobre la superficie

del espécimen revisado.
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Figura 29 Velocidad de deformacion por deslizamiento por dislocacion.

Estos resultados al ser comparados con los obtenidos de las referencias demuestran estar muy

préximos como se muestra en la figura [30], ademas de ser mas faciles de obtener.

1.00E-04

1.00€-05

1.00E-06 -

10e07] @ 1600 °C
EI Loocos] @ EEIVIE
5 10609

1.00E-104 - - —

1.00€-11

1.00E-12¢- -

log

1.00E-13

1.00€-141 . —
10 BEM ==:t0 =m=zsn =g 100

shear stress o« [MPal

Figura 30 Comparacion Simulaciones vs Experimental.
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Cabe resaltar que estas velocidades de deformacién no deben satisfacer por completo los
valores experimentales obtenidos en referencias; Unicamente deben de satisfacer los valores
finales que son los que se consideran que entran en lo que es la deformacidn por creep de
deslizamiento por dislocacién, que al tratar de establecer la relacién entre el cambio de
temperatura y la velocidad de deformacién, se observa que la relacidon no es lineal; esto se
puede apreciar en el cambio que existe en la pendiente de las graficas; al tratar de
determinarlas como se hizo con la ecuacién (7.2) se obtuvo que la relacidn no era potencial, y

estaba dado por la siguiente ecuacidon exponencial:

y = be(mx) (7.4)

La siguiente tabla para los valores de la ordenada al origen y la pendiente:

Temperatura °C B M
500 8.00E-26 0.1756
525 8.00E-25 0.1727
550 6.00E-24 0.17
575 5.00E-23 0.1676
600 3.00E-22 0.1655
625 2.00E-21 0.1635
650 9.00E-21 0.1617

En la tabla anterior, Unicamente se consideraron valores hasta 650°C con propdsitos de poder
apreciar mejor el comportamiento de la gréfica, ya que como se explico anteriormente, este

tipo de comportamiento solo ocurre en un rango de temperatura.

Al graficar tanto la pendiente como la ordenada al origen obtenemos el cambio que ocurre

entre ambas con respecto al cambio de temperatura como se muestra en la figura [31]:
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Figura 31 Grafica de la Pendiente y Ordenada al origen contra la Temperatura.

Como se puede ver con el incremento de la temperatura existen dos cambios significativos en
la relacion de las gréficas, y esto es que aunque aumenta el valor de la ordenada al origen, la
pendiente disminuye, debido a que llegara el momento en que la temperatura alcance el valor
necesario para transformarse de un Creep debido al deslizamiento por dislocacion a un Creep
por escalamiento, el cual como ya se explico en el capitulo 5, se comporta de acuerdo a la ley

de potencia, todo esto se explicara continuacion.

7.3 Transicion entre deslizamiento y escalamiento. (T = 600°C)

Finalmente, hace falta revisar el caso particular del espécimen analizado a 600°C debido al
hecho de que existe un cambio considerable en la pendiente mostrada para la velocidad de
deformaciéon por creep. Para realizar este analisis se combino los dos casos vistos de
deformacion por creep para obtener una representacion grafica muy similar a la existente en

las referencias vistas como se aprecia en la figura [32].
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Figura 32 Velocidad de deformacién por creep, combinacion de dos casos.

Este fendmeno es mas visible que en otros intervalos de temperatura debido al cambio de
plasticidad sufrida por el material a los 600°C que en relacién al punto de fusién del material
esta es aproximadamente de 0.37T,,. Sin embargo esta transicion existe para cualquier rango de
temperatura, solo que el esfuerzo en cuestidon también juega un papel importante, aunque esta

relacion no es lineal.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES.

El objetivo principal de este trabajo fue el de desarrollar una nueva formulacién para el cdlculo
de la velocidad de deformacién por creep utilizando el BEM, Unicamente para problemas de
estado estacionario. Con esta formulacién obtuvimos velocidades de deformacién a diferentes
temperaturas dentro de un rango de 550°C a 750°C usando intervalos de 25°C; y también las
deformaciones totales del sistema al ser expuesto a esfuerzos constantes durante un periodo

de 10000 horas.

Los resultados provistos en este trabajo para el cdlculo de la velocidad demostraron
graficamente, un comportamiento el cual, por lo que se menciono en este trabajo, se considera

como estado estacionario del creep y es muy similar al provisto por las referencias.

Durante cada incremento de temperatura, los dos parametros, deformacién y velocidad de
deformacion, tienen un crecimiento considerable y que se considera que es una relacidn lineal
dado que la pendiente al determinar la relacidn de cada grafica era la misma y tiene un valor de

m = 0.1429. Los resultados también muestran que la magnitud de los esfuerzos es menor cada
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vez que la temperatura sufria un cambio, sin embargo este decremento no lo podemos

considerar como una relacion lineal por él comportamiento que muestra en la grafica.

También los resultados muestran que este procedimiento es una herramienta eficiente y
precisa para resolver problemas relacionados con el analisis del estado estable del creep, ya
que las pruebas experimentales para un andlisis de este tipo debe al menos durar un tiempo de
5000 horas, y cada simulacion se desarrolla en menos de una hora; y en comparacion con las
graficas existentes, podemos ver la semejanza tanto para la deformacién como para la

velocidad de deformacion del creep en el comportamiento estandar del estado estacionario.

Es importante destacar que los valores mostrados en este trabajo, fueron normalizados para
poder obtener resultados proximos a los existentes en las referencias y a un comportamiento

estandar conocido para el creep en su estado estacionario.

Durante el desarrollo de este trabajo, las simulaciones hechas, fueron Unicamente para cierto
tipo de acero, es por ello que es importante recordar los alcances de este estudio, y que para
futuros analisis es necesario el conocimiento de diversas propiedades del material a analizar las

cuales fueron proporcionadas para esta investigacion.

Por lo tanto, las velocidades de deformacién por creep obtenidas en este proyecto estan muy
acorde con las que fueron obtenidas del articulo de Michael Rieth (16), las cuales fueron
obtenidas de manera experimental, y las pendientes de las graficas describen de buen modo el

comportamiento del creep en su estado secundario o estado estacionario.
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