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IX

Introduccion

El portentoso matematico aleman del siglo XVIII, Carl Friedrich Gauss, afirmé en
cierta ocasion que “La Matematica es la reina de las Ciencias, y la Teoria de Ntimeros
es la reina de la Matematica”. En efecto, la Teoria de Ntuimeros resulta ser una rama
de las matematicas que, a lo largo de los siglos (ya desde hace dos milenios, como
en el caso de Diofanto de Alejandria) ha atraido y hechizado a los méas brillantes
matematicos a lo largo de la historia. Con el objetivo de que el presente trabajo de
tesis versara sobre Teoria de Numeros, pero sin haber definido atin un tema claro y
bien delimitado, el autor del presente trabajo se dio a la tarea (instado a ello por su
asesor de tesis) de revisar el magnifico libro de Ireland y Rosen [9]. El objetivo de
dicha lectura era conseguir una vision del panorama que ofrece la Teoria de Ntimeros,
sus subramas y los problemas interesantes que plantea, tanto resueltos como por re-
solver. El capitulo acerca de niimeros de Bernoulli que contiene el mencionado libro
sorprende por la belleza de los problemas matematicos que pueden resolverse elegan-
temente apelando a dichos niimeros, asi como la diversidad de los mismos. Resulta
asimismo sugestivo el hecho de que dichos problemas recorren toda la gama de di-
ficultad, desde lo elemental hasta lo que requiere conocimientos tedricos profundos.
Ademas, varios de los teoremas importantes de este capitulo no son demostrados,
sino s6lo mencionados (junto con la alusién al hecho de que la demostracién corres-
pondiente involucra nimeros de Bernoulli) en el libro en cuestién. De esta forma,
la tarea de buscar, comprender y explicar estas demostraciones, resulta ser en un
legitimo tema de tesis.

En base a lo anterior, el objetivo de la presente tesis es (como su titulo indica) ofrecer
un panorama claro y amplio acerca de lo que son los niimeros de Bernoulli, y de cudl
es el papel que juegan dentro de la Teoria de Numeros. Esto incluye resenar y explicar
sus aplicaciones y consecuencias, dentro de las demostraciones de importantes teo-
remas de esta rama de las matematicas. Es bien sabido que las tesis de licenciatura
en una disciplina como lo es la matematica van orientadas a la asimilacién profunda
de conocimiento ya existente, seguida de una exposiciéon clara del mismo. De esta
forma, lo que se hizo en el presente trabajo es recopilar, en una diversidad de fuentes
bibliograficas, las demostraciones de varios teoremas sumamente importantes dentro
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de la Teoria de Numeros, que involucren de una u otra forma, tanto directa como
indirectamente, a los nimeros de Bernoulli. Posteriormente, dichas demostraciones,
segin sea el caso, se detallaron, se clarificaron o inclusive (en algunas ocasiones) se
reformularon, de modo que el todo del trabajo ofrezca al lector la posibilidad de
comprender la importancia de los nimeros de Bernoulli en la Teoria de Numeros.

El orden de exposiciéon es de lo més elemental, a lo que requiere mas teoria. De esta
forma, el primer capitulo trabaja las nociones mas sencillas (sin que ello signifique
que los resultados expuestos sean poco profundos) y, en teoria, resulta comprensible
para cualquiera que conozca de manera somera los principios béasicos de algebra
elemental y calculo diferencial. El segundo capitulo, por contraste, ofrece resultados
que, para ser comprendidos, requieren tener conocimientos de Teoria de Grupos
y de Teoria de Anillos. Por tltimo, el tercer capitulo involucra conceptos mucho
mas complejos y, aunque en este caso no todos los resultados son rigurosamente
demostrados (en unas ocasiones debido a que dichos resultados se exponen en los
cursos estandar de la licenciatura, y en otras debido a que la dificultad excedia los
objetivos del presente trabajo), si se requiere, como minimo, conocer la Teoria de
Extensiones de Campos y la Teoria de Galois.

El primer capitulo se subdivide en cuatro secciones, siendo la primera una intro-
duccién de corte histoérico acerca del surgimiento de los nimeros de Bernoulli y los
problemas matematicos que estos numeros permitieron resolver. La segunda sec-
cién expone la definiciéon de los ntimeros de Bernoulli, ademas del problema que
condujo a su definicién: determinar la suma de las n primeras k-ésimas potencias,
para n,k € N. Asimismo, se deducen algunas propiedades basicas de los ntimeros
de Bernoulli, que se siguen de manera natural como corolarios. La tercera seccion
introduce la nocién de polinomios de Bernoulli (misma que se encuentra estrecha e
indisolublemente ligada a la de los niimeros de Bernoulli), y expone varios resultados
importantes que involucran a estos polinomios, incluyendo la conocida férmula de
suma de Euler-MacLaurin. Por 1ltimo, la cuarta secciéon habla acerca de la funcion
zeta de Riemann, y de cémo los nimeros de Bernoulli sirven para encontrar los
valores de dicha funcién cuando el argumento correspondiente es o bien un entero
positivo par, o bien un entero negativo. El segundo capitulo contiene, mas que apli-
caciones, teoremas que versan sobre los mismos niimeros de Bernoulli, los cuales a la
sazén han obtenido importancia por si mismos y, por consiguiente, han cobrado vida
propia. Este capitulo se subdivide en tres secciones, de las cuales la primera introduce
la nocion de p-entero y muestra numerosos resultados acerca de qué combinaciones
de nimeros de Bernoulli dan lugar a p-enteros, lo cual resulta de gran importancia
al determinar cuales son los factores primos de los denominadores de los nimeros
de Bernoulli. Esta secciéon finaliza con el célebre teorema de Clausen y von-Staudt.
La segunda seccién muestra una gran cantidad de congruencias que involucran a los
nimeros de Bernoulli, tanto en el anillo Z como en el anillo de p-enteros, incluyendo
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las célebres congruencias de Voronoi y las congruencias de Kummer. Estas ultimas
congruencias se interpretan en términos de continuidad de la funcion zeta p-adica,
bajo la métrica p-adica. Y finalmente, la tercera seccion versa acerca de los niimeros
primos regulares, proporcionandose su definicion, ofreciendo la demostracién de que
existe una infinidad de niimeros primos irregulares, y finalmente mostrando heuristi-
camente que los nimeros primos regulares muy probablemente son mas de la mitad
de todos los nimeros primos. Para esto ultimo, se introducen todas las nociones
de probabilidad necesarias, de modo que no se requiere ningiin conocimiento pre-
vio de probabilidad por parte del lector. Por 1ltimo, el tercer capitulo, que se di-
vide en cinco secciones, esta enteramente dedicado a una importantisima aplicacion
de los nimeros de Bernoulli: demostrar un caso particular del iltimo teorema de
Fermat. Esta demostracion es tan compleja, que sélo aparece hasta la quinta se-
ccién, siendo las cuatro primeras inicamente una introduccion de la teoria necesaria
para comprenderla. Asi, la primera secciéon constituye un recordatorio acerca de
campos y anillos ciclotémicos, mientras que la segunda sirve como repaso acerca
de los dominios Dedekind y campos numéricos. La tercera seccion introduce las no-
ciones de caracter de Dirichlet y de L-serie, necesarias para el resultado principal
de este capitulo, pero sin demostrar todos los resultados, ya que algunos de ellos
requieren conocimientos teéricos mas profundos de lo que permitiria la extensién del
trabajo. Incidentalmente, junto con las L-series, que generalizan a la funcion zeta de
Riemann, se introduce la definicién de los nimeros de Bernoulli generalizados, mis-
mos que proporcionan ciertos valores de las L-series en argumentos enteros negativos,
con lo cual se generaliza uno de los resultados de la cuarta seccién del primer capitulo
acerca de ciertos valores de la funcién zeta de Riemann. La cuarta seccién muestra
el camino (nuevamente, sin demostrar todo lo que aparece en dicho camino) para
demostrar un importante teorema que relaciona a los nimeros primos regulares con
cierta propiedad en determinados anillos ciclotémicos, y que serd pieza fundamental
para comprender cémo se relacionan los niimeros de Bernoulli con este caso parti-
cular del iltimo teorema de Fermat. Por tltimo, en la quinta seccién se expone la
demostracion de la primera parte de este caso particular (pues la segunda parte del
mismo exige, nuevamente, exceder la cantidad de teoria permisible dentro del pre-
sente trabajo), ilustrando con ello una de las més bonitas e importantes aplicaciones
de los nimeros de Bernoulli en Teoria de Nimeros.

La realizacion del presente trabajo involucré variadas dificultades; desde las obvias,
como puede ser intentar comprender una demostracion particularmente dificil, hasta
las mas inesperadas, tales como las dificultades relativas al tiempo y al espacio.
En efecto, los nimeros de Bernoulli resultan ser fundamentales, no sélo para la
Teoria de Numeros sino para una gran cantidad de ramas de las matematicas, y sus
aplicaciones tan sélo en la Teoria de Ntimeros son tantas, tan variadas, y todas ellas
tan hermosas, que se hizo particularmente dificil seleccionar de entre ellas, las que no
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hicieran que el presente trabajo excediera la longitud permisible; asi como aquellas
que no provocaran que el tiempo de realizacion de esta tesis rebasara los limites de
lo admisible. Sin embargo, considero que el resultado final ha sido satisfactorio, y
que el lector encontrara en el presente trabajo una interesante y amplia introduccion
a los nimeros de Bernoulli, que mostrard en manera clara y comprensible la enorme
importancia que tienen estos ntimeros en el corazén mismo de la Teoria de Ntimeros.



Capitulo 1

Numeros de Bernoulli

El presente capitulo da cuenta de propiedades bdsicas de los numeros de Bernoulli, a
saber, aquellas que mo requieren dlgebra especialmente avanzada. En la primera seccion
se justifica la importancia historica de los numeros de Bernoulli, en la sequnda y tercera
seccion se introducen los conceptos de numero de Bernoulli y polinomio de Bernoulli,
Junto con algunas de sus caracteristicas principales y aplicaciones bdsicas. Finalmente, en
la cuarta seccion se establece una interesante relacion entre los numeros de Bernoulli y la

funcion zeta de Riemann.

1.1. Introduccion historica

Comenzaremos por mencionar tres problemas, cada uno de los cuales tiene un im-
portante interés historico.

El primero de ellos tiene que ver con la busqueda de féormulas para la suma de las
k-ésimas potencias de los primeros n enteros positivos. Jacob Bernoulli (1654-1705)
conocia las siguientes férmulas:

-1
I+2434---+(n—-1) = %
6 )
P+2 434+ 4 n-1)7° = ”2(”4_1)2

También conocia otras férmulas menos famosas, analogas a las anteriores, corres-
pondientes a mayores exponentes, hasta el 10. Esto es, para cada exponente k la
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suma 1%+ 2% 4+ ...+ (n — 1)¥ resultaba ser un polinomio sobre la variable n de grado
k4 1. Mientras se dedicaba a determinar los coeficientes de estos polinomios para un
k arbitrario, Bernoulli se vié obligado a definir los niimeros que llevan su nombre.
Finalmente, Bernoulli tuvo éxito al encontrar satisfactoriamente dichos coeficientes,
y en su libro Ars Conjectandi (una obra pdstuma que data de 1713) menciona or-
gullosamente haber podido sumar las décimas potencias de los primeros mil enteros
en menos de un cuarto de hora.

Otro problema importante de aquella época era encontrar la suma

1 1 1 1
N =144+ 4 4...
¢2) +4+9+16+25+

[e.e]

asi como, de manera mas general, ((2m), en donde ((s) = E — es la funcién
n
n=1

zeta de Riemann. Después de un prolongado esfuerzo, Leonhard Euler (1707-1783)
logré mostrar en 1734 que ((2) = 7%/6. Posteriormente determiné ¢(2m) para todos
los enteros positivos m € N.

El tercer problema es el célebre tltimo teorema de Fermat. Pierre de Fermat (1601-
1665) afirmé que la ecuacién ™ + y™ = 2™ no tiene solucién en enteros positivos
para n > 3. Antes de que Andrew John Wiles (1953- ) lograra demostrar este
teorema’, se habfan logrado ciertos resultados parciales relacionados con él; més
concretamente, en 1847 Ernst Eduard Kummer (1810-1893) demostré que, en efecto,
lo afirmado por Fermat se verifica en el caso cuando n pertenece a un subconjunto
particular del conjunto de ntimeros primos, los llamados primos regulares. Mas atn,
Kummer descubrié un bonito criterio elemental para la regularidad de un primo p,
que involucra propiedades de divisibilidad de los primeros (p — 3)/2 ntimeros no cero
de Bernoulli. Mientras desarrollaba sus resultados, Kummer realizé grandes avances
en teoria de anillos, introduciendo varios conceptos importantes, entre ellos el de
ideal.

Los primeros dos problemas seran discutidos en las siguientes secciones, el tercero
se tratard con detalle en el capitulo 3.

1.2. Numeros de Bernoulli

Comenzaremos por atacar el problema de calcular la sumatoria de las primeras n—1
m-ésimas potencias. Con ese objetivo, definimos para cada n,m € N, la cantidad

K~ s . . . . . . 7 .
Sin el afan de menospreciar el trabajo de Wiles, ni quitarle absolutamente ningtin mérito, cabe
mencionar que su demostracién no es algebraica.
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Sm(n) :=1"+2"+4...4 (n—1)™. Por otro lado, debido al teorema del binomio de
Newton, se tiene que para cada k,m € Z, con k y m no negativos,

(F+1)"™ =1+ (mfl)k,wr (m;1>k2+---+ (mntl)k%rk:m“.

Restando k™! a ambos lados de la ecuacién anterior, y sustituyendo en dicha
ecuacion los valores de £k =0,1,...,n — 1, obtenemos las siguientes ecuaciones:

1
I e N 0+~~~+(mJr >0m,

m

(")
1
1 1
gm+l _ e+l _ 1+<m+ >1+---+(m+ >1m,
1 m
+
(")

1
3m+1_2m+1 — 1+ 2++(m+ >2m’

m+1
i P | U R 1+( :
Sumando todas estas ecuaciones miembro a miembro, obtenemos

W = (mfl)sl(n) + (”” 1)52(n) P (”” 1>Sm(n). (12.1)

2 m

De modo que, si se tienen férmulas para Si(n), So(n), ..., Sm_1(n), entonces la ecua-
cién (1.2.1) nos permite encontrar una férmula para S,,(n). Bernoulli observé que
Sm(n) es un polinomio de grado m+1 en n cuyo término principal es n™ ! /(m+1).
Esto se demuestra facilmente por induccién, a partir de la ecuacién (1.2.1). Ademas,
el término independiente resulta ser siempre cero, lo cual también se sigue con
facilidad de la ecuacién (1.2.1) y el principio de induccién. Los valores de los otros
coeficientes son menos obvios. Asi, por ejemplo, se tiene que

1 1
Si(n) = -5 n+§-n2,

1 1 1
Sa(n) = 6" 3 n2+§ n?,

1 1 1
S3(n) = Z~n2—§'n3+1-n4.
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11 1
Por célculo directo, se puede encontrar que los coeficientes de n son 350 T3
1 1 5
0, =2 Y T3 0, 56’ param = 1,2,...,10. La observaciéon empirica de todas estas

formulas condujo a Bernoulli a la siguiente definicién.

Definicién 1.2.1. Se define la sucesion de niimeros { By, }nenuqoy de manera induc-
tiva como sigue: By =1, y

m—1
1 m+ 1
By i=—-—) B 1.2.2
" m+1 ( k ) b (1.2.2)

k=0

para cada m € N.

Observacién. Los niumeros B, que conforman la sucesion de la definicion 1.2.1,
reciben el nombre de nimeros de Bernoulli, en virtud de que fue, como se ha
dicho, Jacob Bernoulli quien los definio y utilizo por primera vez.

1
Multiplicando ambos lados de la ecuacién (1.2.2) por (m * ) = m + 1, tenemos
m

que dicha ecuacion es equivalente a la siguiente:

zm: (m]j 1) By = 0. (1.2.3)

k=0

Si expresamos la ecuacién (1.2.3) para cada m € N, el resultado es un sistema de
ecuaciones que exhibe la siguiente apariencia:

2B +1 =

3By +3B1+1 =

4Bs +6By,+4B, +1 =

584+ 1083+ 108y +5B; +1 =

o O O O

Por ejemplo, realizando los calculos para los primeros doce niimeros de Bernoulli,
tenemos que
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Bi=—j, B= ¢ By =0,
4—%, Bs =0, Bﬁ_ﬁa

B; =0, Bg——%, By=0
Bu= . By =0, By=—p

Mas adelante demostraremos que los nimeros de Bernoulli no cero tienen signos
alternados. Ademads, también se vera que todos los niimeros de Bernoulli con indice
impar mayor que 1 son cero.

Lema 1.2.1. Supongamos que se expande la funcién t/(e' —1) en serie de potencias

alrededor del origen, es decir, que se busca una expresion de la forma =

(@~ 1)

Z bint™. Entonces, se tiene que b,, = B,,/m!, ¥ m € NU{0}.

m=0

o0

DeMosTRACION: En la expansion = g b, t", multiplicamos ambos miem-

m=0

(e —1)

t
bros por et — 1 = Z ok y de este modo obtendremos que

o0

n=1

(55) () (£50) (£)

Por consiguiente, si se dividen ambos lados de la ecuaciéon anterior entre ¢, se obser-
vara que

X gn = (& be -
- (Eatw) (54) S (B meben)

m=0 \k=0

Si en esta ultima expresion se igualan los coeficientes a ambos lados, obtenemos que
by = 1 = By/0!, mientras que, para m € N,

= Kby,
Zm—l—l— Zk‘m—irl— k)’

k=0

y, al multiplicar ambos lados por (m + 1)!, se obtiene que
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L (m+ D) (kb L (m+1
= Klb), VmeN.
;k' -k~ JE Ve

Comparando este sistema de ecuaciones con el sistema determinado por la ecua-
cién (1.2.3), se nota que esta ultima expresién, junto con la “condicién inicial”
0!bg = By = 1, implica que m!b,, = B,,, ¥V m € N. O
Con la ayuda del lema 1.2.1, estamos capacitados para responder aquella pregunta

que se hizo Bernoulli respecto de las sumas S,,(n).

Teorema 1.2.1. Para m,n € N, las sumas S,,(n) vienen dadas por:

1 « 1
Sm(n) = —— <m * )Bk nmrk,

m+1 k
DemosTRACION: Para cada k € N U {0}, se tiene la igualdad e* = Z —
m!
m=0
(en donde utilizamos la convencién, bastante ttil, de que 0° = 1); de donde, si se
sustituyen los valores k = 0,1,2,...,n — 1, resulta:

m=0
(o) o0
tm 1mem
t I
© = Zml =2 |
m=0 ’ m=0
o0
2mgm
2t
© = Z ml

o0
SVt _ Z (n— 1)mtm'
Si sumamos todas estas ecuaciones, el resultado es

n— G tm
1+l +e? 4 e 1)t:1—|—25m(n)%,

m=0

pero el miembro izquierdo de esta expresion, es igual a
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k .
k=1 Jj=0
- (S (e
(k:o (k+1)! g !
> (S
—=\= El(m — k) + 1)!

Asi pues, de las dos expresiones anteriores, se concluye que

> tm Bkn(m k)+ m
1+Zzosm(n) Z(Z it ]!>t .

De modo que si en esta tltima expresion se igualan los coeficientes correspondientes
a t™ para m € N, se tendra que:

Sm(n) B i Bknmﬂ—kz
ml — Ellm+1—k)!
Es por ello que
(m+1)! 2 (m 4 1) Bnmtik
1)Sm = —5nu(n)=
(m+ 1)Sm(n) . om(®) ; Kl(m+1— k)]

(e

k=0 k

O

Acto seguido, estableceremos una importante propiedad de la sucesién de ntimeros
de Bernoulli, con la cual se concluye la presente seccién.

Proposicién 1.2.1. By, =0, V keN.

1
DemMosTRACION: Aplicando el lema 1.2.1, y tomando en cuenta que By = —5

tenemos que

I IR A D1
k=0
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en consecuencia,

SN t t ot 2 t e +1
]_ B - = _——= - 1 —_ —_- .
+k§ k! d-1 32 2<+et—1) 2 et —1
, . et +1 )
Obsérvese ahora que la funcién 5 1 es par, debido a que
e —_
(=t) e'+1  (=t) e'+1 ¢
2 et—1 2 et—1 ¢

asi pues, se llega a la relacién siguiente:

N t e+l (—t) et+1
1 Bp— = —- = :
+; "kl 2 e—1 2 et—1
= 1+ ) (-1) By
k=2

Si se igualan los coeficientes de t* en la Wltima expresién, se tiene que 1 = 1y
By /k! = (=1)*By/k!, para k > 2, o, en otras palabras,
B = (—=1)*By, VkeN\{1}.

Cuando k es par, esta ultima ecuaciéon no proporciona informacién alguna, aparte
del hecho obvio de que By = Bj. Sin embargo, cuando k es impar y k > 2, se tiene
que B, = —By. De ahi que B, =0, si k£ > 2, con k impar. O

1.3. Polinomios de Bernoulli

Definicién 1.3.1. Para cada m € N U {0}, definimos el m-ésimo polinomio de
Bernoulli, denotado por B,,(X), como

Bp(X) = i @) ByX™*,

k=0
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1 1
De esta forma, se tiene que By(X) =1, By(X) = X — 3 By(X) = X?— X + & etc.

Observemos que, de acuerdo con el teorema 1.2.1,

m—+1 m 1 m+1_k
Bm+1(n) =

_|_
k
m+ 1 ek m+ 1
nm Bm
( k ) i m+ 1 i
+1)Sm(n) + Bt

de aqui que podamos escribir el resultado del teorema 1.2.1 en la forma:

Sin(n) = ———(Bop1(n) — Bony)- (1.3.1)

Como consecuencia de la ecuacion (1.3.1), tenemos algunas férmulas interesantes,
tal como las siguientes:

1

= m (Bq+1 (m) - Bq+1(n)) )

para cualesquiera ¢,n,m € N, con m > n. En particular, también se tiene que

nt — qu1 (Bysr(n+1) = Bya(n)). (1.3.2)

A continuacién, enunciamos un par de propiedades importantes de los polinomios
de Bernoulli.

Proposicién 1.3.1.

1
m—HB;nH(X) = B, (X), para cualquier m € N U {0}, en donde por B],

entendemos la derivada del polinomio B, 1.

(17) Bp(0) = Bp(1) = By, para todo m € NU {0}, m # 1.
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DeEMOSTRACION:

1 1—-k
(1) Observemos que (m]j MT = TZ), lo cual se deduce con facilidad
m

de la definicion de los coeficientes binomiales. De manera que

1 1 d (& (m+1 L
w1 Pmen(X) = m+1{ﬁ <Z< k )BkX B k)}

k=0
1 « 1
= M) Bm 1 — k) xm
m+1 k
k=0
pr m +
" /m
— BXm—k
>(7)
k=0
= Bm(X)

(73) Si m = 0, entonces el polinomio By(X) es el polinomio constante con valor
By. Ahora bien, cuando m > 2, entonces es claro que B,,(0) = B,,. Por otra
parte, se tiene que

m m—2
Bn(1) = > (2‘) By = By, + mBy,_1 + (m) By
0

k=0

k
172 /m
= Bm—i-mBm,l—m - < )Bk
m k

= Bm + mBm_1 — mBm_1 = Bm

O
En el caso del polinomio Bi(X), se tiene que By(0) = —1/2 = Bj, mientras que
By(1) =1—-1/2=1/2 = —B;. Con esto completamos la informacién acerca de los

B,,(0) y B,,(1). Ahora bien, con ayuda de la proposicién 1.3.1, podremos generalizar
la férmula de la ecuacién (1.3.2), de manera que no sélo resulte vélida para n € N,
sino para cualquier ntimero real.
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Proposicién 1.3.2. Sea ¢ € NU{0}. Entonces, se tiene que

1
X1 = m[Bq—i-l(X +1) = B (X)].

DemMosTRACION: Observemos que, para ¢ = 0, se tiene que

HBX 1) = B0 = (6 + 1) 3 - (X - 1) 1= x0

Asimismo, para ¢ = 1, observamos que

1 1 1 1
5[1%’2()(+1)—11%’2()()] = 5[(X+1)2—(X+1)+6—(X?—XJFEH
~ Mxeioxgpioxoieloxeix ol
2 6 6
— 1(QX):X:Xl.
2

Procedemos ahora por inducciéon. Supéngase que, siendo ¢ > 1, la férmula se satisface
para q¢ — 1, es decir,

B 1
X1 = C[B(X 1) = B(X)]
Entonces, observemos que, debido a la hipétesis de induccidn,
d ~1
(X9 = X1 = By(X +1) = By(X).

En consecuencia, debido a la proposicién 1.3.1 parte (7), se tiene que

diX(Xq) = qul[B;+1(X +1) = By (X))

y esto ultimo implica que, para cierta constante c,

1
c=X"— ——[B1(X +1)— Bi1(X)]. (1.3.3)
g+1
Observemos cudl es el término independiente del polinomio B,11(X + 1). Para ello,
desarrollamos el polinomio:
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qg+1

Bii(X+1) = ( ; )BO(X+1)q+1+(q+1

)Bl(X+1)q+---

+1
~~-+<qq )Bq(X+1)+Bq+1

1 1 1
- (qg >Bo [X‘H%(qi )Xq+~-+(qj]‘ >X+1]+
1
Jr(qjlL )Bl |:Xq+(;])Xq_1+"'+(qgl)X+1:|+"'

+1
ot (qq )Bq(X+1)+Bq+1.

De ahi que, claramente, el término independiente de B,11(X + 1) sea igual a

qg+1 qg+1 qg+1 AR qg+1
B B B, + B, = B
(15 ) o (17 e (7 ) ms = ()
= Bgn(1).

En consecuencia, la proposicién 1.3.1 parte (i7) nos asegura que el término inde-
pendiente del polinomio Bg1(X + 1) es igual a B,;. Ahora bien, es claro que
éste es también el término independiente del polinomio By41(X). Es por ello que el
polinomio [By1(X + 1) — B,11(X)]/(¢ + 1) tiene término constante igual a cero.
Asimismo, siendo por hipétesis ¢ > 1, el polinomio X? no es constante, y su térmi-
no constante es igual a cero. Asi pues, la ecuacién (1.3.3) implica que ¢ = 0 y la
proposicién se sigue. O]

Con los resultados obtenidos hasta ahora, es posible deducir una interesante formula
de multiplicaciéon para los polinomios de Bernoulli.

Teorema 1.3.1. Sea g € NU{0}. Entonces, para cualquier k € N,

k—1 .
By(kX) = k'Y B, (X + %) .
=0

DeMosTRrACION: Dada la proposicién 1.3.2; si evaluamos X% en X = n+ j/k (para
algunos n € N, j € NU {0}) y multiplicamos por k?, obtenemos

(kn—i—j)q:ﬁ Byi1 n+z+1 — By n—i—l :
g+1 |71 k 1 k
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Si N,M € N, con N > M y sumamos la expresion anterior para n desde M hasta
N-1
k4

Z (kn+j)? = 1

n=M

N — 1, obtendremos que
~1 .
J
71 2 [P (g 01) o (o)

N
= { q+1(M+%+1)_Bq+1(M+k)+

+Byp (M—|—%+2) — By (M+l+1>+

T+
wlQ

k

ot (5 d) (514 ))
ke J J
= e (Y E) e (e )

En consecuencia, si ahora sumamos la expresion anterior para j desde 0 hasta k—1,
obtenemos

N—-1 k-1 k—1 . .
ZZ ke J J

kITL+] +1 Bq+1 N+E —Bq+1 M+E .
n=M j= q 7=0

Sin embargo, se tiene que

N-1 k-1 Nk—-1

> Z(k” +h)i= Y, mi= quLl[BqH(N’f) — By (ME)],

= m=Mk

de manera que

k—1 .
1 J
qu—l[BqH(Nk) — By (ME)] = 2 { i1 (N + k) — By (M + E) } ,

multiplicando la expresion anterior por ¢ + 1 y despejando, observamos que

k-1 k—1
By1(Nk) — k"> By (N + k) = By1(Mk) = k") " By (M + k)
Jj=0 7=0

V N eN, N> M;de donde, dejando M fijo y variando N > M, consideremos la
expresion

k—1

F(X) = By (Xk) = k7Y " By (X + k)

]_
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cuyo grado como polinomio es a lo mas ¢ + 1. Esta expresion toma, sin embargo, el
mismo valor para una infinidad de X (es decir, f(M+1) = f(M+2) = f(M+3),---,
con grad(f) < ¢+ 1). En consecuencia, f(X) debe de ser un polinomio constante,
de donde, diferenciando, tenemos que

k—1 )
P00 = ki (08 103 By (X 47 =o.
7=0

Si aplicamos la proposicién 1.3.1 parte (7), observaremos que

k—1 .
(¢+ 1)k {Bq(Xk;) — k1 Z B, <X + %) } =0,

expresién que dividimos entre (¢ + 1)k # 0, obteniendo asi el resultado pedido. [

Corolario 1.3.1. Sim € NU {0}, entonces se tiene que

1 1 1

DeEmMosTRACION: Aplicando el teorema 1.3.1, con k = 2 y ¢ = 2m, observamos que

By, (2X) = 221 [Bzm(X) + Bap, (X + %)} ,

despejando, tenemos que
1
om-lp (X + 5) = Bom(2X) — 2271 By, (X).

Evaluando en X = 0 y despejando,

Bom, (%) = % [Bon (0) — 2271 By,,(0)] = (# — 1) Bo(0).

La segunda parte del corolario se deduce inmediatamente de la proposicion 1.3.1
parte (7). O

Otra consecuencia interesante de la proposicién 1.3.1, es el siguiente teorema, el cual
es de gran importancia.
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Teorema 1.3.2 (Férmula de suma de Euler-MacLaurin). Sea f : R — R
una funcion deriwable q veces. Dados a,b € Z, se tiene que

/f dm+2 D0~ @) Ry (134)

n= a+1

en donde el término residual R, viene dado por

—1)¢—1 b
R, - (q—), / B, (x — [¢]) f© () dz. (1.3.5)

Aqui, [x] denota el inico entero positivo k tal que k < x < k+ 1.

DemMosTrACION: Comencemos por considerar el niimero / f(z)dz. Notando que

Bj(X) = 1, realizamos integracién por partes

1 1 1
| e = [ Bl s@)s =B @l - [ B @
0 0 0
1
La proposicién 1.3.1 parte (i) nos asegura que B,,(X) = 1B;n+1(X). Asi, ob-
servamos que m

/ ' By() () = /0 B) 1) - {322(@«) f,(x)];_ /0 B0 110,

Similarmente,
1B2(x> 1" _ lBl<x) 1" _ B3($) " ' lB3(I) 1"
/O — (I)dl’—/o ﬁf (2)dz = {Tf (x)L—/O Tf (2)dz.

Continuando con el proceso, en general observamos que

[ 2 pmar = [ Bl ponpya,

Bnt1(2) 1 ' ' Brsi(2) m+1
[mf( )(x)h—/o mf( (@) d,

para cualquier 1 < m < ¢q. Repitiendo el proceso g veces, obtendremos que

| s = g—n‘“ [ Ry e

0 q!
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Ahora bien, la proposicién 1.3.1 parte (i7) nos indica que By(0) = Bi(l) = By
1 1
cuando k # 1, mientras que, dado que By(X) = X — Y entonces Bi(1) = 5=

—B1(0). En consecuencia,

[ ras = S0+ FO)+ Y0 ) 0+

- +Z 1yt P paen () - o0 (o)) +

Asi pues, se tiene que

/ fl da:+z DLFE0) — fED(0)) +

ret | Mf(Q)(x)dx,

q!

de modo que, si realizamos cambiamos f(x) por f(n — 1+ z), tendremos que

[ =1 e S ) = £ 1) +

_‘_<_1)q71 /01 qu_(!flf)f(q)(n — 14+ a:)dx

Asi, sumando la expresién anterior desde n = a + 1 hasta b, tenemos que

Zf(n) Z/fn—1+:l?d:n—l-

+ Z /1 B"q—(!x)f@(n — 1+ x)dx. (1.3.6)

n=a+1
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Ahora bien, se tiene que

Z/fn—1+m Zb:/nl d;z:—/f (1.3.7)

n=a-+1 n=a+1

Por otra parte,

2 [Z T ) = 1 1>}] =

n=a+1 Lk=1
= a1 = 3 (1) )
k=1 k=1 )
+ (—1)k%f(k‘1)(a+2)— (—1)k%f(k_1)(a+1)+
k=1 ) k=1 :
TR o VAV : AR AR VRIS ;S p
+ +;< DF D) 2 D0 - 1)
q B B B
= ;(-Ukk—f{f(k D(b) — f*D(a)}. (1.3.8)

1
B
Si denotamos por R, := Z (—1)q1/ ﬂf(q)(n— 1+ z)dz, entonces ten-
0

dremos que

_ (_1)q1/ Mf(q)(w)dx. (1.3.9)

De las ecuaciones (1.3.7), (1.3.8) y (1.3.9), tenemos que la ecuacién (1.3.6) se trans-
forma en el resultado pedido. |

De esta forma, las ecuaciones (1.3.4) y (1.3.5) del teorema 1.3.2 reciben el nom-
bre de férmula de suma de Euler-MacLaurin, en honor a Euler y a Colin
MacLaurin (1698-1746). Esta férmula resulta ser de gran utilidad para realizar cierto
tipo de aproximaciones. Unicamente mencionaremos dos de ellas, sin desarrollarlas.
La primera de ellas es la conocida férmula de Stirling que muestra el compor-
tamiento asintético de la funcién factorial. En efecto, considerando el logaritmo
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N
de la funcién factorial, tenemos que log(N!) = Zlog n, asi que de inmediato se

n=1
puede aplicar la formula de Euler-MacLaurin y observar el comportamiento cuando

N — o0. La segunda aplicacién que podemos mencionar, resulta de aplicar la férmu-
N

la de Euler-MacLaurin a la sumatoria g —, pues al hacerlo, obtenemos una expre-
n
n=1
sién que involucra a la famosa constante de Euler-Mascheroni, normalmente

denotada por 7 (de la cual no se sabe atn si pertenece o no a Q), y que esté definida

como v := lim E - logn. Gracias a la férmula de Euler-MacLaurin, asi como
n—oo

k=1
a ciertas propiedades de los nimeros de Bernoulli, es posible aproximar dicha cons-

tante de manera bastante precisa: v = 0.577215665 ... ([13], capitulo 2, secciones
15-16 (pp. 26-29)).

1.4. Los nimeros ((2m) y ((1 —m)

Definicién 1.4.1. Sea U = {s € C|Re(s) > 1} C C. Se define la funcidn zeta
de Riemann, denotada por ¢, como la siquiente funcion de variable compleja:

(:U — C
=1
S —
nS

n=1

La serie de la definicién 1.4.1 converge para todos los s € U, ademas de tener una
gran cantidad de propiedades importantes. Por ejemplo, para s € U, se cumple la
identidad conocida como producto de Euler:

e}

1 11
((s) = — = 11 (1+E+%+---)

n=1 p es primo

= I (1—]%>_1. (1.4.1)

p es primo

En la expresion anterior, la igualdad del primer renglén es una consecuencia del
teorema fundamental de la aritmética, pues al desarrollar formalmente el produc-
to infinito se obtienen, elevados a la s-ésima potencia, los reciprocos de todos los
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posibles productos positivos de potencias de niimeros primos (que es lo mismo que
los reciprocos de todos los nimeros naturales) sumados entre si. La igualdad del
segundo renglén se deduce del producto infinito del primer renglén a partir de la
férmula para la serie geométrica. Una demostracién formal de la ecuacién (1.4.1)
puede encontrarse en [19], capitulo 1, seccién 1 (pp. 1-2).

El objetivo principal de esta seccion es estudiar la relaciéon entre los nimeros de
Bernoulli y ciertos valores de la funcion ¢. Mas concretamente, estudiaremos los
nimeros ((2m) para m € N; posteriormente, hablaremos acerca de cémo se puede
extender la funcién ¢ a todo el plano complejo, y observaremos el valor de los
nimeros (1 —m) para m € N\{1}.

Fue Euler quien encontré una expresién para los niimeros ¢(2m), misma que consti-
tuye uno de sus mas notables calculos. La demostracién de dicho resultado requiere
de un lema, el cual mencionamos a continuacién.

Lema 1.4.1. Sean

efriz + e*ﬂ"L.Z

g(Z) = 7TCOt(7TZ) = - m

Yy

1 o 22
fO=2+2 5 0

Entonces, las funciones g(z) y f(z) son holomorfas en todo z no entero, teniendo
un polo simple con residuo 1 en cada entero n, con el mismo periodo. Mas aun,
g(z) = f(2), para cada z no entero, es decir,

[e.9]

WCOt(WZ)—%—i-ZQ— , VzeC\Z.

z
22 _ 2
=1

DemosTtrACION: Ver [18], capitulo 14, seccién 70 (pp. 319), 6 [17], capitulo 15,
ejercicio 4 (pp. 339-340). O

En particular, tenemos que para x numero real distinto de m=m, m € Z,

cot(z) — (%) meot (-2 ) = (%) (i 4 i (_)2—7f_n2>

n=1 T
1 - z 1 - 2w
() E)- 0 (- 525)
1 o0
- -2 ’ (1.4.2)
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Con este resultado, estamos en posicién de reproducir el célculo de Euler para los
nimeros ((2m).

Teorema 1.4.1. Para m € N, se tiene que

(1) @y

Bom.
2(2m)! ?

¢(2m) =

DemosTrACION: Utilizamos la ecuacién (1.4.2) y la multiplicamos por = para ob-
tener

00 2
T
donde
x? B n2n? 1— 1 1
n2n? —x2  np2g2 — 2 11— (x/nm)?

— n2mq2 — 2 — \ = n2mpq2m — 2m — n2m — T2
Asi, de la ecuacién (1.4.3), se tiene que
0 r2m
reotr =1 —QZT (2m). (1.4.4)
T m
m=1

Por otra parte, utilizando los lemas 1.2.1 y 1.4.1, se tiene que:

‘ eix + e—z‘x €2im + 1 ierim +Z.T
reotr = Tl ————0 = T — =—
ez:c_em ezx_l 61:13_1
2ix = (2ix)™
ez — ] ; n!
. ) > 20x)"
= iz + By + 2izB; + E Bn(n!) ;

n=2
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1
y, dado que By =1, B = —g concluimos que

xcot:czl—l—ZBn( zx') )
n!

n=2

(1.4.5)

De las ecuaciones (1.4.4) y (1.4.5), tenemos que

=z (2ix)™
m=1 m=2

Igualando en la expresién anterior los coeficientes correspondientes a 2>™, obtenemos
que

2 com) = (~1)" 2 By WmeN
T2m m) = (2m)| 2m> m .
O
: 1 1 1
Por ejemplo, podemos tomar m = 1,2,3. Como By = 5’ By = ~30 Bg = 12
s s 7
tenemos entonces que ((2) = L C(4) = 90’ ((6) = o

Por otro lado, como consecuencia del teorema 1.4.1, y puesto que por definicion
¢(2m) es un nimero real positivo para m € N, se tiene entonces que (—1)™ " By, > 0
para m > 1. Es decir, los nimeros de Bernoulli de indice par no son cero y alternan
signos.

Asimismo, el teorema 1.4.1 nos permite estimar el crecimiento de Bs,,. Dado que
¢(2m) > 1, se tiene que

2(2m)! 2(2m)!
2 >

|B2m| =

de donde, aprovechando que €™ > n"/n! (lo cual se observa a partir de la expansién
en serie de potencias de "), es decir, n!/n"™ > e~", encontramos que

™

2(2m)! 5 (m)Qm (2m)! -9 (m)Qm 1

@mem — “\7)  (@2m)m ezm’

| By | >
T

es decir, que

2m
| By > 2 (E) ,
e

de donde podemos inferir que los niimeros de Bernoulli de indice par crecen de una
manera bastante rapida. En particular,
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1 m 2m
| Boyn/2m| > — (—) — 0o cuando m — o0.
m \me

Todas estas propiedades acerca de los niimeros de Bernoulli, pueden resumirse en la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.4.1.
(i) (=1)""' By, >0 V m € N.

(13) |Bom/2m| — oo conforme m — oo. O

Ahora procederemos a estudiar de una manera mas general a la funcién (. Pese a
que fue Euler quien, entre otras cosas, calculé los nimeros ((2m), y establecié la
ecuacién (1.4.1) (que lleva su nombre), fue Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-
1866) el primero que consideré a ((s) como una funcién analitica de una variable
compleja. Esto lo hizo por primera vez en el importante articulo [16], que apareci6 en
1859 en la revista mensual de la Academia de Ciencias de Berlin, con motivo de la
eleccién de Riemann como miembro de dicha Academia. En dicho articulo, Riemann
encontr6 diversas propiedades de la funcion ¢, dando lugar al nacimiento de toda
una teoria acerca de esta funcién, y permitiendo utilizar la misma en la teoria de
nimeros.

Definicién 1.4.2. Sea f una funcion de variable compleja. Dado el punto z € C,
se dice que [ es regular en z si f es univaluada y tiene derivada finita en cada
punto de alguna vecindad de z.

Lo primero que hay que hacer es observar que, pese a que la serie >~ n™°, que

define a la funcién zeta de Riemann, no converge cuando PRe(s) < 1, si es posible
construir su continuacion analitica, que define en todo el plano complejo una funciéon
meromorfa con un unico polo en el punto s = 1. Ademas, tal funcién satisface una
ecuacion importante, conocida como la ecuacion funcional de la funcién zeta
de Riemann.

Teorema 1.4.2. La funcion ((s) es regular para todos los valores de s € C excepto
para s = 1, en donde tiene un polo simple con residuo 1. Ademds, se satisface la
ecuacion funcional:

¢(s) = 2°7° L sen (?) T(1—s)C(1—s). (1.4.6)
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DeMOSTRACION: Se puede consultar [19], capitulo 2, secciones 1-10 (pp. 13-27),
para encontrar siete distintas maneras de demostrar este hecho. Por otra parte,
en [5], capitulo 1, secciones 6 y 7 (pp. 12-16), se detallan dos demostraciones de
la ecuacién (1.4.6), las cuales son mucho més cercanas a las que originalmente
presenté Riemann en [16]. O

La I'(1 — s) que aparece en la ecuacién (1.4.6), no es otra que la famosa funcién
Gama. Se trata de una funciéon de variable compleja con valores complejos, T' :
C — C, que tiene propiedades interesantes. Sin embargo, para los propésitos que
aqui nos ocupan, no necesitaremos conocer con detalle ni la definicion de dicha

funcion, ni muchas de sus propiedades: basta saber que, cuando n € N, resulta ser
I'(n)=(n-1)L

El teorema 1.4.2 permite que, a partir de ahora, tenga sentido hablar de ((s) para
cualquier valor de s € C\{1}.

Definicién 1.4.3. A la funcion ¢ : C\{1} — C del teorema 1.4.2 se le conoce
como funcion zeta de Riemann generalizada, o simplemente, de ahora en
adelante, como funcién zeta de Riemann.

En lo que sigue, mostraremos c6mo se puede derivar una férmula para (1 —m), con
m € N\{1}, en términos de los nimeros de Bernoulli.

Proposicién 1.4.2. Sea m € N\{1}.

(1) Sim es impar, entonces ((1 —m) = 0.

B,
(1) Sim es par, entonces ((1 —m) = ——.
m

DEMOSTRACION:

(1) Tomemos k € N con m = 2k + 1 y evaluemos ((1 —m). A partir de la
ecuacién (1.4.6), tendremos que

(1—=m) = ¢(1-(2k+1))=C((-2k)
L gthp2helgy <_2’”> (1= (=2k)) ¢ (1 — (—2k))

= 27 %2 gen(rk)T(2k + 1)¢(2k +1) = 0,

debido a que sen(7k) =0, V k € N.
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(17) Tomemos k € N tal que m = 2k, de modo que, al evaluar ((1 —m) con ayuda
de la ecuacién (1.4.6), asi como utilizando el teorema 1.4.1, obtendremos lo
siguiente:

(A—=m) = ¢(1—2k)

— 9l-2k_ (1-2k)-1.,, <7T(1 ; 2k)) )

I(1— (1—2k)) ¢ (1= (1—2k))

= 2% gen {w (% — k)] ['(2k)¢(2k)

_ itk Kk; - %) w} (2k — 1)!%3%

‘<_1)k+122kﬂ.2k

— _21—2k —2k -1 k+1 2k — 1)! B
T (=D Sk ok P
_ _oBw _ _Bwx__ DBm
4k 2k m

O

A partir de la proposicién 1.4.2; se han encontrado una infinidad de ceros para la
funcion zeta de Riemann: a saber, todos los enteros negativos pares. Estos son los
denominados ceros triviales de dicha funcién, debido a la relativa facilidad con la
cual se obtienen. Ademas, es posible demostrar, a partir de la ecuacion funcional, la
ecuacion (1.4.6), que estos son los unicos ceros que tiene la funcién zeta dentro de
la regién {s € C|Re(s) > 1 6 Re(s) < 0} ([19], capitulo 2, seccién 12 (pp. 30); [5],
capitulo 1, seccién 9 (pp. 18)). De manera que los demés ceros de esta funcion, los
denominados no triviales, deberdn yacer en la franja 0 < fRe(s) < 1. Asimismo se
puede demostrar que hay una infinidad de ceros no triviales ([19], capitulo 2, seccién
12 (pp. 30)). Riemann postulé que de hecho todos los ceros no triviales satisfacen

Re(s) = 5; sin embargo, tal afirmacién no ha podido ser, a la fecha, ni demostrada

ni refutada. Este postulado recibe el nombre de hip6tesis de Riemann.

Ahora bien, por la proposicién 1.2.1 sabemos que B,,, = 0 para todo m € N impar con
m > 3. Es por ello que de la proposicién 1.4.2 (i), se deduce automaticamente que
también para m impar, cuando m > 1, se cumple la relacién ((1—m) = 0 = —B,,/m.
Esto, junto con la proposicién 1.4.2 (ii), proporciona una férmula general para los
valores de ((1 —m) cuando m € N\{1}. Este importante resultado, con el cual se
concluye el presente capitulo, serd expresado como teorema debido a su importancia
(proporciona informacién sobre los ceros triviales de la funcién zeta de Riemann)
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y a su generalidad (permite conocer el valor que toma la funcién zeta en cualquier
entero negativo).

Teorema 1.4.3. Sea m € N, con m > 1. Entonces, se satisface la siguiente ecua-
cion: B
C(1—m)=——=2. (1.4.7)

m
0






Capitulo 2

Propiedades algebraicas de los
nimeros de Bernoulli

En el presente capitulo ahondamos en algunas de las interesantes propiedades de los
numeros de Bernoulli y sus relaciones algebraicas. En la primera seccion, observamos
la relacion de los niumeros de Bernoulli con los p-enteros. En la sequnda seccion, desa-
rrollamos algunas importantes e interesantes congruencias que involucran a los nimeros
de Bernoulli. Finalmente, en la tercera seccion, introducimos el concepto de niumero pri-
mo regular (que se encuentra estrechamente relacionado con los nimeros de Bernoulli)
Yy averiguamos cudntos numeros primos irrequlares existen, asi como la proporcion entre
numeros primos requlares e irregulares.

2.1. La funcién orden y los p-enteros

Sea p un numero primo. Cada nimero racional r € Q distinto de cero se puede
expresar de manera Unica en la forma

7 .

r=p

S

con n,a,b e Z, b>0, (a,b)=1ypta, ptb.
Definicién 2.1.1. Bajo la expresion anterior de r, definimos el orden p-ddico de
r, denotado por ord, (r), como:

ord, (r) :=n.

Ademds, definimos ord, (0) := oo.
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Asi, el orden p-ddico define una funcién ord, : Q — Z U {oo}. Esta funcién tiene
las siguientes propiedades:

Definicién 2.1.2. Sea p un numero primo. Un numero racional r € Q se dice que
es un p-entero si ord, (r) > 0.

En otras palabras, tenemos que r es un p-entero <= r = a/b, con a,b € Zy p1b.
También es posible decir, con un minimo de ambigiiedad, que r es p-entero si y sélo
si p no divide al denominador de r.

Es importante observar que el conjunto de los nimeros racionales que son p-enteros
forma un subanillo de Q, y éste es exactamente el anillo Z localizado en el ideal
primo pZ = (p). Este subanillo es denotado por Zy,. Por lo tanto, se tiene que
7 C Zypy € Q, en donde Q es el campo de cocientes de Z, es decir, Q = coc (Z<p>).

Definicién 2.1.3. Sobre Z, definimos la siguiente relacion de equivalencia: Para
cada r,s € Ly, decimos que r = s mod p" si y solo si ord, (r —s) > n.

De manera equivalente a la definiciéon 2.1.3, podemos decir que r = s mod p" si y
sélo si r — s = a/b, donde a,b € Z con pt by p" | a. Esto es, r = s mod p" <=
r—sec an<p>.

Pasemos ahora a utilizar las definiciones anteriores. Primeramente, notemos que, de
la definicién de los coeficientes binomiales, para m > k se tiene que

TRmAl—k)! mAl—k Km—k! m+l—k

<m—|—1)_ (m+1)!  m+1 m! m+1 <m>
k k)~
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Ademas, utilizando el hecho de que (7;) = ( m k) , observaremos que la ecuacién
m —
del teorema 1.2.1 se convierte en:
m m nm—l—l—k
Sm = By————
(n) ;(k) "mt+1—k
m k1
= 3 (1)
k=0 +
m TL2 nm+1
= B, B,.1—+---+B ) 2.1.1
n + (1) 17 + + om 1 ( )

Usaremos la ecuacién (2.1.1), junto con el siguiente lema, para probar que para cada
p nimero primo y para cada m > 1, pB,, debe de ser un p-entero.

Lema 2.1.1. Sea p niumero primo, y k € N. Entonces,

(4)
(i)
(idi)

p*/(k + 1) es p-entero.
p*/(k+1)=0mod p si k > 2.

p2/(k+1) es p-entero sik >3 yp > 5.

DEMOSTRACION:

(7)

Veamos que k+ 1 < p*, V k € Ny V p nimero primo. Probaremos esto
por induccién sobre k. Si kK = 1, el resultado es evidente. Suponiendo que
k+ 1 < pF, se tiene entonces que k + 2 < p*F +1 < 2pF < pF*1, de donde el
enunciado se sigue, como queriamos, para todo nimero natural k y para todo
nimero primo p.

Asi, si escribimos k+1 = p?q, con (q,p) = 1, tenemos entonces que p*/(k+1)
pk=2/q, y como p*/(k + 1) > 1, ello significa que necesariamente p*~¢ > ¢
1=k—a>0, que es lo que queriamos demostrar.

AV

De la misma demostraciéon que en (i), observemos que las desigualdades se
pueden hacer estrictas si consideramos £ > 2. De modo que, en este caso,
la demostraciéon procede exactamente de la misma forma, simplemente susti-
tuyendo los signos de “mayor o igual” o “menor o igual” por los de “estricta-
mente mayor” o “estrictamente menor”, respectivamente. De esta forma, en
este caso concluiremos que ord, (p*/(k+1)) = k—a > 0, o lo que es lo mismo,
que ord, (p*/(k+1)) > 1, que es lo que se querfa demostrar.
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(iii) Para probar este tltimo inciso, al igual que en (i), veremos que k+1 < p*=2, 1o
cual se hara también por induccién, pero suponiendo en este caso que k > 3y
p > 5. Entonces, nuestro caso inicial no es ya k = 1, sino k = 3, y en este caso,
k+1=4<5<p=p>2=p"2 Ahora bien, si suponemos que k + 1 < p*~2,
para algin k > 3, entonces se tiene que k 4+ 2 < pF=2 + 1 < 2pF=2 < ph-1,
con lo cual el enunciado quedé probado para todo k > 3, p > 5. Es decir,
que p*=2/(k 4+ 1) > 1, de modo que si k + 1 = p?q, con (p,q) = 1, entonces
P2 /(k +1) = p¥=272/q, y necesariamente se tendra que p*~27¢ > ¢ > 1, con
lo cual ord, (p*~2/(k+1)) =k —2—a > 0. Esto es, que p*72/(k + 1) es un
p-entero, y no sélo eso, sino que ademas p*~2/(k + 1) = 0 mod p.

O

Proposicién 2.1.1. Sea p un nimero primo y m € N. Entonces, pB,, es p-entero.
Sim > 2 es par, entonces se tiene ademds que pB,, = S,,(p) mod p.

DEMOSTRACION: La primera afirmacion se demostrara por induccion. Obsérvese que
pBy = —p/2, el cual es p-entero, V p. Suponemos que m > 1, y que la afirmacién se
cumple para todo nimero natural menor que m. De la ecuacién (2.1.1), con n = p,
obtenemos que

k+1

k=0

Como Sy, (p) € Z C Zyy), y el primer término de la suma de la derecha es exactamente
pB,, bastard entonces demostrar que el resto de los términos de la sumatoria son
también p-enteros. Es decir, basta probar que

k+1 k
m P _[m p
(k;)Bm‘kkJrl - <k:>me"“k:+1

es p-entero, para 1 < k < m. Por hipétesis de induccién, pB,,_, es p-entero, para
1 < k < m. Asimismo, por el lema 2.1.1, parte (i), p*/(k + 1) es p-entero. Siendo

m
ademas k;) € Z C Zgyy, se sigue que el producto de estas tres cantidades es
también p-entero. De aqui se concluye que pB,, € Z,), V m € Ny V p numero

primo.

Para demostrar la congruencia, en virtud de la expresién para S,,(p), bastard con
mostrar que

m phH!
ord, (Sm(p) — pBy) = ord, Z (k’)Bmkk 1 >1

k=1
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Para ello, es suficiente ver que

k
ord, ((?)me_kkifFl) >1, V1<k<m.

Sin embargo, por el lema 2.1.1, parte (i7), se tiene que, para k > 2,

k k
ord,, ((Z)me—kkp—H> = ord, ((?)me—k) + ord, (ki 1) >0+1=1,

de donde se sigue lo pedido cuando k£ > 2. Ahora bien, cuando k = 1, necesitamos
mostrar que

ord, (% (me_l)p) >1,

lo cual es cierto, ya que, como m es par, esto significa que si m > 4, entonces
By,—1 =0, con ord, (0) = co > 1; mientras que, si m = 2, entonces se tendra

m ) P
ord, (5 (me_l)p> = ord, (p°B;) = ord, —5 > 1,
de donde en cualquier caso se cumple lo pedido. 0

En lo que sigue, nos encaminaremos a demostrar el célebre teorema de Clausen-von
Staudt, para lo cual utilizaremos tanto la proposicion 2.1.1, como los siguientes dos
resultados preliminares.

Teorema 2.1.1. Sea p un numero primo. Entonces, el grupo multiplicativo de en-
teros no cero modulo p, (Z/pZ)*, es un grupo ciclico.

DemosTRACION: Ver [9], capitulo 4, seccién 1, teorema 1 (pp. 40). O

Definicién 2.1.4. Sean a,n € Z. Se dice que a es una raiz primitiva modulo
n si la clase residual de a mddulo n, a + nZ, genera al grupo (Z/nZ)*, el grupo
multiplicativo de numeros enteros primos relativos con n modulo n.

De manera equivalente, podemos decir que a es raiz primitiva médulo n si (a,n) =
1y ¢(n) es el menor entero positivo tal que a®™ = 1 mod n. Lo que hace el
teorema 2.1.1, es garantizar que para un nimero primo p, existen raices primitivas
moédulo p. Fue Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) el primero en demostrar
dicho teorema, mismo que juega un papel importante en la demostracion del siguien-
te lema.
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Lema 2.1.2. Sea p un numero primo, y m € Z.
(i) Si (p—1)1m, entonces Sy, (p) =0 mod p.

(i7) Si (p—1) | m, entonces Sy, (p) = —1 mod p.

DEMOSTRACION:

(1) Tomemos a g € Z de modo que sea una raiz primitiva médulo p, es decir,
que g + pZ sea un generador del grupo ciclico multiplicativo (Z/pZ)*. Asi, el
conjunto {1, g, g%, ..., g? 2} es un conjunto completo de representantes médulo
p de dicho grupo, al igual que el conjunto {1,2,3,...,p—1}; ademds, se cumple
que g1 = 1 mod p, y més atn, si k € Z, entonces ¢g* = 1 mod p = (p—1) | k.
Por consiguiente,

Sm(p) = 1" +2" 4+ (p-1)"
= 1+g"+¢"+ - +g" " mod p,

de modo que (¢™ — 1)S,(p) = ¢g"?®» Y —1 = 1™ —1 = 0 mod p. Como
(p — 1) t m, entonces g™ #Z 1 mod p, es decir, ¢"™ — 1 Z 0 mod p, y por tanto
se debe de tener que S,,(p) = 0 mod p.

(13) Si (p—1) | m, entonces se tiene que k™ =1 mod p, V k € Z tal que pt k, en
virtud de que el grupo (Z/pZ)* es de orden p — 1. Asi, se tiene que

Smp)=1"+2"4+---+(p—-1)" = 141+ ---+1modp
p—1=—1mod p.

O

El siguiente teorema, con el cual se concluye la presente seccion, resulta ser de suma
importancia, ya que muestra la forma que tienen los denominadores de los niimeros
de Bernoulli no cero. Basicamente, lo que se establece es que el denominador de Bs,,
es un numero libre de cuadrado cuyos divisores primos son exactamente los niimeros
primos p tales que (p — 1) | 2m. Fue demostrado de manera independiente y casi
simultdnea tanto por Thomas Clausen (1801-1885) como por Karl Georg Christian
von Staudt (1798-1867).
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Teorema 2.1.2 (Teorema de Clausen-von Staudt). Para cualquier m € N,

existe un A,, € 7Z tal que Bsy,, = A,, — Z 1/p, en donde la suma corre so-
(p—1)|2m
bre todos los nimeros primos p tales que (p — 1) | 2m.

DEmosTRACION: Por la proposicion 2.1.1 sabemos que, si p es un nimero primo
cualquiera, entonces pBa, es p-entero y que pBa,, = Sa,(p) mod p. De esto y el
lema 2.1.2, se sigue que, por un lado, si (p — 1) ¥ 2m, entonces pBs,,, = 0 mod p, es
decir, que ord, (pBsy,) > 1, con lo cual ord, (Bs,) > 0y por lo tanto By, es un
p-entero. Por otro lado, si (p — 1) | 2m, entonces pBy,, = —1 mod p, es decir, que

1
ord, (pBam, + 1) > 1, lo cual implica que ord,, (Bgm + —) > 0. Definimos
p

Am = B2m -+ Z 2%

(p—1)2m

Escribiendo C,, = Z E tenemos que A,, = Bs,, + C,,. Ademas, (), sera un ¢-
(p—1)[2m

entero para cualquier niimero primo ¢ que no aparezca en la sumatoria. Asi, siendo ¢

un nimero primo arbitrario, entonces hay dos casos: en primer lugar, si (¢—1) { 2m

entonces tanto By, como (), son g-enteros y, en consecuencia, A4,, también lo es; en

1 1
segundo lugar, si (¢ — 1) | 2m, entonces tanto Bs,, + — como Z — son g-enteros

(p—1)[2m
PFq

y, por lo tanto, también lo sera su suma, la cual es A,,. De este modo, tenemos que
A, es g-entero para todos los niimeros primos ¢, de donde se sigue que A,, € Z y
con esto se completa la demostracion. O

Corolario 2.1.1. Sea p un niumero primo. Entonces, Bs,, es un p-entero <=
(p—1)12m. Si (p—1) | 2m, entonces pBsy,, + 1 es un p-entero; mds ain, en este
ultimo caso, se tiene que

1 1
1+ ord, (Bgm + —) = ord, <p (BQm + —)) = ord, (pBay, +1) > 1.
p p
Finalmente, se tiene que 6 siempre divide al denominador de Bs,,, ¥V m € N.

DeMoOSTRACION: Escribamos Bs,,, = Uy, /Vam, con Usy, Vo, € Z, (Ugp, Vo) = 1.
La primera afirmacién se sigue de que, por el teorema 2.1.2, se tiene que
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Au{ Il p)= 2 | 1 «

(p—1)12m (p—1)|2m (Q*;)\Zm
Bzm — q97pP
II »
(p—1)[2m

Dado que claramente, en la expresion de la derecha, el numerador y el denominador

son primos relativos, se concluye que Vs, = H p, de donde ord, (Bap,) > 0 <=
(p—1)|12m

(p — 1) 1 2m. Asimismo, de la expresién encontrada para Vs, basta observar que

tanto 2 — 1 como 3 — 1 dividen a 2m, de modo que 2 | V5, ¥ 3 | Vi, por lo tanto,

6 | Van,. Las restantes afirmaciones ya han sido probadas. 0

2.2. Congruencias importantes en Z y en Z,

Atn falta mostrar diversas consecuencias de la ecuacion (2.1.1). De aqui en adelante
escribiremos, asi como lo hicimos en la demostracion del corolario 2.1.1, al m-ésimo
nimero de Bernoulli como B,, = U,,/Vy,, con U, Vy,, € Z, (Up,, Vi) = 1, ademés
de suponer de antemano, a menos que se especifique lo contrario, que m es par.

Proposicion 2.2.1. Sim es par, m > 2, entonces ¥V n € N se tiene que:
VinSm(n) = Uy, n mod n?.

DEMOSTRACION: Sea m par, m > 2, y n € N. Definamos, para 1 < k < m, los
ntimeros A;" de la siguiente manera:

- m nk-1
= () (i)

Entonces, de acuerdo con la ecuacién (2.1.1), se tiene que

k—1

Sm(n) = Byn + Z ((TIZ) Bk, l?—i- 1> n® = B,n + Z Al'n?, (2.2.1)
k=1 k=1

Lo primero que hay que hacer es demostrar que para 1 < k£ < m, si p es un
nimero primo tal que p | n, con p # 2,3, entonces se tiene que ord, (A}') >
0. Si k = 1 esto es claro, debido a que By = —1/2 y B, = 0 cuando t > 1 e
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2 1
impar. Asi, si m = 2, entonces A? = ) Bl§ = B; = —1/2, de manera que,
como p # 2 = ord, (A?}) = ord, (—1/2) > 0. Por otra parte, si m > 4, siendo
1
m par, se tiene que B,,_; = 0, y por tanto A" = T Bm,lé = 0, de donde

ord, (A7*) = ord, (0) = oo. El caso k = 2 también es facil de probar, ya que

Al = 77;) Bm,gg, donde (7;) € Z, ord, (3) = 0 (dado que p # 3), y ademads se

tiene que ord, (nB,,—2) = ord, (n/p) + ord, (pBm—2) > 0+ 0 = 0, debido a que
1
p | ny ala proposicién 2.1.1. De ahi que ord, (A}") = ord, <(Tg>> + ord, <§> +

ord, (nB;,—2) > 0+ 0+ 0 = 0. Por otra parte, si k > 3, entonces recordemos que la
proposicién 2.1.1 implica que ord, (By,—x) > —1, Ym—k >0y V p nimero primo.
Ademas, como p | n = ord, (n) > 1. Finalmente, del lema 2.1.1 parte (ii7), se tiene

k—2
) = (k—2)ord, (p) —ord, (k+1)=k—2—ord, (k+1), de

que 0 < ord, (£+1

donde se sigue que

nk—l
d, | B—
or P ( k 2 I 1)

ord, (By,_1) +ord, (n* ) —ord, (k+1)

> —1+ (k—1)ord, (n) —ord, (k+1)
> -1+ (k—1)—ord, (k+1)

= k—2—ord, (k+1)

> 0.

De modo que ord, (A7) > 0, V1 < k < m cuando p es un nimero primo
tal que p | m y p # 2,3. Consideremos ahora lo que ocurre con ordy (A}"). Si
k = 1, entonces tenemos dos casos. El primero de ellos es cuando m > 2, y en
este caso se tiene que B,,_; = 0. En consecuencia, ordy (A7") = ordy (0) = 0.

El segundo caso es cuando m = 2, en donde, como ya vimos, A" = B} = ——,

2
de modo y manera que ordy (A?) = ordy (—1/2) = —1. Por otra parte, cuando
k > 1, entonces, cuando k es impar y k # m — 1, se tiene que B,,_, = 0, de

donde ordy (A}') = ords (0) = oo. Si por otro lado, k es par, entonces se tiene que

ords (k+1) = 0, de donde ords (A}*) = ord ((7:)) +ordy (nF Y +ordy (By_x) —

ords (k+1) = ords ((?)) +ordy (n*')4ordy (B_x) > 0+0—1 > —1. Mientras

m m—2 m—2

tanto, si k = m — 1, se tiene que A" | = Bln = — , de donde
m—1 m 2
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nm—2

ordy (A7) = ords (— ) = ordy (n™?)—ord, (2) > 0—1 = —1. En cualquier

caso, resulta cierto que ordy (A}) > —1.
Finalmente, observaremos el comportamiento de ords (A}*), suponiendo que 3 | n.

0; m > 2
Por lo ya visto en los casos anteriores, se tiene que Aj" = , de
—1/2; m =2
o0; m > 2 [ .
donde ords (A7) = 0 5 de modo que ords (A7*) > 0. Ademds, se tiene
;m =

también que ords (A%') = ords <(T;) Bng> = ords <(Tg>) +ords (nBp,_2) —

ordg (3) > 04 0—1 > —1, debido a que, por la hipétesis de que 3 | n, junto con
la proposicién 2.1.1, se tiene que ords (nB,,_2) = ords (n/p) + ords (pB,,_2) >
2
0+ 0 = 0. Por esa misma razén se tiene que ords (A5") = ords rg Bm,gnz =
m n
ords ((3)) + ords (nB,_3) + ords (Z) > 0+ 0+ 1. Pero para k > 4, por el

lema 2.1.1 parte (ii), se observa que ords (3*/(k + 1)) > 1, de donde, sabiendo

nk—? nk—Q 3k—2
que 3 | n, se tiene que ords (k—i—l) = ordg (3k 2) + ords <k+1> > 0+

k
ords <%) = ords (3" /(k+1))—2ords (3) > 1—-2 = —1. Con esto, obtenemos

lo siguiente:

ords (A}') = ords ( )B k‘+1)

nka
= OI‘dg (( ))-FOI‘dg an k)‘i‘OI‘dg (k‘—f—l)

> 0+0-1=
Asi pues, hemos demostrado que, si p es un nimero primo tal que p | n, entonces se
0; 2,3
tiene que ord, (A7) > 1p 7 23 De esto se sigue que, de entre los ntimeros
— p —

primos que dividen a n, los inicos que podrian dividir al denominador de A}* son 2 y
3, y méas aun, dicho denominador no es divisible por potencias de 2 y 3 mayores que
1. Todo esto implica que el maximo comun divisor de n y el denominador de Aj" es
un divisor de 6 y por lo tanto, esto también ocurrird con el maximo comun divisor

de n y la suma de los A}". En otras palabras, se puede escribir Z Al = A/(IB),
k=1
con A,B,l € Z, (B,n) =1y l|6; de modo que la ecuacién (2.2.1) se convierte en:
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A 2
Sm(n) = Byn + %

Multiplicando por BV, a ambos miembros de la ecuacién anterior, tenemos que

V,, An?
l

Debido al corolario 2.1.1, sabemos que [ | 6 | V;,, = [ | V,,, por ello se tiene

BV,,Sm(n) = U,nB +

m

que € Z. En consecuencia, BV,,S,,(n) = BU,,n mod n* Ademis, dado que

(B,n) = 1, resulta valido dividir ambos lados de la congruencia entre B, con lo cual
obtenemos el resultado deseado. 0

Corolario 2.2.1. Sea m € NU {0} par, y p un nimero primo tal que (p — 1) f m.
Entonces,

Sm(p) = Bpp mod p*.
DEMOSTRACION: Por la proposicién anterior, tenemos que V;,S,,(p) = U,,p mod p?.
Ademéds, dado que (p — 1) 1 m, el teorema 2.1.2 implica que p t V,,,. De modo que
(p*,Vin) = 1, y por tanto, podemos dividir, dentro del anillo Z,, ambos lados de la
congruencia anterior entre V,,, con lo cual se tiene el resultado deseado. 0

Ahora tenemos herramienta suficiente para demostrar las utiles congruencias de-
mostradas por Georgy Fedoseevich Voronoi (1868-1908). Se dice que Voronoi des-
cubri6 estas congruencias en 1889 mientras ain era estudiante.

Proposicién 2.2.2 (Congruencias de Voronoi). Sea m > 2 un nimero par, y
tomamos Uy, V,, como en la proposicion anterior. Supéngase que a,n € N, (a,n) =
1. Entonces,

n—1 .
(a™ — 1)Uy, = ma™ 'V, ij_l {%} mod n, (2.2.2)
j=1

en donde [a] denota al unico entero k tal que k < o < k + 1.

DEMOSTRACION: Para 1 < j < n, escribimos ja = ¢;n +r;, 0 < r; < n. Entonces,
[ja/n| = ¢; y, como (a,n) = 1, los conjuntos {1,2,...,n—1} y {ry,ra,...,rn_1} son
idénticos. Por el teorema del binomio de Newton, se sigue inmediatamente que
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jma™ = i+ manrgn’1 mod n?
Ja| e
= r"4+mn l— ™ mod n?;
j n |
como r; = ja mod n, entonces, dado que m — 1 > 2, tendremos que 7";”’1 =

(ja)™ ! mod n?, de donde se sigue que
a
Jra™ =1l +ma™ ~In {]—} 5™ mod n?.

Si sumamos todas estas congruencias, con j desde 1 hasta n — 1, obtenemos que

Sim(n)a™ = Sp(n) + ma™ nZ[] ' mod n?,

con lo cual

S()(a” = 1 z 2] ot o

de donde, multiplicando a ambos lados por V,,, y por la proposicion 2.2.1, se tiene
que

n—1 .
m — m — oy Ja | 1 2
Unm —1) = VS, —1)= "NV, — d
n(a ) (n)(a ) =ma™ " n ; [ " } J mod n
y asi, dividiendo toda la congruencia entre n, obtenemos el resultado deseado. [

La congruencia de Voronoi permite deducir numerosas propiedades de los niimeros
de Bernoulli. La siguiente proposicion, que es un ejemplo de ello, cominmente se
atribuye a John Couch Adams (1819-1892), y proporciona cierta informacién acerca
del numerador de B,,.

Proposicién 2.2.3. Sea m > 2 par, y sea p un nimero primo tal que (p — 1)1 m
Entonces, B,,/m es p-entero.

DeMoSsTRACION: Por el corolario 2.1.1, sabemos que, dado que (p—1) 1 m, entonces
B,,, es un p-entero. Escribimos m = p'mg, donde mg € N, pf mg y t € NU{0}. En
la congruencia de Voronoi, proposicién 2.2.2, congruencia (2.2.2), tomamos n = p
y escogemos a € 7Z tal que p 1 a, para obtener que
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=
3
|
=
a
1
3
Q
3
-
INPEA
ok
.
3
1
<o
=
o)
o,
@“

= 0 mod p".

Por el teorema 2.1.1, podemos elegir a de modo que sea una raiz primitiva modulo p.
Entonces, como (p — 1) { m, se tendrd que a™ # 1 mod p, es decir, que p{ (a™ —1).
De ahf que (a™ — 1, p') = 1. Es por esto que de la congruencia anterior se sigue que

U,, = 0 mod p',

es decir, existe un k € Z tal que U,, = p'k. Luego, B,/m = Uy,/(mV,,) =
kp'/(p'moVin) = k/(moVi). Sabemos que ord, (mg) =0 = ord, (V;,), por tanto,

B,
ord, (E) = ord, (k) —ord, (mg) —ord, (V;,) =ord, (k) >0
y por tanto, B,,/m es un p-entero. 0

Asi, los niimeros primos p tales que (p — 1) { m no dividen al denominador de
B,,/m, y tampoco al de B,,. Y, reciprocamente, los ntimeros primos p tales que
(p — 1) | m, dividen al denominador de B,,, y por tanto también al de B,,/m. Asi,
los denominadores de B,, y de B,,/m son divisibles por exactamente los mismos
nimeros primos. Por otra parte, si p es un nimero primo tal que p | m, y ademés

(p — 1) + m, entonces si p* | m, también p* debe de dividir al numerador de B,,.

11-131-593
Como ejemplo, tomemos m = 22 y p = 11. Entonces, Byy = ———————, de modo

2-3-23
B 131 - 593
222 - %33 es un 11-entero, y de hecho es una unidad en Z;y. Como otro

ejemplo, podemos tomar m = 50 y p = 5, en cuyo caso

que

52 . 417202699 - 47464429777438199

2.3-11 ’
By 417202699 - 47464429777438199
50 22.3.11

B50 =

con lo cual, claramente se tiene que € Zz‘5>.

El siguiente teorema, en el caso cuando e = 1, es debido a Kummer. Esta es la razén
de que esas congruencias sean conocidas hoy en dia como congruencias de Kummer.



40 Capitulo 2. Propiedades algebraicas de los nimeros de Bernoulli

Teorema 2.2.1 (Congruencias de Kummer). Supdngase que m > 2 es par, y
sea p un numero primo tal que (p — 1) + m. Definimos, para cada k € N, Cj :=
(1 — p*"Y)By/k. Entonces, sin,e € N, con n = m mod ¢(p°), se tiene que C, =
C,, mod p°.

DEMOSTRACION: Escribimos, nuevamente, B, = U,,/V,,, vy sea t = ord, (m). Por
la proposicién 2.2.3, p* | U,, y p1 V;,,. En la congruencia (2.2.2), escogemos a tal que

p1a,y ponemos n = p°** para obtener que
pett—1 .
a
(a™ — 1)Uy, = ma™ 'V, Z gt {pjeﬁ] mod p°t;
j=1

como p' divide tanto a m como a U,,, podemos entonces dividir toda la congruencia
entre p', con lo cual resulta que

e+t71

M — ja e
S 2] oy
j=1

p

Un,

p
m
(@™ —1)—2 = —a™ 'V,
pt

t

Puesto que p{ V,, y pt (m/p'), se tiene entonces que (p, V;,m/p') = 1. De ahi que
podamos, dentro del anillo Z,, dividir ambos lados de la congruencia entre V;,m/p’,
y como resultado tenemos que

e+t 1
(am — 1)Bm (am - 1)Um m m—1 g m—1 a e
T Tm - m ™V Z J e+t mod p
m tvmpt _tvm ¢ j=1
pe+t—1 ‘a
= oty { Jm} mod p* (2.2.3)
j=1

Esta ultima expresion es la congruencia crucial, que nos llevard a la demostracion
completa del teorema. Demostremos primero que lo pedido se cumple cuando e = 1,
pues este caso nos mostrara la idea principal que se utilizara en la demostracion del
caso general (idea que no es excesivamente complicada, pero que podria no ser del
todo clara si se omite el paso previo para e = 1).

Asi, si en la congruencia (2.2.3) suponemos que e = 1, obtenemos que

pt+1_1

(@™ —1)B, 1 met | JQ
. Jm g E m—1| J7 dn.
- a J mod p

j=1
En el lado derecho de esta 1ltima congruencia, podemos omitir todos aquellos térmi-
nos donde la j involucrada es divisible por p. Por otra parte, si p { j, entonces
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771 = 1 mod p, ademés de que, como p { a, a?~' = 1 mod p. Asi pues, médulo
p, el lado derecho permanece sin cambio cuando sustituimos m por n, siempre que
n =m mod (p — 1). De ahi que

L (a" — 1)B
a” — n
T =a Z { t+1} = - mod p.

Si, debido al teorema 2.1.1, elegimos @ como una raiz primitiva médulo p (con lo cual,
como n = m mod (p—1), se tendra que a™ = ™ mod p) entonces, como (p—1) t m,
tendremos que a” — 1 = a™ — 1 #Z 0 mod p; de modo que, de la congruencia de
arriba, podemos concluir que B,,/n = B,,/m mod p, que es el resultado deseado en
el caso en el que e = 1 (pues en este caso, la congruencia que se desea demostrar,
que originalmente serfa (1 — p™1)B,,/m = (1 — p"!)B,/n mod p, se transforma
simplemente en B, /n = B,,/m mod p, en virtud de que p™~! = p"~! = 0 mod p).
Cuando e > 1, este procedimiento requiere una ligera modificacién, pues no es tan
facil excluir los términos donde la j involucrada sea dividida por p. Sin embargo, se
puede realizar una separaciéon de la siguiente manera:

e+t 1 e+t 1

. A P .
_ Ja - \m—1 (Zp)a
j { e+t:| - Z ] pe+t + (zp) [ pe+t:|
j=1 L e i=1
(p J) 1
e+t 1 _ _ pe+t—1_1 .
_ Jja m—1 ‘m—1 a
- Z 7" pe+t TP Z L [W] :

(pa) 1

Si en la congruencia (2.2.3) cambiamos e por e — 1, obtenemos

e+t 1_

(am B 1)Bm e—1
m Z '] e+t 1 mOd p

Como m — 1 > 1, podemos entonces multiplicar toda la congruencia por p™~!, de
modo que

m—1/ . m __ 1 Bm p - .
p (a ) = pm—lam—l Z Z'm—l {#} mod pe.
=1

Combinando esta congruencia con la separacién en dos partes de la sumatoria, ob-
servaremos que
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e+t_1 _ _

(&m _ 1)Bm m—lp m-1 | JQ e
= a J mod p
m JZ:; _pe+t_
peth_l _ _
= a ' Z J ' e+t
j=1 P
(p,3)=1
pe+t71 1
m—1_m—1 m—1 ta e
st Y| ed
i=1
pett—1 . m—1(,m
_ m—1 .m—1 Ja p ((Z - 1)Bm e
= a + mod p°.
R P g
(p,g)=1
En conclusiéon, hemos probado que
e+t_1
(1 B pm71>(am — 1)Bm _ m—lp -m—1 ja e
- =a Z J pres mod p°.

j=1
(p,j)=1

Nuevamente, por el teorema 2.1.1, elegimos a de modo que sea una raiz primitiva
modulo p. De esta forma, tenemos que (a,p®) = 1, de modo que a?®) =1 mod p°.
Ademds, si p { j, entonces también (j,p°) = 1 y por tanto j**°) = 1 mod p°. De

esta forma, si n € N es tal que n = m mod ¢(p°), entonces ;%1 = ;™1 mod p° y
a" ' = a™ ! mod p°. Asi, podemos intercambiar n con m en el lado derecho de la

congruencia anterior, para obtener que

pe+t_1

Loy 0 VB "5 e [ ]

e+t
m = P
(p,3)=1

(1 —p"")(a" - 1)B,

mod p°.

Como (p—1) 1 m, se tiene entonces que a™ #Z 1 mod p, de modo que (p,a™ —1) = 1.
De este modo, (p®, a™ — 1) = 1. Ademads, dado que n = m mod ¢(p°), podemos
ver que a”™ — 1 = a" — 1 mod p°. Es por esto que podemos dividir cada uno de
los extremos de la congruencia de arriba entre estas tdltimas respectivas cantidades,
obteniendo asi el resultado deseado. 0]

Estas congruencias de Kummer pueden ser interpretadas de la siguiente manera: sea
p un nimero primo fijo, y definimos la siguiente funcién de variable compleja:
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(*:C — C
s = (1=p7")((s).

Esta funcion recibe el nombre de funcion zeta p-adica. Entonces, por el teore-
ma 1.4.3, tendremos que, para m € N\{1}, ¢*(1 —m) = (1 —p~=™)¢(1 —m) =
—(1 = p™ HB,,/m € Q. De esta forma, el teorema 2.2.1 nos dice exactamente que,
si m,n € N\{1,2}, con n = m mod ¢(p°?) y (p — 1) t m, entonces se tendrd que
C*(1=m) =¢*(1 —n) mod p°.

Ahora bien, se tiene que la funcién d : Q x Q — R*™ U {0} dada por d(n,m) =
p~d» (»=m) define una métrica en Q, denominada métrica p-adica. En esta métri-
ca, dos niimeros racionales estan cerca si su diferencia es divisible por una potencia
elevada de p. Lo discutido anteriormente puede interpretarse, de manera informal,
como sigue: si n,m € N\{1,2}, coonn = mmod (p—1), (p—1)tm, ynym
estdn cerca p-adicamente, entonces (*(1 —m) y (*(1 —n) estan cerca p-adicamente.
Mas precisamente, tomemos un € > 0 arbitrario. Entonces, es posible escoger un
e € N tal que € > p~¢, y tomamos § = p*~¢ > (. Supdéngase que n,m € N\{1},
con n = m mod (p— 1) y d(n,m) < 6. Esto significa que p=°d» ("=m) < p2=e —
—ord, (n—m) < 2—e = ord, (n—m) > e—2 = ord, (n—m) > e—1 = p*~ | (n—m).
Como ademds supusimos que n = m mod (p — 1), entonces (p — 1) | (n — m), v,
dado que obviamente (p~',p — 1) = 1, se tiene entonces que ¢(p¢) = p¢ — p*~ 1 =
p " Y(p—1) | (n—m). En otras palabras, se tiene que n = m mod ¢(p°). Por lo discuti-
do anteriormente, sabemos que esto tltimo implica que (*(1—n) = (*(1—m) mod p°,
es decir, que ord, ((*(1—n)—C*(1—m)) > e = —ord, ((*(1—n)—C*(1—m)) < —e, de
donde podemos ver que d(¢*(1 —n),*(1 —m)) = p~ode (U= 0=m) < py=e < ¢,

Con base en estas ideas, se han realizado extensiones de la funcién ¢* al anillo de
los enteros p-adicos Z,, que es la completacion del espacio métrico (Z,d|zxz), y se
han investigado las propiedades de estas funciones zeta p-adicas. Posteriormente,
Kenkichi Iwasawa (1917-1998) observé que las propiedades de estas funciones zeta
p-adicas se relacionan estrechamente con la estructura de los grupos de clases de
campos ciclotomicos. De esta forma, las congruencias de Kummer resultan ser de
gran importancia, y tienen interesantes consecuencias.

2.3. Ntumeros primos regulares e irregulares

Definicién 2.3.1. Un numero primo impar p € Z, p > 3, se dice que es regular si
p no dwide a ninguno de los numeradores Uy, Uy, ..., U,_3 de los correspondientes
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numeros de Bernoulli. Si p no es reqular, se dice que es irregular. El niimero primo
3 es reqular por definicion.

La nocién de niimero primo regular fue introducida por Kummer, como resultado
de su empeno por demostrar el ultimo teorema de Fermat. Notemos que, de acuerdo
con el corolario 2.1.1, podemos ver que, dado un ntimero primo p, se tiene que
(p—1)124,....,(p — 3), y en consecuencia By, By, ..., B, 3 son p-enteros. Asi,
cuando 1 <7 < (p—3)/2, se cumple que ord, By; > 0, con lo cual la regularidad de
p equivale a que ord, By; =0, V1 <i < (p—3)/2. Asimismo, como es facil ver, las
unidades en Z, son exactamente aquellos elementos x € Z, tales que ord, (z) = 0;
en consecuencia, tenemos que p es regular <= By, By4,...,B, 3 € ZZ‘M. O bien,
de manera equivalente, p es irregular <= para algin 1 < ¢ < (p — 3)/2, se tiene
que By; € Z<p>\Z><“p>. Los dos primeros ntimeros primos irregulares son 37 y 59, pues
ordg; (Bsz) = 1 y ordsg (Byy) = 1. Después de ellos, son también nimeros primos
irregulares 67,101,103, 131,149 y 157. En 1915, Johan Ludwig William Valdemar
Jensen (1859-1925) demostro que existe una infinidad de nimeros primos irregulares
de la forma 4n + 3.

Enseguida demostraremos que existe una infinidad de nimeros primos irregulares.
La demostracién se debe a Leonard Carlitz (1907-1999). No ha sido ain demostrado
resultado alguno acerca de la infinitud o finitud del conjunto de ntimeros primos
regulares.

Teorema 2.3.1. El conjunto de niumeros primos irrequlares es infinito.

DEMOSTRACION: Sea P = {pi,...,ps} un conjunto finito de nimeros primos irre-
gulares. Demostraremos que siempre podemos encontrar un nimero primo irregular
p ¢ P. Tomemos un nimero par k > 2, y sean := k(p; —1)---(ps — 1). En caso
de que P = (), se toma simplemente n := k. Por la proposicién 1.4.1, parte (ii),
podemos elegir una k suficientemente grande para que |B,,/n| > 1. Debido a esta
desigualdad, es posible elegir un nimero primo p que satisfaga que ord, (B,/n) > 0.
En consecuencia, y dado que n € Z, se tiene que ord, (B,) — ord, (n) > 0 =
ord, (B,) > ord, (n) > 0, con lo cual B, es un p-entero. Por el teorema de Clausen-
von Staudt, teorema 2.1.2, esto implica que (p — 1) 1 n, de modo que p # p;, para
cualquier 1 < i < s. Es decir, p ¢ P. Ademads, es claro que p # 2. A continuacién,
demostraremos que p es irregular.

Como (p — 1)  n, entonces podemos escoger m tal que n = m mod (p — 1) con
0 <m < p—1, de modo que m es par y m # 0, de donde se sigue que 2 <
m < p — 3. Por la congruencia de Kummer (teorema 2.2.1), tenemos que (1 —
p" YB,/n = (1 —p™1)B,,/m mod p. Siendo n = m mod (p — 1), se tiene que
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n—1

p" ! = p™ ! mod p, por lo cual (1 —p"1)B,/n = (1—p"1)B,,/m mod p. Ademss,
es claro que p f (1 — p™ 1), asi que podemos dividir la congruencia entre 1 — p™~!
y obtener B, /n = B,,/m mod p. Esto significa que ord, (B,/n — B,,/m) > 0. Por
otra parte, dado que también ord, (B,/n) > 0, podemos ver entonces que

B B B B
m n n m
B B B
> min {ordp <—n> ,ord, (—n — —m>} > 0.
n n m

Es decir, que ord, (B,,) > ord, (B,,/m) > 0. Siendo m igual a alguno de los nimeros
2,4,...,p— 3, se sigue de ahi que p es un nimero primo irregular. O

m

A continuacién, intentaremos averiguar cudl es la proporciéon de nimeros primos
regulares dentro del conjunto de ntmeros primos. Para tal fin, introduciremos al-
gunas nociones de probabilidad, en particular la nociéon de distribucion binomial y
de distribucién Poisson. Con la ayuda de estos conceptos, sera posible observar que,
dado un nimero primo aleatorio, la probabilidad de que sea regular se aproxima
mas y mas a 1/y/e = 0.61 > 1/2, entre més grande sea el nimero primo en cuestion.
En otras palabras, uno esperaria que la cantidad de niimeros primos regulares sea
mayor que la de niimeros primos irregulares. Sin embargo, tal calculo probabilistico
no es del todo riguroso (pues introduce una suposicién que, aunque plausible, no
parece ser demostrable), y es por ello por lo que, en lugar de teorema, se le da el
nombre de “argumento heuristico”.

Denotaremos por P(E) a la probabilidad de que ocurra un evento E cualquiera.
A continuacién, introducimos uno de los conceptos primordiales en probabilidad, el
de variable aleatoria. Una variable aleatoria, de una manera informal, refiere a
una funciéon que, de alguna manera, depende “del azar”. Asi por ejemplo, al lanzar
un par de dados, el nimero resultante puede expresarse por medio de una variable
aleatoria X que tome valores entre 2 y 12, es decir, 2 < X < 12. En general, se
utilizan variables aleatorias que toman valores reales, es decir que X € R, y para un
nimero x € R, se denota la probabilidad de que la variable aleatoria X tome el valor
x por P(X = z). Asimismo, toda funcién f: R — [0, 1] tal que para cada = € R, se
tenga que f(z) = P(X = z) para alguna variable aleatoria fija X, se llama funcién
de distribucion. Obsérvese que, en el caso en el que la variable aleatoria X sélo
pueda tomar los valores x1,...,z, (en cuyo caso X es llamada variable aleatoria

finita), entonces se debe de tener que Zf(xk) = ZP(X =) = 1.
k=1 k=1
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Definicién 2.3.2. Sea X wuna variable aleatoria. Decimos que X tiene distribu-
cion Bernoulli st X toma unicamente dos valores.

Si X es una variable aleatoria que tiene distribucién Bernoulli, y los valores que

puede tomar son a y b, entonces la variable aleatoria X' := también tiene

distribucion Bernoulli, y los unicos valores que toma son 0 y 1.aDe esta forma,
para cualquier variable aleatoria con distribuciéon Bernoulli es posible suponer que
toma los valores 0 y 1. Ademads, si X es una variable aleatoria con distribucion
Bernoulli, y se conoce P(X = 1) =: «, entonces necesariamente se tendra que
P(X=0)=1—-P(X =1) =1—a. Al nimero «a se le conoce como el pardmetro
de la distribucién Bernoulli en cuestion, y por lo anterior, resulta que conociendo
este nimero se puede conocer completamente la funcién de distribucion f corres-
pondiente a esta variable aleatoria, la cual viene dada por:

Q; r=1
flx)=< 1—a; =0
0; cualquier otro caso.
Teorema 2.3.2. Sean n variables aleatorias X1, ..., X,, independientes todas ellas

entre si (en el sentido de que el valor que tome cualquiera de ellas no afecta al valor
de cualquiera de las otras) con distribucion Bernoulli y pardmetro « igual para todas
ellas. Entonces, se tiene que la variable X = X1+ - - -+ X,, puede tomar los valores
0,1,...,n, y mds aun, para cada k € Z, 0 < k <n, se tiene que

PX =k) = (Z) ak (1 — )",

DeEmMosTRACION: La primera afirmacion es obvia, enseguida probaremos la segunda.
Primero que nada, obsérvese que, de ser cierta dicha afirmacién, tendriamos que

ZP(X =k) = Z <Z>O‘k(1 —a)"F=(a+(1-a)" =1

k=0

que es tal y como debe de ocurrir si las probabilidades estan bien calculadas. Ob-
servemos ahora que, para que se tenga que X = k, se debe de tener que exactamente
k de las variables X1, ..., X, tomen el valor 1, tomando las restantes n — k el valor

0. Hay exactamente I posibles combinaciones de valores en las n variables, que

satisfacen esta condicion. Ahora bien, la probabilidad de que ocurra cada una de
estas combinaciones es el producto de las probabilidades de que cada una de las
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variables X, tomen el valor correspondiente, es decir, el resultado de multiplicar &
veces el numero P(Xy = 1) = a, y n — k veces el nimero P(X; =0) =1 — a. De
manera que la probabilidad P(X = k) resulta ser el resultado de sumar Z veces
el niimero o*(1 — a)" . O

La funcion de distribucién f,, correspondiente a la variable X del teorema 2.3.2,
vendra entonces dada por:

<n) a’(1—a)"% 2e€{0,1,...,n}
0; otro caso.

Esta funcion de distribucién recibe el nombre de distribuciéon binomial, con
parametro a.

Observemos qué ocurre con este tipo de distribuciones binomiales cuando se hace
tender n a infinito, si el pardmetro o depende de n. Cuando x ¢ NU{0}, entonces se
tendrd que f,(z) =0, V n € N; mientras que, en el caso contrario, si x € NU {0},

entonces a partir de cierto momento se tendra que x < n. De ahi en adelante, se
tendra que:

o = (gJesi == () G 0-3)
- (o) () 0= 0-3)
- () () -2 0-2) 7 e
en donde 2, := na,. Ahora bien, por otra parte, se tiene que

(n—1)! _ m—1)(n—-2)---(n—x+1)
(n — x)ns1 n*—1

() ()

-4 -I(-1)

k=1 k=1

Esto, junto con la ecuacién (2.3.1), da como resultado lo siguiente:
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fulz) = (i—%) (1- %”)n (1- %”) x:ji (1 - %) . (2.3.2)

Si suponemos que lim z, = z, entonces se tendra que, mientras que n — o0,

fond Z" e Zn\ % Z\ %
— — —. Por otra parte, (1 - —) — (1 - —) — (1)™® = 1, ademas de
x! x! n n

z—1 k z—1
ue 1——] — 1) = 1. Por si todo lo anterior no fuera poco, se tiene
q g ( n) IH< ) p

Zn\ ™ Z\"
ademds que (1 — —") — <1 — —) — e . De estos cuatro limites, junto con la
n n

ecuacién (2.3.2), podemos concluir que
Z et 2 eNU{0)
fl@):=lim fo(a)=¢ =1© °*

)

(2.3.3)
otro caso.

Esta nueva funcion f, resulta ser también una funcién de distribucién para una
variable aleatoria X que puede tomar valores en N U {0}, ya que

kZ_%f(k)=;%e—zze—z;%:e—z.ezzl_

Esta distribucién recibe el nombre de distribuciéon Poisson, con parametro z =
lim z, = lim nao,.

n—oo n—oo

Con todo lo anterior, tenemos ya, en materia de probabilidad, las herramientas
necesarias para llevar a cabo nuestra investigaciéon acerca de los nimeros primos
regulares, misma que desarrollamos a continuacion.

Definicién 2.3.3. Sip es un numero primo, entonces se define el indice de irre-
gularidad de p, denotado pori(p), como

Z(p) = #{Uk‘k € {2747"'>p_ 3}7 p ‘ Uk}

Bajo esta definicion, se tiene que, si p es un nimero primo, entonces p es regular
<= i(p) = 0. Ahora bien, si dado un nimero primo p suponemos (lo cual no se
encuentra rigurosamente demostrado, si bien es plausible) que los nimeros Uy se
encuentran aleatoriamente distribuidos modulo p, es decir, que para cada 0 < j < p,
se tiene que P(Uy = j mod p) = 1/p, entonces podemos llegar a estimar de manera
bastante precisa la probabilidad de que p sea un ntimero primo regular. En efecto,
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de la suposicién asumida, se tiene que en particular P(p | Uy) = 1/p. Sea X} la
variable aleatoria que toma el valor 1 cuando p | Uy, y el valor 0 en caso contrario.
Entonces, es facil ver que i(p) = Xo + Xy + - - + X, 3.

Teorema 2.3.3. Supongase que los numeradores de los numeros de Bernoulli se
encuentran aleatoriamente distribuidos modulo cualquier nimero primo p. Entonces,
se tiene que

1
lim P(p es regular) = — ~ 0.61.

poco NG

DEMOSTRACION: Sea p un nimero primo, y sean las (p—3)/2 variables aleatorias Xy,
con k € {2,4,...,p— 3}, como en la discusién de arriba. Por la suposicién, tenemos
que, para cada k € {2,4,...,p — 3}, P(X) = 1) = 1/p. Debido al teorema 2.3.2, se
observa que, para cada k € {2,4,...,p — 3},

- (F) () 1)

que es la distribucién binomial con pardmetro «,, = 1/p para n = (p — 3)/2 va-
riables aleatorias independientes con distribucion Bernoulli. Entonces, z, = na,, =

-3 1
(p 2 ) (_> =1/2-3/(2p) — 1/2 = z cuando n — oo, que es lo mismo que de-
p

cir cuando p — oo. Esto indica que es posible considerar el limite lim P(i(p) = k),
p—00

el cual vendra dado por la distribucién Poisson que aparece en la ecuacion (2.3.3),
con parametro z = 1/2:

lim P(i(p) = k) = we*/{ V ke NU{0}.

p—00 k!

En particular, se tiene que

D=

lim P(i(p) =0) =e 2,

p—0o0

que es exactamente lo que se tenia que probar. 0

El resultado anterior se debe a Carl Ludwig Siegel (1896-1981). La idea principal
de dicho resultado radica en que aproximadamente el 61 % de los ntimeros primos
deberian ser regulares. Pese a que no se ha podido probar resultado alguno acerca
de la finitud o infinitud de los niimeros primos regulares, este iltimo resultado junto
con el teorema 2.3.1 nos hace sospechar que la cantidad de nimeros primos regulares
es infinita, si bien el argumento anterior dista mucho de ser una prueba rigurosa.






Capitulo 3

El ultimo teorema de Fermat

Otro importante problema cuya solucion, al menos parcialmente, se encuentra estrecha-
mente relacionada con los niumeros de Bernoulli, es el famoso 4ltimo teorema de Fermat.
El resultado principal del presente capitulo es un caso particular de este teorema. Pese
a que actualmente el ultimo teorema de Fermat estd demostrado, el caso particular que
aqui se desarrolla tiene una gran importancia historica, pues durante mucho tiempo cons-
tituyo el mayor avance disponible en la demostracion de este teorema. Las dos primeras
seccitones construyen la teoria y los lemas necesarios para demostrar el caso particular
en cuestion. La tercera seccion prepara el camino para mostrar, en la cuarta seccion, la
relacion existente entre el resultado principal de este capitulo y los numeros de Bernoulli.
Finalmente, en la quinta y ultima seccion, se establece el resultado principal.

3.1. El campo Q(¢,) y el anillo Z[(,]

En esta seccion haremos un recordatorio de los conceptos y resultados fundamentales
de los campos ciclotémicos, asi como de los anillos de enteros ciclotémicos.

Sea n € N. Una raiz n-ésima de la unidad en C es un nimero complejo ¢ tal
que (" = 1. El conjunto de las raices n-ésimas de la unidad es un subgrupo finito
con n elementos del grupo multiplicativo C*, y ademads es grupo ciclico; cualquier
generador de este grupo ciclico se denomina raiz n-ésima primitiva de la unidad,
y cualquiera de estas es denotada por (,, o simplemente por ¢ si no existe riesgo de
confusién con respecto a n. Por ejemplo, e2™/™ es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad.

La cantidad de generadores del grupo multiplicativo de las raices n-ésimas de la
unidad es ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler, y, si tenemos una de ellas, (,, entonces



52 Capitulo 3. El ultimo teorema de Fermat

las raices n-ésimas primitivas de la unidad seran los niimeros C,i, conl <i<ny
(i,n) = 1.

Definicién 3.1.1. Sin € N, se define el n-€stmo campo ciclotomico sobre QQ
como el minimo subcampo de C que contiene a (,, es decir, Q((,).

Se tiene que la extensién de campos Q((,)/Q es una extensiéon de Galois de gra-
do |Gal (Q(¢,)/Q) | = ¢(n) cuyo grupo de Galois es isomorfo al grupo multiplica-
tivo de las unidades médulo n, es decir, a (Z/nZ)*. De manera més precisa, el
grupo de Galois de la extension Q((,)/Q esta determinado por todos los automor-
fismos o de Q((,) tales que o(¢,) = ¢, con 1 < i < ny (i,n) = 1. De este
modo, los 0 € Gal(Q(¢,)/Q) estan en correspondencia biunivoca con los i tales
que 1 <7 < n, (i,n) = 1; ademds, tal correspondencia preserva la operacién de
grupo, por consiguiente, Gal (Q((,)/Q) = (Z/nZ)*. Por otra parte, el conjunto

{1, Gy G2, . . ,Cf(")fl} resulta ser una base de la extensién Q((,)/Q. Por lo tanto, el

polinomio irreducible de ¢, sobre @ es un polinomio ménico irreducible sobre Q[X]
de grado ¢(n); este polinomio es llamado el n-ésimo polinomio ciclotémico so-
bre Q y es denotado por ®,,(X), o simplemente por ®,,. En consecuencia, tenemos
que

. Q]
)= T, ()

En particular, si p es un niimero primo, tenemos que el grado de la extension Q(¢,)/Q
es ¢(p) = p — 1. Por consiguiente, {1, Gps If, o ,CIf*Q} es base de Q((,) sobre Q, y
Gal (Q(¢p)/Q) = F;, en donde F,, es el campo finito de p elementos. Ademas, el p-
ésimo polinomio ciclotémico sobre Q viene dado por ®,(X) = XP~1 4+ XP~2 ... 4
X + 1. Notemos que si p = 2, entonces (o = —1, Po(X) = X + 1y Q({) = Q. Es
por ello por lo que, de ahora en adelante, supondremos que p es un numero primo
impar.

Proposicién 3.1.1. Sean n,m € N tales que (m,n) = 1. Entonces, Q((m,Cn) =

DEMoOSTRACION: Para probar la primera afirmacién, notemos que (), es una raiz
m-~ésima primitiva de la unidad, por lo cual (,;, € Q((np). Similarmente, tenemos que
Cn € Q(Cun)- Por tanto, se tiene que Q((n) € Q(Cmn) v que Q(¢) € Q(Cmn), lo cual
implica que Q((m, ¢n) € Q(Cnn)- Pero, por otra parte, dado que (n,m) = 1, se tiene
que (nC, es una raiz mn-ésima primitiva de la unidad, por lo cual (up, € Q(Gn, Go)-

Por ello, Q(¢mn) € Q(Em, Cn), de donde se concluye que Q(Cmn) = Q(Gm, Cn)-
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Pasemos ahora a la segunda afirmacién. Comencemos por observar que, dado que

(n,m) = 1, se tiene que [Q((nn) : Q] = o(mn) = ¢(m)p(n), lo cual implica

: _ Q) - Q) _ P(m)o(n) _ m emas, se tiene que

Galois, necesariamente se tiene que Q((,) N Q(¢,)

de modo que, por la Teoria de
Q. O

Corolario 3.1.1. Sea p un niumero primo impar. Entonces, las unicas raices de la
unidad no triviales contenidas en Q((,) son j:(;, conl <t <np.

DEMOSTRACION: Sea A € Q((,) una raiz de la unidad no trivial, y m su orden
multiplicativo, es decir, A es una raiz m-ésima primitiva de la unidad. En conse-
cuencia, escribimos ¢, = A. Entonces, tenemos que Q(¢,) € Q(¢,), con lo cual
o(m) | ¢(p) = p— 1. Si p + m entonces, por la proposicién 3.1.1, tendremos que
Q(Gn) N Q(¢p) = Q, de modo que G, ¢ Q((), lo cual es absurdo. Luego, se tiene
que necesariamente p | m, con ¢(m) | ¢(p) = p — 1. Expresando m = p'k con
I,k € N, (k,p) = 1, tenemos que ¢(m) = ¢(p")p(k) = p~L(p — 1)é(k). Dado que
o(m) | (p — 1), entonces necesariamente se tiene que [ = 1 y que ¢(k) = 1. Sin
embargo, ¢p(k) =1 <= k =10k =2.Si k =1 entonces tenemos que m = p vy,
por lo tanto, (, = CI’; para algin 1 <t < p. Mientras que si k = 2, entonces m = 2p
y, por consiguiente, (,, = —C; para algin 1 <t < p. O

Definicién 3.1.2. Sin € N, se define el n-ésimo anillo de enteros ciclotéoma-
co sobre 7 como el minimo subanillo de C que contiene a (,, es decir, Z[(,].

Es posible demostrar que el n-ésimo polinomio ciclotémico ®,, es un polinomio con
coeficientes en Z el cual es irreducible sobre Z[X], por lo tanto, se tiene que

Z[X]
(P (X))

Ademads, notemos que Z[(,] resulta ser un Z-mdédulo, teniendo como una Z-base

I

Z[Gn)-

al conjunto {I,Cm 2. ,Cﬁ(n)_l}. Por lo tanto, cualquier subconjunto no vacio

de {1, Gy 2, . .. ,C,df(")*l} debe de ser un conjunto Z-linealmente independiente de

Z|(,). Por otra parte, es claro que

@ N Z[Cn] = Z.
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Definicién 3.1.3. Sea o € Q((,,). Entonces, un conjugado de « es cualquier ele-
mento del conjunto {o(c)|o € Gal (Q((,)/Q)}. En otras palabras, un conjugado de
a es cualquier raiz del polinomio irreducible de o sobre Q.

Proposicién 3.1.2. Sean n € N y G = Gal(Q((,)/Q). Entonces, se cumple lo
stguiente:

(i) Si o € G, entonces o restringido al anillo Z[(,] determina un automorfismo

de Z[(y).
(17) St a € Z[(n] y f(X) =irr (o, Q), entonces f(X) € Z]X].
DEMOSTRACION:

(1) Notemos que cada elemento « en el anillo Z[(,] es de la forma h((,), con
h(X) € Z[X] y, por otro lado, cada elemento o € G estd completamente
determinado por su accién sobre ¢,. Por lo tanto, si 0((,) = (:,con 1 <i<n
y (i,n) = 1, entonces o(a) = h(a((,)) = h(C) € Z[¢,]. Es decir, se tiene
que 0(Z[¢,]) € Z[(,). De esta forma, la funcién oz, @ Z[(,) — Z[G,] es un
endomorfismo que ademas es monomorfismo.

Sea 8 = g(¢,) € Z[(,], con g(X) € Z[X]. Dado que (i,n) = 1, entonces es
posible escoger un j tal que ij = 1 mod n, de modo que (¥ = (,. Tomemos

v = g(¢) € Z[G]. Entonces, o(y) = g(0(¢})) = 9(¢) = 9(¢a) = B En
consecuencia, oz, @ Z[¢,] — Z[(,] es un epimorfismo. Es por ello que o
restringido al anillo Z[(,] es un automorfismo de Z[(,].

(77) Sean ay,...,an, € Q((,) exactamente todos los conjugados de a, con oy = a.
Puesto que para cada 1 < j < m existe o € G tal que o(a) = o, y dado que
a € ZI[(,], entonces, por la parte (i) de la presente proposicién, se tiene que
aj € Z¢,), Y1 <j<m. Porlo tanto, f(X) = (X —ay) - (X — ) €
QX] N Z[G][X] = (QN Z[¢])[X] = Z[X].

O

Definicién 3.1.4. Sea E/F una extension finita de Galois, con G := Gal (E/F).
(i) Se define la norma de E sobre F' como la funcion Ng/p : E — F dada por

Ng/p(a) = H o(a),

oeG

para cada o € E.
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(it) Se define la traza de E sobre F' como la funcion Tg/p : £ — F' dada por

Te/r(a) = Z o(a),

ceG

para cada o € E.

Si no existe riesgo de confusion sobre la extension E/F con la que se estd trabajando,
escribiremos N y T en lugar de Ng/p, Tg/F.

Observemos que realmente las funciones norma y traza sobre la extensién E/F
son funciones que van de F en F. En efecto, para cada o € FE, se tiene que
N(a),T(a) € EY, en donde E¢ es el campo fijo de E por G, el cual viene dado por
E¢={z ¢ E‘a(m) =1z Y o € G}. Ahora bien, por la teoria de Galois, se sabe que,
siendo E/F una extensién Galois, se tiene que E¢ = F.

Se tienen las siguientes propiedades de la funcién norma.

Proposicién 3.1.3. Sea E/F una extension de Galois finita, con G := Gal (E/F).
Entonces, la funcion norma, N : E — F satisface las siguientes propiedades:

(1) N(a) =0 <= a=0, YVackF.
(i1) Sia € F, entonces N(a) = olFF1. En particular, N(1) = 1.

(14i) La funcion norma es multiplicativa, es decir, N(af) = N(a)N(B), V o, €
E.

DeEMoOSTRACION: Se sigue inmediatamente de la definiciéon de N. O
De manera totalmente andloga, establecemos las propiedades de la traza.

Proposicién 3.1.4. Sea E/F una extension de Galois finita, con G := Gal (E/F).
Entonces, la funcion traza, T : E — F satisface las siguientes propiedades:

(1) Sia€ F, entonces T'(a) = [E : Fla. En particular, T(1) = [E : F].
(i1) Sia e F, € E, entonces T(af) = aT(5).
(i13) La funcion traza es aditiva, es decir, T(a+ ) =T (o) + T(B), YV a,0 € E.

DEMOSTRACION: Se sigue inmediatamente de la definicién de T'. O
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Proposicién 3.1.5. Sea FF C K C E una torre de campos tal que E/F es finita y
de Galois, con K/F de Galois. Entonces, para cada oo € E se tiene que

Ng/rp(a) = Ng/p(Ng/k (@), y

Trir(a) = Tgyr(Tp/x ().

En particular, si o € K, entonces Ng/p(a) = Ngyp (a[E:K]) = NK/F(a)[ :

DEMOSTRACION: Sean G := Gal(E/F), N := Gal(E/K) = {6y,...,0,} y H =
Gal (K/F) = {m,...,7s}. Para cada 1 <i < s, extendemos cada F-automorfismo
7 de K a un F-automorfismo 7; de E. Entonces, tenemos que G = {%;0; | 1 < <
s, 1 <j <r}, y por tanto

0 Y

Nejr(a) = HH%(@FH%(H%(@))

i=1j=1

= nyz NE/K Hf}/’L NE/K

= NK/F (Ng/k(a)) .

Por otra parte,

Toyr(a) ZZ%@(@=Z%(Z%@)>

i=1 j=1

= Z% TE/K Z% TE/K
= TK/F (TE/K( ))

La pentltima afirmacion se sigue, de manera inmediata, de la proposicién 3.1.3
partes (i) y (i7i); mientras que la ultima es igualmente inmediata, y se deduce de
la proposicién 3.1.4, partes (i) y (4i7). O

En particular, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.6. Seann € N, a € Q(¢,,) y N, T las funciones norma y traza,
respectivamente, de Q((,) sobre Q. Sea f(X) = irr(o,Q) = ag + a1 X + -+ +
A1 X™ 1 4+ X™. Entonces, se tiene lo siguiente:
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N(a) = ((=1)™ag)QEn)Qe)],

)
) T(a) = —[Q(G) = Q(a)]am-1.
(i4) La funcion N restringida a Z[C,) es una funcion multiplicativa de Z[(,] en Z.
)
)
)

(i

(13

(tv) La funcion T restringida a Z[(,] es una funcién aditiva de Z[(,] en Z.
(v) Sia € Z[(,], entonces se tiene que « € Z[(,]* <= N(a) = £1.

(vi) Sia € Z[(G,] es tal que N(«a) es un nimero primo, entonces « es un elemento

irreducible de Z[(,].

DeEMOSTRACION:

(1) De acuerdo con las notaciones de la proposicién, tenemos que m = grad(f) =
[Q(«) : Q], pero también m es el nimero de conjugados de a. Sean ay, . .., ay,
los conjugados de «, con a; = a. Entonces, f(X) = (X —ay) - (X —an) v,
de esta forma, ag = (—1)"ay - - - @, Observemos que la extension Q(a)/Q es
de Galois, y si H := Gal (Q(«)/Q), entonces se tiene que

- H Y(a) =1 ay = (—=1)"ay.

Por lo tanto, por la proposicién 3.1.5, tenemos que

N(a) = N /o(a) @@ = (—1)mgy) @)

(77) De manera totalmente andloga a la del inciso (i), escogemos los conjugados
ag, ..., ap, de a, con oy = «, y recordamos que f(X) = (X —aq) -+ (X — ).
Esto implica que a,,—1 = —(ay + -+ + ayp,). Dado que la extension Q(«a)/Q es
de Galois, siendo H como en el inciso (i), entonces se tiene que

To(a)/olc Z V() =a1+ -+ =~
yeEH

Por lo tanto, por la proposicién 3.1.5, tenemos que

T(a) = [Q(¢n) : Q)| Ty ay/al(@) = —[Q(¢) : Qa)]am—1.-

(74i) De acuerdo con la proposicion 3.1.2 parte (ii) y las notaciones correspondien-
tes, tenemos que, si a € ZI[(,], entonces f(X) € Z[X]| = ag € Z; por lo tanto
N(a) = ((—1)ma0)[(@(cn):@(a)] € 7Z, luego se tiene la afirmacién.
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(iv)

(v)

(vi)

De manera total y completamente andloga a como se hace en el inciso (i),
observamos que o € Z[(,] = f(X) € Z[X] = an-1 € Z; por lo tanto,
T(a) = —[Q(¢,) : Q(a)]am—1 € Z, que es lo que se queria demostrar.

Si a € Z[(,]*, entonces existe § € Z[(,] tal que aff = 1, de lo cual se sigue
que N(a)N(5) = N(af) = N(1) =1, en donde N(«), N(3) € Z. Es decir, se
tiene que N(«a) € Z*. Por lo tanto, N(«) = £1.

Reciprocamente, supéngase que a € Z[(,|, con N(a) = +1. Hay dos maneras
de demostrar que o € Z[(,]*. La primera de ellas hace notar que, por el
inciso (i) y por la proposicién 3.1.2 parte (ii), tenemos que ag € Z, con +1 =
N(a) = ((—=1)™ag) @)@ de modo que ag € Z* = ag = 1. Asi, f(X) =
1+ X + -+ a, 1 X"+ X™ € Z[X], con f(a) = 0. Luego entonces,
a4+ amo1@™ N+ o™ = F1, o equivalentemente, tendremos que

1
Bi=—=7 (a1 4+ am_1a™ >+ a™) € Z[G),
en donde aff = 1. La segunda opcién consiste en considerar el hecho de que,

si aq, -+, son los conjugados de «, con o = a, entonces se tiene que

+1=N(a) = ﬁai = aﬁai.
i=1 i=2

En donde, por la proposicién 3.1.2 parte (i), se tiene que o; € Z[(,], V1 <
1 < m. De manera que

8=+ €2,

=2

con aff = 1. En cualquiera de los dos razonamientos anteriores, se encuentra
un 3 € Z[(,] tal que af = 1. Por lo tanto, a € Z[(,]*.

Supéngase que a € Z[(,] y que N(a) € Z es un ntimero primo. Entonces,
N(a) # £1, y por (v) esto significa que « ¢ Z[(,]*. Sean 3, € Z[(,] tales que
a = (7. Entonces, N(a) = N(B)N(v) donde los elementos involucrados son
nimeros enteros y N(a) es niimero primo. Luego, necesariamente N () = +1
o N(v) = +1, es decir, 5 o v debe de ser una unidad de Z[(,]. Por lo tanto, «
es elemento irreducible de Z[(,).

O
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Corolario 3.1.2. Sean p nimero primo impar, y t € Z tal que p 1 t. Entonces, el
ideal (1 — ¢}) es un ideal mazimal de Z[Cp).

DEMOSTRACION: Sea G = Gal (Q((,)/Q). Tenemos que {o(1 — ¢!)|o € G} es el
conjunto de conjugados de 1 — (/. Pero se tiene que o(1 — () = 1 — o(¢}), para
cada o € G, y el conjunto de conjugados de C;; es precisamente {Cp, e ,Cg_l}. En
consecuencia, el conjunto de conjugados de 1 — (; es {1 — Cpy-voy 1 — Cg_l}. Por lo
tanto, si denotamos por N a la norma de Q(¢,) sobre Q, tendremos que N(1—() =
(1=G) (1 =) = @y(1) = p, dado que Py(X) = (X = () (X = ¢7) =
14+ X +---+XP~1. Asi, por la proposicién 3.1.6 parte (vi), se tiene que 1 — ¢! es un
elemento irreducible de Z[(,] y, por consiguiente, el ideal (1 — (!) es maximal. [

Lema 3.1.1. Sea p un nimero primo, y supongase que r,s € Z, con (p,rs) = 1.

Entonces, s € Z[G)"
G 1

DeMOSTRACION: Puesto que (p, s) = 1, existen u, v € Z tales que su+ pv = 1; esto
implica que 7 = s(ur) + p(vr). Sea t = ur. Se tiene, entonces, que

G-1 ¢'-1

=1+G+--+ Y ez[G).

G-1 ¢-1
Anélogamente, se tiene que ; _ 1 € Z[¢,]. Por lo tanto, se tiene lo deseado. O
T

Definicién 3.1.5. Las unidades del lema 3.1.1 son llamadas unidades cicloto-
micas.

Proposicién 3.1.7. En el anillo Z[(,], se tiene que (1 — ()P~ = (p).

DEmMosTRACION: De acuerdo con el lema 3.1.1, tenemos que, para cada 1 < 1,7 <
p—1, los elementos 1 — C; y1— Cg son asociados” y, por lo tanto, generan el mismo
ideal (1 — (p). Pero, puesto que (1 —¢,)(1 —¢7)---(1—¢27") = p, entonces, a nivel
de ideales, se tiene que

L= === (1= =(p).
UJ

*Recordemos que, dado un dominio entero A, se dice que dos elementos a,b € A son asociados
si existe una unidad u € A* tal que a = ub. Cuando esto ocurre, se tiene que (a) = (b).
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Para llevar a cabo la demostracién del teorema principal del presente capitulo (que,
como ya se menciond, es un caso particular del tltimo teorema de Fermat), es nece-
sario garantizar que los ideales del anillo Z[(,|, donde p es un nimero primo, se fac-
toricen de manera tinica como producto de ideales primos. De hecho, la demostracién
seria ligeramente mds sencilla si pudiéramos asegurar que Z[(,] es un dominio de
factorizacion tnica. Sin embargo, tal condiciéon en general no se cumple. Afortu-
nadamente, la condicién levemente mas débil que involucra sélo la factorizacion de
ideales, es suficiente para nuestros propodsitos, y esta iltima es mucho més facil de
satisfacer. En lo que sigue nos encaminaremos a analizar y explicar los casos en los
que se cumple dicha condicion.

Definicién 3.1.6. Sea o € Q((,). Decimos que o es entero sobre 7 si o es raiz
de un polinomio monico con coeficientes en Z.

Cuando a € Q((,) es entero sobre Z, entonces tenemos que irr (o, Q) es un polinomio
con coeficientes en Z. Por lo tanto, si T'y N representan, respectivamente, la traza
y la norma de Q((,) sobre Q, entonces se tiene que T'(«), N(a) € Z.

La cerradura entera de Z en Q((,) es el conjunto de los elementos de Q((,) los
cuales son enteros sobre Z. Si a este conjunto lo denotamos por O, entonces tenemos
que O es un subanillo de Q((,), extensién de Z. En particular, tenemos que C; €O
para cada i € Z tal que p{i.

Las definiciones anteriores son aplicables a cualquier extension de anillos conmuta-
tivos con identidad. Asi, dada una extension de anillos conmutativos con identidad
B/A, se dice que un elementeo o € B es entero sobre A si « es raiz de un poli-
nomio moénico con coeficientes en A. En este sentido tenemos, por ejemplo, que para
cualquier a € B, se tiene que « es entero sobre A si y s6lo si el A-médulo Aa] es
finitamente generado ([8], capitulo VIII, seccién 5, teorema 5.3 (pp. 395-396)). Un
resultado que también es 1til es el que establece que, si C'/B y B/A son extensiones
de anillos conmutativos con identidad tales que C' es extension entera de B y B es
una extensién entera de A, entonces C' es una extension entera de A; en particular,
se tiene que si a € C' es entero sobre sobre B y B es extension entera de A, entonces
« es entero sobre A ([8], capitulo VIII, seccién 5, teorema 5.6 (pp. 397)). La cerra-
dura entera de B sobre A es el conjunto que consta de los elementos de B que son
enteros sobre A. Que un dominio entero A sea enteramente cerrado significa que
todos los elementos del campo de cocientes de A, coc (A), que son enteros sobre A,
pertenecen a A. Por ejemplo, la cerradura entera de Z en Q, es decir, el conjunto
de los elementos de Q que son enteros sobre Z, es exactamente Z, asi, se tiene que
Z es enteramente cerrado.
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Teorema 3.1.1. Sea p un ndmero primo. Entonces, el anillo Z[(y] es la cerradura

entera de Z en Q((p).

DEMOSTRACION: Sea O la cerradura entera de Z en Q((,). Dada la proposicién 3.1.2
parte (i7), resulta claro que Z[(,] € O. Ahora bien, tomemos o € O. Entonces,

existen ay, ..., a,—2 € Q tales que a = ag + a1{, + - - - + a,2¢? . Sea T la funcién
traza de Q((,) sobre Q. Recordando que, para cada i € Z tal que p { i, irr ( Z), @) =

P(X) =1+ X +---+ XP~2 + XP~! la proposicién 3.1.6 parte (iz) nos asegura
que T(¢}) = —[Q(¢) : Q(¢))]1 = —1. En consecuencia, para cada i = 0,...,p — 2,
recordando que [Q((,) : Q] = p — 1, obtenemos que

T(ag,") = T(aol," +al) "+ + a1 +ai+aialp+ -+ apall>)

= —ap—a;— - —a 1+ (P—1)a — a1~ —apa

Similarmente,

En consecuencia, se tiene que T'(al,* — agy) = T(ag,’) — T(a,) = pa;. Cabe
destacar que, dado que O es un anillo con «,(, € O, entonces a(,”* — a(, € O.
Esto significa que pa; = T(oz(p*" —a(y) € Z, para cada ¢ = 0,...,p — 2. Asi pues,
pa € Z[(,] v, por consiguiente (dado que el conjunto {1,1—¢,, -+, (1 — ()P 2} es
Z-base del Z-médulo Z[(,)) existen by, ..., b,_o € Z tales que

pa=1by+ b (1 —C) + - +b,o(l—¢) 2 (3.1.1)

De acuerdo con la proposicién 3.1.7, (1—¢,)?~' = (p), de modo que py (1—¢,)?~* son
asociados, por consiguiente existe u € Z[(]* tal que p = u(1—(,)P~*. De aqui que, al
substituir a p por u(1—(,)P~! en la ecuacién (3.1.1), tenemos que (1 — ¢,)|by dentro
del anillo Z[(,|. Tomando normas, obtenemos que p | bg_l = p | bo. Sea, pues, ¢y € Z
tal que by = pcy. Entonces la ecuacién (3.1.1) se transforma en

pla—co) =bi(1—=¢) + -+ b, a(l—¢)P 2 (3.1.2)

De nuevo, al substituir p por u(1—(,)?~* en la ecuacion (3.1.2) y dividir entre 1—(,,
obtenemos que (1 — (,)|b; y, al sacar normas, obtenemos que p|b;. Siguiendo con el
proceso, llegamos a que p|b; para cada uno de los i = 0,...,p — 2. Por lo tanto,
existen enteros ¢y, ...,c,—2 € Z tales que @ = ¢y + c1(p + -+ - + Cp_2cg_2 € Z[¢p). De
modo que O C Z[(,]. Por consiguiente, Z[(,| = O. O
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3.2. Dominios Dedekind y campos numéricos

Definicién 3.2.1. Sea D un dominio entero. Se dice que D es un dominio
Dedekind, o simplemente que D es Dedekind, si D es enteramente cerrado,
noetheriano, y cada ideal primo de D es un ideal mazimal.

Comentaremos algunos propiedades que tienen los dominios Dedekind, las cuales
pueden ser consultadas en libros como [8], capitulo VIII, seccién 6 (pp. 400-409);
[11], capitulo 3, seccién 3 (pp. 376-388); o [10], capitulo I, secciones 3-7 (pp. 8-
34). Sea D un dominio entero y K = coc (D). Entonces, tenemos que K es un
D-modulo. Un ideal fraccional de D es un D-submodulo I C K, no cero, tal que
al C D, para algin « € D. Por ejemplo, los ideales de D son ideales fraccionales,
llamados ideales enteros. Entonces, el conjunto de ideales fraccionales constituye
un monoide conmutativo con identidad, denotado por J(D), cuya multiplicacién
estd dada por

=1

IJ = {Zaibi‘ai el, e, ne N}.

Un ideal fraccional I € J(D) se dice que es invertible si existe un ideal fraccional
J de D tal que I.J = D. El inverso de I, si existe, es tinico y es denotado por 1.

Ademds, se tiene que I™! = {a € K|od C D}, y si I es un ideal entero, entonces
DciI .

Antes de enunciar el resultado que caracteriza a los dominios Dedekind, mencionare-
mos una definicion.

Definicién 3.2.2. Sea D un anillo. Se dice que D es un anillo de valuacion
discreta si D es un dominio de ideales principales el cual es local.

En otras palabras, un anillo de valuacion discreta es un anillo el cual es un dominio
de ideales principales y tiene un tnico ideal maximal no cero.

Asi pues, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1. Sea D un dominio entero. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) D es un dominio Dedekind.
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(7i) Cada ideal propio de D se expresa de manera unica como producto de un
numero finito de ideales primos de D.

(13) Cada ideal fraccional de D es invertible.

(iv) D es noetheriano y para cada ideal primo P de D, la localizacion Dp de D en
P es un anillo de valuacion discreta.

DemosTRACION: (8], capitulo VIII, seccion 6, teorema 6.10 (pp. 405-407). También
se puede consultar [11], capitulo 3, seccién 3, teoremas 3.5 (pp. 380-381), 3.6 (pp.
381-382), v 3.18 inciso (i) (pp. 387-388). O

De acuerdo con el teorema 3.2.1, tenemos que si D es un dominio Dedekind, entonces
el monoide J(D) de los ideales fraccionales de D es un grupo abeliano libre cuyos
generadores libres son los ideales primos no cero de D. Asi, cada ideal fraccional
de D se ha de expresar, de manera tnica, en la forma

I=pP"---PM, (3.2.1)
para algin t € N, para algunos P,..., P, ideales primos no cero de D y para
algunos ny,...,n; € Z. En particular, si D es un dominio Dedekind, K = coc (D),

y a € K\{0}, entonces el ideal fraccional principal generado por a, (o) := aD,
se ha de expresar como en la ecuacién (3.2.1). Sea (D) el conjunto de los ideales
fraccionales principales. Se tiene que (D) es un subgrupo de J(D), y al grupo
cociente €(D) = J(D)/PB(D) se le conoce con el nombre de grupo de clases de D.
En el caso de que el grupo de clases de D sea finito, se denota por h(D) := |€(D)]
al orden de dicho grupo, y dicho nimero es llamado el niimero de clases de D.

En muchas ocasiones, las notaciones anteriores son expresadas en términos del campo
de cocientes de D, es decir, se escribe J(K), B(K), €(K) = I(K)/B(K), h(K), etc.,
con K = coc (D).

No es dificil probar el siguiente hecho (ver [11], capitulo 3, seccién 3, proposicién 3.1

(pp. 377)).

Proposicion 3.2.1. Sea D un dominio Dedekind. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) D es un dominio de ideales principales.
(1i) D es un dominio de factorizacion unica.

(iii) h(D) =1. 0
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En particular, tenemos que el anillo de los numeros enteros Z es un dominio

Dedekind, y h(Z) = 1.

Proposicién 3.2.2. Sean D un dominio Dedekind, K = coc (D) y E/K una ex-
tension finita de campos. Entonces, la cerradura entera de D en E es un dominio

Dedekind.

DemosTRACION: Ver [10], capitulo I, seccién 6, teorema 6.1 (pp. 23-26). O

Corolario 3.2.1. El anillo Z[(,] es un dominio Dedekind.

DemosTRACION: Es inmediata del teorema 3.1.1 y de la proposicion 3.2.2. 0

Consideremos un dominio Dedekind D con K = coc (D), y sea E/K una extension
finita. Si B es la cerradura entera de D en E, entonces la proposicién 3.2.2 nos
garantiza que B es también un dominio Dedekind. Por consiguiente, para cada P
ideal primo no cero de D, se tiene que el ideal generado por P en B se descompone
de manera Unica en la forma:

PB =97 P, (3.2.2)
donde g € N, By, ..., B, son ideales primos no cero de By ey,..., e, € N. Para cada
1 <1i < g, el ideal primo 3; se dice que esta encima de P. Se tiene que el campo
D/ P esta encajado en el campo B/9;; dichos campos son llamados campos resi-
duales. La extensiéon de campos (B/B;)/(D/P) es una extensién finita cuya grado
[B/Bi : D/P] es llamado el grado residual y es denotado por f; = f(I3;|P). El
exponente e; se denomina el indice de ramificacién, y se denota por e; = e(I3;| P).
El ideal primo P se dice que es ramificado si e; > 1 para algin 1 < i < g. Los
ideales primos P, ..., B, de B son exactamente aquellos ideales primos de B que
contienen al ideal primo P, y satisfacen que 3; N D = P, para cada 1 <1 < g.

Cuando la extension finita de campos E /K es separable, se tiene que la cantidad de
ideales primos de D ramificados en B es finita ([10], capitulo I, seccién 7, teorema

7.3 (pp. 30-32)). Ademads, para cada ideal primo P de D factorizado como en la
g

ecuacion (3.2.2), se tiene que [E : K] = Z e; fi ([10], capitulo I, seccién 6, corolario
i=1
6.7 (pp. 28)). En particular, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 3.2.2. Sean D un dominio Dedekind, K = coc (D), E/K una extension
finita de Galois con G = Gal (E/K), y B la cerradura entera de D en E. Para cada
tdeal primo P de D, desarrollamos la factorizacion del ideal PB

PB =Py,

con ideales primos *B; distintos de B. Entonces, todos los grados residuales son
iguales, es decir, hay un f tal que f(P;|P) = f, ¥V 1<1i<g. También los indices
de ramificacion son todos ellos iguales entre si, digamos que e = e(P;|P), V 1 <
i < g. Ademds, se tiene que efg = [L : K]. Mds aiun, la accion de G permuta
transitivamente los ideales primos B; de B que estan encima de P.

DemosTRACION: [10], capitulo I, seccién 6, teorema 6.8 (pp. 29). O

La accién del grupo G en el teorema 3.2.2 estd dada como sigue: Para cada ideal
primo B de R y para cada o € G,

() = {o(a)]a € F}.

A continuacién, hablaremos un poco de campos numéricos para mencionar algunos
resultados que necesitaremos méas adelante.

Definicién 3.2.3.

(1) Sea K un campo de caracteristica cero. Entonces, si [K : Q] < oo, se dice que
K es un campo numérico.

(77) Si K es un campo numérico, entonces la cerradura entera de Z en K se conoce
como el anillo de enteros algebraicos, o simplemente anillo de enteros,
de K, y en general suele denotarse por Ok o simplemente O, cuando no existe
posibilidad de confusion respecto de K.

Sean K un campo numérico, y O su anillo de enteros algebraicos. De acuerdo con
la proposicion 3.2.2, se tiene que O es un dominio Dedekind. Por lo tanto, podemos
construir el grupo de clases de O, denotado por €(0O). Como K = coc (0O), hablare-
mos del grupo de clases de K, €(K), en vez de referirnos al de O. Bajo esta for-
ma de expresién, el numero de clases de K, denotado por h(K), viene dado por

h(K) = |¢(K)].
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Teorema 3.2.3. Sea K un campo numérico. Entonces, h(K) es finito.
DemosTRACION: Ver [9], capitulo 12, seccién 2, teorema 1 (pp. 178). O

Analicemos lo que esto significa para el caso del campo numérico Q((,), con p niimero
primo. En primer lugar, el teorema 3.1.1 establece que Z[(,] es el anillo de enteros
algebraicos de Q((,), es decir, Z[(,] = Og,), y la cardinalidad de su grupo de
clases es el nimero de clases del campo Q((,), denotado por h(Q((,)). Ahora bien,
recordemos que el grupo de clases de un dominio Dedekind es el cociente de su grupo
de ideales fraccionales médulo el subgrupo de los ideales fraccionales principales; en
otras palabras, €(Z[(,]) = T(Z[(p))/B(Z[(,)). Asi, tenemos que h(Q((,)) =1 <=
Z[(p) es un dominio de ideales principales. En el caso general, se observa que

326
HQUG)) = 101G =

Esto nos indica que el nimero h(Q((,)) en cierto modo mide lo lejos que se encuentra
el dominio Dedekind Z[(,] de ser un dominio de ideales principales. Como ya se
menciond en algin momento, para poder demostrar el resultado principal de la
presente seccion, serfa ideal considerar nimeros primos p tales que Z[(,] fuera un
dominio de ideales principales, o equivalentemente, tales que h(Q((,)) = 1. Sin
embargo, tal condicién en general no se cumple. Estd demostrado que, si p es un
nimero primo, entonces h(Q(()) = 1 <= p < 19. De manera que, para la
mayor parte de los nimeros primos, no es posible contar con la factorizacion tnica
dentro del correspondiente anillo de enteros ciclotomicos. Como ya se dijo, es posible
salir adelante con la suposicion, més débil, de que el anillo de enteros ciclotomicos
es simplemente un dominio Dedekind, ya que, como se ha visto, en este tipo de
dominios la factorizacién de ideales es unica. Sin embargo, hay que pagar cierto
precio a cambio: el teorema en cuestion se podra demostrar inicamente para los
nimeros primos p tales que p{ h(Q((,)) -

En relacién con esto, consideraremos un hecho importante que concierne al niimero
de clases. Sea p un nimero primo, e I C Z[(,] un ideal no principal del p-ésimo ani-
llo de enteros ciclotémicos. Esto significa que, dentro del grupo de clases €(Q((,)),
el elemento IP(Q((,)) no es la identidad. Entonces, si s € Z es tal que I® es un
ideal principal, ello significard que el elemento (IB(Q((,)))” = I*PB(Q(()) es la
identidad. De ahi que, si o es el orden del elemento IB(Q((,)) dentro del grupo
C(Q(¢p)), entonces 0 # 1, y ademds o | s y, por la teorfa de grupos, o | |€(Q((,))| =
h(Q(¢,)). Esto significa que (s, h(Q((,))) > 1. Por consiguiente, si se da el caso de
que p 1 h(Q((p)), e I es un ideal de Z[(,] tal que I” es un ideal principal, entonces
ello significara que I es también un ideal principal. Este hecho serd de fundamental
importancia en la seccién 3.5.
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De momento, concluyamos la presente seccién con un par de lemas que serdn nece-
sarios para llegar a la meta del presente capitulo.

Lema 3.2.1. Sea K un campo numérico, conn = [K : Q|, y sean 01,09, ...,0, los
n encajes de K en C. Si a € Ok es tal que |o;(a)| <1, V1 <i<mn, entonces «
es una raiz de la unidad.

DeMosTRACION: Tenemos que « es una raiz del polinomio
f(X) = 1] (X —oi(a)) € Z[X].

Por las hipétesis, si escribimos f( ag+ a1 X + - -+ + a, X", entonces para cada

fsis 1

0 < m < n se tiene que |a,| < ) con a,, € Z. Este tipo de condiciones, las

pueden cumplir s6lo una cantidad finita de polinomios de grado n en Z[X]|. Ahora
bien, si « satisface las condiciones solicitadas, entonces también lo hacen todos los
o' para cualquier t € Z, es decir que todos los o' son raices de algiin polinomio
que, al igual que f(X), satisface ciertas condiciones en cuanto a la acotacién de sus
coeficientes. Sin embargo, dado que s6lo una cantidad finita de polinomios satisfacen
dicha condicion, se sigue que entre todos ellos no pueden tener mas que una cantidad
finita de raices. Esto implica que el conjunto {at|t € 7} debe de ser finito. En otras
palabras, dos potencias distintas de oo necesariamente se repiten, por lo tanto existe
una t € N para la cual o' = 1. .. a es una raiz de la unidad. O

Lema 3.2.2. Sea p un nimero primo impar, y sea u € Z[(p]*. Entonces, es posible
elegir un s € Z tal que (yu € R.

DEMOSTRACION: Sabemos que (_p = C{j‘l, lo cual implica que la conjugacién comple-
ja es un Q-automorfismo de Q(¢,), mas aun, es un Z-automorfismo de Z[(,]. Esto sig-
nifica que si u € Z[(,|*, entonces también se tendrd que u € Z[(,]*. Asi, se tiene que
T =u/u € Z[G)" C Z[(,] = Og(c,)- Més atn, si p € Gal (Q((,)/Q), entonces se tiene
que p(7) = &2) = &, de donde se sigue que |[p(7)] =1, V p € Gal(Q((,)/Q).
@) p(u)

Esto dltimo implica, debido al lema 3.2.1, que 7 es una raiz de la unidad, y por el
corolario 3.1.1 esto ultimo significa que 7 = ig,, para algint € Z, 0 <t < p.

Sea A = 1 — (,,, de manera que, dentro del anillo Z[(,], se cumpla la congruencia
=1mod\, VjeZ Asi,siu=ao+a1(+-+ap2P? cona; € Z ¥0<i<
p — 2, entonces, dado p € Gal (Q((,)/Q), se tendrd que u = ag+ay + - + a2 =
p(u) mod A, debido a que p((,) = zlf’ para algin k € Z. En particular, u = uw mod .
De esta manera, si tuviéramos que 7 = —(/, para algtin ¢, entonces tendriamos que
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u:—@ﬂ, de manera que u = —u mod A\ = u = —u mod A = 2u = 0 mod \ =
A | 2u dentro del anillo Z[(,]. Esto implicarfa que 2u = a\, para algin a € Z[(,].
Tomando normas a ambos lados, tendremos que 27! = N(2)N(u) = N(a)N(\) =
N(a)p, de donde se sigue que p | 2°~! en Z. Siendo p un niimero primo se debe de
tener que p | 2, lo cual implica que p = 2. Pero habfamos supuesto que p era un
nimero primo impar, razén por la cual esta tultima conclusién es una contradiccién.
Por consiguiente, se debe de tener, para algin 1 <t < p, que 7 = ¢} = u = (/.
Ahora bien, es posible elegir algin s € Z tal que —2s = ¢t mod p (por ejemplo, si

2p —t ) . . p—
t es par podemos escoger s = 5 Y si t es impar podemos elegir s = T),
de manera que u = ¢, 2su. En consecuencia, se tiene que Gu =, u= C;_u, lo cual
implica que (ju € R. O

3.3. Caracteres de Dirichlet y L-series

Seam € Z,y sea X' : (Z/mZ)* — C* un homomorfismo de grupos. Se define la
funcion y : Z — C, de la manera siguiente: para cada n € Z,

Definicién 3.3.1. Las funciones x : Z — C definidas como en el pdrrafo anterior,
son conocidas con el nombre de caracteres de Dirichlet modulo m.

Proposicién 3.3.1. Una funcion x : Z — C es un caracter de Dirichlet modulo m
sty solo si:

(@) x(n+m)=x(n), VneZ;

(b) x(kn) = x(k)x(n), YkneZy

(c) x(n) =0 <= (n,m) > 1.

DEMOSTRACION: Sea y un caracter de Dirichlet “inducido” por el homomorfismo
de grupos x' : (Z/mZ)* — C*. Es obvio que x satisface la condicién (c¢). Ahora
bien, para ver que x satisface la condicién (a), tomemos n € Z, y tendremos dos
casos. Cuando (n,m) = 1, entonces se tendra que (n+m,m) = 1 y por consiguiente
x(n+m) = x'((n+m)+mZ) = x'(n+mZ) = x(n). Si por el contrario, se tiene que
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(n,m) > 1, entonces, dado que (n,m) | n+m, se tendrd que también (n+m,m) > 1.
En consecuencia, x(n +m) =0 = x(n). En cualquiera de los dos casos, observamos
que y satisface la condicién (a). Sélo resta demostrar que x satisface la condicién
(b). Para tal fin, tomemos k,n € Z. Nuevamente, tenemos dos casos. Si (k,m) = 1
y (n,m) = 1, entonces se tendrd que (kn,m) = 1, y por consiguiente, x(kn) =
X'(kn +mZ) = X' ((k + mZ)(n + mZ)) = X' (k +mZ)x'(n + mZ) = x(k)x(n).
Mientras tanto, si alguno de los nimeros (k,m) o (n,m) es estrictamente mayor
que 1, entonces se tendra que (kn,m) > 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que es (n,m) > 1. Entonces, x(k)x(n) = x(k)0 = 0 = x(kn). En ambos casos, x
satisface la condicién (b).

Reciprocamente, sea y : Z — C una funcién que satisface las condiciones (a), (b) y
(¢). Entonces, definimos la funcién ' : (Z/mZ)* — C* como sigue: para cada n € Z,
con (n,m) =1,

X'(n+mZ) := x(n).

La condicién (a) nos garantiza que la definiciéon de x'(n + mZ) no depende del

representante escogido para n + mZ, mientras que la condicién (¢) garantiza que

efectivamente el contradominio de x’ es C*. Asi las cosas, se tiene que efectivamente

X' : (Z/mZ)* — C* es una funcidn, y por la condicién (b) se tiene que x’ es un

homomorfismo de grupos. Finalmente, observando de nuevo la condicién (c) vemos
)

que efectivamente ' “induce” a la funcién y de modo que esta tltima sea un caracter
de Dirichlet médulo m. 0

Ahora que hemos caracterizado a los caracteres de Dirichlet, hagamos algunas ob-
servaciones adicionales. Sea x un caracter de Dirichlet médulo m, “inducido” por
el homomorfismo de grupos x’ : (Z/mZ)* — C*. Asi, tomemos z un valor no nulo
de x, y n € Z tal que x(n) = z. Al ser z # 0, se tendrd que (n,m) = 1. En conse-
cuencia, observamos que z#(™ = x(n)?™ = y/(n +mZ)*™ = x'((n + mZ)?™) =
X' (1 +mZ) = 1. De manera que los valores no nulos de y, son raices ¢(m)-ésimas

de la unidad.

Dado m € Z, y dados y, ¥ dos caracteres de Dirichlet médulo m, defimos el producto
entre x y 1 como la funcién yv : Z — C dada por (x¥)(n) := x(n)i(n), para cada
n € N. Es facil comprobar que xv es también un caracter de Dirichlet médulo
m. Denotemos por C,, al conjunto de caracteres de Dirichlet médulo m. Entonces,
resulta que, con el producto que acabamos de definir, el conjunto C,, es un grupo.
Consideremos el caracter de Dirichlet yo dado como sigue: para cada n € 7Z,
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Es entonces facil ver que en efecto xo € Cp,, y que Xox = xXXo =X, V X € Cy,. Por
otra parte, para cada y € C,,, definimos x~! de modo que, para cada n € Z,

X (n) ;:{ o (n’m; i 1‘

Resulta claro que x 7! € C,,, y que xx~ ! = x"'x = xo. En conclusién, C,, es un grupo.

Ahora bien, recordando que cada x € C,, toma valores no nulos que son raices de la
unidad, resulta entonces claro que, tal y como estd definido, y~!(n) = x(n), Vn € Z.
Es por ello que, dado x € C,,, en ocasiones denotaremos a su inverso por Y = x ..

Surge la pregunta, ;Qué estructura tiene el grupo C,,” Esta pregunta es facil de
responder cuando (Z/mZ)* es un grupo ciclico. En particular, si p es un nimero
primo, entonces por el teorema 2.1.1, se tendréd que (Z/pZ)* es un grupo ciclico, y la
estructura de C, serd sencilla. Estudiemos el caso general: supéngase que (Z/mZ)*
es un grupo ciclico, y tomemos n € Z tal que n+mZ es un generador de este grupo.
Esto significa que (n,m) = 1y que ¢(m) es el minimo entero positivo que satisface
la congruencia n®™ = 1 mod m. Tomemos también Cy(n) una raiz ¢(m)-ésima
primitiva de la unidad. Sabemos que, para cada x € C,,, dado que (n,m) = 1, se
tendrd que x(n) es no nulo y es una raiz ¢(m)-ésima de la unidad. En consecuencia,
existe un e € N, que ademéds es tnico si pedimos que 0 < e < ¢(m), tal que
x(n) = C(‘;(m). De hecho, x queda completamente determinado por este entero e. En
efecto, para cada k € Z, se tiene que, si (k,m) > 1 = x(k) = 0; mientras que si
(k,m) = 1, entonces se tendra que k = n® mod m para algin entero 0 < s < ¢(m),
de donde, para algin t € Z, x(k) = x(n* + tm) = x(n*) = x(n)* = ((5,))° = (Gimy-
Reciprocamente, para cada nimero entero 0 < e < ¢(m), existe el caracter y. € Cp,
que satisface

Xe(k):{ 0; (k,m) >1

C;fm)Q (k,m) =1 con k = n® mod m.

Todo esto nos indica que hay una biyeccion entre C,, y los enteros s tales que
0 < s < ¢(m), en otras palabras, hemos demostrado que |C,,,| = ¢(m). Més atin, si
tomamos los y. como los acabamos de definir (basicamente, y. estd caracterizado
por el hecho de que x.(n) = C;(m)), entonces observamos que para cada e, se tiene
que Y. = x§. En consecuencia, C,, es un grupo ciclico (generado por x1), al igual que
(Z/mZ)*, teniendo ambos grupos orden ¢(m), por consiguiente, C,, = (Z/mZ)*.

De hecho, en general se cumple que C,, = (Z/mZ)*, no obstante que el grupo
(Z/mZ)* no sea ciclico. Aunque no probaremos este hecho, indicaremos que la prue-
ba en cuestién se basa principalmente en el hecho de que todo grupo abeliano
puede escribirse como el producto directo de grupos ciclicos (ver [1], capitulo 3,
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seccién 1, teorema 3.1.6 (pp. 81-82)). Asi pues, para m € Z arbitrario, se tiene que
Cm = (Z/mZ)* = Gal (Q((n)/Q). De modo que, si x es un caracter de Dirichlet
moédulo m, entonces es posible considerar al homomorfismo “inductor” x’ como un
homomorfismo de Gal (Q((,)/Q) en C*. Sea K el campo fijo del kernel de ;, es decir,
K = Q((n)** ™). Entonces, K C Q((), v este campo recibe el nombre de campo
perteneciente a y. Mas en general, si X es un grupo finito de caracteres de Dirichlet
modulo m, entonces consideremos H como la interseccion de los kernels de los ele-

mentos de X, es decir, H = ﬂ ker(x) = {0 € Gal (Q((w)/Q) [x(0) =1, ¥V x € X};

x€X
y sea K el campo fijo de H, es decir, K = Q((,,). El campo K es llamado el cam-
po perteneciente a X, y tenemos que [K : Q] = |X|. De hecho, se tiene que

X = Gal (K/Q). Si X es ciclico generado por Yy, entonces el campo K perteneciente
a X es precisamente el mismo que el campo perteneciente a y, tal y como lo definimos
antes.

Ahora bien, si n,m € Z son tales que n | m, entonces, hay un homomorfismo
natural ¢ : (Z/nZ)* — (Z/mZ)* (a saber, p(k + nZ) = k + mZ). Asi, si se tiene un
homomorfismo de grupos x’ : (Z/mZ)* — C*, que induzca el caracter de Dirichlet x
modulo n, tendremos ademas otro homomorfismo de grupos ¢’ := x'op : (Z/nZ)* —
C*, que induce un caracter de Dirichlet médulo m, v, tal que (k) = x(k) para
cualquier k tal que (k,m) = 1. En otras palabras, si se tiene un caracter de Dirichlet
modulo m, y n | m, entonces es posible encontrar otro caracter de Dirichlet médulo
n que tiene “menos ceros” que el caracter original. Esto nos sugiere lo siguiente:
para cada homomorfismo de grupos X/, elegimos el minimo entero positivo f, tal x’
induzca el caracter de Dirichlet xy moédulo f,. Tal nimero f, recibe el nombre de
conductor de Y, y todo caracter de Dirichlet médulo su conductor recibe el nombre
de primitivo. Por otra parte, resulta a veces conveniente clasificar los caracteres de
Dirichlet de la manera siguiente: si y(—1) = —1, entonces y se denominard impar,
mientras que si x(—1) = 1, entonces x serd denominado par. En ocasiones se escribe
0y = 0six es par,y 0, = 1si x es impar. Es claro que el producto de dos caracteres
pares o dos impares resulta ser un caracter par, mientras que al multiplicar un
caracter par y uno impar, el resultado es un caracter impar. Asi, si x, 1) son caracteres
de Dirichlet médulo un mismo entero m, podemos decir que 6, = d, + dy mod 2.

Mencionaremos la definicion del discriminante de una extensién, dado que sera 1til
de ahora en adelante.

Definicién 3.3.2. Sean E/K una extension de Galois, y T la traza de dicha exten-
sion. Si xy,...,x, es una base de E/K, entonces se define el discriminante de
la base xq,...,x,, denotado por A(zy,...,x,) como el determinante det(T(x;x;)).
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Es posible demostrar que, dada la extensién de Galois E/ K, el numero A(xy, ..., z,)
es independiente de la eleccion de base. En consecuencia, hablamos del discrimi-
nante de la extensiéon E/F sin hacer referencia a la base de la extensién. Cuando
se tiene K un campo numérico, hablamos del discriminante de K para referirnos
al discriminante de K/Q, y lo denotamos por d(K). Finalizamos la exposicién de
los caracteres de Dirichlet enunciando sin demostracién el siguiente teorema que
involucra al discriminante de un campo numérico.

Teorema 3.3.1 (Férmula del Conductor-Discriminante). Sean X un grupo
de caracteres de Dirichlet, y K el campo numérico perteneciente a X. Entonces,
el discriminante de K viene dado por

d(Kx) = (=1 [] f

x€X

en donde 2ry es el nimero de encajes complejos de K en C.
DemosTRACION: Puede verse en [20], capitulo 4 (pp. 35-36). O

En adelante mencionaremos brevemente lo que son las L-series, asi como algunas
propiedades de dichas series que, en general, no seran demostradas por ir mas alla de
la meta del presente trabajo.

Definicién 3.3.3. Sea x un caracter de Dirichlet médulo m. Definimos la L-serie
de Dirichlet asociada a x, como la funcion de variable compleja L(s, x) tal que,
para cada s € C, con Re(s) > 1,

L(s,x) = Z X(n)

nS

n=1

Sea x un caracter de Dirichlet médulo m. Dado que |x(n)| = 1, entonces se tiene
que |x(n)/n®| < |1/n|, de donde |L(s, x)| < [((s)| < oo para todos los s € C tales
que MRe(s) < 1. Ademds, dado que y es una funcién multiplicativa, se tiene para la
L-serie correspondiente una féormula analoga al producto de Euler de la funcién zeta
de Riemann:

L(57X):ZXT(;L) = ]I < —M)_ . (3.3.1)

s
n=1 p es primo p

De hecho, la funcién zeta de Riemann guarda una estrecha relacion con la L-serie de
Dirichlet asociada al caracter identidad xo. En efecto, consideremos el caracter de
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Dirichlet identidad, yo, médulo m. Entonces, como xo(p) = 0 para cualquier niimero
primo p tal que p | m, de la ecuacién 3.3.1 podremos deducir que

T )

SH((-5)
= lll(1—2%> ((s).

A continuacién, enunciamos el resultado que muestra cémo los valores de las L-series
vienen dados en términos de los asi llamados ntimeros de Bernoulli generalizados.

Definicién 3.3.4. Sea x un caracter de Dirichlet no trivial médulo su conductor m.
Para cadan € NU{0}, se define el n-ésimo nimero de Bernoulli generalizado,
denotado por B, ,, mediante la siguiente formula:

= te > Bux.n
;X(a)emt —1 nz%n_!)(t '

De la definicién anterior, se sigue que los ntimeros By, ,, se encuentran en el subcampo
de C generado por los valores de x. En particular, los By, , son ntimeros algebraicos.
Dado que definimos los numeros By, para caracteres de Dirichlet xy mddulo su
conductor, observamos que el caracter identidad y, debe considerarse modulo 1.
Asi, dado el lema 1.2.1, los nimeros B, ,, vendran dados por

> Bnxo te! t 1, =B,
XD — =t+ =14+ —-t+ — ",
; n! et —1 et —1 2 ;n!

De modo que —B;,, = B1 y Bn,, = Bn, para n # 2. Es en este sentido, los
nimeros de Bernoulli generalizados, generalizan a los niimeros de Bernoulli. Por otra
parte, observemos lo que ocurre cuando, en la formula definitoria de los niimeros de
Bernoulli generalizados, intercambiamos ¢ por —t:

m (_t)e—at emt B m _te(m—a)t
; X(a) e_mt . 1 emt - ; X(a) 1 _ emt
m te(mfa)t
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Haciendo el cambio de variable a — m—a, y tomando en cuenta que x(0) = x(m) =
0, la expresion anterior se convierte en

3
L

at m— teat

emt — 1’

t@at

te -
t emt _ 1 o

emt — 1
a=0

x(m —a) x(—a)

> x(=1)x(a)

S)
Il
o

De ahi que la funcién que define a los nimeros de Bernoulli generalizados, sera par
o impar dependiendo de si el correspondiente caracter de Dirichlet y es par o impar.
De manera que, salvo en el caso cuando x = xo, en general se tiene que Boj41, = 0
cuando x es par, y Bo, = 0 cuando x es impar, para cualquier & € N. Esto se
puede resumir diciendo que By, = 0, cuando k£ # 4, mod 2.

Proposicién 3.3.2. Sean x un caracter de Dirichlet modulo su conductor m, y F
cualquier multiplo de m. Entonces,

o0
. ) : t"
DEMOSTRACION: Escribamos, de manera formal, la identidad eX! = g X "—‘. En-
n!
n=0

tonces, de manera formal, el lema 1.2.1 nos dira que

teXt > " 0 X n
— B, —
et —1 (nzzo n!) (nzzo n! )
Ny n! "
= — B X""| =
2 (k Kl(n— k)" ) n!
B

n=0 =0
9] 4
= D BuX)~
n=0

Asi pues, consideremos la siguiente suma infinita:
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S (5) 5 = T (f) g
n=0 a=1 a=1 n=0

D?:j

(a) ay (Ft)"
B () S

F nzzg F n!

(a) tFel@/PFt

F  eFft_1

Dluj

Hacemos un par de cambios de variable: tomamos g = F//m,y a = b+cm. Entonces,
la expresién anterior se convierte en

m g—1 m g—1

te(b-l—cm)t te(b+cm)t
Z X(b+cm)€mgt_ 1 :ZX emgt_ 1
b=1 =0 b=1 =0

Ahora bien,
g—1 7(J_e(bJrcm)t B tebt<€mt + e2mt et 6(gfl)mt)
emgt —1 emgt — 1
c=0
edmt _ 1 tebt

emt —1 eymt — 1’

Asi, concluimos que

> (F"l > x(@)B, <%)> i_"' =2 x() evfte—t 1 ZB"’XZ_TL!

n=0 a=1

y la proposicion se tiene. 0
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Teorema 3.3.2. Sea x un caracter de Dirichlet primitivo y sea k € N. Entonces,
se tiene que

B

DemosTRACION: Ver [9], capitulo 16, seccién 6, proposicién 16.6.12 (pp. 264-265),
o bien [20], capitulo 4, teorema 4.2 (pp. 32-33). O

En ocasiones resulta til cierta funcion, denotada por 7, que se conoce con el nombre
de suma de Gauss. Dado un caracter de Dirichlet médulo m, se define

fx
T(x) == Z x(a)e il x,
a=1

A continuacién enunciamos una curiosa propiedad de las sumas de Gauss, que
sera utilizada mas adelante. Para ello, recordemos que un campo numérico K se
llama totalmente real si todos sus encajes en C yacen en R, y complejo en caso
contrario.

Proposicion 3.3.3. Sea K el campo perteneciente al grupo X de caracteres de
Dirichlet. Entonces,

H () VId(K)|; K es totalmente real
T =
X iKQ2, J1d(K)|; K es complejo.

XEX
DemosTRACION: [20], capitulo 4, corolario 4.6 (pp. 36). O

La suma de Gauss estd también involucrada en el cdlculo de los valores de L(1, y).
En efecto, resulta que las L-series satisfacen la siguiente ecuacién funcional, analoga
a la de la funcién ¢ ([20], capitulo 4, pp. 30)

T'(s) cos (@) L(s,y) = giff) @—:)sm — 5 %). (3.3.2)

Como consecuencia de la ecuacion (3.3.2), tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.3. Sea x un caracter de Dirichlet impar. Entonces, se tiene que

L(1,x) =mi T;X) B 5.

DemosTRACION: Dado que x es impar, se tiene que d, = 1. Asi, debido a la
ecuacion (3.3.2), con s = 1, observamos que, aplicando el teorema 3.3.2; se tiene
que

r(cos (U5 ) 200 = Y () 20 - 150 = (om0 T (- i)

Tomando en cuenta que I'(1) = cos(0) = 1, el resultado se sigue.

3.4. Foérmula para el nimero de clases

Definicién 3.4.1. Sea D un dominio Dedekind, e I un ideal de D. Entonces, se
define la norma del ideal I como N(I) := |D/I|, la cantidad de elementos del
anillo cociente.

Teorema 3.4.1. Sea K un campo numérico, y Ok su anillo de enteros. Entonces,
para cualquier ideal I de O, se tiene que N(I) < oo.

DeMosTRrRACION: Ver [9], capitulo 12, seccién 2, proposicién 12.2.3 (pp. 176). O

Definicién 3.4.2. Sean K un campo numérico, y Ok su anillo de enteros. FEn-
tonces, se define la funcion zeta de Dedekind del campo K, o simplemente
funcion zeta del campo K como la funcion de la variable compleja s, con
Re(s) > 1, dada por

1
CK(S) = Z N(ﬂ)s

i ideal de Opr
4 (0)
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Obsérvese que (g no es otra cosa que la ya cldsica funcién zeta de Riemann. De
manera que el concepto de funcién zeta de un campo numérico, al igual que el
concepto de L-serie, proporciona una generalizacion de la funcion zeta de Riemann.
Dado un campo numérico K, su funcién zeta de Dedekind satisface una identidad
analoga al producto de Euler:

o= % s, L ()

4 ideal de O P ideal primo de Ok
UF#(0)

Definicién 3.4.3. Sean K un campo numérico, y r1, 2ry los numeros de encajes

reales y complejos, respectivamente, de K en C, de modo que oy,...,0, son los
encajes 1eales Y Oryi1y -y Opidrys Orit1y -« -, Oty S€an los encajes complejos. Sea
también r =y + 1y — 1, y tomemos un conjunto de generadores {uy,...,u,} en Oj

del grupo cociente O3 /W (en donde W es el grupo de raices de la unidad contenidas
en K), ademds de denotar por N; = 1 cuando o; es un encaje real y N; = 2 cuando
o; es un encaje complejo. Entonces, se define el regulador de K, denotado por
Reg (K), como el nimero

Reg (K) := | det(N;log |os(u;)|) 1< j<r|-

Resulta que efectivamente el grupo O3 /W de la definicién anterior, tiene orden
r. Por otra parte, el nimero Reg (K) resulta ser independiente de la eleccién del
conjunto de generadores.

Teorema 3.4.2 (Férmula para el nimero de clases). Sea K un campo numé-
rico, y considérese su funcion zeta (x. Entonces, ésta se puede extender a una
funcion meromorfa en todo el plano complejo salvo el punto s = 1, en donde se
encuentra un polo simple. Mds aun, se tiene que

Res,_1Cx(s) = 2" (2m)"2h(K)Reg (K) (3.4.1)

w/|d(K)]
En donde ry es el numero de encajes reales del campo K en C, 2ry es el numero de
encagjes complejos, y w corresponde al niumero de raices de la unidad contenidas en

K.

DeMosTRACION: Ver [12], capitulo VIII, seccién 2, pp. 160-161, en particular el
teorema 5. O
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Teorema 3.4.3. Sean X un grupo de caracteres de Dirichlet, y K el campo perte-
neciente a X . Entonces, para cada s € C\{1}, se tiene que

CK(S) = H L(87X)‘

xX€X

DemosTrACION: Ver [20], capitulo 4, teorema 4.3 (pp. 34). O

Combinando el teorema 3.4.3 con la ecuacién (3.4.1), tenemos que

2T1(27T)T2h(K)Reg (K) — H L(1 X)

wy/[d(K))| ex

XFX0

(3.4.2)

para un campo numérico K perteneciente a un grupo de caracteres X. De este modo,
tenemos (en teorfa) un método para calcular el nimero de clases h(K) del campo
numérico K, siempre y cuando conozcamos el regulador Reg (K'). Esto tltimo en
general es sumamente dificil, pues los cédlculos involucrados son demasiado largos
para ser practicos. Sin embargo, existe una ingeniosa tactica, muy ttil para obtener
informacion acerca del nuimero de clases, que consiste basicamente en factorizar
dicho niimero en dos factores, uno de los cuales es “relativamente” facil de trabajar.
Lo primero que hay que hacer es darse cuenta de que, dado que cada campo K C C
contiene a Q, siempre es posible hablar de su subcampo real maximal, usualmente
denotado por Kt y dado por K N R. Entonces, resulta que, si K pertenece al
grupo de caracteres X, su subcampo real maximal K serd exactamente el campo
perteneciente al grupo de caracteres X+ = {y € X |§X = 0}, es decir, a los caracteres
pares de X. Una consecuencia de esto es que, dado el campo K perteneciente al grupo
de caracteres X, entonces K Z R = 3 x € X tal que d,, = 1. En otras palabras, todo
campo numérico no real debe pertenecer a un grupo de caracteres tal que al menos
un caracter sea impar. Més auin, en este caso, el grupo de caracteres en cuestion
tendra la mitad de caracteres pares y la mitad impares.

Un CM-campo es una extension cuadratica totalmente imaginaria de un campo
numérico totalmente real. Tales campos son obtenidos de campos numéricos total-
mente reales al adjuntar una raiz cuadrada de un nimero cuyos conjugados son
todos negativos. Todos los campos Q((,) son CM-campos; sus subcampos reales
maximales son Q(¢, + ¢, '), y son obtenidos de Q((,) al adjuntar la rafz cuadrada
de (2 + (% — 2 (el discriminante del polinomio X? — ({, + ;)X +1).
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Teorema 3.4.4. Secan K un CM-campo, y K su subcampo real maximal. Entonces,

h(K*) | h(K).
DemosTrACION: Ver [20], capitulo 4, teorema 4.10 (pp. 39). O

Dado un campo K, con K su subcampo real maximal, es comtn denotar al nimero
h(K™*) como h*(K). Ahora bien, dado el teorema 3.4.4, entonces se tiene que el
cociente h(K)/h*(K) € Z. A dicho cociente se le denota como h™(K) y recibe el
nombre de niimero de clases relativo del campo K.

A continuacion introduciremos otra cantidad importante para el estudio de los cam-
pos numéricos. Dado un campo numérico K, se considera el grupo E de unidades del
anillo de enteros O, y el grupo andlogo E™ correspondiente a las unidades de O+ .
Por ultimo, se considera el grupo W de las raices de la unidad contenidas en K. En-
tonces, se define el nimero Q(K) como Q(K) := [E : WET]. Es posible demostrar
que Q(K) =1 o 2 para cualquier CM-campo K; sin embargo, nosotros nos limitare-
mos a demostrar, mas adelante, que Q(Q((,)) = 1, cuando p es un nimero primo. De
momento, nos limitamos a enunciar una proposicién que concierne a dicho ntimero.

Proposicién 3.4.1. Sean K un CM-campo y K* su campo real maximal. Entonces,

1
sir:§[K:Q]—1, se tiene que
Reg(K) 1

Reg (K+)  Q(K)

DemosTRACION: [20], capitulo 4, proposicién 4.16 (pp. 42). OJ

‘s

Teorema 3.4.5. Sea K el campo perteneciente al grupo de caracteres de Dirichlet
X. Entonces, se tiene que

() = Quow TT (55

en donde w es el numero de raices de la unidad presentes en el campo K.

DemosTRACION: Sea n = [K : Q. Estamos suponiendo que K no es real, de modo
que tiene n encajes complejos y ninguno real, mientras que K tiene n/2 encajes
reales. Por otra parte, es claro que el nimero de raices de la unidad en Kt es 2. En
consecuencia, dada la ecuacién (3.4.2), se tiene que

T 2w - (27)"/2h( K )Reg (K)

NS

x#1
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2"2h* (K)Reg (K)
I a0 = = :
ex 2¢/[d(K)
dx=0
X#1
Dividiendo estas dos expresiones, y tomando en cuenta la proposicion 3.4.1, tenemos

que

n/2yp— 1 n/2—1
TR (K)Q(K 2

L1 2000 =05 a0 e

N

Dado que este ultimo producto involucra tinicamente caracteres impares, podemos
aplicar el teorema 3.3.3, para obtener que

oK) T,
K)w/]d(K) Jd(K )| H fo Y

Debido al teorema 3.3.1, tenemos que

1T A

|d(K) /d(K*)| = ﬁ ; = 1] #

=1
XEX X
5y =0

Tomando ademds en cuenta que el numero de caracteres impares en X es n/2
tenemos que

(2" h-(K) B SR S
Ky " T H
II0
— (ﬂ@)"/2| Sx= 1/de+ HBlX

Es decir, que

1]t

( )n/2 X€EX

Sx=1

By 5.
S ] L

dx=1

h™(K) = Q(K)w
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Por otra parte, la proposicion 3.3.3 implica que

VIR
|d(K)]

e | %)

x€X

1] 00

xXEX
Sy =0

i I =0,

xeX
Sy =1

de modo que tenemos

Basta notar que i"/2"/? = (—1/2)"? y repartir cada uno de los —1/2 en cada uno
de los factores del producto, para obtener el resultado deseado. O

La importancia del teorema anterior radica en que proporciona una féormula para el
nimero de clases relativo que no involucra ni reguladores, ni otro tipo de cantidades
dificiles de calcular. Por esto, la férmula que proporciona dicho teorema es adecuada
a nuestros propositos. De ahora en adelante, comenzaremos a encaminar toda esta
teoria hacia el caso particular de los campos ciclotomicos.

Lema 3.4.1. Sea p un nimero primo. Entonces, Q(Q((,)) = 1.

DEMOSTRACION: Sea E = Z[(,|*, W el grupo de raices de la unidad que se en-
cuentran en Q((,), y E* el grupo de unidades del anillo de enteros de Q((,)".
Entonces, Q(Q((,)) = [E : WE™]. Considérese el homomorfismo ¢ : E — W, dado

por ¢(g) = i, V ¢ € E. Notemos que, para todos los encajes o de Q((,) en C, se
g

tiene que o(8) = o(e). En consecuencia, |o(4(¢))| = 1, V o, de modo que, por el

lema 3.2.1, tenemos que efectivamente ¢(¢) € W, Ve € E.

Consideremos el epimorfismo canénico ¢ : W — W/W?2, con ayuda del cual podemos

construir el homomorfismo 1) = (p o ¢) : E — W/W?2. Afirmamos que ker(¢)) =

WE™T. En efecto, tomemos ¢ € WE"', de modo que podemos escoger ( € W'y
€1 € Et tales que € = (e;. Entonces,
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_ e
G

Be)=2=2==¢"

pues ({)™' = ( y e, € R dado que ET C R. Asi, ¢(c) € W? = ¢ € ker(¢) =
WE™ C ker(¢). Ahora bien, sea ¢ € ker(¢). Entonces, eso significa que ¢(g) € W2,

de modo que podemos escoger ( € W tal que i = ¢(g) = ¢*. Tomemos ¢, = ("'e. De
g

esta forma, tenemos que e, = (™! = ¢ = &7, con lo cual ¢; € R, y claramente ¢; es
una unidad cuyo inverso también se encuentra en R. Esto significa que ¢; € E™. De
ahi que e = (g1 € WE™ = ker(y)) C WE™. Por consiguiente, ker(y)) = WE™ y asi,
del Primer teorema de Isomorfismos para grupos, se sigue que E/WET 2 )(F) =
#(E)/W?2. De este modo, si lograramos demostrar que ¢(F) = W2, tendriamos que
E/WEt =2 W?/W? = (e), con lo cual Q(Q((,)) = [F : WET] = |[E/WE*| = 1.

Ahora bien, de acuerdo con la demostracion del lema 3.2.2, dado € € Z[(,|" = E,

entonces ¢(e) = i = +(, en donde W = {£(}|0 < i < p}. En consecuencia, es
B

claro que ¢(c) € W? = ¢(E) C W2, de donde se sigue lo pedido. O

Sea p un numero primo. En adelante, por w nos referiremos a un generador del grupo
de caracteres de Dirichlet médulo p, C, = (Z/pZ)*, el cual, como hemos comentado
anteriormente, es ciclico. Entonces, w es de orden p—1,y C, = {xo,w, w?, -+ ,wP™?}.
Es claro que el campo perteneciente al grupo C, no es otro que Q(¢,), el cual no
es real. De modo que C, debe contener caracteres impares. En consecuencia, nece-
sariamente se tiene que w es un caracter impar, y los caracteres impares de C, son

w,w?, -+ wP™?; mientras que los caracteres pares son Yo = w’, w?, -+, wP 3.

Proposicién 3.4.2. Sea p un numero primo, y n un niumero impar, con n #
—1 mod (p —1). Si w es un generador del grupo C,, entonces se tiene que Bjun
es un p-entero, y mds aun, se cumple la siguiente congruencia dentro de Zgy,):

DemosTrACION: Ver [20], capitulo 5, seccién 3, corolario 5.15 (pp. 61). O

A continuacién, enunciamos el que muy probablemente es el méds importante resul-
tado de la presente seccién.
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Proposicién 3.4.3. Sea p un nimero primo impar. Entonces, p | h~ (Q((,)) <
p|U;, para algin j =2,4,--- ,p—3; en donde U; es el numerador del j-ésimo nimero
de Bernoulli B;.

DeMosTRACION: Tomemos w un generador del grupo C,. Entonces, los caracteres

impares correspondientes a Q((,) son exactamente w, w3, -+ ,wP2. Por otra parte,

el lema 3.4.1 afirma que Q(Q({,)) = 1. Ademds, por el corolario 3.1.1, sabemos
que el nimero de raices de la unidad contenidas en Q((,) es exactamente 2p. En
consecuencia, el teorema 3.4.5 nos garantiza que

(p—1)/2 1
o) =2 IT (~38n),
j=1

Ahora bien, debido a la proposicién 3.4.2, sabemos que

(p—3)/2 (p—3)/2
1 o 1 By
| | (—§Bl,w2j1) = | | <_§ . 2] ) mod Y&

J=1 Jj=1

En consecuencia, tenemos que

(p—3)/2
B
h™(Q(G)) =2p (—%B1,wp2) H (—% . 2—?) mod p.

j=1

Por otra parte, es posible demostrar, utilizando la teoria de los enteros p-adicos (ver

20], capitulo 5), que pB; -2 = p— 1 = —1 mod p. De esta forma, se tiene que
1
2p(—§Bpr2) = 1 mod p, y por lo tanto

(p=3)/2
Bs:
@)= T (-5-52) modr

j=1

Esto significa que h~(Q((,)) = 0 mod p <= para algin j = 2,4,--- ,p—3, se tiene
1 B; 1 B;

que —o - 7] =0mod p < 1<ord, <—§ : 7]> = ord, (1/2) 4+ ord, (B;/j) =

ordy, (B;/j) <= p|Uj.

Proposicién 3.4.4. Sea p un nimero primo impar. Si p | hT(Q(()), entonces

p | (Q(G)-

DeMOSTRACION: [20], capitulo 5, seccién 6, teorema 5.34 (pp. 78-79). O

Hasta la fecha, no se conoce ningin ndmero primo p tal que p | AT(Q(()). Se
cree que esto nunca ocurre, y dicha creencia recibe el nombre de conjetura de
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Vandiver. Las dos proposiciones anteriores conducen al siguiente teorema, el cual
es fundamental para establecer el resultado principal del presente capitulo.

Teorema 3.4.6. Sea p un nimero primo impar. Entonces, p | h(Q((,)) <= p es
un numero primo irreqular.

DEMOSTRACION: p | h(Q((,)) = hT(Q()R (Q) <= p | AT(Q(G)) o

p | h(Q((,)). Por la proposicién 3.4.4, cualquiera de los dos casos significa que
p | h~(Q(¢p)), y por la proposicion 3.4.3 esto ultimo es equivalente a la irregularidad
de p. O

3.5. Un caso particular del tultimo teorema de
Fermat

Pierre de Fermat conjetur6 que, si n € N, con n > 3, entonces la ecuacién

Yt =" (3.5.1)

no tiene solucién, con x,y, z € Z\{0}. Esta conjetura, que fue demostrada por Wiles,
se conoce con el nombre de Gltimo teorema de Fermat (y ya recibia ese nombre
desde antes de que se hubiera demostrado). La ecuacién (3.5.1) recibe el nombre de
ecuacién de Fermat.

Supdngase que se tiene una solucién de la ecuacién (3.5.1), es decir, que existen
los nimeros z,y,z € Z\{0} tales que ™ + y" = 2", y sea d = (x,y, z). Entonces,
los enteros no nulos x/d,y/d, z/d seran otra solucién para la ecuacién (3.5.1). Es
por ello que, para probar el tltimo teorema de Fermat, basta demostrar que dicha
ecuacién no admite soluciones enteras x,y, z cuando (z,y,z) = 1.

Ahora bien, supéngase que, para algin n € N, n > 3, la ecuacién (3.5.1) tiene una
solucién en los enteros no nulos z, y, z. Entonces, esto implicard que la ecuacion (3.5.1)
tiene solucién para todo exponente m tal que m | n. En efecto, si m | n, esto significa
que ™ Y™ ™ e 7, con (x"/m)m + (y"/m)m = (z”/m)m. Dado que cualquier
nimero natural n > 3 es divisible ya sea por 4 o por un nimero primo impar, en-
tonces basta demostrar que la ecuacién (3.5.1) no tiene solucién cuando n =4 o n
es un nimero primo impar. El caso n = 4 fue demostrado por Fermat mismo, y esta
demostracion es una de las dos unicas que se le llegaron a conocer.

En la presente seccion, observaremos la demostracion del caso particular cuando el
exponente de la ecuacién (3.5.1) es un numero primo regular. En otras palabras,
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se demuestra que la ecuacién z? + y? = zP no tiene solucién con x,y,z € Z\{0}
cuando p es un numero primo regular. Con ello, en virtud del teorema 2.3.3, se
habrd demostrado la inexistencia de soluciones de la ecuacién (3.5.1) para aproxi-
madamente el 61 % de los exponentes que son nimeros primos impares. Hablando
informalmente, dirfamos que se demuestra “mas de la mitad” del ultimo teorema de
Fermat.

Obsérvese que, si se tiene una solucién entera no nula z, y, z para la ecuacién (3.5.1),
y p es un numero primo que divide a dos de los niimeros z,v, z, entonces necesa-
riamente p dividird al tercero de ellos. En efecto, supéngase que, por ejemplo, p | x

T n n
y p | y. Entonces, se tendra que p" ((—) + (E) ) ="=p|2"=p|=z S
p p
. ) . ~ n T n .
en cambio, p | x y p | z, entonces se tendra que p ((— — <—> ) = ", de
p p

donde se sigue un resultado analogo. En consecuencia, es posible concluir que, si
x,y,z € Z\{0} son una solucién de la ecuacién de Fermat, y dos de los nimeros
x, 1, z no son primos relativos, entonces (x,y, z) # 1. En otras palabras, se tiene que

(#,y,2) =1= (z,y) = (y,2) = (z,2) = L.

Es por ello que, si acaso hubiera soluciones enteras x, ¥, z para la ecuacién xP 4+ yP =
2P con p un numero primo, entonces si se tiene que (z,y,z) = 1, serd imposible
que p divida a dos o més de los nimeros z,y, 2. En consecuencia, se tienen dos
posibilidades: o bien p { zyz, o bien p divide a uno y sélo uno de los nimeros z,y, z.
La primera posibilidad recibe el nombre de primer caso del dltimo teorema
de Fermat, mientras que la segunda se conoce como segundo caso del ltimo
teorema de Fermat. En este tultimo caso, sin pérdida de generalidad, se puede
suponer que p | z, pt xy. A continuacién demostraremos que el primer caso no puede
ocurrir, cuando el exponente p es un ntimero primo regular. Como la demostracion
es por contradiccién, comenzaremos por suponer que se tiene una solucién de la
ecuacion de Fermat, y observaremos las implicaciones de tal suposicion hasta llegar
a una contradiccion.

Suposicién. Se tiene que p es un niumero primo reqular; y se tienen x,y,z € Z,
con (z,y,z) =1 y pfayz, tales que zP + y? = 2P.

Observemos las implicaciones de la Suposicion. En primer lugar, como ya se men-
ciond, dado que (z,y,z) = 1, entonces se tiene que (z,y) = (y,2) = (z,2) = 1. Por
otra parte, como p es un numero primo irregular, entonces, por el teorema 3.4.6,
se tiene que p 1 h(Q((,)). Esto significa, como se mencioné en la seccién 3.2, que
si I es cualquier ideal del anillo Z[(,] tal que I” es un ideal principal, entonces
necesariamente se tendra que I es también un ideal principal.
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Ahora bien, recordando que X? —1 = (X — 1)(X — )(X — ) --- (X — &™),
haciendo X = —z/y y multiplicando a ambos lados por (—y)P, se obtiene que
o +3 = (@ +)(x +Go)(w + ) - (z+C2'y). Dado que a? + 4P = 7, se sigue
que, a nivel de ideales en Z[(,|, se tiene la siguiente igualdad de ideales

(x+y)z+ Gy)(z+ Cy) - (x+ Ey) = (2)P. (3.5.2)

Lema 3.5.1. Sii % j mod p, entonces los ideales (x+Cy) y (x+Qy) de Z[(,] son
primos relativos.

DEMOSTRACION: Sea A = (z + (Jy) + (z + ¢Jy). Entonces, (¢J — )y = (z + {ly) —
(z+y) € A. Asimismo ¢J(z+y), ¢ (x+y) € A, de modo que (¢ —()x = (o +
GHy) — (Cx + ¢y) € A. Como (x,y) = 1, existen r, s € Z tales que rz + sy = 1.
Por consiguiente, ¢J — (= 7({] — ¢))x + 5(¢) — ¢}y € A. Podemos, sin pérdida de
generalidad, suponer que ¢ > j. De ahi se sigue que 1 — C;*j = Cg’j(@' — Q;) €A,
razén por la cual tendremos que (1 — ¢/77) C A.

Sin embargo, del corolario 3.1.2, sabemos que el ideal (1 — C;_j ) es un ideal maximal,
de donde se desprende que o bien A = (1—(/7/) o bien A = Z[(,]. Ahora bien, de la
ecuacién 3.5.2 se sigue que 2” € A. Asi, si suponemos que A = (1 —¢'77), tendremos
que z¥ € (1 —¢/77), por lo cual 2P = a1 — (/) para algin « € Z[(,]. Entonces,
tomando normas a ambos lados de esta tltima igualdad, vemos que

207D = N(2P) = N(a)N(1 - ¢77) = N(a)p,

es decir, se tiene que p | 2?®~Y en Z. Siendo p un nimero primo, necesariamente
se sigue que p | z, lo cual contradice la Suposicién. Por lo tanto, concluimos que
(x+ Qy) + (z+ {Jy) = A = Z[] y por ello los ideales en cuestién son primos
relativos. O

Corolario 3.5.1. Los ideales del anillo Z[Cy] de la forma (x + (ly), cont € Z, son
potencias p-ésimas perfectas.

DemMosTRACION: Dado que el anillo Z[(,] es un dominio Dedekind, entonces en
él se cumple la factorizacion unica de ideales como producto de ideales primos.
Escribamos, pues, para cada 0 <t < p—1, (x + (ly) = P Py --- Pt con los
P;; ideales primos distintos entre si. De hecho, por el lema 3.5.1, se tiene que todos
los P,; son distintos entre si. Ahora bien, escribamos (z) = Q"' Q5?--- Q% con los

(Q; ideales primos distintos entre si. De la ecuacién 3.5.2; observamos que

(Pﬁ)lopzo(é)m L Po‘noo) (Pﬁupgoim L. Paml) .

no0 nyl

(Plory Py Pumigly') = Qimas®-qum

1(p—1) = 2(p-1) np_1(p—1)
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Como ya lo mencionamos, este tipo de factorizaciones son tnicas salvo orden. De
modo y manera que necesariamente se tendra que, para cada 1 < i < m, Q; = Pj
para algunos j,t, con pf3; = «j;, y viceversa, para cada par 1 <t < p—-1,1<
Jj < my, se tendra que Pj; = @, para algun 7, con pf3; = a;;. Asi que, escogiendo
adecuadamente los numeros 1 < 4q,19, - ,i,,, tendremos que

(w+(ly) = PPyt Bt =

ntt
Biy ~PBi DBin Biy ~Bi Bin, \?
Qill i22...Qint t:< i11 i22“.Q7;ntt)
y tal cosa es lo que se aspiraba a demostrar. O

Lema 3.5.2. Euxisten los elementos § € Z[(y],u € Z[()* N R tales que x + (y =
GuB, cons € Z y f=nmod p, para algin n € Z.

DEMOSTRACION: Del corolario 3.5.1, sabemos que existe un ideal U de Z[(,] tal que
(x+ (py) = UP, de manera que U? es un ideal principal. Ademads, como p 1 h(Q((,)),
se sigue que U también es un ideal principal. Por consiguiente podemos escoger
a € Z|¢) tal que U = (o). De ahi que (z + (y) = UP = (a)? = (o), de modo y
manera que & + (,y v o son asociados. Por lo tanto, hay un elemento e € Z[(,]* tal
que = + (Y = ear.
p—2
Ahora bien, podemos representar a o como o = Z a; ;, cona; € ZV0<1<p—2,
i=0

p—2 p p—2
con lo cual se tendra que of = (Z ai@) = Zai mod p. Asi que escogemos

i=0 i=0
p—2

n = Zai € 7Z, = oP, para tener que = n mod p. Ademads, por el lema 3.2.2
i=0

existe un ¢ € Z tal que (fe € R, por ello, si escogemos u = (le € Z[(]* NR y
s =p—t € Z, tendremos que

v+ Gy =ef = 'GEB = Gupb,

con s, u, 3 satisfaciendo las condiciones solicitadas. O

Lema 3.5.3. p divide a x + Qy — (2°x — (¥ 'y dentro del anillo Z[(p), en donde s
es como en el lema 3.5.2.

DEMOSTRACION: Por el lema 3.5.2, se tiene que x + Gy = (Juf3 para 3 € Z[(y),u €
Z|G)* NR,s € Zy f =n mod p para algin n € Z. Tomando complejos conjugados



3.5. Un caso particular del iltimo teorema de Fermat 89

a ambos lados, obtenemos que z+ ¢ 'y = ¢, *uf3. Por lo tanto, ¢, *(z+ () — ¢ (z +
Cp_ly) = uf —ufB =u(f— B3); pero f = 3 =n mod p, de manera que G (r+ Gy) —

Gz +¢Gly) =u(@=B)=u(n—n)=0modp=p|*(z+Gy) = Glr+('y)
en Z[(y). .. multiplicando por ¢, obtenemos que p | z + Gy — x — 1y, O

Lema 3.5.4. Supongase que o = ag + a1(p + -+ + ap_QCI’j’Q € Z[¢y), con a; €
Z, V0<i<p—2.Sin€Zestal quen | a, entoncesn | a; en Z, V0 <j<p-—2.

DemMosTRACION: Como n | «, tenemos que o = nf, para algin 3 € Z[(,]. Si
escribimos 3 = by + b1¢, + -+ - + bp,2C£_2, con b; € Z, tendremos entonces que

0=a—nf = (ag—nby) + (a1 — nb1)¢ + - - - + (ap—a — nby_2)¢2 >

Dado que el conjunto {1,¢,,¢2,...,¢27%} es un conjunto Z-linealmente indepen-
diente de Z[(,|, tenemos entonces que a; —nb; = 0, para todos los 0 < j <p—2, en
otras palabras, nb; =a;on|a;, V0<j<p-—2. 0

Finalmente, todas las consecuencias de la Suposicién se conjugan para dar lugar a
una contradiccion, llegando al teorema siguiente.

Teorema 3.5.1. Sea p un niumero primo reqular. Entonces, la ecuacion

a4 yP = 2P,

con p1xyz, no tiene solucion en enteros.

DEMOSTRACION: Si p = 3, entonces, como 3 {  se sigue que 3 = +1 mod 9, y
lo mismo ocurre para y y para z. De este modo, 2*> = &1 mod 9, mientras que
22+ 13 = —2,0 02 mod 9, lo cual es contradictorio. Asf pues, podemos suponer que
p> 3.

Ahora bien, del lema 3.5.3, sabemos que, tomando s como en el lema 3.5.2, se tiene
que p | 4Gy —*x— (2 y en Z[(p]. Silos enteros ciclotémicos 1, (,, (2%, (257" son
distintos entre si, entonces, como p > 5, del lema 3.5.4 tendremos que p |z y p | v,
lo cual contradice la Suposicion. Asi pues, los nimeros mencionados no son todos
ellos distintos entre si. Como 1 # (, y Cgs # Qgsfl, tenemos entonces tres casos:

(1) 1= ¢°: En este caso, el enunciado del lema 3.5.3 se traduce en p |  + Gy —
T — C];ly = Gy — Cgily. Esto ultimo, por el lema 3.5.4, significard que p | v,
una contradiccion.
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(2)

1 = ¢*7', o, equivalentemente, ¢, = (2°: En este segundo caso, conviene
comenzar por demostrar que, siempre que se cumpla la ecuaciéon de Fermat
P + yP = 2P se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que x Z y mod p.
En efecto, comencemos suponiendo que z = y = —z mod p. Entonces, de la
ecuacién de Fermat obtendremos —22P = 2P mod p que equivale a p | 3z,
lo cual no puede ser, pues de antemano supusimos p # 3,p 1 z. Asi pues,
nuestra suposiciéon inicial no se cumple, de donde se debe de tener que alguna
de las tres * Z y mod p, y # —z mod p o —z #Z x mod p se cumple. Sin
embargo, la ecuacion de Fermat contiene de manera simétrica a x y a y, razén
por la cual podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que simplemente
alguna de las dos z #Z y mod p o * Z —z mod p se cumple. Pero en el ltimo
caso, reescribimos la ecuacién de Fermat como 2f 4+ (—2)P = (—y)?, y de esta
forma —z toma el papel de y y —y el de z. En cualquier caso, obtenemos que
x Z y mod p.

Ahora bien, en el caso que estamos tratando, lo que el lema 3.5.3 dice puede
escribirse como p | (v —y) — (z — y)(p. Por el lema 3.5.4, esto implicara que
p | x—y, es decir, z = y mod p. Sin embargo, esto tiltimo entra en contradiccién
con lo demostrado anteriormente.

Cp = (35_1: Si esto ocurre, el lema 3.5.3 se escribe como p | x—l—@y—(ﬁx—gpy =
x—CIfx, de modo que por el lema 3.5.4, tendremos que p | x, lo cual es absurdo.

En cualquiera de los tres casos, obtuvimos contradicciones, todas ellas nacidas
de la Suposicion. Es por ello que tal Suposicion debe ser falsa, y el teorema se
sigue.

O

Demostrar el segundo caso del iltimo teorema de Fermat, cuando p es un nimero
primo regular es algo bastante mas complicado de lo que fue el primer caso, y se re-
quiere teoria profunda que sobrepasa la meta del presente trabajo. En consecuencia,
s6lo mencionaremos el resultado correspondiente.

Teorema 3.5.2. Sea p un niumero primo reqular. Entonces, la ecuacion

2P+ P = 2P,

conptay, p|z, z#0, no tiene solucion en enteros.

DeMOSTRACION: Ver [20], capitulo 9, seccién 1 (pp. 167-173); y seccién 2, teorema
9.3 (pp.173-174). O

Es facil ver que los teoremas 3.5.1 y 3.5.2, juntos, dan como resultado el siguiente
teorema, el cual es el resultado principal de todo este capitulo.
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Teorema 3.5.3. Sip es un numero primo reqular, entonces la ecuacion

2P+ P = 2P,

no tiene solucion para x,y,z € Z\{0}.
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Conclusiones

Después de observar todo aquello que se menciona en el presente trabajo de tesis, no
es dificil concluir que los nimeros de Bernoulli (junto con sus derivados, tales como
los polinomios de Bernoulli, los niimeros primos regulares o los niimeros de Bernoulli
generalizados), lejos de constituir un concepto estéril, resultan ser una herramienta
poderosa para atacar importantes problemas dentro de la Teoria de Numeros. El
hecho de aplicarlos a estos problemas, ha desembocado en importantisimas conse-
cuencias, tales como el caso particular del iltimo teorema de Fermat que se muestra
en el tercer capitulo, y que hasta antes de Wiles, era lo mas importante que se habia
hecho a este respecto. Por otra parte, los valores que se encontraron para la funciéon
zeta de Riemann arrojan luz sobre dicha funcién, la cual resulta ser una de las més
importantes dentro de la Teoria de Niimeros. Asi, los nimeros de Bernoulli no sélo
tienen aplicaciones en Teoria de Niimeros, sino que aparecen en el corazén mismo de
esta rama de la matematica, relacionandose con varias de las nociones fundamentales
de ésta. Por otra parte, desde el punto de vista histérico, los niimeros de Bernoulli
pasean codo a codo con varios de los principales conceptos de la matematica actual,
por ejemplo con el concepto de ideal que, como vimos, surgié a raiz de los intentos
de Kummer por demostrar el iltimo teorema de Fermat. Asi, finalmente, podemos
concluir que, como reza el titulo de la presente tesis, los nimeros de Bernoulli re-
sultan de gran importancia, y tienen como consecuencia numerosas aplicaciones
fundamentales, hermosas e interesantes dentro de la Teoria de Numeros.
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