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VII

Introduccion

Este trabajo ha sido escrito con la intencion de dar una breve introducciéon a la
teoria de caracteres en grupos finitos y ejemplificar con algunos resultados béasicos
la importancia que juega ésta en la teoria de grupos. Para esto, se presupone todo
el material basico sobre grupos, y algunos conocimientos extras tales como algebra
lineal y un poco de teoria de anillos y campos; siempre que mencionemos la palabra
grupo, nos referiremos a un grupo finito a menos que se diga explicitamente lo con-
trario. El trabajo estd dividido en dos grandes capitulos, a grandes razgos podriamos
decir que el primero es "la teoria” y el segundo "los ejemplos”.

En la Seccién 1.1 se introducen los conceptos de algebras y moddulos, siendo estos
ultimos tratados siempre sobre algebras; se desarrolla todo el material que sobre de
estos utilizaremos y para concluir se demuestra una version simplificada del Teorema
de Wedderburn (1.1.12) y el Teorema de Mashke (1.1.13), juntos justifican el desarro-
llo posterior. Si bien el concepto de médulo es mucho més extenso de lo que aqui se
presenta, para los fines de este trabajo es suficiente con tratarlo de esta manera.

La definicién de representacion se introduce en la Secciéon 1.2 junto con la de car-
acter, los resultados de la seccién previa son utilizados para demostrar lo que a
juicio del autor son las 3 propiedades fundamentales (que este trabajo presenta) de
los caracteres irreducibles (1.2.8, 1.2.12, 1.2.17). Cabe aclarar que no se profundiza
demasiado en la basta teoria de representaciones, solo se desarrolla el material que
serd necesario para justificar lo expuesto.

Hasta este punto los caracteres estan siempre ligados a una representacion, esto se
abandona en la siguiente seccion donde se presentan diversas maneras de obtener
un caracter sin tener una de antemano. De entre todos los métodos expuestos la
induccion es quiza el mas importante y el menos trivial, es importante recalcar que
no se hace mencién alguna sobre las representaciones inducidas; esto es motivado
primeramente por cuestiones de extension y en segundo lugar por que el objetivo
del capitulo (y de todo el trabajo) son los caracteres. Sin embargo es importante ob-
servar que este es un muy buen ejemplo de como los caracteres motivan la teoria de
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representaciones; historicamente los caracteres inducidos aparecieron primero, poste-
riormente al intentar recuperar”su procedencia surgié el concepto de representacién
inducida.

Aunque me hubiese gustado incluir el Teorema de Induccién de Brauer y el con-
cepto de grupo p-elemental, esto inevitablemente llevaria el trabajo por una linea
muy "tedrica”, siendo que desde un principio esta tesis fue planeada para presentar
tanto teoria como aplicaciones; por esta misma razén los resultados expuestos en el
Capitulo 2 poseen demostraciones relativamente breves, de hecho, este fue el princi-
pal criterio de seleccion. También se intentd no ser repetitivo y exponer resultados
variados (en su conclusién o en su demostracién) para mostrar el largo alcance de
la teoria de caracteres.

En la seccién 2.1 se presentan algunos teoremas que involucran caracteres y con-
mutadores, siendo 2.1.6 y 2.1.9 los resultados principales, ademéas de los resultados
esta seccion pretende ejemplificar la manera en como se manipulan algunas opera-
ciones que involucran caracteres, ya que estos no siempre son faciles de manipular.
La siguiente seccién expone un resultado clasico de Frobenius 2.2.1, es importante
mencionar que la demostracién que desarrollo no es la primera que Frobenius pub-
lic6. La primera se basoé en un estudio del producto exterior de la representacion
regular y no se presenta aqui ya que el mencionado producto exterior requiere una
construccién demasiado extensa para ser incluida.

La siguiente seccién (2.3) es quizé la méas espectacular en el sentido de que ”con
poco desarrollo se logra obtener mucho”, y trata brevemente de un problema surgido
también de la teoria de caracteres el cual es determinar un grupo (simple) a partir
del centralizador de una involucién ([3] pag. 54 Teo. 4.12). En esta misma linea
se encuentra el Teorema de Brauer-Suzuki-Wall el cual fue uno de los primeros
resultados sobresalientes en esta direccion, posee una demostraciéon muy similar a
la que aqui desarrollamos de 2.3.2; lamentablemente hace uso de un par de detalles
fuera del alcance de este trabajo.

La ultima seccién desarrolla una versién extensa y detallada del Teorema de Nagao
(2.4.1), el cual afirma que un grupo simétrico esta determinado univocamente por su
tabla de caracteres; en la misma manera en como se expone aqui se puede demostrar
que esto también es valido para los grupos alternantes ([11]). Estos resultados estan
muy relacionados con la clasificacion de grupos finitos, uno de los problemas fun-
damentales en la teoria de grupos, mi mayor area de interés y el mejor ejemplo de
que la teoria de caracteres es una de las herramientas mas poderosas en la teoria de
grupos.



Capitulo 1

Teoria Basica de Caracteres

1.1. Algebras y moddulos

En esta seccion se exponen conceptos basicos que seran usados a lo largo de todo
este trabajo. Muchos resultados en algebra lineal y en teoria de anillos seran usados
sin demostracién. Primeramente recordemos dos importantes conceptos.

1.1.1 Definicion
Un campo es un conjunto no vacio F' junto con dos operaciones internas, llamadas
adicion ‘“+7 y multiplicacion “7 de forma tal que:

F.+ y F* - son grupos abelianos y

ap(ag + ag)=ajae + anaz, VYV ag,ae,a3 € F,

donde F*=F\ {0}.

La caracteristica de un campo es el menor nimero natural (si hay alguno) n tal
que n - 1 =0; si un nimero tal no existe, la caracteristica se define como cero. En
todo campo la caracteristica es cero o un nimero primo.

1.1.2 Definicién

Dados un conjunto no vacio V', un campo F y dos funciones + : V. xV — V y
2 FxV =V llamamos a V un espactio vectorial sobre F' si V, + es un grupo
abeliano y Y v,weV, a,BeF :

(a+ B)v = av + fu,
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a(v+w) = av + aw,

(af)v = a(fv) y

lv =w.
En este trabajo, todos los espacios vectoriales se consideraran de dimension finita.

Sean V', W dos espacios vectoriales sobre F'y f:V — W una funcién tal que
flo+w)=fv)+ f(w) y flav)=af(v) si v,w eV y a € F, entonces f se deno-
mina lineal, también llamada transformacion lineal. Al conjunto de todas las
funciones lineales de V' en W se le denota por Hom(V, W). Cuando una funcién
lineal es biyectiva se dice que es un isomorfismo.

Tomemos f, g€ Hom(V, W) y a € F, entonces podemos definir dos nuevas funciones:
[f 4+ 9l(v) = f(v) + g(v) y
[ fl(v) = af(v).

Asi, el conjunto Hom(V, W) es un espacio vectorial sobre F' con elemento identidad
1(v) =wv. A los elementos de End(V) = Hom(V, V) los llamamos endomorfismos.
Sobre éstos podemos ademés definir el producto de f y g por:

[f9l(x) := [f o gl(x) = f(g(x)).

Al conjunto de los elementos invertibles bajo esta operacién (es decir, a las funciones
invertibles) se le llama el grupo lineal general de V' y se denota por GL(V).

1.1.3 Definicion
Sea F' un campo. Una F'-dlgebra es un espacio vectorial A sobre F' en el cual existe
un elemento llamado unidad (14) y una operacion - : A x A — A tales que:

aly=14a=a
a(bc) = (ab)c
a(b+c¢) =ab+ ac
(a+ b)c = ac+ bc
alab) = (wa)b = a(ab),

siempre que o, BEF y a,b,c € A.
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Las primeras cuatro condiciones de la definicion anterior, establecen que A es un
anillo unitario, y la iltima nos asegura la compatibilidad entre las operaciones de
Fy A.Si A" es un subconjunto de A tal que 1,€ A" y A’ es por si solo una élgebra
decimos que A’ es una subdalgebra de A.

Dadas dos F-dlgebras A, A’, una funcién o : A — A’ se denomina F-homomor-
fismo, o simplemente homomorfismo (si el contexto es claro), cuando:

o € Hom(A, A",

o(ab) =o(a)o(b) Va,be Ay
0'(1,4) = 1A’-

La més importante de las dlgebras que trataremos es la llamada algebra de grupo.

1.1.4 Definicion
Sean G un grupo y F un campo. Al conjunto de sumas formales:

Zagg conags € F, VgeQG,

geG

se le suele denotar por F|G] y junto con las operaciones:

Zagg + Zbgg = Z(ag +bg)g,

geG e geqG
D a9 D by =3 ( > %by)g y
geG geG geG zYy=g
04~Zagg: Z(aag)g, acF,
geG geG

forma una F-dlgebra denominada el dlgebra del grupo G sobre F'.

Otros ejemplos importantes de dlgebras son M,,(F') el dlgebra de matrices de grado
n sobre F'; y cuando V' es un espacio vectorial, el conjunto End(V') es una F-dlgebra
con las operaciones antes definidas.

1.1.5 Definicion
S1 A es una F'-dlgebra, entonces un espacio vectorial V' sobre F', en el cual estd defini-
da una funcion - : AxV — V, es llamado un A-mddulo si:

a(bv) = (ab)v,
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1qv =,
(a+b)v = av + bu,
a(v+w) = av + aw,
(va)v = a(av) = a(aw),

cuando a«€F, a,be A yv,weV.

Dada una élgebra A, un moédulo importante es el que se obtiene tomando V=Ay
definiendo el producto de un elemento de A por uno de V' como su producto en A,
a este médulo se le llama médulo regular de A y se denota por 44 o A°.

Un subespacio W de V' que bajo las operaciones de V' es un A-mdédulo por si solo
se denomina submédulo de V' y escribimos W <V. Si v €V definimos el conjunto
AW i={v+w : weW}. En V/W={v+W:veV} podemos introducir la estructura
de A-médulo definiendo para v,v' €V, a€F y a€ A:

(V+W)+ W +W)=(v+)+ W,

av+W)=av+W,
alv+ W) =av+ W.

Al médulo resultante se le conoce como moédulo cociente de V' 'y W.

Un homomorfismo entre dos A-médulos V' y W es una funcién f € Hom(V, W)
(es decir, una funcién lineal) tal que f(av) = af(v), cuando a € A y v € V. Al
conjunto de estas funciones lo denotamos por Hom(V, W), y claramente tenemos
Hom, (V, W) CHom(V, W). Si decimos que g es un homomorfismo de V' en W, esto
debe entenderse como homomorfismo lineal, y si lo llamamos un A-homomorfismo
es porque f € Homu(V,W). Cuando podemos definir un A-homomorfismo f de V'
en W que ademas sea una funcién biyectiva, llamamos a f un A-isomorfismo y
escribimos V' = W. Si f € Homa(V, W), los conjuntos K =Ker(f) e Im(f) son
submddulos de V' y W respectivamente, los cuales cumplen V/K = Im(f). Un A-
endomorfismo es un elemento del conjunto End, (V) = Homa(V, V) siendo este
ultimo una subdlgebra de End(V). Si f€End4(V), veV y definimos f - v:= f(v),
esta operacion hace de V' un End4(V)-mddulo.

Un médulo V' no trivial (es decir, # (0)), cuyos unicos submdédulos son (0) y V'
se denomina modulo irreducible, y reducibles en caso contrario. Si para todo
submédulo Wy podemos encontrar otro submaédulo W5 tal que V =W;&Ws,, entonces
decimos que V' es completamente reducible.

Supongamos que V' y W son médulos irreducibles sobre A, si f € Homa(V, W)
entonces Ker(f)=(0), Im(f) =W o Ker(f) =V, Im(f)=(0). Si f no se anula en
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todo V', entonces su kernel es trivial y, por lo tanto, es inyectiva. Ademés, Im(f)=W
y f es también sobre; no es dificil ver que, en este caso, f~t € Homs(W,V). Este
analisis demuestra parte de la siguiente proposicion.

1.1.6 Proposicién (Schur)

StV oy W son dos A-mddulos irreducibles, entonces todo elemento no cero de
Homy (V, W) tiene un inverso en Homa (W, V). En particular, End (V') es una dlge-
bra de division (es decir, una en la cual todo elemento no cero tiene un inverso). Si
F' es algebraicamente cerrado, entonces Ends(V)= F -idy.

Demostracion. Solo resta probar la ultima aseveracion. Para esto, tomemos f €
Enda (V) y consideremos el polinomio g(X) = det(f — X - idy); por ser F alge-
braicamente cerrado existe al menos una raiz de g(X) en F, sea ésta A . Entonces,
f — A -idy es no invertible y, por lo tanto, identicamente nulo. Tenemos asi que
Enda(V) C F -idy, y como la otra inclusién es trivialmente cierta se tiene la afir-

macion.
O

Tomemos un médulo no trivial V.y F={W <V : W #(0)}. Si V es irreducible,
entonces F = (). Si F # () tomemos V; € F, entonces V; es irreducible ¢ existe un
modulo no trivial Vo <V; < V. De nuevo, V5 es irreducible 6 podemos continuar este
proceso; lo importante radica en que después de un ntimero finito de pasos, debemos
obtener un modulo irreducible no trivial, de lo contrario existiria una torre infinita
de subespacios anidados de V', lo cual no puede ser cuando V' tiene dimension finita.
En otras palabra, todo moédulo no trivial debe contener al menos un submdédulo
irreducible no trivial. La relacion entre los médulos irreducible y los completamente
reducibles va mucho mas alla del simple parecido en los nombres.

1.1.7 Proposicién
Un modulo es completamente reducible si y solo si es suma directa de una familia
de submodulos irreducibles.

Demostracion. Sea A una dlgebra. Supongamos que V' es una A-moédulo comple-
tamente reducible y que {V,} es la coleccién de todos los submédulos irreducibles
de V. Definimos W = > V,. Si suponemos que W < V| podriamos encontrar un
submoédulo Wy #(0) de V' tal que V=W @ W, como W; es no trivial debe contener
un submédulo irreducible no trivial, digamos W/; por la definicién de W, tenemos
W] C W, por lo tanto W] C W N W;=(0), lo cual es una contradiccién, entonces
W =V. Ahora, V es de dimension finita y por lo tanto podemos elegir W’ <V
maximal con la propiedad de ser suma directa de elementos de {V,}. Si W' <V
existe un elemento V' € {V,} tal que V' € W’; por ser V' irreducible, W' N V' =(0)
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y por lo tanto W/ C W’ @ V', lo cual no puede ocurrir por haberse elegido a W’
maximal, entonces tenemos W' = V.

Supongamos ahora que V' es suma directa de una familia {V,,} de submddulos irre-
ducibles. Tomemos W<V y F={U<V: WNU=(0)}. Por ser V de dimension finita,
y por un argumento similar al del paragrafo que precede a esta proposicion, existe
al menos un elemento maximal en F, denotémoslo por W’. Si W @ W' #V | existe
Vo€{Va} con Vo & W @ W'y por ser V; irreducible (W & W) N Vy = (0). Ahora,
tomemos w € W N (Vo+ W), entonces existen vy € Vg y w' € W tales que w = vg+w/,
luego vg = w —w' €W @ W’ por lo tanto vo=0. Asi, w=w'€ W N W'=(0), como
w se eligi6 arbitrariamente, W N (Vy + W')=(0), lo cual contradice la maximalidad

de W’. Por lo tanto, V=W @& W’ -

Asi pues, los médulos irreducibles sirven como bloques basicos para construir médu-
los completamente reducibles, por lo tanto si queremos conocer todos los modulos
completamente reducibles nos basta con tener todos los médulos irreducibles. Esto
es relativamente facil con ayuda del siguiente resultado.

1.1.8 Proposicién
Si A es una dlgebra, todo A-mddulo irreducible es isomorfo a un méodulo cociente de

AA. Cuando A es semisimple, todo A-mddulo irreducible es isomorfo a un submddulo
de AA.

Demostracién. Sea V un A-moédulo irreducible no trivial y tomemos 0 # vy € V.
Definimos f:4A — V por f(a)=avy. Sia,beE A,a€F y x€ 4A tenemos:

fla+b) = (a+ by = avy + bvg = f(a) + f(b),
flaa) = (aa)vy = alavy) = af(a),
f(za) = (xa)vy = z(avy) = xf(a).
Por lo tanto, f € Homy (4 A, V). Como 1409 =1, Im(f)# (0) y, por ser V irreducible,

V =Im(f) = 4A/Ker(f). Si A es semisimple, existe W < 4 A tal que 4A= Ker(f)eW

y por lo tanto W = 4 A/Ker(f). -

Asi, cuando A es semisimple nuestro problema anterior se reduce a explorar el
moédulo regular de A. De ahora en adelante, supondremos que A es semisimple,
podemos por lo tanto encontrar un conjunto de submoédulos irreducibles de 4A con
la propiedad de que todo A-moédulo irreducible sea isomorfo a uno y sélo a uno de
sus elementos. A un conjunto tal lo denotaremos por M;(A).
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1.1.9 Definiciéon
Sea V' un A-mddulo irreducible. La parte homogénea de V (en A), denotada por
V(A), se define como la suma de todos los submddulos de 4 A isomorfos a V.

Por la Proposicién 1.1.7, sabemos que 4 A = > - W, con W; submédulos irreducibles.
Entonces, D .o Wi € V(A). Sean p; la proyeccion de 4A en Wj y W' < 4A con
W'=V, entonces p;(W’')=(0) 6 W;, por ser W; irreducible. Cuando p;(W') =W;
W'/K; =W, donde K;= Ker(p;) "W’ < W' con este tltimo irreducible. Si K;=W"
tendriamos W’ C Ker(p;), lo cual no puede ser en vista de que p;(W') = Wj; por
lo tanto, K= (0) y W' = W;. Tenemos por lo tanto p;(W’) C >y oy Wiy, como
W= pi(W'), W' C > oy Wi. Dado que W’ es cualquier submédulo de A
isomorfo a V', VI(A)= 3 -y oy Wi

Asi que ny (A) := [{W;: W;=V}| no depende de la familia {W;}, pues dim V(A)=
ny(A)dim V. Si V' es otro A-mddulo irreducible y V=V’ entonces V(A)=V"(A).
Cuando V2V’ la relacién entre V(A) y V'(A) se vuelve més interesante, pues como
V(A= > Wiy {Wi: WiV} 0 {W;: W, 2V} =0, tenemos V/(A) N V'(A)=(0).

W=V

De todo esto podemos deducir que:

Como dimV (A)>0 V VeM;(A) y dim A<oo, |M;(A)] < co. Ademas,

dimA= )" dimV(4d)= > (ny(4) - dimV).
VEM;(A) VeM;(A)

Nos falta ahora determinar |[M;(A)| y ny (A) para V € M;(A). El siguiente resultado
nos servira como un paso intermedio.

Tomemos V' cualquier A-médulo y a € A. Definamos ay :V — V por ay (v) =av. Por
la definicién de un A-médulo, ay € End(V) y la funcién a — ay es un homomorfismo
de élgebras de A en End(V'). A su imagen la denotaremos por Ay .

1.1.10 Proposicion
Sea V un A-mddulo irreducible. Entonces:

1) V(A) es un Ends(4A)-submédulo de 4 A.

2) V(A) es un ideal minimal de A.
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3) Si V' es un A-modulo irreducible y V2V’ entonces xV' =0V z € V(A).

4) V(A) es un F-dlgebra isomorfa a Ay .

Demostraciéon. Tomemos 4 A4 = Z W; con W; irreducibles. Si v € Enda(4A4) y
v(W;) # (0), entonces Ker(y) N W, = (0) (por ser W; irreducible), luego ~(W;) =
W;22V lo que significa que v(W;) € V(A). Como y(V(A)) =2 .~y 7(Wi) tenemos
v(V(A)) =~ -V(A) CV(A), lo cual demuestra 1).

Si a € 4A y definimos 7, : 4A — 4 A por 7,(z) = za, tenemos que v, € End(4A),
luego V(A)a =, - V(A) C V(A), pero también aV (A) C V(A) (esto por ser V(A)
un médulo). Asi, V(A) es un ideal de A. Cuando xz € V(A), zV'(A) C V'(A), pues
V'(A) es un A-médulo, pero también zV’'(A) C V(A) por ser este tltimo un ideal;
entonces xV’(A)=(0). Ahora tomemos W; =V’ y denotemos el A-isomorfismo por
w, entonces V' = xu(W;) = p(xW;) = (0), pues W; C V'(A), y por lo tanto 3) ha
sido demostrado. Si W e M;(A) y €W (A), por 3) tenemos que xV =(0) VWXV
Sea pw la proyeccién de 4A respecto a W(A), W e M;(A). Si a € A tenemos que
a=Y wenm, Pw(a); por lo tanto, si veV

ay(v) =av = Z pw(a)v =xv =2xy(v), conxz e V(A).

Entonces, ay = zy y la funcién I' : a+— ay mapea V(A) en todo Ay . Representamos
la proyeccién sobre W(A), con V=W e M;(A), por py. Si x€V(A) y vy =0,

r=xl=z Y pw(l)=apv(l) = zv(pv(1)) = 0.
WeM;(A)

Luego, Ker(I') = e rp, Wi, donde M'; es la familia de elementos de M;(A) no
isomorfos a V. En otras palabras, 4 A=V (A)@®Ker(I"). Ahora, V(A) es un subespacio
de Ay, al ser un ideal, zy € V(A) si z,y € V(A), es decir, la multiplicacién de
A es cerrada en V(A); ademas, el elemento 1y = py(la) es la identidad en

V(A) y, por lo tanto, V(A) es una F-dlgebra; luego, se tiene 4). En consecuencia,
I'(1ya)) =T(14)=14,. Asi, al ser I" inyectiva en V(A), tenemos V(A)= Ay .

Sélo resta probar la minimalidad de V(A) como un ideal de A. Tomemos pues I un
ideal de A, con I & V(A). Por la definicién de V' (A), podemos encontar V5=V con
VoCV(A)y Vo € I. Como VoN I < Vyy V es irreducible, tenemos que Vo N 1= {(0).
Sixel, xVy C Vy por ser este ultimo un moédulo, y xV, C I al ser I un ideal; por
lo tanto, xV =2V, = (0), o equivalentemente zy = 0; como x € V(A), se tiene que
x =0y, finalmente, I =(0).

O
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Por el resultado anterior, estudiar V(A) se reduce a estudiar Ay .

1.1.11 Teorema
Sea V un A-mddulo irreducible y B=End (V). Entonces, Ay =Endg(V).

Demostracion. Primeramente, recordemos que ya vimos que B es una algebra y
que V es un B-mddulo. Si ay € Ay, ¢ € Enda(V) y v € V, entonces ay (¢ - v) =
ap(v) = ¢(av) = ¢ - (ay(v)) y, como claramente ay € End(V), ay € Endg(V), es
decir, Ay CEndg(V). Pero como A es semisimple, podemos suponer que V' C 4A.
Sea 0 # vy € V fijo, tenemos que vy € AvgA C AV(A)A C V(A), por ser V(A)
un ideal. Como AvyA también es un ideal, la minimalidad de V(A) garantiza que
AvgA =V (A), por lo cual existen a;,a; € A tales que 1y a4y = > avoa;. Siv eV,
v="1y v =>_(avo)(a;v). Tomemos ¢ €Endp(V) y, para v €V, definamos ¢, € B

por py(z) = zv, entonces P(zy) =¥ (py(x)) = ¢y (¥ () = ¢(x)y, V z,y € V. Como
a;vg, asv €V, st veV, tenemos:

Zw a;vg)(aiv) le a;vg)aw = av = ay (v),
donde azzw(aivo)ai. Por lo tanto, w:aveAv y Endp(V) C Ay. -

Combinando la mayor parte de los resultados de esta secciéon, podemos demostrar
un resultado muy importante debido a Wederburn.

1.1.12 Teorema
Si ' es un campo algebraicamente cerrado y A una F-dlgebra semisimple, entonces

dim A = Z (dim V)? y
VeM;(A)
dim Z(A) = [M;(A)],
donde Z(A) es el centro de A.
Demostracién. Sea V € M;(A). Por la Proposicién 1.1.6 y el Teorema 1.1.11,
respectivamente tenemos que Endy (V) =F -idy y Ay =End(V). Como End(V)=

M, (F), con n = dim(V) y V(A) = Ay, se tiene que dimV(A) = dim End(V) =
(dimV")? de donde se deduce la primera igualdad del enunciado del teorema.

Afirmamos que Z(A) = Y Z(V(A)). Si z € > Z(V(A)), digamos que x =) xy, con
v €Z(V(A)VVeM;(A),yyeAcony=> yy, en virtud de la Proposicién
1.1.10, se tiene que

Z ﬂﬂv)( Z > Z xvyv— Z YyvTy = yx.

VeM;( VeM;(A) VeM;( VeM;(A)
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Por lo tanto, z€ Z(A) y > Z(A) CZ(A) . Tomemos ahora x € Z(V(A)) y escribimos
x =Y zy conxy €V(A), VVeM(A);si W es cualquier elemento de M;(A) y
yw € W(A) tenemos:
ITwlyw = TYyw = Yywx = YywIw-
Entonces, xy € Z(W(A)) como W es arbitario z € > Z(V (A)).

Si ay € Z(Ay), entonces V a' € A, (ad')y = ayai, = aj,ay = (d’a)y. Luego, para
v €V, ay('v) = ay(dy(v)) = [adly (v) = [daly(v) = &} (av(v)) = day (v), con lo
cual ay € Enda(V) y Z(A(V)) € A(V) N Enda(V). Al tomar ay € Enda(V) y
a' € A cualesquiera, V v €V tenemos que ay (ay, (v)) =ay(ad'v)=d ay(v)=a}, (ay(v)),
luego ay € Z(Ay); en consecuencia, Ay N Enda(V) CZ(Ay). Finalmente, Z(Ay) =
Ay NEnda(V), pero como EndA(V) Fidy, se tiene que Z(Ay )= F-idy, con lo cual
obtenemos que dim Z(V(A)) = dim Z(Ay) =1y dim Z(A) = 3y c v,y L= [Mi(A)].

Esto termina la demostracién del teorema. 0

Todo lo que hemos hecho sobre una algebra semisimple es 1til debido al siguiente
teorema.

1.1.13 Teorema (Maschke)
Sea G un grupo, F un campo cuya caracteristica no divide a |G|. Entonces, todo
F[G]-mddulo es completamente reducible. En particular, F|G] es semisimple.

Demostracién. Sean V un F|G]-médulo y W un submédulo de V. Sea W’ un sub-
espacio de V tal que V=W & W’ (como espacios vectoriales). Tomemos 7" como la
proyeccion de V en W. Definamos f : V — W por:

f) |G|Zg

geG
Asi f€ Hom(V, W) y, si tomamos h€ G, tenemos:

f(hv) |G|Zg T(ghv) = |G|Z gh)” T(ghv) = hf(v).

geG geG
Luego, f€ Hompig(V,W). SiweW y geq, se tiene que T'(gw)=gw, por lo tanto
f(w) =w. Tomemos W; = Ker(f), entonces W; es un submddulo de V. Para todo
veV, f(v)eW y f(f(v))=f(v); en consecuencia,

v=f(v)+v—f(v) e W+ W,.
Por lo tanto, V=W + W; (como médulos). Sea we W N Wy, entonces w= f(w)=
y V:W@Wl O
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1.2. Representaciones y Caracteres

El propésito principal de esta seccién es la definicién de un caracter y el desarrollo de
sus principales propiedades. Los caracteres se derivan de una teoria mas general, la de
representaciones; veremos cémo se relacionan los médulos con las representaciones,
que son el paso inicial para construir caracteres.

1.2.1 Definicion

Si A es una F-dlgebra yV un F-espacio vectorial. Por una representacion de A
en V entendemos un homomorfismo de dlgebras ®: A — End(V'). La representacion
correspondiente al modulo reqular se llama regular y la representaremos por p.

Dada otra representacion W de A en un F-espacio W, decimos que ® y ¥ son
equivalentes si existe f € Hom(V, W) biyectiva tal que:

®(a) = fW(a)f, VacA

A dimV se le llama el grado de la representacion y se denota por deg .

Si ® es una representaciéon de A en V. Para cada a€ A, ®,:=®(a) es un endomor-
fismo de V' y, por lo tanto, la correspondencia:

(a,v) — P4 (v)
define una funcién - : A xV — V. Sia,be A, v,weV y a€F, entonces:
Bup = B(ab) = B(a)D(b) = B,y
a(bv) = Bu(Py(v)) = [PaP](v) = Pap(v) = (ab)v,
Lyv =Py, (v) = idy(v) = v,
(a+b)v =y (v) = [Py + Ppl(v) = Py (v) + Pp(v) = av + bu,
a(v+w) =Pu(v+w) =D (v) + Pu(w) =av+aw y
(a)v = Duy(v) = [aDy](v) = A(Py(v)) = alav) = P, (av) = alaw),

es decir, V' adquire la estructura de A-modulo.

1.2.2 Definicion

Una reprensentacion se dice ser irreducible, reducible o completamente irre-
ducible si el modulo arriba construido es irreducible, reducible o completamente
wrreducible, respectivamente.
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Supongamos ahora que V' es un A-médulo, entonces podemos definir una funcién
®: A— End(V) por ®(a) := ®,, donde ®,(v) = av; asi, &, € End(V), V a € A.
Ademas, @ es una representaciéon de A en V' la cual adquirira las caracteristicas de
irreducibilidad, etc., si V' las posee. En otras palabras, un A-médulo y una repre-
sentacién de A son diferentes formas de ver la misma operacion a-v.

Si dim(V') = n y tomamos una base B = {vy, vs, ..., v,}, entonces dado f € End(V)
ei€{1,2,...,n} existen unicos ay;, ag;, ...,y € F tales que

f(o) =) ag;.
j=1

A la matriz [ f]g =[o;] se le conoce como representaciéon matricial de f respecto
a B; si [v]g representa el vector de coordenadas de v €V respecto a B, tenemos:

[f ()]s = [flslv]s, YV veV.

Ademas, la matriz [ f]z es tinica bajo esta propiedad. Tomando f’€ End(V'), tenemos
que

L slv]s = [f(f'(v)]s = [f]slf' (v)]s = [f]s[f]5[v]s.

Lo que significa que [f' f]lz=1[f]s[f"]s, es decir, la funcion dada por Mg(f):=[f]s es
un homomorfismo del semigrupo End(V') en M, (F'). Supongamos que f € GL(V),
entonces

I, = Mp(idy) = Mp(ff~") = Mp(f)Ms(f~").

Asi que Mp(f) es invertible y Mg(f)~' = Mg(f~'). Por lo tanto, GL(V) 2GL(n, F),
toda vez que Mp(GL(V))= GL(n, F).

Sea ¢ una representacién de una &dlgebra A en un espacio V. Supongamos que
exiten V7 y V5, submodulos no triviales de V' tales que V=V; & V5. Como V; vy V5
son submddulos de V| V a € A, se tiene que ®,(V))=aVi =V, y ®,(V5) =aVy=V5,
por lo tanto ®;: A— End(V;) dada por ®;(a)=®(a)l,, es una representacién de A
en V;, i=1,2. Tomemos By ={v1,...,v,} una base de V} y Bo={vy41,...,v,} una
base de Va; asi, B=B; U B; es una base de V' y

[@1(a)]s, 0
[®(a)|s =
0 [@5(a)]s,

Bajo estas circunstancias, decimos que la representacion ¢ se ha descompuesto en
®, y §y, simbdlicamente =0, +P,. Cuando V' es completamente reducible, pode-
mos continuar este proceso hasta tener V=>"W,, con W; submddulos irreducibles,
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y descomponer a [®(a)|g en una matriz por bloques donde cada bloque correspon-
derd a una representacion de A en un modulo irreducible, es decir, la representacion
completamente reducible se descompone en una “suma’ de representaciones irre-
ducibles.

Usando el Teorema 1.1.11, podemos obtener un resultado muy tutil.

1.2.3 Proposicién

Sean ®: A — End(V) y ¥: A — End(W) dos representaciones irreducibles de una
dalgebra A. Supongamos que exiten bases B y B' de V' y W, respectivamente, y una
matriz S # 0 en Maimv xaimw (F') tales que

[@(a)]sS = S[¥(a)|g, VaeA

Entonces, dimV = dimW, S es invertible y ®, W son equivalentes. Si =V, B=B'
y F es algebraicamente cerrado, entonces S€ F - Igmy -

Demostracién. Para todo v €V exite un tnico elemento f(v) €W tal que

[vls = S[f(v)]s-

Asi, hemos definido una funcién f de V en W la cual es claramente lineal, es decir,
f€ Hom(V,W). Ahora, sia € Ay veEV, se tiene que

[av]p = [@a(v)]s = [P(a)]s[v]s = [®(a)]sS[f (V)]s
= S[\I/(a) B f

—~
<
=

R
Il
A
K
S
~
~~
—~
<
~—
=
R
Il
52
S|
~
—~
<
=
R

lo cual implica que
flav) = af(v).

Entonces f € Homa(V,W), f no cero, con V' y W irreducibles; por la Proposi-
cion 1.1.6, f es invertible, luego dim V =dim W. Para ver que S es invertible bas-
ta con notar que S es la representacién matricial de f~! repecto a B’ y B; como
®(a) = f1U(a)f, tenemos que ® y ¥ son equivalentes. Si @ =V, B=By F es
algebraicamente cerrado, de nuevo por la Proposicion 1.1.6, f € F' - idy, de donde

se desprende que S es una matriz escalar.
O

Este resultado es 1til porque permite obtener, entre otras cosas, las llamadas rela-
ciones de Schur que son de gran importancia en la teoria de caracteres.
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1.2.4 Proposicién

Sean ®: A— End(V) y ¥:A— End(W) representaciones irreducibles de C|G].
Tomemos B y B’ bases cualesquiera de V' y W, respectivamente. Definimos las fun-
ciones a;; y by; de G en C como el elemento (i,7) de [®(g)|s y de [Y(g)|p, respec-

tivamente. Sea:
Clmbkl E al] bkl
geG

Entonces:
1) (a;j,br)=0 si & y U no son equivalentes.
2) Sid=V y B=B', entonces

Gl

(aij, br) =040, FJog @

donde 6;; es la delta de Kronecker.

Demostraciéon. Sean dim V =ny dim W =m, y E;; la matriz en F}, ., con todas
sus entradas cero excepto en (i, 7) la cual es 1. Sea

Py =Y [®(g)|sE;[¥(9)l5" -

geG

Tomemos h € G, entonces la relacion

[@(h)]sPy[W(h)]g" =Y _[®(hg)|sEi;[¥(hg)|g" = Py,

geG

implica que
[@(h)]sFi; = P[¥(h)]s,  VheG.

De la igualdad anterior, y dado que ® y ¥ son C-lineales, tenemos:
[@(a)lsbij = Py[¥(a)ls, VaeClG]

Ahora,
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Por lo tanto,

n

Z akl Ekl = Z a/kz; ]l Ekl (1'1)

geG k=1 I=1 k=1 1=1

Si ® y ¥ no son equivalentes, por la Proposicién 1.2.3, obtenemos que P;; = 0. Como
(agi, bji) es la entrada (k,1) de P,;, se tiene que (ax;, bj;) =0. Luego, se tiene 1).

Por otro lado, supongamos ahora las hipdtesis de 2); por la Proposicién 1.2.3, sabe-
mos que F;;=al, para algin a€ F'. Ademads,

na = tr(P, Ztr 9)sEi;|® Z tr(Ey) = |Gldi;,
geG geG

lo cual implica que

_ 1G]
o= n(S”'

Asi, el elemento (k,1) de P,; se puede escribir como:

G
5k157,] ’ |

Segin la ecuacién (1.1), la entrada (k,1) de P es (a;, bji), de donde se obtiene el

resultado.
O

Sea V' un espacio vectorial, y tomemos B={v,...,v,} y B'={v],...,v.} dos bases
de V. Si elejimos «;; € F' de forma tal que v;=) ozjiv;-, entonces V v €V se tiene:

[v]p =pMg[v]s,

donde pMp = (a;j) es la conocida como matriz de cambio de base de B a
B’; es bien sabido que gMppMp = I,. Ademds, si W es otro espacio vectorial y
f € Hom(V, W), entonces

flav]lp = [f(v)]s =5 Mg[f(v)]s = Mg|f]slv]s =5 Mp|f]ssMs[v]s

por lo tanto, [f|s = gMp [f]s s8Mp . Entonces, si ® es cualquier representaciéon de
F|G] en V, representaciones matriciales de ® en diferentes bases son equivalentes
(como matrices) y de aqui que

tr([fls) = tr(sMslflssMps) = tr([flssMssMp) = tr([f]s)-
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En otras palabras, podemos definir la traza de f, tr(f), como el valor de la traza de
cualquier representaciéon matricial de f, ya que esta no depende de la base elegida.

De ahora en adelante, siempre trabajaremos sobre el campo C a menos que se diga
otra cosa. Pero es importante mencionar que la mayoria de los resultados se pueden
enunciar sobre cualquier campo de caracteristica cero y algebraicamente cerrado,
salvo aquellos que requieren propiedades especificas de C.

1.2.5 Definicién

Dada una representacion ® de C|G|, a la funcion x : G — C definida por x(g) =
tr(®(g)) se le llama el caracter de G aportado por ®. Al conjunto de caracteres
de G lo denotamos por Ch(G). Llamamos a un caracter irreducible si es aportado
por una representacion irreducible, y al conjunto de caracteres irreducible se le de-
nota por Irr(G). Un caracter que es aportado por una representacion de grado 1 se
denomina lineal, al conjunto de estos lo representamos por Lin(G).

Una ventaja de los caracteres radica en que existen maneras de construirlos sin
necesidad de tener una representacion. Algunos de los métodos bésicos seran ex-
puestos posteriormente; sin embargo, mencionemos aqui al mas simple de todos, la
restriccién. Supongamos que ¢ es una representacién de C[G] aportando el carac-
ter x. Si H <@, entonces <I>|C[H] es una representacion de H que aporta el caracter
X|,- Es importante mencionar que x irreducible no necesariamente implica x|, irre-
ducible. Mas adelante hablaremos también acerca de como deducir propiedades de
un grupo conociendo sus caracteres.

Es claro de la definicién que x(e)= deg ®>0. Si x es un caracter lineal, necesaria-
mente es irreducible, pués el mdédulo que genera tiene dimensién 1; por lo tanto
Lin(G) C Irr(G). Al conjunto de caracteres irreducibles de grado mayor a uno lo
denotaremos por Irri(G). Por lo dicho anteriormente, Irri(G) = Irr(G)\Lin(G). Si
V' es cualquier espacio vectorial de dimensién 1, el homomorfismo trivial de C[G]
en End(V) aporta un caracter de valor constante 1; a este caracter irreducible se le
nombra principal y se denota por 1g.

Otro ejemplo de un caracter lo podemos obtener de la representacion regular p de
C|G]. Tomemos G = {e = g1,92,...,9n}, como G es una base de C[G], podemos

calcular [p(gr)]a,

Pg(9i) = grgi = Z afi 95
j=1
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donde ozfi =1 si grgi=9g; y 0 en otro caso. Al carater aportado por p también lo
representaremos por p, entonces:

plgr) = tr [p(gr)]lc = tr (Oéfj) = ZOZZ'-

Para que of # 0, se debe cumplir que grg; = gs; por lo tanto, si k#1 af =0, y
plg) =0 sig#e vy ple)=|Gl.

Una funcién de clases es una funcién definida sobre un grupo de forma tal que es
constante en cada clase de conjugaciéon. La propiedad mas importante de un caracter
es sin duda que es una funcion de este tipo.

1.2.6 Teorema
Todo caracter es una funcion de clase.

Demostracion. Sean G un grupo y y un caracter de GG aportado por una repre-
sentacion ®. Entonces, si g, h € G se tiene que

X(h~gh) = tr(®(h~"gh)) = tr(®(h™")2(g)®(h)) = tr(®(g)) = x(g).

Supongamos que ® y W son dos representaciones equivalentes de C[G]. Sean V' y
W médulos correspondientes a ¢ y W, respectivamente. Por definicion, existe una
funcién biyectiva f de V en W tal que

B(a) = [TW(a)f, Yae A

Sea P la representaciéon matricial de f respecto a dos bases By B’ de V. .y W,
respectivamente. Entonces tenemos:

®(a)]s = P~ [W(a)]s P.

Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:

1.2.7 Proposicién
Dos representaciones similares aportan un mismo caracter.
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Fijemos M;(C[G]), y supongamos que ® es irreducible, entonces V' es irreducible
como C[G]-médulo, por lo tanto existen W e M;(C[G]) y f€ Homgjg (W, V) biyec-
tiva. Sea U la representacién correspondiente a W, es decir, definimos ¥(a) =V, y
U, (w) = aw, ¥ a € C[G]. Entonces

Vo(w) = aw = af 7 (f(w)) = [ (af(w)) = [ (Qa(f(w))) = [f ' af](w).

Asi, @ y ¥ son equivalentes y aportan un mismo caracter. Por lo tanto, el niimero
de caracteres irreducibles no sobrepasa a |M;(C[G])|. De aqui en adelante si G es
un grupo cualquiera al conjunto de clases de conjugacion de elementos de G lo
denotaremos por CL[G].

1.2.8 Proposicién
Sea G un grupo. Entonces:

lee(G)| = [CLIGT] y

Gl= > x(e)

x€ Irr(G)

Demostracién. Por el Teorema 1.1.12, se tiene que |[M;(C[G])|= dim Z(C[G]). Sea
CL[G] = {K4,...,K,} y K; €C[G] la suma de los elementos de K;. Tomemos g € G,
como la conjugacién permuta los elementos de una clase de conjugacién, tenemos
que gK;g~' = K, por lo tanto gK; = K;g y de ahi que aK; = K;a ¥V a € C[G]; asi,
Ky, ..., K, € Z(C[G]). Ahora, tomemos a=)  a,g€ Z(C[G]) y h€ G, entonces

Z agg = h_l(z agg)h = Zagh_lgh = Zahghflg,

lo cual implica que
ag = apgp-1, Vg €G.

Es decir, a, es constante en clases de conjugacion y, por lo tanto, a es combinacién
lineal de Kj,..., K,; ademas, estos tltimos son claramente linealmente independi-
entes. Por lo tanto, dim Z(C[G]) = |CL[G]| > |Irr(G)].

Para finalizar, mostraremos que los caracteres aportados por las representaciones
correspondientes a los elementos de M;(C[G]) son distintos, es decir, |CL[G]| =
|IM;(C[GQ))| < [Irr(G)|. Tomemos M,;(C[G])={V4,...,V,}. Entonces:

Clar = Z Vi(C[G]).
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Sea e; la proyeccién de e sobre V;(C[G]) y @' la representacién correspondiente a
Vi. Tomemos j=1,...,ny j#i=1,...,n. Si veVj, por la Proposicion 1.1.10,
tenemos:

®7 (v) =ev =0 = ®(e;) =0
= P’ (e) = D (e;) = idy,.

ASf, si X;j €8 el caracter aportado por (I)j, entonces
Xj(ei) :(5jl-deg (I)j, Vi= 1,...,n. (12)

Luego, los caracteres x; son diferentes como funciones en C[G] y, por lo tanto,
diferentes en . La segunda igualdad es inmediata de la primera y del Teorema

1.1.12.
O

Si G es un grupo, CLIG]={K,...,K,} e Irr(G)={x1, ..., xa}, entonces al arreglo

xi(K1) - xa(Ky)

se le conoce como Tabla de Caracteres de G y la denotaremos por X(G). Aunque
no existe una regla acerca de la forma para ordenar a las clases o a los caracteres, si
hay una convencién. A las clases se les suele ordenar por el orden de sus elementos
en forma ascendente y a los caracteres por su grado. Si GGy es cualquier otro grupo,
ClG1])={K", ..., K.}, decimos que G y G tienen la misma tabla de caracteres si
}CL[GH = ’CL[G1]| y bajo una permutacién entre filas y columnas podemos obtener
X(G)=X(G1) (como matrices); cuando esto sucede escribimos X (G) = X (Gy). El
objetivo de la Teoria de Caracteres es estudiar la relacién entre G'y X(G); como un
primer ejemplo tenemos:

1.2.9 Proposicion
Un grupo es abeliano si y solo si todos sus caracteres irreducibles son lineales.

Demostracién. De la Proposiciéon 1.2.8, se deduce que |G|=|CL(G)| = |Irr(G)| si

y sblo si deg x=x(e)=1, V x € Irr(G).
O

De este resultado podemos derivar que toda representaciéon irreducible de un grupo
abeliano GG es de grado 1y, por lo tanto, los bloques de la descomposicion de cualquier
representacion de G son de tamano 1. Es decir, para toda representaciéon ¢:C[G] —
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End(V) podemos encontar una base de V' de forma tal que la representacién matricial
de ®(g) es diagonal V g€ G.

Denotemos por Cl(G) al conjunto de las funciones de clase en un grupo G; claramente
Cl(G) es un espacio vectorial sobre C (con las operaciones usuales sobre funciones)
cuya dimensién es |CL[G]|.

1.2.10 Proposicion

ClIG) = (Irr(G))e v
Ch(G) = (Irr(G)) 4+ -

Demostracién. Ya sabemos que dim Cl(G) = |Irr(G)|, entonces para obtener que
Irr(G) es una base para Cl(G) basta mostrar que es un conjunto linealmente in-
dependiente sobre C. Si Y a;x; =0, con a; € C, evaluando esta suma en los e;
construidos en la demostracién de 1.2.8, obtenemos a; =0V 1.

Sea ® cualquier representacion de GG, entonces podemos descomponer ésta en una
“suma” finita de representaciones irreducibles por el proceso descrito en la pagina
12. Asi, el caracter aportado por ® es combinacion lineal con coeficientes enteros no
negativos de caracteres irreducibles, por lo tanto Ch(G) C (Irr(G)),. Para obtener
la igualdad, debemos mostrar que todo elemento de (Irr(G)),. es un caracter; de
hecho, basta con mostrar que la suma de dos caracteres es un caracter. Para esto,
sean x, vy X, dos caracteres cualesquiera, y ®,: C[G] — End(V}) representaciones que
aporten el caracter y,, con i=1, 2. Definimos un nuevo C[G]-médulo por V- =V, xV;

la representacién de este médulo aporta el caracter x, + x,. .

1.2.11 Proposicion
Dos representaciones son similares si y solo si aportan el mismo caracter.

Demostracion. Sean W, y W, dos representaciones de un grupo G que aportan
un mismo caracter. Sean ®q,...,®, las representaciones correspondientes a los
submédulos de M;(C[G]). Entonces, existen my, ..., my,, k1, ..., k, € Z* tales que

i=1 =1

Sea y; el caracter irreducible aportado por ®;, y sea 1}, y 15 los caracteres aportados
por ¥y y Wy, respectivamente. Entonces:

U = ZmiXi y U= Zkixz' .
i=1 i=1
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Como ¥ = 9, al ser {x1,...,x1} linealmente independientes, tenemos que m; =
ki, ¥V i. Por lo tanto, ¥, y Wy tienen idénticas descomposiciones en bloques irre-
ducibles y, de aqui que son similares. Para finalizar, basta aplicar la Proposicion

1.2.7.
O

Una propiedad fundamental de los caracteres irreducibles son las llamadas rela-
ciones de ortogonalidad.

1.2.12 Proposicién (Primera Relacién de Ortogonalidad)
Sean G un grupo y Irr(G) = {x,, ..., x..}- Entonces,

|G|ZX i, Vged

geG

Demostracién. Sea ®;: G — End(V;) una representacién que aporte x;, y 3; una
base del espacio vectorial correspondiente. Entonces,

[@:(9)]s, = laj,(9)] con k,=1,..., dimV;=mn; y

ng
_ i
Xi = E Agg -
k=1

Luego

ST = Y (L )(Zjagl@,—l))

geG geG k=1

= |G‘Zzzakk all 71

geG k=1 I=1
n;
- 3 S
|G‘ kk> ll
k=1 I=1

Si i+ j, por la Proposicién 1.2.11, se tiene que ®; y ®; no son similares. Aplicando
la Proposicién 1.2.4, tenemos que (a},,aj,) =0V k,[ lo cual implica que

SN @ =0

gEG

y si 1=, entonces
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G|
: ) vk,
( kk?all> ki ni )
con lo cual
1 l &
@in(g)xj(g) = D =1
g€G b k=1 I=1

La proposicion anterior motiva la siguiente definicién.

1.2.13 Definicion
Sean ¢, € CIG). Se define el producto interno de ¢ y i) por:

(6,0) = ,—; S 6(0)9 ().

geG

La ventaja de introducir este producto interno en Cl(G) es que, por la Primera
Relacién de Ortogonalidad, Irr(G) es una base ortonormal y, por lo tanto, para
determinar si una cierta funcién de clase ¥ es o no un caracter, basta con calcular
(¥, x) ¥ x € Irr(G) y aplicar la Proposicién 1.2.10. También nos proporciona una
manera de calcular los coeficientes de la representacién de un caracter en la base
Irr(G). Por ejemplo, si x € Irr(G), entonces (p, x) = x(e) y de aqui que:

p= > xle)x

x€lrr(G)

1.2.14 Proposicion
Si ¢, € Ch@), entonces (¢,1) = (P, ¢y €ZT. Ademas, (¢,¢)=1 < ¢ Irr(G).

Demostracién. Sea Irr(G) ={x1, ..., xn}. Por la Proposicién 1.2.10, se tiene que
d=>_mix; y V= kixi, conmy,...,mp,, ky... k,€Z", luego

(G0) =D miki =Y kimi = (1, ).

Por otro lado, se tiene que (¢, @) = > m? = 1 si, y sélo si, todos excepto uno de los

m; valen 0 y el restante 1, es decir, si, y sélo si ¢ € Irr(G).
O
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Es importante aclarar que si ¢ € CI(G) y (¥,9) = 1, no necesariamente tenemos
que ¥ € Irr(G), pues puede darse el caso de que ¥ no sea un caracter. Por ejemplo,
considérese G =7Z/47Z con la funcién de clase ¥(g) =2 si g#e, y ¥(e) = —2; aqui,
(¥,9) = 1 pero claramente ¥ no puede ser un caracter.

Otra observacién importante es que (¢, 1)) = <5, E> y, por lo tanto, ¥ €lrr(G) <
x €lrr(G).

1.2.15 Proposicién (Segunda Relacién de Ortogonalidad)
Sea G un grupo, entonces

> x(o)x(h) =0 [Calg)l, V¥ g.heG,

x€lrr(G)
donde ggh: 1 s1 Cl[g|=Cl[h] y 0 en otro caso.

Demostracién. Tomemos CL[G] = {y,..., K.}, ki = |Ki|, ¢; € K; e Ir(G) =
{x1,-- -, xn}. Como los caracteres son funciones de clase, por la Proposicién 1.2.12
tenemos que

1 2
@ Z:l kai(gm)Xj (gm) = 51]

Sean
Xl(/Cl) Xl(ICn>
X(G) = : : y
1 kl O n n
M = @l X(@)F = kix;(9:) By
0 k., i=1 j=1

donde F;; son retomados de la Proposicién 1.2.4. Tomando en cuenta que £;; Ey; =0
si j#ky EijE;=E;, tenemos que

n n

X(G)M = ﬁ(ii)ﬁ(%)ﬂ])(szng(gz)Em>

i=1 j=1 i=1 j=1

_ é SN b ilgm) () B

i=1 j=1 m=1

i=1 j=1
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Por lo tanto, M X (G) = I,,. Asi,

I, = |G\ (ZZ/@XJ ) ”>(ZZX1(QJ)EM>

lel =1 j=1

e ZZ Z kixm (95)0m (9 B

i=1 j=1 m=1

con lo cual

|G’2Xm 9)Xm (9i) = dij.

Recordando que |Cg(g:)|=|G|/|Cl]g;]| terminamos.

Una consecuencia importante del anterior resultado es la férmula:

> Ix(@l?=ICalg)l, VgeG.

XEIrr(G)

Otra propiedad importante de un caracter es que sus valores son enteros algebraicos;
un entero algebraico es un nimero complejo raiz de un polinomio ménico en Z[X].
Al conjunto de los enteros algebraicos lo denotaremos por E. Las siguientes son
propiedades bien conocidas sobre el conjunto F:

1.2.16 Proposicion
1) E es un subanillo de C.

2) ENQ =Z.

3) Si S esun anillo conZ C S C C y S es finitamente generado como Z-mddulo,
entonces S C E.

Una demostracién de estas propiedades se puede encontrar en [12].

1.2.17 Teorema
Sean G un grupo y x un caracter de G de grado n. St g€ G, entonces
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1) x(9) = i&ti, donde gf(g):l Vi=1,...,n.
2) Ix(9)l < x(e).
3) x(g7) =xlg) = )_e"

Demostracion. Sea ¢ una representacion de GG sobre un espacio V' que aporta Yy,

entonces @[, es una representacion de (g) sobre V. Como (g) es abeliano, por la
Proposicién 1.2.9, podemos encontar una base B de V' tal que

&1 0
€9
[q)(g)]b’ - )
0 €n
6§(y) 0
() 6;(9)
= L =[(g"))s = [2(9))5” =
0 52(9)
De donde se tiene 1). Como |e;]=1 Vi=1,...,n (pues e2¥ =1) tenemos:
()] <D leil = n = x(e).
i=1
Tambien & =¢; ' y
o 0
» 1 &'
(@97 )]s = [2(9)ls" =
0 et

Existen varios subconjuntos de G naturalmente asociados a un caracter.
1.2.18 Definicién

Sea x € Ch(QG). El kernel de x se define como kerxy ={g € G: x(g9) = x(e)}, el

quasikernel de x es Z(x) ={g € G : |x(9)|=x(e)}, al conjunto de ceros de x
se le denota por T(x) vy, finalmente, al conjunto de elementos de g con |x(g)|=1 se
denota por U(x) y se llama conjunto de elementos y-unitarios.
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1.2.19 Proposicion
Sean ® : C[G] — End(V) una representacion y ¢ el caracter aportado por ésta.
Entonces:

1) ker p=G NKer® y por lo tanto ker p < G.
2) ker p=({ker x:x € Irr(G), (p, x)>0}.
3) N{ker x:x € Irr(G)}=(e).

Demostracién. Tomemos n= degyp. Sean g€ G N Ker® y B una base de V', entonces
[®(g)]s = I, ¥, por lo tanto, ¢(g) = ¢(e). Supongamos ahora que ¢(g) = p(e), de
la demostracion de la Proposicion 1.2.17, inferimos que existe una base B’ de V
tal que [®(g)]p = diag(ey,...,€,). Como ¢(g9) =€ + -+ + €, =n, con |g| =1,
necesariamente tenemos €; =---=¢, =1y, por lo tanto, [®(g)|s = I,. Para obtener
la ultima aseveracién de 1), basta notar que ®|s es un homomorfismo de G en el
grupo End(V).

Sabemos que

p= > {(p.X)x. con (p,x)>0.
Xx€Irr(G)

Si ge(Wker x:xelrr(G), (¢, x)>0} = A, entonces

9= D (Lxx@= Y. {ex)x)=ele),

x€ Irr(G) x€lrr(G)

lo cual implica que

A C ker .

Supongamos ahora que g€ ker ¢; como

@l < > (e Ix@l < D (o) xle) = ple),
x€ Irr(G)

x€ Irr(G)

la condicién ¢(g) = ¢(e), junto con la independencia lineal de Irr(G), obliga a que
x(g)=x(e) ,¥V x € Irr(G) con (p, x) >0; es decir a que g€ A. Para obtener 3) basta
aplicar 2) al caracter regular de G y recordar lo dicho sobre éste en las paginas 16

y 22. -

El quasikernel al igual que el kernel de un caracter nos proporciona informacion
valiosa sobre éste. Algunas de sus propiedades basicas se resumen en la siguiente
proposicion.
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1.2.20 Proposicion
Sean ®:C[G] — End(V) una representacion, x el caracter aportado por ésta, n el
grado de x y B una base de V. Entonces,

1) Z(\)={g€G:[®(g)]s = al,}.
2) Z(x) <

3) Xlzn=nA, con A€ Lin(Z(x)).
1) Z(x)/kerx es ciclico.

5) 2(x)/ kerx C Z(G/ kery).

)

6) Six es irreducible, Z(x)/ker x=7(G/ ker x).

Demostracidén. Sea g € G; si [®(g)|s = €l,,, entonces x(g) =ne. Como I,, = [Cb(g)]oB(g),
€ es una raiz o(g)-ésima de la unidad, por lo tanto |¢|=1y de aqui que |x(g)|=n=
x(e). Supongamos ahora que g € Z(x), por la Proposicién 1.2.17, existe una base
B’ de V tal que [®(g)]s = diag(ey,...,€,), con |&| =1; la condicién n = |x(g)| =
le1 + -+ + €], obliga a que €, =---=¢, vy, por lo tanto, tenemos [®(g)|p = €11, la
cual es similar a la matriz [®(g)]g, de donde obtenemos que [®(g)|p=¢€11,.

Para cada g€ Z(x), existe a, €C tal que [®(g)|p=ayl,. Si g,h€ Z(x), entonces

[@(gh)]5 = [2(9)]8[2(1)]5 = (agln) (anln) = aganly,

lo cual implica que

gh € Z(x)

y, en consecuencia, Z(x) < G. Ademads, ay, = ayzay, con lo cual la funcién A dada
por la correspondencia g — a4 es un homomorfismo de Z(x) en C*. Si W es un
espacio de dimensién 1, End(W)=C* y, de aqui que, A sea un caracter de Z(x) que,
ademas, satisface x(g) = ayzn = A(g)n, ¥V g€ Z(x).

Para obtener 4), notamos en primer lugar que en vista de 3) ker y =ker A y, aplicando
el Primer Teorema de Isomorfismo, Z(y)/ ker x es isomorfo a un subgrupo finito de
C*; como éste ultimo es necesariamente ciclico, obtenemos 4).

Para demostrar 5), tomemos g€ Z(x) y h€G, entonces tenemos que

[@(lg, k)]s = (g 1) [(h™ )]s (g n) [2(h)]5 = I,

con lo cual
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X(lg,;hl) =n y [g,h] € kerx.
Por lo tanto, gker x € Z(G/ ker ), y al ser g arbitrario en Z(x), obtenemos 5).

Supongamos ahora que x es irreducible. Sea gker x € Z(G/ ker x), entonces

VheG, g hl€kerx=GnKer® = VYheG, [®(g,h])s=1I
= [®(g)]s € Z([2(G)s) = (9) € Z(D(G)).
Por lo tanto, si veV y he G se cumple que
Dy(h-v) = (Bg o Pp)(v) = (Pn o By)(v) = h- Dy(v),
lo cual implica que
®(g) € Endig(V).

Como C es algebraicamente cerrado, por la Proposicién 1.1.6, Endgjg (V) =C - idy

y, por lo tanto, [®(g)]s es diagonal. Aplicando 1), obtenemos que g€ Z(x). o

Discutimos ahora una importante relacién entre un caracter y el centro de G|[C].

1.2.21 Proposicién
Si x € Irr(G) existe un unico homomorfismo Iy : Z(C[G]) — C tal que si ®:C[G] —
End(V) es cualquier representacion aportando x entonces:

P(a) =TI'y(a)idy, vV a € Z(C[G]).

Demostracion. Primeramente tomemos una representacion ® que aporte y y sea

a € Z(C[G]). Si b € C[G], entonces:

®, 0D, = P(ab) = P(ba) = D0 P,

= B, (b-v) = [B, 0 By)(v) = [By 0 B, (v) = b By ().

Para cualquiera v € V. Por lo tanto ®, € Endgjg(V'), como V' es un C[G]-médulo
irreducible por 1.1.6 concluimos que existe o, € C tal que ¢, = a, tdy, asi que es
16gico definir:

I'(a) = aq

Asi, si b € Z(C[G]) tendremos:

T (ab) idy = ®(ab) = B, 0 B, = ([y(a) idy) o (T (b) idy) = Ty (a)Ty (b) idy
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= T\ (ab) = T (a)T',(b).

De donde se sigue que I'y : Z(C[G]) — C* es un homomorfismo.

Ahora, supongamos que ¥ es una representacion sobre algin médulo W la cual
también aporta y, entonces por 1.2.11 & y ¥ son similares lo cual significa que
existe f € Hom(W, V') biyectivo y tal que:

U(a) = f'®(a)f
= U(a) = fo(Ty(a)idy)o f=Ty(a) flidy f =T (a)idy.
O

Siguiendo la notacién de 1.2.8 sabemos que Kj, ..., K, es una base para Z(C[G])
y por lo tanto nos interesa calcular I'\ (K;), para esto sea ¥ una representacién
aportando y como

U(K;) =T (K;)idy y
Ki=> 9
geK;
tenemos que

Ty (K)x(e) = tr(¥()) = Y tr(¥(g)) = [Kilx(9)

geK;

x(9)IKi]
= I (K;) = =~—~—, ge k. 1.3
Por lo tanto solo necesitamos los valores de x. Con ayuda de las funciones I'y pode-
mos demostrar la importante relaciéon entre CL[G] y X(G).

1.2.22 Proposicion

Sean KC1,Ks, ..., IC, las clases de conjugacion de un grupo G, Ky, Ks,... K, las
sumas correspondientes en C[G], ¢; € K; y CL|G]| = {K;,..., K, }. Como K;K; €
Z(C[G]) y CL[G] es una base de éste, existen a;;, ..., a;; € C tales que:

m=1
Al arreglo:
‘ K - K,

Ky | KGKy - KGO K,

K, | K.Ky --- KK,
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Se le conoce como tabla de multiplicacién de clases, los numeros a;;,, cumplen:
aijm = {(z,y) EK;xK;j:xy=gn}| € Z". (1.5)

También se tiene:

[l 1K 3 X(9)X(9;)X(grn)

vm =g (@) (1.6)

x€lrr(G)

Por lo tanto X(G) determina univocamente los coeficientes a;;,, y con estos la tabla
de multiplicacion de clases.

Demostracién. Por como se ha definido la multiplicacién en C[G] la igualdad 1.5
es inmediata . Para demostrar 1.6 sea x € Irr(G) y aplicamos I'y en ambos lados
de 1.4 para obtener:

r

I (KD (K;) = Z Wijm 'y (Kim).-

m=1

Aplicando 1.3 tenemos:

XX 5~ x(gm) 1Ko
RGP YL |

m=1

Multiplicando por x(g,)

X(gz)X( )Xx(ig)” LY WC | Zawmx m)X gn)“C -

De donde se sigue que:

Kl S M) Zammvm S (o)X ().

xEIlrr(G) X( x€Irr(G)

Aplicando la segunda relacién de ortogonalidad tenemos:

X\Ggi)XxX\9;5)X\gn
ik 3 MO _ e i) = agalcl

x€lrr(G)

Siguiendo con esta notaciéon demostremos el siguiente resultado.

1.2.23 Proposicion
I\ (K;) es un entero algebraico
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Demostracién. Sea S = (I'y(K;),I'y(K7) ..., ),, entonces claramente S es cerrado
bajo la suma y por la ecuacién (1.5) también lo es bajo la multiplicacién. Dado que
I'y((e)) =1 (por 1.3), entonces S es un subanillo de Cy Z C S C C. Por definici’on

S es un Z-mdédulo finitamente generado y por lo tanto podemos aplicar 1.2.16.
O

La proposicion 1.2.8 proporciona restricciones sobre el grado de los caracteres irre-
ducibles de G, existen muchas otras restricciones sobre estos. Con ayuda de las
funciones I'y y la proposicion anterior podemos demostrar una de ellos.

1.2.24 Teorema
Si x €lrr(G), entonces x(e)||G]|

Demostraciéon. De nuevo retomemos la notacién de 1.2.8. Sea gq,...,9, € G un

conjunto completo de representantes de clase, aplicando la igualdad 1.3 (pag 29) a
la primera relaciéon de ortogonalidad tenemos:

G| = Z Kilx(9:)x Zx x(g: ")
G| u
x(e) ;FX(K

Asf que |G|/x(e) € ENQ aplicando 1.2.16 obtenemos |G|/x(e) €Z.

=

1.3. Construccion de Caracteres

En esta seccion estudiaremos algunos métodos para construir caracteres sin una
representacion.

1.3.1 Proposicién
Supongamos que N <G, sean:

A={xeCnG/N)} vy

B={x€Ch(G): N C kery}

Six € A y definimos:
X(9) = x(gN) para g € G,
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entonces X € B. Reciprocamente, si x € B y tomamos:

X(gN) = x(9),

entonces x € A. Ademds:
(X = (6X) -
En particular x € Irr(G) si y solo si x € Irr(G/N) y por lo tanto:

Irr(G/N) ={x:x € Irr(G), N C kerx}.
Demostracidén. Sea y € Ay ® una representacion de G/N que aporte y. Definimos:
' .G — Hom(V), por  ®'(g) = P(gN)

Obtenemos asi una representacién de C[G] sobre V' la cual claramente aporta como
caracter a . Ademas, si g€ N:

P(g) =2(N)=d'(e) = X(9)=x(e),

es decir g € kery y como g es un elemento arbitrario en NV tenemos N C Kery. Por
lo tanto x € B, lo cual demuestra la primera parte.

Ahora, si ¥ : G — End(W) es una representaciéon de C[G] que aporta el caracter
X €BygN=¢gN e G/N, entonces:

9'geN = g g € Kery.
Pero en vista de 1.2.19 ker y C KerV¥ y por lo tanto:
V(g ') =idw = U(g)TU()=V(g U(g) =V(g"y) = idw

= U9 =¥y
Asi que podemos definir W/(gN) = W(g). Para obtener una representacién de G/N
la cual aporta el caracter x € A. Por ultimo:

(00 =1 Z P =& Z [x(gN)|?
geG geq
Ahora, G = U gN. Ya demostramos que x es constante en g/N, por lo tanto:

gNEG/N
ZIX ) = “g“ > XGNP =6

QEG' gNeG/N
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Cabe mencionar que normalmente no se hace ninguna distincién entre x y x, simple-
mente se diferencian con solo escribir x(g) o x(g/V) segun sea el caso. Este resultado
puede parecer trivial pero en realidad es muy 1util cuando intentamos encontrar
caracteres en grupos no simples.

Supongamos que N <G y sea p la representaciéon regular de G/N, entonces Kerp =
N/N. Siguiendo la notacién anterior p’ es una representacién de G tal que Kerp’ = N,
si ¢ es el caracter aportado por p’ entonces de acuerdo con la proposicién 1.2.19

N = ﬂ{kerx:xelrr(G/N)}.

Aplicando el resultado anterior tenemos:
N = ﬂ{kerx:xelrr(G), N C ker x}. (1.7)

Asi, todos los subgrupos normales de G se construyen a partir de la familia {ker x:
x €Irr(G)} y de aqui que un grupo sea simple si y solo si ker y={(e) o G V x € Irr(G).

1.3.2 Teorema
Si G es un grupo y G' =[G, G|, entonces:

1) Irr(G/G") =Lin(G).
2) G' =({ker A\: A€ Lin(G)}.
3) [G: G'] = |Lin(G)].

Demostracién. Por 1.3.1 tenemos que Irr(G/G’) C Irr(G), pero G/G’ es abeliano
por lo tanto segtin 1.2.9 Irr(G/G’) consta solo de caracteres lineales y por lo tanto
Irr(G/G") CLin(G). Sea ahora A€ Lin(G), entonces A es un homomorfismo de G en
C asi que G’ Cker A, por la proposicién anterior A € Irr(G/G’), con lo cual queda
demostrado 1).

De la ecuacién (1.7)
G = m{kerxzxelrr(G), G' C ker x}

Pero G’ C ker x equivale segin 1.3.1 a que x € Irr(G/G")=Lin(G") y por lo tanto a
que x € Lin(G). Ademas al ser G/G" abeliano por 1.2.9 tenemos:

G: @) = |G/ = [br(G/G)] = [Lin(C)|
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Una herramienta muy usada en la teoria de grupos son las acciones de un grupo,
por esto es importante el siguiente concepto.

1.3.3 Teorema

Supongamos que un grupo G actua en un conjunto no vacio €2, entonces la funcion
Wg) = {x € Q : 29 = z}| es un caracter de G. A 9 se le llama el caracter
asociado a la accion de G en ()

Demostracion. Sea V' el conjunto de sumas formales de la forma:

Zamx con a, € CVuxe(l

zeG

Claramente V' es un espacio vectorial (con las operaciones usuales) y €2 una base de
éste. Definimos una accién de G en V' por:

g-Zaxx:ZaIwg.

zelG zeG

Si extendemos esta operacion linealmente a C[G] hacemos de V' un C[G]-mddulo.
Tomemos Q = {x1,...,2,} y sea A la representacion de C[G] sobre V' correspondi-
ente a esta accion, entonces:

[Agla = (ai;) € Ma(C).

Donde af; = 1 si ;7 = x;, y af; = 0 en otro caso. Por lo tanto:

tr(iAde) =Y at = 30 1= [{aisaf = ai}] = dlg).

T =x;
O
Otra manera de construir un caracter fue descrita en 1.2.10 donde se demostrd que

la suma de dos caracteres es de nuevo un caracter. Esto motiva la pregunta jel
producto de dos caracteres es también un caracter?

1.3.4 Teorema
Sean G un grupo y x,v € Ch(G), entonces xib € Ch(G).

Demostracién. Supongamos que ¢ : C[G] — End(V) y ¥ : C[G] — End(W) son
dos representaciones de G que aportan x y ¢ respectivamente.
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Tomemos B = {vy,...,v,} y B' = {wy,...,w,} cualesquiera bases de V' y W,
definimos nm simbolos formales v; ® w; y el conjunto:

V®W:{Za2] vi®wj:ozij€(C}.
]

Al cual llamamos producto tensorial de V'y W, si v = > av; y w = Y bjwy,
entonces definimos:
VW = Zaibj v; @ wj.
irj
Es bien sabido que V ® W es un espacio vectorial sobre C, para dar a éste la
estructura de C[G]-médulo primeramente notamos que si g € G, entonces gv; € V
y gw; € W; por lo tanto tiene sentido definir:

qg- (”Ui X U)j) =qv; ® qu;.
Recuerdese que gv = @,(v) Vo e V,y gw =¥, (w) Vw e W.

Extendiendo linealmente a V' ® W obtenemos que si w =, Qg U @ Wy
g-w= Zaij gui & guw.
1,7

Finalmente si extendemos este producto linealmente a C[G] y tomamos:

a= Zagg e C[G].

geqG

Definimos

a-w:Zagg-w. (1.8)

geG

Primeramente notemos que:

e'w:g aijevi@)ewj:g Q5 V; @ W; = w.
i,j

i7j
Para demostrar que con esta operacién V @ W es un C[G]-mddulo introducimos la

siguiente notacion:
— g
gu; = E :gzr Ur
T

e g
qu; = E : YE] Ws
s



36 Capitulo 1. Teoria Basica de Caracteres

Asf:
gui @ gw; = > L (L v @ w,

= gw= Z (Z%’j&%ﬂ)vr ® ws.

T, %,

Si ¢’ € G, entonces:

g (9-w) Z (Z Oél]fzr(gs).g Uy @ g'ws

T, 1,7

/ /
=3 (D ewgiet) e v e
7,8 l,j 7"/78/
/
= Z ( Z azj fzr st rr! CSS )UT’ ® ’u}s/.

,]TS

Por otra parte:

(9'9)vi = ¢'(gvi) = (Zﬁ > Y &g,

T

- Sen(Tetw) = E(Zeret e
oy =32 (326 e

Similarmente:

Por lo tanto:

(9'g)vi ® (¢ g)w Z ( Z & %Cﬁ@i’,) Uy @ Wy

= (g/g) W= Zaij (g,g)vz Z < Z al] gzr rr’stgss’>v7" ® Wy
2,7 ©,7,7,S
Entonces:
Jd (g-w)=(g) - w Vgd,geG, YweVeW (1.9)

Ahora, si W' =}, s aj;v; ® w; tenemos:

g-(w+w)= g(Z(OéU + ai;)v; ®wj> = (o +aj)gui@gu;=g-w+g-o.
i,j (2]

Es decir:

g w+)=g-w+g-w VgeqG Vwu eVaW (1.10)
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Ademas si a € C, entonces:

g-(0) = o ey v 0w,) = X aa gu e gu, = alg ).

.3 i,J
Por lo tanto:
g (aw)=a(g w) VaeC, VgelG, YVweVaWl (1.11)

Asi, si tomamos b =) _,b,g € C[G] y a € C tenemos:

geG

(a+b)-w = Z(ag+bg)g'w:Z(agg'w+b99‘w)
9eG geG
= a-w+b-w.

(aa)-w = S (aa,) g-w

geG

= Zag g (aw) =a- (aw) por 1.11

g

= a(Zag g-w) = a(a-w).

g

a(lw+w) = Zagg~(w+w)22ag(g~w+g'w’) por 1.10
9eG g
= a-wta-w.

a-(b-w) = Zagg-(b-w) por 1.8
geG
= Z%g'(Zbg/g/'w) por 1.8
g'eG

= Zag (Zg gg w) por 1.10
= Zag (Zbg/g- g~w) por 1.11
9 g
= e (Xtwlog) ) por 1.9
= iagbg’(;gl) w=(ab) - w
9.9’
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Asi, hemos logrado hacer de V®@W un C[G]-mddulo. Si A es la representacién de
C|G] sobre este:
A(w) =9 w.

Como BRB' = {v; @ wy, ..., 01 @ Wy, ...,y @ Wy, } es una base de VW y:

Ag(Ui & wj) = Z ,“Z ﬁg Up @ Wy.

Entonces:
¢ o &G o §hGm
Aglses = | &1Clm - §0Chm  EnGam | € Mum(C).
EnCim o i Cim o o Cm

Por lo tanto:

tr(dg) = D & ¢ = (Z@%) (Z z-) = x(9)6(9)-

Lo cual significa que y¢ € Ch(G).

El anterior resultado junto con 1.2.10 motiva la siguiente definicién.

1.3.5 Definicién
A los elementos de CH(G) = (Irr(G)),, los llamamos caracteres generalizados.

Notemos que Ch/(G) es cerrado bajo la suma y resta. Ademds si 6 es un caracter
generalizado de G y Irr(G) = {x1,..., Xn}, entonces existen mq, ..., m, € Z tales
que 6 = myx1 + -+ + MypXn, definamos:

=Y mxi vy

m; >0

m; <0

Entonces 61,0, € Ch(G) y 0 = 6, — 05, es decir, todo caracter generalizado es la
diferencia de dos caracteres. Si tomamos ¢ € Ch'(G) y ¢ = p1 — pa, con @1, py €
Ch(G), entonces:

0p = (011 + 02002) — (01902 + O2001).
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Por el teorema 1.3.4, 011, 029, 0109, 0201 € Ch(G) y por lo tanto Op € Ch'(G), es
decir, Ch/(G) es cerrado bajo la multiplicacién de donde se sigue que Ch/(G) es un
anillo.

Una forma més de obtener un nuevo caracter a partir de uno ya conocido es inspirado
por 1.2.14. Si ¢ es un caracter cualquiera, entonces (¢, x) € Z* V x € Irr(G), por lo
tanto:

(p,x) = (6, X) € ZTV x € Irr(G)

Por la observacién que sigue a 1.2.14 la conjugacién permuta Irr(G), entonces:
(¢.x) €ZT, V¥V xelr(G).

Aplicando 1.2.10 obtenemos que ¢ € Ch(G). La idea ahora es cambiar la conjugacién
en C por la conjugacion de Galois. Recordemos que el exponente de un grupo es
el menor entero positivo n tal que ¢" =eV g € G.

1.3.6 Teorema
Sean G un grupo con exponente n, Q, = Q(e*/") y o € Gal(Q,/Q). Si x € Ch(G)
por 1.2.17 sabemos que x(g) € Q, V g € G. Si definimos x° por:

Entonces x° € Ch(G). Ademds, (x7,x°) = (x,Xx), en particular x € Irr(G) si y solo
si x7 €lr(G).

Demostracion. Denotemos por E a la cerradura algebraica de Q en C, asi Q,, CE.

Sea y € Ch(G) de grado m y supongamos que podemos encontrar una representacion
® sobre un espacio vectorial V' y una base B de V tales que:

[®(g9)]s € Mn(E) VgeQG.

Dado que E es algebraico sobre QQ,,, podemos extender ¢ a un automorfismo de E y
definir ¢ por:
[©7(9)]5 = o([®(9)]5) € Mu(E) VgeG.
Ast:
[©7(gh)]s = o ([2(gh)]s) = o ([2(9)]5[P(h)]5)
= o([®(9)]s)a([()]s) = [27(9)]8[®7(R)]s V g,h € G.
Entonces ®7(gh) = ®7(g9)®7(h) V g,h € G, y si extendemos linealmente ®7 a todo

C|G] tenemos que:
®7(ab) = ®7(a)®°(b) V a,b € C[G].
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Por lo tanto, ®° es una representacion de G sobre V' que claramente aporta el
caracter y?. Ademas

(. X°) = ﬁ S % (9)x7 () = |—§;| S o(x(9)7(x(9)) =

_ %I > alx(9)x(9) = (X)) = (6 x)-
geG

Para terminar demostraremos que siempre se pueden encontrar tales ®, V' y B.

Supongamos que @’ es una representacién de C[G| sobre un E-espacio vectorial
V’: sean X’ el E-caracter aportado por ® y n = deg(®’) = x/(e¢). Tomemos B; =
{v1,...,v,} una base cualquiera de V’. Definimos W como el conjunto de sumas
formales ) a,v;, donde «; € C, entonces W es un C-espacio vectorial con base B
y por lo tanto de dimensién |B;| = n, ademds podemos considerar que V' C W. Si
a € C[G] definimos ¥/ € End(WW) por:

vl ( Z aivi> = i a; @ (v;).

Notemos que la parte derecha esta bien definida ya que ®/ € End(V') y por lo tanto
! (v;)eW Vi. Asi, ¥ dada por ¥'(a) = ¥/ es una C-representacién de C|G| sobre
el C-espacio vectorial W. Dado que V/ (v;) = @/ (v;) V 4, entonces:

(Wels, = [@4]s, ¥V a € C[G]

= tr([\lﬂg]lﬁ) = tr([q)/g]lﬁ) = X/<g) v g € G.

Asi, ¥ es un C-caracter. Ahora, la cantidad de distintos E-caracteres es segin 1.2.8
igual a la |Irr(G)| (recuerdese que todo lo dicho sobre C-caracteres es valido para
F-caracteres cuando F' es algebraicamente cerrado y de caracteristica cero), por lo
tanto todo C-caracter es también un E-caracter con lo cual termina la demostracion.

O

Este resultado es ttil cuando tenemos un caracter cuyos valores no son todos ra-
cionales o mejor dicho enteros (ver 1.2.16). Otro método extremadamente 1til es
un proceso llamado induccion de caracteres, y es en cierto sentido inverso a la res-
triccion.

Supongamos que H < G , claramente Cl(G) y CI(H) son dos C-espacios vectoriales
de Hilbert finito dimensionales; si definimos R : CI(G) — CI(H) como la restriccién
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de v a H, entonces R es una transformacion lineal y por lo tanto existe una unica
transformacion lineal [ : CI(H) — CI(G) (llamada dual de R) tal que:

(R(9),0) = (9,1(0)) V0 eCUG),0 € CU(H).

Cabe aclarar que el producto interno de la izquierda es calculado en H y el de la
derecha en G. Sean R(¥) = ¥y e I(0) = 6%, entonces:

(05,0) = (9,6°).

Esta igualdad es conocida como Ley de Reciprocidad de Frobenius. A 6% se le
llama funcién de clase inducida. Lo importante sobre las funciones inducidas es
que podemos calcularlas explicitamente.

1.3.7 Teorema
Supongamos que H < G y que 6 € Cl(H), si g€ G definimos 0°(g) = 0(g) sige H y
6°(g) =0 si g ¢ G. Entonces:

“(g) 0°(g
~ [H] IEZG
Y por lo tanto 0% (e) = [G : H]O(e).

Demostracion. Denotemos por fala funcion definida por la férmula de la parte
derecha de la igualdad anterior, entonces 6 € CZ(G) yaque VyeG:

80 y{E _ 90 Cl? — /6\
) ] DI ] DI

zeG zeG

Ya que yz toma una vez todos los valores de G al ir recorriendo x sobre G.

Sea ¥ € Cl(G), entonces:

1 G 1 _
|G| 219 (m Zgo<gx)> - G||H]| Zzﬂ(g)eo(gx)-

zeG z€G gelG

Si z €@ es fijo (zg)® = gz y por lo tanto:

> 9(9)f = 9(zg)b

geG geG

Loast 9(zg) = dagriz™) = d(q1) y:

Zﬁxg@og:c Zﬁgl 6o(g1) = Z"&‘gl ):\H|<19H,9>.

geG g1 €G s

Sea g1 = gx, g = 1T~
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Sustiyuyendo tenemos que:

(V3.0)

(:0)= "

> 1= (Vu.0).

zeG

La funcién 6 — 0 es claramente lineal y por la unicidad del operador dual concluimos

que 0¢ = 0.
O

Otra forma de calcular 8¢ es tomar g, ..., g, €G tales que:

Entonces: . 1
0% (g) = THI Z 0°(g*) = THI Z Z 0°(g"").
| |:c€G | | i heH

Ahora, si h € H, entonces g%" = h™1(g%)h € H si y solo si g% € H y por lo tanto
0°(g9h) = 0°(g?), entonces:

0(9) = > 0°(%). (112

1.3.8 Teorema
Si H<G y x € Ch(H) entonces X¢ € Ch(G) el cual es llamado caracter inducido

por x.

Demostracién. Sea ¢ € Irr(G), entonces ¢y, x € Ch(H) y por 1.2.14 (¢g,x) €Z7T

y por lo tanto (¢, x“) € Z* aplicando 1.2.10 concluimos que x¢ € Ch(G).
O

Otra consecuencia inmediata de la definiciéon de un caracter inducido es que si K <
H < G, entonces:
() =x% ¥ xeCh(K).

Ya que si ¢ € Cl(G) entonces:
(X% 0) = (X" om) = (x.ox) = (X%, 9).-

Donde cada igualdad se deduce de la ley de reciprocidad de Frobenius y del hecho
de que (¢n)Kx = ¢k.

Como un ejemplo del teorema anterior tomemos G = S3 y H = A3z. Sean 0 =
(1,2) ¢ Hy m=(1,2,3)€ H entonces G = (o, m) y H = (7). Ademas |CL[G]| = 3 a
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saber K (e) = {e}, K(0) = {o,0m,0m*} y K(7) = {7, 7*}. Sea x = 1y y calculemos
¢ tenemos:
X%(e) = [Ss = As]x(e) = 2.

Como S3 = A3 |JoAs aplicando 1.12 tenemos que:

X (0) = x°(0) + X°(07) =0+ 0 = 0.

XE(m) =x(m) +Xx°(17) =1+ 1=2.

Notemos que si definimos ¢ : G — {1, —1} por ¢(g) = 1sige Hy ¢(g) = —1 si
g ¢ H, entonces ¢ € Hom(G,C) y por lo tanto ¢ € Lin(G) ademds x% = 1g + ¢.
Otro caracter de H se puede definir como:

xi(e) =1, x1(m) = w, xi(m?) = w?, w=e’™?

El cual es un caracter ya que x; € Hom(H,C) pues |H| = 3. Usemos 1.12 para
calcular x§ :

X¥(e) = [95 1 As]xa(e) =2,
X{(0) =x5(0) +x3(0”) =0+ 0=0,

x&(m) = X%m) + xo(n°) = w + w? = —1.
Ahora:

X17X1 = Z’Xl 22+2( 1)):1

9653

Ast:

r(G) = {1g, ¢, x7' }-
El siguiente concepto se encuentra intimamente ligado a los caracteres inducidos.

1.3.9 Definiciéon
Sea X C G decimos que X es un conjunto T.I. (trivial intersection) en G si:

X9'=X o X'NnX C{e} VgeQqG.
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Los conjuntos T.I. juegan un papel importante en la teoria de caracteres, princi-
palmente en los llamados ” Grupos de Frobenius” los cuales no son tratados en este
trabajo pero que son fundamentales en la clasificacion de Grupos Finitos. Ademas,
los conjuntos T.I. suelen relacionarse con el problema de ”extensién” de un caracter,
como un ejemplo de esto ultimo tenemos:

1.3.10 Proposicion

Sean X un conjunto T.I. en G; ¢, x funciones de clase en N = Ng(X). Supongamos
que ¢ y x se anulan en N — X y que x(e) = 0. Entonces (%, x%) = (o,X), v
x%(x) = x(z) VazeX.

Demostracién. Primeramente, x“(e) = [G: N]x(e) = 0, asf que tomemos z € X —e.
Si xO(yzy™) #0, e £ yry '€ X N XY, entonces X =X¥ 'y por lo tanto y e N.
Ast:

Zx (yry™ ZX

yEG yEN
Luego, x¢(z) = x(z) V € X. También, <¢G,XG) = (¢, (x%)n). Como ¢ se anula
en N — X y (x%)y—x se anula en X, (¢, (x“)n — x) =0 de donde se obtiene el

resultado.
O



Capitulo

Algunas aplicaciones de la teoria

2.1. ...en conmutadores

En esta seccion presentaremos los teoremas de Gallagher y Burnside en caracteres y
conmutadores. Todo lo expuesto desde aqui y hasta el Teorema 2.1.7 fue publicado
por Gallagher en [7]

2.1.1 Proposicién
Sea x €Irr(G) entonces:

Demostracion. Sean C;,..., K,y Ki,..., K, como en 1.2.8 si g; € K, entonces:
> x(9) g—ngng—ng@
geG geK;

Por lo tanto e, € Z(C[G]). Ademas:

Segin 1.2.22:

X(€)? = CIKC; X (9:) x(95)9(9:) #(95) P (gm)
X |G|2 Z Z e

i=1 j=1 m=1 ¢clrr(G)
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?ZZ§<\G\Z¢9’ e ) (g 3 eto ) i

m

Como ¢(g)x g) es constante para g € K, la primera relacién de ortogonalidad nos
dice que:

1 < -
il > 69X (g)IKi| = dgy
=1

Por lo tanto, dado que 5(2”:5@( tenemos:

2 _ X (g _ x(e)* x~ x(gm) .
x |G\ Z[Z %}K’” Gl 2= x(o) Km=ex

O
2.1.2 Proposicion
VneNygeG:
G n—1
> xlgn) - x(gn) = x(9) (%)
g1gn=g X
Demostracién. Tomemos G={h, ..., h,}, entonces:
w_ [XO) s~
T L o o
=1 i1=1 in=1
Reescribiendo la ultima expresion y usando el hecho de que e} =1 tenemos:
X€) N~y [xe)]”
d x(9g= 7= D x9) - x(gn)g:
|G| |G|
geG g1-gn=g
El resultado final de obtiene comparando coeficientes. -

2.1.3 Proposicion
Si xelrr(G); VY g,heG se cumple:

G
S ol k) = L (X
teG
Demostracién. Sean s€ G, K;=CL(s) y K, la suma de la clase K. Entonces:

K= o

teG
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Retomemos las funciones I'y, definidas en 1.2.21, V x,y € G se cumple:

T (K,K,) = T\ (K,)T (K):X( L)X W)IKallXy|
X ity X z )L x y X()
Ademas:
! K # t = :L.tl to
Rt = (rca<sc>| Z;) <|cg<y>| Z}’) CREe ZZ; y

Queremos escribir esta tltima expresién en una suma sobre solo un elemento de G,
sea t € G fijo ;De cuantas maneras podemos tomar ¢y, ty para que tyt; ' =t? Una vez
elegido t5 solo queda una posibilidad para t; y como tenemos |G| formas diferentes
de elegir a ty; por lo tanto:

ST Xy ) = [Glxy) = D x(ay™) =161 x(zyh).

-1
oty =t l2,t1 teG

Ast:

VKK, I,
I'(K,K,) = Xxy
A =0 = Tahe) 2

Comparando las dos expresiones para I'y (K, K,) tenemos:

> xlay) = >L%‘x(:f:)x(y)-

= 2

Ahora zy =t lyt=axtyty ly=x[t,y ]y, como z,y son arbitrarios tenemos:

> xaltyly™) = NN

)

Como CL(ab)=CL(ba) V¥ a,b € G:

> 1ty altl) = L)

e x(e

Tomando y=h y x=hg terminamos.
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2.1.4 Proposicién
Sixelrr(G); VY g,hy,...,h, €G se cumple:

S ottt tul) = (L5) o b)) X0

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. El caso n=1 es la proposicién
2.1.3, de esta podemos ademés deducir que si n>1 tenemos:

S gl bl i) =3 A (it ] s BT XC)

Y X(haglti - [taer, hn—l])] X ().

Elyeees tn—1

~ x(e)

Aplicando la hipdtesis de induccion:

5 bngltss il s i) = (155) b b5 )

t1,tn—1

Por lo tanto:

G n
S xlltr, ][t a]) = (%) X(aghs -+ b)) X02) - X)X
t1,.eey tn
O
2.1.5 Proposicién
Sixelr(G); V geqG:
G 2n
> bl = (105) xw
Alyeeny an,b1,...y bneG X
Demostraciéon. Por el resultado anterior tenemos:
Gl \" _ _
S x(alon bl b = (L05) S b b0 x ()
X b1,..., bneG
Si tomamos cualesquiera sq,--- , s, € G estos determinan un tnico elemento sg € G

tal que sgps, ---s1=g, por lo tanto:

D ox(gbr - ba)x(b ) x(b) = D X(so)x(sa) - x(s1) = ( G] )nx(g)-

x(e)

bi,..sbn 808n""+81=4g

O



2.1. ...en conmutadores 49

2.1.6 Teorema
Sin es tal que:

Z x(e)? < [G - G].

x€lrr1 (G)

Entonces todo elemento de G’ es el producto de n conmutadores. En particular si:
IIrr; (G)| < |Lin(G)].
Todo elemento de G' es un conmutador

Demostracién. Consideremos el caracter regular de GG. Sabemos que:

p= > xle)x

x€lrr(G)
Si g€ G, por la proposicién anterior obtenemos:

_ o2 x(9) x(9)
Z ,O(Q[Cbl, b1] T [an, bn]) = |G| Z (6)2n_1 + Z (6)277,—1
a1,b1,...,an,bn€G x€Lin(G) X X
Como x(g9)=1=x(e) si x € Lin(G) y g€ G, tenemos:

" . X\g
S plalorsbi-+-lansta)) = (G L@+ Y. M

x€lIrr1 (G)

Sea X C G’ el conjunto de los elementos de G que se pueden escribir como el producto
de n conmutadores, es decir:

X:{[xlayl][mnayn] X1y Ty Y1e- o5 Yn EG}

Entonces g ¢ X si y solo si glay,by] - [an, by] # e para cualesquiera ay,...,an,
by ..., b, € G (recuerdese que el inverso de un conmutador es un conmutador), por
lo tanto:

> olglar,bi] - [an, b)) =0 g ¢ X

. xlg) _ /
= ’LIH(G”—F Z W—O@QEG—X
x€lrr1 (G)

Si G’ — X #0 aplicando 1.3.2 y 1.2.17:

G =L@ < Y @< Y w0

x€lrr1 (G) x€Irr1 (G)
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Lo cual contradice la eleccién de n. Para demostrar la tltima afirmacion notemos:

Z X(6)0:|Irr(G)|.

x€lrr(GQ)

Asi que en este caso podemos tomar n=1. -

2.1.7 Teorema
Supongamos que G es no abeliano, sea c=min{x(e):x €Irr;(G)}. SineN cumple:

|G/| S CQn.
Entonces todo elemento de G es producto de n conmutadores.

Demostracién. Por la definicién de ¢ tenemos:

x(e)™ < <|G'|Th ¥V x €Iy (G).

Ademaés:
Gl= Y weP= > x@P+Ln@)|= > x(e?+[G:E]
x€lrr(G) x€lrr1 (G) x€Irr1 (G)
= Y xeP=16-1G: ¢
x€Irr1 (G)

_ . /
> Y < GG

x€lrr1 (G) | |

= ) xe< |G‘_[GC,::G] <[G:G'].
x€Ilrr1 (G) | ‘

O

Una forma de obtener el valor n sin necesidad de conocer Irr(G) es buscar n tal que
|G'| < p", donde p es el menor divisor primo de |G|; esto porque 1.2.24 nos asegura
que el valor minimo de ¢ en la proposicién anterior es p.

Desarrollamos ahora los teoremas de Burnside en conmutadores [8]

2.1.8 Teorema
Sean g,h€G. Exite x€G tal que g€ CL([h,x]) si y solo si:

x(g)Ix(h)[?
Z v > 0.

X€Elrr(G)
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Demostraciéon. Siguiendo la notacion de 1.2.22 tenemos:

K] x(9:)x(9;)x (gm)
o |G| 2 x(e) '

x€lrr(GQ)

Para cada i definimos el nimero ¢’ de forma tal que C'L(g; ') =/y. Entonces:

azzm -

VC\ x(g; " x(gm) I X (90)|* X (gm)
Z I > x(e)

x€lrr(G x€lrr(G)

SiCL(g)=K; y C’L(h):le, tenemos:

oKl X(B)*x(9) _ I ()2
ajriji |G| Z X(e) |G| Z — N

xE€Irr(G)

_IKi® \ x(9)Ix(h)|*
Gl Z 6)

x€lrr(G

xEIrr(G@)

Supongamos que a;;; > 0. Entonces existen s € K; y t € K; cumpliendo st=g. Como
s€eCL(h™') y te CL(h), existen a,be @ tales que s=a " *h~'a y t=b"'hb, luego:

aga™' = asta™" = hrab " hba™' = ™ (ba™') "*hba ™' = [h,ba"!
= g€ CL([h,ba™"]).
Ahora, supongamos que g=alh, z]a™! para algunos a,z € G, entonces:
g=(ah 'a ) (ar  hra™) = <ah’1a’1> ((xa’l)’lh(xa’l))
Entonces g€ K- K; y por lo tanto ajr;; > 0. O

2.1.9 Teorema
Un elemento g€ G es un conmutador si y solo si:

> o

xEIrr(G

Demostracién. Continuado con la notacién anterior, si |Irr(G)\ =7

g DINLS
vkl |Z > MH S |Z|/cum

=1 xehr(G) Xx€Elr (G)
x(9) x
- x(e) 06 x) Z
x€lrr(G) xEIrr(G

Luego, 7, #0 < 34 tal que ay;; 7&0. Por el teorema anterior esta ultima condicién
es equivalente a que g sea conjugado a [z,y], con z € K; y y € G. Entonces g =

a x,yla=[a"'za,a  ya], para algunos a,z,y€G siy solo si 7, #0. .
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Una aplicacién del teorema anterior:
2.1.10 Teorema

Si g es un conmutador, entonces todo generador de { g) también lo es.

Demostracién. Sea n =0(g) y € una n-ésima raiz primitiva de la unidad. Si g™
es un generador de (¢ ) tenemos (n,m) =1y por lo tanto existe o € Gal(Q(¢)/Q)
tal que o(e) = €™. Por 1.2.17 existe ®; una representacién de (g) que aporta x; €
Irr(G)={x1,---, xx} vy tal que ®;(g) es diagonal, digamos:

D4i(g) = con d; = x;(e),

donde ;1,...,l; 4, €Z V i. Entonces:

o(xi(9)) = U( Eli”') = 20(6)li'1.

Jj=1 J=1

S

Adems3s:

Por lo tanto o(x;(g))=x:(¢g™) V i. Entonces:

X" _ x(9)
@ ( 2 x<e>>%0

x€Irr(G)

Xx€Irr(G)
O

El siguiente resultado ain cuando no trata sobre conmutadores se presenta debido
a que aparecio por primera vez en [8] junto con los teoremas ya demostrados.

2.1.11 Teorema
Sig,heG y xelrr(G), entonces:
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Demostracién. Sean Ky, ..., KC, las clases de conjugacion de G, g, €IC,, e 1, 7 tales
que geK; y he K. Si K, € C[G] es la suma de los elementos de K,,, segin 1.2.22:

K,,.

KKZ

(h
Zczﬁ <z5(e))¢ gm)
)

pElr (G

Tomemos ® una representacion de G que aporte x. Entonces:

i) =y ISl 5 20 ¢;?2f(gm)] ()
m=1 perr(G)
= ?e)j)(g ) (Kol x (gm)
m=1 Pelrr(G)

ICi /C

-y !/CiH’lecb)g ¢(h) (0, 6) = |l [KC51x (9)x (h)
p x(e)

X(KiKJ)X(e)
peijne

1
Ki= =3¢’
Coll 2=
1
K= —— hY
I [Ca(n)] ZG

= x(g)x(h) =

Ahora:

I ||C )| IyZGG
xyeG’

Como ¢”h¥ es conjugado con ghv*

K, K yx 1 — ym

z,yeG T yEG
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La ecuacién yzr =z con z € G, fijo tiene |G| soluciones entonces:

G 2
X(KK;) = | | Zx gh?)
ZEG
x(e) \G | 2
= x(g)x(h) = x(gh?)
G| [C(g)]IC (R Z
Para terminar basta recordar que |G|= |ICm| \Cg(gm)\ V m.
O
2.2. ...ala ecuacion 2" =1
Tomemos G un grupo cualquiera y n € N consideremos la ecuacion:
" =e. (2.1)

Si (n,|G|) = 1, existen a,b € Z tales que:
1 =na + |GJb.
Sea g € |G| solucion de (2.1), entonces:
g=1(9""(¢") = ete=c.
Por lo tanto si (n,|G]|) = 1 existe solo una solucion de (2.1).

Supongamos ahora que (n,|G|) = m con 1 < m < n. Entonces podemos encontrar
un numero primo p tal que:

pln y pfIGl. (2:2)
Si g es solucion de (2.1), entonces:
=g =gy

Como p es primo o(g™/?) € {1,p}, pero como pMG| entonces o(¢g"/?) = 1; i.e. g es
solucién de la ecuacién:
P = e.

Repitiendo sobre los primos que cumplen (2.2) obtenemos que 2.1 es equivalente a:
™ =e,

donde (m, |G|) = m, ya que m||G|. Por esto cuando queremos estudiar la ecuacién
(2.1) basta con considerar el caso en que n es divisor de |G|.

El proposito de esta seccion es demostrar el siguiente resultado concerniente a la
ecuacién (2.1) cuando n||G|.
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2.2.1 Teorema (Frobenius)
Si n“G|, el numero de soluciones a la ecuacion " = e es divisible por n.

Para demostrar este resultado Frobenius probo en [9] lo siguiente.

2.2.2 Teorema
Si n“G| y x € Ch(G), entonces:

gn=1 gn=

Lo cual demuestra 2.2.1. De ahora en adelante nos dedicaremos a demostrar 2.2.2,
siempre supondremos que n‘ |G|

2.2.3 Definicién
Sea G, = {X C G :|X| =n}. Como |X| = |gX|V X C G, podemos definir una
accion de G en G, por:

X9 =gX.

Definimos 60,, como el caracter de G asociado a esta accion (ver 1.3.3).

2.2.4 Proposicién
Sean g € G, a=o0(g) y c = |G|. Entonces:

0 siafn

Onlg) = (c/a) si aln
n/a

Demostracién. Supongamos que 6,,(g) # 0 por la definicién de 6,, (1.3.3) existe
X € G, tal que gX = X, esto nos permite afirmar que (¢ ) actua en X por:

gtr=g9g"xr VreX
Sea O, la orbita de x € X correspondiente a esta tltima accién, entonces:
O,={hx:he(g)}

= 0./ =l(g)| = a
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Descomponiendo a X como la unién directa de un cierto niimero de orbitas y dado
que todas las érbitas tiene la misma cardinalidad (a saber a) obtenemos:

al|X| = n.
Asi, si afn se tiene 6,,(g) = 0.

Sia

n, sea H={g) es claro que:

g-Hy = H¢g VHg € G/H

Sea m=n/a<c/a=[G : H] =|G/H|, podemos por lo tanto elegir m elementos
Hgy, ..., Hg, € gG distintos a pares y formar X = Hg; U ... U Hg,,, entonces:

(X|=|Hagi| + -+ |Hgm| =m[H|= (n/a)a =n

= XeG, y XI=g-X=X.

Supongamos ahora que X € G, es g-invariante, es decir, que X9 = gX = X;
entonces:
HyCcX VyelX.

Y dado que y e Hy V y € X, tenemos:

X =JHy

yeX

Podemos por lo tanto elegir yy, ...,y € X tales que:
X =JHy

=n=|X|=|Hyl|+ -+ |Hy| = k|H| = ka
=k=n/a=m.

Asi, hemos establecido una correspondencia 1—1 entre el niimero de elementos de G,
que son g-invariantes y el nimero de combinaciones de |G/H| elementos tomados
m a la vez, por lo tanto:

bu(0) =11 € G X0 = XY= ().

m

Ya que [G: H]= da.
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2.2.5 Definicién
Sean € Nyn=p{'---p* sudescomposicion canénica en primos distintos, definimos
la Funcion de Mobius por:

1 Sin=1
lu(n): (—1>k Sialz-..:akzl
0 En otro caso

Si p(n) # 0 se dice que n es libre de cuadrado. Ademds, p(nm) = u(n)u(m) si
(n,m) = 1.

Los siguientes lemas tratan sobre el coeficiente binomial y son independientes de la
teoria de Grupos. Se presentan y demuestran ya que de ellos depende la demostracion
que aqui se presenta del Teorema de 2.2.2.

2.2.6 Lema
Supongamos que n,m € N, con n‘m. Sip es primo yr € N tal que p”

(n22) = (s

Demostracién. Definamos el siguiente polinomio:

n, entonces:

fX)=(X-1D)(X-2) - (X —p+1) =X+ XP 2+ 4.
Entonces ¢; € ZVi=1,...,p—1,1ie. f(X) € Z[X].
Si a,b € Z, entonces:
fla)—fb)=[a?t ="+ i@ =P + -+ cpala— U] (2.3)
Ahora, si a = b mod p", entonces a? = b? modp” V g € Z y de (2.3) se sigue que:
f(a) = f(b) modp".

Adems3s:
fla+p)=(a+p-1)(a+p—2)---(a+1)
= (=1(=a) = 1[(=a) = 2] ---[(=a) = p+ 1] = (1)’ f(—a)
= f(=a)=(=1)""fla+p).

Por definicién:

(m—l) (m-1! _ (m-1)(m-2)--(m—n+1l)

n—1) (m—-n)ln—1 (n—1)(n—2)---1
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_fm)m—=p)(m—p—1)---(m—n+1)
f(n)(n—p)(n—p—1)---1
_ fm)(m =p)f(m =p)(m =2p)---(m —n+1)
f)(n—=p)f(n—p)(n—2p+1)---1
_ . _fm)m=p)fm=p)---(m=n+p)f(m—n+p)
fn)(n—=p)f(n—p)---pf(p)
_ fm)fm—=p)---f(m =n+p) [(m—p)(m—Qp)---(m—ner)]
f)f(n—p)--- f(p) (n—p)(n—2p)--p '

Pero:
n/p—1 n/p—1
(m—p)--(m—n+p)= H m — kp = p/P=Y) H (m/p—k)
k=1 k=1
n/p—1 n/p—1
(n—p)--p= [[ n—kp=p""" ] (n/p—h).
k=1 k=1
Asi que:
(m—p)---(m—n+p) (m/p—1)---(m/p—n/p+1) (m/p—l)
(n—p)--p (n/p—1)---1 n/p—1)
Luego:

(o) = I )

Y por lo tanto:

(o) Cnmd) = G P 2] e

Sea b € Z, como m — bp = —bp mod p", entonces:

f(m —bp) = f(=bp) = (=1)""" f(bp + p) mod p".
También n — bp = —bp mod p” y por lo tanto:
f(n —bp) = (=1)P~" f(bp + p) mod p"

= f(m—10bp)= f(n—>bp) modp" VbeZ.
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Tomando b =0,1,...,n/p — 1, obtenemos:
fm) = f(n) mod p”
f(m—p) = f(n—p)  modp"
fm—=n+p) = f(p) mod p"
= f(m)---f(m—n+p) = f(n)-- f(p)modp”
= Ja€Ztalque: pla=f(m)---f(m—n+p) —f(n) - f(p)
Sean: / .
m/p —
(n/p—1> <%
c=f(n)f(n—p)-- fp),
g m—1 m/p—1
() -0
Entonces: .
Pl (2.5)

Es claro de la definicién que p/ff(:v) YV x €pZ; por lo tanto:
p/ff(n—kp) Vk=0,1,...,n/p—1

= pff(n)fn—p)-- f(p)=c
= pk/rc - (pk ¢ = 1.

Pero por (2.5) =d/p*€Z y ab=cd'. Asi, de (2.5)
(02
n—1 n/p—1
() (e
2.2.7 Lema

Supongamos que n,m € N con n‘m, entonces:

3 (ot <2
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Demostracién. Supongamos que k:} n, entonces:

(m/k:) _ (m/k)(m/k—1)---(m/k —n/k+1)
n/k (n/k)(n/k—1)---1

~m/k (m/k—=1)---(m/k—n/k+1) _T<m/k—1>
- n/k (n/k—1)---1 B n/k—1

1 m/k 1 m/k—1
il K== k).
~ m%(n/k:)'u( ) n%(n/k:—l)u( )
Tomemos A = {k : k|n, u(k) # 0}, entonces:
m/k—1 m/k —1
k) = k).
S (o = (Tt
kln keA
Sean p un numero primo, a € N con p ’n y p““*n B={keA: p)(k} y C={ke
A: p‘ k}. Tomemos k € B, entonces k‘n k es libre de cuadrado y su descomposicién

en primos no contiene a p, por lo tanto pk es libre de cuadrado (u(pk) # 0) pk:!n y
p’pk es decir, pk € C'; asi pB C C.

Tomemos ahora k € C, como k es libre de cuadrado, p /f k/p)y claramente k/ p es
libre de cuadrado ademés (k/p)|k y k|n, por lo tanto (k/p)
ser k arbitrario C'/p C B. Por lo tanto C =pBy A= BU C’ B UpB entonces

m/k—1 m/k—1 m/k—1
(k) = (k) + ()
> (o =2 (e~ o 2 G 1)
m/k—1 m/pk — 1
T s .
Pero si k € B, entonces (k,p) =1 = u(pk) = p(p)pu(k) = —p(k) luego:

o R 1) W )

keB

Si k € B, como p* |n y k ‘ n con (p® k = 1), entonces kp® }n o equivalentemente
p° ‘ (n/ k:) podemos por lo tanto aplicando 2.2.6 concluir que:

(20 = (2 ) oy wie s

= Z (7:;‘//:__11) (k) = 0 mod p”.
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Como p es cualquier primo que divide a n, entonces:
m/k—1 _
Z (n/k B 1>,u(k;) = 0 modn.
kin
O

Sia,b € Z,b # 0 para hacer mas legibles algunos resultados escribiremos ab* en
lugar de ab~!; si b‘ a, entonces ab* = a/b € 7Z.

2.2.8 Lema
Supongamos que k|n Y n‘m, entonces:

Ly (1 e

d|nk*

Demostracion. Como nk:*’mk:* la Proposicion 2.2.7 nos dice que:
1 (m/k)/d
— d) € 7.
I UHICE

Simplificando obtenemos el resultado deseado.
O

El siguiente resultado es un hecho muy conocido y usado en teoria de nimeros, una
demostracién se puede encontrar en [12].

2.2.9 Lema
Sean f, g dos funciones aritméticas, definimos el producto de Dirichlet de f y g como
la funcion f * g dada por:

[f#gl(n) = f(d)g(n/d).

dn
Entonces el conjunto de funciones aritméticas junto con x forman un grupo abeliano

— I

0 En otro caso

Si definimos u como la funcion aritmetica u(n) =1, entonces:

uxp=1.
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2.2.10 Lema
St f y g son dos funciones aritméticas, entonces:

Zf g(n/d) = Z Z (n/rd)u Zf
dln dln r|nd* k|d

Demostracién. En vista de 2.2.9

frg=fxgxl=(fxg)*x(uxp)=(f*u)*(uxg).

Pero
[(f % u)* (g% w)](n) =Y _[f *u)(d)[u g](n/d),
dn
y
[frul(d) = fk)uld/k) = f(k)
k|d k|d
1% gl(n/d) =Y p(r)g(n/rd).
rnd*

O

Podemos ahora demostrar el Teorema 2.2.2, para esto sean x € Irr(G) y m = |G|
definamos:

gr=1

Para n = 1 es claro que a,(x) € Z podemos por lo tanto suponer que n > 1y por
induccién que ax(x) € ZV k € N k < n. Como 6,, = 6,,, entonces:

9n>:%2><(9) Z > x(

geG dlm o(g)=d

Usando 2.2.4 ) Jd
) =— > Z/d) > xlg)

dln o(g)=d

Sean:
f(k) = x(9) vy
o(g)=k
km/n
0=(7)

Entonces:
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En vista de 2.2.10

Z Z (n/rd)u Zf
d\n r|(n/d) kld
1 m/rd
S 3D 3 (W TIE) Dp DR
dln  rnd* kld o(g)=k

Si notamos que:

Tenemos:

SRR 3D (”;?jfj)u(r)dad(x)
= et =2 ("Mt 30X (T Jutdaato.

d\n d<n r|nd*

Lo cual también podemos escribir como:
m/rd
0,) = a( . 2.6
et =000+ X 304"l aut) (26)
dln,d<n rind*
Pero ag € Z YV d < n, lo cual junto con 2.2.8 nos dice que:
m/rd
> X (M a2
dln,d<n r|nd*

Segun 1.2.14 (x, 0,) € Z, por lo tanto de (2.6) podemos concluir que a,(x) € Z con
lo cual termina la demostracién de 2.2.2.

2.3. ...en grupos simples

Gran parte de las aplicaciones de la teoria de caracteres son concernientes a la carac-
terizacion de grupos a partir de diversas restricciones. Estas restricciones pueden o
no referirse a los caracteres de dicho grupo. Esta seccion y la préxima trabajan en
esta linea, aqui presentamos un teorema muy sencillo de demostrar que ejemplifica
como partiendo con una condicion ajena a los caracteres se puede controlar mediante
estos la estructura del grupo. Empezamos con un resultado auxiliar.
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2.3.1 Proposicién
Sean S € Syla(G), M < S con [S: M| =2y 71 €S una involucion tal que:

Clg(t) N M = 0.
Entonces, T ¢ G'.

Demostracién. Sea Q={gM :g€ G} y consideremos la accién de G en 2 definida
por:
h-gM =hgM si heGygM € Q.

Ast:
h-gM =gM & g thg € M.

Por lo tanto, la permutacién inducida por 7 no tiene puntos fijos en 2 y dado que
2

T = e entonces:
T = (a1,az2)(as,aq) - -+ (@p_1,0n),
donde
{ai,a9,...,;an_1,a,} ={1,2,...,]|Q|}.

Ahora:
Q| =[G: M]=[G:S|[S: M]=2[G: S|

= sig(r) = (~D = —1.
Pues 2/ [G : 5], por lo tanto:
A={geG:gespar} $G y [G:A=2

Como G/A es abeliano, G’ C Ay dado que 7 ¢ A, 7 ¢ G'.

Probemos ahora el prometido ejemplo.

2.3.2 Teorema
Sea G = G y supongamos que T € G es una involucion con Cg(7) = Dg. Entonces,

G| =168 6 360.

Demostracién. Sean D = Cg(7) y x € D. Como 7 = z7z ™!, tenemos:

e=12= (xTx_1)2 =z

2
Tenemos que D es un 2-grupo, sea D C S € Syly(G) y tomemos z € Z(S), luego:
T =TX = reD y xy=yr VyeD

= zeZD) =  Z(S)CZ(D)= (7).
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Y dado que Z(S) # (e), tenemos Z(S) = (1)
= xr=1r Vzx eSS = S CCq(r)=D

= D:S:CG(T).

Tomemos Zy ~ M < D = (a,b: a®> = b* = ¢) ciclico de orden 4, con 7 € M = (b)

su unica involucion. Sea \ el caracter de M dado por:
A(") =" n=20,1,2 3.

Y sea
9= (13 — N)P.

La tabla (2.1) contine los valores de 1, de estos obtenemos que:

[0 : 9] =3, v(e) =0, Yy =0.

| {e} {b,0°} {v*} {a,ab?} {ab,ab®}
0] 0 2 4 0 0
Tabla 2.1: Funcion ¢
Supongamos que z € G 'y que M N M* # (e), tendriamos entonces:
TeMNM® = T=1" = reD

= M= M?*pues M <D = M es un conjunto T.I. en GG

Del teorema 1.3.10 obtenemos:
W9 0% =3 y W9y =09.
Ahora, ¥ es un caracter generalizado, por lo tanto:

V¢ = Z Ny X con ny, €z y Z ni:?).

x€lrr(G) x€lrr(G)

Es més, tenemos:
W9 1g] =[0:1p] =[layr — A:1p] =1

= 19G = 1G + nix + ana con n% + ng =2 y X:¢ € II‘I‘(G)

Como:

9% e) =0 = 0=1+mndeg(x) +nodeg(y)) = nyi=1yny=—1
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Tenemos:
99 =1+ x — 2, con x,v € Irr(G).

Ahora:
0=0%e) =1+x(e)—1p(e) vy 4=097)=14x(r)—(r).

Como G = G’, la Proposicién 2.3.1 garantiza que toda involucién de G es conjugada
con T, asi que designemos por K a la tnica clase de conjugacion de involuciones de
GG y definamos:

p(g) = H(z,y) e CxK: zy =g}l

Asi, ¢ es una funcién de clase. Ademas:
vyek, ey=g = ¢ =g
Ysizek, z#g¢:
g =g = y=uxg € K.

Por lo tanto:
olg)={zeK:g"=g" x#g}
1

Tomemos g € M — {e} y sea x € K tal que ¢° = g™, entonces:
g=T7 o ¢ =r.
Sig=r7,7%=7"1 =7 Ahora, si ¢ = 72 tenemos:
™ =grr=(zgz) =g =g"=1

En cualquier caso, 7% = 7, es decir, z € Cg(7) = D. Podemos ahora deducir que:

olg)=4 si ge M —{e}.

Segun la Proposicion 1.2.22; a1, =¢(g) si g € K, € Cl(G). Obtenemos ast:

KI” §(r)*7
== = s
G &;G) ¢(e)

Como [€ : £] = [€ : €], entonces:
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Claramente £(e) es real y como (1) = &(771) = &(7):

K £(r)?
== €.
|G| &%G) ¢(e)

R (e

E

Pero, por otro lado:

9C, ] = [y — A o] = ﬁ S (L = V(@) owi (7)

zeM
1

zeM—{e} zeM—{e}

Ahora, |G|=|C(7)||K|=23|K], por lo tanto:

X(1)? _ (r)?

2= 'G‘(” OO

=3 Y u=N@eu@) = D (ly-N(x) =4

)

Sean a = x(e) , b = x(7) € Z, entonces ¥(e) = a+ 1y (1) = b— 3. Por la segunda

relacion de ortogonalidad tenemos:

8=|Ca(n)|= > &)’ Z1+6+(b-3)

el (G)
= b=162
Si b=1, tenemos:

1 4

28a(a + 1)
(@ —1)

Tenemos 2° | |G| y 2 /|G|, como a € Z, 2|a(a + 1)

= |Gl=

= 2|a-1* = 2°|a-1).

Supongamos que 22 ‘a(a + 1), entonces:

2 |la o 2*|(a+1).

8 _ S (a—1)2
2 _|G|(1+a a+1>_|G|a(a+1)

Gl(a—1)* =2%(a+1).



68 Capitulo 2. Algunas aplicaciones de la teoria

En ambos casos tendriamos que 2%/ (a—1), por lo tanto 22 fa(a+1). Asi, 2‘% (a—1).
Sea p un divisor impar de a — 1, entonces:

p|28a(a—|—1) :>p’aop|a+1 :>p‘1 = p==l.
Luego a = 22 +1 =9 y por lo tanto:
8.9.10

2
G| = 5 =2%.32.5 = 360.
Ahora, si b=2:
41 (a +2)
2 =1G|[1+- - ——
| |( * a—l—l) | |a(a—|—1)
2%a(a + 1) 2 _ o8
= 2)°=2 1).
= |G| CEIE = |G| (a 4+ 2) ala+1)

De manera similar tenemos aqui 2°||G| y 2*f|G|, como a € Z, 2|a(a + 1)
= 20 |(a+2)? = 2° |(a+2).
Si 22 |a(a + 1), entonces:
2 la o 2*|(a+1) = 2°f(a+2)!! oo 22 fala+1)

= 2'f(a+2)
Si p es un divisor impar de a + 2; entonces p‘28a(a +1) = p‘a 0 p}a + 1. En ambos
casos tenemos que p’l y por lo tanto a = 23 — 2 =6 y:

28.6.7
26

|G| = =2%.3.5=168.

2.4. ...en caracterizacién de grupos

Como los grupos Dg y Qg demuestran, la tabla de caracteres no determina univoca-
mente a un grupo. Sin embargo en 1.2.22 (pag. 29) demostramos que X(G) deter-
mina la tabla de multiplicacién de clases la cual esta estrechamente relacionada con
la estructura de G. Bajo estas premisas surge la pregunta ;Cuando X(G) determina
univocamente a G?7 El resultado expuesto en esta seccion es un ejemplo de que para
ciertos casos esto si sucede.
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2.4.1 Teorema (Nagao)
Si G es un grupo tal que X (G)=X(S,,), entonces G = S,

A lo largo de esta seccién supondremos que G es un grupo y X(G) = X(S5,,). Las
siguientes son propiedades bien conocidas acerca de los grupos simétricos; la tercera
de ellas es por decirlo de cierta forma la més sofisticada de ellas, una demostracion
de esta puede ser encontrada en [2] pag. 52.

1) Dos elementos de S,, son conjugados si y solo si tienen la misma estructura
ciclica

2) Ss es el tnico grupo no abeliano de orden 6
3) Si H es un grupo y as,...,a, € H cumplen:

3) a?=---=da’ =e

3.2) aiaj =aja; sii+1<j<m

33) (CLZ‘(IZ‘+1>3 =e€ sit<m
Entonces (ai, ..., amn) = Spni1

Sin = 1,2 el Teorema de Nagao es trivialmente cierto (|G|=|S,|). Si n = 3, dado
que G tiene un caracter irreducible no lineal, es no abeliano, entonces por 2) el
resultado también es cierto en este caso. En adelante supondremos que n > 4.

Por 1) podemos identificar una clase de conjugacion en S, por la estructura ciclica
de sus elementos. Asi K(272,3™3, ... n™) representard a la clase de conjugacién
en S, cuyos elementos son producto de msy 2-ciclos, mg 3-ciclos, etc.; si para algin
je{l,...,n} n; =0, podemos omitirlo. As:

K1) = CL(e).
K(2) = CL((1,2).
K(3) = CL((1,2,3))
K(2%) CL((1,2)(3,4)
Como ya es usual K (272 3™ ... n™) representard la suma de los elementos de

KK(2m2,3ms .. nmn).

Dado que X(G) = X(S,,) para cada clase K(2™2,3™3, ... n") existe una clase de
G para la cual las columnas correspondientes en X (G) y en X(S,) son iguales, a
esta clase la denotaremos por K[2™2,3™3 ... n™"|y a la suma de sus elementos por
K[2m2 3m3 .., n™]. Por 1.2.19, K[1] es la clase de la identidad en G.
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2.4.2 Proposicién

K[2? =3 K[3] +2K[2]] + <Z> K1),

KP2IK[2*]=---+2K[4] +---.
K[4] C K[2?]K[2].
Sim < [n/2]:
K[2" = +m! K[2]" +m K[2" ']K[2].

K[2m1K[2] € K[2™ U K[2m2, 3| U K[2m 2 U KC[273 4]

Sin > 6:

K2]K[4] N K[2°]K[2] = K[22] U K[2,4].

(2.7)
(2.8)
(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Demostraciéon. Como la tabla de multiplicacion de clases de G y S,, son iguales la

primera igualdad es equivalente a:

K22 =3K(3)+2K(2%) + (Z) K(1).

Tomemos (i, 7), (k,1) € K(2) para determinar la clase de (7, j)(k, ) notamos que:

D i,y 0 ik i} =2 & (i,5) = (k1) < (i,5)(k, 1) €K(1).
2) i, 3y N ik, I} =1 = (i, 5)(k, 1) €K(3).
3) i, g} n{k, 1} =0 (i,j)(k,[) €K(2?).

Por lo tanto existen A, B,C' € Z* tales que:

K(2)?=AKQB)+BK((2*)+CK(1)

Dado que existen n(n — 1)/2 = (}) transposiciones el caso 1) ocurre exactamente

en (g) ocasiones, ie. C' = (g)

Sea (a, b, c) € K(3) y supongamos que (i, j), (k,1) € K(2) son tales que:

(i,5)(k,1) = (a,b,c¢).
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Por 2), |{i, 7} N{k,l}| = 1 y podemos suponer sin pérdida de generalidad que j = k,
entonces:
(a,b,¢) = (i,7) (4, 1) = (4,5, 1)
= ac{ijl}, b=oc(a), c=0o(b) =0c*(a).

13 2

Como podemos “ elegir 7 a de 3 formas distintas y cada una de estas elecciones
nos da una representacion diferente de (a, b, c) como producto de 2 transposiciones
a saber:

(a,b,c) = (a,b)(b,c) = (b,¢)(c,a) = (c,a)(a,l),
con (a,b) # (b,c) # (c,a) # (a,b).

Tenemos que A = 3.

Por tltimo supongamos que o= (a,b)(c,d) € K£(2?), razonando de la misma manera
obtenemos que existen exactamente 2 maneras de representar a o como elemento de

K(2)2:
o= (a,b)(c,d) = (¢,d)(a,b).

Y por lo tanto B = 2, lo que termina la demostracién de la formula (2.7).
De la misma manera se puede demostrar (2.8), de hecho:
(a,b,c,d) = (a,d)(a,b,c) = (c,b)(a,c,d) = (a,b)(b,c,d) = (c,d)(a,b,d),
(a,b) = (a,c)(c,a,b) = (b,c)(c, b, a).
Para (2.9) consideremos que:
(,b,¢,d) = (@,0)[(a, B)(c, )] = (b, d)[(a, d)(b, ).
Si queremos demostrar (2.10 )basta notar que si (a, b, ¢, d) € K(4), entonces:
(a,b,c,d) = [(a,d)(b,c)](a,d) € K(22)K(2).

La demostracion de (2.13) se omite por ser un poco tediosa, pero se puede realizar de
la misma manera en que se han hecho las demas. En cuanto al resto de las formulas,

son evidentes de la defincion de estructura ciclica en S,,.
O

Sean g € KC[2™2 3™ ... n™]y o€ (272,33, ... n™), entonces por 1.2.15 y dado
que X(G) = X(S,) tenemos:

Cs. (@)= D> Ix@P= Y (@’ =ICalg)l

XEIrr(Sn) xE€Irr(G)
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2.4.3 Proposicién
Si ge K[2], entonces o(g) = 2.

Demostracion. Es bien sabido que:

_n(n—1)
k) =",
~n(n—1)(n—2)
) = =,
oy n(n—1)(n—2)(n—3)
(@) = . .

Por lo tanto, si 0 € K(2),01 €K(3) y 02 € K(2?), entonces:

_ 1S
IR
N

Ahora, por la proposicién anterior ¢ € K[3] U K[2%] U K[1]. Tomemos ¢, € K[3] y
g2 € K[2?], segtin lo dicho en las lineas anteriores a esta proposicion:

IC(g)l = [Clo)] = 2(n - 2)!
C(g1)] = [C(o1)] = 3(n — 3)!
C(g2)] = [C(02)| = 8(n — 4)!
Como Cg(g) < Ca(g?), tenemos
Ca(g)l=2(n —2)!| [Ca(g”)].
Y dado que:
2(n —2)! f3(n — 3)!
2(n—2)! J8(n—4)!
Entonces g* ¢ K[3] U K[2?] y por lo tanto g* € K[1], ie. g* =e.

2.4.4 Proposicion
Si ge K[3], entonces o(g) = 3
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Demostraciéon. Por la férmula 2.7 existen exactamente tres parejas de involuciones
cuyo producto es g ie., existen aq, by, ..., as, by € K[2] tales que:

1) g = CL1b1 = a2b2 = CL3b3.
2) ai#ajybi#bj SlZ?éj

3) Sia,beK[2]y g = ab, entonces 3 i tal que a =a; y b =b;.

Supongamos que g2 = e, entonces g = a;b; = b;a; ¥ i. En particular, g = b1a;, segin
la propiedad 3) 37 tal que by = a; y a; = b;. Sii =1, entonces g = a;b; = b3 =e lo
cual no puede ser. Tenemos por lo tanto que i€ {2, 3}.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ = 2. Entonces by = ay v a; = bo;
pero también g = bzas y por lo tanto 3 j tal que bs = a; y az = b;, razonando como
antes deducimos que j € {1,2}. Si j = 1, entonces by = a; = by lo cual contradice
la propiedad 2), y si j = 2 entonces az = by = a1 lo cual tambien contradice dicha
propiedad. Por lo tanto ¢* # e.

Ahora, sean a,be K[2] tales que g = ab. Entonces dado que:

g = ab = b(bab) = (bab)(babab) = (babab)(bababab). (2.14)

Tenemos 4 expresiones de g como el producto de dos involuciones; por la férmula
(2.7) sabemos que solo tres de ellas son diferentes es decir que entre estas al menos
dos son iguales.

Dado que a # b las primeras dos expresiones son diferentes; si la primera fuese igual
a la tercera a = bab lo cual nos daria ba = ab lo cual ya sabemos que no puede pasar.
Ahora si la segunda y la tercera expresién fuesen iguales tendriamos b = bab y por
lo tanto e =ab=g /!

De todo esto se deduce que las primeras tres expresiones en la igualdad (2.14) son

diferentes a pares, por lo tanto la cuarta coincide con alguna de las 3 primeras.
Razonando de igual manera es facil llegar a que:

a=babab = e = ababab = g°.

2.4.5 Proposicion
Si ge K[2%], entonces o(g) = 2.
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Demostracién. Por la férmula (2.7) sabemos que g se puede escribir de exactamente
2 maneras diferentes como el producto de dos involuciones. Tomemos a, b€ K[2] tales

que g = ab, entonces:
g = ab = b(bab) = (bab)(babab).

Tenemos asi 3 maneras de escribir a g como un elemento de K[2]2, dado que b # bab
las dos primera expresiones son diferentes. Asi, la ultima expresion coincide con
alguna de las dos primeras. Si b = bab entonces e = ab lo cual no puede ser, por
lo tanto la tercera expresién no coincide con la segunda. Asi, la primera y tercera

expresiones son iguales y por lo tanto b = babab o equivalentemente e = abab = ¢°.
O

2.4.6 Proposicion
Sean a y b dos elementos diferentes de K[2]. Entonces:

1) ab=ba <& abeK[2?].
2) ab#ba < abeK[3].

Demostracién. Por la férmula (2.7) sabemos que ab € K[1] U K[3] U K[2%]. Si
ab € K[1], entonces a = b~ = b, lo cual no puede ser. Entonces ab € K[3] U K[2?],
asf que basta con demostrar 1). Si ab€ K[22], entonces (ab)? = e, lo cual implica que
ab = ba; supongamos ahora que ab = ba, entonces (ab)?=e¢; de 2.4.5 concluimos que

ab ¢ K[3] por lo tanto abe K[22]. o

2.4.7 Proposicion
Si ge K[4], entonces o(g) = 4.

Demostracién. En vista de la férmula (2.8) de la pagina 70 existen a € K[2] y
be K[3] tales que g=ab. Si g?=e, entonces:

a(bab) =e = a=bab = g=babb=bab' € CL(a)=K[2].

Lo cual no puede ser. Ahora, por la férmula (2.9) existen exactamente 2 maneras
de escribir a g = xy, con x € K[2] y y € K[2?]. Si gx = xg entonces zyr =y y como
2% = e tendriamos zy = yx y por lo tanto ¢g> = 2%y? = e lo cual sabemos que no

pasa. Asf:

g =y = (g9 " )gyg™") = (9°zg ") (g°yg ).
Son 3 expresiones de g como elemento de K[2]K[2?], de las cuales sabemos existen

solo 2 y dado que = # gxg~' las dos primeras son diferentes; por lo tanto alguna de
ellas coincide con la ultima; pero también grg=! # g*xg~2 lo cual significa que:

r=g’xg> y y=gyg >
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= ¢* € Z((z,y)).
Como z y y son dos involuciones que no conmutan entre si (z,y) ~ D, donde
n = o(zy = g), de esto deducimos que:
si 2 /fn
si Q‘n

Como e # g*>€Z({z,y)), tenemos |Z({z,y))| = 2 y por lo tanto g* = (¢*)* = e.
O

2.4.8 Proposicion
Sea k < [n/2] yay,...,a,€K[2]. Entonces:

1) ay---ap €K[2%] si y solo siay,...,ax son distintos y permutables a pares.

2) Todo elemento de K[2*] se puede representar de manera nica (salvo orden)
como el producto de k elementos de K[2].

Demostracion. La demostracién se hara por induccion sobre k.

Tomemos dos elementos ay, as € K[2], si estos son permutables y distintos por 2.4.6
tenemos que ajas € K[2?]; inversamente si ajay € K[2%], entonces a; # as (pues de lo
contrario ajas € K[1]) podemos aplicar de nuevo 2.4.6 para concluir que ajas = aza;.
De la férmula (2.7) sabemos que un elemento g de K[2?] se puede representar de 2
maneras como elemento de K[2]%; sea una de ellas ab, entonces como a y b conmutan:

g = ab = ba.
Son las tinicas 2 expresiones de g en K[2]%. Sea ahora k > 3.
Primero demostraremos la Ezistencia en 2).

Tomemos g € K[2¥], entonces de la férmula (2.11) sabemos que existen exactamente
k! formas diferentes de escribir a g como producto de k elementos de K[2] y k
maneras de escribirlo como elemento de K[2¥71KC[2].

Sean z1,..., 7, € K28 v y1,...,yr € K[2] tales que g = x;1;. Por la hipétesis de
induccién aplicada a z; existen 0%, ..., b, ; € K[2] distintos y permutables a pares
tales que:
x; =0 bh .
Por lo tanto:
x; = bf,(l) e bf,(k_l) VoeSga

= g="ba) o1y Yo €Sk
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Tenemos asi |S,_1| = (k — 1)! expresiones diferentes de g como elemento de K[2]* y
dado que esto es vélido para cualquier j en total tenemos k(k — 1)! = k! expresiones
de g como elemento de K[2].

Supongamos que existen 2’ € K[2]¥7! y o/ € K[2] tales que g = 2’y pero o’ ¢ K[2F1],
entonces la representacién g = x'y’ € K[2]* serfa distinta de las k! representaciones

arriba construidas lo cual no puede ser en vista de la férmula (2.11). Lo que hemos
hecho se pude resumir de la siguiente forma:

Si abe K[2"] con a € K[2]* ' y beK[2] . ack[2871]. (2.15)
Probemos ahora el Si de 1).
Sean ay, ..., a, €K[2] tales que g = a; - - - a, € K[2¥], entonces:
ap---ap = (ap - ag_1)ag € IC[Q’“]

= a;---ap € K[2"7 por (2.15)

= a1,...,05_ 1 son distintos y permutables a pares
Ademas:
(az---ap)ay = ar(ay - -~ ap)a; € K[2%]
= ay---ap € K[2M por (2.15)
= ag,...,0q% son distintos y permutables a pares
Siaq,...,a; no fuesen distintos en vista de lo anterior:
ap = aq
= Gy = Q1aRAg - Ap_y = Ay - - ap_y € IC[2F].
Como ay,...,a,—1 son k — 2 elementos de K[2] distintos y permutables a pares
ay - - - a1 € K[2872] contradiccién. Asi que ay, . . ., a, son distintos, para ver que estos

conmutan a pares solo falta demostrar que a; y a conmutan, para esto notemos
que:
k
ap---ap = (aj - - ap_sax)ap_1 € K[2"].

Aplicando (2.15) aq, ... ax_2, ax son permutables a pares.

La wunicidad en 2) es consecuencia de que con estos ay,...,a; elementos de K[2]
podemos obtener las k! representaciones de g como elemento de KC[2]*.
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Ahora podemos probar los siguiente resultados que nos seran ttiles.

SigeK[2¥],  o(g) =2 (2.16)

Si g€K[2%,3], o(g) =6. (2.17)

Si geK[2%,4], o(g) = 4. (2.18)
Demostramos que si g € K[2*], entonces 3 ay,...,a, € K[2] tales que g = a1+ -ap y
que bajo estas condiciones aq, ..., a; son distintos y permutables a pares. Asi que:

g2:a%...ai:e.

Lo cual demuestra la primera afirmacién. Para demostrar las restantes sea p = 2,3
y tomemos g € K[2¥, p]; en vista de que las tablas de multiplicacién de Gy S, son
iguales existen tnicos x € K[2¥] y y € K[p] tales que g = zy. Ademds:

9=y =(9x9~")(9yg™").
Son dos representaciones de g en K[2*]KC[p], en vista de la unicidad de x y y tenemos:

y=gyg " = (zy)yly'z7") = zya~".

Asi que zy = yx y por lo tanto o(g) = 6, si p =3y o(g) =4 cuando p = 2.

Para terminar solo falta probar el Solo si en 1). Supongamos que ay, ..., a; € K[2]
son distintos y permutables a pares. Por la hipétesis de induccion:

T =a;--ap € K251
De donde se deduce con ayuda de (2.12) que:
g = wa, € K[2" U K[2F72, 3| U K22 U KC[2F 73 4].
Por lo arriba demostrado

G?=e = gc¢€ IC[Zk] U K[Qk_2].

Supongamos que g € K[2872], entonces existen by, ..., by_o € K[2] tales que:
g=br- b .
Asi que:
x:al"'akfl e bl"'bk72ak-
Por la unicidad de la representacién de z en K[2]*7!, existe j € {1,...,k — 1} tal
que:
Qp = aj
Lo cual contradice que ay, ..., a; sean distintos. Por lo tanto g€ KC[2F].
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2.4.9 Proposicién
St ay,as €K[2] y ajay €K[2%], entonces existe be K[2] tal que:

1) alang/C[él].

2) abeK[3]i=1,2.

Demostracién. Por 2.4.8, a1 # as y ajas = asa;. Como ajas € K[3] por (2.8) existe
be K[2] tal que ajasbe K[4] y por lo tanto a1b # e # asb de lo cual deducimos (2.7)
que a;be K[2?] U K[3]. Supongamos que a;b, asb € K[2%], entonces por 2.4.8 tenemos
que a;b = ba; luego:

(ayasb)® = ajasb® = e.

Lo cual contradice 2.4.7. Asi, a lo mds podemos tener un elemento a;b en K[22]. Si
este fuese el caso, entonces como a; y as conmutan podemos suponer que a;b € K[2?]
y a2b€ K[3]. Entonces por 2.4.8

a1b = bay = CL1<CL2b) = (agb)al

= e = (ayasb)* = af(ab)* = (azb)*.

Pero segiin 2.4.4 o(ayb) = 3. Tenemos por lo tanto a;b, asb € K[3].
O

En este punto es posible demostrar el Teorema de Nagao para n=4. En este caso
tenemos que () # K[2%] y de (2.7) K[2?] C K[2]K[2], podemos por lo tanto elegir
a1, as € K[2] tales que ajas € K[22]. Por el resultado anterior existe b€ K|[2] el cual
cumple:

alb, agb € K[3]

Definiendo ¢; = a1, = by ¢3 = as tenemos que:
2 2 2
cg=cy=c3=e,

C1C3 = C3Cq,

(c1¢2)? = (cac3)® = e.

Asi, Sy~ H ={(cy,c9,c3) < G. Pero |G| = |S4| y por lo tanto G & Sy; el caso n=5 se
retomara al final de la seccién. De ahora en adelante supondremos que n>6,

2.4.10 Proposicién
Sean ay,az,beK[2] tales que ayas € K[2?] y a;beK[3], entonces ayazbe K[4].
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Demostracién. Sea x = ajazb. Por (2.8) x€K[2,3] U K[4] UK[2]. Supongamos que
z €K[2], entonces dado que ajas = b€ K[2?] la parte 2) de 2.4.8 nos da que b = ay
0 b = ay, en el primer caso tendriamos e = axb€ K[3] y en el segundo e = a;0€ K[3],
como ninguna de estas es posible z ¢ K[2].

Si x € K[2, 3] como ya sabemos existe una tnica representacion de « en K[2]K[3]; pero
como aj y ag son diferentes y conmutan x = a;(asb) = as(a1b) son dos diferentes
representaciones en C[2]KC[3]. Por lo tanto x = ajasbe K[4]. o
2.4.11 Proposicion

Sean ay,aq,az € K[2] tales que ajazaz € K[23]. Si be K[2] no conmuta con ay ni con
as, entonces si conmuta con as.

Demostracién. Supongamos que agb # bas. Entonces por 2.4.6 a;b € K[3] y como
asaz € K[2?] (por 2.4.8) aplicando el resultado anterior a as, az, b tenemos que asazb €
K[4] (similarmente ajasb€ KC[4]) y por lo tanto & = ajasasb € K[2]K[4]. Pero también
€ K[23]K[2], entonces de 2.13 tenemos que x € K[2%] U K[2, 4].

Si x € K[2?%], entonces por 2.4.8 existirfan ¢, co € K[2] tales que # = cica, por lo
tanto zb = c1cob = ajazaz € K[23] y como ¢y, ¢, b € K[2] de nuevo por 2) de 2.4.8
b = a; para algun j, lo cual no puede pasar ya que b no conmuta con ninguno de
los a;; tenemos entonces = € K[2,4]. Como existe una tunica representacion de z
como elemento de K[2]K[4] v © = a1(azazb) = as(ajasb) son dos representaciones
diferentes tenemos también aqui una contradiccion. -
2.4.12 Proposicion

Sean ay,as,a3 € K[2] tales que az conmuta con a; y ay. Si ajay € K[3], entonces
existe b€ KC[2] que conmuta con ay y que no conmuta con ay y as.

Demostracién. Por 2.4.9 existe un elemento b€ K[2] tal que agasb€ K[4] y asb, asbe
K[3], entonces por 2.4.6 b no conmuta con ag y as, ademds asbaz = as(agazb)as € K[3].
Si by a; conmutan terminamos.

Supongamos que a; y b no conmutan. Como ajay € K[3], tenemos que = = ajazb €
K[3]K[2], aplicando 2.8 x € K[2,3] U K[4] U K[2].

Si x € K[3,2], notemos que:
x = (a1a2)b = (v ayagw)(x ba).

En vista de que existe una tinica representacién de x en K[3]K[2] y como ™ ajasz €

K[3] y 2~ bz € K[2], entonces:

ajay = x tajasx y b= bz
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= ajas = (basay)ajas(ajash) = b(ajazb) = bx
= = (bay)as = (ajaz)b.

Pero ba; € K[3] y az € K[2], entonces dado que la representacion de un elemento de
K[2,3] en K[2]K][3 es tinica deberiamos tener as = b, contradiccion.

Supongamos que x € K[2], entonces xb = ajas € K[3] con xbe€ K[2]%, ademais:
as(araz) € K[2]K[3] € K[2] U K[2, 3] U K[4]

Pero dado que (asaias)? = e por la Proposicién 2.4.7 y el Resultado 2.17 (pag.77)
tenemos que asajas € K|[2], similarmente ajaqga; € K[2], entonces:

xb = ajay = as(agaiaz) = (ajasay)ay.

Son cuatro representaciones de un mismo elemento de K[3] en K[2]* de las cuales
sabemos por la férmula (2.7) hay a lo mas 3 diferentes, claramente las tdltimas 3
son diferentes y por lo tanto b€ {aq, asajas, a;} lo cual no puede ser en vista de que
estos elemento conmutan con as.

Tenemos entonces que x € K[4]. Por (2.9) x € K[22]K[2], asf que existen ¢, ¢q, c3 € K[2]
tales que cico € K[22] y © = cicacs ¢ K[2%]. Por 2.4.8 ¢; y ¢ conmutan ademds
como cieacz € K[2%], ¢1,¢9,c3 0 no son todos diferentes o no conmutan a pares.
Supongamos que no son todos diferentes, entonces dado que c¢; # co se debe tener
C2 = €3 0 ¢1 = ¢3 pero en ambos casos tendriamos ¢jcacz = cocic3 € K[2]. Por lo tanto
1, Co, €3 MO conmutan a pares y dado que c¢ica = cocy es ¢z el que no conmuta con
¢1 0 con ¢y, entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que cic3 # c3¢1 'y
por lo tanto ¢yc3 € K[3]. Si cacy = c3¢2, entonces:

2 2
x° = c1e9c301C903 = (C103)

= 2b=e

Lo cual contradice 2.4.7. Asi que ¢;co €K[2?] ¥ c1¢3, cac3 €K[3].

Ahora, sea y = cjze; € K[4], aplicando el mismo razonamiento podemos obtener
dy,ds, d3 € K[2] diferentes y tales que y = dydads, dids € K[22] v dyids, dods € K[3]. Si

definimos f = c¢;d;, tenemos:
flaf = dicyrerd, = dyydy = dodsd,

= = fdodsdif .

Sean:
hy = fdof 71, hy = fdsf™" 'y hy= fdif "
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Obtenemos que x = hihshs con h; € K[2] distintos y tales que:
hihy = fdyd, f~' € K[22] = hyhs = hshy.
hlhz = fdgdgfil € IC[?)] = (h1h2>3 = €.
hohg = fdsdi f~H € K[3] = (hohs)’ = e.

Ademés:
l’hll‘il = h1h2h3h1h3h2h1 = (hlhg)ghg = hg

iL’hQCE_l = h1h2h3h2h3h2h1 = hl(h2h3)3h3h1 = h1h3h1 = h3
=  2?hx? = zher ! = hy

4 — ¢ tendriamos:

Si 23hy2~3 = hy, entonces como x
hy = 2732 = zhix™ = hs.
Lo cual no puede ser y por lo tanto hy = x3h1272 # h,. Luego:
hohy = z(hy)(2®hyz™2)x™" = 2(hihs)z ™! € K[27).
hshy = x(zhiz ) (22 hir~?)2™" = w(hohs)x™ € K[3].
huhy = z(z?hiz™2) (2Phiz ™)™ = x(hshy)z ™" € K[3].

Ahora, de las relaciones obtenidas deducimos que:

r = by [(whiz™") (22 hz72)] = hy(hohs).
v = (zhiz™")[(z*maz72)(2Phiz™3)] = ha(hsha).
xr = ($2h2$_2) [(933h193_3)h1} = h3(h4h1).
r = (x3h1$_3) [hl(l'hll’_l)} = h4(h,1h2>.

Son cuatro diferentes representaciones de = como elemento de K[2]KC[3] (h; # h; si
i # j); por (2.8) sabemos que solo existen 4 de tales representaciones por lo tanto
una de ellas coincide con la representacion = = aq[agb] (pues azb € K[3] ya que
ash # bas) lo cual significa que existe i€ {1,2,3,4} tal que:

a; = h; ashb = hizihipo
Donde se entiende que los indices se deben reducir modulo 4. Sean:
ay = hiy1 € K[2] b = hiyo € K[2].
Asi, z = ayabl) y a1b’ = h;hiyo € K[2?%]. Luego:

a1x = abll = asb = (azbas)as = b(bash).
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Son cuatro representaciones de a;x € K[3] como un elemento de KC[2]K[2], por (2.7)
sabemos que solo 3 de ellas son diferentes. Nos referiremos a ellas como r1,r2,r3 y
r4 respectivamente. Demostremos que r2#r3#r4#r2.

Si 12=13 o0 r2=r4, entonces b = ay y por lo tanto a1x = axb = a3 = e € K[3], lo
cual no puede ser. Si r3=r4, tendriamos asbay; = b, luego (ab)?* = asbasb = ¢ lo cual
contradice 2.4.4 ya que asb€ K[3] toda vez que ay y b no conmutan.

Asi, r2#r3#r45#12 y por lo tanto rl coincide con alguna de estas tres representa-
ciones. Como b’ conmuta con a; pero b y as no, entonces r2#rl1#r3. Asi debe ser

que r1=r4 es decir:
ay=0b 'y b =basbd.

Como bay € K[3] en vista de 2.4.4 (bay)? = e por lo tanto:
(bagb)(azbas) = e

= b = bashb = asbas
= b/CLQ = asb 7é bay = CLQb/.

Es decir, b’ no conmuta con ay. Ademaés en vista de que asas = azas tenemos:
b/ag = agbagag 7é agagbag = agb/.

Ya que asb # bas. Es decir, V' es el elemento buscado.

Podemos ahora terminar de demostrar el resultado principal de esta seccion.

Demostracién. De 2.4.1 Distingimos dos casos. Supongamos que n es par y sea
m=mn/2.

Entonces por 2.4.8 existen ay, . .., a, € K[2] tales que:
ap---am € K[2M
Por 2.4.9 podemos encontrar b; € KC[2] tal que:
arazby € K[4], biay # a1by 'y biag # asb

Si by € {as,...,an}, tendriamos ajasb, € K[2%]. Por lo tanto by &{as, ..., a,}; sea
j€{3,...,m}, como ayaza; € K[3] y b no conmuta con a; ni con ay por 2.4.11 b
conmuta con a;, asi:

bia; # a,by, bias # asby, biaj =ajby Vj=3,....m
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Aplicamos 2.4.12 a la tripleta by, as, ag para encontrar by € K[2] tal que:
b1by = baby, azby # baas, azby # baas

Si tuviesemos m > 3 usariamos de nuevo 2.4.9 para garantizar la existencia de
by € K[2] tal que asasbs € K[4], asbs # bsas y asbs # bsas razonando de la misma
manera que se hizo con b, llegamos a que:

bibg == bgbl Z - 1, 2
bgaj = Cljbg ] 7é 3,4
Y continuando de la misma manera obtenemos by, ..., b,,_1 tales que:

bib; = bibi i, j.
aibj = bjal- V],Z %],]—f—l
(Iibj 7é bjai VZ:],j—Fl
Sean:
Co—1 — Qg k}:l,...,m
Col :bk k:zl,...,m—l

Definimos asi 2m — 1 = n — 1 elementos ¢; tales que:

cc=e Vi=1,...,n—1 (2.19)

)

Afirmamos que:
CiCj = CiC; sit+1<y (2.20)

Supongamos que ¢ = 2r y j = 2s, entonces:
CiCj = brbs = bSbT = CjG;.

Si j = 2s — 1, tenemos:
cicj = bras = ash, = cjc;.

Ya que r + 1 < s. Cuando ¢ es impar podemos hacer un analisis similar.

También se cumple:
ciciv1 € K[3] Vi<n-—2. (2.21)

Esto porque si i = 2r, entonces i + 1 =2r +1=2(r + 1) — 1 y por lo tanto:
CiCir1 = bra,,ﬂ € IC[?)]
Y similarmente para ¢ = 2r — 1. De (2.19), (2.20), (2.21) podemos concluir que:

Sp(c1y. . 1) <G
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Dado que |G|=|S,|, tenemos G = (c1, ..., ¢ 1) = S,.

Supogamos ahora que n es impar e incluyamos aqui el caso n="5; sea m = [n/2],
entonces n = 2m+1 y podemos de la misma manera en que hicimos antes encontrar
C1,...,Ch_o elementos en G tales que:

Sn,1 ~ <Cl, R ,Cn,2> = H.

Como |H| = (n — 1)!, entonces [G : H| =n. Sea ® : G — S,, el homomorfismo de
Cayley y K su kernel, entonces K < G y sea ¢ el caracter de G aportado por la
representacion regular de G/K (ver 1.3.1). Asi:

¢ = Z a; X a; € ZJr.
x: €Irr(G)

Entonces, segiin 1.2.19 tenemos:

K = m ker ;.

a;#0
Sea x; el caracter de S,, cuyos valores coincide con x;, definimos:
K = ﬂ ker x; C S,.
a;#0
Asi, |[K| = |K'| y K’ <S,, de lo cual se sigue que:
K'«S, & [S,:K'|>n>2.

Entonces |K’| =1=|K]| y por lo tanto G es isomorfo a un subgrupo de S,,; como

|G| = |S,| se sigue que G ~ S,,.
O
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Conclusiones

Durante la elaboracién de este trabajo pude aplicar los conocimientos adquiridos en
la ESFM, ampliarlos y dilucidar algunos conceptos de forma mas precisa. Para poder
alcanzar el objetivo del trabajo fue necesaria una labor de investigaciéon bibliografica
mucho més extensa de lo que originalmente hubiese previsto, pero fue gracias a todos
los articulos y libros que revise que pude darme cuenta del enorme desarrollo que
tuvo esta teoria durante la segunda mitad del siglo XX y el papel fundamental que
desempena en gran parte de los resultados mas sobresalientes en Teoria de Grupos.

Ademas de los nuevos conocimientos que fui absorbiendo, desarrollar esta tesis me
permitié vislumbrar ligeramente las nuevas direcciones en que se ha orientado la
investigacion durante los anos recientes; y comprobar que el concepto de caracter se
ha extendido més alla de los grupos finitos dando lugar a importantes resultados.

Por 1ultimo me gustaria mencionar que aunque desde la finalizacion del teorema de
clasificacion de grupos finitos simples pareciera que esta area ha despertado menos
interés en la comunidad matematica, aiin queda mucho material por explotar, prin-
cipalmente en la teoria de caracteres modulares. Espero poder seguir mis estudios
en esta direccién o similares.
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