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vii

Introducción

Este trabajo ha sido escrito con la intención de dar una breve introducción a la
teoŕıa de caracteres en grupos finitos y ejemplificar con algunos resultados básicos
la importancia que juega ésta en la teoŕıa de grupos. Para esto, se presupone todo
el material básico sobre grupos, y algunos conocimientos extras tales como álgebra
lineal y un poco de teoŕıa de anillos y campos; siempre que mencionemos la palabra
grupo, nos referiremos a un grupo finito a menos que se diga expĺıcitamente lo con-
trario. El trabajo está dividido en dos grandes caṕıtulos, a grandes razgos podŕıamos
decir que el primero es ”la teoŕıa” y el segundo ”los ejemplos”.

En la Sección 1.1 se introducen los conceptos de álgebras y módulos, siendo estos
últimos tratados siempre sobre álgebras; se desarrolla todo el material que sobre de
estos utilizaremos y para concluir se demuestra una versión simplificada del Teorema
de Wedderburn (1.1.12) y el Teorema de Mashke (1.1.13), juntos justifican el desarro-
llo posterior. Si bien el concepto de módulo es mucho más extenso de lo que aqúı se
presenta, para los fines de este trabajo es suficiente con tratarlo de esta manera.

La definición de representación se introduce en la Sección 1.2 junto con la de car-
acter, los resultados de la sección previa son utilizados para demostrar lo que a
juicio del autor son las 3 propiedades fundamentales (que este trabajo presenta) de
los caracteres irreducibles (1.2.8, 1.2.12, 1.2.17). Cabe aclarar que no se profundiza
demasiado en la basta teoŕıa de representaciones, solo se desarrolla el material que
será necesario para justificar lo expuesto.

Hasta este punto los caracteres están siempre ligados a una representación, esto se
abandona en la siguiente sección donde se presentan diversas maneras de obtener
un caracter sin tener una de antemano. De entre todos los métodos expuestos la
inducción es quizá el mas importante y el menos trivial, es importante recalcar que
no se hace mención alguna sobre las representaciones inducidas; esto es motivado
primeramente por cuestiones de extensión y en segundo lugar por que el objetivo
del caṕıtulo (y de todo el trabajo) son los caracteres. Sin embargo es importante ob-
servar que este es un muy buen ejemplo de como los caracteres motivan la teoŕıa de
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representaciones; históricamente los caracteres inducidos aparecieron primero, poste-
riormente al intentar recuperar”su procedencia surgió el concepto de representación
inducida.

Aunque me hubiese gustado incluir el Teorema de Inducción de Brauer y el con-
cepto de grupo p-elemental, esto inevitablemente llevaŕıa el trabajo por una ĺınea
muy ”teórica”, siendo que desde un principio esta tesis fue planeada para presentar
tanto teoŕıa como aplicaciones; por esta misma razón los resultados expuestos en el
Caṕıtulo 2 poseen demostraciones relativamente breves, de hecho, este fue el princi-
pal criterio de selección. También se intentó no ser repetitivo y exponer resultados
variados (en su conclusión o en su demostración) para mostrar el largo alcance de
la teoŕıa de caracteres.

En la sección 2.1 se presentan algunos teoremas que involucran caracteres y con-
mutadores, siendo 2.1.6 y 2.1.9 los resultados principales, además de los resultados
esta sección pretende ejemplificar la manera en como se manipulan algunas opera-
ciones que involucran caracteres, ya que estos no siempre son fáciles de manipular.
La siguiente sección expone un resultado clásico de Frobenius 2.2.1, es importante
mencionar que la demostración que desarrollo no es la primera que Frobenius pub-
licó. La primera se basó en un estudio del producto exterior de la representación
regular y no se presenta aqúı ya que el mencionado producto exterior requiere una
construcción demasiado extensa para ser incluida.

La siguiente sección (2.3) es quizá la más espectacular en el sentido de que ”con
poco desarrollo se logra obtener mucho”, y trata brevemente de un problema surgido
también de la teoŕıa de caracteres el cual es determinar un grupo (simple) a partir
del centralizador de una involución ([3] pág. 54 Teo. 4.12). En esta misma ĺınea
se encuentra el Teorema de Brauer-Suzuki-Wall el cual fue uno de los primeros
resultados sobresalientes en esta dirección, posee una demostración muy similar a
la que aqúı desarrollamos de 2.3.2; lamentablemente hace uso de un par de detalles
fuera del alcance de este trabajo.

La última sección desarrolla una versión extensa y detallada del Teorema de Nagao
(2.4.1), el cual afirma que un grupo simétrico esta determinado uńıvocamente por su
tabla de caracteres; en la misma manera en como se expone aqúı se puede demostrar
que esto también es válido para los grupos alternantes ([11]). Estos resultados estan
muy relacionados con la clasificación de grupos finitos, uno de los problemas fun-
damentales en la teoŕıa de grupos, mi mayor área de interés y el mejor ejemplo de
que la teoŕıa de caracteres es una de las herramientas mas poderosas en la teoŕıa de
grupos.
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Teoŕıa Básica de Caracteres

1.1. Álgebras y módulos

En esta sección se exponen conceptos básicos que serán usados a lo largo de todo
este trabajo. Muchos resultados en álgebra lineal y en teoŕıa de anillos serán usados
sin demostración. Primeramente recordemos dos importantes conceptos.

1.1.1 Definición
Un campo es un conjunto no vaćıo F junto con dos operaciones internas, llamadas
adición “+” y multiplicación “·” de forma tal que:

F,+ y F ∗, · son grupos abelianos y

α1(α2 + α3)=α1α2 + α1α3, ∀ α1, α2, α3 ∈ F,

donde F ∗=F \ {0}.

La caracteŕıstica de un campo es el menor número natural (si hay alguno) n tal
que n · 1 = 0; si un número tal no existe, la caracteŕıstica se define como cero. En
todo campo la caracteŕıstica es cero o un número primo.

1.1.2 Definición
Dados un conjunto no vaćıo V , un campo F y dos funciones + : V × V → V y
· : F × V → V llamamos a V un espacio vectorial sobre F si V,+ es un grupo
abeliano y ∀ v, w∈V , α, β∈F :

(α+ β)v = αv + βw,
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α(v + w) = αv + αw,

(αβ)v = α(βv) y

1v = v.

En este trabajo, todos los espacios vectoriales se considerarán de dimensión finita.

Sean V , W dos espacios vectoriales sobre F y f : V → W una función tal que
f(v + w) = f(v) + f(w) y f(αv) = αf(v) si v, w ∈ V y α ∈ F , entonces f se deno-
mina lineal, también llamada transformación lineal. Al conjunto de todas las
funciones lineales de V en W se le denota por Hom(V,W ). Cuando una función
lineal es biyectiva se dice que es un isomorfismo.

Tomemos f, g∈Hom(V,W ) y α∈F , entonces podemos definir dos nuevas funciones:

[f + g](v) := f(v) + g(v) y

[αf ](v) := αf(v).

Aśı, el conjunto Hom(V,W ) es un espacio vectorial sobre F con elemento identidad
1(v) = v. A los elementos de End(V ) = Hom(V, V ) los llamamos endomorfismos.
Sobre éstos podemos además definir el producto de f y g por:

[fg](x) := [f ◦ g](x) = f(g(x)).

Al conjunto de los elementos invertibles bajo esta operación (es decir, a las funciones
invertibles) se le llama el grupo lineal general de V y se denota por GL(V ).

1.1.3 Definición
Sea F un campo. Una F -álgebra es un espacio vectorial A sobre F en el cual existe
un elemento llamado unidad (1A) y una operación · : A× A→ A tales que:

a1A = 1Aa = a

a(bc) = (ab)c

a(b+ c) = ab+ ac

(a+ b)c = ac+ bc

α(ab) = (αa)b = a(αb),

siempre que α, β∈F y a, b, c ∈A.
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Las primeras cuatro condiciones de la definición anterior, establecen que A es un
anillo unitario, y la última nos asegura la compatibilidad entre las operaciones de
F y A. Si A′ es un subconjunto de A tal que 1A∈A′ y A′ es por si solo una álgebra
decimos que A′ es una subálgebra de A.

Dadas dos F -álgebras A,A′, una función σ : A → A′ se denomina F -homomor-
fismo, o simplemente homomorfismo (si el contexto es claro), cuando:

σ ∈ Hom(A,A′),

σ(ab) = σ(a)σ(b) ∀ a, b ∈ A y

σ(1A) = 1A′ .

La más importante de las álgebras que trataremos es la llamada álgebra de grupo.

1.1.4 Definición
Sean G un grupo y F un campo. Al conjunto de sumas formales:∑

g∈G

agg con ag ∈ F, ∀ g ∈ G,

se le suele denotar por F [G] y junto con las operaciones:∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g,

∑
g∈G

agg ·
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(∑
xy=g

axby

)
g y

α ·
∑
g∈G

agg =
∑
g∈G

(αag)g, α ∈ F,

forma una F -álgebra denominada el álgebra del grupo G sobre F .

Otros ejemplos importantes de álgebras son Mn(F ) el álgebra de matrices de grado
n sobre F ; y cuando V es un espacio vectorial, el conjunto End(V ) es una F -álgebra
con las operaciones antes definidas.

1.1.5 Definición
Si A es una F -álgebra, entonces un espacio vectorial V sobre F , en el cual está defini-
da una función · : A× V → V , es llamado un A-módulo si:

a(bv) = (ab)v,
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1Av = v,

(a+ b)v = av + bv,

a(v + w) = av + aw,

(αa)v = α(av) = a(αv),

cuando α∈F, a, b∈A y v, w∈V .

Dada una álgebra A, un módulo importante es el que se obtiene tomando V =A y
definiendo el producto de un elemento de A por uno de V como su producto en A,
a este módulo se le llama módulo regular de A y se denota por AA o Ao.

Un subespacio W de V que bajo las operaciones de V es un A-módulo por śı solo
se denomina submódulo de V y escribimos W <V . Si v∈V definimos el conjunto
v+W :={v+w : w∈W}. En V/W ={v+W :v∈V } podemos introducir la estructura
de A-módulo definiendo para v, v′∈V , α∈F y a∈A:

(v +W ) + (v′ +W ) = (v + v′) +W,

α(v +W ) = αv +W,

a(v +W ) = av +W.

Al módulo resultante se le conoce como módulo cociente de V y W .

Un homomorfismo entre dos A-módulos V y W es una función f ∈ Hom(V,W )
(es decir, una función lineal) tal que f(av) = af(v), cuando a ∈ A y v ∈ V . Al
conjunto de estas funciones lo denotamos por HomA(V,W ), y claramente tenemos
HomA(V,W )⊆Hom(V,W ). Si decimos que g es un homomorfismo de V en W , esto
debe entenderse como homomorfismo lineal, y si lo llamamos un A-homomorfismo
es porque f ∈ HomA(V,W ). Cuando podemos definir un A-homomorfismo f de V
en W que además sea una función biyectiva, llamamos a f un A-isomorfismo y
escribimos V ∼= W . Si f ∈ HomA(V,W ), los conjuntos K =Ker(f) e Im(f) son
submódulos de V y W respectivamente, los cuales cumplen V/K ∼= Im(f). Un A-
endomorfismo es un elemento del conjunto EndA(V ) = HomA(V, V ) siendo este
último una subálgebra de End(V ). Si f ∈EndA(V ), v∈V y definimos f · v := f(v),
esta operación hace de V un EndA(V )-módulo.

Un módulo V no trivial (es decir, 6= 〈0〉), cuyos únicos submódulos son 〈0〉 y V
se denomina módulo irreducible, y reducibles en caso contrario. Si para todo
submóduloW1 podemos encontrar otro submóduloW2 tal que V =W1⊕W2, entonces
decimos que V es completamente reducible.

Supongamos que V y W son módulos irreducibles sobre A, si f ∈ HomA(V,W )
entonces Ker(f) = 〈0〉, Im(f) =W o Ker(f) = V, Im(f) = 〈0〉. Si f no se anula en
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todo V , entonces su kernel es trivial y, por lo tanto, es inyectiva. Además, Im(f)=W
y f es también sobre; no es dif́ıcil ver que, en este caso, f−1 ∈ HomA(W,V ). Este
análisis demuestra parte de la siguiente proposición.

1.1.6 Proposición (Schur)
Si V y W son dos A-módulos irreducibles, entonces todo elemento no cero de
HomA(V,W ) tiene un inverso en HomA(W,V ). En particular, EndA(V ) es una álge-
bra de división (es decir, una en la cual todo elemento no cero tiene un inverso). Si
F es algebraicamente cerrado, entonces EndA(V )= F · idV .

Demostración. Sólo resta probar la última aseveración. Para esto, tomemos f ∈
EndA(V ) y consideremos el polinomio g(X) = det(f − X · idV ); por ser F alge-
braicamente cerrado existe al menos una ráız de g(X) en F , sea ésta λ . Entonces,
f − λ · idV es no invertible y, por lo tanto, identicamente nulo. Tenemos aśı que
EndA(V ) ⊆ F · idV , y como la otra inclusión es trivialmente cierta se tiene la afir-
mación.

2

Tomemos un módulo no trivial V y F = {W < V :W 6= 〈0〉}. Si V es irreducible,
entonces F = ∅. Si F 6= ∅ tomemos V1 ∈ F , entonces V1 es irreducible ó existe un
módulo no trivial V2<V1<V . De nuevo, V2 es irreducible ó podemos continuar este
proceso; lo importante radica en que después de un número finito de pasos, debemos
obtener un módulo irreducible no trivial, de lo contrario existiŕıa una torre infinita
de subespacios anidados de V , lo cual no puede ser cuando V tiene dimensión finita.
En otras palabra, todo módulo no trivial debe contener al menos un submódulo
irreducible no trivial. La relación entre los módulos irreducible y los completamente
reducibles va mucho más allá del simple parecido en los nombres.

1.1.7 Proposición
Un módulo es completamente reducible si y sólo si es suma directa de una familia
de submódulos irreducibles.

Demostración. Sea A una álgebra. Supongamos que V es una A-módulo comple-
tamente reducible y que {Vα} es la colección de todos los submódulos irreducibles
de V . Definimos W =

∑
Vα. Si suponemos que W < V , podŕıamos encontrar un

submódulo W1 6=〈0〉 de V tal que V =W ⊕W1, como W1 es no trivial debe contener
un submódulo irreducible no trivial, digamos W ′

1; por la definición de W , tenemos
W ′

1 ⊆ W , por lo tanto W ′
1 ⊆ W ∩W1 = 〈0〉, lo cual es una contradicción, entonces

W = V . Ahora, V es de dimensión finita y por lo tanto podemos elegir W ′ ≤ V
maximal con la propiedad de ser suma directa de elementos de {Vα}. Si W ′ < V
existe un elemento V ′∈{Vα} tal que V ′ 6⊆W ′; por ser V ′ irreducible, W ′ ∩ V ′= 〈0〉
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y por lo tanto W ′ ⊂ W ′ ⊕ V ′, lo cual no puede ocurrir por haberse elegido a W ′

maximal, entonces tenemos W ′ = V .

Supongamos ahora que V es suma directa de una familia {Vα} de submódulos irre-
ducibles. Tomemos W<V y F={U<V : W ∩U=〈0〉}. Por ser V de dimensión finita,
y por un argumento similar al del parágrafo que precede a esta proposición, existe
al menos un elemento maximal en F , denotémoslo por W ′. Si W ⊕W ′ 6=V , existe
V0 ∈{Vα} con V0 * W ⊕W ′ y por ser V0 irreducible (W ⊕W ′) ∩ V0 = 〈0〉. Ahora,
tomemos w∈W ∩(V0 +W ′), entonces existen v0∈V0 y w′∈W ′ tales que w = v0 +w′,
luego v0 = w − w′∈W ⊕W ′, por lo tanto v0 =0. Aśı, w=w′∈W ∩W ′= 〈0〉, como
w se eligió arbitrariamente, W ∩ (V0 +W ′)=〈0〉, lo cual contradice la maximalidad
de W ′. Por lo tanto, V =W ⊕W ′.

2

Aśı pues, los módulos irreducibles sirven como bloques básicos para construir módu-
los completamente reducibles, por lo tanto si queremos conocer todos los módulos
completamente reducibles nos basta con tener todos los módulos irreducibles. Esto
es relativamente fácil con ayuda del siguiente resultado.

1.1.8 Proposición
Si A es una álgebra, todo A-módulo irreducible es isomorfo a un módulo cociente de

AA. Cuando A es semisimple, todo A-módulo irreducible es isomorfo a un submódulo
de AA.

Demostración. Sea V un A-módulo irreducible no trivial y tomemos 0 6= v0 ∈V .
Definimos f :AA→ V por f(a)=av0. Si a, b∈A,α∈F y x∈AA tenemos:

f(a+ b) = (a+ b)v0 = av0 + bv0 = f(a) + f(b),

f(αa) = (αa)v0 = α(av0) = αf(a),

f(xa) = (xa)v0 = x(av0) = xf(a).

Por lo tanto, f ∈ HomA(AA, V ). Como 1Av0 =v0, Im(f) 6=〈0〉 y, por ser V irreducible,
V =Im(f) ∼= AA/Ker(f). Si A es semisimple, existeW<AA tal que AA= Ker(f)⊕W
y por lo tanto W ∼= AA/Ker(f).

2

Aśı, cuando A es semisimple nuestro problema anterior se reduce a explorar el
módulo regular de A. De ahora en adelante, supondremos que A es semisimple,
podemos por lo tanto encontrar un conjunto de submódulos irreducibles de AA con
la propiedad de que todo A-módulo irreducible sea isomorfo a uno y sólo a uno de
sus elementos. A un conjunto tal lo denotaremos por Mi(A).
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1.1.9 Definición
Sea V un A-módulo irreducible. La parte homogénea de V (en A), denotada por
V (A), se define como la suma de todos los submódulos de AA isomorfos a V .

Por la Proposición 1.1.7, sabemos que AA =
∑
·Wi, con Wi submódulos irreducibles.

Entonces,
∑

Wi
∼=V Wi ⊆ V (A). Sean pj la proyección de AA en Wj y W ′ < AA con

W ′∼= V , entonces pj(W
′) = 〈0〉 ó Wi, por ser Wi irreducible. Cuando pj(W

′) =Wj,
W ′/Kj

∼=Wj, donde Kj = Ker(pj)∩W ′ ≤ W ′ con este último irreducible. Si Kj =W ′

tendŕıamos W ′ ⊆ Ker(pj), lo cual no puede ser en vista de que pj(W
′) =Wj; por

lo tanto, Kj = 〈0〉 y W ′∼=Wj. Tenemos por lo tanto pj(W
′) ⊆

∑
Wi

∼=V Wi y, como
W ′ =

∑
pi(W

′), W ′ ⊆
∑

Wi
∼=V Wi. Dado que W ′ es cualquier submódulo de A

isomorfo a V , V (A)=
∑
·Wi

∼=VWi.

Aśı que nV (A) := |{Wi :Wi
∼=V }| no depende de la familia {Wi}, pues dim V (A)=

nV (A)dim V . Si V ′ es otro A-módulo irreducible y V ∼=V ′, entonces V (A)=V ′(A).
Cuando V 6∼=V ′, la relación entre V (A) y V ′(A) se vuelve más interesante, pues como

V ′(A)=
∑

Wi
∼=V ′

·Wi y {Wi :Wi
∼=V } ∩ {Wi :Wi

∼=V ′}=∅, tenemos V (A) ∩ V ′(A)=〈0〉.

De todo esto podemos deducir que:

AA =
∑

V ∈Mi(A)

· V (A).

Como dimV (A)>0 ∀ V ∈Mi(A) y dim A<∞, |Mi(A)| <∞. Además,

dimA =
∑

V ∈Mi(A)

dimV (A) =
∑

V ∈Mi(A)

(nV (A) · dimV ) .

Nos falta ahora determinar |Mi(A)| y nV (A) para V ∈Mi(A). El siguiente resultado
nos servirá como un paso intermedio.

Tomemos V cualquier A-módulo y a∈A. Definamos aV :V → V por aV (v)=av. Por
la definición de un A-módulo, aV ∈ End(V ) y la función a→aV es un homomorfismo
de álgebras de A en End(V ). A su imagen la denotaremos por AV .

1.1.10 Proposición
Sea V un A-módulo irreducible. Entonces:

1) V (A) es un EndA(AA)-submódulo de AA.

2) V (A) es un ideal minimal de A.
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3) Si V ′ es un A-módulo irreducible y V 6∼=V ′, entonces xV ′ = 0 ∀ x ∈ V (A).

4) V (A) es un F -álgebra isomorfa a AV .

Demostración. Tomemos AA=
∑

· Wi con Wi irreducibles. Si γ ∈ EndA(AA) y

γ(Wj) 6= 〈0〉, entonces Ker(γ) ∩Wj = 〈0〉 (por ser Wj irreducible), luego γ(Wj) ∼=
Wj

∼=V lo que significa que γ(Wj) ⊆ V (A). Como γ(V (A))=
∑

Wi
∼=V γ(Wi) tenemos

γ(V (A)) = γ · V (A) ⊆ V (A), lo cual demuestra 1).

Si a ∈ AA y definimos γa : AA→ AA por γa(x) = xa, tenemos que γa ∈ EndA(AA),
luego V (A)a = γa · V (A) ⊆ V (A), pero también aV (A) ⊆ V (A) (esto por ser V (A)
un módulo). Aśı, V (A) es un ideal de A. Cuando x∈V (A), xV ′(A) ⊆ V ′(A), pues
V ′(A) es un A-módulo, pero también xV ′(A) ⊆ V (A) por ser este último un ideal;
entonces xV ′(A)= 〈0〉. Ahora tomemos Wj

∼=V ′ y denotemos el A-isomorfismo por
µ, entonces xV ′ = xµ(Wj) = µ(xWj) = 〈0〉, pues Wj ⊆ V ′(A), y por lo tanto 3) ha
sido demostrado. Si W ∈Mi(A) y x∈W (A), por 3) tenemos que xV =〈0〉 ∀W 6∼=V .
Sea pW la proyección de AA respecto a W (A), W ∈Mi(A). Si a∈A tenemos que
a=
∑

W∈Mi
pW (a); por lo tanto, si v∈V

aV (v) = av =
∑

W∈Mi

pW (a)v = xv = xV (v), con x ∈ V (A).

Entonces, aV = xV y la función Γ : a 7→aV mapea V (A) en todo AV . Representamos
la proyección sobre W (A), con V ∼=W ∈Mi(A), por pV . Si x∈V (A) y xV =0,

x = x1 = x
∑

W∈Mi(A)

pW (1) = xpV (1) = xV (pV (1)) = 0.

Luego, Ker(Γ) =
∑

W∈M′
i
Wi, donde M′

i es la familia de elementos de Mi(A) no
isomorfos a V . En otras palabras, AA=V (A)⊕Ker(Γ). Ahora, V (A) es un subespacio
de A y, al ser un ideal, xy ∈ V (A) si x, y ∈ V (A), es decir, la multiplicación de
A es cerrada en V (A); además, el elemento 1V (A) = pV (1A) es la identidad en
V (A) y, por lo tanto, V (A) es una F -álgebra; luego, se tiene 4). En consecuencia,
Γ(1V (A))=Γ(1A)=1AV

. Aśı, al ser Γ inyectiva en V (A), tenemos V (A)∼=AV .

Sólo resta probar la minimalidad de V (A) como un ideal de A. Tomemos pues I un
ideal de A, con I V (A). Por la definición de V (A), podemos encontar V0

∼=V con
V0⊂V (A) y V0 6⊆ I. Como V0 ∩ I < V0 y V0 es irreducible, tenemos que V0 ∩ I=〈0〉.
Si x∈ I, xV0 ⊂ V0 por ser este último un módulo, y xV0 ⊂ I al ser I un ideal; por
lo tanto, xV = xV0 = 〈0〉, o equivalentemente xV = 0; como x∈ V (A), se tiene que
x = 0 y, finalmente, I=〈0〉.

2
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Por el resultado anterior, estudiar V (A) se reduce a estudiar AV .

1.1.11 Teorema
Sea V un A-módulo irreducible y B=EndA(V ). Entonces, AV =EndB(V ).

Demostración. Primeramente, recordemos que ya vimos que B es una álgebra y
que V es un B-módulo. Si aV ∈ AV , φ ∈ EndA(V ) y v ∈ V , entonces aV (φ · v) =
aφ(v) = φ(av) = φ · (aV (v)) y, como claramente aV ∈ End(V ), aV ∈ EndB(V ), es
decir, AV ⊆EndB(V ). Pero como A es semisimple, podemos suponer que V ⊆ AA.
Sea 0 6= v0 ∈ V fijo, tenemos que v0 ∈ Av0A ⊆ AV (A)A ⊆ V (A), por ser V (A)
un ideal. Como Av0A también es un ideal, la minimalidad de V (A) garantiza que
Av0A = V (A), por lo cual existen ai, a

′
i ∈ A tales que 1V (A) =

∑
aiv0a

′
i. Si v ∈ V ,

v= 1V (A)v=
∑

(aiv0)(a
′
iv). Tomemos ψ ∈EndB(V ) y, para v ∈ V , definamos ϕv ∈B

por ϕv(x) = xv, entonces ψ(xy) = ψ(ϕy(x)) = ϕy(ψ(x)) = ψ(x)y, ∀ x, y ∈ V . Como
aiv0, a

′
iv∈V , si v∈V , tenemos:

ψ(v) =
∑

ψ
(
(aiv0)(a

′
iv)
)

=
∑

ψ(aiv0)a
′
iv = av = aV (v),

donde a=
∑
ψ(aiv0)a

′
i. Por lo tanto, ψ=aV ∈AV y EndB(V ) ⊆ AV .

2

Combinando la mayor parte de los resultados de esta sección, podemos demostrar
un resultado muy importante debido a Wederburn.

1.1.12 Teorema
Si F es un campo algebraicamente cerrado y A una F -álgebra semisimple, entonces

dim A =
∑

V ∈Mi(A)

(dim V )2 y

dim Z(A) = |Mi(A)|,
donde Z(A) es el centro de A.

Demostración. Sea V ∈ Mi(A). Por la Proposición 1.1.6 y el Teorema 1.1.11,
respectivamente tenemos que EndA(V )=F · idV y AV =End(V ). Como End(V )∼=
Mn(F ), con n = dim(V ) y V (A) ∼= AV , se tiene que dimV (A) = dim End(V ) =
(dimV )2, de donde se deduce la primera igualdad del enunciado del teorema.

Afirmamos que Z(A) =
∑

Z(V (A)). Si x∈
∑

Z(V (A)), digamos que x=
∑
xV , con

xV ∈ Z(V (A)) ∀ V ∈Mi(A), y y ∈ A con y =
∑
yV , en virtud de la Proposición

1.1.10, se tiene que

xy =
( ∑

V ∈Mi(A)

xV

)( ∑
V ∈Mi(A)

yV

)
=

∑
V ∈Mi(A)

xV yV =
∑

V ∈Mi(A)

yV xV = yx.
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Por lo tanto, x∈ Z(A) y
∑

Z(A) ⊆Z(A) . Tomemos ahora x∈ Z(V (A)) y escribimos
x =

∑
xV con xV ∈ V (A), ∀ V ∈Mi(A); si W es cualquier elemento de Mi(A) y

yW ∈W (A) tenemos:
xWyW = xyW = yWx = yWxW .

Entonces, xW ∈ Z(W (A)) como W es arbitario x∈
∑

Z(V (A)).

Si aV ∈ Z(AV ), entonces ∀ a′ ∈ A, (aa′)V = aV a
′
V = a′V aV = (a′a)V . Luego, para

v ∈ V , aV (a′v) = aV (a′V (v)) = [aa′]V (v) = [a′a]V (v) = a′V (aV (v)) = a′aV (v), con lo
cual aV ∈ EndA(V ) y Z(A(V )) ⊆ A(V ) ∩ EndA(V ). Al tomar aV ∈ EndA(V ) y
a′∈A cualesquiera, ∀ v∈V tenemos que aV (a′V (v))=aV (a′v)=a′aV (v)=a′V (aV (v)),
luego aV ∈ Z(AV ); en consecuencia, AV ∩ EndA(V ) ⊆Z(AV ). Finalmente, Z(AV )=
AV ∩ EndA(V ), pero como EndA(V )=F ·idV , se tiene que Z(AV )=F ·idV , con lo cual
obtenemos que dim Z(V (A))= dim Z(AV )=1 y dim Z(A) =

∑
V ∈Mi(A) 1= |Mi(A)|.

Esto termina la demostración del teorema.
2

Todo lo que hemos hecho sobre una álgebra semisimple es útil debido al siguiente
teorema.

1.1.13 Teorema (Maschke)
Sea G un grupo, F un campo cuya caracteŕıstica no divide a |G|. Entonces, todo
F [G]-módulo es completamente reducible. En particular, F [G] es semisimple.

Demostración. Sean V un F [G]-módulo y W un submódulo de V . Sea W ′ un sub-
espacio de V tal que V =W ⊕W ′ (como espacios vectoriales). Tomemos T como la
proyección de V en W . Definamos f : V → W por:

f(v) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1T (gv).

Aśı f ∈ Hom(V,W ) y, si tomamos h∈G, tenemos:

f(hv) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1T (ghv) = h
1

|G|
∑
g∈G

(gh)−1T (ghv) = hf(v).

Luego, f ∈ HomF [G](V,W ). Si w∈W y g∈G, se tiene que T (gw)=gw, por lo tanto
f(w) =w. Tomemos W1 = Ker(f), entonces W1 es un submódulo de V . Para todo
v∈V , f(v)∈W y f(f(v))=f(v); en consecuencia,

v = f(v) + [v − f(v)] ∈ W +W1.

Por lo tanto, V =W +W1 (como módulos). Sea w∈W ∩W1, entonces w=f(w)=0
y V =W ⊕W1. 2



1.2. Representaciones y Caracteres 11

1.2. Representaciones y Caracteres

El propósito principal de esta sección es la definición de un caracter y el desarrollo de
sus principales propiedades. Los caracteres se derivan de una teoŕıa más general, la de
representaciones; veremos cómo se relacionan los módulos con las representaciones,
que son el paso inicial para construir caracteres.

1.2.1 Definición
Si A es una F -álgebra y V un F -espacio vectorial. Por una representación de A
en V entendemos un homomorfismo de álgebras Φ:A→ End(V ). La representación
correspondiente al módulo regular se llama regular y la representaremos por ρ.

Dada otra representación Ψ de A en un F -espacio W , decimos que Φ y Ψ son
equivalentes si existe f ∈ Hom(V,W ) biyectiva tal que:

Φ(a) = f−1Ψ(a)f, ∀ a ∈ A.

A dimV se le llama el grado de la representación y se denota por deg Φ.

Si Φ es una representación de A en V . Para cada a∈A, Φa :=Φ(a) es un endomor-
fismo de V y, por lo tanto, la correspondencia:

(a, v) 7−→ Φa(v)

define una función · : A× V → V . Si a, b∈A, v, w∈V y α∈F , entonces:

Φab = Φ(ab) = Φ(a)Φ(b) = ΦaΦb,

a(bv) = Φa(Φb(v)) = [ΦaΦb](v) = Φab(v) = (ab)v,

1Av = Φ1A
(v) = idV (v) = v,

(a+ b)v = Φa+b(v) = [Φa + Φb](v) = Φa(v) + Φb(v) = av + bv,

a(v + w) = Φa(v + w) = Φa(v) + Φa(w) = av + aw y

(αa)v = Φαa(v) = [αΦa](v) = α(Φa(v)) = α(av) = Φa(αv) = a(αv),

es decir, V adquire la estructura de A-módulo.

1.2.2 Definición
Una reprensentación se dice ser irreducible, reducible o completamente irre-
ducible si el módulo arriba construido es irreducible, reducible o completamente
irreducible, respectivamente.
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Supongamos ahora que V es un A-módulo, entonces podemos definir una función
Φ : A→ End(V ) por Φ(a) := Φa, donde Φa(v) = av; aśı, Φa ∈ End(V ), ∀ a ∈ A.
Además, Φ es una representación de A en V la cual adquirirá las caracteŕısticas de
irreducibilidad, etc., si V las posee. En otras palabras, un A-módulo y una repre-
sentación de A son diferentes formas de ver la misma operación a·v.

Si dim(V ) = n y tomamos una base B = {v1, v2, . . . , vn}, entonces dado f ∈ End(V )
e i ∈ {1, 2, . . . , n} existen únicos α1i, α2i, . . . , αni ∈ F tales que

f(vi) =
n∑

j=1

αjivj.

A la matriz [f ]B=[αij] se le conoce como representación matricial de f respecto
a B; si [v]B representa el vector de coordenadas de v∈V respecto a B, tenemos:

[f(v)]B = [f ]B[v]B, ∀ v∈V.

Además, la matriz [f ]B es única bajo esta propiedad. Tomando f ′∈ End(V ), tenemos
que

[ff ′]B[v]B = [f(f ′(v))]B = [f ]B[f ′(v)]B = [f ]B[f ′]B[v]B.

Lo que significa que [f ′f ]B=[f ]B[f ′]B, es decir, la función dada por MB(f) :=[f ]B es
un homomorfismo del semigrupo End(V ) en Mn(F ). Supongamos que f ∈ GL(V ),
entonces

In = MB(idV ) = MB(ff−1) = MB(f)MB(f−1).

Aśı queMB(f) es invertible yMB(f)−1 = MB(f−1). Por lo tanto, GL(V ) ∼=GL(n, F ),
toda vez que MB(GL(V ))= GL(n, F ).

Sea Φ una representación de una álgebra A en un espacio V . Supongamos que
exiten V1 y V2 submódulos no triviales de V tales que V = V1 ⊕ V2. Como V1 y V2

son submódulos de V , ∀ a∈A, se tiene que Φa(V1)= aV1 =V1 y Φa(V2)= aV2 =V2,
por lo tanto Φi : A→ End(Vi) dada por Φi(a)=Φ(a)|

Vi
es una representación de A

en Vi, i=1, 2. Tomemos B1 ={v1, . . . , vm} una base de V1 y B2 ={vm+1, . . . , vn} una
base de V2; aśı, B=B1 ∪ B2 es una base de V y

[Φ(a)]B =

 [Φ1(a)]B1 0

0 [Φ2(a)]B2

 .

Bajo estas circunstancias, decimos que la representación Φ se ha descompuesto en
Φ1 y Φ2, simbólicamente Φ=Φ1+Φ2. Cuando V es completamente reducible, pode-
mos continuar este proceso hasta tener V =

∑
Wi, con Wi submódulos irreducibles,
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y descomponer a [Φ(a)]B en una matriz por bloques donde cada bloque correspon-
derá a una representación de A en un módulo irreducible, es decir, la representación
completamente reducible se descompone en una “suma” de representaciones irre-
ducibles.

Usando el Teorema 1.1.11, podemos obtener un resultado muy útil.

1.2.3 Proposición
Sean Φ :A → End(V ) y Ψ :A → End(W ) dos representaciones irreducibles de una
álgebra A. Supongamos que exiten bases B y B′ de V y W , respectivamente, y una
matriz S 6= 0 en MdimV×dimW (F ) tales que

[Φ(a)]BS = S[Ψ(a)]B′ , ∀ a ∈ A.

Entonces, dimV = dimW , S es invertible y Φ, Ψ son equivalentes. Si Φ=Ψ, B=B′
y F es algebraicamente cerrado, entonces S∈ F · IdimV .

Demostración. Para todo v∈V exite un único elemento f(v)∈W tal que

[v]B = S[f(v)]B′ .

Aśı, hemos definido una función f de V en W la cual es claramente lineal, es decir,
f ∈ Hom(V,W ). Ahora, si a ∈ A y v∈V , se tiene que

[av]B = [Φa(v)]B = [Φ(a)]B[v]B = [Φ(a)]BS[f(v)]B′

= S[Ψ(a)]B′ [f(v)]B′ = S[Ψa(f(v))]B′ = S[af(v)]B′ .

lo cual implica que

f(av) = af(v).

Entonces f ∈ HomA(V,W ), f no cero, con V y W irreducibles; por la Proposi-
ción 1.1.6, f es invertible, luego dimV = dimW . Para ver que S es invertible bas-
ta con notar que S es la representación matricial de f−1 repecto a B′ y B; como
Φ(a) = f−1Ψ(a)f , tenemos que Φ y Ψ son equivalentes. Si Φ = Ψ, B = B′ y F es
algebraicamente cerrado, de nuevo por la Proposición 1.1.6, f ∈F · idV , de donde
se desprende que S es una matriz escalar.

2

Este resultado es útil porque permite obtener, entre otras cosas, las llamadas rela-
ciones de Schur que son de gran importancia en la teoŕıa de caracteres.
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1.2.4 Proposición
Sean Φ :A→ End(V ) y Ψ :A→ End(W ) representaciones irreducibles de C[G].
Tomemos B y B′ bases cualesquiera de V y W , respectivamente. Definimos las fun-
ciones aij y bij de G en C como el elemento (i, j) de [Φ(g)]B y de [Ψ(g)]B′, respec-
tivamente. Sea:

〈aij, bkl〉 =
∑
g∈G

aij(g)bkl(g
−1).

Entonces:

1) 〈aij, bkl〉=0 si Φ y Ψ no son equivalentes.

2) Si Φ=Ψ y B=B′, entonces

〈aij, bkl〉=δilδjk
|G|

deg Φ
,

donde δij es la delta de Kronecker.

Demostración. Sean dim V =n y dim W =m, y Eij la matriz en Fn×m con todas
sus entradas cero excepto en (i, j) la cual es 1. Sea

Pij =
∑
g∈G

[Φ(g)]BEij[Ψ(g)]−1
B′ .

Tomemos h∈G, entonces la relación

[Φ(h)]BPij[Ψ(h)]−1
B′ =

∑
g∈G

[Φ(hg)]BEij[Ψ(hg)]−1
B′ = Pij,

implica que

[Φ(h)]BPij = Pij[Ψ(h)]B′ , ∀ h∈G.

De la igualdad anterior, y dado que Φ y Ψ son C-lineales, tenemos:

[Φ(a)]BPij = Pij[Ψ(a)]B′ , ∀ a ∈ C[G].

Ahora,

[Φ(g)]BEij =
n∑

k=1

aki(g)Ekj y

Ekj[Ψ(g)]−1
B′ =

m∑
l=1

bjl(g
−1)Ekl.
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Por lo tanto,

Pij =
∑
g∈G

n∑
k=1

m∑
l=1

aki(g)bjl(g
−1)Ekl =

n∑
k=1

m∑
l=1

〈aki, bjl〉Ekl. (1.1)

Si Φ y Ψ no son equivalentes, por la Proposición 1.2.3, obtenemos que Pij = 0. Como
〈aki, bjl〉 es la entrada (k, l) de Pij, se tiene que 〈aki, bjl〉=0. Luego, se tiene 1).

Por otro lado, supongamos ahora las hipótesis de 2); por la Proposición 1.2.3, sabe-
mos que Pij =αIn para algún α∈ F . Además,

nα = tr(Pij) =
∑
g∈G

tr([Φ(g)]BEij[Φ(g)]−1
B ) =

∑
g∈G

tr(Eij) = |G|δij,

lo cual implica que

α =
|G|
n
δij .

Aśı, el elemento (k, l) de Pij se puede escribir como:

δklδij
|G|
n

.

Según la ecuación (1.1), la entrada (k, l) de Pij es 〈aki, bjl〉, de donde se obtiene el
resultado.

2

Sea V un espacio vectorial, y tomemos B={v1, . . . , vn} y B′={v′1, . . . , v′n} dos bases
de V . Si elejimos αij∈ F de forma tal que vi =

∑
αjiv

′
j, entonces ∀ v∈V se tiene:

[v]B′ =B′MB[v]B,

donde B′MB = (αij) es la conocida como matriz de cambio de base de B a
B′; es bien sabido que B′MB BMB′ = In. Además, si W es otro espacio vectorial y
f ∈ Hom(V,W ), entonces

[f ]B′ [v]B′ = [f(v)]B′ =B′MB[f(v)]B =B′MB[f ]B[v]B =B′MB[f ]BBMB′ [v]B′ ,

por lo tanto, [f ]B′ = B′MB [f ]B BMB′ . Entonces, si Φ es cualquier representación de
F [G] en V , representaciones matriciales de Φ en diferentes bases son equivalentes
(como matrices) y de aqúı que

tr([f ]B′) = tr(B′MB[f ]BBMB′) = tr([f ]BB′MBBMB′) = tr([f ]B).
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En otras palabras, podemos definir la traza de f , tr(f), como el valor de la traza de
cualquier representación matricial de f , ya que esta no depende de la base elegida.

De ahora en adelante, siempre trabajaremos sobre el campo C a menos que se diga
otra cosa. Pero es importante mencionar que la mayoria de los resultados se pueden
enunciar sobre cualquier campo de caracteŕıstica cero y algebraicamente cerrado,
salvo aquellos que requieren propiedades especificas de C.

1.2.5 Definición
Dada una representación Φ de C[G], a la función χ : G → C definida por χ(g) =
tr(Φ(g)) se le llama el caracter de G aportado por Φ. Al conjunto de caracteres
de G lo denotamos por Ch(G). Llamamos a un caracter irreducible si es aportado
por una representación irreducible, y al conjunto de caracteres irreducible se le de-
nota por Irr(G). Un caracter que es aportado por una representación de grado 1 se
denomina lineal, al conjunto de estos lo representamos por Lin(G).

Una ventaja de los caracteres radica en que existen maneras de construirlos sin
necesidad de tener una representación. Algunos de los métodos básicos serán ex-
puestos posteriormente; sin embargo, mencionemos aqúı al más simple de todos, la
restricción. Supongamos que Φ es una representación de C[G] aportando el carac-
ter χ. Si H<G, entonces Φ|C[H]

es una representación de H que aporta el caracter
χ|

H
. Es importante mencionar que χ irreducible no necesariamente implica χ|

H
irre-

ducible. Más adelante hablaremos también acerca de cómo deducir propiedades de
un grupo conociendo sus caracteres.

Es claro de la definición que χ(e)= deg Φ>0. Si χ es un caracter lineal, necesaria-
mente es irreducible, pués el módulo que genera tiene dimensión 1; por lo tanto
Lin(G) ⊆ Irr(G). Al conjunto de caracteres irreducibles de grado mayor a uno lo
denotaremos por Irr1(G). Por lo dicho anteriormente, Irr1(G) = Irr(G)\Lin(G). Si
V es cualquier espacio vectorial de dimensión 1, el homomorfismo trivial de C[G]
en End(V ) aporta un caracter de valor constante 1; a este caracter irreducible se le
nombra principal y se denota por 1G.

Otro ejemplo de un caracter lo podemos obtener de la representación regular ρ de
C[G]. Tomemos G = {e = g1, g2, . . . , gn}, como G es una base de C[G], podemos
calcular [ρ(gk)]G,

ρgk
(gi) = gkgi =

n∑
j=1

αk
ji gj,
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donde αk
ji = 1 si gkgi = gj y 0 en otro caso. Al carater aportado por ρ también lo

representaremos por ρ, entonces:

ρ(gk) = tr [ρ(gk)]G = tr (αk
ij) =

n∑
i=1

αk
ii.

Para que αk
ii 6= 0, se debe cumplir que gkgi = gi; por lo tanto, si k 6= 1 αk

ii = 0, y
α1

ii = 1, ∀ i. Aśı

ρ(g) = 0 si g 6= e y ρ(e) = |G|.

Una función de clases es una función definida sobre un grupo de forma tal que es
constante en cada clase de conjugación. La propiedad más importante de un caracter
es sin duda que es una función de este tipo.

1.2.6 Teorema
Todo caracter es una función de clase.

Demostración. Sean G un grupo y χ un caracter de G aportado por una repre-
sentación Φ. Entonces, si g, h∈G se tiene que

χ(h−1gh) = tr(Φ(h−1gh)) = tr(Φ(h−1)Φ(g)Φ(h)) = tr(Φ(g)) = χ(g).

2

Supongamos que Φ y Ψ son dos representaciones equivalentes de C[G]. Sean V y
W módulos correspondientes a Φ y Ψ, respectivamente. Por definición, existe una
función biyectiva f de V en W tal que

Φ(a) = f−1Ψ(a)f, ∀ a ∈ A.

Sea P la representación matricial de f respecto a dos bases B y B′ de V y W ,
respectivamente. Entonces tenemos:

[Φ(a)]B = P−1[Ψ(a)]B′P.

Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:

1.2.7 Proposición
Dos representaciones similares aportan un mismo caracter.

2
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Fijemos Mi(C[G]), y supongamos que Φ es irreducible, entonces V es irreducible
como C[G]-módulo, por lo tanto existen W ∈Mi(C[G]) y f ∈ HomC[G](W,V ) biyec-
tiva. Sea Ψ la representación correspondiente a W , es decir, definimos Ψ(a)=Ψa y
Ψa(w) = aw, ∀ a∈C[G]. Entonces

Ψa(w) = aw = af−1(f(w)) = f−1(af(w)) = f−1(Φa(f(w))) = [f−1Φaf ](w).

Aśı, Φ y Ψ son equivalentes y aportan un mismo caracter. Por lo tanto, el número
de caracteres irreducibles no sobrepasa a |Mi(C[G])|. De aqúı en adelante si G es
un grupo cualquiera al conjunto de clases de conjugación de elementos de G lo
denotaremos por CL[G].

1.2.8 Proposición
Sea G un grupo. Entonces:

|Irr(G)| = |CL[G]| y

|G| =
∑

χ∈ Irr(G)

χ(e)2

Demostración. Por el Teorema 1.1.12, se tiene que |Mi(C[G])|= dim Z(C[G]). Sea
CL[G] = {K1, . . . ,Kn} y Ki∈C[G] la suma de los elementos de Ki. Tomemos g∈G,
como la conjugación permuta los elementos de una clase de conjugación, tenemos
que gKig

−1 = Ki, por lo tanto gKi =Kig y de ah́ı que aKi =Kia ∀ a∈C[G]; aśı,
K1, . . . , Kn∈ Z(C[G]). Ahora, tomemos a=

∑
agg∈ Z(C[G]) y h∈G, entonces∑

agg = h−1(
∑

agg)h =
∑

agh
−1gh =

∑
ahgh−1g,

lo cual implica que

ag = ahgh−1 , ∀ g ∈ G.

Es decir, ag es constante en clases de conjugación y, por lo tanto, a es combinación
lineal de K1, . . . , Kn; además, estos últimos son claramente linealmente independi-
entes. Por lo tanto, dim Z(C[G])= |CL[G]|≥|Irr(G)|.

Para finalizar, mostraremos que los caracteres aportados por las representaciones
correspondientes a los elementos de Mi(C[G]) son distintos, es decir, |CL[G]| =
|Mi(C[G])|≤|Irr(G)|. Tomemos Mi(C[G])={V1, . . . , Vn}. Entonces:

C[G]◦ =
n∑

i=1

Vi(C[G]).
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Sea ei la proyección de e sobre Vi(C[G]) y Φi la representación correspondiente a
Vi. Tomemos j = 1, . . . , n y j 6= i = 1, . . . , n. Si v ∈ Vj, por la Proposición 1.1.10,
tenemos:

Φj
ei
(v) = eiv = 0 ⇒ Φj(ei) = 0

⇒ Φj(e) = Φj(ej) = idVj
.

Aśı, si χj es el caracter aportado por Φj, entonces

χj(ei) = δjideg Φj, ∀ i = 1, . . . , n. (1.2)

Luego, los caracteres χj son diferentes como funciones en C[G] y, por lo tanto,
diferentes en G. La segunda igualdad es inmediata de la primera y del Teorema
1.1.12.

2

Si G es un grupo, CL[G]={K1, . . . ,Kn} e Irr(G)={χ1, . . . , χn}, entonces al arreglo

X(G)=

 χ1(K1) · · · χ1(Kn)
...

. . .
...

χn(K1) · · · χn(Kn)


se le conoce como Tabla de Caracteres de G y la denotaremos por X(G). Aunque
no existe una regla acerca de la forma para ordenar a las clases o a los caracteres, si
hay una convención. A las clases se les suele ordenar por el orden de sus elementos
en forma ascendente y a los caracteres por su grado. Si G1 es cualquier otro grupo,
Cl[G1]={K′

1, . . . ,K′
m}, decimos que G y G1 tienen la misma tabla de caracteres si∣∣CL[G]

∣∣= ∣∣CL[G1]
∣∣ y bajo una permutación entre filas y columnas podemos obtener

X(G)=X(G1) (como matrices); cuando esto sucede escribimos X(G) = X(G1). El
objetivo de la Teoŕıa de Caracteres es estudiar la relación entre G y X(G); como un
primer ejemplo tenemos:

1.2.9 Proposición
Un grupo es abeliano si y sólo si todos sus caracteres irreducibles son lineales.

Demostración. De la Proposición 1.2.8, se deduce que |G|= |CL(G)|= |Irr(G)| si
y sólo si deg χ=χ(e)=1, ∀ χ ∈ Irr(G).

2

De este resultado podemos derivar que toda representación irreducible de un grupo
abelianoG es de grado 1 y, por lo tanto, los bloques de la descomposición de cualquier
representación de G son de tamaño 1. Es decir, para toda representación Φ:C[G] →



20 Caṕıtulo 1. Teoŕıa Básica de Caracteres

End(V ) podemos encontar una base de V de forma tal que la representación matricial
de Φ(g) es diagonal ∀ g∈G.

Denotemos por Cl(G) al conjunto de las funciones de clase en un grupoG; claramente
Cl(G) es un espacio vectorial sobre C (con las operaciones usuales sobre funciones)
cuya dimensión es |CL[G]|.

1.2.10 Proposición

Cl(G) = 〈Irr(G)〉C y

Ch(G) = 〈Irr(G)〉Z+ .

Demostración. Ya sabemos que dim Cl(G) = |Irr(G)|, entonces para obtener que
Irr(G) es una base para Cl(G) basta mostrar que es un conjunto linealmente in-
dependiente sobre C. Si

∑
αjχj = 0, con αj ∈ C, evaluando esta suma en los ei

construidos en la demostración de 1.2.8, obtenemos αi =0 ∀ i.

Sea Φ cualquier representación de G, entonces podemos descomponer ésta en una
“suma” finita de representaciones irreducibles por el proceso descrito en la página
12. Aśı, el caracter aportado por Φ es combinacion lineal con coeficientes enteros no
negativos de caracteres irreducibles, por lo tanto Ch(G)⊆〈Irr(G)〉Z+ . Para obtener
la igualdad, debemos mostrar que todo elemento de 〈Irr(G)〉Z+ es un caracter; de
hecho, basta con mostrar que la suma de dos caracteres es un caracter. Para esto,
sean χ1 y χ2 dos caracteres cualesquiera, y Φi :C[G] → End(Vi) representaciones que
aporten el caracter χ

i
, con i=1, 2. Definimos un nuevo C[G]-módulo por V = V1×V2 ;

la representación de este módulo aporta el caracter χ1 + χ2 . 2

1.2.11 Proposición
Dos representaciones son similares si y sólo si aportan el mismo caracter.

Demostración. Sean Ψ1 y Ψ2 dos representaciones de un grupo G que aportan
un mismo caracter. Sean Φ1, . . . ,Φn las representaciones correspondientes a los
submódulos de Mi(C[G]). Entonces, existen m1, . . . ,mn, k1, . . . , kn ∈ Z+ tales que

Ψ1 =
n∑

i=1

miΦi y Ψ2 =
n∑

i=1

kiΦi .

Sea χi el caracter irreducible aportado por Φi, y sea ϑ1 y ϑ2 los caracteres aportados
por Ψ1 y Ψ2, respectivamente. Entonces:

ϑ1 =
n∑

i=1

miχi y ϑ2 =
n∑

i=1

kiχi .
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Como ϑ1 = ϑ2, al ser {χ1, . . . , χ1} linealmente independientes, tenemos que mi =
ki, ∀ i. Por lo tanto, Ψ1 y Ψ2 tienen idénticas descomposiciones en bloques irre-
ducibles y, de aqúı que son similares. Para finalizar, basta aplicar la Proposición
1.2.7.

2

Una propiedad fundamental de los caracteres irreducibles son las llamadas rela-
ciones de ortogonalidad.

1.2.12 Proposición (Primera Relación de Ortogonalidad)
Sean G un grupo y Irr(G) = {χ1 , . . . , χn}. Entonces,

1

|G|
∑
g∈G

χ
i
(g)χ

j
(g) = δij ∀ g ∈ G.

Demostración. Sea Φi :G → End(Vi) una representación que aporte χi, y Bi una
base del espacio vectorial correspondiente. Entonces,

[Φi(g)]Bi
= [ai

kl(g)] con k, l = 1, . . . , dimVi = ni y

χi =

ni∑
k=1

ai
kk .

Luego

1

|G|
∑
g∈G

χ
i
(g)χ

j
(g) =

1

|G|
∑
g∈G

( ni∑
k=1

ai
kk(g)

)( nj∑
l=1

aj
ll(g

−1)
)

=
1

|G|
∑
g∈G

ni∑
k=1

nj∑
l=1

ai
kk(g)a

j
ll(g

−1)

=
1

|G|

ni∑
k=1

nj∑
l=1

〈ai
kk, a

j
ll〉 .

Si i 6=j, por la Proposición 1.2.11, se tiene que Φi y Φj no son similares. Aplicando
la Proposición 1.2.4, tenemos que 〈ai

kk, a
j
ll〉 = 0 ∀ k, l lo cual implica que

1

|G|
∑
g∈G

χ
i
(g)χ

j
(g) = 0

y si i=j, entonces
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〈ai
kk, a

j
ll〉 = δkl

|G|
ni

∀ k, l

con lo cual

1

|G|
∑
g∈G

χ
i
(g)χ

j
(g) =

1

ni

ni∑
k=1

ni∑
l=1

δkl = 1.

2

La proposición anterior motiva la siguiente definición.

1.2.13 Definición
Sean φ, ψ∈ Cl(G). Se define el producto interno de φ y ψ por:

〈φ, ψ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

φ(g)ψ(g).

La ventaja de introducir este producto interno en Cl(G) es que, por la Primera
Relación de Ortogonalidad, Irr(G) es una base ortonormal y, por lo tanto, para
determinar si una cierta función de clase ϑ es o no un caracter, basta con calcular
〈ϑ, χ〉 ∀ χ ∈ Irr(G) y aplicar la Proposición 1.2.10. También nos proporciona una
manera de calcular los coeficientes de la representación de un caracter en la base
Irr(G). Por ejemplo, si χ∈ Irr(G), entonces 〈ρ, χ〉 = χ(e) y de aqúı que:

ρ =
∑

χ∈Irr(G)

χ(e)χ

1.2.14 Proposición
Si φ, ψ∈ Ch(G), entonces 〈φ, ψ〉 = 〈ψ, φ〉∈Z+. Además, 〈φ, φ〉=1 ⇔ φ∈ Irr(G).

Demostración. Sea Irr(G) = {χ1, . . . , χn}. Por la Proposición 1.2.10, se tiene que
φ=
∑
miχi y ψ=

∑
kiχi, con m1, . . . ,mn, k1 . . . , kn∈Z+, luego

〈φ, ψ〉 =
∑

miki =
∑

kimi = 〈ψ, φ〉 .

Por otro lado, se tiene que 〈φ, φ〉 =
∑
m2

i = 1 si, y sólo si, todos excepto uno de los
mi valen 0 y el restante 1, es decir, si, y sólo si φ∈ Irr(G).

2
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Es importante aclarar que si ϑ ∈ Cl(G) y 〈ϑ, ϑ〉 = 1, no necesariamente tenemos
que ϑ∈ Irr(G), pues puede darse el caso de que ϑ no sea un caracter. Por ejemplo,
considérese G=Z/4Z con la función de clase ϑ(g) = 2 si g 6= e, y ϑ(e) = −2; aqúı,
〈ϑ, ϑ〉 = 1 pero claramente ϑ no puede ser un caracter.

Otra observación importante es que 〈φ, ψ〉 =
〈
φ, ψ

〉
y, por lo tanto, χ ∈Irr(G) ⇔

χ ∈Irr(G).

1.2.15 Proposición (Segunda Relación de Ortogonalidad)
Sea G un grupo, entonces∑

χ∈Irr(G)

χ(g)χ(h) = δ̂gh |CG(g)| , ∀ g, h ∈ G,

donde δ̂gh =1 si Cl[g]=Cl[h] y 0 en otro caso.

Demostración. Tomemos CL[G] = {K1, . . . ,Kn}, ki = |Ki|, gi ∈ Ki e Irr(G) =
{χ1, . . . , χn}. Como los caracteres son funciones de clase, por la Proposición 1.2.12
tenemos que

1

|G|

n∑
m=1

kmχi(gm)χj(gm) = δij.

Sean

X(G) =

 χ1(K1) · · · χ1(Kn)
...

. . .
...

χn(K1) · · · χn(Kn)

 y

M =
1

|G|

 k1 0
. . .

0 kn

X(G)t =
n∑

i=1

n∑
j=1

kiχj(gi)Eij

donde Eij son retomados de la Proposición 1.2.4. Tomando en cuenta que EijEkl =0
si j 6=k y EijEjl =Eil, tenemos que

X(G)M =
1

|G|

( n∑
i=1

n∑
j=1

χi(gj)Eij

)( n∑
i=1

n∑
j=1

kiχj(gi)Eij

)
=

1

|G|

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
m=1

kmχi(gm)χj(gm)Eij

=
n∑

i=1

n∑
j=1

δijEij = In.
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Por lo tanto, MX(G) = In. Aśı,

In =
1

|G|

( n∑
i=1

n∑
j=1

kiχj(gi)Eij

)( n∑
i=1

n∑
j=1

χi(gj)Eij

)
=

1

|G|

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
m=1

kiχm(gj)χm(gi)Eij,

con lo cual

ki

|G|

n∑
m=1

χm(gj)χm(gi) = δij.

Recordando que |CG(gi)|= |G| / |Cl[gi]| terminamos.
2

Una consecuencia importante del anterior resultado es la fórmula:∑
χ∈Irr(G)

|χ(g)|2 = |CG(g)| , ∀ g ∈ G.

Otra propiedad importante de un caracter es que sus valores son enteros algebraicos;
un entero algebraico es un número complejo ráız de un polinomio mónico en Z[X].
Al conjunto de los enteros algebraicos lo denotaremos por E. Las siguientes son
propiedades bien conocidas sobre el conjunto E:

1.2.16 Proposición
1) E es un subanillo de C.

2) E ∩Q = Z.

3) Si S es un anillo con Z ⊆ S ⊆ C y S es finitamente generado como Z-módulo,
entonces S ⊆ E.

Una demostración de estas propiedades se puede encontrar en [12].
2

1.2.17 Teorema
Sean G un grupo y χ un caracter de G de grado n. Si g∈G, entonces



1.2. Representaciones y Caracteres 25

1) χ(g) =
n∑

i=1

εi, donde ε
o(g)
i =1 ∀ i = 1, . . . , n.

2) |χ(g)| ≤ χ(e).

3) χ(g−1) = χ(g) =
n∑

i=1

ε−1
i .

Demostración. Sea Φ una representación de G sobre un espacio V que aporta χ,
entonces Φ|〈g〉 es una representación de 〈g〉 sobre V . Como 〈g〉 es abeliano, por la
Proposición 1.2.9, podemos encontar una base B de V tal que

[Φ(g)]B =


ε1 0

ε2

. . .

0 εn

,

⇒ In = [Φ(go(g))]B = [Φ(g)]
o(g)
B =


ε

o(g)
1 0

ε
o(g)
2

. . .

0 ε
o(g)
n

.
De donde se tiene 1). Como |εi|=1 ∀ i = 1, . . . , n (pues ε

o(g)
i =1) tenemos:

|χ(g)| ≤
n∑

i=1

|εi| = n = χ(e).

Tambien εi = ε−1
i y

[Φ(g−1)]B = [Φ(g)]−1
B =


ε−1
1 0

ε−1
2

. . .

0 ε−1
n

.
2

Existen varios subconjuntos de G naturalmente asociados a un caracter.

1.2.18 Definición
Sea χ ∈ Ch(G). El kernel de χ se define como kerχ = {g ∈ G : χ(g) = χ(e)}, el
quasikernel de χ es Z(χ) = {g ∈G : |χ(g)|= χ(e)}, al conjunto de ceros de χ
se le denota por T(χ) y, finalmente, al conjunto de elementos de g con |χ(g)|=1 se
denota por U(χ) y se llama conjunto de elementos χ-unitarios.
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1.2.19 Proposición
Sean Φ : C[G] → End(V ) una representación y ϕ el caracter aportado por ésta.
Entonces:

1) kerϕ=G ∩KerΦ y por lo tanto kerϕ / G.

2) kerϕ=
⋂
{kerχ :χ∈ Irr(G), 〈ϕ, χ〉>0}.

3)
⋂
{kerχ :χ∈ Irr(G)}=〈e〉.

Demostración. Tomemos n= degϕ. Sean g∈G ∩KerΦ y B una base de V , entonces
[Φ(g)]B = In y, por lo tanto, ϕ(g) = ϕ(e). Supongamos ahora que ϕ(g) = ϕ(e), de
la demostración de la Proposicion 1.2.17, inferimos que existe una base B′ de V
tal que [Φ(g)]B′ = diag(ε1, . . . , εn). Como ϕ(g) = ε1 + · · · + εn = n, con |εi| = 1,
necesariamente tenemos ε1 = · · ·= εn =1 y, por lo tanto, [Φ(g)]B′ = In. Para obtener
la última aseveración de 1), basta notar que Φ|G es un homomorfismo de G en el
grupo End(V ).

Sabemos que

ϕ =
∑

χ∈Irr(G)

〈ϕ, χ〉χ , con 〈ϕ, χ〉 ≥ 0.

Si g∈
⋂
{kerχ :χ∈ Irr(G), 〈ϕ, χ〉>0} = A, entonces

ϕ(g) =
∑

χ∈ Irr(G)

〈ϕ, χ〉χ(g) =
∑

χ∈Irr(G)

〈ϕ, χ〉χ(e) = ϕ(e),

lo cual implica que

A ⊆ kerϕ.

Supongamos ahora que g∈ kerϕ; como

|ϕ(g)| ≤
∑

χ∈ Irr(G)

〈ϕ, χ〉 |χ(g)| ≤
∑

χ∈ Irr(G)

〈ϕ, χ〉χ(e) = ϕ(e),

la condición ϕ(g) =ϕ(e), junto con la independencia lineal de Irr(G), obliga a que
χ(g)=χ(e) ,∀ χ∈ Irr(G) con 〈ϕ, χ〉>0; es decir a que g∈A. Para obtener 3) basta
aplicar 2) al caracter regular de G y recordar lo dicho sobre éste en las páginas 16
y 22.

2

El quasikernel al igual que el kernel de un caracter nos proporciona información
valiosa sobre éste. Algunas de sus propiedades básicas se resumen en la siguiente
proposición.
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1.2.20 Proposición
Sean Φ:C[G] → End(V ) una representación, χ el caracter aportado por ésta, n el
grado de χ y B una base de V . Entonces,

1) Z(χ)={g∈G : [Φ(g)]B = αIn}.

2) Z(χ) < G.

3) χ|Z(χ) =nλ, con λ∈ Lin(Z(χ)).

4) Z(χ)/kerχ es ćıclico.

5) Z(χ)/kerχ ⊆ Z(G/ kerχ).

6) Si χ es irreducible, Z(χ)/ kerχ=Z(G/ kerχ).

Demostración. Sea g∈G; si [Φ(g)]B = εIn, entonces χ(g)=nε. Como In =[Φ(g)]
o(g)
B ,

ε es una ráız o(g)-ésima de la unidad, por lo tanto |ε|=1 y de aqúı que |χ(g)|=n=
χ(e). Supongamos ahora que g ∈ Z(χ), por la Proposición 1.2.17, existe una base
B′ de V tal que [Φ(g)]B′ = diag(ε1, . . . , εn), con |εi|= 1; la condición n= |χ(g)|=
|ε1 + · · ·+ εn|, obliga a que ε1 = · · ·=εn y, por lo tanto, tenemos [Φ(g)]B′ == ε1In, la
cual es similar a la matriz [Φ(g)]B, de donde obtenemos que [Φ(g)]B=ε1In.

Para cada g∈ Z(χ), existe αg∈C tal que [Φ(g)]B=αgIn. Si g, h∈ Z(χ), entonces

[Φ(gh)]B = [Φ(g)]B[Φ(h)]B =
(
αgIn

)(
αhIn

)
= αgαhIn,

lo cual implica que

gh ∈ Z(χ)

y, en consecuencia, Z(χ) < G. Además, αgh = αgαh, con lo cual la función λ dada
por la correspondencia g 7−→ αg es un homomorfismo de Z(χ) en C∗. Si W es un
espacio de dimensión 1, End(W )=C∗ y, de aqúı que, λ sea un caracter de Z(χ) que,
además, satisface χ(g) = αgn = λ(g)n, ∀ g∈ Z(χ).

Para obtener 4), notamos en primer lugar que en vista de 3) kerχ=kerλ y, aplicando
el Primer Teorema de Isomorfismo, Z(χ)/ kerχ es isomorfo a un subgrupo finito de
C∗; como éste último es necesariamente ćıclico, obtenemos 4).

Para demostrar 5), tomemos g∈ Z(χ) y h∈G, entonces tenemos que

[Φ([g, h])]B =
(
α−1

g In
)
[Φ(h−1)]B

(
αgIn

)
[Φ(h)]B = In,

con lo cual
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χ([g, h]) = n y [g, h] ∈ kerχ.

Por lo tanto, g kerχ∈ Z(G/ kerχ), y al ser g arbitrario en Z(χ), obtenemos 5).

Supongamos ahora que χ es irreducible. Sea g kerχ∈Z(G/ kerχ), entonces

∀ h∈G, [g, h]∈kerχ=G∩KerΦ ⇒ ∀ h ∈ G, [Φ([g, h])]B = In

⇒ [Φ(g)]B ∈ Z([Φ(G)]B) ⇒ Φ(g) ∈ Z(Φ(G)).

Por lo tanto, si v∈V y h∈G se cumple que

Φg(h · v) = (Φg ◦ Φh)(v) = (Φh ◦ Φg)(v) = h · Φg(v),

lo cual implica que
Φ(g) ∈ EndC[G](V ).

Como C es algebraicamente cerrado, por la Proposición 1.1.6, EndC[G](V )=C · idV

y, por lo tanto, [Φ(g)]B es diagonal. Aplicando 1), obtenemos que g∈ Z(χ).
2

Discutimos ahora una importante relación entre un caracter y el centro de G[C].

1.2.21 Proposición
Si χ ∈ Irr(G) existe un único homomorfismo Γχ :Z(C[G]) → C tal que si Φ:C[G] →
End(V ) es cualquier representación aportando χ entonces:

Φ(a) = Γχ(a) idV , ∀ a ∈ Z(C[G]).

Demostración. Primeramente tomemos una representación Φ que aporte χ y sea
a ∈ Z(C[G]). Si b ∈ C[G], entonces:

Φa ◦ Φb = Φ(ab) = Φ(ba) = Φb ◦ Φa

⇒ Φa(b · v) = [Φa ◦ Φb](v) = [Φb ◦ Φa](v) = b · Φa(v).

Para cualquiera v ∈ V . Por lo tanto Φa ∈ EndC[G](V ), como V es un C[G]-módulo
irreducible por 1.1.6 concluimos que existe αa ∈ C tal que Φa = αa idV , aśı que es
lógico definir:

Γχ(a) = αa

Aśı, si b ∈ Z(C[G]) tendremos:

Γχ(ab) idV = Φ(ab) = Φa ◦ Φb = (Γχ(a) idV ) ◦ (Γχ(b) idV ) = Γχ(a)Γχ(b) idV
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⇒ Γχ(ab) = Γχ(a)Γχ(b).

De donde se sigue que Γχ :Z(C[G]) → C∗ es un homomorfismo.

Ahora, supongamos que Ψ es una representación sobre algún módulo W la cual
también aporta χ, entonces por 1.2.11 Φ y Ψ son similares lo cual significa que
existe f ∈ Hom(W,V ) biyectivo y tal que:

Ψ(a) = f−1Φ(a)f

⇒ Ψ(a) = f−1 ◦ (Γχ(a) idV ) ◦ f = Γχ(a) f−1idV f = Γχ(a) idV .

2

Siguiendo la notación de 1.2.8 sabemos que K1, . . . , Kn es una base para Z(C[G])
y por lo tanto nos interesa calcular Γχ(Ki), para esto sea Ψ una representación
aportando χ como

Ψ(Ki) = Γχ(Ki) idV y

Ki =
∑
g∈Ki

g,

tenemos que

Γχ(Ki)χ(e) = tr(Ψ(Ki)) =
∑
g∈Ki

tr(Ψ(g)) = |Ki|χ(g)

⇒ Γχ(Ki) =
χ(g)|Ki|
χ(e)

, g ∈ Ki. (1.3)

Por lo tanto solo necesitamos los valores de χ. Con ayuda de las funciones Γχ pode-
mos demostrar la importante relación entre CL[G] y X(G).

1.2.22 Proposición
Sean K1,K2, . . . ,Kr las clases de conjugación de un grupo G, K1, K2, . . . ,Kr las
sumas correspondientes en C[G], gi ∈ Ki y CL[G] = {K1, . . . ,Kr}. Como KiKj ∈
Z(C[G]) y CL[G] es una base de éste, existen aij1, . . . , aijr ∈ C tales que:

KiKj =
r∑

m=1

aijmKm. (1.4)

Al arreglo:
K1 · · · Kr

K1 K1K1 · · · K1Kr
...

...
. . .

...
Kr KrK1 · · · KrKr
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Se le conoce como tabla de multiplicación de clases, los numeros aijm cumplen:

aijm = |{(x, y)∈Ki×Kj :xy=gm}| ∈ Z+. (1.5)

También se tiene:

aijm =
|Ki||Kj|
|G|

∑
χ∈Irr(G)

χ(gi)χ(gj)χ(gm)

χ(e)
. (1.6)

Por lo tanto X(G) determina uńıvocamente los coeficientes aijm y con estos la tabla
de multiplicación de clases.

Demostración. Por como se ha definido la multiplicación en C[G] la igualdad 1.5
es inmediata . Para demostrar 1.6 sea χ ∈ Irr(G) y aplicamos Γχ en ambos lados
de 1.4 para obtener:

Γχ(Ki)Γχ(Kj) =
r∑

m=1

aijmΓχ(Km).

Aplicando 1.3 tenemos:

χ(gi)χ(gj)|Ki||Kj|
χ(e)2

=
r∑

m=1

aijm
χ(gm)|Km|

χ(e)
.

Multiplicando por χ(gn)

χ(gi)χ(gj)χ(gn)|Ki||Kj|
χ(e)

=
r∑

m=1

aijmχ(gm)χ(gn)|Km|.

De donde se sigue que:

|Ki||Kj|
∑

χ∈Irr(G)

χ(gi)χ(gj)χ(gn)

χ(e)
=

r∑
m=1

aijm|Km|
∑

χ∈Irr(G)

χ(gm)χ(gn).

Aplicando la segunda relación de ortogonalidad tenemos:

|Ki||Kj|
∑

χ∈Irr(G)

χ(gi)χ(gj)χ(gn)

χ(e)
= aijn|Kn||C(gn)| = aijn|G|.

2

Siguiendo con esta notación demostremos el siguiente resultado.

1.2.23 Proposición
Γχ(Ki) es un entero algebraico
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Demostración. Sea S = 〈Γχ(K1),Γχ(K1) . . . , 〉Z, entonces claramente S es cerrado
bajo la suma y por la ecuación (1.5) también lo es bajo la multiplicación. Dado que
Γχ(〈e〉) = 1 (por 1.3), entonces S es un subanillo de C y Z ⊆ S ⊆ C. Por definici’on
S es un Z-módulo finitamente generado y por lo tanto podemos aplicar 1.2.16.

2

La proposición 1.2.8 proporciona restricciones sobre el grado de los caracteres irre-
ducibles de G, existen muchas otras restricciones sobre estos. Con ayuda de las
funciones Γχ y la proposićıon anterior podemos demostrar una de ellos.

1.2.24 Teorema
Si χ∈ Irr(G), entonces χ(e)

∣∣|G|
Demostración. De nuevo retomemos la notación de 1.2.8. Sea g1, . . . , gn ∈ G un
conjunto completo de representantes de clase, aplicando la igualdad 1.3 (pag 29) a
la primera relación de ortogonalidad tenemos:

|G| =
n∑

i=1

|Ki|χ(gi)χ(g−1
i ) =

n∑
i=1

χ(e)Γχ(Ki)χ(g−1
i )

⇒ |G|
χ(e)

=
n∑

i=1

Γχ(Ki)χ(g−1
i ).

Aśı que |G|/χ(e)∈E ∩Q aplicando 1.2.16 obtenemos |G|/χ(e)∈Z.
2

1.3. Construcción de Caracteres

En esta sección estudiaremos algunos métodos para construir caracteres sin una
representación.

1.3.1 Proposición
Supongamos que N / G, sean:

A = {χ ∈ Ch(G/N)} y

B = {χ ∈ Ch(G) : N ⊆ kerχ}

Si χ ∈ A y definimos:
χ̂(g) = χ(gN) para g ∈ G,
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entonces χ̂ ∈ B. Rećıprocamente, si χ̂ ∈ B y tomamos:

χ(gN) = χ̂(g),

entonces χ ∈ A. Además:
〈χ, χ〉 = 〈χ̂, χ̂〉 .

En particular χ̂ ∈ Irr(G) si y solo si χ ∈ Irr(G/N) y por lo tanto:

Irr(G/N) = {χ : χ̂ ∈ Irr(G), N ⊆ kerχ}.

Demostración. Sea χ ∈ A y Φ una representación deG/N que aporte χ. Definimos:

Φ′ : G→ Hom(V ), por Φ′(g) = Φ(gN)

Obtenemos aśı una representación de C[G] sobre V la cual claramente aporta como
caracter a χ̂. Además, si g∈N :

Φ′(g) = Φ(N) = Φ′(e) ⇒ χ̂(g) = χ̂(e),

es decir g ∈ kerχ̂ y como g es un elemento arbitrario en N tenemos N ⊆ Kerχ̂. Por
lo tanto χ̂ ∈ B, lo cual demuestra la primera parte.

Ahora, si Ψ : G → End(W ) es una representación de C[G] que aporta el caracter
χ̂ ∈ B y gN = g′N ∈ G/N , entonces:

g−1g′ ∈ N ⇒ g−1g′ ∈ Kerχ̂.

Pero en vista de 1.2.19 ker χ̂ ⊆ KerΨ y por lo tanto:

Ψ(g−1g′) = idW ⇒ Ψ(g)−1Ψ(g′) = Ψ(g−1)Ψ(g′) = Ψ(g−1g′) = idW

⇒ Ψ(g) = Ψ(g′).

Asi que podemos definir Ψ′(gN) = Ψ(g). Para obtener una representación de G/N
la cual aporta el caracter χ ∈ A. Por último:

〈χ̂, χ̂〉 =
1

|G|
∑
g∈G

|χ̂(g)|2 =
1

|G|
∑
g∈G

|χ(gN)|2.

Ahora, G =
⋃

gN∈G/N

gN . Ya demostramos que χ es constante en gN , por lo tanto:

1

|G|
∑
g∈G

|χ(gN)|2 =
|N |
|G|

∑
gN∈G/N

|χ(gN)|2 = 〈χ, χ〉 .

2
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Cabe mencionar que normalmente no se hace ninguna distinción entre χ y χ̂, simple-
mente se diferencian con solo escribir χ(g) o χ(gN) seǵun sea el caso. Este resultado
puede parecer trivial pero en realidad es muy útil cuando intentamos encontrar
caracteres en grupos no simples.

Supongamos que N /G y sea ρ la representación regular de G/N , entonces Kerρ =
N/N . Siguiendo la notación anterior ρ′ es una representación deG tal que Kerρ′ = N ,
si φ es el caracter aportado por ρ′ entonces de acuerdo con la proposición 1.2.19

N =
⋂
{kerχ :χ∈ Irr(G/N)}.

Aplicando el resultado anterior tenemos:

N =
⋂
{kerχ :χ∈ Irr(G), N ⊆ kerχ}. (1.7)

Aśı, todos los subgrupos normales de G se construyen a partir de la familia {kerχ :
χ∈ Irr(G)} y de aqúı que un grupo sea simple si y solo si kerχ=〈e〉 o G ∀ χ∈ Irr(G).

1.3.2 Teorema
Si G es un grupo y G′ = [G,G], entonces:

1) Irr(G/G′)=Lin(G).

2) G′ =
⋂
{kerλ :λ∈Lin(G)}.

3) [G : G′] = |Lin(G)|.

Demostración. Por 1.3.1 tenemos que Irr(G/G′) ⊆ Irr(G), pero G/G′ es abeliano
por lo tanto según 1.2.9 Irr(G/G′) consta solo de caracteres lineales y por lo tanto
Irr(G/G′)⊆Lin(G). Sea ahora λ∈ Lin(G), entonces λ es un homomorfismo de G en
C aśı que G′ ⊆ kerλ, por la proposición anterior λ ∈ Irr(G/G′), con lo cual queda
demostrado 1).

De la ecuación (1.7)

G′ =
⋂
{kerχ :χ∈ Irr(G), G′ ⊆ kerχ}

Pero G′ ⊆ kerχ equivale según 1.3.1 a que χ ∈ Irr(G/G′)=Lin(G′) y por lo tanto a
que χ∈Lin(G). Además al ser G/G′ abeliano por 1.2.9 tenemos:

[G : G′] = |G/G′| = |Irr(G/G′)| = |Lin(G)|

2
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Una herramienta muy usada en la teoŕıa de grupos son las acciones de un grupo,
por esto es importante el siguiente concepto.

1.3.3 Teorema
Supongamos que un grupo G actua en un conjunto no vacio Ω, entonces la función
ϑ(g) = |{x ∈ Ω : xg = x}| es un caracter de G. A ϑ se le llama el caracter
asociado a la acción de G en Ω

Demostración. Sea V el conjunto de sumas formales de la forma:∑
x∈G

αxx con αx ∈ C ∀ x ∈ Ω.

Claramente V es un espacio vectorial (con las operaciones usuales) y Ω una base de
éste. Definimos una acción de G en V por:

g ·
∑
x∈G

αx x =
∑
x∈G

αx x
g.

Si extendemos esta operación linealmente a C[G] hacemos de V un C[G]-módulo.
Tomemos Ω = {x1, . . . , xn} y sea Λ la representación de C[G] sobre V correspondi-
ente a esta acción, entonces:

[Λg]Ω = (ag
ij) ∈Mn(C).

Donde ag
ij = 1 si x g

j = xi, y ag
ij = 0 en otro caso. Por lo tanto:

tr([Λg]Ω) =
n∑

i=1

ag
ii =

∑
xg

i =xi

1 = |{xi : xg
i = xi}| = ϑ(g).

2

Otra manera de construir un caracter fue descrita en 1.2.10 donde se demostró que
la suma de dos caracteres es de nuevo un caracter. Esto motiva la pregunta ¿el
producto de dos caracteres es también un caracter?

1.3.4 Teorema
Sean G un grupo y χ, ψ ∈ Ch(G), entonces χψ ∈ Ch(G).

Demostración. Supongamos que Φ : C[G] → End(V ) y Ψ : C[G] → End(W ) son
dos representaciones de G que aportan χ y φ respectivamente.
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Tomemos B = {v1, . . . , vn} y B′ = {w1, . . . , wm} cualesquiera bases de V y W ,
definimos nm simbolos formales vi ⊗ wj y el conjunto:

V ⊗W =
{∑

i,j

αij vi ⊗ wj : αij ∈ C
}
.

Al cual llamamos producto tensorial de V y W , si v =
∑
aivi y w =

∑
bjwj,

entonces definimos:
v ⊗ w =

∑
i,j

aibj vi ⊗ wj.

Es bien sabido que V ⊗ W es un espacio vectorial sobre C, para dar a éste la
estructura de C[G]-módulo primeramente notamos que si g ∈ G, entonces gvi ∈ V
y gwj ∈ W ; por lo tanto tiene sentido definir:

g · (vi ⊗ wj) = gvi ⊗ gwj.

Recuerdese que gv = Φg(v) ∀ v ∈ V , y gw = Ψg(w) ∀ w ∈ W.

Extendiendo linealmente a V ⊗W obtenemos que si ω =
∑

i,j αij vi ⊗ wj :

g · ω =
∑
i,j

αij gvi ⊗ gwj.

Finalmente si extendemos este producto linealmente a C[G] y tomamos:

a =
∑
g∈G

agg ∈ C[G].

Definimos
a · ω =

∑
g∈G

ag g · ω. (1.8)

Primeramente notemos que:

e · ω=
∑
i,j

αij evi ⊗ ewj =
∑
i,j

αij vi ⊗ wj = ω.

Para demostrar que con esta operación V ⊗W es un C[G]-módulo introducimos la
siguiente notación:

gvi =
∑

r

ξ g
ir vr

gwj =
∑

s

ζ g
jsws
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Aśı:
gvi ⊗ gwj =

∑
r,s

ξ g
ir ζ

g
js vr ⊗ ws

⇒ g · ω =
∑
r,s

(∑
i,j

αijξ
g
irζ

g
js

)
vr ⊗ ws.

Si g′ ∈ G, entonces:

g′ · (g · ω) =
∑
r,s

(∑
i,j

αijξ
g
irζ

g
js

)
g′vr ⊗ g′ws

=
∑
r,s

(∑
i,j

αijξ
g
irζ

g
js

)∑
r′,s′

ξg′

rr′ ζ
g′

ss′ vr′ ⊗ ws′

=
∑
r′,s′

( ∑
i,j,r,s

αij ξ
g
ir ζ

g
js ξ

g′

rr′ ζ
g′

ss′

)
vr′ ⊗ ws′ .

Por otra parte:

(g′g)vi = g′(gvi) = g′
(∑

r

ξ g
ir vr

)
=
∑

r

ξ g
ir g

′vr

=
∑

r

ξ g
rr

(∑
r′

ξ g′

rr′ vr′

)
=
∑
r′

(∑
r

ξ g
ir ξ

g′

rr′

)
vr′ .

Similarmente:
(g′g)wj =

∑
s′

(∑
s

ζ g
jsζ

g′

ss′

)
ws′ .

Por lo tanto:

(g′g)vi ⊗ (g′g)wj =
∑
r′,s′

(∑
r,s

ξ g
ir ξ

g′

rr′ζ
g
jsζ

g′

ss′

)
vr′ ⊗ ws′

⇒ (g′g) · ω =
∑
i,j

αij (g′g)vi ⊗ (g′g)wj =
∑
r′,s′

( ∑
i,j,r,s

αij ξ
g
ir ξ

g′

rr′ζ
g
jsζ

g′

ss′

)
vr′ ⊗ ws′ .

Entonces:
g′ · (g · ω) = (g′g) · ω ∀ g′, g ∈ G, ∀ ω ∈ V ⊗W (1.9)

Ahora, si ω′ =
∑

i,j α
′
ijvi ⊗ wj tenemos:

g · (ω + ω′) = g
(∑

i,j

(αij + α′ij)vi ⊗ wj

)
=
∑
i,j

(αij + α′ij)gvi ⊗ gwj = g · ω + g · ω′.

Es decir:

g · (ω + ω′) = g · ω + g · ω′ ∀ g ∈ G, ∀ ω, ω′ ∈ V ⊗W. (1.10)
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Además si α ∈ C, entonces:

g · (αω) = g
(∑

i,j

ααij vi ⊗ wj

)
=
∑
i,j

ααij gvi ⊗ gwj = α(g · ω).

Por lo tanto:

g · (αω) = α(g · ω) ∀ α ∈ C, ∀ g ∈ G, ∀ ω ∈ V ⊗W. (1.11)

Asi, si tomamos b =
∑

g∈G bgg ∈ C[G] y α ∈ C tenemos:

(a+ b) · w =
∑
g∈G

(ag + bg) g · w =
∑
g∈G

(
ag g · w + bg g · w

)
= a · ω + b · ω.

(αa) · ω =
∑
g∈G

(αag) g · ω

=
∑

g

ag g · (αω) = a · (αω) por 1.11

= α
(∑

g

ag g · ω
)

= α(a · ω).

a(ω + ω) =
∑
g∈G

ag g · (ω + ω) =
∑

g

ag(g · ω + g · ω′) por 1.10

= a · ω + a · ω′.

a · (b · w) =
∑
g∈G

ag g · (b · w) por 1.8

=
∑

g

ag g ·
(∑

g′∈G

bg′ g
′ · ω

)
por 1.8

=
∑

g

ag

(∑
g′

g · (bg′g′ · ω)
)

por 1.10

=
∑

g

ag

(∑
g′

bg′g · (g′ · ω)
)

por 1.11

=
∑

g

ag

(∑
g′

bg′(gg
′) · ω

)
por 1.9

=
∑
g,g′

agbg′(gg
′) · ω = (ab) · ω.
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Aśı, hemos logrado hacer de V ⊗W un C[G]-módulo. Si Λ es la representación de
C[G] sobre este:

Λg(ω) = g · ω.

Como B⊗B′ = {v1 ⊗ w1, . . . , v1 ⊗ wm, . . . , vn ⊗ wm} es una base de V ⊗W y:

Λg(vi ⊗ wj) =
∑
r,s

ξ g
ir ζ

g
js vr ⊗ ws.

Entonces:

[Λg]B⊗B′ =


ξg
11 ζ

g
11 · · · ξ g

11 ζ
g
m1 · · · ξ g

n1 ζ
g
m1

...
. . .

...
. . .

...
ξg
11 ζ

g
1m · · · ξ g

11 ζ
g
mm · · · ξ g

n1 ζ
g
mm

...
. . .

...
. . .

...
ξg
1n ζ

g
1m · · · ξ g

1n ζ
g
mm · · · ξ g

nn ζ
g
mm

 ∈Mnm(C).

Por lo tanto:

tr(Λg) =
∑
i,j

ξg
ii ζ

g
jj =

(
n∑

i=1

ξg
ii

)(
m∑

j=1

ζg
jj

)
= χ(g)φ(g).

Lo cual significa que χφ ∈ Ch(G).
2

El anterior resultado junto con 1.2.10 motiva la siguiente definición.

1.3.5 Definición
A los elementos de Ch′(G) = 〈Irr(G)〉Z los llamamos caracteres generalizados.

Notemos que Ch′(G) es cerrado bajo la suma y resta. Además si θ es un caracter
generalizado de G y Irr(G) = {χ1, . . . , χn}, entonces existen m1, . . . ,mn ∈ Z tales
que θ = m1χ1 + · · ·+mnχn, definamos:

θ1 =
∑
mi>0

miχi y

θ2 =
∑
mi<0

(−mi)χi.

Entonces θ1, θ2 ∈ Ch(G) y θ = θ1 − θ2, es decir, todo caracter generalizado es la
diferencia de dos caracteres. Si tomamos ϕ ∈ Ch′(G) y ϕ = ϕ1 − ϕ2, con ϕ1, ϕ2 ∈
Ch(G), entonces:

θϕ = (θ1ϕ1 + θ2ϕ2)− (θ1ϕ2 + θ2ϕ1).
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Por el teorema 1.3.4, θ1ϕ1, θ2ϕ2, θ1ϕ2, θ2ϕ1 ∈ Ch(G) y por lo tanto θϕ ∈ Ch′(G), es
decir, Ch′(G) es cerrado bajo la multiplicación de donde se sigue que Ch′(G) es un
anillo.

Una forma más de obtener un nuevo caracter a partir de uno ya conocido es inspirado
por 1.2.14. Si φ es un caracter cualquiera, entonces 〈φ, χ〉 ∈ Z+ ∀ χ ∈ Irr(G), por lo
tanto:

〈φ, χ〉 =
〈
φ, χ

〉
∈ Z+ ∀ χ ∈ Irr(G)

Por la observación que sigue a 1.2.14 la conjugación permuta Irr(G), entonces:〈
φ, χ

〉
∈ Z+, ∀ χ ∈ Irr(G).

Aplicando 1.2.10 obtenemos que φ ∈ Ch(G). La idea ahora es cambiar la conjugación
en C por la conjugación de Galois. Recordemos que el exponente de un grupo es
el menor entero positivo n tal que gn = e ∀ g ∈ G.

1.3.6 Teorema
Sean G un grupo con exponente n, Qn = Q(e2πi/n) y σ ∈ Gal(Qn/Q). Si χ∈Ch(G)
por 1.2.17 sabemos que χ(g) ∈ Qn ∀ g ∈ G. Si definimos χσ por:

χσ(g) = σ(χ(g)).

Entonces χσ ∈Ch(G). Además, 〈χσ, χσ〉= 〈χ, χ〉, en particular χ∈ Irr(G) si y solo
si χσ∈ Irr(G).

Demostración. Denotemos por E a la cerradura algebraica de Q en C, aśı Qn⊂E .

Sea χ∈Ch(G) de grado m y supongamos que podemos encontrar una representación
Φ sobre un espacio vectorial V y una base B de V tales que:

[Φ(g)]B ∈Mm(E) ∀ g ∈ G.

Dado que E es algebraico sobre Qn, podemos extender σ a un automorfismo de E y
definir Φσ por:

[Φσ(g)]B = σ([Φ(g)]B) ∈Mm(E) ∀ g ∈ G.

Aśı:
[Φσ(gh)]B = σ([Φ(gh)]B) = σ([Φ(g)]B[Φ(h)]B)

= σ([Φ(g)]B)σ([Φ(h)]B) = [Φσ(g)]B[Φσ(h)]B ∀ g, h ∈ G.

Entonces Φσ(gh) = Φσ(g)Φσ(h) ∀ g, h∈G, y si extendemos linealmente Φσ a todo
C[G] tenemos que:

Φσ(ab) = Φσ(a)Φσ(b) ∀ a, b ∈ C[G].
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Por lo tanto, Φσ es una representación de G sobre V que claramente aporta el
caracter χσ. Además

〈χσ, χσ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

χσ(g)χσ(g) =
1

|G|
∑
g∈G

σ(χ(g))σ(χ(g)) =

=
1

|G|
∑
g∈G

σ(χ(g)χ(g)) = σ(〈χ, χ〉) = 〈χ, χ〉 .

Para terminar demostraremos que siempre se pueden encontrar tales Φ, V y B.

Supongamos que Φ′ es una representación de C[G] sobre un E-espacio vectorial
V ′; sean χ′ el E-caracter aportado por Φ′ y n = deg(Φ′) = χ′(e). Tomemos B1 =
{v1, . . . , vn} una base cualquiera de V ′. Definimos W como el conjunto de sumas
formales

∑
αivi, donde αi ∈C, entonces W es un C-espacio vectorial con base B1

y por lo tanto de dimensión |B1| = n, además podemos considerar que V ′ ⊂ W . Si
a∈C[G] definimos Ψ′

a∈End(W ) por:

Ψ′
a

(∑
αivi

)
=

n∑
i=1

αi Φ
′
a(vi).

Notemos que la parte derecha esta bien definida ya que Φ′
a∈End(V ) y por lo tanto

Φ′
a(vi)∈W ∀ i. Aśı, Ψ′ dada por Ψ′(a) = Ψ′

a es una C-representación de C[G] sobre
el C-espacio vectorial W . Dado que Ψ′

a(vi) = Φ′
a(vi) ∀ i, entonces:

[Ψ′
a]B1 = [Φ′

a]B1 ∀ a ∈ C[G]

⇒ tr([Ψ′
g]B1) = tr([Φ′

g]B1) = χ′(g) ∀ g ∈ G.

Aśı, χ′ es un C-caracter. Ahora, la cantidad de distintos E-caracteres es según 1.2.8
igual a la |Irr(G)| (recuerdese que todo lo dicho sobre C-caracteres es válido para
F -caracteres cuando F es algebraicamente cerrado y de caracteŕıstica cero), por lo
tanto todo C-caracter es también un E-caracter con lo cual termina la demostración.

2

Este resultado es útil cuando tenemos un caracter cuyos valores no son todos ra-
cionales o mejor dicho enteros (ver 1.2.16). Otro método extremadamente útil es
un proceso llamado inducción de caracteres, y es en cierto sentido inverso a la res-
tricción.

Supongamos que H < G , claramente Cl(G) y Cl(H) son dos C-espacios vectoriales
de Hilbert finito dimensionales; si definimos R : Cl(G) → Cl(H) como la restricción



1.3. Construcción de Caracteres 41

de ϑ a H, entonces R es una transformación lineal y por lo tanto existe una unica
transformación lineal I : Cl(H) → Cl(G) (llamada dual de R) tal que:

〈R(ϑ), θ〉 = 〈ϑ, I(θ)〉 ∀ ϑ ∈ Cl(G), θ ∈ Cl(H).

Cabe aclarar que el producto interno de la izquierda es calculado en H y el de la
derecha en G. Sean R(ϑ) = ϑH e I(θ) = θG, entonces:

〈ϑH , θ〉 =
〈
ϑ, θG

〉
.

Esta igualdad es conocida como Ley de Reciprocidad de Frobenius. A θG se le
llama función de clase inducida. Lo importante sobre las funciones inducidas es
que podemos calcularlas expĺıcitamente.

1.3.7 Teorema
Supongamos que H < G y que θ∈Cl(H), si g∈G definimos θo(g) = θ(g) si g∈H y
θo(g) = 0 si g /∈ G. Entonces:

θG(g) =
1

|H|
∑
x∈G

θo(gx).

Y por lo tanto θG(e) = [G : H]θ(e).

Demostración. Denotemos por θ̂ a la función definida por la fórmula de la parte
derecha de la igualdad anterior, entonces θ̂∈Cl(G) ya que ∀ y∈G :

θ̂(gy) =
1

|H|
∑
x∈G

θo(gyx) =
1

|H|
∑
x∈G

θo(gx) = θ̂(g).

Ya que yx toma una vez todos los valores de G al ir recorriendo x sobre G.

Sea ϑ∈Cl(G), entonces:

〈
ϑ, θ̂

〉
=

1

|G|
∑
g∈G

ϑ(g)

(
1

|H|
∑
x∈G

θo(gx)

)
=

1

|G||H|
∑
x∈G

∑
g∈G

ϑ(g)θo(gx).

Si x∈G es fijo (xg)x = gx y por lo tanto:∑
g∈G

ϑ(g)θo(gx) =
∑
g∈G

ϑ(xg)θo(gx).

Sea g1 = gx, xg = xg1x
−1; aśı ϑ(xg) = ϑ(xg1x

−1) = ϑ(g1) y:∑
g∈G

ϑ(xg)θo(gx) =
∑
g1∈G

ϑ(g1)θo(g1) =
∑
g1∈H

ϑ(g1)θ(g1) = |H|
〈
ϑH , θ

〉
.
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Sustiyuyendo tenemos que:

〈
ϑ, θ̂

〉
=

〈
ϑH , θ

〉
|G|

∑
x∈G

1 =
〈
ϑH , θ

〉
.

La función θ → θ̂ es claramente lineal y por la unicidad del operador dual concluimos
que θG = θ̂.

2

Otra forma de calcular θG es tomar g1, . . . , gn∈G tales que:

G =
·⋃
i

giH.

Entonces:

θG(g) =
1

|H|
∑
x∈G

θo(gx) =
1

|H|
∑

i

∑
h∈H

θo(ggih).

Ahora, si h ∈H, entonces ggih = h−1(ggi)h ∈H si y solo si ggi ∈H y por lo tanto
θo(ggih) = θo(gg

i ), entonces:

θG(g) =
n∑

i=1

θo(ggi). (1.12)

1.3.8 Teorema
Si H<G y χ∈Ch(H) entonces χG∈Ch(G) el cual es llamado caracter inducido
por χ.

Demostración. Sea φ∈ Irr(G), entonces φH , χ∈Ch(H) y por 1.2.14 〈φH , χ〉 ∈Z+

y por lo tanto 〈φ, χG〉∈Z+ aplicando 1.2.10 concluimos que χG∈Ch(G).
2

Otra consecuencia inmediata de la definición de un caracter inducido es que si K <
H < G, entonces:

(χH)G = χG ∀ χ ∈ Ch(K).

Ya que si φ∈Cl(G) entonces:〈
(χH)G, φ

〉
=
〈
χH , φH

〉
= 〈χ, φK〉 =

〈
χG, φ

〉
.

Donde cada igualdad se deduce de la ley de reciprocidad de Frobenius y del hecho
de que (φH)K = φK .

Como un ejemplo del teorema anterior tomemos G = S3 y H = A3. Sean σ =
(1, 2) /∈ H y π = (1, 2, 3)∈H entonces G = 〈σ, π〉 y H = 〈π〉. Ademas |CL[G]| = 3 a
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saber K(e) = {e}, K(σ) = {σ, σπ, σπ2} y K(π) = {π, π2}. Sea χ = 1H y calculemos
χG tenemos:

χG(e) = [S3 : A3]χ(e) = 2.

Como S3 = A3

⋃
σA3 aplicando 1.12 tenemos que:

χG(σ) = χo(σ) + χo(σσ) = 0 + 0 = 0.

χG(π) = χo(π) + χo(πσ) = 1 + 1 = 2.

Notemos que si definimos φ : G → {1,−1} por φ(g) = 1 si g ∈H y φ(g) = −1 si
g /∈ H, entonces φ ∈Hom(G,C) y por lo tanto φ ∈ Lin(G) además χG = 1G + φ.
Otro caracter de H se puede definir como:

χ1(e) = 1, χ1(π) = ω, χ1(π
2) = ω2, ω = e2πi/3

El cual es un caracter ya que χ1 ∈ Hom(H,C) pues |H| = 3. Usemos 1.12 para
calcular χG

1 :

χG
1 (e) = [S3 : A3]χ1(e) = 2,

χG
1 (σ) = χo

1(σ) + χo
1(σ

σ) = 0 + 0 = 0,

χG
1 (π) = χo

1(π) + χo
1(π

σ) = ω + ω2 = −1.

Ahora:

〈χG
1 , χ

G
1 〉 =

1

6

∑
g∈S3

|χG
1 (g)|2 =

1

6
(22 + 2(−1)2) = 1

Aśı:

Irr(G) = { 1G , φ , χ
G
1 }.

El siguiente concepto se encuentra ı́ntimamente ligado a los caracteres inducidos.

1.3.9 Definición
Sea X ⊆ G decimos que X es un conjunto T.I. (trivial intersection) en G si:

Xg = X o Xg ∩X ⊆ {e} ∀ g ∈ G.
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Los conjuntos T.I. juegan un papel importante en la teoŕıa de caracteres, princi-
palmente en los llamados ”Grupos de Frobenius” los cuales no son tratados en este
trabajo pero que son fundamentales en la clasificación de Grupos Finitos. Además,
los conjuntos T.I. suelen relacionarse con el problema de ”extensión” de un caracter,
como un ejemplo de esto último tenemos:

1.3.10 Proposición
Sean X un conjunto T.I. en G; φ, χ funciones de clase en N = NG(X). Supongamos
que φ y χ se anulan en N − X y que χ(e) = 0. Entonces 〈φG, χG〉 = 〈φ, χ〉, y
χG(x) = χ(x) ∀ x∈X.

Demostración. Primeramente, χG(e) = [G :N ]χ(e) = 0, aśı que tomemos x∈X−e.
Si χ0(yxy−1) 6= 0, e 6= yxy−1∈X ∩Xy−1

, entonces X=Xy−1
y por lo tanto y∈N .

Aśı:

χG(x) =
1

|N |
∑
y∈G

χ0(yxy−1) =
1

|N |
∑
y∈N

χ0(x) = χ(x).

Luego, χG(x) = χ(x) ∀ x∈X. También, 〈φG, χG〉= 〈φ, (χG)N〉. Como φ se anula
en N − X y (χG)N−χ se anula en X, 〈φ, (χG)N − χ〉= 0 de donde se obtiene el
resultado.

2



Caṕıtulo 2

Algunas aplicaciones de la teoŕıa

2.1. . . . en conmutadores

En esta sección presentaremos los teoremas de Gallagher y Burnside en caracteres y
conmutadores. Todo lo expuesto desde aqúı y hasta el Teorema 2.1.7 fue publicado
por Gallagher en [7]

2.1.1 Proposición
Sea χ∈ Irr(G) entonces:

eχ =
χ(e)

|G|
∑
g∈G

χ(g)g ∈ Z(C[G])

y e2χ = eχ.

Demostración. Sean Ki, . . . ,Kn y K1, . . . , Kn como en 1.2.8 ,si gi∈Kn entonces:

∑
g∈G

χ(g)g =
n∑

i=1

χ(gi)
∑
g∈Ki

g =
n∑

i=1

χ(gi)Ki.

Por lo tanto eχ∈Z(C[G]). Además:

e2χ =
χ(e)2

|G|2

( n∑
i=1

χ(gi)Ki

)( n∑
i=1

χ(gi)Ki

)
=
χ(e)2

|G|2
n∑

i=1

n∑
j=1

χ(gi)χ(gj)KiKj.

Según 1.2.22:

e2χ =
χ(e)2

|G|2
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
m=1

∑
φ∈Irr(G)

|Ki||Kj|χ(gi)χ(gj)φ(gi)φ(gj)φ(gm)

|G|φ(e)
Km
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=
χ(e)2

|G|
∑
m

∑
φ

(
1

|G|
∑

i

φ(gi)χ(gi)|Ki|
)(

1

|G|
∑

j

φ(gj)χ(gj)|Kj|
)
φ(gm)

φ(e)
Km.

Como φ(g)χ(g) es constante para g ∈Ki, la primera relación de ortogonalidad nos
dice que:

1

|G|

n∑
i=1

φ(gi)χ(gi)|Ki| = δφχ.

Por lo tanto, dado que δ2
φχ =δφχ tenemos:

e2χ =
χ(e)2

|G|

n∑
m=1

[∑
φ

φ(gm)

φ(e)
δφχ

]
Km =

χ(e)2

|G|

n∑
m=1

χ(gm)

χ(e)
Km = eχ.

2

2.1.2 Proposición
∀ n∈N y g∈G: ∑

g1···gn=g

χ(g1) · · ·χ(gn) = χ(g)

(
|G|
χ(e)

)n−1

.

Demostración. Tomemos G={h1, . . . , hm}, entonces:

en
χ =

[
χ(e)

|G|

n∑
i=1

χ(hi)hi

]n

=

[
χ(e)

|G|

]n m∑
i1=1

· · ·
m∑

in=1

χ(hi1) · · ·χ(hin)hi1 · · ·hin .

Reescribiendo la última expresión y usando el hecho de que en
χ = 1 tenemos:

χ(e)

|G|
∑
g∈G

χ(g)g =

[
χ(e)

|G|

]n ∑
g1···gn=g

χ(g1) · · ·χ(gn)g.

El resultado final de obtiene comparando coeficientes.
2

2.1.3 Proposición
Si χ∈ Irr(G); ∀ g, h∈G se cumple:

∑
t∈G

χ(g[t, h]) =
|G|
χ(e)

χ(gh)χ(h).

Demostración. Sean s∈G, Ks =CL(s) y Ks la suma de la clase Ks. Entonces:

Ks =
1

|CG(s)|
∑
t∈G

st.
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Retomemos las funciones Γχ definidas en 1.2.21, ∀ x, y∈G se cumple:

Γχ(KxKy) = Γχ(Kx)Γχ(Ky) =
χ(x)χ(y)|Kx||Ky|

χ(e)2
.

Además:

KxKy =

(
1

|CG(x)|
∑
t∈G

xt

)(
1

|CG(y)|
∑
t∈G

yt

)
=

1

|CG(x)||CG(y)|
∑
t1∈G

∑
t2∈G

xt1yt2

⇒ χ(KxKy) =
1

|CG(x)||CG(y)|
∑
t1,t2

χ(xyt2t−1
1 ).

Queremos escribir esta última expresión en una suma sobre solo un elemento de G,
sea t∈G fijo ¿De cuantas maneras podemos tomar t1, t2 para que t2t

−1
1 = t? Una vez

elegido t2 solo queda una posibilidad para t1 y como tenemos |G| formas diferentes
de elegir a t2; por lo tanto:∑

t2t−1
1 =t

χ(xyt2t−1
1 ) = |G|χ(xyt) ⇒

∑
t2,t1

χ(xyt2t−1
1 ) = |G|

∑
t∈G

χ(xyt).

Aśı:

Γχ(KxKy) =
χ(KxKy)

χ(e)
=
|Kx| |Ky|
|G|χ(e)

∑
t∈G

χ(xyt).

Comparando las dos expresiones para Γχ(KxKy) tenemos:

∑
t∈G

χ(xyt) =
|G|
χ(e)

χ(x)χ(y).

Ahora xyt =xt−1yt=xt−1yty−1y=x[t, y−1]y, como x, y son arbitrarios tenemos:∑
t∈G

χ(x[t, y]y−1) =
|G|
χ(e)

χ(x)χ(y−1).

Como CL(ab)=CL(ba) ∀ a, b ∈ G:∑
t∈G

χ(y−1x[t, y]) =
|G|
χ(e)

χ(x)χ(y).

Tomando y=h y x=hg terminamos.

2
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2.1.4 Proposición
Si χ∈ Irr(G); ∀ g, h1, . . . , hn∈G se cumple:∑

t1,...,tn∈G

χ(g[t1, h1] · · · [tn, hn]) =

(
|G|
χ(e)

)n

χ(gh1 · · ·hn)χ(h1) · · ·χ(hn).

Demostración. Procederemos por inducción sobre n. El caso n=1 es la proposición
2.1.3, de esta podemos además deducir que si n>1 tenemos:∑

t1,...,tn

χ(g[t1, h1] · · · [tn, hn]) =
∑

t1,...,tn−1

|G|
χ(e)

χ(g[t1, h1] · · · [tn−1, hn−1]hn)χ(hn)

=
|G|
χ(e)

[ ∑
t1,...,tn−1

χ(hng[t1, h1] · · · [tn−1, hn−1])

]
χ(hn).

Aplicando la hipótesis de inducción:∑
t1,...,tn−1

χ
(
hng[t1, h1] · · · [tn−1, hn−1]

)
=

(
|G|
χ(e)

)n−1

χ(hngh1 · · ·hn−1)χ(h1) · · ·χ(hn−1)

Por lo tanto:∑
t1,...,tn

χ(g[t1, h1] · · · [tn, hn]) =

(
|G|
χ(e)

)n

χ(hngh1 · · ·hn−1)χ(h1) · · ·χ(hn−1)χ(hn).

2

2.1.5 Proposición
Si χ∈ Irr(G); ∀ g∈G:∑

a1,...,an,b1,...,bn∈G

χ(g[a1, b1] · · · [an, bn]) =

(
|G|
χ(e)

)2n

χ(g).

Demostración. Por el resultado anterior tenemos:∑
χ(g[a1, b1] · · · [an, bn]) =

(
|G|
χ(e)

)n ∑
b1,...,bn∈G

χ(gb1 · · · bn)χ(b−1
1 ) · · ·χ(b−1

n ).

Si tomamos cualesquiera s1, · · · , sn∈G estos determinan un único elemento s0∈G
tal que s0sn · · · s1 =g, por lo tanto:

∑
b1,...,bn

χ(gb1 · · · bn)χ(b−1
n ) · · ·χ(b−1

1 ) =
∑

s0sn···s1=g

χ(s0)χ(sn) · · ·χ(s1) =

(
|G|
χ(e)

)n

χ(g).

2
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2.1.6 Teorema
Si n es tal que: ∑

χ∈Irr1(G)

χ(e)2(1−n) < [G : G′ ].

Entonces todo elemento de G′ es el producto de n conmutadores. En particular si:

|Irr1(G)| < |Lin(G)|.

Todo elemento de G′ es un conmutador

Demostración. Consideremos el caracter regular de G. Sabemos que:

ρ =
∑

χ∈Irr(G)

χ(e)χ

Si g∈G, por la proposición anterior obtenemos:

∑
a1,b1,...,an,bn∈G

ρ(g[a1, b1] · · · [an, bn]) = |G|2n

 ∑
χ∈Lin(G)

χ(g)

χ(e)2n−1
+

∑
χ∈Irr1(G)

χ(g)

χ(e)2n−1

 .
Como χ(g)=1=χ(e) si χ ∈ Lin(G) y g∈G′, tenemos:

∑
ρ(g[a1, b1] · · · [an, bn]) = |G|2n

|Lin(G)|+
∑

χ∈Irr1(G)

χ(g)

χ(e)2n−1

 .
SeaX⊆G′ el conjunto de los elementos de G que se pueden escribir como el producto
de n conmutadores, es decir:

X = {[x1, y1] · · · [xn, yn] : x1, . . . , xn, y1 . . . , yn ∈ G}.

Entonces g 6∈ X si y solo si g[a1, b1] · · · [an, bn] 6= e para cualesquiera a1, . . . , an,
b1 . . . , bn ∈G (recuerdese que el inverso de un conmutador es un conmutador), por
lo tanto: ∑

ρ(g[a1, b1] · · · [an, bn]) = 0 ⇔ g 6∈ X

⇒ |Lin(G)|+
∑

χ∈Irr1(G)

χ(g)

χ(e)2n−1
= 0 ⇔ g ∈ G′ −X

Si G′ −X 6=∅ aplicando 1.3.2 y 1.2.17:

[G : G′ ] = |Lin(G)| ≤
∑

χ∈Irr1(G)

|χ(g)|χ(e)1−2n ≤
∑

χ∈Irr1(G)

χ(e)2(1−n)
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Lo cual contradice la elección de n. Para demostrar la última afirmación notemos:∑
χ∈Irr(G)

χ(e)0 = |Irr(G)|.

Aśı que en este caso podemos tomar n=1.
2

2.1.7 Teorema
Supongamos que G es no abeliano, sea c=min{χ(e) :χ∈ Irr1(G)}. Si n∈N cumple:

|G ′| ≤ c2n.

Entonces todo elemento de G es producto de n conmutadores.

Demostración. Por la definición de c tenemos:

χ(e)−2n ≤ c−2n ≤ |G′ |−1 ∀ χ ∈ Irr1(G).

Además:

|G| =
∑

χ∈Irr(G)

χ(e)2 =
∑

χ∈Irr1(G)

χ(e)2 + |Lin(G)| =
∑

χ∈Irr1(G)

χ(e)2 + [G : G′ ]

⇒
∑

χ∈Irr1(G)

χ(e)2 = |G| − [G : G′ ]

⇒
∑

χ∈Irr1(G)

χ(e)2(1−n) ≤ |G| − [G : G′ ]

|G′ |

⇒
∑

χ∈Irr1(G)

χ(e)2(1−n) ≤ |G| − [G : G′ ]

|G′|
< [G : G′ ].

2

Una forma de obtener el valor n sin necesidad de conocer Irr(G) es buscar n tal que
|G ′| ≤ pn, donde p es el menor divisor primo de |G|; esto porque 1.2.24 nos asegura
que el valor minimo de c en la proposición anterior es p.

Desarrollamos ahora los teoremas de Burnside en conmutadores [8]

2.1.8 Teorema
Sean g, h∈G. Exite x∈G tal que g∈CL([h, x]) si y solo si:∑

χ∈Irr(G)

χ(g)|χ(h)|2

χ(e)
> 0.
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Demostración. Siguiendo la notación de 1.2.22 tenemos:

aijm =
|Ki||Kj|
|G|

∑
χ∈Irr(G)

χ(gi)χ(gj)χ(gm)

χ(e)
.

Para cada i definimos el número i′ de forma tal que CL(g−1
i )=Ki′ . Entonces:

ai′i m =
|Ki|2

|G|
∑

χ∈Irr(G)

χ(g−1
i )χ(gi)χ(gm)

χ(e)
=
|Ki|2

|G|
∑

χ∈Irr(G)

|χ(gi)|2χ(gm)

χ(e)
.

Si CL(g)=Kl y CL(h)=Kj, tenemos:

aj′j l =
|Ki|2

|G|
∑

χ∈Irr(G)

|χ(h)|2χ(g)

χ(e)
=
|Ki|2

|G|
∑

χ∈Irr(G)

|χ(h)|2χ(g)

χ(e)

=
|Ki|2

|G|
∑

χ∈Irr(G)

χ(g)|χ(h)|2

χ(e)

Supongamos que aj′j l>0. Entonces existen s∈Kj′ y t∈Kj cumpliendo st=g. Como
s∈CL(h−1) y t∈CL(h), existen a, b∈G tales que s=a−1h−1a y t=b−1hb, luego:

aga−1 = asta−1 = h−1ab−1hba−1 = h−1(ba−1)−1hba−1 = [h, ba−1]

⇒ g ∈ CL([h, ba−1]).

Ahora, supongamos que g=a[h, x]a−1 para algunos a, x∈G, entonces:

g = (ah−1a−1)(ax−1hxa−1) =
(
ah−1a−1

)(
(xa−1)−1h(xa−1)

)
.

Entonces g∈ Kj′ · Kj y por lo tanto aj′j l > 0. 2

2.1.9 Teorema
Un elemento g∈G es un conmutador si y solo si:∑

χ∈Irr(G)

χ(g)

χ(e)
6= 0.

Demostración. Continuado con la notación anterior, si |Irr(G)|=r:
r∑

i=1

ai′i l

|Ki|
=

1

|G|

r∑
i=1

∑
χ∈Irr(G)

χ(g)|χ(gi)|2|Ki|
χ(e)

=
∑

χ∈Irr(G)

χ(g)

χ(e)

1

|G|

r∑
i=1

|Ki||χ(gi)|2

=
∑

χ∈Irr(G)

χ(g)

χ(e)
〈χ, χ〉 =

∑
χ∈Irr(G)

χ(g)

χ(e)
= τg

Luego, τg 6=0 ⇔ ∃ i tal que ai′i l 6=0. Por el teorema anterior esta última condición
es equivalente a que g sea conjugado a [x, y], con x ∈ Ki y y ∈ G. Entonces g =
a−1[x, y]a=[a−1xa, a−1ya], para algunos a, x, y∈G si y solo si τg 6=0.

2
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Una aplicación del teorema anterior:

2.1.10 Teorema
Si g es un conmutador, entonces todo generador de 〈 g 〉 también lo es.

Demostración. Sea n = o(g) y ε una n-ésima ráız primitiva de la unidad. Si gm

es un generador de 〈 g 〉 tenemos (n,m) = 1 y por lo tanto existe σ ∈Gal(Q(ε)/Q)
tal que σ(ε) = εm. Por 1.2.17 existe Φi una representación de 〈 g 〉 que aporta χi ∈
Irr(G)={χ1, . . . , χk} y tal que Φi(g) es diagonal, digamos:

Φi(g) =

 εli,1 0
. . .

0 εli,di

 con di = χi(e),

donde li,1, . . . , li,di
∈Z ∀ i. Entonces:

σ(χi(g)) = σ

(
di∑

j=1

εli,j

)
=

di∑
j=1

σ(ε)li,j .

Además:

Φi(g
m) =

 εli,1 0
. . .

0 εli,di


m

=

 σ(ε)li,1 0
. . .

0 σ(ε)li,di

 .

Por lo tanto σ(χi(g))=χi(g
m) ∀ i. Entonces:

∑
χ∈Irr(G)

χ(gm)

χ(e)
= σ

( ∑
χ∈Irr(G)

χ(g)

χ(e)

)
6= 0

2

El siguiente resultado aún cuando no trata sobre conmutadores se presenta debido
a que aparecio por primera vez en [8] junto con los teoremas ya demostrados.

2.1.11 Teorema
Si g, h∈G y χ∈ Irr(G), entonces:

χ(g)χ(h) =
χ(e)

|G|
∑
z∈G

χ(ghz).
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Demostración. Sean K1, . . . ,Kn las clases de conjugación de G, gm∈Km e i, j tales
que g∈Ki y h∈Kj. Si Km∈C[G] es la suma de los elementos de Km, según 1.2.22:

KiKj =
n∑

m=1

 |Ki||Kj|
|G|

∑
φ∈Irr(G)

φ(g)φ(h)φ(gm)

φ(e)

Km.

Tomemos Φ una representación de G que aporte χ. Entonces:

χ(KiKj) =
n∑

m=1

 |Ki||Kj|
|G|

∑
φ∈Irr(G)

φ(g)φ(h)φ(gm)

φ(e)

χ(Km)

=
n∑

m=1

 |Ki||Kj|
|G|

∑
φ∈Irr(G)

φ(g)φ(h)φ(gm)

φ(e)

 |Km|χ(gm)

=
∑

φ

|Ki||Kj|φ(g)φ(h)

φ(e)

[
1

|G|
∑
m

χ(gm)φ(gm)|Km|

]

=
∑

φ

|Ki||Kj|φ(g)φ(h)

φ(e)
〈χ, φ〉 =

|Ki||Kj|χ(g)χ(h)

χ(e)

⇒ χ(g)χ(h) =
χ(KiKj)χ(e)

|Ki||Kj|
.

Ahora:

Ki =
1

|CG(g)|
∑
x∈G

gx

Kj =
1

|CG(h)|
∑
y∈G

hy

⇒ KiKj =
1

|C(g)||C(h)|
∑

x,y∈G

gxhy

⇒ χ(KiKj) =
1

|C(g)||C(h)|
∑

x,y∈G

χ(gxhy).

Como gxhy es conjugado con ghyx−1

χ(KiKj) =
1

|C(g)||C(h)|
∑

x,y∈G

χ(ghyx−1

) =
1

|C(g)||C(h)|
∑

x,y∈G

χ(ghyx)
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La ecuación yx=z con z∈G, fijo tiene |G| soluciones entonces:

χ(KiKj) =
|G|

|C(g)||C(h)|
∑
z∈G

χ(ghz)

⇒ χ(g)χ(h) =
χ(e)

|Ki||Kj|

[
|G|

|C(g)||C(h)|
∑
z∈G

χ(ghz)

]
.

Para terminar basta recordar que |G|= |Km| |CG(gm)| ∀ m.

2

2.2. . . . a la ecuación xn = 1

Tomemos G un grupo cualquiera y n ∈ N consideremos la ecuación:

xn = e. (2.1)

Si (n, |G|) = 1, existen a, b ∈ Z tales que:

1 = na+ |G|b.

Sea g ∈ |G| solucion de (2.1), entonces:

g = (gn)a(gb)|G| = eae = e.

Por lo tanto si (n, |G|) = 1 existe solo una solucion de (2.1).

Supongamos ahora que (n, |G|) = m con 1 < m < n. Entonces podemos encontrar
un número primo p tal que:

p
∣∣n y p6

∣∣|G|. (2.2)

Si g es solucion de (2.1), entonces:

e = gn = (gn/p)p.

Como p es primo o(gn/p) ∈ {1, p}, pero como p 6
∣∣|G| entonces o(gn/p) = 1; i.e. g es

solución de la ecuación:
xn/p = e.

Repitiendo sobre los primos que cumplen (2.2) obtenemos que 2.1 es equivalente a:

xm = e,

donde (m, |G|) = m, ya que m
∣∣|G|. Por esto cuando queremos estudiar la ecuación

(2.1) basta con considerar el caso en que n es divisor de |G|.

El proposito de esta sección es demostrar el siguiente resultado concerniente a la
ecuación (2.1) cuando n

∣∣|G|.
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2.2.1 Teorema (Frobenius)
Si n

∣∣|G|, el número de soluciones a la ecuación xn = e es divisible por n.

Para demostrar este resultado Frobenius probo en [9] lo siguiente.

2.2.2 Teorema
Si n

∣∣|G| y χ ∈ Ch(G), entonces:

1

n

∑
gn=1

χ(g) ∈ Z.

Tomando χ = 1G en este último teorema tenemos:

1

n

∑
gn=1

1G(g) =
1

n

∑
gn=1

1 =
1

n
|{g : gn = e}| ∈ Z.

Lo cual demuestra 2.2.1. De ahora en adelante nos dedicaremos a demostrar 2.2.2,
siempre supondremos que n

∣∣|G|.
2.2.3 Definición
Sea Gn = {X ⊆ G : |X| = n}. Como |X| = |gX| ∀ X ⊆ G, podemos definir una
acción de G en Gn por:

Xg = gX.

Definimos θn como el caracter de G asociado a esta acción (ver 1.3.3).

2.2.4 Proposición
Sean g ∈ G , a = o(g) y c = |G|. Entonces:

θn(g) =


0 si a6 |n(
c/a

n/a

)
si a|n

Demostración. Supongamos que θn(g) 6= 0 por la definición de θn (1.3.3) existe
X ∈ Gn tal que gX = X, esto nos permite afirmar que 〈 g 〉 actua en X por:

gm · x = gmx ∀ x ∈ X

Sea Ox la orbita de x ∈ X correspondiente a esta última acción, entonces:

Ox = {hx : h ∈ 〈 g 〉}

⇒ |Ox| = |〈 g 〉| = a.
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Descomponiendo a X como la unión directa de un cierto número de órbitas y dado
que todas las órbitas tiene la misma cardinalidad (a saber a) obtenemos:

a
∣∣|X| = n.

Aśı, si a6
∣∣n se tiene θn(g) = 0.

Si a
∣∣n, sea H=〈 g 〉 es claro que:

g ·Hg′ = Hg′ ∀ Hg′ ∈ G/H

Sea m = n/a ≤ c/a = [G : H] = |G/H|, podemos por lo tanto elegir m elementos
Hg1, . . . , Hgm ∈ HG distintos a pares y formar X = Hg1 ∪ . . . ∪Hgm, entonces:

|X|= |Hg1|+ · · ·+ |Hgm| =m|H|= (n/a)a = n

⇒ X∈Gn y Xg =g ·X=X.

Supongamos ahora que X ∈ Gn es g-invariante, es decir, que Xg = gX = X;
entonces:

Hy ⊆ X ∀ y ∈ X.

Y dado que y ∈Hy ∀ y ∈ X, tenemos:

X =
⋃
y∈X

Hy.

Podemos por lo tanto elegir y1, . . . , yk ∈ X tales que:

X =
·⋃
i

Hyi

⇒ n = |X| = |Hy1|+ · · ·+ |Hyk| = k|H| = ka

⇒ k = n/a = m.

Aśı, hemos establecido una correspondencia 1−1 entre el número de elementos de Gn

que son g-invariantes y el número de combinaciones de |G/H| elementos tomados
m a la vez, por lo tanto:

θn(g)= |{X ∈ Gn : Xg = X}|=
(
c/a
m

)
.

Ya que [G :H]= c/a.
2
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2.2.5 Definición
Sea n ∈ N y n=pa1

1 · · · p
ak
k su descomposición canónica en primos distintos, definimos

la Función de Möbius por:

µ(n) =


1 Si n = 1

(−1)k Si a1 = · · · = ak = 1

0 En otro caso

Si µ(n) 6= 0 se dice que n es libre de cuadrado. Además, µ(nm) = µ(n)µ(m) si
(n,m) = 1.

Los siguientes lemas tratan sobre el coeficiente binomial y son independientes de la
teoŕıa de Grupos. Se presentan y demuestran ya que de ellos depende la demostración
que aqúı se presenta del Teorema de 2.2.2.

2.2.6 Lema
Supongamos que n,m ∈ N, con n

∣∣m. Si p es primo y r ∈ N tal que pr
∣∣n, entonces:(

m− 1

n− 1

)
≡
(
m/p− 1

n/p− 1

)
mod pr.

Demostración. Definamos el siguiente polinomio:

f(X) = (X − 1)(X − 2) · · · (X − p+ 1) = Xp−1 + c1X
p−2 + · · ·+ cp−1.

Entonces ci ∈ Z ∀ i = 1, . . . , p− 1, ie. f(X) ∈ Z[X].

Si a, b ∈ Z, entonces:

f(a)− f(b) = [ap−1 − bp−1] + c1[a
p−2 − bp−2] + · · ·+ cp−2[a− b] (2.3)

Ahora, si a ≡ b mod pr, entonces aq ≡ bq mod pr ∀ q ∈ Z y de (2.3) se sigue que:

f(a) ≡ f(b) mod pr.

Además:
f(a+ p) = (a+ p− 1)(a+ p− 2) · · · (a+ 1)

= (−1)p−1[(−a)− 1][(−a)− 2] · · · [(−a)− p+ 1] = (−1)p−1f(−a)

⇒ f(−a) = (−1)p−1f(a+ p).

Por definición:(
m− 1

n− 1

)
=

(m− 1)!

(m− n)!(n− 1)!
=

(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

(n− 1)(n− 2) · · · 1
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=
f(m)(m− p)(m− p− 1) · · · (m− n+ 1)

f(n)(n− p)(n− p− 1) · · · 1

=
f(m)(m− p)f(m− p)(m− 2p) · · · (m− n+ 1)

f(n)(n− p)f(n− p)(n− 2p+ 1) · · · 1

= · · · = f(m)(m− p)f(m− p) · · · (m− n+ p)f(m− n+ p)

f(n)(n− p)f(n− p) · · · pf(p)

=
f(m)f(m− p) · · · f(m− n+ p)

f(n)f(n− p) · · · f(p)

[
(m− p)(m− 2p) · · · (m− n+ p)

(n− p)(n− 2p) · · · p

]
.

Pero:

(m− p) · · · (m− n+ p) =

n/p−1∏
k=1

m− kp = p(n/p−1)

n/p−1∏
k=1

(m/p− k)

(n− p) · · · p =

n/p−1∏
k=1

n− kp = p(n/p−1)

n/p−1∏
k=1

(n/p− k).

Aśı que:

(m− p) · · · (m− n+ p)

(n− p) · · · p
=

(m/p− 1) · · · (m/p− n/p+ 1)

(n/p− 1) · · · 1
=

(
m/p− 1

n/p− 1

)
.

Luego: (
m− 1

n− 1

)
=
f(m)f(m− p) · · · f(m− n+ p)

f(n)f(n− p) · · · f(p)

(
m/p− 1

n/p− 1

)
.

Y por lo tanto:(
m− 1

n− 1

)
−
(
m/p− 1

n/p− 1

)
=

(
m/p− 1

n/p− 1

)[
f(m) · · · f(m− n+ p)

f(n) · · · f(p)
− 1

]
. (2.4)

Sea b ∈ Z, como m− bp ≡ −bp mod pr, entonces:

f(m− bp) ≡ f(−bp) ≡ (−1)p−1f(bp+ p) mod pr.

También n− bp ≡ −bp mod pr y por lo tanto:

f(n− bp) ≡ (−1)p−1f(bp+ p) mod pr

⇒ f(m− bp) ≡ f(n− bp) mod pr ∀ b ∈ Z.
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Tomando b = 0, 1, . . . , n/p− 1, obtenemos:

f(m) ≡ f(n) mod pr

f(m− p) ≡ f(n− p) mod pr

...
f(m− n+ p) ≡ f(p) mod pr

⇒ f(m) · · · f(m− n+ p) ≡ f(n) · · · f(p) mod pr

⇒ ∃ a ∈ Z tal que: pra = f(m) · · · f(m− n+ p)− f(n) · · · f(p).

Sean:

b =

(
m/p− 1

n/p− 1

)
∈ Z,

c = f(n)f(n− p) · · · f(p),

d =

(
m− 1

n− 1

)
−
(
m/p− 1

n/p− 1

)
.

Entonces:

d =
pkab

c
∈ Z. (2.5)

Es claro de la definición que p6
∣∣ f(x) ∀ x∈pZ; por lo tanto:

p 6
∣∣f(n− kp) ∀ k = 0, 1, . . . , n/p− 1

⇒ p 6
∣∣f(n)f(n− p) · · · f(p) = c

⇒ pk 6
∣∣c ⇒ (pk, c) = 1.

Pero por (2.5) pk
∣∣cd; entonces pk

∣∣d, d′=d/pk∈Z y ab=cd′. Aśı, de (2.5)(
m− 1

n− 1

)
−
(
m/p− 1

n/p− 1

)
= pkd′

⇒
(
m− 1

n− 1

)
≡
(
m/p− 1

n/p− 1

)
mod pk.

2

2.2.7 Lema
Supongamos que n,m ∈ N con n

∣∣m, entonces:

1

m

∑
k|n

(
m/k

n/k

)
µ(k) ∈ Z.
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Demostración. Supongamos que k
∣∣n, entonces:(

m/k

n/k

)
=

(m/k)(m/k − 1) · · · (m/k − n/k + 1)

(n/k)(n/k − 1) · · · 1

=
m/k

n/k

(m/k − 1) · · · (m/k − n/k + 1)

(n/k − 1) · · · 1
=
m

n

(
m/k − 1

n/k − 1

)
⇒ 1

m

∑
k|n

(
m/k

n/k

)
µ(k) =

1

n

∑
k|n

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k).

Tomemos A = {k : k
∣∣n, µ(k) 6= 0}, entonces:∑

k|n

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k) =

∑
k∈A

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k).

Sean p un numero primo, a ∈N con pa
∣∣n y pa+16

∣∣n, B = {k ∈A : p 6
∣∣ k} y C = {k ∈

A :p
∣∣ k}. Tomemos k ∈ B, entonces k

∣∣n, k es libre de cuadrado y su descomposición
en primos no contiene a p, por lo tanto pk es libre de cuadrado (µ(pk) 6= 0), pk

∣∣n y
p
∣∣pk es decir, pk ∈ C; asi pB ⊆ C.

Tomemos ahora k ∈ C, como k es libre de cuadrado, p 6
∣∣(k/p) y claramente k/p es

libre de cuadrado además (k/p)
∣∣k y k

∣∣n, por lo tanto (k/p)
∣∣n, es decir, k/p ∈ B; al

ser k arbitrario C/p ⊆ B. Por lo tanto C = pB y A = B ∪ C = B ∪ pB, entonces:∑
k|n

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k) =

∑
k∈B

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k) +

∑
k∈pB

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k)

=
∑
k∈B

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k) +

∑
k∈B

(
m/pk − 1

n/pk − 1

)
µ(pk).

Pero si k ∈ B, entonces (k, p) = 1 ⇒ µ(pk) = µ(p)µ(k) = −µ(k) luego:∑
k|n

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k) =

∑
k∈B

[(
m/k − 1

n/k − 1

)
−
(
m/pk − 1

n/pk − 1

)]
µ(k).

Si k ∈ B, como pa
∣∣n y k

∣∣n con (pa, k = 1), entonces kpa
∣∣n o equivalentemente

pa
∣∣ (n/k) podemos por lo tanto aplicando 2.2.6 concluir que:(

m/k − 1

n/k − 1

)
≡
(
m/pk − 1

n/pk − 1

)
mod pa ∀ k ∈ B

⇒
∑
k|n

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k) ≡ 0 mod pa.
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Como p es cualquier primo que divide a n, entonces:∑
k|n

(
m/k − 1

n/k − 1

)
µ(k) ≡ 0 modn.

2

Si a, b ∈ Z, b 6= 0 para hacer más legibles algunos resultados escribiremos ab∗ en
lugar de ab−1; si b

∣∣ a, entonces ab∗ = a/b ∈ Z.

2.2.8 Lema
Supongamos que k

∣∣n y n
∣∣m, entonces:

k

m

∑
d|nk∗

(
m/kd

n/kd

)
µ(d) ∈ Z.

Demostración. Como nk∗
∣∣mk∗ la Proposición 2.2.7 nos dice que:

1

m/k

∑
d|nk∗

(
(m/k)/d

(n/k)/d

)
µ(d) ∈ Z.

Simplificando obtenemos el resultado deseado.
2

El siguiente resultado es un hecho muy conocido y usado en teoŕıa de números, una
demostración se puede encontrar en [12].

2.2.9 Lema
Sean f, g dos funciones aritméticas, definimos el producto de Dirichlet de f y g como
la función f ∗ g dada por:

[f ∗ g](n) =
∑
d|n

f(d)g(n/d).

Entonces el conjunto de funciones aritméticas junto con ∗ forman un grupo abeliano
cuya identidad es:

I(n) =

{
1 Si n = 1

0 En otro caso

Si definimos u como la función aritmetica u(n) = 1, entonces:

u ∗ µ = I.
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2.2.10 Lema
Si f y g son dos funciones aritméticas, entonces:∑

d|n

f(d)g(n/d) =
∑
d|n

∑
r|nd∗

g(n/rd)µ(r)
∑
k|d

f(k).

Demostración. En vista de 2.2.9

f ∗ g = f ∗ g ∗ I = (f ∗ g) ∗ (u ∗ µ) = (f ∗ u) ∗ (µ ∗ g).

Pero
[(f ∗ u) ∗ (g ∗ µ)](n) =

∑
d|n

[f ∗ u](d)[µ ∗ g](n/d),

y

[f ∗ u](d) =
∑
k|d

f(k)u(d/k) =
∑
k|d

f(k)

[µ ∗ g](n/d) =
∑
r|nd∗

µ(r)g(n/rd).

2

Podemos ahora demostrar el Teorema 2.2.2, para esto sean χ ∈ Irr(G) y m = |G|
definamos:

an(χ) =
1

n

∑
gn=1

χ(g).

Para n = 1 es claro que an(χ) ∈ Z podemos por lo tanto suponer que n > 1 y por
inducción que ak(χ) ∈ Z ∀ k ∈ N k < n. Como θn = θn, entonces:

〈χ, θn〉 =
1

m

∑
g∈G

χ(g)θn(g) =
1

m

∑
d|m

∑
o(g)=d

χ(g)θn(g).

Usando 2.2.4

〈χ, θn〉 =
1

m

∑
d|n

(
m/d

n/d

) ∑
o(g)=d

χ(g).

Sean:
f(k) =

∑
o(g)=k

χ(g) y

g(k) =

(
km/n

k

)
.

Entonces:

〈χ, θn〉 =
1

m

∑
d

∣∣n g(n/d)f(d).
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En vista de 2.2.10

〈χ, θn〉 =
1

m

∑
d|n

∑
r|(n/d)

g(n/rd)µ(r)
∑
k|d

f(k)

=
1

m

∑
d|n

∑
r|nd∗

(
m/rd

n/rd

)
µ(r)

∑
k|d

∑
o(g)=k

χ(g).

Si notamos que:
o(g)| d ⇔ gd = e.

Tenemos: ∑
k|d

∑
o(g)=k

χ(g) =
∑
gd=e

χ(g) = d ad(χ)

⇒ 〈χ, θn〉 =
1

m

∑
d|n

∑
r|nd∗

(
m/rd

n/rd

)
µ(r)d ad(χ)

⇒ 〈χ, θn〉 =
n

m

(
m/n

1

)
an(χ) +

1

m

∑
d|n, d<n

∑
r|nd∗

(
m/rd

n/rd

)
µ(r)d ad(χ).

Lo cual también podemos escribir como:

〈χ, θn〉 = an(χ) +
∑

d|n, d<n

∑
r|nd∗

d

m

(
m/rd

n/rd

)
µ(r) ad(χ). (2.6)

Pero ad ∈ Z ∀ d < n, lo cual junto con 2.2.8 nos dice que:∑
d|n, d<n

∑
r|nd∗

d

m

(
m/rd

n/rd

)
µ(r) ad(χ) ∈ Z.

Según 1.2.14 〈χ, θn〉 ∈ Z, por lo tanto de (2.6) podemos concluir que an(χ) ∈ Z con
lo cual termina la demostración de 2.2.2.

2.3. . . . en grupos simples

Gran parte de las aplicaciones de la teoŕıa de caracteres son concernientes a la carac-
terización de grupos a partir de diversas restricciones. Estas restricciones pueden o
no referirse a los caracteres de dicho grupo. Esta sección y la próxima trabajan en
esta ĺınea, aqúı presentamos un teorema muy sencillo de demostrar que ejemplifica
como partiendo con una condición ajena a los caracteres se puede controlar mediante
estos la estructura del grupo. Empezamos con un resultado auxiliar.
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2.3.1 Proposición
Sean S ∈ Syl2(G), M < S con [S : M ] = 2 y τ ∈ S una involución tal que:

ClG(τ) ∩M = ∅.

Entonces, τ /∈ G′.

Demostración. Sea Ω={gM :g∈G} y consideremos la acción de G en Ω definida
por:

h · gM = hgM si h ∈ GygM ∈ Ω.

Aśı:
h · gM = gM ⇔ g−1hg ∈M.

Por lo tanto, la permutación inducida por τ no tiene puntos fijos en Ω y dado que
τ 2 = e entonces:

τ = (a1, a2)(a3, a4) · · · (an−1, an),

donde
{a1, a2, . . . , an−1, an} = {1, 2, . . . , |Ω|}.

Ahora:
|Ω| = [G : M ] = [G : S][S : M ] = 2[G : S]

⇒ sig(τ) = (−1)[G:S] = −1.

Pues 26
∣∣ [G : S], por lo tanto:

A = {g ∈ G : g es par} � G y [G : A] = 2.

Como G/A es abeliano, G′ ⊆ A y dado que τ /∈ A, τ /∈ G′.
2

Probemos ahora el prometido ejemplo.

2.3.2 Teorema
Sea G = G′ y supongamos que τ ∈ G es una involución con CG(τ) = D8. Entonces,
|G| =168 ó 360.

Demostración. Sean D = CG(τ) y x ∈ D. Como τ = xτx−1, tenemos:

e = τ 2 = (xτx−1)
2

= x2

Tenemos que D es un 2-grupo, sea D ⊆ S ∈ Syl2(G) y tomemos x ∈ Z(S), luego:

xτ = τx ⇒ x ∈ D y xy = yx ∀ y ∈ D

⇒ x ∈ Z(D) ⇒ Z(S) ⊆ Z(D) = 〈τ〉.
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Y dado que Z(S) 6= 〈e〉, tenemos Z(S) = 〈τ〉

⇒ xτ = τx ∀ x ∈ S ⇒ S ⊆ CG(τ) = D

⇒ D = S = CG(τ).

Tomemos Z4 ≈ M < D = 〈a, b : a2 = b4 = e〉 ćıclico de orden 4, con τ ∈ M = 〈b〉
su unica involución. Sea λ el caracter de M dado por:

λ(bn) = in n = 0, 1, 2, 3.

Y sea
ϑ = (1M − λ)D.

La tabla (2.1) contine los valores de ϑ, de estos obtenemos que:

[ϑ : ϑ] = 3, ϑ(e) = 0, ϑ|D−M = 0.

{e} {b, b3} {b2} {a, ab2} {ab, ab3}
ϑ 0 2 4 0 0

Tabla 2.1: Funcion ϑ

Supongamos que x ∈ G y que M ∩Mx 6= 〈e〉, tendŕıamos entonces:

τ ∈M ∩Mx ⇒ τ = τx ⇒ x ∈ D

⇒ M = Mx pues M C D ⇒ M es un conjunto T.I. en G

Del teorema 1.3.10 obtenemos:

[ϑG : ϑG] = 3 y (ϑG)M = ϑ.

Ahora, ϑG es un caracter generalizado, por lo tanto:

ϑG =
∑

χ∈Irr(G)

nχχ con nχ ∈ Z y
∑

χ∈Irr(G)

n2
χ = 3.

Es más, tenemos:
[ϑG, 1G] = [ϑ : 1D] = [1M − λ : 1M ] = 1

⇒ ϑG = 1G + n1χ+ n2ψ, con n2
1 + n2

2 = 2 y χ, ψ ∈ Irr(G).

Como:

ϑG(e) = 0 ⇒ 0 = 1 + n1deg(χ) + n2deg(ψ) ⇒ n1 = 1 y n2 = −1
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Tenemos:

ϑG = 1G + χ− ψ, con χ, ψ ∈ Irr(G).

Ahora:

0 = ϑG(e) = 1 + χ(e)− ψ(e) y 4 = ϑG(τ) = 1 + χ(τ)− ψ(τ).

Como G = G′, la Proposición 2.3.1 garantiza que toda involución de G es conjugada
con τ , aśı que designemos por K a la única clase de conjugación de involuciones de
G y definamos:

ϕ(g) = |{(x, y) ∈ K ×K : xy = g}|.

Aśı, ϕ es una función de clase. Además:

x, y ∈ K, xy = g ⇒ gx = g−1.

Y si x ∈ K, x 6= g:

gx = g−1 ⇒ y = xg ∈ K.

Por lo tanto:

ϕ(g) = |{x ∈ K : gx = g−1 x 6= g}|.

Tomemos g ∈M − {e} y sea x ∈ K tal que gx = g−1, entonces:

g = τ o g2 = τ.

Si g = τ , τx = τ−1 = τ . Ahora, si g = τ 2 tenemos:

τx = xτx = (xgx)2 = g−2 = g2 = τ.

En cualquier caso, τx = τ , es decir, x ∈ CG(τ) = D. Podemos ahora deducir que:

ϕ(g) = 4 si g ∈M − {e}.

Según la Proposición 1.2.22, a11r =ϕ(g) si g ∈ Kr ∈ Cl(G). Obtenemos aśı:

ϕ =
|K|2

|G|
∑

ξ∈Irr(G)

ξ(τ)2

ξ(e)
ξ.

Como [ξ̄ : ξ̄] = [ξ : ξ], entonces:

ϕ =
|K|2

|G|
∑

ξ∈Irr(G)

ξ(τ)2

ξ(e)
ξ.
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Claramente ξ(e) es real y como ξ(τ) = ξ(τ−1) = ξ(τ):

ϕ =
|K|2

|G|
∑

ξ∈Irr(G)

ξ(τ)2

ξ(e)
ξ.

⇒ [ϑG, ϕ] =
|K|2

|G|

(
1 +

χ(τ)2

χ(e)
− ψ(τ)2

ψ(e)

)
.

Pero, por otro lado:

[ϑG, ϕ] = [1M − λ, ϕM ] =
1

|M |
∑
x∈M

(1M − λ)(x)ϕM(x)

=
1

4

∑
x∈M−{e}

(1M − λ)(x)ϕM(x) =
∑

x∈M−{e}

(1M − λ)(x) = 4.

Ahora, |G|= |C(τ)||K|=23|K|, por lo tanto:

28 = |G|
(

1 +
χ(τ)2

χ(e)
− ψ(τ)2

ψ(e)

)
.

Sean a = χ(e) , b = χ(τ) ∈ Z, entonces ψ(e) = a+ 1 y ψ(τ) = b− 3. Por la segunda
relación de ortogonalidad tenemos:

8 = |CG(τ)| =
∑

ξ∈Irr(G)

ξ(τ)2 = 1 + b2 + (b− 3)2

⇒ b = 1 ó 2

Si b=1, tenemos:

28 = |G|
(

1 +
1

a
− 4

a+ 1

)
= |G| (a− 1)2

a(a+ 1)

⇒ |G| = 28a(a+ 1)

(a− 1)2
⇒ |G|(a− 1)2 = 28a(a+ 1).

Tenemos 23
∣∣ |G| y 246

∣∣ |G|, como a ∈ Z, 2
∣∣a(a+ 1)

⇒ 26
∣∣(a− 1)2 ⇒ 23

∣∣(a− 1).

Supongamos que 22
∣∣a(a+ 1), entonces:

22
∣∣a o 22

∣∣(a+ 1).
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En ambos casos tendŕıamos que 236
∣∣ (a−1), por lo tanto 226

∣∣ a(a+1). Aśı, 246
∣∣ (a−1).

Sea p un divisor impar de a− 1, entonces:

p
∣∣28a(a+ 1) ⇒ p

∣∣a o p
∣∣a+ 1 ⇒ p

∣∣1 ⇒ p = ±1.

Luego a = 23 + 1 = 9 y por lo tanto:

|G| = 28 · 9 · 10

26
= 23 · 32 · 5 = 360.

Ahora, si b=2:

28 = |G|
(

1 +
4

a
− 1

a+ 1

)
= |G| (a+ 2)2

a(a+ 1)

⇒ |G| = 28a(a+ 1)

(a+ 2)2
⇒ |G|(a+ 2)2 = 28a(a+ 1).

De manera similar tenemos aqui 23
∣∣|G| y 246

∣∣ |G|, como a ∈ Z, 2
∣∣a(a+ 1)

⇒ 26
∣∣(a+ 2)2 ⇒ 23

∣∣(a+ 2).

Si 22
∣∣a(a+ 1), entonces:

22
∣∣a o 22

∣∣(a+ 1) ⇒ 236
∣∣ (a+ 2)!! ∴ 226

∣∣ a(a+ 1)

⇒ 246
∣∣ (a+ 2)

Si p es un divisor impar de a+ 2; entonces p
∣∣28a(a+ 1) ⇒ p

∣∣a o p
∣∣a+ 1. En ambos

casos tenemos que p
∣∣1 y por lo tanto a = 23 − 2 = 6 y:

|G| = 28 · 6 · 7
26

= 23 · 3 · 5 = 168.

2

2.4. . . . en caracterización de grupos

Como los grupos D8 y Q8 demuestran, la tabla de caracteres no determina uńıvoca-
mente a un grupo. Sin embargo en 1.2.22 (pág. 29) demostramos que X(G) deter-
mina la tabla de multiplicación de clases la cual esta estrechamente relacionada con
la estructura de G. Bajo estas premisas surge la pregunta ¿Cuando X(G) determina
uńıvocamente a G? El resultado expuesto en esta sección es un ejemplo de que para
ciertos casos esto si sucede.



2.4. . . . en caracterización de grupos 69

2.4.1 Teorema (Nagao)
Si G es un grupo tal que X(G)=X(Sn), entonces G ≈ Sn

A lo largo de esta sección supondremos que G es un grupo y X(G) =X(Sn). Las
siguientes son propiedades bien conocidas acerca de los grupos simétricos; la tercera
de ellas es por decirlo de cierta forma la más sofisticada de ellas, una demostración
de esta puede ser encontrada en [2] pág. 52.

1) Dos elementos de Sn son conjugados si y solo si tienen la misma estructura
ćıclica

2) S3 es el único grupo no abeliano de orden 6

3) Si H es un grupo y a1, . . . , am∈H cumplen:

3.1) a2
1 = · · · = a2

m = e

3.2) aiaj = ajai si i+ 1 < j ≤ m

3.3) (aiai+1)
3 = e si i < m

Entonces 〈a1, . . . , am〉 ≈ Sm+1

Si n = 1, 2 el Teorema de Nagao es trivialmente cierto (|G|=|Sn|). Si n = 3, dado
que G tiene un caracter irreducible no lineal, es no abeliano, entonces por 2) el
resultado también es cierto en este caso. En adelante supondremos que n ≥ 4.

Por 1) podemos identificar una clase de conjugación en Sn por la estructura ćıclica
de sus elementos. Aśı K(2m2 , 3m3 , . . . , nmn) representará a la clase de conjugación
en Sn cuyos elementos son producto de m2 2-ciclos, m3 3-ciclos, etc.; si para algún
j∈{1, . . . , n} nj = 0, podemos omitirlo. Aśı:

K(1) = CL(e).

K(2) = CL
(
(1, 2)

)
.

K(3) = CL
(
(1, 2, 3)

)
.

K(22) = CL
(
(1, 2)(3, 4).

Como ya es usual K(2m2 , 3m3 , . . . , nmn) representará la suma de los elementos de
K(2m2 , 3m3 , . . . , nmn).

Dado que X(G) = X(Sn) para cada clase K(2m2 , 3m3 , . . . , nmn) existe una clase de
G para la cual las columnas correspondientes en X(G) y en X(Sn) son iguales, a
esta clase la denotaremos por K[2m2 , 3m3 , . . . , nmn ] y a la suma de sus elementos por
K[2m2 , 3m3 , . . . , nmn ]. Por 1.2.19, K[1] es la clase de la identidad en G.
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2.4.2 Proposición

K[2]2 = 3K[3] + 2K[22] +

(
n

2

)
K[1]. (2.7)

K[2]K[3] = K[3]K[2] = K[2, 3] + 4K[4] + 2K[2]. (2.8)

K[2]K[22] = · · ·+ 2K[4] + · · · . (2.9)

K[4] ⊂ K[22]K[2]. (2.10)

Si m ≤ [n/2]:

K[2]m = · · ·+m!K[2]m +mK[2m−1]K[2]. (2.11)

K[2m−1]K[2] ⊆ K[2m] ∪ K[2m−2, 3] ∪ K[2m−2] ∪ K[2m−3, 4]. (2.12)

Si n ≥ 6:

K[2]K[4] ∩ K[23]K[2] = K[22] ∪ K[2, 4]. (2.13)

Demostración. Como la tabla de multiplicación de clases de G y Sn son iguales la
primera igualdad es equivalente a:

K(2)2 = 3K(3) + 2K(22) +

(
n

2

)
K(1).

Tomemos (i, j), (k, l)∈K(2) para determinar la clase de (i, j)(k, l) notamos que:

1) |{i, j} ∩ {k, l}| = 2 ⇔ (i, j) = (k, l) ⇔ (i, j)(k, l)∈K(1).

2) |{i, j} ∩ {k, l}| = 1 ⇔ (i, j)(k, l)∈K(3).

3) |{i, j} ∩ {k, l}| = 0 ⇔ (i, j)(k, l)∈K(22).

Por lo tanto existen A,B,C∈Z+ tales que:

K(2)2 = AK(3) +BK(22) + C K(1)

Dado que existen n(n − 1)/2 =
(

n
2

)
transposiciones el caso 1) ocurre exactamente

en
(

n
2

)
ocasiones, ie. C =

(
n
2

)
.

Sea (a, b, c)∈K(3) y supongamos que (i, j), (k, l)∈K(2) son tales que:

(i, j)(k, l) = (a, b, c).
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Por 2), |{i, j}∩{k, l}| = 1 y podemos suponer sin pérdida de generalidad que j = k,
entonces:

(a, b, c) = (i, j)(j, l) = (i, j, l)

⇒ a ∈ {i, j, l }, b = σ(a), c = σ(b) = σ2(a).

Como podemos “ elegir ” a de 3 formas distintas y cada una de estas elecciones
nos da una representación diferente de (a, b, c) como producto de 2 transposiciones
a saber:

(a, b, c) = (a, b)(b, c) = (b, c)(c, a) = (c, a)(a, l),

con (a, b) 6= (b, c) 6= (c, a) 6= (a, b).

Tenemos que A = 3.

Por último supongamos que σ=(a, b)(c, d)∈K(22), razonando de la misma manera
obtenemos que existen exactamente 2 maneras de representar a σ como elemento de
K(2)2:

σ = (a, b)(c, d) = (c, d)(a, b).

Y por lo tanto B = 2, lo que termina la demostración de la formula (2.7).

De la misma manera se puede demostrar (2.8), de hecho:

(a, b, c, d) = (a, d)(a, b, c) = (c, b)(a, c, d) = (a, b)(b, c, d) = (c, d)(a, b, d),

(a, b) = (a, c)(c, a, b) = (b, c)(c, b, a).

Para (2.9) consideremos que:

(a, b, c, d) = (a, c)[(a, b)(c, d)] = (b, d)[(a, d)(b, d)].

Si queremos demostrar (2.10 )basta notar que si (a, b, c, d)∈K(4), entonces:

(a, b, c, d) = [(a, d)(b, c)](a, d) ∈ K(22)K(2).

La demostración de (2.13) se omite por ser un poco tediosa, pero se puede realizar de
la misma manera en que se han hecho las demás. En cuanto al resto de las formulas,
son evidentes de la definción de estructura ćıclica en Sn.

2

Sean g∈K[2m2 , 3m3 , . . . , nmn ] y σ∈K(2m2 , 3m3 , . . . , nmn), entonces por 1.2.15 y dado
que X(G) = X(Sn) tenemos:

|CSn(σ)| =
∑

χ∈Irr(Sn)

|χ(σ)|2 =
∑

χ∈Irr(G)

|χ(g)|2 = |CG(g)|.
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2.4.3 Proposición
Si g∈K[2], entonces o(g) = 2.

Demostración. Es bien sabido que:

|K(2)| = n(n− 1)

2
,

|K(3)| = n(n− 1)(n− 2)

3
,

|K(22)| = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

8
.

Por lo tanto, si σ∈K(2), σ1∈K(3) y σ2∈K(22), entonces:

|C(σ)| = |Sn|
|K(2)|

= 2(n− 2)!,

|C(σ1)| =
|Sn|
|K(3)|

= 3(n− 3)!,

|C(σ2)| =
|Sn|
|K(2)|

= 8(n− 4)!.

Ahora, por la proposición anterior g2 ∈ K[3] ∪ K[22] ∪ K[1]. Tomemos g1 ∈ K[3] y
g2∈K[22], según lo dicho en las lineas anteriores a esta proposición:

|C(g)| = |C(σ)| = 2(n− 2)!

|C(g1)| = |C(σ1)| = 3(n− 3)!

|C(g2)| = |C(σ2)| = 8(n− 4)!

Como CG(g) < CG(g2), tenemos

|CG(g)|=2(n− 2)!
∣∣ |CG(g2)|.

Y dado que:
2(n− 2)! 6

∣∣ 3(n− 3)!

2(n− 2)! 6
∣∣ 8(n− 4)!

Entonces g2 /∈ K[3] ∪ K[22] y por lo tanto g2∈K[1], ie. g2 = e.
2

2.4.4 Proposición
Si g∈K[3], entonces o(g) = 3
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Demostración. Por la fórmula 2.7 existen exactamente tres parejas de involuciones
cuyo producto es g ie., existen a1, b1, . . . , a3, b3∈K[2] tales que:

1) g = a1b1 = a2b2 = a3b3.

2) ai 6= aj y bi 6= bj si i 6= j.

3) Si a, b∈K[2] y g = ab, entonces ∃ i tal que a = ai y b = bi.

Supongamos que g2 = e, entonces g = aibi = biai ∀ i. En particular, g = b1a1, según
la propiedad 3) ∃ i tal que b1 = ai y a1 = bi. Si i = 1, entonces g = a1b1 = b21 = e lo
cual no puede ser. Tenemos por lo tanto que i∈{2, 3}.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que i = 2. Entonces b1 = a2 y a1 = b2;
pero también g = b3a3 y por lo tanto ∃ j tal que b3 = aj y a3 = bj, razonando como
antes deducimos que j ∈ {1, 2}. Si j = 1, entonces b3 = a1 = b2 lo cual contradice
la propiedad 2), y si j = 2 entonces a3 = b2 = a1 lo cual tambien contradice dicha
propiedad. Por lo tanto g2 6= e.

Ahora, sean a, b∈K[2] tales que g = ab. Entonces dado que:

g = ab = b(bab) = (bab)(babab) = (babab)(bababab). (2.14)

Tenemos 4 expresiones de g como el producto de dos involuciones; por la fórmula
(2.7) sabemos que solo tres de ellas son diferentes es decir que entre estas al menos
dos son iguales.

Dado que a 6= b las primeras dos expresiones son diferentes; si la primera fuese igual
a la tercera a = bab lo cual nos daŕıa ba = ab lo cual ya sabemos que no puede pasar.
Ahora si la segunda y la tercera expresión fuesen iguales tendŕıamos b = bab y por
lo tanto e = ab = g !!

De todo esto se deduce que las primeras tres expresiones en la igualdad (2.14) son
diferentes a pares, por lo tanto la cuarta coincide con alguna de las 3 primeras.
Razonando de igual manera es fácil llegar a que:

a = babab ⇒ e = ababab = g3.

2

2.4.5 Proposición
Si g∈K[22], entonces o(g) = 2.
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Demostración. Por la fórmula (2.7) sabemos que g se puede escribir de exactamente
2 maneras diferentes como el producto de dos involuciones. Tomemos a, b∈K[2] tales
que g = ab, entonces:

g = ab = b(bab) = (bab)(babab).

Tenemos aśı 3 maneras de escribir a g como un elemento de K[2]2, dado que b 6= bab
las dos primera expresiones son diferentes. Aśı, la ultima expresion coincide con
alguna de las dos primeras. Si b = bab entonces e = ab lo cual no puede ser, por
lo tanto la tercera expresión no coincide con la segunda. Aśı, la primera y tercera
expresiones son iguales y por lo tanto b = babab o equivalentemente e = abab = g2.

2

2.4.6 Proposición
Sean a y b dos elementos diferentes de K[2]. Entonces:

1) ab = ba ⇔ ab∈K[22].

2) ab 6= ba ⇔ ab∈K[3].

Demostración. Por la fórmula (2.7) sabemos que ab ∈ K[1] ∪ K[3] ∪ K[22]. Si
ab ∈K[1], entonces a = b−1 = b, lo cual no puede ser. Entonces ab ∈K[3] ∪ K[22],
aśı que basta con demostrar 1). Si ab∈K[22], entonces (ab)2 = e, lo cual implica que
ab = ba; supongamos ahora que ab = ba, entonces (ab)2 =e; de 2.4.5 concluimos que
ab /∈ K[3] por lo tanto ab∈K[22].

2

2.4.7 Proposición
Si g∈K[4], entonces o(g) = 4.

Demostración. En vista de la fórmula (2.8) de la página 70 existen a ∈ K[2] y
b∈K[3] tales que g=ab. Si g2 =e, entonces:

a(bab) = e ⇒ a = bab ⇒ g = babb = bab−1 ∈ CL(a) = K[2].

Lo cual no puede ser. Ahora, por la fórmula (2.9) existen exactamente 2 maneras
de escribir a g = xy, con x∈K[2] y y∈K[22]. Si gx = xg entonces xyx = y y como
x2 = e tendŕıamos xy = yx y por lo tanto g2 = x2y2 = e lo cual sabemos que no
pasa. Aśı:

g = xy = (gxg−1)(gyg−1) = (g2xg−2)(g2yg−2).

Son 3 expresiones de g como elemento de K[2]K[22], de las cuales sabemos existen
solo 2 y dado que x 6= gxg−1 las dos primeras son diferentes; por lo tanto alguna de
ellas coincide con la última; pero también gxg−1 6= g2xg−2 lo cual significa que:

x = g2xg−2 y y = g2yg−2
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⇒ g2 ∈ Z(〈x, y〉).

Como x y y son dos involuciones que no conmutan entre si 〈x, y〉 ≈ Dn donde
n = o(xy = g), de esto deducimos que:

|Z(〈x, y〉)| =

{
1 si 26

∣∣n
0 si 2

∣∣n
Como e 6= g2∈Z(〈x, y〉), tenemos |Z(〈x, y〉)| = 2 y por lo tanto g4 = (g2)2 = e.

2

2.4.8 Proposición
Sea k ≤ [n/2] y a1, . . . , ak∈K[2]. Entonces:

1) a1 · · · ak∈K[2k] si y solo si a1, . . . , ak son distintos y permutables a pares.

2) Todo elemento de K[2k] se puede representar de manera única (salvo orden)
como el producto de k elementos de K[2].

Demostración. La demostración se hara por inducción sobre k.

Tomemos dos elementos a1, a2∈K[2], si estos son permutables y distintos por 2.4.6
tenemos que a1a2∈K[22]; inversamente si a1a2∈K[22], entonces a1 6= a2 (pues de lo
contrario a1a2∈K[1]) podemos aplicar de nuevo 2.4.6 para concluir que a1a2 = a2a1.
De la fórmula (2.7) sabemos que un elemento g de K[22] se puede representar de 2
maneras como elemento de K[2]2; sea una de ellas ab, entonces como a y b conmutan:

g = ab = ba.

Son las únicas 2 expresiones de g en K[2]2. Sea ahora k ≥ 3.

Primero demostraremos la Existencia en 2).

Tomemos g∈K[2k], entonces de la fórmula (2.11) sabemos que existen exactamente
k! formas diferentes de escribir a g como producto de k elementos de K[2] y k
maneras de escribirlo como elemento de K[2k−1]K[2].

Sean x1, . . . , xk ∈K[2k−1] y y1, . . . , yk ∈K[2] tales que g = xiyi. Por la hipótesis de
inducción aplicada a xi existen bi1, . . . , b

i
k−1 ∈ K[2] distintos y permutables a pares

tales que:
xi = bi1 · · · bik−1.

Por lo tanto:
xi = biσ(1) · · · biσ(k−1) ∀ σ ∈ Sk−1

⇒ g = biσ(1) · · · biσ(k−1)yi ∀ σ ∈ Sk−1.
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Tenemos aśı |Sk−1| = (k − 1)! expresiones diferentes de g como elemento de K[2]k y
dado que esto es válido para cualquier j en total tenemos k(k− 1)! = k! expresiones
de g como elemento de K[2]k.

Supongamos que existen x′∈K[2]k−1 y y′∈K[2] tales que g = x′y′ pero x′ /∈ K[2k−1],
entonces la representación g = x′y′ ∈K[2]k seŕıa distinta de las k! representaciones
arriba construidas lo cual no puede ser en vista de la fórmula (2.11). Lo que hemos
hecho se pude resumir de la siguiente forma:

Si ab∈K[2k] con a∈K[2]k−1 y b∈K[2] ∴ a∈K[2k−1]. (2.15)

Probemos ahora el Si de 1).

Sean a1, . . . , ak∈K[2] tales que g = a1 · · · ak∈K[2k], entonces:

a1 · · · ak = (a1 · · · ak−1)ak ∈ K[2k]

⇒ a1 · · · ak−1 ∈ K[2k−1] por (2.15)

⇒ a1, . . . , ak−1 son distintos y permutables a pares

Además:

(a2 · · · ak)a1 = a1(a1 · · · ak)a1 ∈ K[2k]

⇒ a2 · · · ak ∈ K[2k−1] por (2.15)

⇒ a2, . . . , ak son distintos y permutables a pares

Si a1, . . . , ak no fuesen distintos en vista de lo anterior:

ak = a1

⇒ a1 · · · ak = a1aka2 · · · ak−1 = a2 · · · ak−1 ∈ K[2k].

Como a2, . . . , ak−1 son k − 2 elementos de K[2] distintos y permutables a pares
a2 · · · ak−1∈K[2k−2] contradicción. Asi que a1, . . . , ak son distintos, para ver que estos
conmutan a pares solo falta demostrar que a1 y ak conmutan, para esto notemos
que:

a1 · · · ak = (a1 · · · ak−2ak)ak−1 ∈ K[2k].

Aplicando (2.15) a1, . . . ak−2, ak son permutables a pares.

La unicidad en 2) es consecuencia de que con estos a1, . . . , ak elementos de K[2]
podemos obtener las k! representaciones de g como elemento de K[2]k.
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Ahora podemos probar los siguiente resultados que nos seran útiles.

Si g∈K[2k], o(g) = 2. (2.16)

Si g∈K[2k, 3], o(g) = 6. (2.17)

Si g∈K[2k, 4], o(g) = 4. (2.18)

Demostramos que si g∈K[2k], entonces ∃ a1, . . . , ak ∈K[2] tales que g = a1 · · · ak y
que bajo estas condiciones a1, . . . , ak son distintos y permutables a pares. Aśı que:

g2 = a2
1 · · · a2

k = e.

Lo cual demuestra la primera afirmación. Para demostrar las restantes sea p = 2, 3
y tomemos g∈K[2k, p]; en vista de que las tablas de multiplicación de G y Sn son
iguales existen únicos x∈K[2k] y y∈K[p] tales que g = xy. Además:

g = xy = (gxg−1)(gyg−1).

Son dos representaciones de g en K[2k]K[p], en vista de la unicidad de x y y tenemos:

y = gyg−1 = (xy)y(y−1x−1) = xyx−1.

Aśı que xy = yx y por lo tanto o(g) = 6, si p = 3 y o(g) = 4 cuando p = 2.

Para terminar solo falta probar el Solo si en 1). Supongamos que a1, . . . , ak ∈K[2]
son distintos y permutables a pares. Por la hipótesis de inducción:

x = a1 · · · ak−1 ∈ K[2k−1].

De donde se deduce con ayuda de (2.12) que:

g = xak ∈ K[2k] ∪ K[2k−2, 3] ∪ K[2k−2] ∪ K[2k−3, 4].

Por lo arriba demostrado

g2 = e ⇒ g ∈ K[2k] ∪ K[2k−2].

Supongamos que g∈K[2k−2], entonces existen b1, . . . , bk−2∈K[2] tales que:

g = b1 · · · bk−2.

Aśı que:
x = a1 · · · ak−1 = b1 · · · bk−2ak.

Por la unicidad de la representación de x en K[2]k−1, existe j ∈ {1, . . . , k − 1} tal
que:

ak = aj

Lo cual contradice que a1, . . . , ak sean distintos. Por lo tanto g∈K[2k].
2
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2.4.9 Proposición
Si a1, a2∈K[2] y a1a2∈K[22], entonces existe b∈K[2] tal que:

1) a1a2b∈K[4].

2) aib∈K[3] i = 1, 2.

Demostración. Por 2.4.8, a1 6= a2 y a1a2 = a2a1. Como a1a2∈K[3] por (2.8) existe
b∈K[2] tal que a1a2b∈K[4] y por lo tanto a1b 6= e 6= a2b de lo cual deducimos (2.7)
que aib∈K[22] ∪ K[3]. Supongamos que a1b, a2b∈K[22], entonces por 2.4.8 tenemos
que aib = bai luego:

(a1a2b)
2 = a2

1a
2
2b

2 = e.

Lo cual contradice 2.4.7. Aśı, a lo más podemos tener un elemento aib en K[22]. Si
este fuese el caso, entonces como a1 y a2 conmutan podemos suponer que a1b∈K[22]
y a2b∈K[3]. Entonces por 2.4.8

a1b = ba1 ⇒ a1(a2b) = (a2b)a1

⇒ e = (a1a2b)
4 = a4

1(a2b)
4 = (a2b)

4.

Pero según 2.4.4 o(a2b) = 3. Tenemos por lo tanto a1b, a2b∈K[3].

2

En este punto es posible demostrar el Teorema de Nagao para n= 4. En este caso
tenemos que ∅ 6= K[22] y de (2.7) K[22] ⊂ K[2]K[2], podemos por lo tanto elegir
a1, a2∈K[2] tales que a1a2∈K[22]. Por el resultado anterior existe b∈K[2] el cual
cumple:

a1b, a2b ∈ K[3].

Definiendo c1 = a1, c2 = b y c3 = a2 tenemos que:

c21 = c22 = c23 = e,

c1c3 = c3c1,

(c1c2)
3 = (c2c3)

3 = e.

Aśı, S4≈H=〈c1, c2, c3〉 < G. Pero |G| = |S4| y por lo tanto G ≈ S4; el caso n=5 se
retomara al final de la sección. De ahora en adelante supondremos que n≥6,

2.4.10 Proposición
Sean a1, a2, b∈K[2] tales que a1a2∈K[22] y aib∈K[3], entonces a1a2b∈K[4].
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Demostración. Sea x = a1a2b. Por (2.8) x∈K[2, 3]∪K[4]∪K[2]. Supongamos que
x∈K[2], entonces dado que a1a2 = xb∈K[22] la parte 2) de 2.4.8 nos da que b = a2

o b = a1, en el primer caso tendŕıamos e = a2b∈K[3] y en el segundo e = a1b∈K[3],
como ninguna de estas es posible x /∈ K[2].

Si x∈K[2, 3] como ya sabemos existe una única representación de x en K[2]K[3]; pero
como a1 y a2 son diferentes y conmutan x = a1(a2b) = a2(a1b) son dos diferentes
representaciones en K[2]K[3]. Por lo tanto x = a1a2b∈K[4].

2

2.4.11 Proposición
Sean a1, a2, a3∈K[2] tales que a1a2a3∈K[23]. Si b∈K[2] no conmuta con a1 ni con
a2, entonces si conmuta con a3.

Demostración. Supongamos que a3b 6= ba3. Entonces por 2.4.6 aib∈K[3] y como
a2a3∈K[22] (por 2.4.8) aplicando el resultado anterior a a2, a3, b tenemos que a2a3b∈
K[4] (similarmente a1a3b∈K[4]) y por lo tanto x = a1a2a3b∈K[2]K[4]. Pero también
x∈K[23]K[2], entonces de 2.13 tenemos que x∈K[22] ∪ K[2, 4].

Si x ∈ K[22], entonces por 2.4.8 existiŕıan c1, c2 ∈ K[2] tales que x = c1c2, por lo
tanto xb = c1c2b = a1a2a3 ∈K[23] y como c1, c1, b ∈K[2] de nuevo por 2) de 2.4.8
b = aj para algun j, lo cual no puede pasar ya que b no conmuta con ninguno de
los ai; tenemos entonces x ∈ K[2, 4]. Como existe una única representación de x
como elemento de K[2]K[4] y x = a1(a2a3b) = a2(a1a3b) son dos representaciones
diferentes tenemos también aqúı una contradicción.

2

2.4.12 Proposición
Sean a1, a2, a3 ∈ K[2] tales que a3 conmuta con a1 y a2. Si a1a2 ∈ K[3], entonces
existe b∈K[2] que conmuta con a1 y que no conmuta con a2 y a3.

Demostración. Por 2.4.9 existe un elemento b∈K[2] tal que a3a2b∈K[4] y a2b, a3b∈
K[3], entonces por 2.4.6 b no conmuta con a2 y a3, además a2ba3 =a3(a3a2b)a3∈K[3].
Si b y a1 conmutan terminamos.

Supongamos que a1 y b no conmutan. Como a1a2 ∈K[3], tenemos que x= a1a2b∈
K[3]K[2], aplicando 2.8 x∈K[2, 3] ∪ K[4] ∪ K[2].

Si x∈K[3, 2], notemos que:

x = (a1a2)b = (x−1a1a2x)(x
−1bx).

En vista de que existe una única representación de x en K[3]K[2] y como x−1a1a2x∈
K[3] y x−1bx∈K[2], entonces:

a1a2 = x−1a1a2x y b = x−1bx
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⇒ a1a2 = (ba2a1)a1a2(a1a2b) = b(a1a2b) = bx

⇒ x = (ba1)a2 = (a1a2)b.

Pero ba1∈K[3] y a2∈K[2], entonces dado que la representación de un elemento de
K[2, 3] en K[2]K[3 es única debeŕıamos tener a2 = b, contradicción.

Supongamos que x∈K[2], entonces xb = a1a2∈K[3] con xb∈K[2]2, además:

a2(a1a2) ∈ K[2]K[3] ⊆ K[2] ∪ K[2, 3] ∪ K[4]

Pero dado que (a2a1a2)
2 = e por la Proposición 2.4.7 y el Resultado 2.17 (pag.77)

tenemos que a2a1a2∈K[2], similarmente a1a2a1∈K[2], entonces:

xb = a1a2 = a2(a2a1a2) = (a1a2a1)a1.

Son cuatro representaciones de un mismo elemento de K[3] en K[2]2 de las cuales
sabemos por la fórmula (2.7) hay a lo mas 3 diferentes, claramente las últimas 3
son diferentes y por lo tanto b∈{a2, a2a1a2, a1} lo cual no puede ser en vista de que
estos elemento conmutan con a3.

Tenemos entonces que x∈K[4]. Por (2.9) x∈K[22]K[2], aśı que existen c1, c2, c3∈K[2]
tales que c1c2 ∈ K[22] y x = c1c2c3 /∈ K[23]. Por 2.4.8 c1 y c2 conmutan además
como c1c2c3 /∈ K[23], c1, c2, c3 o no son todos diferentes o no conmutan a pares.
Supongamos que no son todos diferentes, entonces dado que c1 6= c2 se debe tener
c2 = c3 o c1 = c3 pero en ambos casos tendŕıamos c1c2c3 = c2c1c3∈K[2]. Por lo tanto
c1, c2, c3 no conmutan a pares y dado que c1c2 = c2c1 es c3 el que no conmuta con
c1 o con c2, entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que c1c3 6= c3c1 y
por lo tanto c1c3∈K[3]. Si c2c3 = c3c2, entonces:

x2 = c1c2c3c1c2c3 = (c1c3)
2

⇒ x6 = e.

Lo cual contradice 2.4.7. Aśı que c1c2∈K[22] y c1c3, c2c3∈K[3].

Ahora, sea y = c1xc1 ∈ K[4], aplicando el mismo razonamiento podemos obtener
d1, d2, d3∈K[2] diferentes y tales que y = d1d2d3, d1d2∈K[22] y d1d3, d2d3∈K[3]. Si
definimos f = c1d1, tenemos:

f−1xf = d1c1xc1d1 = d1yd1 = d2d3d1

⇒ x = fd2d3d1f
−1.

Sean:
h1 = fd2f

−1, h2 = fd3f
−1 y h3 = fd1f

−1.
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Obtenemos que x = h1h2h3 con hi∈K[2] distintos y tales que:

h1h3 = fd2d1f
−1 ∈ K[22] ⇒ h1h3 = h3h1.

h1h2 = fd2d3f
−1 ∈ K[3] ⇒ (h1h2)

3 = e.

h2h3 = fd3d1f
−1 ∈ K[3] ⇒ (h2h3)

3 = e.

Además:
xh1x

−1 = h1h2h3h1h3h2h1 = (h1h2)
3h2 = h2

xh2x
−1 = h1h2h3h2h3h2h1 = h1(h2h3)

3h3h1 = h1h3h1 = h3

⇒ x2h1x
−2 = xh2x

−1 = h3

Si x3h1x
−3 = h1, entonces como x4 = e tendŕıamos:

h1 = x−3h1x
3 = xh1x

−1 = h2.

Lo cual no puede ser y por lo tanto h4 = x3h1x
−3 6= h1. Luego:

h2h4 = x(h1)(x
2h1x

−2)x−1 = x(h1h3)x
−1 ∈ K[22].

h3h4 = x(xh1x
−1)(x2h1x

−2)x−1 = x(h2h3)x
−1 ∈ K[3].

h4h1 = x(x2h1x
−2)(x3h1x

−3)x−1 = x(h3h4)x
−1 ∈ K[3].

Ahora, de las relaciones obtenidas deducimos que:

x = h1

[
(xh1x

−1)(x2h1x
−2)
]

= h1(h2h3).
x = (xh1x

−1)
[
(x2h1x

−2)(x3h1x
−3)
]

= h2(h3h4).
x = (x2h2x

−2)
[
(x3h1x

−3)h1

]
= h3(h4h1).

x = (x3h1x
−3)
[
h1(xh1x

−1)
]

= h4(h1h2).

Son cuatro diferentes representaciones de x como elemento de K[2]K[3] (hi 6= hj si
i 6= j); por (2.8) sabemos que solo existen 4 de tales representaciones por lo tanto
una de ellas coincide con la representación x = a1[a2b] (pues a2b ∈ K[3] ya que
a2b 6= ba2) lo cual significa que existe i∈{1, 2, 3, 4} tal que:

a1 = hi a2b = hi+1hi+2

Donde se entiende que los ı́ndices se deben reducir modulo 4. Sean:

a′2 = hi+1 ∈ K[2] b′ = hi+2 ∈ K[2].

Aśı, x = a1a
′
2b
′ y a1b

′ = hihi+2∈K[22]. Luego:

a1x = a′2b
′ = a2b = (a2ba2)a2 = b(ba2b).
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Son cuatro representaciones de a1x∈K[3] como un elemento de K[2]K[2], por (2.7)
sabemos que solo 3 de ellas son diferentes. Nos referiremos a ellas como r1,r2,r3 y
r4 respectivamente. Demostremos que r2 6=r36=r46=r2.

Si r2=r3 o r2=r4, entonces b = a2 y por lo tanto a1x = a2b = a2
2 = e ∈ K[3], lo

cual no puede ser. Si r3=r4, tendriamos a2ba2 = b, luego (a2b)
2 = a2ba2b = e lo cual

contradice 2.4.4 ya que a2b∈K[3] toda vez que a2 y b no conmutan.

Aśı, r26=r36=r46=r2 y por lo tanto r1 coincide con alguna de estas tres representa-
ciones. Como b′ conmuta con a1 pero b y a2 no, entonces r26=r16=r3. Aśı debe ser
que r1=r4 es decir:

a′2 = b y b′ = ba2b.

Como ba2∈K[3] en vista de 2.4.4 (ba2)
3 = e por lo tanto:

(ba2b)(a2ba2) = e

⇒ b′ = ba2b = a2ba2

⇒ b′a2 = a2b 6= ba2 = a2b
′.

Es decir, b′ no conmuta con a2. Además en vista de que a2a3 = a3a2 tenemos:

b′a3 = a2ba3a2 6= a2a3ba2 = a3b
′.

Ya que a3b 6= ba3. Es decir, b′ es el elemento buscado.
2

Podemos ahora terminar de demostrar el resultado principal de esta sección.

Demostración. De 2.4.1 Distingimos dos casos. Supongamos que n es par y sea
m = n/2.

Entonces por 2.4.8 existen a1, . . . , am∈K[2] tales que:

a1 · · · am ∈ K[2m]

Por 2.4.9 podemos encontrar b1∈K[2] tal que:

a1a2b1 ∈ K[4], b1a1 6= a1b1 y b1a2 6= a2b1

Si b1 ∈ {a3, . . . , am}, tendŕıamos a1a2b1 ∈K[23]. Por lo tanto b1 6∈ {a3, . . . , am}; sea
j ∈ {3, . . . ,m}, como a1a2aj ∈ K[3] y b no conmuta con a1 ni con a2 por 2.4.11 b
conmuta con aj, aśı:

b1a1 6= a1b1, b1a2 6= a2b1, b1aj = ajb1 ∀ j = 3, . . . ,m
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Aplicamos 2.4.12 a la tripleta b1, a2, a3 para encontrar b2∈K[2] tal que:

b1b2 = b2b1, a2b2 6= b2a2, a3b2 6= b2a3

Si tuviesemos m > 3 usariamos de nuevo 2.4.9 para garantizar la existencia de
b3 ∈ K[2] tal que a3a4b3 ∈ K[4], a3b3 6= b3a3 y a4b3 6= b3a4 razonando de la misma
manera que se hizo con b1 llegamos a que:

bib3 = b3bi i = 1, 2

b3aj = ajb3 j 6= 3, 4

Y continuando de la misma manera obtenemos b1, . . . , bm−1 tales que:

bibj = bjbi ∀ i, j.
aibj = bjai ∀ j, i 6= j, j + 1.
aibj 6= bjai ∀ i = j, j + 1.

Sean:
c2k−1 = ak k = 1, . . . ,m
c2k = bk k = 1, . . . ,m− 1

Definimos aśı 2m− 1 = n− 1 elementos ci tales que:

c2i = e ∀ i = 1, . . . , n− 1 (2.19)

Afirmamos que:
cicj = cjci si i+ 1 < j (2.20)

Supongamos que i = 2r y j = 2s, entonces:

cicj = brbs = bsbr = cjci.

Si j = 2s− 1, tenemos:
cicj = bras = asbr = cjci.

Ya que r + 1 < s. Cuando i es impar podemos hacer un análisis similar.

También se cumple:
cici+1 ∈ K[3] ∀ i < n− 2. (2.21)

Esto porque si i = 2r, entonces i+ 1 = 2r + 1 = 2(r + 1)− 1 y por lo tanto:

cici+1 = brar+1 ∈ K[3].

Y similarmente para i = 2r − 1. De (2.19), (2.20), (2.21) podemos concluir que:

Sn ≈ 〈c1, . . . , cn−1〉<G
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Dado que |G|=|Sn|, tenemos G = 〈c1, . . . , cn−1〉 ≈ Sn.

Supogamos ahora que n es impar e incluyamos aqúı el caso n= 5; sea m = [n/2],
entonces n = 2m+1 y podemos de la misma manera en que hicimos antes encontrar
c1, . . . , cn−2 elementos en G tales que:

Sn−1 ≈ 〈c1, . . . , cn−2〉 = H.

Como |H| = (n − 1)!, entonces [G : H] = n. Sea Φ : G→ Sn el homomorfismo de
Cayley y K su kernel, entonces K / G y sea φ el caracter de G aportado por la
representación regular de G/K (ver 1.3.1). Asi:

φ =
∑

χi∈Irr(G)

aiχi ai ∈ Z+.

Entonces, según 1.2.19 tenemos:

K =
⋂
ai 6=0

kerχi.

Sea χ′i el caracter de Sn cuyos valores coincide con χi, definimos:

K ′ =
⋂
ai 6=0

ker χi ⊆ Sn.

Aśı, |K| = |K ′| y K ′ / Sn de lo cual se sigue que:

K ′ / Sn & [Sn : K ′] ≥ n > 2.

Entonces |K ′|= 1 = |K| y por lo tanto G es isomorfo a un subgrupo de Sn; como
|G| = |Sn| se sigue que G ≈ Sn.

2
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Conclusiones

Durante la elaboración de este trabajo pude aplicar los conocimientos adquiridos en
la ESFM, ampliarlos y dilucidar algunos conceptos de forma más precisa. Para poder
alcanzar el objetivo del trabajo fue necesaria una labor de investigación bibliográfica
mucho más extensa de lo que originalmente hubiese previsto, pero fue gracias a todos
los art́ıculos y libros que revise que pude darme cuenta del enorme desarrollo que
tuvo esta teoŕıa durante la segunda mitad del siglo XX y el papel fundamental que
desempeña en gran parte de los resultados más sobresalientes en Teoŕıa de Grupos.

Además de los nuevos conocimientos que fui absorbiendo, desarrollar esta tesis me
permitió vislumbrar ligeramente las nuevas direcciones en que se ha orientado la
investigación durante los años recientes; y comprobar que el concepto de caracter se
ha extendido más allá de los grupos finitos dando lugar a importantes resultados.

Por último me gustaŕıa mencionar que aunque desde la finalización del teorema de
clasificación de grupos finitos simples pareciera que esta área ha despertado menos
interés en la comunidad matemática, aún queda mucho material por explotar, prin-
cipalmente en la teoŕıa de caracteres modulares. Espero poder seguir mis estudios
en esta dirección o similares.
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