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Introduccion

Las funciones de onda definidas en el espacio fase han alcanzado un alto grado de
conexiones entre ellas, las teorfas de Torres Vega y Frederick [1-5], Harriman [6] y Ban [7],
son ejemplos donde estas funciones de onda estan definidas en terminos de las variables
de configuracién (q,p). Es decir, de manera natural uno puede encontrar asociaciones
entre funciones de onda | ) y funciones de onda en el espacio fase, utilizando el vector
| ') =| q,p), que se considera un vector propio de algiun operador I" definido en el espacio
fase.

Por otra parte, se han investigado nuevos estados cuanticos del campo electro-
magnético, donde uno de los mds estudiados son los estados comprimidos [8]. Son de
gran importancia en comunicaciones e interferometria 6ptica [9]. Tales estados estén ca-
racterizados por el hecho de que la indeterminacién en una de sus cuadraturas del campo
electromagnético, o varianzas de p y ¢, es mas pequena que en los estados coherentes
usuales. A diferencia, un estado coherente es un estado de minima incertidumbre con
varianzas de p y g, iguales a las del estado base del oscilador arménico (7/2) [10]. Por tal
motivo, los estados coherentes y comprimidos constituyen la estructura del marco tedrico
de la éptica moderna [11].

Las oscilaciones en la estadistica de numéro de fotones son caracteristicas interesantes
y comunes a estados no-clasicos. Los estados comprimidos tienen estas propiedades y sus
oscilaciones son interpretadas como interferencia en el espacio fase [12-13]. El proposito
principal de esta tesis, es estudiar las propiedades estadisticas de un estado comprimido
en terminos de funciones de onda de Husimi y no de sus densidades de probabilidad como
se definen en el libro Wolfgang P. Schleich [13].

Para facilitar nuestro trabajo utilizaremos el espacio fase cuantico, cuyo concepto

y funciones de quasiprobabilidad asociadas, han demostrado ser extremadamente tutiles e



interesantes para muchas aplicaciones fundamentales de la mecanica cuantica. Aunque la
ma&s antigua y famosa distribucién de quasiprobalibilidad sea la funcién de Wigner [14],
preferimos utilizar la representacién de estado-coherente propuesta hace algunos anos por
Gabino Torres Vega [1-5]. Esta representacién propone una ecuacién de evolucién, del tipo
de Schrodinger, para funciones de onda en el espacio fase, con ello surgié la posibilidad
de analizar la dindmica de los sistemas cudnticos completamente en el espacio fase en la
misma forma que se hace en el espacio de coordenadas. Esta representacion coincide con
la totalidad de las representaciones de estado-coherente para el grupo de Heisenberg-Weyl
[3], por lo que la llamamos representacién de estado-coherente. En esta representacion se
han encontrado soluciones analiticas para algunos sistemas cuénticos [4,5], cuyas funciones
cumplen con la relaciéon de incertidumbre y se aproximan a las densidades clasicas en el
limite apropiado [6,15].

En el capitulo I, damos una breve descripcién de la representacion de estado-coheren-
te que utilizaremos. En esta representacion se introducen funciones de onda que dependen
simultaneamente de la coordenada q y del momento p cuya dinamica estd descrita por una
ecuacién de evolucion con la misma estructura que la que tiene la ecuacion de Schrodinger
en el espacio de coordenadas, con expresiones para los operadores de coordenada y mo-
mento apropiadas para el espacio fase. Como la estructura de esta ecuacion es la misma que
la usual en el espacio de coordenadas, el analisis de la dindmica en el espacio fase se hace en
la misma forma que en el espacio de coordenadas, sin la necesidad de introducir cantidades
ni complicaciones adicionales. A diferencia de otras teorias, nosotros empezamos con una
ecuacién de Schrodinger directamente en el espacio fase que puede reducirse a los espacios
de coordenadas o de momentos si se desea. En otras teorias, se procede justamente en la
direcciéon opuesta pues, de la funcién de onda en el espacio de coordenadas se construye
una densidad de probabilidad en el espacio fase.

En el capitulo I, introducimos las expresiones de los estados desplazados de numéro
y el estado comprimido desplazado, definidos totalmente en la representacion de estado
coherente [15] y probamos su conexién con las densidades de Husimi [13]. Con ayuda
del algoritmo ntmerico descrito en la Ref. 2, calculamos las estadisticas del nimero de

fotones correspondiente a dicho estado comprimido, tal como son definidas en el trabajo de



Mundarain y Stephany [12]. Cabe mencionar que nos evitamos hacer las aproximaciones
respecto a la fase del estado de ntimero y el comprimido desplazado. Consideramos que este
es el punto mas importante de la tesis, ya que de manera natural, directa y sin ninguna
aproximaciéon llegamos a la expresion analitica de la estadistica de niimero de fotones.
Consideramos que es posible hacer una generalizacién a estados comprimidos desplazados
de nimero como en el trabajo de Celia y Dantas [17] o por el de Mudarain y Stephany
[18].

Por ultimo en el capitulo I1I, damos nuestras conclusiones.



Representacion de estado-coherente (REC)

En un andlisis de la dindmica cudntica de un sistema dado, ordinariamente escogemos
una representacion particular de un espacio abstracto de Hilbert y trabajamos con can-
tidades dindmicas y sus ecuaciones de evolucién en esta representacion. En este capitulo
exponemos brevemente la formulacién de estado-coherente que utilizamos. Los detalles
se encuentran en las referencias [1-5]. La ventaja de esta representacién radica principal-
mente, en poder analizar sistemas cuanticos completamente en el espacio fase, de la misma
forma como se hace en la representacion de coordenadas de la mecanica cuantica, ademas
tenemos una ecuacién de evolucién muy simple en comparacién con la de Wigner [14],

adicionalmente es posible comparar las dindmicas cuantica y clasica en un mismo espacio.

Los vectores base | I') =| p, ¢) formalmente serian los vectores propios de un operador
hermitico I' en el espacio fase, I' | T') = I' | T') con una relacién de ortogonalidad (I |
I) =61 —T) . Yaque I' y su vector propio | I') no son conocidos, es posible que |I') no
sea vector propio simultdneo de Py Q. La proyeccién (I' | ¥) = (), del ket abstracto
| 1) en esta representacion, nos da la funcién de onda en el espacio fase, es decir, una
funcién de onda con variables independientes p y ¢, y la cantidad [(I)* = *(I)y(T),
(donde v*(I') = (¢ | I') = (' | ¥)*), se toma como una densidad de probabilidad. Esta
definicién asegura que la densidad cuantica | (T") |? sea una cantidad no negativa en el
espacio fase que satisface los requerimientos para una densidad de probabilidad, es decir,
[dT | 9(T) |*>= 1, y la densidad de probabilidad correspondiente a diferentes sistemas o
regiones separadas del espacio fase sea aditiva.

La relacién de cerradura para los vectores base es I = ‘ | [)dT(I" | , donde la inte-

gracién se realiza sobre todo el espacio fase. Esta relacién nos permite calcular el producto



escalar entre los vectores [¢) y |¢) como (¢ | @) = /dF¢*(F)¢(F) . Esto asegura que la
longitud (¢ | ¢), del vector | 1), sea mayor o igual a cero, y debe ser cero sélo para el vector
nulo. La ecuacion anterior también requiere que la funcién de onda sea cuadraticamente
integrable en el espacio fase, (I' | ¥) € L2 La varianza o dispersién de A, la escribimos

como

(AA)%) = (4%) — (4), (1.1)

donde (A7) = [[dre () A20(r) . v (4) = [ dre* OAv)
Las acciones de los operadores P y Q sobre un ket arbitrario | 1) se definen como

Tl el =(2-anl)om,  @1Qw=(Lrnl)pm. @2
2 dq 2 dp

Estos operadores son hermiticos y no conmutan entre si, de hecho [Q, ]5] = ihl. Con esto,

la ecuacién de Schodinger en el espacio fase es

m%mw _ [ﬁ <22’ —m;]>2+v< +zh§ >] (Tl (1.3)

donde V(q/2 + ihd/0p) indica que la funcién potencial V(x) se evaliia en el operador
q/2+i1hd/Op. Como los operadores que utilizamos son hermiticos, los valores propios son

reales y las funciones propias son ortogonales.

Las acciones que los operadores exp (i€ Q /h)y exp(inf?/ h) tienen sobre el vector base

| ') serédn:

exp(i€Q/h) | p,q) = exp(i€q/2h) |p — £, q) (1.4)
exp(inP/h) | p,q) = exp(inp/2h) | p,q+n) . (1.5)

Es posible reducir a la funcion de onda (I'|¢)) a las funciones (g[1)) o (p|t)) mediante
proyecciones (sin embargo, este proceso no es reversible). Para la funcién de onda en la

representacién en coordenadas utilizamos

+OO e«Hpq/Qh

—= [



Una proyeccién similar para obtener la funcion de estado en la representacion de momentos

sera,

400 e—ipq/Qh
wlv) = [ "),

Algunas veces se pueden encontrar soluciones analiticas, pero es mas probable que
tengamos que resolver esta ecuacién numéricamente (en los capitulos siguientes encon-
traremos ejemplos de ambos casos). Un método numérico que permite propagar funciones

de onda en el espacio fase [2], utiliza la aproximacién

HMATB) o NA/2 B AA/2

Y

(cuando A < 1), para calcular el resultado de aplicar el propagador

1 (p .0 2 q .. 0
5 <2 Zh@q) —|—V<2+zh8p)]},

a alguna funcién de onda. El error que se tiene al hacer esta aproximacién es de orden

e IAH /M oxpy {—%At

O(t3), asf que, para un At pequeiio, podemos utilizar el propagador aproximado
int (p 0\ At (q 9

— — —ith— ——V < +ih—
4hm <2 ! 8q>]eXp{ " <2+Z op

it (p 9\
X exp {—me <2—zhaq> ] .

Aunque parece dificil de hacer, esta es una expresiéon muy conveniente ya que se puede

exp

utilizar el método de la transformada rapida de Fourier para evaluar la accion de este

operador sobre una funcién de p y g. Tenemos que

—(i m —i 2
;[e (iAt/4mh) (p/ 2-ih0/ Dq) Qp(p,q)} _

i ’ 2 1 in’
o= (1AL/4mR) [(p+5")/2] N / dge=""92Mp(p, q) ,  (1.6)
F-1 [e—(iAt/h)V(q/Q—l—iha/ap)w(p’ q)} =

. / 1 . /7
— AL/ RV [(g+q )/2}2_/61 ipq’ /2R 17
e e ,q) - .
| P ¥(p,q) (1.7)

™



donde F indica la transformada de fourier y ¢’ y p’ son las variables reciprocas a p y
q, respectivamente. Entonces, a grandes rasgos, el método mumérico consiste en cal-
cular la transformada de fourier de la funcién, multiplicar por alguno de los factores
exp{—(iAt/4mh)[(p + p') /2]*} o exp{—(iAt/h)V|[(q + ¢')/2]*} y calcular la transformada
inversa del resultado. Repitiendo este proceso podemos propagar una funciéon de onda

inicial hasta algiun tiempo dado en incrementos de At.



Estadistica de nimero de fotones

2.1 Estados desplazados de numero

Los estados desplazados de nimero (EDN) [16,19] se encuentran aplicando el ope-
rador de desplazamiento de Glauber [10] sobre los estados de nimero (EN) [5], es decir,

| n, B) = D(3) | n), siguiendo la notacién de Nieto [20], donde
D(B) = exp(Ba’ — B*d) = exp (—iqu + z’poQ) : (2.1)

Aqui 8 es el pardmetro de coherencia 8 = (¢, + ipo)/Vv/2, y los operadores Py Q son los
de momento y coordenada definidos en la Ec.(1.2). En lo sucesivo utilizaremos h = w =
m = 1.

Combinando la relacién anterior y la formula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

[21], encontramos que los EDN en el espacio fase son:

1
<F7QO7po ‘ n> = N Hn(rvqmpo;a) €xp _57(q - qo)2

1
—=0(p—Po)® + 1 (YPoq — OPGo — PG+ PPoqo)| ,  (2:2)

2
donde N es una constante de normalizacién, v = % +a, ¢ = % — @, y a es un parametro
complejo con | a |< &. Como sucede con la funciones de onda en la REC, éstas son
una interpolacién entre la representacién de coordenadas (a = ) y momentos (o = —3),

cuando o = 0, tendran igual peso en ambas coordenadas q y p. H, (I',q,,po; @) son un

conjunto de polinomios ortogonales definidos en el espacio fase con propiedades similares

a los polinomios de Hermite, ademas satisfacen la siguente relacion de recurrencia
Hp1(T, o, po; @) = 2u(T, qo, po; &) Hn (T, Go, Po; ) — 4naHy—1(T, o, po; @) (2.3)

10



donde
(L, o, pos ) =v(q — qo) — id(p —po) -

Algunos de estos polinomios son:

HO(P: qo,Po; Oé) =1 5 Hl (Fv 4o, Po; Oé) = 2U(F7 4o, Po; a) )
Hs(T', qo, po; @) = 4u?(T', g0, po; @) — 4o, (2.4)
H3(P7 4o, Po; a) = SUB(P, 4o, Po; Oé) - 24U(P, 4o, Pos a)a .

El caso de a = 0, es particularmente interesante ya que nos permite hacer con-
tacto con la mecéanica clasica, para este valor de a, la densidad cuantica estd dada por la
magnitud al cuadrado de la ecuacion (2.2) y es:
aTia=0) P= L=+ 2o —po?|

= = — — - -

n Y 27_rn! 2 q qO 2 p pO
1 2 1 2
€xXp _E(q_QO) - a(p_po) . (2'5)

En la Fig. 2.1 mostramos una densidad definida por la Ec. (2.5). De acuerdo a la
definicion de Schleich [13], la densidad de Husimi para un estado desplazado de ntimero
o 2n
Q.8 = I e 15— 1) (2.6
donde 6 = (¢ +ip)/V2y B = (¢, + ip,) /v/2, tal como lo habfamos mencionado anterior-

mente. Al comparar estas dos ultimas ecuaciones concluimos que la densidad definida en

la Ec. (2.5) es la mitad de la densidad de Husimi definida por la Ec. (2.6).

lv(a.n)|?

0.02
0.01

Fig. 2.1. Médulo al cuadrado de la Ec. 2.2, para g, = 3.0, p, = 0.0y o = 0.0.
Esta densidad es proporcional a la de Husimi definida en la Ref. [13].
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2.2 Estados comprimidos desplazados de numero

Los estados comprimidos desplazados de ntimero (ECDN) | n, 3, £) [22], son obtenidos
por la aplicacién del operador general de compresién S(€), sobre los estados de ntimero | n)
seguido del operador de desplazamiento D(3) tal que | n, 3,€) = D(8)S(€) | n) (vea por
ejemplo a Nieto [20]), donde S({) = exp(éa™ —€*a2) . Aqui € = nexp(if) es el pardmetro

complejo de compresion. Los ECDN mads generales en el espacio fase cudntico son [16]:
. 1 )
(T 4o, Pos € | 1) = N Hy (L', o, poi @) exp | =5 (d — do)

1 .
—5— Do)’ + 1 (YPoq — OPgo — aPq + Bpogo)| , (2.7)

donde N es una constante de normalizacién y a es el pardmetro complejo definido por

o = —3 tanh(2n) exp(—if) . v y ¢ son funciones de a como antes. De la misma manera

H,(T,q,,p,; @), son otro conjunto de polinomios ortogonales definidos en el espacio fase,

que satisfacen la relacion de recurrencia
F[nqu(Fa 4o, Do Oé) = 2€L<F, 4o, Do a)ﬁn (Fu 4o, Do Oé) - 4710[* I:Infl(ru 4oy Do Oé) 9 (28)
donde,

1/2
iCanposa) = (3= 1a ) = a)—ito—p).

Cuando n = 0, la Ec. (2.7) nos define el estado comprimido

1/2
Vi—lal 1 )
<F7q07p07£ ‘ O> = ? €xp _Ed)(q - C]o)

1 .
—5(p - Do)® + i (VPod — 6PGo — PG + PPols)| 5  (2.9)

cuyo moédulo al cuadrado es
2_ i_ [ af? 2 2
| <P7 qovpovf | 0> ‘ = Texp [_Qﬁ(q - QO) - '7(}7 - po) } ’ (210)

en la Fig. 2.2 mostramos una densidad definida por la Ec. (2.10).

12



El estado comprimido con pardmetros de compresién complejo & = nexp(if), puede
ser obtenido del estado vacio (EN con o = 0), reemplazando la coordenada g por ¢S y el
momento p por p/S [16], donde S? = (3 — a)/(3 + a), con a = —+ tanh(2) exp(—if),
como antes.

De acuerdo a la definicion de Schleich [13], la densidad de Husimi para un estado
comprimido desplazado es:

2 S 252
= ————exXp|——5—
T2+l 0P| Te2

2

2
(67“_57") _SQ+1

Q6.9) @—m-)?] REERES

donde 6, ZQ/\/§, By = qo/\/§7 b :p/\/iygz :po/\/§~

Finalmente escribimos:

s i
52+1_¢’ 2+1 " oszir T Vg 1

Al comparar las densidades (2.10) y (2.11), claramente mostramos que la densidad

de Husimi del estado comprimido es dos veces el médulo al cuadrado de la Ec. (2.9).

|‘#—"[tf.ar’}|2

Fig. 2.2. Médulo al cuadrado de la Ec. 2.9, para ¢, = 0.3590886913, p, = 0.0
y @« = —0.5tanh(3.0). Esta densidad es proporcional a la de Husimi definida en la Ref.
[13].
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2.3 Distribucion de nimero de fotones

La probabilidad de hallar n fotones en el estado | ) esta dado por:
p(n) =| (n ) [*, (2.12)

que en nuestro caso para simplificar, el ket | n) sera la Ec. (2.2), con a =0y g, = po = 0.
El ket | ¢) corresponde al estado comprimido (2.9) con a # 0 (real), ¢o # 0y po = 0.
Note que la arbitrariedad de « en los ECDN esta relacionada con la sobrecompletes de los

estados coherentes [23]. Por lo tanto es claro que:

1/2

<n|¢>—\/m T exp D) 2_a 9o . q €Xp _2( —a)q

+ <% —a> qqo} /_: dp(q—ip)"exp{—%(l +a)p® +i K% —04> Qo +aq} P} )

la cual se puede resolver utilizando la representacién integral de los polinomios de Hermite

H,(x)

on o .
Hy(z) = ﬁ/ (z+it)"e " dt

y la formula [24]

N
Nf=

/O:o P {_M} H,(x)dx = (2ru)

o (1—2u)%H, [y(l —2u)"

E

de donde escribimos finalmente

L () e (3

P = Gt & 1+a 2n2n (14 2a0)2 2 o

2
2

[l

Al sustituir el valor de a = —%tanh 27, en la relacion anterior tenemos:
tanh™ 2n 2
n!2™ cosh 2n

(2.13)

qo (cosh 2n +sinh 27
p(n) = ( )

2
q
——2(1 + tanh?2 H, —
P (1+ tan 77)] ’ [\/2 /2 sinh 27 cosh 27

14



Observe que en la Ec. (2.13) es posible utilizar el hecho que:
(cosh2n + sinh 2)*(1 — tanh2n) =1 + tanh 27 ,

donde finalmente escribimos

tanh” 2 ?
p(n) = m exp [(%) (cosh 27 + sinh 2n)(tanh 27 — 1)

2

(2.14)

o { ¢o (cosh2n + sinh 277)]
" | v/2 /2 sinh 27 cosh 2n

Es importante notar que en el trabajo de Mundarain y Stephany [12], para calcular el
estado comprimido primero aplica el operador de desplazamiento seguido inmediatamente

del operador de compresién, contrario a nuestros clculos. En general S (f)f)(qo,po) =

A A

D(g,,p,)S(§) cuando:

4, = q,(cosh2n + cos § sinh 2n) + p, sin 6 sinh 27 ,

(2.15)
pl = q, sinf sinh 21 + p,(cosh 2n — cos # sinh 27) |
recuerde que 8 = 0y p, = 0, que al sustituir en la Ec. (2.14) resulta
tanh” 2n q 2 q 1 2
== o ) (tanh2p—1)| |H, | 22 ,
p(n) n!2™ cosh 29 P [( \/§> (tanh2y —1) v/2 /2 sinh 27 cosh 27
que finalmente, si 8 = ¢,/+/(2) escribimos:
tanh" 27 9 g 2
. tanh 2 — 1)] | H,l : 2.16
p(n) n!2m cosh 2n exp |5 (tanh 24 — 1)} {\/2 sinh 27 cosh 277] (2.16)

que es una relaciéon idéntica a la utilizada por Mundarain y Stephany [12], y un caso
particular de la obtenida por H. P. Yuen [25]. Por lo tanto hemos mostrado la existencia
de funciones de onda definidas en el espacio fase cuantico, cuyo médulo al cuadrado es
proporcional a las densidades de Husimi. A diferencia de Mundarain y Stephany [12],
que construyen estas funciones de onda a partir de las densidades de Husimi, nosotros no
tenemos que hacer alguna suposicién respecto a las fases de estas funciones.

Como una prueba final, consideremos realizar numéricamente la integral que nos

define la probabilidad de transicién (2.12), para calcular el operador de ntmero N =

15



H-1 /2, utilizaremos el algoritmo presentado en la parte final del capitulo I, cuyos detalles
se encuentran en la referencia [2]. Esto nos sirve como prueba para nuestros calculos. El
estado comprimido lo calculamos de acuerdo a lo propuesto por Mundarain y Stephany
[12], es decir que g, = 5.1v/2/(cosh3.0 + sinh3.0), p, =0y a = —0.5tanh 3.0. En la Fig.

2.3 mostramos la estadistica de fotones, observe el caracter oscilatorio.

- T I T T I I 1 ]
n.uzﬁr_:;:_. i
_ n,uzu;i "
< 0.015- * |
0.010 - .
0005 %, *;%*-3?@-*-“ Ny -
0.000 o N 1“**| e
20 40 60 80 100 120 140 160

T

Fig. 2.3. Estadistica de nimero de fotones correspondiente al estado comprimido
mostrado en la Fig. 2.2. Las (X) corresponden a los resultados analiticos calculados con la
relacién (2.16). Las (+) son los resultados numéricos.

Observamos que se tiene una buena concordancia para las n menores que 120, ya
que es necesario incrementar el intervalo de integracién, que fue de (-40,40) para p y (-
10,10) para g. Consideramos que esta grafica muestra que nuestro método numérico puede
muy bien ayudarnos a encontrar o explorar distintas configuraciones, como por ejemplo

superposicién de estados comprimidos desplazados de ntimero.
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Conclusiones

Los trabajos de Schleich y Wheeler han mostrado que la oscilaciones en la “cola”
de la estadistica de ntimero de fotones para los estados comprimidos puede ser explicada
en términos de la “interferencia en el espacio fase”. En este trabajo mostramos que el
concepto de interferencia puede ser desarrollado en términos de funciones de onda en el
espacio fase, cuyos modulos al cuadrado son las densidades de Husimi de la éptica cuantica.
Es claro que esta aproximacion es muy diferente de la propuesta de Schleich y Wheeler,
pero los resultados por supuesto son los mismos. En el método de Schleich y Wheeler,
se utilizan la areas de interseccién entre las densidades de Wigner correspondientes a los
estados de numero y comprimidos.

La funciéon de Husimi permite una comparaciéon directa de los resultados cuanticos
v los que se realizan clasicamente. Ya que en la mécanica casica el estado de un sistema
estd dado como una densidad de probabilidad asociada al espacio fase.

En esta ocasién hemos incrementado nuestras aplicaciones de la REC de la mecanica
cuantica. Es importante resaltar que los calculos los realizamos en la forma estandar, es
decir, como se ensena en los libros basicos, con la novedad de utilizar funciones de onda
definidas en el mismo espacio que la mecdanica clasica, esto nos permite estudiar con mas
detalle las analogias entre tales dinamicas.

En un futuro cercano esperamos reportar resultados sobre interferencia cuantica sobre

estados comprimidos desplazados de ntimero.
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