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Introduccién y objetivos

La interferencia de particulas masivas sigue siendo un fenémeno intrigante el cual, en palabras de
Richard Feynman [1], “tiene en ¢l el corazén de la mecénica cuantica”. “En realidad,” escribio, “contiene el
unico misterio”. De hecho, el experimento de interferencia de electrones individuales en una doble rendija
de Young (difraccion de electrones por rendijas) ha sido catalogado como el ezperimento mds hermoso en
(la historia de la) fisica de acuerdo a la revista Physics World [2] en el afio 2002.

La difraccion de corpusculos es un fendémeno fundamental que debe ser discutido amplia y cuidadosa-
mente. Este es nuestro primer objetivo y por ello haremos una pequena revision histérica del problema en
el capitulo 1. Advertiremos que esta revision no sera del todo cronologica y tampoco del todo completa.
Lo primero es porque el estudio cronolégico estricto de la difraccion podria llevar a confusiones a veces
innecesarias; lo segundo, por la cantidad de informacién acerca del tema y a que solo deseamos tomar lo
que nos parece, segiin a nuestro presente conocimiento, mas importante y trascendente. Veremos que la
teoria méas adecuada (hasta ahora) para describir al fenomeno de difraccion de particulas es la mecdnica
cudntica. La mecanica cuantica ha resultado ser una teorfa muy bondadosa y fructifera (responsable del
vertiginoso avance cientifico y tecnologico del siglo pasado y el actual) pero que, sin embargo, ha obligado
a la reflexion de nuestros conceptos mas basicos e intuitivos, que parecian inapelables hasta hace poco
més de cien anos, del mismo modo como Einstein demostr6 con su teoria de la relatividad que debiamos
cambiar nuestra concepcion del espacio y el tiempo. No es nuestra intencién hacer una revision exhaustiva
de la mecéanica cuantica porque esto resulta ser una labor colosal, en la que han trabajado los cientificos
y filésofos méas talentosos de éste y el siglo pasado, y que todavia no ha concluido.

El estudio matematico del fenémeno de la difraccién de corpisculos por rendijas es nuestro segundo
objetivo y se encuentra en el capitulo 2. Aqui se formula el modelo teoérico y se utiliza una metodologia
rigurosa (sin aproximaciones) para resolver las ecuaciones involucradas para cualquier valor de la longitud
de onda de De Broglie respecto al tamano de las rendijas. Trabajamos en detalle el caso especifico de
particulas sin espin que inciden sobre una pantalla impenetrable con una o més rendijas. Veremos que la
solucién esta en términos de un sistema matricial infinito.

En el tercer capitulo hacemos uso de estos resultados para obtener patrones de difraccion y densidades
de probabilidad en el espacio, asignando varios parametros optogeométricos involucrados en el sistema:
ancho, angulo de incidencia, acercamiento y longitud de onda de De Broglie del haz incidente, asi como
tamano y separacion de las rendijas. Los célculos en este capitulo se restringen a longitudes de onda de
De Broglie (asociadas a las particulas incidentes) comparables con el tamafio de las rendijas y este caso
es, en general, la mayor aportaciéon que se hace en este trabajo.

Finalmente, como tercer y ultimo objetivo nos proponemos discutir con nuestros célculos algunos re-
sultados de los experimentos (con neutrones) hasta ahora realizados. Esta comparacion con el experimento
se ha dejado para el cuarto capitulo y sirve para confirmar que la metodologia utilizada en este trabajo
es adecuada para una extensa gama de valores de los pardmetros optogeométricos que caracterizan al

sistema.
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Debe mencionarse que todos los resultados numeéricos se han obtenido utilizando un software elaborado
en lenguaje de programacion FORTRAN y que involucra la metodologia desarrollada aqui. Para los
graficos bidimensionales y tridimensionales se ha utilizado los programas OriginPro 7.5 y Mathematica
5.2, respectivamente.



CAPITULO 1

Difracciéon (de la luz a la materia): teoria y experimentos

“Em la filosofia verdadera la causa de todos los fendmenos naturales son concebidos en
términos mecdnicos. Debemos hacer esto, en mi opinion, o renunciar a la esperanza de

alguna vez entender cualquier cosa en fisica.”

Christian Huygens (1690)

1.1. Interferencia y difracciéon clasica

Isaac Newton suponia que los rayos luminosos estan compuestos por particulas extraordinariamente
diminutas que los cuerpos luminosos arrojan a gran velocidad y que al penetrar al ojo e incidir sobre la
retina estimulan la vision. Newton apoyaba estas ideas en el fenomeno de la propagacion rectilinea de la
luz, pues sblo suponiéndola compuesta por particulas independientes podia imaginar que los rayos de luz
pudieran ser separados unos de otros, por ejemplo, por medio de una lente convergente. Otro importante
argumento que Newton daba en apoyo a esta idea era que la luz no da la vuelta a cuerpos opacos; o bien,
que la sombra geométrica de un cuerpo esta limitada por lineas rectas.

El fisico inglés Thomas Young en 1815 hacia dos ranuras o rendijas en una ldmina opaca y observaba
que cuando pasaba luz por ellas se formaba un patron de imégenes miltiples o patrén de difraccion (figura

1.1.1). Como aparentemente este fenémeno’

no se puede explicar desde el punto de vista de Newton, se
entiende la necesidad de describir a la luz como una onda. El primero en explicar el fenémeno de difracciéon
desde el punto de vista de que la luz era una onda (en 1678) fue Christian Huygens, quien expreso la idea
intuitiva de que cada punto de un frente de ondas fuera considerado una nueva fuente de ondas esféricas
“secundarias” y entonces, un tiempo después, el frente de ondas podria ser encontrado construyendo la
“envolvente” de las ondas secundarias [3]. El mismo Young introdujo el concepto de interferencia y explico
la posibilidad, de que bajo condiciones apropiadas, la luz podria sumarse a la luz y producir obscuridad.

En 1818, Augustin Jean Fresnel [4] fue capaz de calcular la distribucion de luz en los patrones de difracciéon

1Grimaldi (1618-1663), fisico y astrénomo, llamé a este fenémeno difraccion (o divisién en fracciones).

FI1Gura 1.1.1. Patrén de difracciéon de la luz (blanca) al pasar por dos rendijas. Cerca
del centro aparecen varias imagenes brillantes y detalladas.

5
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con precision excelente, haciendo suposiciones sobre las amplitudes y fases de las fuentes secundarias que
sugiri6 Huygens. Fue hasta 1860 que Maxwell [5] identifico a la luz como una onda electromagnética y
que las ideas de Huygens y Fresnel se reconocieron formalmente (mateméaticamente) por Gustav Kirchhoff
en 1882, como consecuencias logicas de la naturaleza ondulatoria de la luz. Kirchhoff basé su formulacion
sobre suposiciones de los valores a la frontera de la luz incidente en la superficie de un obstéculo localizado
en la trayectoria de propagacion de la luz. Poincaré demostr6 una década después la inconsistencia de estas
dos suposiciones. Sommerfeld modifica en 1896 la teoria eliminando una de las suposiciones de Kirchhoff
y haciendo uso de funciones de Green (teoria de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld).

Es interesante observar como un arreglo experimental tan sencillo como lo son las rendijas (de difrac-
cion) fue tan importante para cambiar nuestro concepto de la luz, desde un haz rectilineo de particulas

hasta una onda electromagnética.

1.2. ;Ondas o particulas?

En diciembre 14 de 1900, Max Planck dedujo empiricamente una férmula que coincidia excelentemente
con el espectro de radiaciéon observado en un cuerpo negro. Luego noté6 que podia obtenerla bajo la
suposicion de que los osciladores mecénicos cargados de frecuencia v emiten y absorben radiacién solo en
cantidades discretas, “cuantos” de energia que son miltiplos enteros de hv (h ~ 6,6261 x 10734J s).

En 1905 Einstein retomo el problema del cuerpo negro. Para esas fechas habia ya elaborado una teoria
que le permitia calcular el comportamiento estadistico de sistemas constituidos por muchos cuerpos, como
los gases. Einstein calcul6 entonces lo que se llaman las fluctuaciones de la energia de la luz [6]. El
célculo le mostré que la formula de Planck predecia lo mismo que la de Rayleigh (resultado clasico que
no explicaba correctamente los espectros de radiacion del cuerpo negro), pero con un término adicional
a las fluctuaciones, no predicho por la fisica clasica, igual al de las fluctuaciones de la energia de un gas
diluido, ya estudiado por él. Esto sugeria que en el campo electromagnético existen componentes similares
a las moléculas de un gas con energia bien definida hv. A estas "moléculas" electromagnéticas, G. N.
Lewis les llam6 fotones en 1926. Einstein pudo demostrar que la distribucién de Planck es consistente
s6lo con la hipotesis de que si un atomo absorbe la energia hv, entonces se transfiere siempre a él un
momento hv/c en la direccién de propagacién. Einstein resuelve inmediatamente el efecto fotoeléctrico?
con su concepcion fotonica de la luz y cuyas predicciones fueron comprobadas por Millikan entre los afios
1914 y 1916 [7]. De igual forma la teoria de Einstein explica satisfactoriamente el efecto Compton®.

La idea del cuanto de Einstein fue muy controvertida pues parecia contradecir a las ecuaciones de
Maxwell, que describen la energia de radiacién como una funcion continua del espacio y tiempo. Pero
Einstein consideraba que las mediciones en 6ptica envolvian solo promedios temporales, y era concebible
que la teoria de Maxwell podria ser insuficiente siempre que tomaran lugar procesos cuasi-instantaneos
[6]. Einstein presinti6é que deberia conservar las ondas luminosas y establecer entre éstas y los fotones una
especie de correspondencia estadistica.

Un experimento sencillo que muestra la naturaleza granular de la luz consiste simplemente en tomar
fotografias de un objeto a diferentes grados de exposicién de la pelicula, desde uno muy bajo hasta el
adecuado para obtener una buena foto; la pelicula se va imprimiendo por puntos, como si la luz estuviera
formada por granulos o corpusculos que llegan a ella separadamente y van dejando marcas individuales
2Hertz observé en 1887 que si la luz incidia en un metal (alcalino), éste emite electrones. Este fenomeno, llamado efecto
fotoeléctrico, pronto condujo a resultados paradéjicos con los puntos de vista de las teorias clasicas.
3Compt0n observo (1921-1923) que rayos « con frecuencia vy emitidos por molibdeno y dispersados por grafito posefan una

frecuencia especifica v (después de la supuesta colision) menor que vy y que la diferencia v — vy dependia del angulo de
dispersién. Esto no se podia explicar de manera satisfactoria clasicamente.
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en la pelicula (vea [4] seccion IX). Un resultado parecido se obtiene advirtiendo como se forma la imagen
de una estrella con una cadmara sobre una placa fotografica. Después de todo, Newton no estaba del todo
equivocado.

En 1906 Einstein volvié a aplicar la idea de la cuantizacién a los atomos que forman un cuerpo
solido, calculando el calor especifico de un sélido?. De nuevo los resultados de Einstein fueron exitosos.
Este trabajo de Einstein es importante porque permitié ver que el fenémeno de la cuantizaciéon es una
propiedad general de la naturaleza y ya desde 1909, para un congreso en Salzburgo [8], dejaba ver, el
primero entre todos, que la descripcion cuantica de la luz deberia contener simultaneamente aspectos
corpusculares y ondulatorios®.

Entre 1912 y 1914, Niels Bohr traté de encontrar un modelo consistente para la estructura atémica
[7], dirigida a reconciliar el principio combinatorio de Ritz® (1908) de la lineas espectrales, el modelo
atomico de Rutherford (quien habia descubierto la existencia del niicleo en 1911) y los cuantos de Planck
y Einstein. Bohr asumié que la energia de sistemas atémicos y moleculares podrian solo tener valores
discretos”, y la emisién y la absorcién de luz por estos sistemas solo pueden presentarse a frecuencias
fijas v;y = |E; — Ef|/h, donde E; y Ey son las energias del sistema antes y después de la emision (o la
absorcion). Bohr se enterd en 1913 de la formula empirica de Balmer (que describian muy bien las lineas
visibles del espectro de emision del Hidrogeno), y en tan solo unas semanas encontrd la regla para la
cuantizacion de la energia y desarrollé su modelo del atomo de Hidrégeno.

Parecia ser que los electrones y otros corpiisculos materiales no seguian las leyes de la mecanica
clasica, como se crefa hasta entonces, sino que tinicamente pueden tener ciertos estados de movimiento, los
estados estacionarios de Bohr, en los cuales se satisfacen ciertas “condiciones cuénticas” en donde de nuevo
figuran la constante h y nimeros enteros (niimeros cuénticos). Estos niimeros enteros son importantes pues
aparecen con frecuencia en la teoria ondulatoria, por ejemplo en los célculos de interferencia y difraccion,
lo que se puede percibir como una indicacién en favor a la hipotesis de Einstein.

El joven fisico francés Louis De Broglie le dio forma a estas ideas en su tesis doctoral de 1924. Propuso
la idea de que a toda particula en movimiento con momento lineal p (= masaxvelocidad de la particula),
se le asociara una onda en propagaciéon con longitud de onda A, llamada longitud de onda de De Broglie,

y dio una férmula para hacerlo:
(1.2.1) A=h/p.

De Broglie dedujo esta relacién pensando que era necesario introducir al mismo tiempo la concepcion
corpuscular y la concepcion ondulatoria. En sus palabras [9], “se tiene que suponer la existencia de corpis-
culos acompanados por ondas”. Teniendo en mente esa concepciéon, a un corpusculo aislado e inmévil en

un sistema coordenado le asocia una onda estacionaria con la misma fase en cada punto. Bajo argumentos

4El calor especifico es una propiedad que depende del material del que esta hecho y determina cuanto aumenta su temperatura

cuando le suministramos una cantidad fija de calor al cuerpo.

5A. Pais resume (citando frases de Einstein [8]) los puntos de vista de Einstein sobre la teoria de la radiaciéon en 1909: "
. es en mi opinion que la siguiente fase del desarrollo de la fisica tedrica nos brindard una teoria de la luz que puede ser

interpretada como una clase de fusion de la teoria ondulatoria y de la teoria de emision ... [la] estructura de onda y [la]

estructura cudntica ... no serdn consideradas como mutuamente incompatibles ..."

SE] principio combinatorio de Ritz establece que la frecuencia que cada linea espectral (w = 27v = kc) de cualquier elemento

puede expresarse como la diferencia de dos términos espectrales, cada uno de los cuales contiene un ntimero entero.

"La primer evidencia directa de los niveles de energia discretos en los 4&tomos fue proporcionada por Franck y Hertz en 1914.

En su experimento, los electrones emitidos de un catodo caliente eran acelerados a través de un gas de Hg por medio de

un potencial ajustable entre el &nodo y el catodo. Encontraron que la corriente como funcién del voltaje no incrementaba

mondétonamente, sino que aparecian una serie de picos en multiplos (enteros) de 4.9 Volts.



1.2. ;ONDAS O PARTICULAS? 8

relativistas, ve como se comporta la onda en otro sistema inercial® y encuentra que necesariamente, bajo
la premisa de que E = hv = ymoc? , se debe cumplir (1.2.1). De Broglie obtiene la misma relacién para
el caso en que el corpusculo se encuentra bajo la acciéon de un fuerza constante. Después de deducir su
famosa formula, la preocupacion de De Broglie era como hacer corresponder con la onda el hecho de que el
corpusculo esté localizado, de que tenga una posiciéon en el espacio, ya que la onda plana monocromatica
que propuso tiene la misma amplitud en todo punto del espacio. Luego, no habia forma de definir un punto
privilegiado, que seria la posicion del corptisculo en cada punto. De Broglie meditaba en aquella época
[10] que sdlo la fase de la onda tenia un sentido fisico verdadero y no su amplitud la cual, consideraba,
tenia s6lo un sentido probabilistico. Este punto fue recalcado por él al asignarle a la onda asociada a la
particula el nombre de “onda de fase”.

Cabe mencionar que en 1925 Einstein prepar6é un trabajo, estimulado por las observaciones del fisico
indio Satyendra Bose, en el cual se muestra que sistemas cuénticos, como los gases, no deben describirse
usando métodos estadisticos clasicos (los de Maxwell y Boltzmann), sino con la ayuda de una nueva es-
tadistica de tipo cuantico (y que hoy se llama de Bose-Einstein). Einstein regres6 a sus viejos métodos
de las fluctuaciones y encontré que para obtener los resultados correctos, a las fluctuaciones de la energia
producidas por el movimiento de las moléculas del gas tenia una vez mas que agregar un término adicional
idéntico al producido por la interferencia de ondas clésicas como la luz. Asi, tanto para la descripcion del
campo electromagnético, como para la de las moléculas, se requieren simultdneamente términos corpuscu-
lares y ondulatorios. Einstein menciona que ha conocido en esos dias una proposicién andloga de un joven
fisico francés (De Broglie) y sugiere que este fenomeno ondulatorio (de las moléculas) se podria observar
mediante fenémenos de difraccion.

Con las ideas de Einstein y de De Broglie parecia claro por ejemplo que el electrén podria manifestar
propiedades ondulatorias, digamos fenomenos de interferencia y difracciéon. Esto se comprobé experi-
mentalmente cuando, en 1927, C. J. Davisson y L. H. Germer, incidieron electrones con una energia de
alrededor 54 €V (longitud de onda de De Broglie de 0.17 nm) que fueron difractados por un arreglo regular
de atomos en la superficie de un cristal de niquel. G. P. Thompson, independientemente y un mes después,
hace pasar electrones con energia de alrededor de 40 keV (longitud de onda de 0.006 nm) a través de hojas
de mica delgadas. Estos experimentos probaron que los electrones se comportan como ondas (de luz), en
el sentido de que la forma en que se distribuian los electrones, después de pasar por el material, era como
la del patrén de difraccion de luz con longitud de onda dada por la relacién de De Broglie (1.2.1)°. Habria
confirmacion experimental de que el mismo fenémeno sucedia con haces de dtomos de He y de moléculas
de Hy por Estermann, Frisch y Stern (1930-1931), y con neutrones por Mitchell y Powers en 1936 (también
por Fermi y Marshall en 1947). Los resultados para los atomos de He y moléculas de Hs son significativos
pues demuestran que el fenomeno de difraccion de particulas no sucede sélo para particulas elementales.
Estos experimentos prueban que la longitud de onda de cada uno de estos sistemas compuestos (He o Hy)
es A = h/) . Mv;, donde M; y v; son la masa y la velocidad (pequefia comparada con la velocidad de
la luz) de las particulas elementales que los constituyen. Note que esto no parece estar de acuerdo con
la idea de que cada constituyente del sistema tenga asociada una onda fisica real con longitud de onda

Ai = h/M;v;, pues deberia poderse observar en el patréon de difraccion.

8De Broglie afirma en ese momento que la velocidad de grupo de las ondas en este sistema inercial es igual a la velocidad
de la particula en ese sistema.

9La difraccién de electrones en materiales es una herramienta cominmente usada en la investigacién industrial. En particular,
es usada para estudiar propiedades de materiales y superficies: corrosion, catélisis y reacciones quimicas, dislocaciones, etc.
Los fisicos de materiales o del estado s6lido suelen utilizar electrones de alta energia para monitorear el crecimiento, por
ejemplo, de semiconductores (RHEED) con la famosa técnica de Epitaxia por Haces Moleculares (MBE) [11].
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En 1925 (el joven fisico) Werner Heisenberg propone una teoria de la mecénica basada en matrices
(aunque él nunca habia oido hablar de matrices) que fue desarrollada de inmediato por Max Born y
su joven asistente, el matematico Pascual Jordan. Paralelamente Erwin Schrédinger desarrolla otra di-
reccion independiente de investigacion, surgida de la proposicion de De Broglie y Einstein. Su esfuerzo
culminé en 1926 con una version diferente, pero equivalente a la anterior, de la mecénica cuantica y que
involucraba una ecuacion, que explicitamente introduce la relacion de De Broglie A = h/p, y que sinteti-
za el conocimiento sobre el comportamiento de los sistemas atémicos acumulado hasta esas fechas'®. La
ecuacion de Schrodinger describe la dinamica de la onda de De Broglie mas general, funcion de estado o

funcion de onda (7 ,t), bajo cualquier potencial escalar V(7) sobre una particula (sin espin):

- 0
(1.2.2) HY(7 1) = iha@(?t),
donde H = % + V(7)) es el operador hamiltoniano y p = —ihV el operador momento.

Habia surgido la mecénica cuéntica. No obstante, la preocupacion de De Broglie sobre el significado
de la onda asociada a la particula y sus consecuencias seguiria vigente por mucho tiempo (hasta la fecha
es un tema de discusion). Parte de la respuesta se encuentra en los experimentos de mayor grado de

simplicidad conceptual: la interferencia y difraccién de corpusculos.

1.3. Difracciéon de corpusculos por rendijas

Durante el examen doctoral de De Broglie, él afirma como respuesta a una pregunta de Perrin que
deberia mostrarse la posible existencia de ondas fisicas mediante el experimento de difraccion de electrones.
Para De Broglie la fase de las ondas asociadas al movimiento corpuscular poseen un carécter fisico. Los
experimentos de Davisson y Germer, y los de Thompson confirmaban que habian situaciones en las cuales
los electrones se comportan en forma analoga a como lo harian los rayos X. Los experimentos con dtomos
y moléculas de Estermann, Frisch y Stern apoyaban esta situacion pero dejaban ver que la existencia de
una onda fisica real asociada a cada corpusculo podria no ser correcta.'’.

Queda la cuestion de como interpretar el fendémeno ondulatorio asociado al movimiento de corpiisculos.
., Ondas de qué? Para intentar una respuesta tenemos que recurrir a los experimentos de mayor grado de
simplicidad conceptual: los de interferencia y difraccion. Analicemos el siguiente experimento puramente
conceptual (Gendakenexperiment). Un aparato lanza particulas hacia una placa que tiene una rendija
y detras de ésta hay una pantalla que registra como son dispersadas. Vamos a suponer que todas las
particulas son lanzadas en la misma direcciéon y velocidad formando un haz poco denso. Podemos esperar
una distribuciéon de particulas transmitidas casi rectangular ya que sélo los bordes de la ranura desvian a las
particulas y no la cavidad de la ranura. Lo mismo podriamos esperar con dos o més rendijas (vea la figura
1.3.1). Tapar una rendija solo hara que dejemos de ver el manchon rectangular correspondiente. Esto es lo
que pasa clasicamente con corpusculos de dimensiones macroscopicas. Sin embargo, no podemos esperar lo
10Fyeron los esfuerzos de Dirac (1925-1926) y Neumann (1932) los que dieron una estructura matemaética formal y elegante
a la mecénica cuantica y que es usada actualmente en los cursos avanzados.

H Actualmente no se refuta el hecho de que haya una propiedad ondulatoria asociada al movimiento de todo corpusculo
y, de hecho, es base del gran desarrollo electréonico de los tltimos 50 anos. Por ejemplo, en los microscopios electronicos o
proténicos se logran amplificaciones del orden 103 veces mayores que los microscopios épticos, manejando a los corpusculos
como un haz de ondas con longitud de onda de De Broglie. Sin embargo, que la solucién a la ecuacién de Schrédinger W
para una particula sea la de una onda no es motivo para interpretarla como una onda fisica en el espacio ordinario. Cuando
se resuelve la ecuacion para la dinamica de n particulas, la solucién es una “funcion de onda” en un espacio de configuracion
abstracto de 3n dimensiones y no n ondas interaccionando en el espacio ordinario de configuracién. Citando a Ballentine
[12], “la mal interpretaciéon de ¥ como una onda fisica en el espacio ordinario es posible solo porque la mayoria de las

aplicaciones comunes de la mecanica cuéntica son de estados de una particula, para las que el espacio de configuracién y el
espacio ordinario son isomorfos”.
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F1Gura 1.3.1. a) Experimento gendaken de la doble rendija con particulas. b) Resultado
esperado clasicamente.

(@) (b) (

F1GURA 1.3.2. Patrones de difraccién de electrones obtenidos por Claus Jénsson [13]. a)
Una rendija, b) dos rendijas y c) tres rendijas.

|
c)

mismo cuando las particulas implicadas en el experimento son electrones, segiin hemos visto. La pantalla
que registra a los electrones podria ser por ejemplo una pelicula fotografica. La prediccion de la mecéanica
cuantica, como veremos luego, son distribuciones de los electrones transmitidos como las de la figura 1.3.2.
Se observa un méximo central en las distribuciones y una serie de maximos (y minimos) secundarios que
exceden visiblemente el nimero de rendijas. Si tuviésemos més rendijas se deberia esperar una distribuciéon
todavia méas complicada pero muy parecida a la que se formaria usando luz monocromética, en donde
las ondas provenientes de cada rendija se superponen (interfieren) sobre la pantalla y crean el patrén de
difraccion. Aunque las ondas pueden interferir constructiva o destructivamente por tener fases diferentes
es mas dificil pensar en la interferencia destructiva de corptsculos (disminuir el nimero de corpusculos
agregando otros). La comprobacion experimental de que existen tales patrones de difraccion estuvo a
cargo del aleman C. Jonsson hasta 1961 [13]. Brevemente comentamos el experimento.

C. Jonsson supera dificultades técnicas que no tomamos en cuenta durante nuestro experimento
gendaken. Habia que tomar en cuenta que la longitud de onda del haz de electrones debia ser muy pequena

para obtener resultados razonables. Jonsson trabajé con electrones acelerados por un potencial de 50 kV
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FIGURA 1.3.3. Aparato de difraccion de electrones de Jonsson [13].

que corresponden a una longitud de onda de De Broglie de 0.05 A'?. Habria que construir rendijas con
dimensiones mas pequenas que un atomo, fundamentalmente imposibles de realizar en cualquier material
solido. Para contrarrestar esta limitacion (pues Jonsson logro solamente crear rendijas de alrededor de
1pm) se tendria que lograr una iluminacién perfectamente coherente!? e intensa y una buena amplificacion
de los patrones de interferencia muy finos. Su arreglo experimental se muestra en la figura 1.3.3. Debi6 de
eliminar las perturbaciones magnéticas debidas a las fluctuaciones en el voltaje. Algunos de sus resultados
se muestran en la figura 1.3.2.

;Coémo puede la perspectiva de los electrones como particulas justificar éstos patrones de difraccién?
Antes este mismo experimento se habia usado para descartar que la luz era un corpisculo. Ahora estamos
hablando de electrones que son corpusculos y el experimento sugiere un comportamiento ondulatorio.
Se podria argiiir que los electrones son como las moléculas de HoO del agua que en conjunto y en gran
ntimero pueden llegar a comportase ondulatoriamente. Es decir, podemos decir que el fenémeno es de
tipo cooperativo. Sin embargo, la realidad es diferente. Podemos hacer la intensidad de nuestro haz muy
baja de forma tal que se emita un electron a la vez y que el tiempo entre emisiones sea suficiente para
que cada electron llegue independientemente a la pantalla'*. Como veremos en las proximas secciones, la
mecanica cudntica predice que habran patrones de difraccién en esta situacién para cualquier niimero de
rendijas. Esta version del experimento fue realizada por primera vez en Bolonia (en italiano, Bologna) por
12Para deducir la longitud de onda de De Broglie A del electrén en el haz a partir del voltaje V se utiliza la expresion relativista
de la conservacion de la energia mc?//1 — (v/c)2 — mc? = eV y el momento relativista p = mv/y/1 — (v/c)2 = h/A y
obtenemos directamente que A = Ag/v/(1 + eV/mc2)Z — 1, donde A¢ = h/me (longitud de onda de Compton), m la masa
del electrom, c la velocidad de la luz y e la carga del electrom.
13para la luz visible la condicién de coherencia angular se satisface normalmente si aa < X\ donde a es el ancho del area a
iluminar y « el d4ngulo de abertura (4ngulo subtendido por la fuente de iluminacion en el plano de las rendijas). Esto no es
ningan reto para luz visible pero si para las longitudes de onda de los electrones. Como no podemos hacer las rendijas tan
pequenas debemos hacer « lo mas pequeno posible.

141 3 version de este experimento con fotones fue realizada por L. Biberman y colaboradores en la URSS en 1949, L. Janossy
y colaboradores en Hungria en 1958, R. L. Pfleegor y L. Mandel en Estados Unidos en 1967, entre otros. Sin embargo, desde
1909 Geoffrey Ingram Taylor [14] ya habia realizado un experimento en el cual mostraba que ain con una luz equivalente a

“una vela prendida a una distancia mayor a una milla” se podian formar franjas de interferencia. Esto llevé a Dirac [15] a
decir su famosa frase de que “luego, cada foton interfiere s6lo con el mismo”.
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Ficura 1.3.4. Bosquejo simple de un biprisma de electrones e interferencia de electrones
saliendo de una fuente muy débil.

O. Donati, G. F. Missiroli y G. Pozzi [16] en 1972 (y P. G. Merli [17] en 1974) utilizando un biprisma
de electrones que hace las veces de una doble rendija'® (con la ventaja de que simplifica el fenémeno a
interferencia pura). Un biprisma esencialmente es un cable conductor muy delgado en angulo recto con
el haz de electrones que divide a éste ultimo en dos componentes y que permite observar interferencia
entre ellos (vea figura 1.3.4). Sin quitarle crédito a los autores de este experimento, hemos decidido mejor
presentar resultados mas recientes de 1989 [19] de Akira Tonomura y colaboradores del Laboratorio de
Investigaciones Avanzadas Hitachi en Tokio debido a la claridad de sus fotografias!S.

En Hitachi utilizan un microscopio electrénico de emisiéon de campo equipado con un biprisma y
un sistema contador sensible a la posicion de los electrones. Los electrones se emiten de un filamento de
Tungsteno por un voltaje de alrededor de 3-5 kV, y son acelerados posteriormente a través de un potencial
de 50 kV. Después de que los electrones se dividen por el biprisma de electrones, las dos componentes del
haz de electrones se recombinan en el plano de observacion, donde el patron de interferencia se graba en
video. Sus resultados se sintetizan en la figura 1.3.5.

Para darse una idea de la velocidad a la que viajan los electrones (~0.41 de la velocidad de la luz),
ellos pueden dar tres vueltas alrededor de la tierra en un segundo. Como se observa de la figura 1.3.5,
Hitachi afirma en 2006 en su pagina web que puede emitir menos de 10 electrones por segundo. En su
articulo original de 1989, los electrones arribaban a la razén de 1000 por segundo, que equivadria, por
recorrer una distancia de 1.5 m en el microscopio, a un intervalo medio entre electrones sucesivos de 120
km (si no hubiese obstaculo en su camino). Actualmente Hitachi ha separado a los electrones en casi 3
ordenes de magnitud més.

Aceptando que los electrones individuales fuesen ondas fisicas reales (atin cuando nunca ha sido
asi, pues siempre se detectan como objetos puntuales con carga, masa y espin fijos), para que exista
interferencia se deberia tener que al menos dos electrones pasen por ambos lados del biprisma de electrones
simultaneamente. Sin embargo, como hemos visto, esto nunca puede ocurrir puesto que jsélo hay un
electrén en el microscopio a la vez!, 10 por segundo. Como vemos, es improbable que exista un fenémeno
15va en 1954, Gottfried Mollensted y Heinrich Diicker de la Universidad de Tiibingen en Alemania, habian desarrollado y
utilizado el biprisma de electrones como un analogo al biprisma de Fresnel para generar franjas de interferencia por un haz
de electrones [18].

16D¢ hecho, Hitachi muestra en el enlace http://www.hqrd.hitachi.co.jp/em/movie/doubleslite-n.wmv la grabacién de
la formacién de las franjas de interferencia en su experimento.
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FiGura 1.3.5. Evoluciéon en el tiempo del patréon de interferencia de electrones. El
namero de electrones acumulados en la pantalla son a) 8 electrones; (b) 270 electrones;
(¢) 2000 electrones; (d) 6000 electrones. El tiempo de exposicion desde el principio a la
etapa (d) es de 20 min. (fotografia en http://www.hqrd.hitachi.co.jp/em/doubleslit-£2.cfm)

cooperativo de cualquier tipo en los electrones del haz bajo estas circunstancias como para generar tal
patron de interferencial”. Hoy por hoy, este fenomeno extraiio de tipo ondulatorio ha sido demostrado no
solo para electrones, sino para neutrones [21], &tomos [22, 23] y moléculas tan grandes como Carbono-60

[24] y Carbono-70 [25]. Sobre los neutrones y atomos hablaremos en la proxima seccion.

1.4. La funcion de estado o funcién de onda (campo de Schrédinger)

De los resultados de Hitachi podemos observar dos cosas. La primera es que aunque se hace la misma,
preparacion de los electrones (emision, aceleracion, colimacion, etc.), éstos llegan por lo general a un lugar
diferente e impredecible en la pantalla; en otras palabras, una preparaciéon especifica (del objeto a medir)
no determina el resultado de las mediciones subsecuentes (asi como dos resultados iguales no implican
que el objeto medido se haya preparado igual). Esta observacion de como se comporta la naturaleza es
la que no esperariamos clasicamente. Aqui se encuentra el misterio del que hablaba Feynman, ;qué hace
que los electrones se comporten tan azarosamente?

Lo segundo que podemos observar es que en la pantalla se forma una distribucién bien definida de
la llegada de los electrones parecida a la de un patron de interferencia por luz. Por otro lado, al resolver
la ecuacion de Schrodinger para este problema (nosotros lo haremos estrictamente en el proximo capitulo
para el caso de difracciéon de particulas por una y dos rendijas) se determina que la solucion (funcion de
onda) resulta ser precisamente la misma que describe a ondas de luz interfiriendo, que es muy grande en
magnitud en ciertas regiones y despreciable en otras, tal como sucede con la distribucién de electrones
en la pantalla; donde la funcion de onda es de mayor amplitud hay mas electrones y menos donde la

amplitud es menor. Max Born serfa el primero en postular (1926) que precisamente, la probabilidad de

17g¢ podria representar a cada electréon por un paquete de ondas, de forma que cada electrén no sea perfectamente monoen-
ergético o no tenga una longitud de onda bien definida (asf como en 6ptica existe luz no monocromatica). Por la relacion de
incertidumbre, el paquete de ondas asociado a cada electréon tendria una distancia longitudinal de coherencia l. y una dis-
tancia transversal de coherencia l+. jPodria ser esta la causa de la interferencia entre electrones? La respuesta es un rotundo
no de Silverman [20] quien hace los cilculos en base al experimento Hitachi de 1989 y encuentra que l. ~ 7,9 X 10~ %cm
(despreciable ante los 120 km de separacion efectiva entre electrones), y Il ~ 140pum. Luego, no hay porque abandonar el
concepto de particula monoenergética como sugieren innumerables autores.
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FiGURA 1.4.1. Patréon de difraccion de neutrones de longitud de onda de De Broglie
promedio 19.26 y 18.45 A, pasando por una (93 pm) y dos (21.9 [rendija 1] - 104.1 [sep-
aracion] - 22.5 [rendija 2] pm) rendijas, respectivamente. Las curvas solidas representan
las predicciones teoricas por primeros principios, de acuerdo con Zeilinger y Géahler [21].

que los electrones lleguen a una region dada (77,¢) del espacio y del tiempo esta determinada por el
cuadrado de la amplitud que tiene la funcién de estado en esa region del espacio y del tiempo: |¥(7,¢)|2.
Una comprobacién experimental precisa de esta afirmacion es la difracciéon de neutrones.

La difraccion de neutrones es muy importante pues, a comparacion de los experimentos con electrones,
se obtiene una mejor precision por su neutralidad eléctrica y lo pequefio de su momento magnético (pues
los aparatos no afectan tanto a los neutrones). Los experimentos de difraccion de neutrones por rendijas
se habian realizado ya desde 1969 con resultados que comprobaban la teoria cualitativamente hasta semi-
cuantitativamente (lo mismo con otras clases de particulas)'®. Esto motivo a Zeilinger y Géhler en 1988
[21] a medir los patrones de difraccion de neutrones frios (A ~ 2nm) en rendijas simples y dobles de
dimensiones de 20 a 100 pm con resultados que han confirmado con mucha precision las predicciones
cudnticas (vea figura 1.4.1). Algunos detalles interesantes en su experimento es que la fuente emite 1
neutréon cada 2 s, y el tiempo necesario para que cada neutrén recorra el aparato de medicion es de tan
solo 0.1 s. Los neutrones transmitidos se cuentan moviendo en pasos (lateralmente al haz) una rendija de
escaneo, o “scanning slit”, a través del plano de observacién.

De las observaciones concluimos, pues, que una preparacion especifica no determina el resultado

de las mediciones subsecuentes, sino so6lo la probabilidad de los resultados posibles. De forma que los

18nicialmente los experimentos con neutrones tenian limitaciones técnicas por las fuentes que los emitian. Los llamados
neutrones térmicos con longitud de onda de alrededor de 1A no podian analizarse con tanta precisién como se hace ahora
con los llamados neutrones muy frios, con mayor longitud de onda.
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electrones no dejan de ser “particulas”, no obstante, la funcién de estado que describe un ensemble® de
ellos preparados idénticamente, si tiene un comportamiento ondulatorio. A cualquier proceso repetible que
lleve a probabilidades bien definidas para todos los observables (un observable es una variable dindmica que
puede, en principio, ser medida) se le llama un “procedimiento de preparacion de estado” o simplemente
“estado” y, por axioma, le correspondera una funcion de estado (o en el caso mas general, un operador de
densidad).

Finalmente, y como habiamos mencionado, el experimento de la doble rendija se ha llevado también a
cabo utilizando atomos de He [22] (mas recientes y mejores resultados se encuentran en [23]) con rendijas
de 1 pm de ancho y 8 um de separacién, y con longitudes de onda de 0.56 a 1.03 A%, La longitud de
onda de De Broglie en estos experimentos es por lo general méas pequeiia que el didmetro de la particula?!,
mientras que en la difraccion de electrones o neutrones es mucho mas grande. De aqui que la longitud de
onda de De Broglie de ninguna manera representa una medida del tamano de la particula.

A manera de conclusion de esta seccion, remarcamos: las manifestaciones del comportamiento ondu-
latorio son estadisticos en la naturaleza y siempre surgen como resultados colectivos de muchos eventos,

como en nuestro caso, de corpusculos iguales pasando por una doble rendija.

1.5. Mas alla de la mecanica cuantica

Hasta ahora queda claro que la realidad generalmente va méas alla de nuestros sentidos. El intelecto
humano extiende sus sentidos utilizando la tecnologia y se ha llegado al punto de pensar que lo tnico que
podemos anticipar de algin fenémeno es la probabilidad de que ocurra. La mecéanica cuantica describe
muy bien estas probabilidades dentro de su ambito de validez. Entramos a un terreno filoséfico, muy
discutido y del cual hablaremos poco. jEn verdad la naturaleza es tan azarosa o es que nuestras teorias
hasta la fecha no bastan para describirla? Es la oportunidad que se da el autor de la presente para definir
su forma de pensar y de proceder: realista y de acuerdo al método cientifico.

Que la interpretaciéon y la matematica de una teoria, modelo o procedimiento describa bien dentro
de un rango o escala a la naturaleza, no significa que definitivamente esté correcta. Un positivista podria
opinar lo contrario. Y es que durante siglos hemos aprendido que nuestras teorias no son definitivas y son
renovadas por mejores y mas predictivas teorias que cambian nuestra concepcion del universo. Creemos
que nos acercamos cada vez més al conocimiento total de la naturaleza, aunque nadie ni nada asegura
que llegaremos hasta el final.

En el experimento de la doble rendija, particula a particula atraviesan las rendijas y llegan a la
pantalla en una localizaciéon que es probable de acuerdo a la teoria cuantica. ;Y por cudl rendija paséd
la particula? No sera el primero en preguntarselo (estoy seguro que cada persona, fisico, filosofo, etc., se

lo debié haber preguntado alguna vez). Richard Feynman lo discute ampliamente en sus libros [1, 26].

19Un ensemble es una coleccién hipotética infinitamente grande de réplicas del sistema fisico, cada una de las cuales se
encuentra en uno de los posibles estados dinamicos del sistema, consistentes con el hamiltoniano, las condiciones de frontera,
etc. El ensemble no debe confundirse con un haz de particulas, que en realidad es un sistema de muchas particulas y cuya
dinamica esta descrita diferente. Podemos decir que tanto en el experimento de Hitachi como en el de Zeilinger y Gahler, si
se hizo aproximadamente la preparacion de un ensemble, al hacer la densidad del haz de particulas tan baja que s6lo una
particula a la vez estaba en vuelo, y lograr que no hubiera correlaciones entre particulas sucesivas.

20Carnal y Mlynek [22] hacen una lista de aplicaciones de interferémetro del tipo de doble rendija. Mediante un campo
externo variable se menciona que se podrian hacer pruebas al efecto Aharanov-Casher, demostraciones de la fase de Berry, o
mediciones del cambio de fase causado por un sistema de referencia rotando o acelerandose. También, con los interferémetros
de 4tomos se pueden averiguar varios efectos por interacciones luz-atomo resonantes.

21E] radio atémico reportado del Helio es de 0.49 A (Kenneth Barbalace http://klbprouctions.com/. Accessed on-line:
7/6,/2006, http://EnvironmentalChemistry.com/yogi/periodic/He.html). El radio atémico es la distancia que existe entre el
nicleo del atomo y el electron estable mas alejado del mismo.
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El problema clasico que surge es al pensar que el paso de la particula por una rendija (1) o por la
otra (2) son eventos excluyentes (o independientes) y cuyas probabilidades se deberian poder sumar: la
probabilidad P(x|1 y 2 abiertas) de que una particula llegue a un punto z en la pantalla con ambas
rendijas abiertas es igual a la probabilidad P(z |1 abierta y 2 cerrada) de que la particula llegue a x
pasando por la rendija 1 con la rendija 2 cerrada més la probabilidad P(z |1 cerrada y 2 abierta) de que
la particula llegue a x pasando por la rendija 2 con la rendija 1 cerrada. Sin embargo, esta adicién simple de
probabilidades no predice el patron de difraccion observado (compare los patrones de la figura 1.3.1b con los
de la figura 1.3.2). Del experimento deducimos que P(x |1 y 2 abiertas) # P(x |1 abierta y 2 cerrada) +
P(x|1 cerrada y 2 abierta) y este resultado no contradice a la teoria de la probabilidad, como varios
autores afirman. Para una discusion detallada puede consultar [27] seccion 5.8. Lo que nos esta diciendo
el resultado anterior es que el paso de una particula por una rendija o por otra no son eventos mutuamente
excluyentes. Es decir, en realidad si existe un efecto fisico o interaccion de la rendija adyacente abierta,
digamos 2, sobre la particula pasando por la rendija 1, y esto se refleja en las distribuciones de probabilidad
obtenidas. Pero, ;como se produce esta correlacion?

Regresando a la pregunta de por cudl rendija pasé la particula, es bien sabido que cada vez que
se ha intentado medir por cual rendija pasa la particula, inevitablemente se ha perdido el patron de
difraccion caracteristico de la doble rendija. Heisenberg y Bohr (y muchos otros hasta la actualidad)
aseguraban que es el principio de incertidumbre el responsable de cada intento fallido (y de cualquier
intento en el futuro) de la preservacion del patrén de difraccion??. Desde nuestro punto de vista esto no
debe resultar sorprendente porque desde la secciéon anterior sabiamos que, si el estado de preparacion
cambia, las distribuciones no tienen porqué ser las mismas pues no se describe el mismo ensemble y, por
tanto, no es necesario invocar al principio de incertidumbre. Lo que sucede es la acciéon de un aparato de
medicién macroscopico que hace a los términos de interferencia despreciables®3.

En su libro sobre integrales de camino [26], Feynman encuentra una nueva forma de calcular la dis-
tribuciéon de probabilidad de las particulas difractadas por rendijas (y en general para cualquier sistema),
equivalente a resolver la ecuacién de Schrodinger. Feynman sugiere que cada particula, en su camino
desde la fuente que la produce, pasando por las rendijas, hasta la pantalla, puede tomar cualquier trayec-
toria (vea figura 1.5.1). Aunque cualquier trayectoria es probable (tienen cierto peso estadistico), esto no
significa que cada particula tome todas las trayectorias como, de nuevo, algunos autores interpretan. No
obstante, las integrales de camino de Feynman han probado ser una herramienta muy poderosa para hacer
calculos en sistemas muy complicados.

Durante la primera mitad del siglo pasado la mecanica cuéantica fue desarrollada para incorporar la
relatividad especial y el espin de las particulas. De ahi naceria la mecénica cuantica relativista. Poco
después se desarrollaria la electrodinamica cuéntica, la teoria de quarks para las interacciones fuertes o
cromodindmica cuantica y la teoria de Glashow, Weinberg y Salam que combina las fuerzas electromag-
néticas y débiles de una forma no trivial. Los fisicos han llamado a todos estos esfuerzos que no incorporan
a la relatividad general de Einstein con un modesto nombre: el Modelo Estandar. Recientemente se han
sugerido mejoras para incrementar el poder predictivo de la teoria como la supersimetria o la introducciéon
de dimensiones extras. Los intentos para incorporar los efectos gravitatorios (la relatividad general) corren

por parte de dos teorias actualmente en desarrollo y muy de moda: la teoria de cuerdas y la gravedad

22En muchos de los libros introductorios a la mecénica cuantica es comin ejemplificar el principio de incertidumbre de
Heisenberg con la imposibilidad de preservar el patrén de difracciéon de la doble rendija al medir por cual rendija pasan las
particulas a difractarse. Inmediatamente después se habla del “colapso” de la funcion de onda.

23Esta es una antitesis del colapso de onda. Para mayor detalle vea [28] y las referencias que ahi se citan.
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Ficura 1.5.1. Doble rendija y trayectorias de Feynman.

cuantica (o Loop Quantum Gravity). El comin denominador de todas estas teorias (con excepcion de
la relatividad general) es que se ha renunciado a la descripcion exacta o determinista de los sistemas en
consideracion (no existen las trayectorias en el espacio-tiempo). La mayoria de los fisicos han aceptado el
comportamiento aleatorio (por ejemplo, de los electrones) como un fenémeno irreducible a términos méas
elementales o “acausal”, y por tanto desde este punto de vista no hay mucho més que investigar en conex-
ion con esta azarosidad. Asi, en los tltimos 70 afios muchos fisicos han tomado una actitud “pragmaética”
que ignora las preguntas conceptuales y solo se interesa en desarrollar una teoria, a veces sin preocuparse
si el mundo predicho corresponde a lo observado pensando que esto es evidencia de lo mucho que se ha
avanzado en conocimiento.

Existe una corriente de pensamiento que interpreta a la mecanica cuantica como una teoria estadistica
pero que de ninguna manera la considera completa. Desde este punto de vista la teoria cuantica esta a nivel
puramente descriptivo (teorfa fenomenolégica) y las leyes fundamentales de la fisica son deterministas pero
no se conoce la causa del indeterminismo cuantico (teoria causal). Fisicos tan importantes como Einstein,
Schrédinger, Bohm, etc., estaban apegados a esta corriente de pensamiento y dieron muchos argumentos
que intentaban demostrar que la teoria cuantica es incompleta. Muchos otros trataron de contradecir estos
argumentos24.

En 1952 David Bohm [34] sugiere una interpretacion de la teoria cuantica en términos de “variables
ocultas”, una idea trabajada antes por De Broglie en 1926 y abandonada por ciertas criticas de sus
contemporaneos, como Pauli [9, 34, 35]. A pesar de los numerosos intentos de descartar las teorias
de variables ocultas, la teoria cudntica de Bohm demuestra definitivamente que si son posibles (aunque
hasta ahora no tienen mucho mas poder predictivo que la teoria cuéntica convencional). Considerando la

ecuacion de Schrodinger (1.2.2) y expresando W(7,t) en términos de su amplitud y fase como

(1.5.1) U(7,t) = R(7,t) expliS(7,t)/h],

24Fsta discusién ha sido larga y confusa. Una posible linea de revision para el lector interesado podria ser [29, 30, 31, 32|.
Una bibliografia extensa puede encontrarse en [33].
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se encuentra que,

(1.5.2) %?t) +V- [P(?,t)vs(m?’t)] —0,
T 0) 2 V2R(T,
(1.5.3) aS(at ) + V(T 0) + {V(r 1) — ;W] =0,

donde P(7,t) = R(7,t)? = |¥(7, t)\2. La ecuacion (1.5.2) es simplemente la conservacion de la proba-
bilidad, identificando el flujo de probabilidad como

(1.5.4) J(7,t) = P(?,t)w.
m

La ecuacion (1.5.3) es muy interesante: tiene la forma de una ecuacion de Hamilton-Jacobi [36]. Esto
sugiere que el ltimo término (todo el corchete) es un potencial efectivo que siente una particula de masa
m. El segundo término en el corchete es un potencial adicional al clasico, que depende de la totalidad del
sistema, y que suele denominarse potencial cuantico de Bohm:
h? V2R(7,t
(1.5.5) V(7 ,t) = _2mR(;’,t))'

.. . . |4
Si introducimos el campo de velocidades®®

S LT VST

1.5.6 1) = = ,
(15.6) " P(7,t) m
podemos definir las trayectorias cudnticas a través de

d? ——
(1.5.7) P v (T,t).

También, tomando el gradiente a la ecuacién (1.5.3), ¥’ (7, ) obedece la relacién

dv (7 ,t)

mel Y
dt

que tiene la forma usual de Newton (con un potencial adicional extranio). No es trivial demostrar que el

(1.5.8) = -V [V(7,t) + Vs(7,1)],

potencial de Bohm desaparece cuando i — 0. Si en efecto lo hiciese, la fase de ¥ y la funcién principal
de Hamilton en mecanica clasica (denotadas ambas con S) obedecen las mismas ecuaciones matematicas.
Este dltimo es un generador de trayectorias a través de su gradiente en (1.5.6). ;Es correcto interpretar la
fase de la funcion de estado como un generador de trayectorias reales? En las interpretaciones usuales de
la mecanica cuéntica no existe tal asociacion y esto sugiere una posible linea de investigacion. Se podria
extender el enfoque estadistico de la mecénica cuéntica identificando a las trayectorias cudnticas con las
trayectorias promedio reales. El modelo funciona pues la ecuacion de continuidad (1.5.2) garantiza que si la
densidad de probabilidad del ensemble de trayectorias cuanticas coincide con Py = |¥|? en algiin tiempo
inicial, luego el movimiento a lo largo de las trayectorias preservara esta igualdad para cualquier tiempo.
Philippidis, Dewdney y Hiley [37] en 1979 hicieron un célculo de las trayectorias cuénticas (resolviendo
numéricamente la ecuacion (1.5.7)) que describen el experimento de la doble rendija. Mostramos un
resultado mas reciente de Holland y Philippidis en la figura 1.5.2. Como se observa, la distribucion depende
de la densidad de trayectorias, formandose picos de difraccion debido a la fuerza producida por el potencial

cuéntico de Bohm. La forma precisa de cada trayectoria es sensible a cambios en las variables que describen

25L,a ecuacién (1.5.6) suele llamarse ecuacion guia o de orientaciéon (del inglés guiadance) de De Broglie-Bohm y se define
asi por analogia con la hidrodindmica.
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FI1GURA 1.5.2. Trayectorias calculadas por Holland y Philippidis [38] usando a ley de
De Broglie-Bohm (1.5.6) y la definicién (1.5.7). La funcién de onda es una superposicion
de paquetes gaussianos en la direccién y centradas en las rendijas. Note que ninguna de
las trayectorias cruza la linea de simetria.

los alrededores de la particula de una manera no-local por la correlacion que existe con el potencial
cuéntico, y por tanto cada particula viajando por el aparato “sabe” o responde a la estructura global de
su alrededor?®. Que estas correlaciones no locales existan?’ ya no puede ser objetada después de conocer
los resultados de los experimentos de Aspect [32]. De acuerdo a ciertos autores [39] estos experimentos
tienen una explicacién perfectamente causal a través del potencial de Bohm.

La teorfa cuéntica de Bohm ha sido mejorada y extendida a lo largo de los anos para describir el caso
més general de sistemas de varias particulas relativistas con espin, distinguibles e indistinguibles (vea por
ejemplo [28, 38, 40]). Sin embargo, hasta ahora no se ha logrado una descripcion totalmente determinista
de la trayectoria de cada particula. Los intentos de De Broglie con su propuesta de una doble solucion
[9, 35| han sido abandonados casi totalmente (solo algunas ideas implementadas en la teoria cuantica
de Bohm). En esta teoria se proponen dos ondas diferentes, una que es objetiva y representa la realidad
fisica, que por su relacién intima con la particula permite determinar su comportamiento. La otra es
una construccion subjetiva que se basa en la informacién que se posee de la onda objetiva y provee una
representacion probabilista de la particula (la funcién de onda). Debido a que la primera onda deberia
tener una singularidad que estuviese asociada con la particula, la matematica se dificulta bastante pues
implicaba no-linealidad en las ecuaciones.?®
Las teorias estocasticas parecen ser una opciéon con méas futuro para explicar de forma objetiva el

comportamiento azaroso de las particulas. La mecdnica estocdstica con procesos Markovianos ha dado

26Esto da en cierta forma una explicacion de porqué cuando se cierra o se perturba por observacion una de las dos rendijas
el patrén caracteristico de la doble rendija desaparece, al parecer de forma instantédnea, y lo que se observa es el patrén
caracteristico de una rendija.

27A causa de esta aparente no localidad, el modelo del potencial cuantico fue visto por mucho tiempo como una curiosidad
matematica sin significado fisico.

28F] lector interesado en las diversas propuestas alternas a la interpretacion ortodoxa podria consultar el libro de M. Jammer
[41] o la bibliografia recomendada en [33].
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resultados muy alentadores para seguir adelante suponiendo procesos mas complicados [42]. Otro “frente
de ataque” es por medio de la electrodindmica estocdstica, teoria en la que se supone que cada particula
esta sujeta a un campo electromagnético estocastico de fondo (ademas de que la particula a su vez radia a
causa del movimiento que adquiere) responsable de los fenomenos que llamamos cuanticos. De acuerdo a
Luis de la Pefia?® [43], “el hecho de que el campo de fondo interacciona con la materia, puede servir de base
para construir un argumento heuristico que explica una de las propiedades mas bizarras de los sistemas
cuanticos: el hecho de que una modificacion arbitraria en una parte del arreglo del dispositivo experimental
(como abrir una rendija) puede producir modificaciones en las trayectorias de electrones aparentemente
independientes, pero que se mueven en otra parte del dispositivo experimental (por ejemplo, que pasan
por otra rendija)”. Y agrega, “basta observar que toda modificacion del dispositivo afecta al patron del
campo de fondo en toda la vecindad; esto a su vez modifica el movimiento de los electrones que cruzan la

region afectada, debido a su acoplamiento con el campo”.

29E) investigador mexicano Luis de la Pefia es uno de los lideres en el desarrollo de la electrodinamica estocéastica (o
simplemente EDE). En su libro de introduccién a la mecéanica cuantica [35] hace una breve descripcion de la EDE y la
presenta como una alternativa seria, en proceso de exploracion, que serviria como base para la ulterior fundamentacion de
la teoria cuantica contemporanea. Luis de la Pefia refiere (en [43] p. 782) a la mecanica (cuantica) estocastica como una
version fenomenologica de la EDE. Una revisién mas extensa de la EDE se encuentra en [44].



CAPITULO 2

Modelo teérico

... Ahora sabemos cémo se comportan los electrones y la luz. Pero, ;como puedo describirlo? Si digo
que se comportan como particulas doy una impresion equivocada; lo mismo ocurre si digo que se comportan
como ondas. Se comportan en una forma particular e inimitable... Se comportan en una forma que no se

parece a nada de lo que hayan visto ustedes antes....

Richard Feynman (1967)

2.1. Dispersiéon por un potencial

Muchos experimentos en fisica consisten en dirigir un haz de particulas sobre un blanco compuesto
de particulas y estudiar los resultados de la colision. Nosotros estamos interesados en el estudio de la
dispersion elastica de las particulas incidentes por el blanco!. Como hemos visto, cuando tratamos con
particulas microscopicas debemos hacer uso de la Mecanica Cuantica y estudiar la evolucion de la funciéon
de onda asociada al fenémeno, en este caso, de dispersion. No se pretende atacar el problema en su forma

més general, por lo cual vamos a simplificar con las siguientes hipotesis:

1. Supondremos que las particulas que inciden y las del blanco no tienen espin.

2. No tomaremos en cuenta la posible estructura interna de las particulas. Nos restringiremos al
caso de dispersion elastica, que no afecta la estructura interna de las particulas.

3. Vamos a asumir que el sistema esta aislado; en otras palabras, que el potencial V', producido por

las particulas blanco, no depende explicitamente del tiempo.

2.2. Solucién analitica rigurosa al problema estacionario para una rendija

El problema a resolver es el de una onda estacionaria, con energia ¢ fija y conocida, que incide sobre una
pared impenetrable con rendijas en ella. Primero haremos la reducciéon del problema a uno bidimensional.
Para ello vamos a suponer una pared impenetrable de grosor finito b, que se extiende paralelamente a
todo el plano x — z centrada en y = 0. Existe una rendija (o abertura en la pared) localizada de z =0 a
x = a para todo z en los niimeros reales. El potencial esta dado por
oo z€(-00,0lU[a,00), y €[5, L] yVzER

(2.2.1) V(z,y,2z) =
0 en otra parte

1Las colisiones entre particulas pueden ser inelasticas y llevar, bajo ciertas condiciones, a numerosas reacciones (por ejemplo,
creacion y destruccion de particulas), particularmente si la energia de las particulas incidentes es alta. Cuando tales reacciones
son posibles, y uno detecta solo particulas dispersadas eldsticamente, se observa que ciertas particulas del haz incidente
“desaparecen”; es decir, no se encontraran en el haz transmitido ni entre las particulas dispersadas elasticamente. Se dice que
estas particulas son “absorbidas” durante la interacciéon ([45] complemento BVIII).

21
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>

i(x,y)| "

/\ \\\\\
[NRNX

F1GauraA 2.2.1. Rendija de difraccion. El haz incidente hace un dngulo a con el eje y. El
angulo 0 es usado para describir el patréon de interferencia.

Por construccion V (z,y, z) = V(z,y). Proponiendo la separacion de variables ¢(z, y, 2) = ¥ (z,y) f(2),

se sigue:
2 [ 02 0? 0?
[—2m (axg + o2 + 822> + V(%y’z)] o(z,y,2) =eg(z,y,2)
h? [ &2 02 h? d?
= 1) |5 (302 + ) + V)| 9G0) = G T35 = 20t
1 r? [ 82 0? h? d?
de donde se deben cumplir
h? [ 02 0?
(223) o (3 + ) + Vi) | wlos) = o) v
h? d?

(2.2.4) o g2l () = B f2).

De esta ultima ecuacion concluimos que el comportamiento en z es el de una particula libre, f(z) =
e*=* con k, = \/W = constante, y resta resolver (2.2.3). Desde este punto de vista decimos que
hemos reducido el problema de uno tridimensional a uno bidimensional; es decir, ya que la componente
z del momento lineal es conservada, podemos considerar sin pérdida de generalidad y con objeto de
simplicar las expresiones, que esta componente es nula. Por lo tanto, en este trabajo la funcién de onda
tendra simetria cilindrica (por ejemplo, vea la figura 2.2.1).

Evidentemente, en las paredes la solucion de (2.2.3) es cero, pues una fuerza infinita impide que la
particula penetre por éstas.

Sea,

(2.2.5) W{mmew

ve (oo0Jimoo) vy e 5,51}
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Para todos los puntos en W,

(2.2.6) Yw(x,y) =0,

donde hemos agregado un subindice “W?” para indicar que esta es la solucién de la funcion de onda en la
region definida por los puntos del conjunto W.

Por otro lado la ecuacion de Schrodinger estacionaria (2.2.3), en el espacio libre, queda

n [ 02 0?

(2.2.7) “om (8332 + ayQ) V(z,y) = EY(z,y).

Definimos ademas

2mE  p?
2._ —

(2.2.8) Moo= =

La energia E es no negativa. Sustituyendo (2.2.8) en (2.2.7), obtenemos

0? 02

Esta es la llamada ecuacion de Helmholtz. k es el nimero de onda (y es un nimero fijo, pues la energia

es fija) y es conveniente verlo como la magnitud de un vector al que se le llama vector de onda:

(2.2.10) K = (kaky),

.
(2.2.11) k= \ k ’ = JR2 k2.

La ecuacion de Helmholtz es también la que describe a las componentes del campo electromagnético
en el vacio y surge como consecuencia de la naturaleza ondulatoria de la luz. Generalmente se hace uso
de funciones de Green para resolver esta ecuacion para el problema de difraccion (vea por ejemplo [46]
cap. 10) y esta metodologia da soluciones que estan en términos de la misma solucion en alguna region del
espacio (ecuaciones integrales). Para obtener resultados concretos, generalmente se hacen aproximaciones
o suposiciones fisicas que no siempre son consistentes o que restringen los resultados a ciertas regiones
del espacio. Otra manera de resolver la ecuacion (2.2.9) es expandir ¥ en una base ortonormal adecuada.
La base que se utilice deberia ser conveniente y de acuerdo a la simetria del problema. A continuacion
desarrollamos una metodologia basada en esta idea.

Podemos suponer que nuestra funcién de onda v (z,y) se puede construir por una superposicion de
ondas planas con diferentes vectores de onda cada una, con la tnica restriccion de que la magnitud de
estos vectores sea k (debido a que esta magnitud fisica permanece constante en (2.2.9)), y por supuesto

pidiendo que 1 (x, %) cumpla las condiciones de frontera y de continuidad?. Debemos encontrar la funcién

de peso 19(?) que multiplica a cada una de estas ondas planas,
NR T
(2.2.12) Yla,y)= [ I(k)e dk.
k|=k

Simplemente hemos propuesto que la funciéon de onda se puede escribir como una integral de Fourier

3

bidimensional o transformada de Fourier® con la condicién de que la magnitud del vector de onda de las

ondas planas permanezca constante. Esta condicion introduce una dependencia entre k, y ky que reduce

2Es una propiedad de la ecuacién diferencial (2.2.3) que las funciones v y % sean continuas Yz € R? ([47] complemento HI),
a menos que en @ € R? exista una discontinuidad infinita del potencial V, la cual generalmente induce una discontinuidad

finita en 8@(;;;7) [48].

3Se recomienda ampliamente leer el apéndice B al lector no familiarizado con esta herramienta.
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la integral a una de Fourier unidimensional. Luego, por la simetria en x, podemos dejar a y en el espacio

de configuracién y hacer que p, sea la variable de Fourier asociada a x:

2.2.13 . “‘”d .
( ) Y(x,y) \/ﬁ/ (p p

Dividiremos el problema en tres regiones. 1) La region incidente, 2) la region transmitida y 3) la

region en la abertura.

1. Region incidente.

Sea,

(2.2.14) U= {(x,y) € R?

b
y22yx€R}.

Sustituimos (2.2.8) y (2.2.13) en (2.2.9):

o2 ( 1 / 0 "””dp) i ( / v ,z;,p,mdp)
zy Y z \/7 Y z
2 0o . 2
p 1 / Lpge 1 / (Z ) F Pz
U(ps, dp, = U(p., 7 Pz € dps+
hg\/ﬂ - (Pzsy)e p T l - (P2, y) | 2P p

+ > 82 (\If( )) %pzzd p Py hm
_ gz Fay))e P+ N (P, Y)

= F/ ( pz,y)+p h_pz‘lf(pm, )) Tdp, =0.

V2(z,y) + k2 (z,y)

Entonces

* (P P’ —p; foes
(2.2.15) [m (ayg\l’(pz,y)+ 2 Y (Pa, ))e dp, = 0.

Como (2.2.15) se cumple para toda y > g (o porque las ondas planas forman una base linealmente
independiente), entonces debe suceder que

2 2
P — Pz
a Q\I/(pw7 )+

h?
Definimos p,,, una nueva variable que toma valores reales no negativos (|p,| < p) e imaginarios puros

(Ipz| > p), como

(2.2.17) py = /p? — D2.

La solucion de (2.2.16) es bien conocida:

(2.2.16) LU(pe,y) =0 Vp, €R.

(2.2.18) Uy (pary) = A(pa)e™ 2V + B(p,)el m V.

Sustituyendo en (2.2.13):

(2219) w (.I y pz % Pal— puy)dp + / B(px)e%(lgszrpyy)dpw.

1
\ﬁ V2rh

La forma en (2.2.18) sugiere que la primera integral de (2.2.19) representa un paquete de ondas
incidente y la segunda un paquete de ondas reflejado hacia y > 0 (arriba). El primero tiene un vector de
momento ]7{ = (pz, —Dpy) vy €l segundo F; = (paz,py). De tal forma que A(p,) representa la distribucion

espectral (o de amplitudes) de la onda incidente, la cual nosotros en principio conocemos, y B(p,) la
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amplitud espectral de la onda reflejada, que debera ser una funciéon que dependa de la eleccion de A(p,)
y de la solucién que obtengamos en la rendija.

Cuando p, es imaginario puro, el paquete de ondas incidente deja de ser oscilatorio y crece expo-
nencialmente al aumentar y en la direcciéon positiva. Si y — oo nuestra funciéon de onda diverge y esto
fisicamente es inadmisible (un estado de dispersion tiende a particula libre muy lejos del dispersor). Luego,

debemos aceptar que la funcién A(p,) sea cero para |p,|’s mayores que p. Esto es:
(2.2.20) A(pg) = 0si [ps| > .

Por otro lado, no tenemos ningin problema si y crece demasiado en el termino correspondiente al
paquete de ondas reflejado pues éste decrece exponencialmente y se hace cero cuando y — oo. Estas son
las llamadas ondas evanescentes y que no podemos cometer el error de dejar de considerarlas en nuestro

analisis.

2. Regioén transmitida.

Sea
9 b
(2.2.21) D=<(z,y) €R yg—iyxeR )
El procedimiento es analogo al del caso anterior. Sustituimos (2.2.8) y (2.2.13) en (2.2.9) y llegamos
a que:
(2.2.22) Up(ps,y) = Cpa)e” WY + D(py)e *V.

La solucion seréa de la misma forma que (2.2.19) pero los coeficientes de las ondas planas son diferentes:

1 [ ; 1 [ ;
2.2.23 T,y) = —— C(py)er P=2=Pu¥)dp, + / D(p,)er PPy dp,
( ) Yo(@.y) = 7= /m (P2) p o ) (P2) p

La primera integral representa un paquete de ondas viajando hacia y < 0 (abajo). Este paquete,
por supuesto, es el transmitido, y a medida que podamos obtener la amplitud C(p,) seremos capaces de
describir el comportamiento de nuestra onda una vez que ha pasado por la rendija. La segunda integral
representa un paquete de ondas que viene desde y = —oo hacia la rendija (incidencia por abajo). Si se

restringe a la incidencia por arriba se debe tener*

(2.2.24) D(p,) = 0.

Note que ahora no hay ningtin problema cuando p, es imaginario puro, pues estas ondas decaerdn
exponencialmente al crecer y en su direccién negativa. Entonces, la funciéon de onda en todos los puntos

del conjunto D es:

1 oo P
2.2.25 z,Y) = —— Cpy)en P=r=Py¥)qp,
(2:2:29) vl = /_oo (pe) !

3. Regibén en la abertura.

Sea

(2.2.26) Sz{(x,y)éRQ — <y<l2)y0<x<a}.

b
2

4por supuesto, es posible resolver el problema con la condicién de incidencia por arriba y por abajo, simultdneamente. Sin
embargo, en aras de simplificar el problema solamente consideramos incidencia por arriba.
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A diferencia de los dos casos anteriores, en esta region tenemos condiciones de frontera en z. En z = 0
y © = a nuestra funcién se debe anular. Nos encontramos en un pozo de potencial bidimensional, cerrado
(infinito) por dos extremos (en la direccion de x) y abierto por los otros dos (en la direccién de y), una
especie de guia de ondas cuantica.

Aunque podemos intentar resolver el problema en esta region con la metodologia anterior, no es el
objetivo de este trabajo tratar de hacer las cosas mas dificiles de lo que son. Usaremos el método de

separacion de variables. Proponemos entonces que:

(2.2.27) Vs(@,y) = X(2)Y (y).
Sustituyendo en la ecuacion de Helmholtz (2.2.9) se sigue que
1 02 1 02
—X ——Y 2=

X (z) 0x? (z) + Y (y) 0y? () +# =0

1 82 1 82 p2 p2
2.2.2 _ R £ —_
( 8) = X (x) 0x? ()

Yo W e R

2
donde en el tltimo paso hemos usado (2.2.8) y hemos introducido la constante de separacion —£5. Claro
que esta constante de separacion la hemos escogido no positiva. Si suponemos que es positiva llegaremos
rapidamente a una contradiccion.

La solucion de (2.2.28) es inmediata,
(2.2.29) X(z) = qerP® 4+ Be 7"y
(2.2.30) Y (z) = ye FVPP =PV 4 st VP,
donde «, 3, v y 6 son constantes. Considerando las condiciones de frontera en z,
X(0)=0 = a+ =0,
X(z)= « (ei%“‘ — e_i%””) = 2ia sin (%x) )

X(a)=0 = 2io¢sin(%a)=0@£a:nﬂ Vn € Z,

h
(2.2.31) oo Xp(z) =dysin (%x) Vn € Z.
En esta altima ecuacién (como p toma valores discretos) hemos cambiado la notacion (p — py,, ):
h

(2.2.32) Pa, = 2

a

B 2
(2.2.33) Py, =1|p% — (m) .
: a
Luego, (2.2.30) queda

(2.2.34) Yo(z) = Wne_%p?/ny + SpefPn Y,

La solucién de la n-ésima funcion de onda queda (renombrando de nuevo las constantes):

(2.2.35) vs, (z,y) = Xn(2)Yo(y) = Ay e~ #PunY sin (%x) + Bue#Pun¥sin (pihna:) Vn € Z.
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La solucion mas general para la funcion de onda independiente del tiempo ¥g en la region definida

por S seré la superposicion de las funciones g, (x,y):

(2.2.36)  vs(z,y) Z s, (z,y) Z Ane ﬁpynymn( ) Z Bpe#PunY sin (ph x)

n=—oo n=—oo

Observe que el término n = 0 no contribuye a las series. También que en la primera serie los términos

n =m y n = —m pueden factorizarse gracias a la antisimetria de la funcién seno. Lo mismo pasa con los
términos n = m y n = —m en la segunda serie. Si ponemos

(2.2.37) am = Apm — A,

(2.2.38) bm = By — B,

es claro que ¥g(z,y) puede ser escrito como

(2239) ws(l‘, y) = ; ane_%pyny sin (%.’IJ) + Z bne%pyny sin (pLh"l‘) .

En resumen, hemos obtenido la forma mas general de las funciones de ondas independientes del
tiempo en la region incidente (U), en la transmitida (D), en la abertura (5), y en las paredes (W). Por

conveniencia definimos
(2.2.40) R=w|Js,

que representa el conjunto de todos los puntos en el espacio que se encuentran en la abertura de la rendija,

en sus paredes y dentro de éstas. Definiremos también
2 & Pax 2 NI
Zsin (—52x) = sin 0<zx<a
(2.2.41) on(T) == \/: (F-z) \/7 (%) - Vn € N.
0 para otras z’s

Se puede comprobar sin mucha dificultad que

(2.2.42) (pm (), pn(x)) = /OO on (x)on(x)de = 6 Y €N

—00

Podemos ahora escribir de manera maés condensada nuestras soluciones:

(2.2.43) Yu(z,y)

Yek (e tPyy) gy

(po)et P=a=

R il

(2.2.44) Zan ~wPunYp +Zbeﬁpuny z)

= i L

Observe que las incognitas son B(p,), C(pz), an’s y b,’s®. Tenemos una infinidad de incognitas (pues
n corre en los naturales). Seria bueno entonces considerar la continuidad de la funcion de onda en todo el

espacio, en particular:
b b
(2:2.46) Yol 5) = (. ),

5Hemos absorbido una constante \/g que aparece en la funcion ¢, (z) en las constantes any b, de (2.2.44).
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b

(2.2.47) ¥p(z, —*) Yr(z, —5).

Sabemos de (2.2.18) y (2.2.22) que las transformadas de Fourier de (2.2.43) y (2.2.45) son
(2:248) Ui (payy) = A(pa)e™ #70Y + B(py)ermvV,
(2.2.49) U (pa,y) = Clpg)e” 7P,

Es un poco mas complicado encontrar la transformada de Fourier de ¥ g:

Vipery) — ﬁ/ Won(z,y)] e P22 dz =

1 e @ > i 1 o i
= ape” WPun¥ / n (T ehp”dx] enP [ / n(z)e” #Pa%dx| .
nz::l [\/27rh —oosp () 2:: 2rh #nl)

(2.2.50) s UR(pe,y) = Z ane_%py"yén(pm) + Z bne%pyny@n(pm).

n=1 n=1
En este momento no calcularemos ®,,(p,.). Basta saber que se puede calcular y que es la transformada
de Fourier de nuestra funcion ¢, (z).

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados del signo igual en (2.2.46):

b b

7) = \IJR(pm 7)

\p Xy
vlp 5 5

N\c-

= A(pg)e #Pv3 + B(p,)erPv: = Za e~ 7P 3 B, (p,) +Zb e P B, (p,).

n=1 =
(2'2'51) B(pac) = Z ane_%(py"-i_py)%q)n(pw) + Z bne%(py” _py)g(bn(pz) - A(pz>e_%pyb'
n=1 n=1
Y también de (2.2.47):
b b
v ry T o = v Ty T o
p(p 2) r(p 2)

o0
:Zane%p %<I> (px) +Zb e~ P 3 P n (D).
n=1

n=1

[S[E)

= C(py)ei?

(2252) C(pw) — Z ane%(pyn _py)g@n(pa:) + Z bne_%(pyn"l'py)g(bn(pm).

n=1 n=1
De la ecuaciones (2.2.51) y (2.2.52) vemos que B(p,) y C(py) estan determinados explicitamente por
los valores de a,, y b, (aunque tenemos dos incognitas menos, atn restan una infinidad por determinar).
Para terminar de resolver nuestro problema restaria encontrar de alguna manera los valores a,, y b,.
Aun nos quedan dos condiciones que podrian servirnos en este momento. La derivada de la funcion
de onda también debe de ser continua. Pero hay que tener cuidado con este recurso pues en zonas donde
el potencial se hace infinito el enunciado anterior deja de ser verdadero. Entonces, es cierto que,

ad)U (.’E, y) _ al/JR(fﬂ y)
y B y b

Y=z

(2.2.53) 0<z<aq,

b
Yy=3
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(2.2.54) 9p(z,y) _ OYr(z,y) N
Oy y=—% dy y=—2%
Por conveniencia definimos las siguientes funciones:
8 x, (9 x,
(2:2.55) fulz) = M _ w 7
Y yfb Y y:g
8 :177 a x,
(2.2.56) fo(z) = ¢Da( y) Yr(z,y)
Y y=— b 6y y__%

Observe también que:

1 *° ad)U(l‘ay) Bz a < 1 /00 —jkx ) a\IIU(vay)
YRy = — , YRt = .
vV 2mh /;oo dy ‘ ! Oy \V2rh J - Yule,y)e v dy

Esto es, la transformada de Fourier de la derivada con respecto a y de la funcién de onda de la region

de arriba es igual a la derivada con respecto a y de la transformada de Fourier de la misma funcién de
onda. Lo mismo sucede con la funcién de onda en la regiéon de abajo y en la rendija. Luego, tomando la

transformada de Fourier de fi; y fp debemos tener:

OVy (P, O i (pa,
(2.2.57) Fu(ps) = w _ w 7
Y y:h Yy yzg
OV p (pz OV i (pa,
(2.2.58) Fo(py) = 222Eep)| - Pnleey)
Y y=-1% dy y=—2%

Note lo siguiente: tanto fir(x) como fp(x) son cero en la region 0 < = < a. Esto se sigue de inmediato

por la continuidad de la derivada de la funcién de onda en esta region. Luego,

(n(@), fo(z)) = /

0o 0

@@= [ (o) fol) e+ / e+ [ e ful) s =

o R =0 #0
¢ 12 snmx
= /0 \/;sm (T) fu(z)dx = 0.
=0
(2.2.59) oo (on(x), fu(z)) =0 VYneN.
Analogamente se encuentra que
(2.2.60) (pn(x), fo(x)) =0 VneN

Es importante notar del calculo explicito de (2.2.59) que atn cuando pueda existir una discontinuidad
de la derivada en y de la funcion de onda (vea nota al pie 2 en la pagina 23), esta situacion queda “borrada”
por las funciones base ¢, (), que son cero en el intervalo de la discontinuidad. Esto excluye la posibilidad
de que exista efecto tunel por las paredes, por mas pequeno que sea el grosor b.

Estamos a un paso de resolver el problema. Usando (2.2.59), (2.2.60) y el teorema de Parseval-

Plancherel (B.2.5) obtenemos que
(2.2.61) (Pn(pz), Fu(ps)) =0 VneN,

y
(2'2'62) (q)n(pw)7 FD(px)) =0 Vnel.
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Como veremos (2.2.61) y (2.2.62) son las ecuaciones que estabamos buscando para determinar a,, y
b,. Es facil ver de (2.2.48), (2.2.50) y (2.2.49) que

OVy (pa, j i j S
(2263 w0e0) _ (3} A0 + (1) Bloerne,
ov T > ) _ i = ) i
(2264) R@(Zy) = Z (e7% (_;pyn> e hpy"yq)n(pz) + Z bn (;pyn> (:’ﬁpy"yq)n(px)v
n=1 n=1
oV p (ps, ; .
(22.65) 2] — (= 4py) Clpoye o

Podemos sustituir el valor de B(p,) de (2.2.51) en (2.2.63) y evaluar en y = b/2:

a\IlU(pma y)

(2.2.66) B

2i i i > i b

n=1
+ (;py> Z bne%py"%q)n(px)'

n=1

y=2

Lo mismo sustituyendo C(p,) de (2.2.52) en (2.2.65) y evaluando en y = —b/2:

OV (ps,y) T N N .
- #Pun2 _—— —%Pyn 3

2.2.67
( ) ay n=1 n=1

Evaluemos (2.2.64) en & y —2:

U - e 7 igo b
M :Zan (hpyn> e:thy"Z(I) (P +Zb < Py, >6ihpynzq)"(px)-

b
2
Ahora podemos calcular (2.2.57) y (2.2.58) con (2.2.66), (2.2.67) y (2.2.68). Se encuentra que®

(2.2.68)

(o) . oo .
i 0} ip b
(2.2.69) Fy = {h (py +py,)e TP i :| + Z bn [h (py — Py, ) €7Pvm 2 (I)n] +

<.

=1
2 _ip b
(hpy Ae wPy2

y
> [ Z n _iPyn b
(2.2.70) FD:Zan _ﬁ(py_pyn) o ] +Zb |: (Py +py,)e G 2(I)n:| .
Finalmente, sustituimos (2.2.69) y (2.2.70) en las ecuaciones (2.2.61) y (2.2.62):
[0 i) b { _ip b
Cbm, FU nz:lan _ﬁe nPun 2 (q)mvpycbn) + ﬁpyne RPyn 2 (@ma (I)n):| +
(2.2.71) Db |1 (@) = i (0,0, +
n=1
21 _ip b
_%((bmhpyAe 2 yg):O Ym € N

6Para no hacer tan largas las ecuaciones, en lo que resta de esta secciéon, vamos a obviar la dependencia de Fyy, Fp, Ay ®,,
de pg.
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y

oo

(2.2.72) (@, Fp) = an {;emné (B, py®r) + %pyne%mn% (B, @n)] +

n=1
> i i
_ i b
+ Z by, [_he Pun 3 (D, pyPr) — +
n=1

hpy71€7%pyng (©m7 én):| = 0 Vm S N

Podemos escribir de manera condensada (2.2.71) y (2.2.72) haciendo uso de la ec. (2.2.42) y del
teorema de Parseval-Plancherel (¢, ©n) = (P, Pr) = Omn:

(2.2.73) Z MY an + Z pY by =ym  ¥Ym €N,
n=1 n=1
(2.2.74) S oA pan +> phbn =0 VmeN,
n=1 n=1
con
(2.2.75) AU = e P 3 (B, py®y) + Py, € FPIME G
(2.2.76) )\,[,)m — e#Puns (P, py®r) —pyme%pymgémm
2.2.77 U — eiPins (O, py®r) — py, e7Pm 26,
p“mn 7py pym b
(2.2.78) pE, = e RS (B, py By + Py, €7 FPIE G,
(2.2.79) o = 2 (@m,pyAe*%Py%) .

Estrictamente esta es la solucion del problema. Ya habiamos obtenido las funciones B(p,) y C(pz),
y habiamos dicho que estaban en funcion de la infinidad de términos a, y b,. Ahora hemos encontrado
el sistema que determina los valores de a, y b,. Este sistema estd dado por las ecuaciones (2.2.73) y
(2.2.74). Claro que en cada una de estas dos estan contenidas una infinidad de ecuaciones (para cada m
natural). En principio AY AP - uU 0 uU v 4, contienen integrales que pueden ser calculadas (al menos

numeéricamente). Para visualizar mejor a que hemos llegado, expresemos el sistema en forma matricial:

AL AL ay ph o mY opf e by M
(2.2.80) A1 A Ay a2 n HSy My iy - ba I L
- ALAL A a3 pSy My MS3 .- bs 3|
AR N ax R e S b1
APOAE NG az pd o ophowl ba
(2'2'81) )\D )\D )\D + D =
31 32

D D
33 - as H31  H32 M3z --- b3

Recapitulando, para resolver la ecuacion (diferencial) de Helmholtz, se ha desarrollado la funcion de
onda en una base continua en la regién U y D, y en una base discreta en la regiéon R. Es por esto que, al

imponer la continuidad de la funcion de onda y su derivada (esta ultima solo a través de la abertura), se
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llega a un problema algebraico. El hecho es que ahora debemos resolver este sistema de 2 ecuaciones, que
a su vez tienen una infinidad de ecuaciones, con una infinidad de incégnitas . El sistema puede escribirse

en la forma més compacta,

(2.2.82) AVT+MUTD =7,

(2.2.83) APT +MPY =0,

donde AV, MU, AP, MP, 7,3y b representan las matrices de coeficientes AU | uU AP 1D o
A, Y bm, respectivamente. En esta forma es facil mostrar que (vea apéndice A)

(2.2.84) T= MU () My

(2.2.85) 7= (MU (P) 7 (A7) - ()] T

Para obtener resultados concretos de estas ecuaciones deberemos truncar las matrices para incluir los
primeros n miembros o modos en la base {¢, ()}, necesarios para que la funcién de onda converja en
la regién calculada, es decir, que su grafica practicamente no se modifique por incluir n 4+ 1 modos. Este
proceso de convergencia iterativa se aplica a lo largo del capitulo 3 y 4 para obtener resultados confiables.

Finalmente, para completar la solucion, resta evaluar las entradas de las matrices. De (2.2.75)-(2.2.79),
es necesario calcular algunas integrales las cuales, como veremos a continuacién, no son triviales.

Consideremos las integrales del tipo (®,,,, p,®,). En el apéndice A se demuestra que
co y/pP>—p2(1—cos %)

—oo (122, ) (A —72. )

" o /7= (1-hcon 25
raPemPen f—oo (p2—p2,, ) (P2-12,)
0 en otro caso.

2h
Sy L dp,  n,m pares,

(22.86) (D, py®Py) = (P, py®rn) =

dp, n,m impares y

Las integrales de la ecuacion (2.2.86) son dificiles. De hecho no hemos encontrado una solucion cerrada
de ellas. Basta graficar el integrando de algunas para darse cuenta de la dificultad (vea figura 2.2.2 y 2.2.3).

Como podemos ver, los integrandos oscilan demasiado. Podemos llevar la integral al plano complejo
y aplicar técnicas de variable compleja para tratar de resolverla. De hecho, se ha logrado remover el
comportamiento oscilatorio con un cambio conveniente de camino de integracion [49]. En el apéndice A
se demuestra que los integrandos tienen singularidades removibles en p = +p,, vy p = £ps, y por tanto
no tienen polos. Luego podemos reemplazar la trayectoria de integracion inicial (que es el eje real) por I'y

mostrada en la figura 2.2.4. Como I'; es simétrica con respecto al origen, entonces podemos poner:

VETR (- (Chreosr) V2 (1 (k=)
(2287 /. fpzy,)(pfpzn)h R e NICETS

Para la integral sobre Fl podemos considerar el contorno de la figura 2.2.5. Es una consecuencia del

dz.

lema de Jordan que la contribucion de la integral sobre el semicirculo, cuando el radio tiende a infinito,
es cero. También se puede demostrar que la contribucion de A y A’ es la misma (a menos que p = py,) ).

Finalmente,

_ _(_ Dol \/m 1 — (_Dne%za
(2.2.88) / M(l tes i) g nén,m+2/ ( )dz,
A

) (pm -2,) " (22 =p2) (:2=12))
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FIGURA 2.2.2. Gréfica de /p? — p? (1 — cos ’T) (Pz *Pmm) (pm — pzn) , integran-
do de (2.2.86) cuando n y m son pares. Hemos puesto i=1ya=1.a)n=m=2, A=
03.b)n=2m=4,A=03.¢c)n=4,m=12,A=03.d)n=m =2, A =0.8. ¢)
n=2m=4,A=0.8.f) n =4, m =12, A = 0.8. La linea continua es la parte real de
la funcién, y la punteada la imaginaria.
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0-151) 0 0151\ 0.0002
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FIGURA 2.2.3. Grafica de /p? — p2 (1 + cos 22) (p2 —pﬁm)f1 (p? —pin)fl, integran-
do de (2.2.86) cuando n y m son impares. a) n=m =1, A=03.b)n=1,m=3, A=
03.¢c)n=5,m=13, A=03.d)n=m=1,A=08¢)n=1m=3, A=038.{)
n =25, m =13, A = 0.8. La linea continua es la parte real de la funcién, y la punteada la
imaginaria.
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donde ,, es el residuo del polo en z = p,, , el cual aparece ahora para m = n. Sobre A, exp(%za) ya no

oscila y el problema se reduce a una integral de una funcién bien comportada en el intervalo [0, c0]. El
programa utilizado para la solucion numeérica al problema de difraccion por rendijas (capitulos 3 y 4) usa
esta técnica de integracion. El namero de pasos o intervalos (particion) necesarios para la convergencia
numérica de las integrales se desconoce en principio (una buena conservacion de la probabilidad serfa un
indicativo de que hemos alcanzado el ntimero de pasos 6ptimo). Este ntumero de pasos en las integrales

asi como el niimero de modos en la base {¢,(z)} son pardmetros que en este trabajo son optimizados
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Alm(z)
I,
-p, " Re(2)

FI1GUrA 2.2.4. Trayectoria de integracion en el plano complejo. La linea Re(z) = p,
Im(z) > 0, y Re(z) = —p, Im(z) < 0 son los cortes ramales asociados con la raiz cuadrada

/p? — p2. Note que I'; evita los puntos Im(z) = 0, Re(2)= £p,,, .

Alm(z)
1—‘z //¥"——'“\~A
\ - BN
s 4* N
7 1 AN
L 1 4
,/ Al AN
, AN
// A ! : A \\
|
4 T, i \
\ ?Y pxn |
—p — N — — — — —— — | N . -
+ - ==~ >
-p p Re(2)

FIGURA 2.2.5. T'5 es la union de A, A’ y el semicirculo.

mediante un proceso de convergencia iterativa de los patrones de difraccién, la densidad de probabilidad

y la conservacion de la probabilidad”.

"En realidad existen mas complicaciones en el cilculo numérico, como por ejemplo, saber en que momento cortar las integrales
o el niamero de puntos (en la malla) para cada gréfica.
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Ficura 2.3.1. Difraccién por dos rendijas.

El segundo tipo de integral aparece en +,,. Para evaluar esta integral se necesita especificar la onda
incidente. Por ser de gran interés practico, en el apéndice A se estudia el caso particular en el cual la onda
iz, g) que incide sobre la pared es la funcion gaussiana en z,

4(x —x0)°
2 )

(2.2.89) Uiz, g) =exp |— .

y en consecuencia (siendo consistentes con (2.2.20)),

. 02 2 .
[ o2 P ((—l)me%pfa - 1) VP2 —pZe Tont g~ FPao
(2.2.90) Ym = B pzm/ dps.
a —p

p2 —p2

Esta integral también es complicada pero puede simplificarse de la misma forma como se hizo en el

andlisis anterior (deformando el contorno de integracion) y calcularse numéricamente.

2.3. Solucién analitica al problema estacionario para dos rendijas

Consideremos la misma reduccién del problema tridimensional a uno bidimensional analizada al prin-
cipio de la seccion anterior. Basta entonces resolver la ecuacion de Schrodinger (2.2.3) (bidimensional),
considerando dos rendijas en el plano xy simuladas por el potencial

(2.3.1) Viey) = 0 x € (—o00,0)U[a1,a1 +d]UJa1 + a2 + d,00) y y € [—%, %]

0 en otra parte
La geometria del problema se muestra en la figura 2.3.1. Nuevamente, en las paredes la funcion de
onda es cero. En el problema de una rendija ya hemos calculado la funcién de onda en la regiéon incidente
y en la transmitida,
1
V2rh

1

(2.3.2) Yu(@,y) = V2rh

[ At rtap, o [ Bty
. -

1 e i
2.3.3 Y) = —— C(py)er P=2=Pu¥)dp.
(2.3.3) ¥p(z,y) Tﬂh[ (pz)e p
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donde se ha definido, como antes,

(234) Dy =V p2 _p%7

con p, > 0 si |pz| < p, 0 p, =ib, b>0si |p.| > p.
La interpretacion de cada término es la misma que en el caso de una rendija. Tampoco es muy dificil

darnos cuenta que la solucién en la primera abertura es exactamente la misma que ya habiamos obtenido.

Sea
b b
= R? - d d _20
W= { () € 22| o € (w0000 Ulfussos + ) Jlor + 0z + o) vy € 5,51,
.| b b
Sy =1(r,y) €R —§§y§§y0§$S@1 )
| b b
So=1(z,y) €R —iéyﬁgya1+d§x§a1+az+d ,
entonces,
(2.3.5) Vs, () = Z S (@) + 3 b TV ().
n=1 n=1

Hemos cambiado por conveniencia la notacion:

(2.3.6) gny = "0

(237) Pn,1 =4/ p2 - qrgl,la
= <z<
(2.3.8) oW (z) = Varsin St = fasin e 0<o<a Vn € N.

para otras x’s

La solucion en la segunda abertura debe ser de la misma forma que (2.3.5):

(2.3.9) s, (1,7y) Zc e Yo (z) + Zdneﬁ%ygpf)(w),
n=1

n=1

con

(2.3.10) P2 = \/P? — G 5.

Debemos pedir que se cumplan las condiciones de frontera en z. Esto es,

(2.3.11) Vs, (a1 +d,y) =0,

(2.3.12) Ps, (a1 +ag +d,y) = 0.

Estas condiciones de frontera implican que:

i An,
(2.3.13) oD () = { frsin%ie—(@+d)]  atd<esata+rd oo
0 para otras x’s
donde
nmh
(2.3.14) (o = .
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Luego si definimos

(2.3.15) R=w S5,

podemos resumir nuestros resultados en las paredes y las aberturas:

Yr@y) = Y ane 7o (@) + > buehPrVolD (z) +
=1

n=1

+ Z cne*%p"'zy@f) (x) + Z dne%p"’zng) () =
n=1

n=1
2

e8] 2 o
(2.3.16) _ Z Z a® e~ iPn sy, (B (3) 4 Z Z bR e nPr s, (B) (),

k=1n=1 k=1n=1

donde en la ultima expresién hemos puesto

a;” = ap; b;l) = bp; ag) = Cp; bg) =d,.

La ultima igualdad en (2.3.16) es la mas conveniente pues resulta ser la forma de la solucion para el
caso general de N rendijas (k correria desde 1 hasta V). Todavia nos resta decir cuanto vale la constante
B2 de (2.3.13). Quisiéramos que las funciones 905? )(sc) sean ortonormales, como lo son las funciones go%l )(37)

No es dificil demostrar que (> debe ser

2
(2.3.17) By = \/:2

Procedemos a usar la continuidad de la funcién de onda,

b b
¢U(x7§) = wR(xa 5)7
lo que implica que sus transformadas de Fourier también cumplen esta igualdad:
b b
v s 5) = v Ty o
v(pe, 5) = Vr(pa, 3)
. 2 o ) ’ 2 o ) [
= A(ps)e#77% 4 B(p,)e?s3 Z Yoallemirriol (@) + 3N bPeirn ol (2).
k=1n=1 k=1n=1
2 oo i
(2.3.18) .. B(p,) = Z Za e~ (Pn, kﬂ?y)zq) )+ Zzb(k) % (P~ py)gq)( )(z) — A(py)e™ #Pub.
k=1n=1 k=1n=1
Y también por
b b
wD(xa_é) = ¢R($a_§)a
se debe cumplir la igualdad para sus transformadas de Fourier:
b b
v ry T o = Vv zy T 5 )
p(Pe: —3) (P2, —3)

2 o) 2 [e%s}
= Clpa)et?vs =33 aPe i T o (p,) + 3 ST pPehrer T o0 (p,).

k=1n=1 k=1n=1
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2 o
(2.3.19) o Clpe) = Z Z (k)eh(pn k—Py 2(I)(k) )+ Z Z bFe — % (pn, k+Py)2q)( ) (pa).-
k=1n=1 k=1n=1
La derivada de la funcién de onda es continua en zonas donde el potencial no se hace infinito (en las
aberturas):
0 , 0 ,
(2.3.20) W - w € 0,a1] | Jlas + d, a1 + az + d],
Y y=2 Y y=2%
87//D (Jf, y) 31/’1%(% y)
(2.3.21) — = - €10,a1]| Jla1 +d,a1 + a2 + d].
0y y=—% % y=—3% U
Como antes definimos
oy (x, r(x,
(2.3.92) fo () = an( Y) Vr(2,y) v
Y y=2 dy y=2b
2
8wD (:E7 y) awR($7 y)
2.3.23 =
( ) fD(fL') 8y yf_b ay y:_%

Observe que en general, si xEn)f y xglgp son los bordes inferior y superior, respectivamente, de la

l—ésima rendija, las siguientes igualdades se cumplen para cada m y I:
O] x(l)

/_ W% (2) fur )dx:/_myf @sfl)*(w)fu(ff)der/m P (@) fule )d$+/m o (z) fu(z)dz =0,

inf ‘sup

=0 #0 =0 =0  #0

de donde el posible tunelamiento por las paredes queda suprimido por las funciones base (,DsrlL) y la con-

tinuidad de la derivada de la funcion de onda por las rendijas. Luego,

(2.3.24) (gag? (2), fU(x)) =0 VmeN,le {12}
Anéalogamente,

(2.3.25) (@gjg (), fD(a:)) =0 VmeN,le{1,2).
Del teorema de Parseval-Plancherel,

(2.3.26) (q»,gg (D), FU(px)) =0 VYmeN,le{1,2}

y

(2.3.27) (89 (w2), Folpa)) =0 ¥meN,Le {1,2},

en donde Fyy (p.) vy Fp(p.) es la diferencia de las transformadas de Fourier de la derivada normal del campo

de Schrodinger por arriba y por abajo en los bordes de las regiones definidos por y =b/2 y y = —b/2:

alPU(pIa y) 3\1112(});5, y)
2.3.28 Fy(py) i= ————= - 0
(23.25) )= S| - SRt
a\I}D(vay) 8\I/R(pxay)
2.3.29 Fp(py) i= —————= - 0
(2320) oo = Spetl| et
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El procedimiento para calcular Fy; y Fpp es practicamente el mismo que el de una rendija. Se obtiene

qued

2330 FU — p +pn K)e hpn kz(b(k) + b(k) Py — Pk e%pn,kg(b(k) _|_
Y Y ) n

k=1n=1 k=1n=1

2 o

2 oo . .
7 i 2 i
(2331) Fp=33 o [h (P — o) ehpn,kg@glm] £3Y bW {h (Dy + Do) ehpn,kl;@%k)} .

k=1n=1 k=1n=1
Finalmente,
2 o 7 .
(2.3.32) (q)(l ) IR [ e~ Fonah <¢’(l),pyq>(k>) + P e P (¢>;§>,¢;k>)] n
k=1n=1
2 o ) .
+ZZb k) [ ehPnk (<I>,(£3,p ‘I)(k)) hpn,ke%p"‘ki (@Pﬁi),@ﬂ“)ﬂ +
k=1n=1
-2 (‘I)(l,pyAe npvz)zo VmeN, L e {1,2}
y
2 o
(2.3.33) ((I) ) Zzagv) [ RPN SN (q)(z) py<I>( )) + hp” LeFPnd (q)(z) (I)(k))]
k=1n=1
2 o
(k) _7pn k () (k) _ 2 Pn,k ) (k)
+3 5w [ Lem# z(cb py @V ) hpkeﬁ 2(<1> o )}
k=1n=1
=0 vm e N, [ € {1,2}.
Por el teorema de Parseval-Plancherel y debido a la ortonormalidad de las funciones gp( )( ) es claro
que
(2.3.34) (@LQ, <I>5ﬁ>) = GO
Luego, podemos escribir de manera condensada (2.3.32) y (2.3.33):
2 o
(2.3.35) >3 AR k>+zzu?<l’“ =49 meN le{1,2}y
k=1n=1 k=1n=1
2 o 2 o
(2.3.36) S OARERE L3N D PRI =0 meN, e {1,2},
k=1n=1 k=1n=1
donde,
(2.3.37) AU R) — o= fpnns (cbg?, py©;k>) + Ponge” TS, G,
(2.3.38) )\ZT(L“C) = e%pwk% (‘I)%),py(b;k)) —pm7l€%p"”’135mn5lk,

8Al igual que en la seccién anterior, obviamos la dependencia en p, el resto de esta seccién.
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(2339) u“mgzl W = ehpﬂ +2 ((I)gb)’pyq)%k)) _pm,leﬁpm'lgdmndlka
(2.3.40) pb AW = ik (@D, @0 + pyae” F E 0y
(2.3.41) WD =2 (@, p,Ae"Hrt ).

Note que, como era de esperar, hemos obtenido un sistema de ecuaciones infinito con infinitas incog-
nitas (agﬁl)’s y bg@)’s). Para cada [ hay dos ecuaciones y por cada m hay una mas. Como m € N entonces
tenemos una infinidad de ecuaciones. En principio, de estas ecuaciones deberiamos ser capaces de calcular

y b(l) para todo m y [ en los naturales. Como antes, serd necesario truncar las matrices asociadas
a las ecuaciones para obtener un resultado numérico. En que punto deben truncarse es el problema maéas
dificil en este trabajo de tesis, pues los calculos no siempre son del todo inmediatos. Hay que monitorear
que el resultado va convergiendo y esto hace el tiempo de computo atn més largo (sobre todo en este caso
de la doble rendija).

Se debe notar que ahora tenemos dos tipos de integrales:

(2.3.42) (@%),py@g)) le{1,2} (integral de acoplamiento entre modos de una misma rendija)

y
(2.3.43)
(fb%?,pyéglk)) I,ke{1,2} Il # k (integral de acoplamiento entre modos de las dos rendijas).

Las integrales del tipo (2.3.42) son las mismas que se calculan para el caso de una rendija (lo mismo
para (2.3.41)). Sin embargo, las integrales del tipo (2.3.43) obviamente no habian aparecido antes. Aqui se
mezclan la base @fq}b) de la primera rendija con la base @g) de la segunda rendija (y viceversa) debido al
factor p,. Asi pues, fisicamente podriamos interpretar estas integrales como interferencias entre rendijas.

En esta tesis trabajamos el caso particular en el que las rendijas son igual de largas, es decir, a; = as.

En el apéndice A demostramos que en general para dos rendijas,

(2.3.44) (2D, py @) = (@), p,00),
y que cuando a :=ay = as y qn := "gh,
(2.3.45) (q>£; 9, &P ) - ( @ p,® ) _
4sen? (Eza) cos B ( a+d) m y n pares
hama = dpap 4cos? (Bxa) cos B=(a+d)  m y n impares
— mn Py ><
Ta —oo (P3—a3,) (P2 —a7) —92sen (% ) % a -+ d) m par y n impar

a
2sen (Bza) senZz(a+d) m impar y n par

Estas integrales son calculadas numéricamente usando una distorsion de contorno adecuada, semejante

a la mostrada en la secciéon anterior.



CAPITULO 3
Resultados numeéricos

3.1. Resultados de una rendija

Este capitulo pone a prueba la solucién matematica rigurosa al problema de una rendija. Como ya
habiamos mencionado, consideraremos un paquete de ondas incidente con forma gaussiana. Daremos la
libertad de que este paquete incida con dngulo « (oblicuamente) respecto a un eje perpendicular al eje =
(vea la figura 3.1.1). En general nos limitaremos a una pared con una rendija sin espesor, es decir, b = 0.
La rendija se coloca en la posicion z = 0 y se extiende hasta z = a. Todas las distancias estan en unidades
del ancho de la rendija, por lo cual siempre omitiremos sus unidades. Nos restringiremos a longitudes de

onda comparables con el tamafno de la rendija.

FicurA 3.1.1. Arreglo experimental. Note que el eje vertical desde donde se mide «,
4dngulo de incidencia, puede estar localizado en cualquier punto x = zq. 6 se utiliza para
describir el patréon de difraccion.
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Para ser consistentes con la condiciéon (2.2.20), estrictamente para un paquete gaussiano de ancho o
incidiendo sobre la pared con un acercamiento xo y un angulo «, debe tenerse’:
(3.1.1)

. 7 . 2
Alps) = 25% (cosa + 1;—2 sma) exp [—% (pmxo — py%)] exp [— (pz cosa — Dy Sma)z fgﬁ} |Pa:| <p,
’ 0 [pz| > p.

Es claro que (2.2.20) restringe considerablemente nuestra metodologia ya que, luego de aplicar la
transformada inversa de Fourier a A(p,), no recuperaremos la gaussiana incidente. Sin embargo, no todo
esta perdido si pedimos que los parametros o y p (o equivalentemente \) sean tales que la region cortada de
la (casi) gaussiana A(p,) sea insignificante. Es decir, podemos ignorar el corte exigiendo que la desviacion
estandar (digamos, X) de esta gaussiana (poniendo 2p = 0, b = 0 y « = 0, para simplificar) cumpla con ser
menor que algunas fracciones del momento p. Por ejemplo, es facil demostrar que si queremos recuperar
el 99.7300204 % del area se debe cumplir que % =p>3¥ = 3% y luego g < 0.74048 = %. Podriamos
ser mas exigentes y pedir recuperar al menos el 99.9999205 % del area de la gaussiana, lo que implica
T = %. Para asegurar que nuestros resultados son confiables manejaremos o/\ cumpliendo al menos la
iltima desigualdad.

Del paquete de ondas transmitido ¥ p en la ecuacion (2.2.45) y el paquete de ondas incidente 1; de

la primera integral de la ecuacion (2.2.43), podemos calcular el coeficiente de transmision,

Pig 1 7 .
Ji - ppdfd 4
(3.1.2) T= lim — f‘):‘;fzi? Mt :;/ 1(6)d),
p—00 f:o Ji(x,3) - (—y)drdz 0

r=—00 Jz

donde jt) = %Re [”L/)*D (%) V”L/)D] es el flujo de probabilidad transmitido calculado en coordenadas cilindri-
cas (p, 0, z), como se sugiere en la figura 3.1.1. 7: se deja en coordenadas cartesianas. Ademaés identificamos
I(6) como la distribucion angular del flujo de probabilidad en infinito normalizada al flujo de probabilidad

incidente. De manera analoga se calcula el coeficiente de reflexion.

3.1.1. Distribucion angular del flujo de probabilidad transmitido en infinito normaliza-
do al incidente. A continuacién presentamos los resultados del célculo de la distribucion angular del
flujo de probabilidad transmitido en infinito normalizada al flujo de probabilidad incidente (para abreviar,
DAFPTI) o, simplemente, el patron de difraccion, como se suele llamar en 6ptica. La DAFPTI da in-
formacion acerca del namero relativo de particulas que se transmiten por la rendija y se desvian en una
direccién que llamamos 6 cuando uno realiza las mediciones muy lejos de la rendija.

Cuando se hace un experimento de difracciéon uno por lo general colima el haz de particulas incidente.
Esta colimacion la hemos considerado al escoger un paquete de ondas incidente gaussiano con ancho o.
Veamos qué efecto tiene la colimacion sobre los patrones de difraccion en la figura 3.1.2. Como era de
esperarse, la cantidad de particulas que se transmite en cada direcciéon disminuye cuando el ancho o
aumenta (esto se refleja en la disminucion del coeficiente de transmision T'). En otras palabras, mientras
mas dispersas estén las particulas incidentes, menos pasaran a través de la rendija. Asi, como era natural,
una mala colimacion lleva a un patrén de difraccion (en y < 0) poco nitido. Sin embargo, la forma de los
patrones de difraccién no cambia en ninguna direccién, de manera que todos los patrones pueden coincidir

(multiplicando por un factor adecuado a cada uno de ellos) en una sola grafica.

1La funcién 1; en (2.2.89) debe ser rotada adecuadamente « grados. Sin embargo, esto en la practica es complicado y una
forma mas sencilla de obtener (3.1.1) es directamente rotando la amplitud espectral calculada en el apéndice A, ecuaciéon
(A.1.10), como se especifica (por ejemplo) en [50].
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F1auraA 3.1.2. [1 rendija] Patrones de difraccion con diferente ancho o del paquete gaus-
siano incidente calculados con 15 modos en la base. Se ha puesto a = 1, A = 0.3333, zg =
0.5y a=0. T es el coeficiente de transmision y R el de reflexion. En todas las graficas
T+ R—1] <5x1075.
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[ Qué pasa si el paquete gaussiano incidente no esta centrado a la rendija? Recordemos que la gaussiana
incide a una distancia ¢ del borde de la rendija (localizado en 2 = 0). Hacemos una grafica comparativa,
ahora para varios acercamientos xo’s de la onda incidente (vea la figura 3.1.3a). Existe una disminucién
rapida en el niimero de particulas transmitidas entre menos centrado a la rendija esté el paquete incidente.
También se observa una asimetria en los patrones de difracciéon (vea la figura 3.1.3b-e). Especificamente,
cuanto mayor sea xg (> 1), mayor serd el nimero de particulas transmitidas que tendera a dispersarse a
x’s negativos o 0’s grandes (90° < 6 < 180°). Lo contrario debe ocurrir para 2y < 1. Por ejemplo, cuando
xo = 4.5 la mayoria de las particulas transmitidas se desviaran a 6 =~ 91.2°, es decir, a 1.2° de la direccion
normal a la rendija. Podriamos imaginar que existe un efecto de “rebote” de las particulas por el borde
(de la rendija) sobre el que inciden més de ellas.

Hagamos una comparaciéon de los patrones de difraccion de acuerdo a la energia de la particula

P2 R2a?
2m ~  2m

incidente. Recordemos que F = es decir, una longitud de onda pequeia significa una energia
grande, y viceversa. Observe la figura 3.1.4. Cuando la longitud de onda es grande (en nuestro caso,
muy proxima al tamano de la rendija), las particulas son dispersadas en todas direcciones con mayor
probabilidad en el centro (es decir, alrededor de 8 = 90°, que es la direccion perpendicular a la rendija).
A medida que se hace pequena la longitud de onda se empieza a notar una serie de maximos y minimos
en el patron que se acercan cada vez més al maximo principal. Es decir, en el caso de una rendija para ver
los méaximos y minimos alrededor de § = 90° se debe tener una longitud de onda suficientemente pequena
respecto al ancho de la rendija®. Por supuesto, los patrones de difraccion son simétricos pues el paquete
incide siempre centrado a la rendija.

Un efecto parecido a disminuir la longitud de onda ocurre cuando aumentamos el tamano de la rendija
(vea la figura 3.1.5). Imaginemos una rendija cuyo tamartio puede ser variado arbitrariamente. Cuando la
rendija se hace pequena las particulas tenderan a dispersarse en todas direcciones, de forma simétrica y
con mayor probabilidad en el centro. En cambio, hacer grande la rendija evita que las particulas se desvien
tanto a angulos grandes pero ademaés surge de nuevo el patréon de maximos y minimos tipico de la 6ptica
(recuerde que nos estamos restringiendo a tamarfios de la rendija comparables con la longitud de onda).
Tenemos una relacion A pequenia ~ a grande, y X grande ~ a pequena, donde “~” la interpretaremos como
“es equivalente a tener”.

Cuando la gaussiana incidente hace un angulo « con un eje paralelo al eje y, digamos en x = xg = 0.5,
se observa (figura 3.1.6) un desplazamiento del patron de difraccion hacia dngulos 6 pequetios a medida
que a aumenta®, y por otro lado, una disminucién leve del coeficiente de transmision. De forma tal que
las particulas atravesaran menos la rendija a medida que incidan més rasantemente y tenderan a irse
hacia angulos 6 pequenos. Un hecho notable es que la diferencia entre el méximo principal (el méas alto
del patron de difraccion) y el maximo adyacente o secundario, del lado de €’s grandes, disminuye entre

més inclinado llegue el paquete de ondas. Por ejemplo, con los datos de la figura 3.1.6 se obtiene que el

2No tan pequena o terminaremos en el caso “clasico” de particulas con momento muy grande que casi no se desvian de
su trayectoria rectilinea al pasar por la rendija (vea los resultados del capitulo 4). En este caso el maximo principal y los
maximos secundarios del patron de difraccion estdn muy juntos y, por tanto, todas las particulas estan muy localizadas
alrededor de # = 90°. En palabras de L. Ballentine (vea [12] pagina 400) “estrictamente hablando, la mecénica cuantica
no converge a la mecanica clasica, sino que en el limite clasico el fenbmeno cuantico caracteristico como las franjas de
interferencia llegan a estar tan finamente espaciadas como para ser practicamente indetectables”. Como sera evidente cuando
estudiemos difraccién por dos rendijas, esta frase de Ballentine podria estar sobresimplificada (vea, por ejemplo, la figura
3.2.2).

3Limitamos la discusién a los patrones de difraccién con a’s positivos menores a 45° por la evidente simetria que existe con
los patrones con a’s entre 315° y 360° (que son equivalentes con —a, con a € (0°,45°). Por otro lado, no hemos graficado
patrones de difraccion con « en el intervalo (45°,90°) por cuestiones de presiciéon numérica que tiene por efecto que el patréon
de difraccion se estacione (no se siga recorriendo).
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FIGuraA 3.1.3. [1 rendija] a) Patrones de difraccion para diferentes acercamientos xg del
paquete gaussiano incidente calculados con 15 modos en la base. Se ha puesto a =1, A =
0.3333, 0 =4y a = 0. En todas las gréficas [T+ R — 1| < 4 x 1075. b) - e) Se hace una
ampliacion individual de los patrones en a) para observar la asimetria.
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FiGUura 3.1.4. [1 rendija] Patrones de difraccién de particulas incidiendo con diferente
longitud de onda A calculados con 15 modos en la base. Se ha puesto a =1, 0 =4, zg =
0.5y @ = 0. En todas las gréficas [T+ R — 1| <4 x 107°.
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F1GURrA 3.1.5. [1rendija] Patrones de difraccion de particulas incidiendo sobre una rendi-
ja de ancho variable a calculados con 15 modos en la base. Se ha puesto o = 4, A = 0.3333,
2o = 0.5y a = 0. En todas las gréficas [T+ R — 1] < 3 x 1075.
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méximo principal cuando o = 1° esté unas 24 veces mas arriba del primer maximo secundario. En cambio,
cuando a = 30° el maximo principal esta alrededor de 18 veces por encima del maximo adyacente. Asi,
con suficiente paciencia (recuerde que estamos en una situaciéon en la que mandamos particulas una por
una, desconectadas causalmente) se podria observar de manera maés clara el comportamiento ondulatorio

de la materia lanzando particulas mas o menos rasantes a la rendija.

3.1.2. Distribuciones de probabilidad en la posiciéon. En la seccién anterior hemos estudiado
la forma en que se distribuyen las particulas difractadas muy lejos de la rendija (en la parte trasmitida).
Ahora nos interesa conocer cudl es el comportamiento a una distancia arbitraria de la rendija. Para ello
hemos calculado la distribucion de probabilidad (el modulo al cuadrado de la funciéon de onda) en varias
regiones del espacio y los resultados los presentamos a continuacion.

Empezaremos por mostrar el comportamiento general de la distribucion de probabilidad en el espacio.
En la figura 3.1.7a mostramos la gaussiana que incide (paquete incidente) y que corresponde al médulo
al cuadrado de la primera integral en la ecuacion 2.2.43 en la pagina 27. Las mallas de los incisos b-d de
esta misma figura muestran la densidad de probabilidad total que incluye los términos incidente y reflejado
de la ecuacion (2.2.43) y el transmitido de (2.2.45). La difraccion puede llegar a ser muy complicada en
ciertas regiones: suficientemente lejos de la rendija (tanto en la regién incidente como en la transmitida)
se observa el patrén de méximos y minimos que ya habiamos notado en la seccién anterior; sin embargo,
de la figura 3.1.8 es claro que en la regién cercana a la rendija el comportamiento es totalmente complejo.

A pesar de lo llamativas que son las graficas en las figuras 3.1.7 y 3.1.8, no sirven para un estudio
cuidadoso de la difraccion. Una mejor opcidn a las gréaficas tridimensionales son las graficas bidimensionales
de densidad de contornos (vea la figura 3.1.9). Por defecto el sombreado de las graficas de densidad de
contornos es tal que entre mas alta sea la funcién esta se ve mas clara.

La interferencia entre la onda incidente y la onda reflejada hace que la densidad de probabilidad en
la region y > 0 sea bastante complicada. Como la onda incidente en principio la conocemos bien, seria
interesante observar so6lo la contribucién a la densidad de probabilidad de la onda reflejada sin que esta

interfiera con la incidente y sin considerar el término de reflexion especular®

1 o ; ;
(3.1.3) —W/ A(pz)e_ﬁpybeﬁ(p”"'pyy)dpz,
V &T -0

Si ademas incluimos la contribucion de la onda trasmitida en y < 0, formamos lo que llamaremos difraccion
pura: el médulo al cuadrado del paquete de ondas reflejado sin el término de reflexiéon especular en y > 0
y el modulo al cuadrado del paquete de ondas trasmitido en y < 0. La difraccién pura se muestra en las
graficas de densidad de la figura 3.1.10, tanto para la region lejana como para la cercana a la rendija.
Finalmente, un estudio mas detallado de cémo “evoluciona” la densidad de probabilidad, haciendo

cortes en y, y sb6lo en la parte transmitida, se encuentra en la figura 3.1.11.

4Note que este término, llamado de reflexion especular y que aparece en la segunda integral de (2.2.43) a través del ultimo
i3 b i3 b 3

término de B(ps) = 2%, ane™ 7 (PvntPu) 30, (p,) + 3252, bpet (Pun ~Pu) 3.8, (p,) — A(py)e™ #P¥? en la ecuacion (2.2.51),

se anula idénticamente con el paquete de ondas incidente cuando y = b/2. El bloque restante en ¢y, llamado de difraccion

pura en reflexion, también se anula en las paredes. Observe ademas, que el término de reflexiéon especular aparece siempre,

ain sin la presencia de la rendija.
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F1auraA 3.1.7. [1 rendija] Comportamiento general de la densidad de probabilidad en la
posicion por una rendija, calculada con 15 modos en la base (recuerde que la rendija esta
enz € [0,a] y y =0, y la region trasmitida corresponde a y negativo). En a) se muestra
la gaussiana incidente (el modulo al cuadrado de la primera integral en la ecuacion 2.2.43
en la pagina 27). En b) y ¢) mostramos la densidad de probabilidad total (incluye la parte
incidente y la reflejada en y > 0) desde dos distintos dngulos. En d) amplificamos en el
eje z y ampliamos el rango en el eje x. Se ha puesto a =1, 0 =4, A = 0.3333, g = 0.5
y @ = 0. En este caso T'= 0.3767 y R = 0.6233.
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F1GURrA 3.1.8. [1rendija] Densidad de probabilidad total en la regién cercana a la rendija.
Utilizamos 20 modos en la base. a) Malla vista de perfil y b) cortes a x’s fijos de la malla
en a). Se ha puestoa=1,0 =4, A =0.3333, 20 = 0.5y a = 0. T = 0.3771 y R = 0.6229.

3.2. Resultados de dos rendijas

Esta seccion pone a prueba los resultados de la solucion matemaética rigurosa a la difraccion por dos
rendijas. Como antes consideraremos un paquete de ondas de forma gaussiana incidiendo oblicuamente
con angulo « (la tnica modificacion a la figura 3.1.1 es la adicién de una rendija mas) y la pared con
rendijas sin espesor (b = 0). La primer rendija se coloca en la posicion z = 0 y se extiende hasta z = a,
y la segunda de = a + d a * = 2a + d (las dos rendijas son del mismo tamaifio a). Todas las distancias

estan en unidades del ancho de la rendija.

3.2.1.

izado al incidente. Veamos qué efecto tiene la colimacion sobre los patrones de difraccion en la figura

Distribuciéon angular del flujo de probabilidad transmitido en infinito normal-

3.2.1. Hemos centrado el haz justo entre las dos rendijas (de ancho a = 1 y separadas d = 2). Empezamos
por establecer o = 2, donde el paquete practicamente incide en la pared entre las dos rendijas. Incremen-
tando o (figura 3.2.1a), el paquete empieza a cubrir la region de las rendijas y claramente la transmision
=6 la
trasmision llega a un maximo (figura 3.2.1b). Como en el caso de una rendija, la transmision disminuye

aumenta, como debe ser. De acuerdo a nuestros calculos (con A =0.3333, a = 0) cerca de o

porque simplemente tenemos una mala colimacién. Ademas, existe otro fenémeno interesante: observando
cuidadosamente los maximos secundarios, vemos que en la primera etapa en que la transmisiéon aumenta,
el patron de difraccion se compacta (como lo indican las lineas guia centradas en los maximos del patrén

de maxima transmision con o = 6); es decir, los maximos secundarios se acercan al centro mientras o
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F1GUrA 3.1.9. [1 rendija] Densidad de probabilidad total por una rendija calculada con
a) 15 y b) 20 modos en la base. La gréfica de densidad de contornos a) resume la figura
3.1.7 (region lejana) y b) la figura 3.1.8 (region cercana). Se ha puesto a =1, 0 =4, A =
0.3333, 20 = 0.5y a =0.

aumenta. Cuando llegamos al tope de transmision, cerca de o = 6, los maximos secundarios dejan de
recorrerse y la forma de los patrones de difracciéon ya no varia en la direccion angular®.

Como ahora la colimacién si tiene un efecto visible sobre la forma angular del patron de difraccion,
seria interesante observar lo que pasa si centramos el haz justo a la mitad de una sola rendija, digamos, de
la primera®. Cuando el paquete cubre apenas a la primer rendija el patron de difraccion no parece presentar
maximos y minimos secundarios. Estos surgen poco a poco cuando hacemos grande el ancho del paquete
y se empieza a cubrir cada vez mas a la segunda rendija. La “evoluciéon” se muestra claramente en la figura
3.2.2 y es como si las franjas de interferencia hubiesen estado siempre ahi, ocultas o muy matizadas, y al
momento de agrandar el ancho del haz (o empeorar la colimacion) se dejaran ver claramente (recuerde
que o — oo es el limite de onda plana).

A esta misma configuraciéon podriamos introducir una variable mas. Nos preguntamos en este momento
cudl es efecto de la separacion entre las rendijas, especificamente en el coeficiente de transmision. Por
supuesto cada grafico de la figura 3.2.2 debe modificarse a medida que cambiamos d. Un ejemplo de esta

situacion estd en la figura 3.2.3, donde el patron de difraccién “evoluciona” desde uno de dos rendijas muy

50bservando cuidadosamente, podria notar que las lineas guia de la figura 3.2.1b no coinciden exactamente con los maximos
secundarios de los patrones de difraccién con o > 7 pues el patrén con o = 6 no es fielmente el de maxima transmision (y
con el cual si coincidirian). De hecho, en nuestro caso, este ultimo debe estar entre o igual a 6 y 6.5.

6Note la diferencia con el caso anterior en el que el haz estaba centrado entre la dos rendijas. Estos resultados (figuras 3.2.2
y 3.2.4) fueron mostrados en el XLVIII Congreso Nacional de Fisica que se realiz6 en la ciudad de Guadalajara, Jalisco,
en las instalaciones del Centro Universitario de Ciencias Exactas de la Universidad de Guadalajara (UdeG) del 17 al 21 de
octubre de 2005. Alli utilizamos una longitud de onda de 0.9 el ancho de la rendija.
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F1aurA 3.1.10. [1 rendija] Difraccién pura generada por una rendija y una gassiana
incidente. Se utilizan a) 15 (region lejana) y b) 20 (region cercana) modos en la base.
La difraccién pura ignora la contribucion del paquete de ondas incidente, su inteferencia
con el paquete de ondas reflejado y el término de reflexion especular a la distribucion de
probabilidad en y > 0. Se ha puesto a =1, 0 =4, A =0.3333, 2o = 0.5 y a = 0.

pegadas 7 hasta uno practicamente de una rendija simple de ancho a = 1 (en este ejemplo esto es evidente
ya con d = 8, pero estrictamente esto sucede cuando d — o0).

Pero ahora nos interesa lo que sucede con el coeficiente de transmision y el resultado es el de la figura
3.2.4. El coeficiente de transmisién decae rapidamente a medida que la segunda rendija se aleja (termina
siendo el de una rendija de ancho a = 1 cuando esta suficientemente lejos). Pero sucede un fenémeno por
demaés interesante cuando hacemos el ancho del paquete grande: la grafica de T' contra d empieza a oscilar
con una longitud de onda fija, digamos ). En el limite de onda plana (¢ — oo, pero en nuestro caso
o = 300) se hace evidente que esta longitud de onda es precisamente la de la onda incidente: X' = A = 0,9.

En la figura 3.2.5 mostramos cémo se modifica el patron de difraccion cuando variamos solo el acer-
camiento del haz gaussiano. A medida que el centro del haz se aleja del punto medio entre las dos rendijas,
los maximos y minimos del patron de difraccion se difuminan. Es claro también, como en el caso de una
sola rendija, que debe haber una asimetria con respecto a # =90°, una disminucién en el coeficiente de
transmisién y una simetria de espejo entre los patrones cuya onda incide a la misma distancia respecto al
centro entre las dos rendijas.

La figura 3.2.6 muestra el comportamiento con A variable, a la izquierda el haz incidiendo justo entre
las dos rendijas y a la derecha en medio de la primer rendija. Como ya habiamos mencionado antes, entre
"Se podria pensar que esta configuraciéon equivale a una rendija simple de ancho a = 2 pues la separacién entre rendijas
es d = 0. Sin embargo, en la solucién rigurosa del problema hemos introducido como condiciéon de frontera que la onda se
anulara en la region entre las dos rendijas (barrera de potencial de altura infinita y ancho d). Asi, aunque d = 0, en realidad
existe un alambre muy fino entre rendijas. Estrictamente, esto no es del todo cierto si el potencial es modelado en esta regiéon

de interés como una funcién §(z = a) y en donde la posible discontinuidad de la derivada con respecto a x podria generar
como consecuencia tunelamiento entre las dos rendijas.
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F1GURA 3.2.1. [2 rendijas| Patrones de difraccién con diferente ancho o del paquete
gaussiano incidente calculados con 25 modos en la base. Se ha puesto a1 = a3 = a = 1,
A=0.3333,d =2, 10 = 2 y a = 0. En todas las graficas [T+ R — 1| < 1075,
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d=2,29= 05y a=0. En todas las graficas |T + R — 1| < 2x1075.
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F1GURA 3.2.3. |2 rendijas| Patrones de difraccion con diferente separacion entre rendijas
d calculados con 25 modos en la base. Se ha puesto a = 1, A =09, 0 =5, g =05y
a = 0. En todas las graficas [T + R — 1] < 3x107°.
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mas pequena sea la longitud de onda, més comprimido el patréon de difraccion alrededor de 90°. La leve
asimetria en los patrones de la derecha en la figura 3.2.6 se debe a que el haz no incide exactamente en el
centro del sistema.

Finalmente hagamos un estudio de los patrones de difraccion cuando el dngulo de incidencia « es
variable. Tanto para x¢o = 2 como para xg = 0.5 (figuras 3.2.7 y 3.2.8, respectivamente) tenemos un
corrimiento y asimetrias en el patrén de difracciéon tal y como lo observamos para una rendija. Para
xo = 2, los patrones donde la onda incide con angulo o y 360 — o son un espejo uno del otro (lado
izquierdo y derecho en la figura 3.2.7). Observando con cuidado, esta ultima afirmacion es falsa cuando
para xg =0.5. Esto debe ser asi pues le “damos preferencia”’ a la rendija localizada en la region [0, 1], o

primer rendija.

3.2.2. Distribuciones de probabilidad en la posicién. A continuacién mostramos el compor-
tamiento general de la distribucion de probabilidad (total) en la posicion. Como antes, pintamos graficas
tridimensionales (como “inciso a”) y graficas de densidad de contornos (como “inciso b”) en cada una de
las figuras 3.2.9 y 3.2.10 (el haz incide entre las dos rendijas), y 3.2.11 y 3.2.12 (el haz incide en el centro
de la primer rendija).

Cabe mencionar que, en general, en las graficas tridimensionales hemos decidido recortar la densidad
de probabilidad (el eje z) en y > 0 (el comportamiento en esta region se puede apreciar mejor en las graficas
bidimensionales de densidad de contornos) a cambio de mostrar lo mejor posible el comportamiento en la

parte transmitida.
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FIGurA 3.2.9. |2 rendijas| Graficas de densidad de probabilidad total en la region lejana

calculadas con 25 modos en la base. Se ha puestoa=1,z0=2,0=5,d=2, A=09y
a=0.
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a)

F1aurA 3.2.10. [2 rendijas| Graficas de densidad de probabilidad total en la region
cercana calculadas con 25 modos en la base. Se ha puesto a =1, 20 =2 ,0 =5, d = 2,
A=09ya=0.
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FIGURA 3.2.11. |2 rendijas| Graficas de densidad de probabilidad total en la region lejana
calculadas con 25 modos en la base. Se ha puestoa=1,20=05,0=5,d=2, A=0.9

y a=0.
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FI1GUuRA 3.2.12. |2 rendijas| Graficas de densidad de probabilidad total en la region
cercana calculadas con 25 modos en la base. Se ha puestoa =1, xg =0.5,0 =5, d =2,
A=09ya=0.
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CAPITULO 4
Comparacioén con el experimento

Dedicaremos este pequeno capitulo a la comparacién entre los calculos utilizando nuestra metodologia
y los experimentos de difraccion de particulas por rendijas. Como veremos mas adelante, las longitudes
de onda empleadas en estos experimentos son mucho mas pequeiias que el tamatnio (o ancho) de las
rendijas. Nuevos y mejores algoritmos numéricos fueron implementados en la programaciéon solo para
corroborar que la metodologia aplicada es satisfactoria en la predicciéon del experimento. Haremos uso de
los resultados de Roland Géhler y Anton Zeilinger [21] quienes utilizan neutrones en sus experimentos.
Como ya habiamos explicado en la seccion 1.4, a diferencia de los experimentos con electrones (y otras
particulas), con neutrones se obtiene una mejor precisién por su neutralidad eléctrica y lo pequetio de su
momento magnético.

Para hacer la comparacion calcularemos, como en el capitulo anterior, la distribuciéon angular del
flujo de probabilidad transmitido en infinito (y — —o0) normalizado al flujo de probabilidad incidente.
Como podemos observar de la figura 1.4.1 en la pagina 14, Zeilinger y Gahler han graficado el nimero de
cuentas (en un lapso de tiempo) que llegan a una posicién de una pantalla localizada 5 metros delante
de las rendijas. Con esta informacion y la escala que aparece en cada distribucion de la figura (100 pm =

10~*m) podemos convertir micrémetros a grados, en buena aproximacion, con la formula del arco:
s=rf

= 10"*m =~ 5mf

(4.0.1) . 0~ 0.00002 rad ~ 0.0011°

donde # =0.0011° es el equivalente, en este caso, a 100 ym en la pantalla.

4.1. Una rendija

Primero consideremos una rendija de ancho 96.07 ym. Hemos escogido este valor por ser el éptimo
del ajuste (linea continua en la figura 1.4.1 arriba) de los datos experimentales realizado por Zeilinger y
Gihler [21] para esta rendija en particular!. La longitud de onda reportada para este experimento es \ =
19.26 (promedio) + 0.70 (ancho de banda) =+ 0.02 (error) A. Escogeremos, para hacer la comparacion,
A = dprom = 19.26 A. Desde ahora advertimos que nuestro patréon de difraccién no deberia coincidir
exactamente con el del experimento. La razén es que se tiene un “ancho de banda” de 0.70 A, es decir, se
manejan neutrones con longitud de onda De Broglie desde 18.56 A hasta 19.96 A. Del estudio de la figura
3.1.4 podriamos esperar que el patron de difraccion esté difuminado, en el sentido que los maximos y los

minimos habran de bajar y subir un poco, respectivamente. Por ejemplo, si sélo consideramos el patréon por

1E] valor reportado del ancho de esta rendija medido por métodos 6pticos y mecanicos es de 92.1 £+ 0.3 pm y 91.5 + 0.4
pm, respectivamente. Esta pequena (pero considerable) discrepancia entre el valor medido y el 6ptimo para el ajuste es un
problema para los autores de [21], por lo que sugieren repetir el experimento. Este problema ya no se encuentra cuando
realizan el experimento con una rendija de 22.7 um (medida 6ptica y mecanicamente, sin reportar errores), cuyo valor 6ptimo
para el ajuste fue de 23um y el cual también discutiremos mas adelante.
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4.1. UNA RENDIJA 69

Aprom (¥ €l haz incide centrado a la rendija), habran regiones que hemos denominado minimos, digamos
msi, Mma, ..., donde no llegara absolutamente ningtn neutrén. Sin embargo, en este experimento también
arriban neutrones con X = Aprom + AN, con AN/ Aprom < 1y cuyo patron de difraccion tiene minimos
mj, mb, ..., que no coinciden necesariamente con los generados por Aprom. Asi, en el patron de difraccion
generado por los neutrones con Ayrom ¥ A’ (y en general con longitudes de onda entre 18.56 y 19.96
A) es muy probable que dejen de existir regiones en donde no lleguen neutrones (alrededor del méaximo
principal) y, por lo tanto, los minimos de este patréon combinado se veran levantados. Otra posibilidad es
que el haz incidente no sean totalmente simétrico con respecto al centro de la rendija (que el paquete no
incida justo en el centro de la rendija, vea figura 3.1.3 en la pagina 45). Nos conformaremos con encontrar
que nuestras graficas calculadas coinciden “en promedio” con el patron generado por el experimento.

Por convencién, en este trabajo cada longitud estd medida con respecto al ancho de la rendija, por
lo que escogemos a = 1, A = 0,00002, zp =0.5, 0 =5y a = 0 (vea la figura 4.1.1c). Tomando en cuenta
la discusién del parrafo anterior vemos que nuestro calculo concuerda bien con el experimento. Podemos
observar también que el patréon estda muy localizado alrededor de 90° y aqui radica la dificultad de ser
detectado. Aquel que observe sin un microscopio la pantalla se quedara con la impresion de que no existe
ninguna interferencia y no hallara el caracter ondulatorio de la materia. En realidad, existe una cantidad
impresionante de maximos y minimos, muy juntos, como se puede notar en la figura 4.1.1b, y que se
extienden a los 180° permitidos por el arreglo experimental.

Un ejemplo més (y que demuestra que el anterior no es coincidencia) se obtiene comparando el patrén
generado por una rendija de 23 pm y la misma longitud de onda de De Broglie que antes. Luego, se escoge
a =1, A =0.000085, 29 =0.5, 0 =5y a = 0 (vea la figura 4.1.2).
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4.2. Dos rendijas

Finalmente compararemos el patron generado por dos rendijas. Zeilinger y Géhler [21] reportan un
arreglo de dos rendijas con dimensiones de 21.9 (rendija izquierda) - 104.1 (alambre de boro) - 22.5 (rendija
derecha) pm, medidas mediante un método 6ptico. Las dimensiones que hacen 6ptimo su ajuste fueron
de 21.5 - 104.1 - 22.3 pm. Para facilitar la programacion hemos establecido a lo largo de este trabajo
a1 = ay = a (igual ancho de las rendijas). Aqui calcularemos el patron de difraccion para un arreglo de
dos rendijas con las siguientes dimensiones: 21.5 - 104.1 - 21.5 pm. Por otro lado, la longitud de onda
reportada es de A = 18.45 (promedio) 4+ 1.40 (ancho de banda) + 0.02 (error) A. Aqui escogeremos
Aprom =18.45 A. Ademas, vamos a considerar el ancho del paquete de ondas incidente igual al de la
rendija de entrada (colimadora) cuyo tamafio es de 20 pum (la cual se encuentra 5 m antes de las rendijas
que habran de crear difraccion en el arreglo experimental de Zeilinger y Géhler) y supondremos que el
haz incide centrado entre las dos rendijas .

De nuevo, considerando que cada longitud estd medida con respecto al ancho de la rendija, tomamos
a=1,d= 484, A\ = 0.000086, zo = 3.421, 0 = 0.93 y a = 0 (vea la figura 4.2.1c). Definitivamente
obtenemos de nuevo el comportamiento “promedio” del patron de difraccion. Sin embargo, es importante
notar que se ha escogido una regiéon del patréon de difracciéon que no es precisamente la que esta justo
alrededor de 90°. En la figura 4.2.1a (mini-figura) se muestra que la intensidad en 90° es minima (y
del calculo no es exactamente cero como se puede observar mas claramente en la figura 4.2.1b). Aqui
descubrimos que el maximo de la region obtenida por Zeilinger y Géhler esta alrededor de 89.9896° y
debe ser éste (y no el de la derecha alrededor de 90.0104°) por la asimetria que presenta el patron. Cabe
mencionar que en [21] (Gahler y Zeilinger (1991)) se asegura que esta asimetria se explica totalmente por
la diferencia entre los anchos de las rendijas. Nosotros no hemos introducido diferencia entre las rendijas
y, no obstante, hemos encontrado que en realidad mucha de esta asimetria es debida a que la regién del
patron de difraccion escogida en el experimento no esta en el centro del patron de difraccion.

Finalmente, sabemos que el patron de difraccion calculado es correcto por las siguientes razones:
primero, por el proceso de convergencia iterativa que hemos realizado a lo largo de este trabajo, aumen-
tando el namero de modos en la base (y el nimero de pasos en las integrales calculadas numéricamente)
hasta que el patréon de difracciéon no cambia y en general tenemos buena conservacién de la probabilidad
T+ R = 1; y segundo (y solo en este tnico caso en el cual hemos llevado al limite la precision numérica),

porque el patréon coincide en promedio bien con el experimento.
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FIGURA 4.2.1. a) Patron de difraccion por dos rendijas calculado con 30 modos en la
base. Se ha puesto a1 = as = 1, d = 4.84, A = 0.000086, xog = 3.421, 0 = 0.93 y a = 0.
b) Mismo patron pero se utiliza escala logaritmica en el eje y. ¢) Comparacion con el
experimento (de Zeilinger et. al. (1988), Géhler y Zeilinger (1991) [21]).



Conclusiones

En este trabajo se ha hecho una breve revisién historica del fendémeno de la difraccion. Desde el
experimento de Young (1815) de luz pasando por rendijas (que echaba abajo la teoria corpuscular de la
luz de Newton), hasta la descripcion de Maxwell (1860) de la luz como una onda electromagnética y la
teoria de Rayleigh-Sommerfeld (1896) de la difraccion de la luz. Hemos visto que hasta este punto no se
conocia el caracter ondulatorio de la materia y la luz se identificaba completamente como una onda. En el
texto nos hemos extendido un poco mas revisando el desarrollo de la teoria cuantica: desde los “cuantos”
de energia de Planck (1900), pasando por los descubrimientos muy importantes de Einstein (1905-1925)
sobre el cardcter corpuscular y estadistico de la luz, hasta la hipotesis de De Broglie (1924) sobre la
dualidad entre ondas y particulas. De Broglie (1924) anticipa la difraccion electrones y esta hipotesis es
comprobada experimentalmente por Davisson, Germer y Thompson (1927) en cristales. No pasaria mucho
tiempo para que se verificara que lo mismo ocurria para particulas compuestas, como dtomos y moléculas.

Para interpretar a la funcién de onda introducida por Schrédinger (1925), en este trabajo hemos
recurrido a los experimentos de difraccion de corpisculos por rendijas. El famoso experimento pensado
de Feynman de la doble rendija [1] fue llevado a cabo, por primera vez, por Jénsson (1961) y demostraba
(aunque cualitativamente) que la hipotesis de Born (1926), de que el modulo al cuadrado de la funcion
de onda (en el espacio) describia la probabilidad de que los electrones llegaran a una region del espacio
y del tiempo, era correcta. Para descartar que los patrones de difraccion son resultado de un fenémeno
del tipo cooperativo se han mencionado los experimentos en Bolonia de Donati, Missiroli, Pozzi y Merli
(1972-1974) con electrones emitidos uno por uno. Por claridad, se han presentado los resultados de Tono-
mura y colaboradores en Hitachi (1989), quienes lograron (de manera efectiva) separar alrededor de 120
km a los electrones consecutivos. La demostracion cuantitativa de la hipotesis de Born, en la version de
difraccion por rendijas, fue llevada a cabo con neutrones por Zeilinger y Gahler (1988). De estos experi-
mentos concluimos que la funcion de onda describe a un ensemble (y no a una sola particula) y que las
manifestaciones del comportamiento ondulatorio son estadisticos en la naturaleza y siempre surgen como
resultados colectivos de muchos eventos.

Al final del capitulo 1 se discute un poco sobre la completez de la teoria cuéntica y si en verdad
no existe algtin mecanismo (variables ocultas) detras del comportamiento tan azaroso de la naturaleza.
Se ha analizado esta posibilidad desde el punto de vista de la mecénica cuantica de Bohm (1952), de
la que se obtienen lo que hemos definido como trayectorias cuéanticas (posiblemente relacionadas con
las que tomarian en promedio las particulas [esta es una linea de invesgaciéon abierta]), y que muestra
explicitamente el caracter no-local de la teoria cuantica, un hecho casi indiscutible de los experimentos
de Aspect [32]. Se hace mencion de las teorias estocasticas como una posibilidad real a la explicacion del
fenébmeno cuéntico.

Hemos dedicado todo el capitulo 2 a exponer una metodologia para resolver la ecuaciéon de Schrédinger
de una particula (masiva, sin espin y con energia bien definida) que incide sobre una pared impenetrable

con una o dos rendijas, de manera exacta sin aproximacion fisica alguna. Esta metodologia se basa en
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descomponer la solucion estacionaria, en todo el espacio de configuracion, en ondas planas (transformada
de Fourier). La necesidad fisica de que la funcion de onda se anule muy lejos de la pared en la region de
incidencia, limita la aplicacion de esta metodologia a longitudes de onda més pequenas que el ancho del
haz incidente. El acoplamiento con las fronteras (la pared) se hace en el espacio de momentos utilizando el
teorema de Parseval-Plancherel. El resultado de este procedimiento es que la soluciéon queda en términos
de un sistema matricial infinito. Ademaés, las entradas o componentes de las matrices de este sistema son
integrales que de ninguna manera son triviales. La generalizaciéon a un sistema de n rendijas es casi directa
a partir de la solucién para dos rendijas en cada regiéon del espacio.

En el capitulo 3 hacemos uso de los resultados del capitulo 2 para describir el comportamiento del
patron de difraccion del campo de Schrodinger y de la densidad de probabilidad para varios parametros
ondageométricos que caracterizan al haz incidente y al sistema de rendijas. El sistema infinito de ecua-
ciones es resuelto numéricamente a través de un proceso de convergencia iterativa; es decir, las matrices
son truncadas a unas de cierto tamafio mxm (se resuelve el sistema de ecuaciones y se grafican los resul-
tados), luego a unas de tamafio (m + 1)x(m + 1) (nuevamente se resuelve el sistema de ecuaciones y se
vuelven a graficar los resultados), etcétera, hasta que se obtiene que el patron de difraccion o la densidad
de probabilidad en general ya no cambia y hay buena conservacion de la probabilidad (coeficiente de
transmision mas coeficiente de transmision es, dentro del intervalo de tolerancia, igual a uno). Todos los
resultados numéricos se han obtenido utilizando un software programado en lenguaje FORTRAN. Por
otro lado, aunque las soluciones generales incluyen el caso de que la pared tiene grosor y las rendijas son
de cualquier tamano, numéricamente s6lo trabajamos el caso en que este grosor es cero y el tamano de
las dos rendijas (en la doble rendija) son iguales. Todas las distancias fueron medidas respecto al ancho
de las rendijas. Aqui se manejan longitudes de onda que son muy cercanas al tamafno de la rendija y esta
caracterizacion es la mayor aportacion de este trabajo.

Para una y dos rendijas hemos graficado la densidad de probabilidad en el espacio, tanto en la regién
cercana como en la region lejana, para ciertos parametros del haz y las rendijas. Utilizamos los patrones
de difraccién para estudiar la distribucién angular de llegada de las particulas a una pantalla muy lejos de
la pared en la parte transmitida. En particular se encuentra que si se grafica el coeficiente de transmisiéon
contra la separacion entre rendijas, se puede recuperar la longitud de onda de De Broglie del haz incidente.

Finalmente, en el capitulo 4 conseguimos recuperar en promedio los patrones de difracciéon de neu-
trones obtenidos por Zeilinger y Géhler en [21] para una y dos rendijas. Esta comparacion con el ex-
perimento confirma que la metodologia utilizada en este trabajo es adecuada para una extensa gama de
valores de los parametros ondageométricos que caracterizan a estos sistemas.

Mediante el uso de la metodologia desarrollada en este trabajo de tesis es posible calcular otras
cantidades importantes para un estudio mas extenso del fenémeno de difraccién de particulas por rendijas.
Aunque de nuestras gréaficas de densidad de contornos hemos obtenido en buena medida como fluye la
probabilidad, seria conveniente examinar explicitamente la densidad de corriente o flujo de probabilidad
en regiones con comportamiento complejo, por ejemplo, cerca de las rendijas. De igual forma, con este
método es factible un analisis profundo del potencial de Bohm. De este ultimo se podrian calcular las
trayectorias cuanticas que, como comentamos en la introduccién, ofrecen una posible extension de la

mecénica cuantica convencional.



APENDICE A

Algunos Calculos explicitos

A.1. TUna rendija

Evaluemos ®,,(p,):

Dn(pa) = /1 /Oo (z)e” 7P dy = ﬁl /a\/gsmpx"me_;pw”dm—
niPe 21h J -0 o 2mh Jo a h

_i . Dz,T
e P gin —*—dx =

1 @ 1 @
\/ﬂ'ha/o h \/ﬂ'ﬁa/o

Haciendo la integral por partes,

1
\/%In(a).

_i . nhrmx
e rPr%gin ——dx =
a

In(a) = — L i oy LT WP / e~ P cos Lt dg =
nmw a lo  hnm J, a
a _i ipea | a _i . nmT | |% ipg.a
= — 2 ((—1yre—pea _ 1) _ B O Ly I(a)| =
nm <( Jre hnm |:’I’L7Te P * hnm (a)}
a _i ipxa ipxa
= — 2 ((—1)nerea _ 1) - 04 Loy
nm <( e hnm [ * hnm (a)]
_# ((_l)nei%pma — 1) _pi ((_1)7167%17:“ _ 1)
(A.1.1) = I,(a) = —— =— 3 :
iPeQ
L+ (%) 1- (p”)

A12 _ \/7 [(_l)ne_%m - 1]

Resolvamos ahora el sistema (2.2.82) y (2.2.83). Multipliquemos a (2.2.82) por (AU)f1 y a (2.2.83)

-1 L .
por (AD ) por la izquierda y restemos las ecuaciones:

(AV) T (AT MU ) = L@+ (V)T MUT = (AY) 17,
(AP) 7 (APT + MPB ) = L@ + (AP) ' MPB = (AP)T' 0 =TT,
= (AN TTMUT — (AP MPE = (AT
= (W) MY - ()M T = (a0

=T = [y - ) ] [ ] = [ - ) e ) -
=L [ = a7 = () () e a) (7))

= [Let? — (A7) (a7) " mP] 7,
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(A.13) 2T = My () ]
Si substituimos en (2.2.83):
APT 4 MP { [n? — (av) (aP) ) 7} -
S AP 4 {MD (MY — (a%) (a7) " MD]I} -7
1

= APT + {[MY - (AY) (A7) 7" mP) (mP) ™

-
1
ol ol

L
1
=l

}
= AP + {MU (MP) ™' = (AY) (AP) " MP (MD)’I}_1 £
= APT + {MY (MP) T = (AY) (AP) T L}
R L R T N
=7 = 407 {7 - @) ) )R -
= | ) - @y ) 7 -

-1

= ~[{mr ) - ) T Han] T =

(A.1.4) L@ == MY (MP) T (AP) - (A7) 2

Una integral dificil es la siguiente:

— 00

- /oo W [(—1)’”67%1%@ — 1] \/7 [(—1)"6*%““ — 1} o
N wal™ P — D3, Po\ g p: — D3, e

[(—1)"6*%’%“ - 1}
P2 —p2,
mtn 4 4 (_1)m+le%pza + (_1)n+le—%pza

(2 —p2) (P2 -02,)

' < [(Capreta 1]
=—p}, Dz, / Vp?—p2

ma e PEDE,
h o ~1

=—D2,. Dz, / Vp? —pi( )
ma oo

Note que solo tenemos 4 posibilidades sobre los n y m.

1. Que n y m sean pares. Entonces,

Pza
n

()™ 1=2 (1) eRre g ()RR = —2c08

dpe,

4h /°° V% —p2 (1—cosp“ﬁa)

(A~1-5) ((I)m(px)apyq’n(px)) = ((I)n(px)apyq)m(px)) = %pxmpzn A (pi 7p%m) (p% 7p926n)
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donde hemos utilizado también la simetria par del integrando (es claro que el resultado es el
mismo al intercambiar m por n y n por m). Demostraremos que el integrando tiene singularidades
removibles en p, = £p,, = i"T”h 0 Pr = E£Pg,, = imT”h. Con estos valores de p, tenemos que

_ Paa
1—cos 3

=1—cosnm =1—1=0. Luego tenemos un %. Con la regla de L’hopital es suficiente

nmh . . .
para demostrar que cuando p, — £"2% y m # n este cociente no diverge:

VPR opE(L-cosBR) ( p2_p2)>< Ifm (1 — cos 25¢) _
pe—knzh (p2 —p2 ) (p2 —p2,) py—EnIh ) pemznmn | (p2 = p2 ) (P2 —12,)
£ a T Tom T T z a Ed a T T T Ty
B 2 sin 2z
- pz_(m)x lfm e
a pa—trzt | 2py (p2 —p2 )+ 2p, (p2 —p2)
n\’ 0
=\ (m x 53 =0
a 2075 (n2 —m?)
Veamos que sucede en el caso de ser n = m y p, — :l:”T”h. El procedimiento es el mismo que
antes, pero llegaremos rapidamente a un nuevo %. No obstante, podemos utilizar de nuevo la
regla de L’hopital:
VY p? — p2 (1 — cos B£2) _ (mrh) < lim | gsinBe et
Pa—E TR ( %_pgn)g a pe—dk 2zt Ay ( pacn)
2
B (mrh)z " (%) cos P£%
a px_‘inﬂﬁ 4 (pm pz ) + 8pm
2 4 B
_ nmh " % a'y/p? — (5" ) .
a n 8n2mw2ht
Esta ultima cantidad es finita.
2. Que n y m sean impares.
(_1)m+n + 1=2 y (_1)m+1e%Pza + (_1)”-‘1—16_%111,@ — p;::La
4h oo /pQ _ p2 Pza
(A~1'6) ((I)m(pz),pyfbn(pz)) = ((I)n(px)apy(pm(pm)) = — Pz, Pz, B ; ( B 2h )dpac-
Ta (p:v_pxm) ( x_pa:n>
Con un procedimiento totalmente anilogo al del punto anterior podemos mostrar que el inte-
grando en (A.1.6) tiene singularidades removibles.
3. Que n sea par y m impar.
(D™ I=0y (<17t (—1)mHeT R = 24 sin B2
2ih o« \/p?— p?sin B2t
= ((I)m(pw)apyq)n(pac)) = 7pwmpwn/ 2 b y 2 B By dpw
Ta (px 7p:cm) (px *pxn)
(A.1.7) (P (Pz), PyPr(ps)) = 0.
en donde este ultimo resultado se debe a la perfecta antisimetria del integrando en cuestion.
4. Que n sea impar y m par.

()™ 1=0 y (LR (<1 e — —gisin B2
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2ih /OO V/p? — pZsin 22

= (P (pz); Py Pu(p)) = = g PrmPan (2 —p2 ) (P2 —p2)
—0o0 x Tm T Tn

(A.1.8) oo (Pm(Pz), py®Pn(ps)) = 0.

dp,.

Queda por calcular v, que involucra explicitamente la funcion A(p,). Consideremos el caso particular en
el cual la onda v;(z, %) que incide sobre la pantalla es una funcion gaussiana de x (esta forma resulta ser

de gran interés practico):

(A.1.9) bi(z, g) = exp l_‘l(z;x‘))] .

Note que
b

1 & i b
(@, 2) = —— [ Alpa)er®==PsDdp,,

y entonces A(pg)e #Pu3 es la transformada de Fourier de t;(z, ),

1 ° b i 1 e
— i(x, = )e pPe%dy = 7/ e
V2rh [oo vil 2) V2rh J -
e—%Pxfo oo 2

1 *© 4z
- e st
vV2rh /—oo V2rh J—so

S P

. 2

_ L —ipemo /DO e_{(%+%%Pm)2—(%%Pm)2} dz = e~ hreroelt ko) /DO iy
V2rh oo V2rh oo 2
e_%pzzoe(%%pm)z

2

_4(1‘*1‘9)2 _d
2 e ;Lpfmdx:

N
|

Alps)e i

422 .
45— hpe(atae) g, —

o

ﬁ7

>
| Q

donde hemos hecho z =z —xq , 2/ = %Z + %%pm y utilizado el resultado muy conocido Iy = ffo eV dv =

JF. N

g i %2 b

(A.1.10) A(py) = ——==e #PeP0e " Ter2 erPuz,
2v/2h
Luego,
. *
—1)mewPee — ]
o o _iryb o R {( } _ipyb
5 = / QMMWM@ﬁ”ﬁdm:/) Valon 2 PyA(pa)e” 7 dp, =
—00 —oo T T

dp,.

= e ((FDmetre—1)p, <2&’ﬁ€“me— >
]
ma " oo

pZ—pi,

. 0'2’ 2 .
[ o2 oo ((—l)me%p’f“ — 1) Vp? —ple” Ton¥ e~ EPeo
(A.1.11) Jo Ym = %pmm / dps.
—o0o

P2 —p2
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A.2. Dos rendijas

Evaluemos @) (px):

i 1 a1 2 i
@%)(pw) = / (1) x)e nPrrdy = \/ﬁ/@ Ha—lsinq%lxe_ﬁp”dx:

a
i . Gm1T 1 Cipg . MTX 1
= e wPePgin Z=—dx = e~ nP=Tgin dz = I, (ay).

\/whal 0 h 7\/7’('77,(11 0 ay \/whal

Ya hemos evaluado en la seccion anterior el valor de I,(a) (vea la ecuacion (A.1.1)). Luego,

A21 o) h [(_1)%_%1%@1 - 1}
(a2.) Wow) = s
También,
1 0 ; 1 ai1+az+d 2 q i
o2 z) = (@) (p)e~ #PeTdy = 7/ \/— sin 22213 — (ay + d)]e” #P=Tdy =
m (p ) \/ﬁ B (pm( ) onh oy as B [ ( 1 )]

M h " rhay

donde hemos hecho el cambio de variable z = x — (a1 + d).

@) [ I L p, (ar+d) {(_1)%_%“@ B 1}
A22 c. (b z) = m —fPzla1 )
( ) . m (p ) 7ra2q 2€ 2

p% - qm,2

Im(a2)7

Observe que (A.2.1) y (A.2.2) se pueden escribir sencillamente como

h ; [(—1)’"6*%“‘“ - 1}
A23 W (p,) = \/7 e~ wpal
( ) m (p ) Ta qm,1€ 3 R

p% G

donde L; es la localizaciéon de la l-ésima rendija en el eje x. Es decir, L1 =0y Ly = a; + d.
En el problema de dos rendijas se han obtenido integrales que se han interpretado como la interferencia
que existe entre ellas,
(20 wa). @0 (2)) 1R
(ademas de las que ya habfamos obtenido en el caso de una rendija para cuando [ = k). Vamos a escribir

explicitamente estas integrales:

oo ei%pzal -1 ’
(20 (02),py @2 (02)) = / B )2y 2 e e = HF% L v

T qm 1
[h ; —1)"em FPeoz 1 h
% 7qn’2e—§Px(a1+d)( ) i} > dp, = 4m,19n,2 %
Tas pz — qn,2 Ty/Q10a2
y /oo (71)771@%2’;0«1 — lpyei%pz(aﬁrd) (71)”6 FPza2 _ ldpx _ hqm,lqng y
—c0 p3— A P2 — qn 2 T/Q102

/OO (—1)mtnemhpeaz 4 (—1)mHL 4 (—1)ntlem hpe(atan) 4 o~ fipean
« X
(p?; - q?,l,l) (pi - qig)

— 00

Xei%pzd V p2 - p3:| dpz
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(A-24) o (2R 0022 () =

 Bgm.1Gn.2 foo (71)m+n67%pwa2+(,1)m,+1+(71)n+167%m(a1+a2)+67%pwa1

- wyaraz J—oo (Pi—qgng)(Pi—Qi,Q)

Dye” wP=ddp,

o o R (—l)redmear 1
P (pa), py @4 (pe ) = / ) (pa) Py @) (pz)dps =/ —— Q2 x
(22 (w2).py2 ) (p2) R0 PR padpe = |y e
; * h —1)me=wPear — ] R 1Gn
% e_ﬁpw(al—i_d)] Py\| ——Am, 1( ) 26 r 2 }dpac = Zm,10n,2 X
Tay px—qml /109

% /OO e%pm(al"rd) (—1)"6%13”@2 - 1p (—1)7”6_%1)“&1 - 1dp — FLQm,IQnQ X
e PE—qi, Yopk—dd, o m/aras

/00 [(1)n+meépzaz + (,1)m+1 + (71)n+16gpz(a1+az) + e%pzal
X X

(02 —ap,1) (02— a7 )

— 00

xe%p’d\/]ﬂ —pg} dp,..

(A.2.5) (<I>%2) (p2), Py @ (px)) =
_ hmages YTt ) e et a gy,

- T S (P2-a.1)(P2-a3 2)
Hay una simplificacion importante que se debe notar. Haciendo p, — —p, en la integral (A.2.5) se

obtiene inmediatamente (A.2.4):

(A.26) (22 02). 2,20 02)) = (@4 (02,2, 22 (1))
Basta entonces (saber) calcular las integrales (A.2.4) para obtener las integrales (A.2.5). En general,

para dos rendijas:

(A2.7) (2D w2) 2P (02) = (24 (22), 2y @0 (1))
Por dltimo dejaremos en una forma mas atractiva (A.2.4). Para ello consideraremos algunos casos.

Antes note que solo la parte simétrica del integrando contribuye a la integral:

(A.2.8) (@(1)(])3:) p, B2 )(pm)> -

 Bgm.1qn2 oo (=1)"F"cos B2 (az+d)+(—1)""" cos BZd+(—1)""" cos BZ (a1+az+d)+cos BE (a1 +d)
= rJaiaz f (Pf—qm DICETED) Pydpa.
1. m y n pares.
m+n Dz Dz Pz Dz
u = (=1) cos E(ag +d) + cos E(al +d) = cos g(ag +d) + cos E(al +d) =
= 2cos [2h(a2 — a1)} cos [%(al + a9 + 2d)} .
v o= (=1)""cos %d + (=1)"* cos %(al +as +d) = —cos %d — cos %(al +ax+d)=
Dx Dz
- e [for s en]o 2]
cos 2h(a1 + ag)| cos 2h(a1 + ag + 2d)

utv = 2 {cos [in( al)] — cos [2h(a1 + ag)}}cos [%(al +as+ 2d)] =

= 4sen (g—hal) sen <%a2> cos [2h(a1 + a9 + 2d)}
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hgmana [ 4sen (B2aq1)sen (B2as) cos [22(ay + ag + 2d)]
Az J oo P2 — 1) (P2 — a5 2)

2. m y n impares. Aqui u no cambia y v solo cambia de signo, luego

(A2.9) - (@5,? (p2), py @2 (pw)> - pydps.

u+v = 2 {cos [Qh(ag — al)] + cos [2h(a1 + ag)} } cos [271(@1 + a9+ 2d)]
Pz Pz
= deon (i) os (G ) con 3 24)].
cos 2ha1 cos 2ha2 cos 2h(a1 + as + 2d)
(A.2.10) .. (@%)(pm)my‘l’f)(px)) _ Mgmagn2 4cos (Gt a1) Czs (55 a2) 0052 5 (2“1 +az + 2d)] ydps.
URVALIRD) —00 (p;c - Qm71) (p:c - qn,Z)
3. m par y n impar.
u = —cos &(@ +d) + cos p—x(al +d) = 2sen [p—x(cm - al)} sen [p—x(al +as+ 2d)} i
h h 2h 2h
v = —cos %d + cos %(al + as + d) = —2sen [%(al + ag)} sen [%(al +as + 2d)} .
utv = =2 {Sen [p—w(al + (12):| sen {p (a2 al)} } sen [p—z(al +as + 2d)} .
2h 2h 2h
(A.2.11) (<I>§i) (p2), Py @1 (pz)) =
_ Bgm,1Gn,2 —2{sen p—h(a1+a2)]—sen[g—fb(ag—al)]}sen[g—g(a1+a2+2d)]
— my/aias f— (pifqzn,l)(p.zr*qi,z) pydpm~

4. m impar y n par. Aqui u no cambia con respecto al caso anterior, y v sélo cambia de signo, luego

utv = 2 {sen [gh(al +a2)} + sen {]2371( 92— al)”sen [gh(al +az +2d)| .

(A.2.12) o (O @), 2y @ (p)) =

_ BGm.1Gn.2 foo 2{sen[p—ﬁ( 1+a2)}+ben[2r (az—aq) }}sen[”—h(a1+a2+2d)}
- m/aiax J-oo (px qm,1)(pm qn,2)

pydpx .

Ahora vemos que (A.2.9), (A.2.10), (A.2.11) y (A.2.12) sugieren tomar el caso particular (y trabajado

en esta tesis) a; = ag. Entonces,

(A-2.13) (25 (22). 2y @ (p) ) =
4sen? (E2a) cos B2 (a + d) m y n pares
hq;r';q” = - _;p;(ppy o x 4(:2032 (gj:a) cos pi(a +d) myn iml?ares ’
o™ m)Pe ™ —2sen (B2a) senB=(a+d) m par y n impar
2sen (Bza) sen(a+d) m impar y n par
nrh

con qp = "ty a = a; = ap.



APENDICE B

Distribuciones y analisis de Fourier

B.1. Distribuciones y “funcién” §

En esta seccion presentamos una herramienta que es muy importante para los fisicos: la mal llamada
“funcion” delta (de Dirac) §. Para una variable real, la “funcion” é(z) tiene la siguientes propiedades:
o0
(B.1.1) d(z) =0 para = #0 y / 0(z)dz = 1.
— 00

Para cualquier funciéon F(z) que no diverge alrededor de x = x, tenemos, por definicion,
(B.1.2) / F(2)6(z — 20)dz = F(zo).

Existen muchas funciones que tienden a §(z). Lo que se hace es considerar secuencias de funciones
que dependen de un parametro el cual determina su ancho. Aunque estas funciones no tienen limite en
el sentido usual cuando sus anchos van a cero, la integral de sus productos con cualquier funcién que es
regular en © = x¢ permanece bien definida y tiende al limite F(z(). Un ejemplo de estas funciones es

1

2ro

(B13) 9o = eXp(—x2/202)7
y esto implica que f_oooo F(z)gy,(x)dz = \/% ffooo e’y2/2F(Jy)dy. Esta ultima integral permanece bien
definida cuando o — 0 y da el resultado F'(0). Cuando 0 — 0, g, “tiende” a d(x).

1

Algunas de las propiedades de la delta de Dirac es que es una “funcion” par y que 6(ax) = mé(m),

donde a es real.

Definicioén. Las funciones de descenso rapido £L(R) es el conjunto de funciones infinitamente diferen-
ciables valuadas en los complejos ¢(x), z en los reales, tal que cuando z tiende a infinito, estas funciones

y sus derivadas tienden a cero, mas rapido que el inverso de cualquier polinomio de z.!

Definicion. Un funcional lineal continuo en el espacio £(R) es un mapeo de L(R) a los nimeros
complejos (f : L(R) — C), tal que para cada ¢ en L(R), corresponde un nimero complejo, denotado por
(f,¢). Este mapeo tiene las siguientes propiedades:

a) Linealidad:

(B.1.4) (f,a101 + aopa) = an (f,01) + a2 (f,02) a1,a2 €R y 1,02 € L(R).

b) Continuidad: si la secuencia de funciones 1, pa, @3, ... , v, en L(R) tiende a cero, la secuencia
(fyo1), (fyo2), (fy3), - s {f,n) tiende a cero. Ademas, decimos que la secuencia ¢, tiende a cero si

xk(d/ d:z:)k/gon tiende a cero uniformemente en x, para cualquier entero no negativo k y k'.

11a generalizacién a funciones de decaen rapidamente y que toman valores en R™ se denota por £(R™) (vea [51] secc. V.3).
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Estos funcionales son llamados distribuciones moderadas y su conjunto es £'(IR)2.
Considere los siguientes ejemplos:

1. Sea f(z) una funcion localmente integrable la cual permanece acotada por una potencia de ||

cuando |z| — oco. Podemos asociarla con un funcional, también denotado por f, usando la férmula

(B.1.5) (f, @) = /f(x)gp(x)dx para cualquier ¢ en L(R).

2. La distribucion delta de Dirac es el funcional que asocia el nimero ¢(0) con cualquier ntimero

p(z) € L(R). Esto se escribe como

(B.1.6) (0,9) = »(0).

Es conveniente para los fisicos (pero incorrecto) escribir

Asi, el enunciado g, tiende a § es incorrecto. Sin embargo, el enunciado (g,, ) tiende a (4, p) para

cualquier ¢ € L(R), es perfectamente correcto. Decimos que g, tiende a § en el sentido de distribuciones.

df(z)
dz

@17 (42,0) = (122,

Con esta definicion podemos encontrar la derivada 0’ de 6,

(B.1.8) (0", 0) = = (3,¢") = —¢(0),

que los fisicos escribimos como [ §'(z)p(z)dz = —¢'(0).

Definicion. Se define la derivada

o f’ de un funcional lineal arbitrario f € £'(R) por la relaciéon

B.2. Transformacion de Fourier

Definicion. Considere la funcion f(k) en el espacio £(R). Llamamos a la funcion g(z), definida por

la integral

1 o .
B.2.1 z) = —/ ke dk,
(B.21) o)== [ fth
la transformada de Fourier de la funcion f(k). Es claro, de la definicion de £(R), que la integral existe y
es infinitamente diferenciable con respecto a z. La generalizacion a varias variables = = (21,2, ..., Z),
—
k

* = (k1,ka, ..., k) es obvia. Sea f( k) € L(R™), entonces

-\ __ 1 - ei?»? n
(B.2.2) g(x)(m)n/f(k) d"k.

La transformacion de Fourier f(k) — g(z) es un mapeo de £L(R) a £(R). Bajo un proceso a limite, se

puede demostrar que esta transformaciéon se puede invertir como sigue:

(B.2.3) f(z) = \/% /_OO g(x)e~*2dk.

2Note que £/(R) es es dual de L(R).
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Entonces la transformacion de Fourier es una transformacion reciproca,
B.24 T)= — z)e”*dk — g(z) = —/ k)et*®dk.
(B.2.4) fla)=—= [ o) oa) = o= [ sth

Por esta razon, podemos decir indiscriminadamente que f(z) y g(z) son transformadas de Fourier
una de la otra.
Un resultado importante del que hemos hecho uso en repetidas ocasiones a lo largo de esta tesis es el

siguiente

Teorema. (Parseval-Plancherel) Considere dos funciones f1(k) y fo(k) en L(R), y sus transformadas

de Fourier g1(z) y g2(x). Entonces se tiene que

(B.2.5) [ 50wk = [ g7 @)

Uno se puede preguntar si la transformacion de Fourier (B.2.1) solo existe en el espacio L(R). De
hecho, existen ciertas funciones que no se pueden escribir como una transformada de Fourier en el sentido
matematico usual, por lo cual nos vemos en la necesidad de mencionar las condiciones suficientes para la

existencia ([5] secc. 2.1.1):

1. f debe ser absolutamente integrable en todo R.
2. f debe tener s6lo un nimero finito de discontinuidades y un ntimero finito de maximos y minimos
en cualquier intervalo finito de R.

3. f no debe tener discontinuidades infinitas.

En general, cada una de estas condiciones puede ser debilitada a costo de fortalecer una o ambas
condiciones companeras.

Estas condiciones descartan la posibilidad de tener la transformada de Fourier de la “funcion” delta,
al tener una discontinuidad infinita. Las funciones sen x y cos x quedan descartas debido a la condicién 1.

Si la mayoria de las funciones de interés van a hacer incluidas en el contexto de la transformada de
Fourier, se debe hacer una generalizacion de la definicion (B.2.1). Esta generalizacion es posible extendien-
do la definicion de la transformacion de Fourier al espacio £'(R) de distribuciones. De esta forma, es comtin
encontrar una transformacion con sentido de funciones que estrictamente no satisfacen las condiciones de
existencia, bajo la premisa de que estas funciones puedan ser definidas como el limite de una secuencia
de funciones que tienen transformada. Transformando cada funcién que es miembro de la secuencia, una
secuencia correspondiente de transformadas se genera, y podemos llamar al limite de esta nueva secuencia
la transformada generalizada de Fourier de la funcion original.

Los resultados (B.2.3) y (B.2.5) se pueden recuperar con una férmula muy util. Recordemos que la
funcion g, (k) en (B.1.3) tiende en el sentido de las distribuciones a §(k) cuando o — 0. Por otro lado,
podemos encontrar la transformada inversa de Fourier de g, (k) y tomar el limite cuando ¢ — 0. Se

encuentra, bajo este limite, que

T o

(B.2.6) 5(k) ! /Oo e Frdg,

— 00

En mecéanica cuantica, suele usarse una convencion diferente para la transformada de Fourier (que es

totalmente equivalente a la ya discutida, pues basta hacer un simple cambio de variable en las integrales).
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Si ¢(x) es el campo de Schrodinger (unidimensional), su transformada de Fourier ¥(p) se define por

(B.2.7) W(p) = \/21771/_00 P(z)etreda,

y su formula inversa es

(B.2.8) ¥(x) U (p)erPedp.

1 o0
N V 27Th /;oo

Derivando (B.2.8) con respecto a z,

(B.2.9) dﬁi F [”’ U(p } )| exredp.

- : dy
Esto significa que la transformada de Fourier de 57 es %\Il(p).
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