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RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo probabilista de dafo acumulado, basado
en la teoria de cadenas de Markov, para modelar la propagacion de la profundidad
de corrosion interna localizada en un ducto de transporte de hidrocarburos, del
cual se tiene un solo reporte de inspecciéon. El modelo de dafio acumulado es un
proceso de Markov estacionario, de tiempo discreto y estados finitos. El
mecanismo de acumulacion de dafio es del tipo salto unitario y es dependiente del
estado. Se usa la idea de un modelo de choque, basado en ensayos de Bernoulli y
probabilidades de permanecer en el mismo estado o pasar al siguiente. Para
obtener las probabilidades de la matriz de transicién fue necesario realizar un
analisis estadistico de los datos obtenidos de la inspeccion de un ducto, ajustar la
funcién de distribucién y obtener probabilidades de estar en los diferentes estados
discretos de dano. Los datos se ajustaron a la distribucion Lognormal, y se
comprobd con una prueba Kolmogorov-Smirnov. Se desarroll6 el vector obtenido
de multiplicar el vector de estado inicial por la matriz de transicion, y se resolvio el
sistema de ecuaciones para encontrar cada una de las probabilidades de
transicion. Para calcular la propagacién de la corrosion interna posterior a la
inspeccion se propuso una ecuacion exponencial y se ajusté un parametro a los
datos. De esta manera fue posible obtener las probabilidades de transicion hasta
la falla y determinar el tiempo medio esperado en cada estado, utilizando la teoria
de dano acumulado de Bogdanoff y Kozin. El tiempo esperado a la falla se obtuvo
sumando el tiempo esperado en cada estado de dafno. El tiempo usado en cada
estado se compardé con simulaciones de Monte Carlo y se obtuvieron valores
similares, con lo que se demuestra que el modelo es consistente. Cada paso de
tiempo fue ajustado al tiempo real, a través de la media de los datos y el tiempo
conocido de funcionamiento de la tuberia hasta la inspeccién. Los tiempos de
nucleacion estan implicitos en la matriz de transicién, por lo que el tiempo
esperado a la falla se cuenta desde que se pone en operacion la tuberia.




ABSTRACT

In this work is presented a probabilistic model of cumulative damage, it is based on
Markov chains theory to model the depth pitting inside corrosion propagation in a
hydrocarbon transport pipeline that have an inspection report. The cumulative
damage model is a stationary Markov process, of discrete time and finite states.
The damage cumulating mechanism is unit-jump type and depends of the state. Is
used the idea of the shock model, based on Bernoulli trials and probabilities to stay
in a state or to go to the next. To obtain the transition probability matrix was
necessary to analyze the inspection data, to fit the distribution function and to
obtain probabilities to stay in the different discrete damage states measured to
inspection time. The data was fit to Lognormal distribution, and it was checked with
a Kolmogorov-Smirnov test. It was developed the equation that result from multiply
the initial state vector by the matrix transition and was result the equation system to
find everyone to transition probabilities. To known the inside corrosion propagation
after to the inspection was proposed an equation and was fit to the tendencies
known at that moment. So it was possible to calculate the transition probabilities
until the failure and to know the mean of the time spent in every state using the
Bogdanoff and Kozin theory of cumulative damage. To know the mean of the time
spent in every state is possible to know the mean of the time of failure. The time
spent in every state was compared with Monte Carlo simulations and was find
similar values, and it is possible to say the model is consistent. Every step of time
was fit to the real time with the data mean and the known time of pipeline
operation.
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CAPITULO

GENERALIDADES DE LA
CORROSION EN DUCTOS TERRESTRES

.1 Introduccion

A lo largo del territorio nacional mexicano se mantienen en operacion alrededor de
cincuenta y cuatro mil kildbmetros de ductos terrestres por donde se transporta
petréleo crudo, gas natural, gas amargo, gas dulce, gasolina, diesel y otros
productos refinados. Existen, ademas, dos mil kildmetros localizados en zonas
submarinas. Cerca de la mitad de los ductos tienen mas de treinta afios en
operacion y a pesar del constante mantenimiento, inspeccién y patrullaje, se
presentan problemas ocasionados por la corrosion, dafos por terceras partes,
errores de operacion y disefo, los cuales pueden conducir a la falla del sistema.
Las fallas de estos sistemas de tuberias representan pérdidas econdmicas de
importancia y en el peor de los casos, pérdidas de vidas humanas y dafios al
medio ambiente. Una falla puede deberse a varias causas y puede ocurrir en un
area muy pequefia de la tuberia. Es posible, sin embargo, identificar los factores
importantes que pueden contribuir a las fallas en tuberias.

Los accidentes por corrosion en tuberias de transporte de hidrocarburos son los
mas frecuentes.

La corrosion es el dafio que sufren los materiales por el transporte de iones debido
a la diferencia de potencial, en el material mismo o entre éste y el medio que lo
rodea. Es una reaccion interfacial irreversible de un material, generalmente un
metal, con el medio que le rodea y que deteriora o modifica las propiedades de
dicho material (Costa, 2005).

La corrosion produce pérdidas en las propiedades mecanicas de resistencia del
material, lo que da lugar a cambios en la geometria de las estructuras y




componentes que les hacen perder la funcion para la cual estaban determinadas,
ocasionando:

e pérdidas directas, debidas al cambio de estructuras tubulares corroidas,

e pérdidas indirectas, debidas a la pérdida de produccidon por suspension
temporal de los sistemas productivos y las instalaciones, y la contaminacion
de los bienes creados,

e pérdidas de bienestar y vidas humanas,

e pérdidas de eficiencia, y

e aumento de los costos de explotacion.

La corrosion es de interés ya que la pérdida de metal invariablemente significa
una reduccion en la integridad estructural del ducto y un incremento en el riesgo
de falla.

Dos factores importantes que intervienen en el proceso de corrosion son el tipo de
material y el ambiente. El ambiente incluye las condiciones que impactan la pared
interna y externa del tubo. Dado que la mayoria de los ductos atraviesan
diferentes condiciones ambientales, la evaluacion debe permitir seccionar o
considerar apropiadamente cada tipo de ambiente dentro de cada segmento dado.

La corrosion, ademas, puede dividirse en corrosidn uniforme y localizada,
figura 1.1. La corrosién uniforme se desarrolla a una misma velocidad en toda la
superficie del material, mientras que la localizada es un ataque acelerado de una
posicion superficial determinada, debido generalmente a la separacion de las
zonas anddica y catddica, originada por desigualdades de la estructura o
composicion del material que se corroe o por diferencias del medio. La corrosion
por picadura es un tipo especial de corrosion localizada y se define como una
forma de ataque muy localizado, de metales pasivos que da lugar a cavidades
muy estrechas y profundas (Costa, 2005).

‘ Corrosion ‘

‘ Uniforme ‘ | Localizada

Atmosférica | —
- Macroscopica

Galvanica

Metales liquidos Galvanica Microscopica
Erosion

Altas temperaturas ' Intergranular
Agrietado .

, Fractura por corrosién
Picadura . L
o Bajo tension

Exfoliacién

Ataque selectivo

Figura I.1. Las diferentes formas de corrosion.




.2 Estado del arte

El estudio de la corrosion habia estado basado principalmente en enfoques
deterministas, particularmente en la teoria electroquimica de corrosion. La
corrosion localizada, sin embargo, no puede ser explicada sin puntos de vista
estadisticos y estocasticos por la gran dispersion de datos de laboratorio y de
campo (Shibata, 1996).

La evaluacion de la integridad y confiabilidad en ductos se ha estudiado de
diversas maneras en los ultimos afnos y se han aplicado analisis de riesgo y
confiabilidad para determinar las probabilidades de falla.

Un analisis formal en la evaluacion del riesgo de falla, se realiza usando técnicas
de confiabilidad. Asi, desde el punto de vista estructural, la confiabilidad o
probabilidad de éxito es la probabilidad de que una estructura, un elemento o un
sistema estructural satisfaga las condiciones limites y de servicio para las que fue
proyectada. De este modo, la evaluacidn de riesgo de falla en ductos basados en
métodos de confiabilidad mecanica o estructural, presenta mejores
aproximaciones en la evaluacion de la seguridad, brindando una herramienta
analitica que permite evaluar el riesgo con métodos mas razonables, verificables y
siempre susceptibles a la aplicacion de mejoras.

Los métodos de confiabilidad aportan elementos para poder disefar un sistema
estructural y también se utilizan para conocer las condiciones actuales de algun
sistema, esto tiene gran importancia en las decisiones de mantenimiento,
reparacion o sustitucién de alguno de los elementos estructurales que forman el
sistema, para asi devolverle al sistema estructural el nivel necesario de seguridad
especificado.

En la industria petrolera mexicana, se tienen datos de corrosion de tuberias de
transporte de hidrocarburos, obtenidos de inspecciones realizadas; sin embargo,
la informacion es escasa debido al costo y a otros factores, por lo que es
importante contar con modelos matematicos que permitan describir y predecir el
estado del sistema, con los datos disponibles y con un nivel de confianza
aceptable.

Ya se ha especificado que en este trabajo se estudiara la corrosion en los
elementos estructurales, por lo que ésta se trabajara desde el punto de vista de
dafio acumulado y de los procesos estocasticos.

El dafio acumulado es la acumulacion irreversible de dafo a través de la vida del
elemento que finalmente conduce a la degradacién y a la falla. Un proceso
estocastico es un modelo matematico de un proceso dinamico cuya evolucion en
el tiempo esta gobernada por leyes probabilistas (Bogdanoff y Kozin, 1985).




El desarrollo de la ciencia y la tecnologia exige el estudio de los problemas que
tienen lugar en el tiempo y que su resultado depende a lo sumo del resultado
inmediato precedente.

La teoria de las probabilidades no tenia procedimientos generales, ni esquemas
particulares para resolver estos tipos de problemas. Esto trajo consigo una teoria
general de los procesos aleatorios para el estudio de estos problemas.

Cualquier conocimiento sobre los estados de un sistema nos lleva a estudiar esta
clase de procesos estocasticos llamados proceso sin efecto posterior, o por
analogia, cadenas de Markov o procesos de Markov.

Andrei Andreyevich Markov fue un matematico ruso conocido por sus trabajos en
la teoria de los numeros y la teoria de probabilidades.

El modelo que se propondra asume un estado finito y discreto del tiempo usando
procesos de Markov, el cual asume que la probabilidad de lo que ocurrira en un
determinado instante dependera exclusivamente del pasado inmediatamente
anterior.

J.L. Bogdanoff y F. Kozin iniciaron su estudio de modelos de Markov de dafo
acumulado en 1978. Inicialmente habia cierta duda en que fuera una herramienta
util en la aplicacion de la ingenieria y en su valor practico. Posteriormente se
cambio el punto de vista, ya que el campo de aplicacion en el fendmeno de dafo
acumulado es extenso. Estos modelos han sido capaces de describir y analizar
exitosamente datos de vida de diferentes fendmenos, incluyendo fatiga,
crecimiento de grietas por fatiga, corrosion, cambio de propiedades de material,
entre otros. Ademas, han permitido un profundo conocimiento acerca de un gran
numero de problemas de interés en ingenieria (Bogdanoff y Kozin, 1985).

Los modelos de los fendmenos pueden ser deterministas o probabilistas. El interés
de los investigadores antes mencionados esta centrado en la evolucién en el
tiempo, bajo usos ciclicos, dafio por fatiga, longitudes de grieta y pérdida de
material. Un modelo probabilista es apropiado para fendmenos de dafo
acumulado, en el cual, las incertidumbres para la estimacién media de vida no
puedan ser ignoradas.

La corrosion localizada es conocida por mostrar una gran variacion en los
parametros medibles tal como tasa de corrosion, maxima profundidad de picadura,
tiempo de perforacion, entre otros. La variacion en los resultados viene de la
influencia de las heterogeneidades en la superficie del metal durante el desarrollo
de la picadura y de las variaciones del ambiente corrosivo a través del tiempo.
Todos estos hechos sugieren que la aleatoriedad es una caracteristica inherente e
inevitable de la corrosién por picadura a través del tiempo, asi que los modelos
estocasticos son mejor alternativa para describir la corrosion por picadura que los
modelos deterministas (Shibata, 1996).




Provan y Rodriguez usaron por primera vez un proceso de Markov no homogéneo
para modelar el crecimiento de la profundidad de picadura sin tomar en cuenta el
proceso de generacion. Ese modelo intenta describir el crecimiento de picaduras
como una funcion del tiempo de exposicion, considerando un espacio discreto de
estados de posibles profundidades de picadura. Ellos compararon los resultados
estimados con los datos experimentales reportados para el aluminio y dirigieron
SuUs propias experiencias en corrosion por picadura a aceros inoxidables
(Provan y Rodriguez, 1989).

H. P. Hong considerd la corrosién por picadura como una combinacion de dos
procesos estocasticos: al proceso de generacion de la picadura lo modelé como
un proceso de Poisson y al proceso de propagacion de la profundidad lo consideré
un proceso de Markov. La distribucién de probabilidad de la profundidad de
picadura por corrosion y la probabilidad del tiempo de falla son obtenidas al
combinar ambos procesos. Para la utilizacion del método se desarrollaron
ejemplos de acuerdo con datos experimentales. En ese trabajo, la intensidad de
transicién usada para describir el crecimiento de una profundidad especifica en el
proceso de Markov homogéneo depende del numero total de estados usados, y no
define el numero de estados 6ptimo para describir un conjunto dado de datos
experimentales (Hong, 1999).

Valor y su equipo de investigacion desarrollaron un modelo estocastico para
simular corrosién localizada. La corrosién localizada fue modelada como un
proceso de Poisson no homogéneo, en el cual, el tiempo de induccion para la
iniciacién de la picadura fue simulado como la realizacion de un proceso de
Weibull. Para simular el crecimiento de la picadura usaron un proceso de Markov
no homogéneo. El modelo propuesto es validado usando datos de experimentos
publicados de corrosion localizada (Valor et al., 2007).

Un modelo estocastico de prediccion de la evolucién del daio por corrosion en
sitios activos, aplicable bajo condiciones de practica profesional es presentado por
J.L. Alamilla y E. Sosa, usando analisis de integridad y analisis de confiabilidad
estructural. El dafio de un material y su evolucién esta determinado por el estado
de dafio en un instante de tiempo dado y una tasa de ocurrencia de dafo. Para
lograr esto, se estima la funcién de densidad de probabilidad de la profundidad del
dafio por corrosion del sistema. Su aplicacion depende de la cantidad de reportes
de inspeccion disponibles. Se presentan dos escenarios, cuando existe un reporte
de inspeccion, y cuando hay dos reportes. En éste ultimo, existe la variacion de si
los mismos defectos pueden ser identificados en las dos inspecciones 0 no
(Alamillay Sosa, 2008).

En este trabajo se estudiara la corrosion localizada por picadura interna, ya que al
depender de un menor numero de factores que la externa, es posible desarrollar
modelos matematicos mas simples. La corrosidon que aqui se analiza esta
enfocada a la pérdida de metal del tubo. Ademas se hace un analisis probabilista
de acumulacién de dano por corrosion.




El dafo acumulado reduce la confiabilidad cuando el tiempo aumenta.
Manteniendo altos niveles de confiabilidad, realizando inspecciones, reparaciones,
sustituciones parciales y manteniendo las condiciones de operacion adecuadas
puede aumentar el costo del ciclo de vida del sistema. La utilidad de este estudio
es crear una herramienta que permita predecir el estado de corrosion en un
determinado instante de tiempo, de tal manera que se puedan optimar los
recursos para programas de inspeccioén, mantenimiento y reparacion.

1.3 Objetivo

Establecer una metodologia, basada en un modelo de dafo probabilista y
procesos estocasticos de Poisson y Markov, que permita describir y predecir el
estado de corrosion en ductos terrestres de transporte de hidrocarburos en un
tiempo dado.

.4 Metas

Las metas de este trabajo son:

plantear el modelo de dafo acumulado basado en los procesos de Poisson
y de Markov,

analizar estadisticamente los datos de inspeccién del ducto,

definir los estados limite de la variable profundidad del defecto de corrosion,
determinar la probabilidad inicial y de transicion del modelo, y

evaluar la corrosion de ductos de transporte de hidrocarburos en diferentes
instantes de tiempo y calcular el tiempo esperado a la falla.
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.5 Justificacion

En la actualidad existe una gran red de ductos terrestres para la recoleccién y el
transporte de hidrocarburos distribuidos a lo largo de la Republica Mexicana. La
seguridad en la operacion de estos sistemas es de vital importancia, por lo que el
ducto se debe inspeccionar, evaluar su integridad y dar respuesta a esta
evaluacion, utilizando métodos aceptados por la industria petrolera internacional
de tal manera que se garantice la integridad mecanica durante toda la vida util del
sistema.

Es vital contar con la informacién adecuada y confiable para que se asignen
eficientemente los recursos para el desarrollo de programas efectivos para la
jerarquizacion, prevencion, deteccidn y mitigacion, que resultaran en el
mejoramiento de la seguridad y una reduccidn en el numero de incidentes.




CAPITULO ||

DESARROLLO DEL MODELO PROBABILISTA DE
DANO POR CORROSION

.1 Analisis de los procesos estocasticos

Un proceso estocastico es un modelo matematico de un proceso dinamico cuya
evolucion en el tiempo estd gobernada por leyes probabilistas. Un proceso
estocastico es llamado también proceso aleatorio (Bogdanoff y Kozin, 1985).

En este trabajo, al proceso de corrosién en ductos de transporte de hidrocarburos
se le considera un proceso estocastico.

[1.1.1 Proceso de Poisson

La aparicion de defectos por corrosion en un ducto de transporte de hidrocarburos
obedece a un proceso estacionario de Poisson {N(t);t > 0}, es decir, a un proceso

que describe las apariciones aleatorias de defectos por corrosion en el tiempo.

N(t) es una variable aleatoria que depende del tiempo, con rango de espacio
Ry =0,1 2,... El parametro t es el tiempo.

Asi, se introduce la siguiente notacion
p (t)=P{N({t)=k} V k=0,12,... (1.1.1)

donde, p,(t)es la probabilidad de que k defectos hayan aparecido en el intervalo
(0,t] y P{} es la funcién de probabilidad que describe el fenémeno aleatorio. Si
0<t, <t,, entonces la variable aleatoria N(t,) - N(t,) es el numero de ocurrencias
en el intervalo (tl,tz] (Bogdanoff y Kozin, 1985).




El proceso de Poisson esta basado en los siguientes axiomas:

1. N(0)=006 p,(0)=1; asi, el conteo inicia en cero,

2. el numero de eventos en intervalos que no se traslapan son variables
aleatorias independientes,

3. sea N(f) definida como se mencioné anteriormente, y N(t, +t)-N(t,) el
nimero de ocurrencias en (t,,t, +t], donde t,>0. Entonces N(t) y
N(t, +t)-N(t,) tienen la misma distribucién de probabilidad para cada t;.
Esto significa que se asume que el numero de ocurrencias depende
unicamente de la longitud del intervalo y no de su localizacion.

4. p,(At)=AAt+o(At), A>0, donde lim,_,0(At)/At=0 para At>0 y A es
una constante de proporcionalidad y o(At) es el orden de At. Es decir, la

probabilidad de wuna ocurrencia en un intervalo de longitud At es
proporcional a At para At suficientemente pequefo.

5. > p,(At)=o0(At), significa que la probabilidad de dos 0 mas ocurrencias en
k=2

At se vuelve insignificante para un At suficientemente pequeno.

Considerando los dos intervalos que no se traslapan (0,t] y (t,t+At] como se
muestra en la figura II.1.

\ b ]
| 1 ] _
0 t t+At  Tiempo
Figura I1.1. Intervalos independientes (0,t] y (t,t+At].
Po(t+At)= P{N(t+At)=0}=P{(N(t)=0)n (N(t + At)- N(t)=0)}  (11.1.2)

N(t) y N(t,+t)—N(t,) con t, >0 tienen la misma distribucién de probabilidad y son
independientes. De los axiomas 4 y 5 se tiene que

P{N(t + At)-N(t)= 0} = P{N(At) = 0} = p, (At) = 1- AAt + o(At)  (11.1.3)

p(At)=1, y al despejar p,(At) y

Nk

ya que  py(at)+ py(at)+--+ p, (AL)+- =

Il
o

sustituir p, (At) resulta p,(At)=1- p,(At)— p,(At)—---=1— At +0(At).

La ecuacioén (11.1.2), puede ser escrita como

o (t+At) = p, (t)p, (A1) (11.1.4)

Sustituyendo (11.1.3) en la ecuacion anterior se tiene




p, (t+ At) = p, (t)[1- AAt + o(At)] = p, (t) — p, (AL + o(At) (1.1.5)
dado que p,(t)o(At)=o0(At).

Pasando al otro lado p,(t) y dividiendo por el incremento infinitesimal At,

po(t"'At)_po(t) o(At)
=—Ap,(t)+ 11.1.6
At po( ) At ( )
Tomando el limite cuando At — 0, se obtiene,
d \
b =py (t)=-hpo 1) (11.7)

La solucion a esta ecuacion diferencial lineal, tomando el axioma 1 como
condicion inicial, es,

p(t)=e* ¥V t>0 (1.1.8)
Considérese ahora p,(t + At).

p,(t+At)=P{N(t + At)=1}= P{(N(t)=0)n (N(t + At)- N(t)=1)} U
U P{(N(t)=1)~(N(t+At)-N()=0)}

(1.1.9)
Los dos eventos anteriores son excluyentes e independientes, asi que
p,(t+At) =P{N(t) = 0 P{N(t + At) - N(t) = 1}+P{N(t) = 1}P{N(t + At)-N(t) =0} (11.1.10)
Con los axiomas 3 y 4 se puede escribir como
p,(t+At)=p, (t)p,(At)+p,(t)p, (At) (1.1.11)
Y por los axiomas 4 y 5 se tiene
p,(t+ At)=p, (t)AAL) + p,(t)(1 - LAL) + o(At) (1.1.12)

Pasando al otro lado p,(t) y dividiendo por el incremento infinitesimal At,

p. (t+ At)—p, (t) o(at)

=Ap,(t)—Ap,(t)+ —~2 1.1.13
At po() p1() AL ( )
Tomando el limite cuando At — 0, se obtiene,

P’y (t)==Ap,(t)+Ap, (t) (11.1.14)




Tomando en cuenta (11.1.8) y p,(0)=0, la solucién de la ecuacién diferencial
lineal anterior es

p(t)=(At)e* Vv t=0 (11.1.15)

Considérese ahora p, (t + At).

P, (t+At)= P{N(t + At)=2}= P{(N(t)=0)n (N(t + At) - N(t)=2)}u (11.1.16)
) 1.

(
UP{(N(t)=1)~(N(t+At)-N(t)=1)}u P{(N(t)=2

Por el axioma 5 se sabe que P{N(t+At)- N(t)=2}= p,(At)=o0(At). Entonces,
repitiendo el argumento aplicado anteriormente a 11.1.7 y p, (t + At) se tiene

p, (t+ At) = p, (t)AAL) + p, (t)(1— AAL) + o(At) (11.1.17)

Pasando al otro lado p, (t) y dividiendo entre el incremento infinitesimal At,

P, (t+ At)—p, (t) o(At)

At =-Ap,(t)+Ap,(t)+ A (1.1.18)
Tomando el limite cuando At — 0, se obtiene,
P, (t)=—7\,p2(t)+7\,p1(t) (1.1.19)

Tomando en cuenta (1.1.15) y que por el axioma 1 p,(0)=0, la solucién de la
ecuacion diferencial lineal anterior es

pz(t)=(’1;)2e‘*‘ vV t20 (11.20)

Siguiendo este procedimiento se encuentra que:

k
pk(t)=(’tl) e VvV  k=0,1.. y t=0 (11.1.21)

es la funcion de masa de probabilidad para N(t) en t>0; es decir, N(t) tiene
distribucion de Poisson con parametro At, E{N(t)}=At y varN(t)=At, donde A
es la tasa media de ocurrencias por unidad de tiempo.

Sea la variable aleatoria T el tiempo de cero a la primera ocurrencia.

P{T >t}=P{N(t)=0}=¢" (11.22)
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Asi, F.(t) es la funcién de distribucién de probabilidad de T,

Fr(t)=P{T <tj=1-e&* (11.1.23)

0 t, t, t.t, ts Tiempo

Figura 11.2. Eventos aleatorios en el tiempo.

Considérese la figura 11.2, en la cual t;,1,,...indican puntos aleatorios 6 instantes

en el tiempo, con subindices denotando el numero de evento. La aleatoriedad se
puede observar en el diagrama por la diferencia de longitud de los intervalos. Asi

t, es el tiempo al primer evento ocurrido, t, el tiempo al segundo evento y asi
sucesivamente. Sea:

T4 el tiempo de 0 al primer evento,
T, el tiempo del primer evento al segundo,

T3 el tiempo del segundo al tercer evento, y asi sucesivamente.

Entonces, T4, T, ... son variables aleatorias independientes y con la misma
funcién de distribucion de probabilidad acumulada, dada por (11.1.23), y son
llamados tiempos entre arribos. Sea Wi el tiempo al k-ésimo evento. De esta
manera se tiene que

W =T +T,++T  V k=12.. (11.1.24)
Wiy N(t) se relacionan a través de sus distribuciones.

Considérese el evento N(t)<k, que quiere decir que k 6 menos ocurrencias
tienen lugar en (0,t]. Para que esto ocurra, el tiempo a la (k+1)-ésima ocurrencia
debe ser mayor que t, por el contrario, si W, >t, entonces no mas de k
ocurrencias pueden tener lugar en (0,t]. Asi se tiene que {N(t)<k} y {W,, >t}

son eventos equivalentes, y sus funciones de distribucion de probabilidad
acumulada son F,(k;t)=P{N(t)<k}y F,(t;k)=P{w, <t}, respectivamente.

Los eventos y probabilidades anteriores se relacionan de la siguiente manera:
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F(kt)=1-F, (t;k+1) (1.1.25)
ya que
Fo(k;t)=P{N({t)<k}=PW,,, >t}=1-P{w,, <t}=1-F, (t;k+1) (1.1.26)

La funcion de densidad de probabilidad de T; es exponencial

e Vv t>0
fo(t)= 1.1.27
(1) { 0 V t<0 ( )
la cual tiene funcion caracteristica
. -1
¢T(U)=(1—';j (11.1.28)

De la teoria de probabilidad se sabe que la funcion caracteristica de la suma de n
variables independientes igualmente distribuidas, es el producto de la funcion
caracteristica individual.

dw (W) =]]2, W) (11.1.29)

1

Dado que las variables T; son independientes e idénticamente distribuidas, la
funcién caracteristica de W, ,; es

—(k+1)
a, (Uk+1) = [1-'/‘{) (1.1.30)

la cual es la funcion caracteristica de la distribucion gamma. Asi, la funcién de
densidad de probabilidad de W, ,, es

Alat) e
f,(tk+)=1 v.ot>0 (11.1.31)
0 vV t<0
y la funcién de distribucién acumulada es
A t k —/11
L (tk+1)= klj (Ar)e*dr (1.1.32)

0
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En la figura I1.3 se ilustran las diferentes formas para caracterizar la ocurrencia de
arribos aleatorios sobre una escala positiva de tiempo.

Estado
w
J

0 t Tiempo
Figura I1.3. Funcién de muestra de un proceso de Poisson.

En el caso de un proceso de dafo acumulado, un punto de tiempo puede estar en
cualquiera de los estados de dafio 1,2,...,b si se supone que el estado de dafio
inicial del punto es el estado 1, y que la falla ocurre cuando el estado b es
alcanzado. Se asume que el proceso de dafo es tal que sblo saltos unitarios estan
permitidos. Si los puntos en el tiempo en el cual estos saltos unitarios de dafio
pueden ocurrir son distribuidos de acuerdo al proceso de Poisson con parametro
A>0, entonces el tiempo a la falla W, es la variable aleatoria definida por

W =T, +T, +....+T (11.1.33)

donde T; es el tiempo usado en el estado j. Como sabemos, las T;'s son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas exponencialmente con
parametro A. Por lo tanto, W, tiene distribucién gamma con funcién de densidad

de probabilidad

A)2e ™
A€ v tso
£, (tLb)=1 T(b-1) g (11.1.34)
0 v t<0

donde A es la media de ocurrencias en el tiempo, Ir)=(r-1JNr-1)=(r-1)! es la
funcidn gamma, y b es el estado de falla.

Ahora es posible relacionar el proceso de Poisson con el proceso de dafio
acumulado, a través de las funciones de muestra del proceso. Estas son procesos
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de Poisson, y pueden ser generadas numéricamente, tomando numeros
aleatorios. Varias realizaciones de este tipo se muestran en la figura 11.4.

100

90 -

80

70+

60 -

50 -

Estado

401

30+

Proceso 1
Proceso 2
Proceso 3

20

10

1 1 1
0 50 100 150 200 250
Tiempo

Figura 11.4. Simulacion de tres procesos de Poisson.

[1.1.2 Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov juegan un papel fundamental en el desarrollo del modelo
que aqui se presenta. El interés principal en este trabajo es el comportamiento en
el tiempo finito de cadenas transitorias.

Considérese una secuencia de ensayos de un experimento en el cual los
resultados posibles son E,E,,...,E,, donde las E;’s son mutuamente excluyentes

y exhaustivas. Esto significa, desde luego, que una y sélo una de las E;’s puede
ocurrir en cada ensayo (Bogdanoff y Kozin, 1985).

Se empieza la secuencia de tiros 0 ensayos de un estado inicial. Se necesita,

entonces, la probabilidad de estar en algun estado al inicio; estas probabilidades
estan dadas por

PE.f=a,20 y Ya, =1 (1.1.35)
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En el primer ensayo, en el segundo y asi sucesivamente, el estado ocupado esta
representado por E; , E, , y asi, sucesivamente. Supongase que se empieza en
E,, en el primer ensayo se cae en E,, en el segundo ensayo la salidaes E, ;,y

asi, sucesivamente. Entonces se tiene la siguiente secuencia de salidas:
E.E,E, ;...

Si se conectan las salidas contiguas con segmentos de linea, se tiene una
presentacion grafica de una secuencia de salidas. Se llamara trayectoria de
muestra de salidas a esta grafica obtenida de una secuencia de ensayos. Se

representa la secuencia genérica de salidas por E; E, E; E, ...
0 1 2 3

El interés de este trabajo se centra en PE, E E, E, ..} y P{E, |, donde la

primera denota la probabilidad de que ocurra una trayectoria de muestra
especifica, y la segunda denota la probabilidad de que una salida especifica
ocurra en el n-ésimo ensayo.

Se sabe que P{Ejo}: a; , si se evalua P{EjthEjz...Ejn}, es posible encontrar
P{Ejn } ya que

PE, =33 PE,EE,.E | (11.1.36)

jO jl jnfl
Se puede continuar evaluando estas probabilidades si el proceso es
completamente independiente o de Markov. El primer caso no es de interés en

este trabajo, aunque lleva a modelos simples de falla. El segundo caso es el que
aqui interesa. Se asume que el proceso es Markoviano, entonces

P{Ejth}: P{Ejo}P{Ejl EioJl

E, PE,E, | (11.1.37)

P{Ejo Ejl Ejz }: P{Ejo }P{Eh

y asi, sucesivamente, por la propiedad de Markov. Denotamos las probabilidades
de transicion de un paso

PE, [E,.|
por

P{Eh‘Eio}: pjoju""P{Ejk Ejk,1}= Pi i (11.1.38)
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y se asume que las p, ; V k=12.., son constantes. Entonces se puede
escribir que
PIE,E; J=2,p,,
P{Eio EilEjz}z aj0 pjojl pjljz (”1 39)

Si queremos conocer P{Ejk} en el k-ésimo paso, se obtiene

PE, J= 228, Py Py (11.1.40)

Jj1 o

Una secuencia de ensayos de un experimento con posibles salidas EE,,...,E,

sera llamado un estado finito de cadenas de Markov con probabilidades de
transicion constante si la probabilidad de secuencias de muestra (trayectorias) de
estados son definidas por (11.1.39) en términos de una probabilidad de distribucion
inicial {aj} y probabilidades condicionales fijas {pjk} de que E, ocurra en un

ensayo, dado que E; ocurrio en el ensayo previo (Feller, 1957).

Una cadena de Markov se denomina estacionaria de estado finito si las p; 's no

dependen del numero de ensayos, de lo contrario la cadena de Markov es llamada
no estacionaria.

Es util introducir la siguiente notacion: sea

Po =18,,8, @ | (11.1.41)
un vector fila (1 x m),
Estado final
1 2 e m
Pu P - P |l
P= p.21 p_22 p_zm Estado inicial (11.1.42)
Pu Pme = Ppm M

una matriz de transicion de probabilidad (m x m)

P = {PElk ' PEzk ey PEmk}
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P = {pk(l)’ Py (2).---, pk(m)} (11.1.43)

un vector fila (1 x m). Reconociendo que (11.1.40) es una multiplicacién matricial,
dicha ecuacion se puede reemplazar por

P, = P, P" (11.1.44)

Obviamente debemos tener

dYpli)=1 Y k=12., y >p=1V j=1.,m. (11.1.45)
k=1

=1

La forma de la matriz que aqui interesa se muestra a continuacién, donde el signo
“+” es una entrada diferente de cero en la matriz P. Considérese

(1.1.46)

o o + + o o
o + + o o o
R + O ©O © o

O o o + + o

O O O O o +
O O o o + +

YT

Figura I1.1.1. Diagrama de flujo de la matriz de transicién de probabilidad P.

()]

El diagrama de flujo para esta matriz de transicion de probabilidad P se muestra
en la figura 11.1.1, en la cual se ha reemplazado E; por j. Se puede observar de

(11.1.46) o de su diagrama de flujo asociado que, si se esta en uno de los estados
o salidas 1, 2, 3, 4, 0 5 en el principio de un ensayo, se puede permanecer en ese
estado o brincar al siguiente. Una vez que se deja uno de esos estados, no se
puede entrar ahi otra vez. Debido a lo anterior, los estados 1, 2, 3, 4 y 5, son
llamados estados de transicion. El estado 6 es interesante, ya que una vez que se
entra ahi ya no se puede salir de él; es llamado estado absorbente, es por eso que
se observa el 1 en (ll.1.46). Estas observaciones explican la notacién en el
diagrama de flujo. La suma en las filas en (I1.1.46) debe ser unitaria por (11.1.45).
Dado que sdlo estan permitidos saltos unitarios en (11.1.46), se llamara a P una
matriz de transicion de probabilidad de salto unitario.

Dadas {aj} Y Py, es posible generar trayectorias de muestras usando la

computadora. La ecuacién (11.1.44) es apropiada para calculos numéricos en la
computadora. Sin embargo, también se necesitan formulas explicitas para las
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distribuciones de tiempos de ir de un estado a otro, momentos de esos tiempos,
entre otros.

Se pueden obtener resultados analiticos para cadenas de Markov estacionarias de
manera directa para ciertas formas de P si se usan transformadas geométricas y
funciones caracteristicas.

Es conveniente en este punto cambiar un poco la notacion para facilitar su
manejo. Se denotara el estado E; simplemente por j; ademas, los estados seran
ahora 1, 2, ...,b, es decir, se reemplazara m por b. Para una secuencia ordenada
de los estados E].O,Ejl,..., los subindices 0,1,... denotan el tiempo x; asi, Ejk

representa el estado ocupado en el tiempo x=k. Se asume el tiempo
x=0,1 2,...; asi, el tiempo es discreto y esta indicado en numeros no negativos.

Se asocia el estado inicial de la cadena E; con x=0, el estado E; después del
primer ensayo con x=1, el estado E; despues del segundo ensayo con x=2,y
asi, sucesivamente. P es ahora una matriz (b x b),

P, =1{a,,...a_ t={r, ... 7.},
P, ={p, (@) ... p, (O}, (11.1.47)
También se ha reemplazado a; por r;. Entonces (I.1.44) se convierte en
p.=pP* V¥V x=012,.. (11.1.48)

donde P° =1, la matriz identidad (b x b). La ecuacion (I1.1.48) se multiplica por z*
y se suma en x. Si se tiene

Ypz=x2z y Y Pz=¥0) (11.1.49)
se obtiene
2(2)=p,¥(2) (11.1.50)

Un componente p(y;z) de x(z) es la funcién generadora de la probabilidad de
estar en el estado y. El elemento v, ,(z) de la matriz (b x b) ¥(z) es la funcion

generadora de probabilidad de estar en el estado k, dado que se estuvo en el
estado | al principio. Obviamente, de (I1.1.50) se obtiene:

p(y;2)=izz1y/j,k(z) Vo oy=1.,b (11.1.51)

La segunda férmula de (11.1.49) puede escribirse como
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¥(z)

S Pzt =(1-Pz)"
0

Como ya se sabe, se puede escribir

(k, j Jcofactor de|l — PZ

Vix (Z) = (_ 1)j+k

| -Pz

donde \I - Pz[ es el determinante de la matriz | — Pz.

(11.1.52)

(11.1.53)

Se observa que las wj,k(z)’s son funciones generadoras de las probabilidades de

los tiempos de pasar de un estado a otro.

Se asume que P tiene la siguiente forma

'p, q, 0 O 0 0
0 p, q, O 0 0
0O O 0 0
P=| . '?3 q:3 c (1.1.54)
0 0 0 O Por Goa
|0 0 0 O 0 1 ]
donde p;, q; >0, p,+q; =1, j=1..,b-1
Al evaluar (11.1.53) para varios j, k se tiene
ql.. qy—lzyil
v, (2)= vV  1<y<b-1,
T - p2)--l-p,2)
Q- qb—lzb&
Vi,(2)=
e (1_ plz)"'(l_ Py 12)(1_ Z)
qy. qb—lzb_y
Wy(2)= vV y=1..b-1,
- p,2) - pya2)l-2)
w,,(2)= 9 Gy’ vV  1<j<y<b-1
P - p2) - p,2)
1
l//j'j(Z)_l—p . VY j=1..b-1 (11.1.55)
j
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Al examinar las expresiones anteriores se puede observar que la primera, cuarta y
quinta tienen la misma forma general. y/liy(z) es la funcién generadora de

probabilidad de estar en el estado y en el tiempo x dado que se estuvo en el
estado 1 en x=0. y, (z) tiene un significado similar, ¥, (z) es la funcion
generadora de probabilidad de estar en el estado j en el tiempo x dado que se
estuvo en el estado | en x=0. Estas funciones generadoras no generan una

funcién de masa de probabilidad. Para ver esto recordemos que si una funcion
P, (z) es la funcién generadora de la funcion de masa de probabilidad de una

variable aleatoria discreta X, se tiene que P, (1)=1. Sin embargo, v, (1)=1/q;;
asi, ,,(2), v,,(2), v,,(2), no son funciones generadoras de la funcién de masa

de probabilidad de una variable aleatoria discreta. Esto significa que no podemos
usar v, (2), v.,(z2) v v,,(z2) para calcular los momentos de los tiempos

correspondientes para alcanzar el estado y(6 j)<b dado que se esta en 1< j(<y)
en x=0.

Sea T, el tiempo para alcanzar el estado y(< b) dado que se esta en el estado
1< j(<y) en el tiempo x=0. Entonces, ya que y, (z) es la funcion generadora
de T, ,,

P{TJ.’y = x}= coeficiente de z* en v,,(2) (11.1.56)

Para encontrar la expansion en potencias de z de y/jyy(z) con j<y, se usan

fracciones parciales. Para facilidad en los calculos, se asume primero que
1>p,>p,>->p,, >0, se encuentra que

1 1
P~ Ppa)-(py - ) 1-p;2

1 1
(p, - p,)(pya—p,)1-p,2

v,y(2)=0;..0,, ( oot (-2)

(11.1.57)

La expansidn en fracciones parciales se vuelve mas compleja si sélo algunas de
las p;’s son igual en valores; aqui no escribiremos este caso. Sin embargo, si

1> Pp==Ppa = p>0, g=1-p, se encuentra
B qy—jzy—i
zxfj,y(Z)—(l_pz)yHl (11.1.58)

Se define una nueva funcién generadora gz)y’b(z) por medio de la formula
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8y5(2)=(1-2)y,,(2) (1.1.59)

Se tiene de (11.1.55) que

¢y,b(z)=( Ay o2 (11.1.60)

1-p,2)--(L- p,s2)
Se puede ver que ¢,,(1)=1; por ello, ¢,,(z) es la funcion generadora de la funcion
de masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta. Se denota esta

variable aleatoria por W, ;.

Usando fracciones parciales cuando 1> p, > p, >---> p,, >0, se tiene que

p; b-y P.ffl
Q-G +---+(=1) vV x>b-y
I:){Vvy,b = X}Z ’ ' (py - py+1)"'(py - po—l) (py - po-l)"'( Poo— 93-1)
0 V x<b-y
(11.1.61)
En el caso que 1>p, =---=p,, =p>0, q=1-p, como se dijo antes, se usa la
expansion binomial de (1— pz) ™,
x-1 X-b+y b-y
VvV Xx=2b-
PiW,, = x}= [X_b_y]p a xzb-y (111.62)
0 vV x<b-y

Las ecuaciones (11.1.61) y (11.1.62) definen la funcién de masa de probabilidad de
W, ,,. Se puede escribir

PIW,, = xf= p,,(x) (1.1.63)
y, ya que,
¢y,b(z): Z py,b(x)zx
0
-2 =1+ z+ 2%+ (11.1.64)
se obtiene

Wy,b(z): py,b(0)+[py,b(0)+ py,b(l)]z""”‘"[py,b(0)+"‘+ py,b(k)]zk +--- (1.1.65)
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Pero

F (X y,b) SX} Zpyb (11.1.66)
Asi
w,o(2)=D Fy(xy,b (11.1.67)
k=0

Ademas, v, (z) es la funcion generadora de la funcion de distribucion acumulada
de F,(x;y,b) de W, ,

Es posible, ahora, encontrar las expresiones para los momentos de W, ,,, usando
la funcion generadora de probabilidad ¢,,(z) o la funcién caracteristica

i qy - Qb—lei(b_Y)u
uj=g, . e")= : _ 11.1.68
¢y,b( ) ¢y,b( ) (1_ pyem )(1_ pb_lelu) ( )
Los momentos de W, ,, son
b-1
EW,, = (L+r))
y
varW,, = 3 r; (1+ rj)
(11.1.69)

Hs {Wy,b}
Y, {Wy b }

r (1+ r; )(1+ 2rj)

i

<ME <M

<

aw,, [ birj(lﬂj)(1+2rj)(1+3rj)+birjz(1+rj)
’ y

P

donde r, =
g

II.2 Planteamiento del modelo de dafio por corrosion

En esta parte del trabajo se plantea el modelo de dafo acumulado por corrosion,
usando las ideas de cadenas finitas de Markov.

Se empieza dando dos descripciones cualitativas del proceso de dafio acumulado
y se discuten las caracteristicas del modelo. Después se usa la herramienta
matematica de transformada geométrica para proveer un modelo general
cuantitativo de un proceso de dafo acumulado.
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11.2.1 Aspectos cualitativos de los modelos de dafio acumulado

[1.2.1.1 Punto de vista de la funcién muestra

La situacion fisica que se considera para el modelo es la siguiente: una unidad
esta en operacion en un cierto ambiente, y durante el ciclo de operacion ocurren
cambios irreversibles. Estos cambios irreversibles se acumulan hasta que la
unidad ya no puede funcionar satisfactoriamente; se dice, entonces, que la unidad
ha fallado; el tiempo en el cual la unidad cesa de funcionar satisfactoriamente es
llamado el tiempo a la falla o tiempo de vida de la unidad; el proceso por el cual se
acumula dafio irreversible, es llamado un proceso de dafio acumulado. La
corrosion es un proceso de este tipo, aunque también lo son fatiga, desgaste,
crecimiento de grietas, entre otros.

Considérese en este caso, el desgaste en un ducto de transporte de
hidrocarburos. Se asume que el ducto es inicialmente nuevo. Las profundidades
de los diferentes defectos son medidos en varios lugares a lo largo la tuberia.
Como la tuberia se desgasta, habra un gradual aumento en la profundidad del
defecto; la pérdida de material o el aumento de profundidad es un proceso de
dafio acumulado observable. Se pueden obtener datos en varios tiempos, de la
pérdida de material en varios puntos de la tuberia, que estan siendo monitoreados.
Un tramo es retirado (o ha fallado) de su servicio normal cuando estas
observaciones alcanzan un valor prescrito en uno o0 mas de los puntos
monitoreados. Sea d, la profundidad del defecto que esta siendo usada para

determinar cuando debe ser retirado de servicio un tramo. d, es una funcion

definida del aumento de profundidad de defectos en los puntos monitoreados. Sea
d, el valor de d, en el cual la pieza es retirada.

La figura 11.2.1 muestra la evolucion de d, para un defecto como funcion de t. t
denota el tiempo en el cual d, =d;. Cuando mas piezas son puestas en
operacion y su desgaste es monitoreado, obtenemos mas curvas d, contra f,

como se muestra en la figura 11.2.2, en la cual se observa que todas parten del
mismo nivel de dafio inicial.

Las curvas d, contra t son llamadas funciones de muestra del proceso de dafio

acumulado. Cada pieza tiene su propia funcion de muestra; se tienen tantas
funciones de prueba como piezas probadas. La probabilidad de que dos funciones
de muestra coincidan es insignificante, debido a la variabilidad inherente en las
condiciones de servicio y en las operaciones de manufactura.
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Daro

dy

0 t4 Tiempo

Figura 11.2.1. Funcion de muestra de acumulacion de dafio d, alafallaen d,.

Dano

df

Figura 11.2.2. Funciones de muestra de acumulacion de dafio d, alafallaen d,.

Los tiempos t,,t,,---,t, en los cuales las piezas son retiradas, también seran, en

general, diferentes, por la inherente variabilidad; sin embargo, algunas de estas
t’s pueden coincidir. Se reordenan las t’s asi,

Estas t's son las t;’s originales puestas en orden ascendente. La funcion de

distribucion empirica del tiempo a la falla se denota por F,(t), y esta definida
como sigue:
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F.0)=0 V t<t,
1

F.)== V t<t<t,
n

F.()=" VWV t,<t<t,

SN

F=1 V t>t,
donde n representa el numero de muestras en la prueba. Ya que F,(t) es una

funcién de los datos, es un estadistico, y ya que los datos estan ordenados, es un
estadistico de orden. Cada vez que se hace la prueba con un tamano de muestra
n se obtienen diferentes F,(t). Habra una considerable variabilidad entre las

F,.(t)’s cuando n es pequefio y la variabilidad disminuye al incrementarse n.

Es sabido que bajo condiciones razonables, las fluctuaciones entre las F,(t)’s se
aproximan a cero cuando N — o,

F.(t) resume los datos de la prueba en el tiempo de falla, pero no define cémo

evoluciona el proceso de desgaste en el tiempo, esto es, el comportamiento de
funcion de muestra como funcion del tiempo. Las funciones de muestra son
monotonamente crecientes, figuras 11.2.1 y 11.2.2, ya que una vez que se inicia el
proceso no puede recuperarse mientras esté en operacion. Este es un rasgo
caracteristico de un proceso de dafio acumulado.

Dano

W abd N
\
\

Tiempo

Figura 11.2.3. Funciones de muestra de acumulacion de dafio d, a la falla en
diferentes d,’s con diferente dafio inicial.

25



El comportamiento de la funcion de muestra puede ser diferente al mostrado en
las figuras anteriores. Considérese el comportamiento de la funcién muestra
mostrada en la figura 11.2.3. Aqui, el estado inicial de dafio d, es diferente para

cada funcion de muestra; el valor de d, en el cual la pieza es retirada o falla es

también diferente para cada funcion. Este tipo de comportamiento de la funcién de
muestra es fisicamente admisible. Por ejemplo, al iniciarse el proceso se pueden
tener diferentes profundidades de defectos, provocando diferentes d,’s.

Las variaciones en los dafos iniciales pueden deberse al variable control de
calidad en la manufactura de nuevos articulos, deterioro variable durante el
almacenamiento hasta que el articulo es puesto en servicio, entre otras causas.
En especimenes de prueba con cuidadosa manufactura, puede ser razonable
esperar pequefa variabilidad inicial; y si no hay calidad en la manufactura o no
puede ser estrictamente controlada, o si hay diferentes manufactureros, puede
esperarse considerablemente mas variabilidad. En todos los eventos, el estado
inicial de dafo puede tener variabilidad, que en un modelo matematico puede ser
especificado por una distribucién de probabilidad.

Los variables niveles de dafio en los cuales la falla o el retiro ocurren pueden
surgir de varias formas. Una herramienta de cortar puede ser considerada agotada
cuando corta deficientemente, donde deficientemente determina un sub intervalo
de valores sobre el rango de desgaste de la herramienta. Una pieza en fatiga o
corrosién puede ser retirada la primera vez que en la inspeccion se detecte una
grieta que rebase la longitud especificada. Estos ejemplos son suficientes para
indicar que el nivel de dafio en el cual ocurre la falla o el retiro puede tener
variabilidad, que también puede ser incluido en un modelo matematico.

Hay otro tipo de comportamiento de funcion de muestra. Aqui hay un corto periodo
de entrada durante el cual el dafio, corrosién, por ejemplo, se acumula
rapidamente. Después de este periodo inicial, la acumulacion de dafo tiene una
tasa medianamente constante, que esta reflejada en la pendiente mas o menos
constante de la funcion de muestra; esto puede ser visto como un periodo de
acumulacion de dafio estable. Este tipo de comportamiento de funcién de muestra
es el que ocurre en el proceso de corrosion.

Los procedimientos de inspeccion y reemplazo son usados frecuentemente para
asegurar, tanto como sea posible, la operacién libre de fallas por periodos
extendidos. La figura 11.2.4 muestra el comportamiento de la funcién de muestra
cuando el dafio por encima del nivel d, es siempre detectado, la pieza sustituida
es reemplazada por una nueva, y los periodos de inspeccion son regularmente
espaciados.
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Es conveniente obtener graficos detallados de las funciones de muestra, para ello,
el dafo de interés (aumento en la profundidad del defecto) deberia ser
monitoreado frecuentemente.

Dafio

ds

X4 X2 X3 Tiempo

Figura 11.2.4. Funciones de muestra de acumulacion de dafio con inspecciones en

Se pueden hacer numerosas observaciones acerca del

X1, X2, ... Y reemplazo.

proceso de dano

acumulado, basado en lo que se ha mencionado:

abRwN =

hay un ciclo en el modo de operacion,

el valor inicial de dafno puede ser aleatorio,

el dano a la falla puede ser aleatorio,

la acumulacion de dafo en un ciclo es no decreciente, y es aleatorio,

si el ascenso inicial en una funcién de muestra es lento, un cambio en el
dario inicial tiene una profunda influencia en la magnitud de las t;’s,

si el ascenso final de una funcion de muestra a la falla es rapido, un cambio
en el daiio en la falla tiene poca influencia en la magnitud de t;,

una funcion de distribucion empirica del tiempo a la falla no necesariamente
caracteriza el comportamiento de la funcion de muestra, y

los procedimientos de inspeccion y reemplazo terminan una funcién de
muestra y empieza otra.

El punto de vista de la funcién de muestra proporciona una idea para comprender
como es la acumulacién de dano en el tiempo. Es un poco mas complicado pasar
de las observaciones fisicas de las funciones de muestra a un modelo matematico
del proceso de dafio acumulado. Sin embargo, partiendo de un modelo
matematico como el modelo de choque que se considera a continuacién, se sigue
facilmente a un modelo del proceso con funciones de muestra no decrecientes.
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11.2.1.2 Modelo de choque

Un ciclo de servicio es un periodo repetitivo de operacién en la vida de un
componente durante el cual puede acumularse dafo. El tiempo x es medido en
numero de ciclos de servicio y es discreto, es decir, x=0,12,.... Se supone

también, que el dafio es discreto con estados d=0,1, 2,...,b, donde el estado b
representa, ya sea reemplazo si es necesario u ocurrencia de la falla.

A primera vista puede parecer muy restrictivo asumir que el dafio es discreto en
lugar de continuo. Sin embargo, la restriccidon impuesta es sencilla en términos de
pérdida de realidad fisica cuando es comparada con la ventaja computacional
ganada. Una situacion analoga existe en mecanica continua cuando se introducen
elementos finitos discretos, ya que proveen una potente herramienta
computacional con un ligero costo en la realidad fisica. Si todos los componentes
son hechos e inspeccionados cuidadosamente, y puestos en operacion sin
ninguna acumulacion de dafo en el almacenamiento debido a la corrosién y otros
fendmenos, es frecuentemente satisfactorio asumir que el estado inicial es 1.
Obviamente habra casos en los que no sea posible asumir esto.

Las dos primeras suposiciones son equivalentes a decir que se supone que el
dafio acumulado puede ser modelado como un proceso de estados finitos y
tiempo discreto.

Se asume que el dafo esta en el estado 1 en x=0, y que durante un ciclo de
servicio, un golpe o impacto ocurre. Si el impacto esta por debajo de algun nivel
critico, ningun dano es adquirido; si el impacto esta arriba del nivel critico, una
unidad de dafio ocurre. A continuacién se introduce la probabilidad o aleatoriedad
en el modelo.

Sea p, la probabilidad de que un golpe esté por debajo del nivel critico, dado que
el dafo esta inicialmente en el estado 1, y sea g, =1- p, la probabilidad de que el
golpe exceda el nivel critico, dado que el dafo esta inicialmente en el estado 1. Se
asume, basicamente, una secuencia de ensayos de Bernoulli hasta la primera vez
que el valor critico es excedido, donde g, es la probabilidad de éxito en una sola
prueba. Se supone independencia entre tiros en los ensayos de Bernoulli.
Empezando en x=0 en el estado de dafio 1, el dafio permanece en el estado 1
hasta la primera vez que el golpe excede el valor critico; entonces el dafio pasa al
estado 2. p, y g, no dependen de x, sin embargo, la dependencia de x puede
ocurrir. La distribucidn del tiempo hasta que el golpe excede el valor critico es la
distribucion geométrica.

Ahora se supone que el dafio ha entrado al estado 2. Sea p, la probabilidad de

que el golpe no exceda el nivel critico, dado que el dano esta inicialmente en el
estado 2, y sea g, =1-p, la probabilidad de que el golpe exceda el nivel critico,

dado que el dafo esta inicialmente en el estado 2. Notese que p, y g, dependen
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solo de estar inicialmente en el estado 2, y no de como se paso del estado 1 al 2.
Otra vez se supone una secuencia de ensayos de Bernoulli hasta la primera vez
que el segundo valor critico es alcanzado. Una vez que se ha entrado en el estado
2, el dafio permanece en el estado 2 hasta la primera vez que ocurre un golpe que
excede el nivel critico; entonces el dafo va al estado 3, y asi sucesivamente.

De manera mas general, se considera que el dafo acaba de entrar al estado j.
Sea p; y q; =1-p,, la probabilidad de que un golpe no exceda un nivel critico,

dado que el dano esta inicialmente en el estado j (j =1 2,...,b—1) y la probabilidad

de que el golpe exceda el nivel critico, respectivamente, dado que el componente
esta inicialmente en el estado j. Nuevamente nétese que p; y g; dependen

solamente de estar inicialmente en el estado j; no importa saber como fue
alcanzado el estado j. Asi, la historia del proceso es resumida por el presente
estado ocupado. Se introduce la usual suposicion de la secuencia de los ensayos
de Bernoulli. Una vez que el dafio entra al estado j, permanece en ese estado
hasta la primera vez que un golpe excede el nivel critico; entonces el dafo va al
estado j+1.

Continuando de esta manera, el dafio se incrementa en una unidad en el tiempo,
hasta que el estado b es alcanzado, y entonces, el modelo es detenido, ya sea
debido al reemplazo o a la falla. Se supone que p; y q; =1-p; V j=12,..,b-1,

son independientes de x; esto significa que se tiene un modelo independiente del
tiempo o estacionario. Cuando p; y q; dependen de X, se tiene un modelo no
estacionario. Si las probabilidades p; y q; dependen de j, se tiene un modelo de
dano acumulado dependiente del estado; si p; es constante para j=12,..,b-1,

el proceso es, obviamente, independiente del estado. La suposicion de que la
historia del proceso es resumida en el presente, es la suposicion basica para la
mayoria de los modelos dinamicos; en el presente enfoque probabilista, ésta es la
bien conocida suposiciéon de Markov.

Cuando hay un proceso de dafio acumulado fisico observable, los estados del
modelo seran una funcion de lo observable. En este caso, en el proceso de
corrosion, los estados del modelo son funcion de la profundidad del dafio, que son
obtenidas durante la inspeccion.

La version del modelo de choque, que se acaba de dar, es descriptiva de un
modelo de dafio acumulado de salto unitario.

Considérense los siguientes casos particulares. Se supone que
1>p, >p,>-->p,,, 0, de manera equivalente, q,<q,<---<(,,. Esta

suposicion indica, enfocando la atencion a las q;’s, que la probabilidad de que un

golpe exceda el nivel critico se incrementa al incrementarse el estado de dafo.
Asi, la capacidad de resistir los efectos del dafio del golpe decrece a medida que
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el dafio se incrementa. Si en lugar de eso, asumimos g, >q, >--->(, ,, entonces,
la capacidad para resistir los efectos del dafo por el golpe se incrementan en la
medida que el estado de dafio se incrementa. Finalmente, se puede observar que
si g, =---=0q,,, significa que la capacidad de resistir los efectos del dafio por los

golpes no depende del estado de dafio ocupado.

Obviamente, p; y q;, son probabilidades condicionales, dado que dan las
probabilidades de estar en, o dejar el estado j, dado que se inicié en el estado j:

p, = prob{permanecer en e estado j| inici6 en el estado il

q; = probiir a estado j +1 inici6 en el estado |}

En todos los eventos, p; y q; definen la evolucion del proceso de acumulacion de
dano del estado 1 al estado b.

La suposicion de que p; y g; son independientes de x significa que no hay

cambios ambientales, cambios severos a través del tiempo en el ciclo de servicio,
cambios quimicos en los componentes, entre otros; esta suposicidon puede
corresponder a muchos procesos fisicos de acumulacion de dafio. Sin embargo,
es facil identificar procesos fisicos en los cuales hay cambios ambientales,
cambios en la severidad del ciclo de servicio, entre otros. Para adecuar dichos
procesos es necesario que p; y g; cambien con el tiempo.

Ya se ha mencionado anteriormente que, para una manufactura cuidadosa de los
componentes que son puestos en servicio inmediatamente después de la
fabricacion o que son cuidadosamente protegidos en el almacenamiento antes de
ser puestos en servicio, la suposicion de que el estado 1 es el ocupado
inicialmente por todos los componentes es razonable. Si, por otro lado, la
manufactura e inspeccidén no mantienen estrictos estandares, o la degradacién
ocurre en el almacenamiento antes del uso, la suposicién de que sélo el estado 1
es inicialmente ocupado, no es realista.

La presencia de variabilidad en la calidad inicial de los componentes pueden ser

manejados por el modelo de una manera simple. Se asignha una probabilidad de
distribucion a los estados iniciales ocupados como sigue:

7, = problel estado j esté inicialmenteocupado} V. j=12..,b-1,

7, =0
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Se sabe que Zfirj =1. La suposicion de que =z, =0 significa que ningun

componente esté en estado de falla b inicialmente. Asi, la distribucion de
probabilidad

Po :{”11”2’---1”b—1’0}

hace posible contar la variabilidad en la manufactura y los estandares en la
inspeccion inicial, degradacion de calidad debido al almacenamiento, entre otras
causas.

En el presente trabajo se considera que la acumulacion de daio inicia en el primer
estado, es decir,

p, ={L0,...,0}

La descripcidn inicial indica que el estado b corresponde a la falla o al reemplazo.
En algunas situaciones fisicas no es posible dar una definicion precisa del estado
que corresponde a la falla o al reemplazo. Por ejemplo, supdéngase cuando en el
estado j ocurre una repentina sobrecarga que causa la falla, o una cortadura
ocurre en una llanta que causa la falla. Notese que aqui se ha usado falla en el
sentido que el componente deba ser removido o reemplazado por alguna causa.
El modelo satisface la situacién asignando una probabilidad de falla a un estado,
tan pronto como el estado es ocupado:

p, = probifalaen e estado j}

entonces la distribucion de probabilidad

b

P =10, Py} > =1

1

expresa como estan especificados falla o reemplazo en los estados |=1,2,...,b.

La suposicion p, =1 significa que falla o reemplazo ocurren s6lo cuando es
alcanzado el estado b. En muchas situaciones fisicas, la suposicion p, =1 es

requerida porque la falla corresponde a la rotura o algo observable, por ejemplo, la
profundidad del dafio alcanza un valor especificado.

Se supone p, =0 ya que debe haber al menos un estado al empezar que no
corresponde a la falla. Entonces, el modelo puede contar con la variabilidad
inherente en la definicidon de falla o reemplazo que ocurre en muchas situaciones
fisicas.
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Basado en el modelo descrito y con relaciéon a lo observable, se puede resumir
ahora lo que se ha dicho, usando el punto de vista del modelo de choque:

1. estandares de manufactura y control de calidad, degradacién en el
almacenamiento, entre otros, pueden ser fuente significativa de variabilidad.
Esta fuente de variabilidad es descrita por una distribucion de probabilidad
en los estados y es denotada por una distribucion de probabilidad inicial p,

en el modelo de golpe que tiene estados de dafio discretos 1, 2, ..., b,

2. la severidad del ciclo de servicio, cambios ambientales, envejecimiento, y
otros, pueden ser una segunda fuente significativa de variabilidad. Esta
fuente de variabilidad es descrita por distribuciones de probabilidad p; (x),

q; (x), en el modelo de choque que se modela en tiempo discreto
x=0,12..,y
3. el estado en el cual ocurren el reemplazo o la falla, puede ser una tercera

fuente de variabilidad. Se describe esta fuente por medio de la distribucion
de probabilidad p sobre los estados discretos de tiempo.

Noétese que los puntos anteriores pueden ser caracterizados cuantitativamente por
medio de los parametros establecidos.

El modelo de choque puede explicarse con un modelo matematico probabilista, el
cual, esta basado en las funciones de muestra.

Las funciones de muestra estan construidas usando p,, p; y g; para un modelo
de salto unitario, asi como p .

Primero, se muestrea una variable aleatoria con distribucion p, para determinar el

estado inicial de la primera funcion de muestra; supdéngase que se empieza en el
estado k. Posteriormente, se muestrea una variable aleatoria con distribucién p, y

g, » como ya fueron descritas, hasta que se ingresa al estado k +1, se muestrea
una variable aleatoria con distribucion p,,, y q,., hasta que se ingresa al estado

k+2, y asi sucesivamente. Esto produce una funcién creciente que tiene saltos
unitarios en tiempos aleatorios. Finalmente, se muestrea una variable aleatoria
con distribucion p para determinar el estado, digamos /, en el cual la funcién de

muestra termina. Por lo tanto, la primera funcion de muestra empieza en el estado
k, es creciente, y termina cuando se ingresa por primera vez al estado /. Al repetir
este proceso, se encuentra la segunda funcién de muestra, tercera funciéon de
muestra, y asi sucesivamente, hasta tener tantas como se deseen construir. El
tiempo a la falla es el tiempo en el cual se ingresa por primera vez al estado
terminal. La figura 11.2.5 expone la forma tipica de las funciones de muestra aqui
utilizadas.
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Estado

1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

X (tiempo)

Figura 11.2.5. Funcion de muestra tipica de un modelo B de daio.

Por lo tanto, el modelo de choque sigue funciones de muestra crecientes, como es
requerido.

Estas caracteristicas pueden ser unidas en un solo modelo matematico.

I1.2.2 Version simple de un modelo estocastico estacionario de
dafno acumulado

En este modelo se supone lo siguiente:

4.

1. la severidad del ciclo de servicio es repetitiva y constante,
2.
3.

los estados de dafio son discretos y denominados 1, 2, ..., |,...,b (falla),

la acumulacién de dafio en un ciclo de servicio depende solamente del ciclo
de servicio y del estado de dafio al inicio del ciclo, y

el dafio sélo puede incrementarse en un ciclo de servicio, del estado
ocupado al principio del ciclo al estado de una unidad mayor.

El tiempo x es discretizado por la suposicion 1; asi que, x=0,1, 2,... Los estados
permisibles de dafio han sido discretizados en la suposicién 2. De esta manera, el
modelo tiene estados finitos (discretos) de dafio y tiempo discreto, como se debe
usar en las ideas de Cadenas de Markov.
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La suposicion de ciclos de servicio de severidad constante significa que se
considera que cualquier cosa que pase en un ciclo de servicio ocurre en cada uno
de los otros ciclos.

La tercera suposicion declara que el dafo solamente es considerado al principio y
al final del ciclo de servicio. EI modelo no menciona nada acerca de detalles
cuantitativos de lo que ocurre dentro de un ciclo de servicio. Por lo tanto, el
modelo es llevado en el sentido de que solamente son de interés los inicios y
finales de los ciclos de servicio.

Esta tercera suposicion es la de Markov, que es la acumulacién de dafio en un
ciclo de servicio, solamente depende del ciclo de servicio en que se esté y del
estado de dafio en el que se inicié el ciclo. En el modelo no es relevante saber
cémo fue alcanzado el estado de dafio al principio.

Cuando el estado b es alcanzado, el retiro o la falla ocurren; asi, el estado b es un
estado absorbente y p, =1. La suposicién 4 implica que se tiene un modelo de

salto unitario y que el permanecer en los estados 1, 2,...,b—1 debe ser transitorio,

ya que, una vez que el dafio se mueve de un estado al siguiente, nunca regresa al
estado que acaba de dejar.

Esta version del modelo de dafo acumulado es un proceso de Markov
estacionario, de tiempo discreto y de estados finitos. ElI mecanismo de
acumulacion de daino es del tipo salto unitario y es dependiente del estado.

A continuacion se exponen estas ideas en términos matematicos. Sea la variable
aleatoria D, el estado que ocupa el dafio en el tiempo x=0. La distribucion de

probabilidad inicial p, sobre los estados de dafio en x=0 seran especificados por
el vector renglon (1xb)

Po =171, 75 e 7, 1,0} (11.2.1)

b-1
donde P{DO =j}= 7,20y sz =1. Notese que se considera que en ningun caso
1

se inicia en el estado de falla, ya que se tiene 7, =0. Las x’s forman una funcion
de masa de probabilidad de D,.

Se asocia la matriz de transicion P de probabilidad constante si cada ciclo de
servicio es de severidad constante; ademas, por la cuarta suposicion, solo se
puede ir de un estado a otro superior, entonces se tiene
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'p, g 0O O 0 0 |
o p g O - 0 O
0 0 0 0
P Ps q:3 (11.2.2)
0O 0 O O - pPpy Oy
0 0 0 0 - 0 1|

donde 1>p; >0y p; +qg; =1. p; es la probabilidad de permanecer en el estado j
durante un paso; q; es la probabilidad de que en un paso, el dafo vaya del estado

J al estado j +1. Se puede observar que por (11.2.2) todos los estados de dafio
1....,b—1 son transitorios y el estado b es absorbente.

D, el estado de dafio ocupado en el tiempo x. Sea
PD,=jl=p(i]) VvV j=1..b (11.2.3)

la probabilidad de que el dafo ocupe el estado j al tiempo x.

b
Se sabe que p,(j)=0y > p,(j)=1, las p,(j) forman una funcién de masa de
1

probabilidad en el tiempo x en los estados de dafo 1,...,.b. Se usa el vector
renglon (1 x b)

P, =1p,@)..... p, (b)} (11.2.4)

para representar esta funcién de masa de probabilidad.

Se sabe, de la teoria de Cadenas de Markov que
Py=PP =p,P V x=012.. (11.2.5)

Como sabemos, P° =1, donde | es la matriz identidad (b x b).

Antes de ir al analisis, veamos lo que dice graficamente (11.2.5); lo cual se puede
ver en la figura 11.2.6. Las barras verticales representan p,(j), donde se tiene que

x esta en el eje del tiempo en intervalos regularmente espaciados. Se puede
observar que, cuando x se incrementa, la masa de probabilidad se desplaza de
los estados menores a los estados mayores, y, gradualmente se desvian hacia el
estado b. En ultima instancia, todas las masas se acumulan en el estado b. La
forma precisa de esta grafica depende, desde luego, de p, y p;, sin embargo, la
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figura 11.2.6 muestra lo esencial de la dinamica de la probabilidad de masa. Es
importante notar que p, (b) es una funcién de distribucion acumulada en el tiempo

x, debido a que el limite x > es p,(b)=1, ya que todas las masas en Ultima
instancia llegan al estado b y permanecen ahi. Se observa que p,(j) da la
probabilidad de que D, esté en el estado j en el tiempo X; esto no es una funcion
de distribucion acumulada, ya que el limite x -« es p,(j)=0.

Estado de dafno

7
~ /
= /
Q b
o
)
°
o)
®©
o]
<)
o
3]
2
]
Tiempo x
Figura 11.2.6. Evolucion de la funcion de masa de probabilidad de acumulacion de
dafo.
10
9L _
8 L -
7L i,
o 6 -
el
ko)
2]
w 5C i
41 il
3 L -
2 L -
1 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35

X

Figura 11.2.7. Dos diferentes funciones de muestra de acumulacion de dafo.
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Existe otra forma de ver lo que pasa en las ecuaciones, y es a través del
comportamiento de la funcion de muestra. Se asume que 7z, =1, por simplicidad.

Entonces, todas las funciones de muestra empiezan en el estado 1. Se usan los
procedimientos de muestreo vistos en la seccion 11.2.1.2. Se repite este
procedimiento hasta que se alcanza el estado b, donde la funcion de muestra se
detiene. La figura 11.2.7 expresa dos funciones de muestra generadas de esta
manera para b = 10. Con esta técnica se puede generar cualquier numero de
funciones de muestra. p, es la distribucion de probabilidad de que las funciones

de muestra estén en un estado permisible de dafio en el tiempo x. Si z, <1,
entonces se debe muestrear la funcion de masa de probabilidad dada por p, para

determinar el estado inicial que se ocupa en x=0, como se menciond
anteriormente.

Dado p, y P, se usa (I1.2.5) para el célculo de p, ={p, (1)..., p,(b)}. Se sabe que
la funcion de distribucion acumulada del tiempo W, a la absorcion en el estado b

(p, =1) es p,(b). W, se convierte en el tiempo a la falla en el modelo de dafio
acumulado. La funcion de distribucion acumulada de W, esta dada por

Fo(xb)=PW, <x}=p,(b) V x=0,12,.. (11.2.6)
La funcién de confiabilidad F,,(x;b) es
Fy(xb)=1-F, (xb) vV x=0,12,.. (11.2.7)
La funcién de la tasa de falla h,, (x;b) es

Fy (X b)
F,(x=1b)

h, (x;b)=1- vV x=012,.. (11.2.8)

La media y la varianza de W, , son

E{WwW, }= i F,(xb) y vaw,= zi xF,, (x;b) +E{W, - [E{W, }I° (11.2.9)
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La probabilidad de que el dafio D, esté en el estado j en el tiempo x esta
determinada por p,(j), como se estableci6 antes,

PD,=il=p(i) ¥ j=l..b (11.2.10)

Y la funcién de distribucion acumulada de D, es

F(i0)=PD, < }=Y pk) ¥ j=Ll..b (11.2.11)

La media y la varianza de D, estan dadas por

E{Dx}=i_ljpx(1) y vaD,=Yi’p.()EDJF (212

=

Por lo tanto, la ecuacién (11.2.5) provee los resultados necesarios para determinar
la informacion basica probabilista para el modelo de dafio acumulado, en el que
ocurre la falla cuando se llega al estado b.

La ecuacion (11.2.5) es facil de programar usando rutinas estandar para
multiplicacion de matrices. Si se toma la ventaja de la forma de P, los calculos
pueden ser manejados eficientemente. A continuacion se muestran varios
ejemplos, con datos no reales, para analizar varios casos de funciones de
distribucién acumulada.

Una grafica tipica de la funcion de distribucion acumulada del tiempo de falla se
muestra en la figura 11.2.8. En esta figura, se supone r, =1y la falla ocurre cuando

se alcanza el estado b (p, =1). En este caso, se denota con W, al tiempo a la
falla, y su funcion de distribucién acumulada y funcién de riesgo por F,(x1b) y

h, (x1,b), respectivamente, donde se muestra explicitamente que se inicia en el
estado 1 y se termina en el estado b. También se considera en la figura que
Pr=P2="=Pps-

La funcion de distribucién acumulada asciende mas abruptamente de cero que
cuando va hacia 1 de manera asintotica. También se muestra la correspondiente
funcién de la tasa de falla, y ésta tiene un comportamiento similar a la funcion de
distribucion acumulada. La funcion de la tasa de falla es creciente.
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Figura 11.2.8. Funcion de distribucion acumulada F,, (x1,b) y h, (x1,b) con
7, =p, =1y r;=constante.

En la figura 11.2.9, en una primera etapa, F,,(x;1,b) asciende rapidamente, ya que
en el vector de probabilidad inicial 7, #0, es decir, puede tener dafio al inicio.
Después asciende lentamente (en mas tiempo), debido a que no hay probabilidad
de que exista dano inicial en los siguientes estados, ademas, r; es constante. En
una ultima etapa vuelve a ascender rapidamente debido a que 7,, #0, es decir, el
dafio inicial puede ocupar el estado 12. La tasa de falla inicia en cero, ya que
P, =1 y no puede fallar al inicio. Después crece y tiene una parte decreciente
porque r; es constante y la probabilidad inicial en los siguientes estados es cero.

Por ultimo, la funcién de la tasa de falla asciende rapidamente ya que cercano al
ultimo estado, existe probabilidad de dafo inicial.

En la figura 11.2.10, F,(xLb) crece rapidamente ya que los componentes del
vector de probabilidad inicial son diferentes de cero y esto hace que el tiempo a la
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falla sea menor. La funcién de la tasa de falla no inicia en cero debido a que se
considera que puede haber dafio al inicio.

Las figuras 11.2.9 y 11.2.10 muestran la profunda diferencia que p, puede hacer en

Fy(x;b) y h,(xb). En cada figura se indican los parametros usados. Se puede

observar en la figura 11.2.9, que la tasa de la funcidn de falla tiene una parte
decreciente. De acuerdo con las figuras anteriores, es posible ver que existe un

amplio rango de formas posibles que F, y h, pueden tener, debido a los
cambios en p,. Se pueden considerar diferentes suposiciones para p; y q; .

La figura 11.2.11 muestra las funciones de distribucion acumulada para un modelo
con z, =1, p, =1, b=15, «=0.050.10,0.15, y

(11.2.13)

0.9+

0.8

0.5

Probabilidad

0.4

0.3

.
K
027 =~
:

0.1

1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo x

Figura 11.2.9. Funcion de distribucion acumulada F,, (x1,b) y h, (x1,b) con 7, # 0,
7, 20, p, =1y r,=constante.
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Probabilidad
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Tiempo x

Figura 11.2.10. Funcion de distribucion acumulada F,,(x1b) y h, (xLb) con 7, #0,
j=1..,b-1, p, =1y r,=constante.

Probabilidad

alfa=0.05
alfa=0.10 | |
alfa=0.15
(= f;‘ sl | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Tiempo x

Figura 11.2.11. Funciones de distribucion acumulada con 7, = p, =1y r, =variable.
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La figura 11.2.12 muestra la grafica de

r=bot v jo12..0-1 (11.2.14)
a, g

para la figura 11.2.11, calculada con (11.2.13) y la funcién de distribucién acumulada
para un modelo con z, =1, p, =1, b=15, «=0.050.10,0.15, y

_2

qu

N .
_J \Vé =1..14 11.2.1
[J %j j=1.., (1.2.15)

los dos casos con «=0.10. Los altos valores de r; para pequefios j de (I1.2.13)
relativos a los correspondientes r; de (l.2.15) implica que le toma mucho mas

tiempo a la masa de probabilidad moverse del estado 1 en el primer caso que en
el ultimo. Es valido decir que r; describe en cierta forma el proceso de dafio

acumulado en este modelo.

Comparando las figuras anteriores se observa que las escalas del tiempo son
diferentes.

Para valores de x muy grandes, puede ser inconveniente usar (I1.2.5)
directamente. Se puede cambiar la escala del tiempo en esa situacién.
Considérese

x=py V y=12.. (11.2.16)
donde S es un integrando positivo. Se puede, entonces, escribir (11.2.5) como
p.=P.P? =p,(P?) = p,, (11.2.17)
Si se permite
P’ =P, (11.2.18)
entonces, (11.2.17) se puede escribir como
P, = PoPs, (1.2.19)

Esta ecuacion provee un método para escalar el tiempo de x a y, a través de
(11.2.16).
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Figura 11.2.12. r,’s de las ecuaciones (11.2.13) y (11.2.15) para « =0.10.
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Figura 11.2.13. Funciones de distribucion acumulada de D, en diferentes tiempos
x’s con 7, = p, =1y r,;=constante.
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La figura 11.2.13 muestra algunas de las F,(j;x) para diferentes valores de x. Se
han usado 7, =1y p, =1 para construir dicha figura. La masa de probabilidad se

acumula gradualmente en b, conforme el movimiento de la masa sale de los
estados mas bajos. Es decir, cuando x aumenta la probabilidad de que el dafio
esté en los estados mas bajos disminuye. Por ejemplo, de la figura 11.2.13 se tiene
que la probabilidad de que en x=4 el dafo esté en el estado 6 es 0.98. La
probabilidad de que ocurra el mismo evento al tiempo x=7 es 0.6, con x=15 es
0.1 y se vuelve cero cuando x>23. Los mismos resultados pueden ser
observados en la figura 11.2.6. Las figuras 11.2.14(a) y 11.2.14(b) muestran ED(X)
(media) y SDD(X) (desviacién estandar), respectivamente, para el caso x=25.

Los resultados presentados son adecuados para propdsitos computacionales.
Para comprender el significado del modelo, es necesario obtener algunos
resultados analiticos. Afortunadamente, esto es relativamente facil usando
Cadenas de Markov obtenidas con transformadas geométricas.

ED(x)
w

1.5F :

1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Tiempo x

Figura I1.2.14 (a). Media de D, con 7, = p, =1y r;=constante.
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Figura 11.2.14 (b). Desviacion estandar de D, con z, = p, =1y r; =constante.

Se considera para el caso presente que p, =1y =z, =1. Esto significa que el

proceso de dafo acumulado empieza en el estado 1 en x=0. Sea la variable
aleatoria W, ,,, el tiempo a la falla en el estado b dado que se inicio en el estado 1

en x=0. La transformada geométrica de la funcion de distribucion acumulada

Fu (x1b) de W,, se encuentra y queda de la siguiente manera:

e O Oy 2
L e g e e (o (12.20)

y la transformada de la funcién de masa de probabilidad p,, (x1,b) es

¢, (z1,b)= (1- 2y, (zLb) (1.2.21)
La inversién de éstas dos transformadas es directa, si se supone

1>p,>p,>>p,,>0 (11.2.22)
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se encuentra, entonces

Fw (X;:L b) =1- gl(l: b) plx +0; (Lb) p; -t (_ 1)b_lgb—1(1| b) p!;(—l (1.2.23)

donde
0,9;---Op1
0,(Lb)=
' (pl_pz)(pl_p3)(pl_pb—1)
ql"'qj—lqj+l"'qb—1
g;Lb)= (1.2.24)
J (pl - B )(pz - P )“'(pj—l - P )(pj - pj+1)"'(pj - pb—l)
4, 9,---0, >
Op1(Lb)=
" (P = Pot )Pz = Poa)+(Pyz — Pot)
Notese que
Fy(xLb)=0 VvV x=01..,b-2 (11.2.25)

ya que un modelo de salto unitario no puede alcanzar el estado b desde 1 en
menos de b — 1 pasos. Por lo tanto, las g;(1,b) satisfacen ciertas relaciones

implicadas en (11.2.25).

La inversa de (l.2.21) da la funcion de masa de probabilidad p,, (x1,b) de W, ;y
se encuentra, usando la técnica empleada para obtener (11.2.23),

pw (xLb)=0,9,@Lb) P =+ (1), 49, , L D) P (1.2.26)

Esta ecuacion puede ser obtenida también notando que
Py (x1,b)= F,, (x1,b) - F,, (x-11b) (11.2.27)

p,, (XLb) se iguala a cero para x=0,1,...,b—2.

En las figuras 11.2.6 a 11.2.11 se muestran funciones de distribucion acumulada
cuando x es grande, por lo tanto, cuando es graficada con una computadora, las
funciones de distribucion acumulada aparecen como curvas suaves
monotonamente crecientes.
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La media y los primeros momentos centrales de W,, son encontrados de la

funcién caracteristica formada de (l1.2.21), usando la técnica de diferenciacion;
éstos son

o

-1

E{\Nl,b}ZZ(1+rj)
1
b-1
varw,, = > r L+ ;)
ot (11.2.28)
ﬂg{\vab}z rj(1+rj)(1+2rj)
1
ﬂ4{W1,b}=3[VarW1,b]2+§rj(1+rj)(1+2rj)(1+3rj)+birf(1+rj)
1 1
donde
fj=&=i—1 y p = ' (11.2.29)
qj qj :|.+I’j

La funcion de confiabilidad F,,(x1,b) correspondiente a la funcion de distribucion
acumulada de (11.2.23) es

Fu(X1b)= 0,(Lb) i~ g, @b p} +..+ (-1 g, @b)p,  (11.2.30)

La funcion de riesgo h, (x1,b) es obtenida usando (11.2.26), (11.2.27), y (11.2.30);
ésta es

g @b)p -+ (-1)""g, . (Lb) Py, (11.2.31)

1,b)=1 b-1 -1
(L) 6 @b P =+ (-1 9,4 (L b) Py

En la figura 11.2.8 se muestra una grafica de h, (x;,b), y la correspondiente funcion

de distribucion acumulada. La tasa de la funcion de falla siempre se mostrara en
version suavizada. De (l1.2.31) se tiene que

h, (xLb)—>1-p, cuando X —> oo (1.2.32)
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yaque 1> p, >p, >--->p,,. Esta h, es creciente en x.

El dafio en el tiempo x ha sido indicado por la variable aleatoria D, . Se sabe de la
definicion de p, que

P{D, =D, =1}= p, 1, j;X)= p, (1, j) (1.2.33)

La transformada geométrica de p, (L j) esta dada por

Q,-dj2Zja .
v, (2) = \v 1<j<b-1 (11.2.34)
1T - p2)--py2)
Al calcular la inversa se obtiene
oL isX)=0,@ )P =+ (-1 "9, L ) p; (1.2.35)
donde para j<b-1
0@ j)=,
L =
(P, p;) Eqpl p;) (12.36)
9, )= Vo
: (pl_pj)"'(pj—l_pj)

La ecuacion (11.2.25) es valida para x> j—1; para x<j-1, p, (1 j;x) es igual a
cero. De (11.2.33) y (11.2.6) se tiene que

Po (L b; x)=Fy (x1,b) (1.2.37)
De (11.2.35) y (I1.2.37), se puede ver que
pbLiix)»0 VvV j=1.,b-1
ppLi;x)»1 ¥V j=b (1.2.38)

cuando x — oo; esto también viene del hecho de que todos los estados, excepto b,
son transitorios. Ahora es posible escribir (11.2.11) como
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j
FoLj;%) =) pp(Lk;x) vV 1<j<b-1
k=1

Fo@j5x) =1 vV j=b (11.2.39)

Se uso la condicion 1> p, > p, >---> p,, >0 para obtener las férmulas (11.2.23) a
(11.2.38). Se pueden obtener resultados explicitos si

1>p =p,==Pps =P, (11.2.40)

lo cual da
q,=1-p=q y r=P=r v j=1.,b-1 (11.2.41)
q

Se encuentra de (11.2.20) y (I1.2.21) que

gm&ﬂm=6[;&4 (11.2.42)

Se observa que ¢(e‘“;l b) es la funcion caracteristica de la distribucion binomial
negativa. La expansion de (11.2.42) es:

x-1 —b+1 b-1
b v x2b-1
mﬂxlb%:(x—b+Jp a X , (11.2.43)
0 v 0<x<b-1

la cual es la funcion de masa de probabilidad binomial negativa. La ecuacion
(11.2.34) se convierte en

j-15j-1

q "
(1- p2)’

v, (2= (11.2.44)

Al invertirla, se obtiene

X

“Itgit vV ox>j-1
P (L j; X)= (x—j+4jp q :

0 vV 0<x<j-1

(1.2.45)
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para j=1,...,b-1. Entonces es posible ver que

Zx: k-1 pk—b+1qb—1 vV x>b-1
Fu (X1 b) =154 k—b+1 - (1.2.46)

0 V 0<x<b-1

EW,, j=(b-2)2+r)

varW,, =(b—2)r(1+r)
#3{\/V1,b}— b—1)r(L+r)1+2r)
1AW F=3b-2)°r 2@+ 1)’ + (b—Dr(@+r )1+ 2r)1+3r)+ (b—2r?(L+r)

X_l x—b+1 b-1
)= (x—b+1jp q

1 k— b+lqb—1
kzbll(k b+ 1)

Sea T, el tiempo utilizado en el estado 1. Recordando que p, en P, descrito en
(11.2.2), es la probabilidad de que en un sélo ciclo de servicio, el dafio permanezca
en el estado 1 dado que se estuvo en el estado 1 al principio del ciclo, y ¢, es la
probabilidad de ir al estado 2 en un solo paso dado que el dafio estuvo en el
estado 1 al principio del ciclo. Se supone que los ciclos tienen la forma de una
secuencia de ensayos de Bernoulli hasta que el estado 2 es alcanzado. Esto
conduce a

h, (xLb vV x>b-1 (11.2.47)

PT,=x}=q,p)* VvV x=12,.. (1.2.48)
Por lo que T, tiene distribucion geométrica con parametro p,. Sea T, el tiempo
que se ocupa en el estado j. Siguiendo con el argumento anterior, se tiene que

para j=1..b-1,

PIT =x}=qpj* Vv x=12. (11.2.49)
lo cual significa que cada T, tiene distribucion geométrica.

W,, es el tiempo requerido para alcanzar el estado b dado que se empezo6 en el
estado 1 al tiempo x=0. Dado que

Wy, =T, +- 4T, , (1.2.50)
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donde los T, ’s son independientes, y al sumar la funcién caracteristica de T,

qjeiu
(u) = : 11.2.51
6=, ) (11.2.51)
se tiene que la funcion caracteristica de W, es
b-1 iu
q;e
By (UL b) = - (11.2.52)
1:[(1— ;e )

Si se reemplaza € por z, se obtiene la transformada geométrica de la funcién de
masa de probabilidad de W, ,

O qb—lzb_l
1 b)= 11.2.53
ML) = - p,2) - pa2) (1.2:59)

Esta formula es la misma que la obtenida en (11.2.21), usando (11.2.20).
Ahora, sea

W, =T, +T, +- 4T, (11.2.54)

W, ; es el tiempo requerido para alcanzar el estado j por primera vez dado que se

empieza en el estado 1 en x=0. Se encuentra facilmente de (11.2.20),
reemplazando b porj que

e i)= 'Z’>"‘_1f(‘11fj;j_lz) =y (2 §)1-2) (12:55)
Entonces
- G0,z
ww(ZL )= 1= p2) - p 2= 2) (11.2.56)
Invirtiendo se obtiene
Fu (%1 ))=1-g,@ j-)pf +-+(-1)"g,5 L | -Dp}y (11.2.57)
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donde las g(L j —1) estan definidas por una serie de férmulas similares a (11.2.24),
y se ha asumido 1> p, > p, >--->p,, >0.

Es necesario recordar que la variable aleatoria D, representa el estado de dafio

ocupado al tiempo x y W, , es la variable aleatoria para el tiempo requerido en

j+1
alcanzar el estado j+1 por primera vez dado que se inicid en el estado 1 en
x=0. Considérense los eventos D, <j y W,;,, >X. Se observa que si el primero

se mantiene, también lo hace el segundo; y si el segundo se mantiene, también lo
hace el primero. Por lo tanto, estos eventos son equivalentes y es posible escribir

D, <j} si W ,>x (1.2.58)

Cambiando la notacion
PO, <il=Fo@iin),  PW,>xp=F(xL1j+D) (11.2.59)
Entonces, (11.2.58) puede escribirse como
FoL jix)=1-F, (x1 j+1) (11.2.60)

La ecuacion anterior indica que D, y W,; describen diferentes aspectos del
modelo del mismo proceso de acumulacion de dafio.

Los diferentes aspectos del modelo pueden observarse en la figura 11.2.15. W, ; es
definido por (11.2.54). Los T, son los tiempos usados en los estados k. Asi, W,

indica como se esta desarrollando el proceso de dafo acumulado en un corte
horizontal del proceso en el estado j. Por otro lado, D, describe el estado del

sistema en el tiempo x. D, muestra como se esta desarrollando el proceso en un
corte vertical del proceso en el tiempo x. Asi tenemos que D, y W,; describen

diferentes vistas del mismo proceso de dafo, y se muestra la relacién de las
distribuciones de D, y W,;; en (l1.2.59). Es importante hacer notar que una

descripcion completa del proceso de dafio acumulado requiere también la funcion
de distribucion acumulada de D, para toda x ¢ las funciones de distribucion

acumulada de W, ; para toda 1< j<b.

Las ecuaciones (11.2.23) y (11.2.24), son validas para 1> p, > p, >:--> p,, >0.
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Figura 11.2.15. Representacion grafica de W, ; y D, .

Supdngase que p,, P,,..., Py, €S uUna permutacion de p,,p,,..pP,,. Entonces
(11.2.20) se convierte en

. _ P PR I Al
w,, (z1b)= 1-p,2(1-p,2)-1-p,, 2)1-2)

(1.2.61)
Es posible invertir esta ecuacion para encontrar F,(x1,b), y se obtiene que
F,(xLb) es exactamente la misma que la definida en (11.2.23), por lo que se
puede decir que hay (b -1)! permutaciones de p, . Por lo tanto, hay (b -1)! modelos
que tienen la misma funcién de distribucion acumulada F,(x1b) de W,,. Para

saber como difieren entre si estos modelos, es necesario introducir la nociéon de
media de la funcion de muestra.

El tiempo utilizado en el estado j es la variable aleatoria T,, cuya funcién

caracteristica esta dada en (11.2.51). Se encuentra de (11.2.28), que el valor
esperado del tiempo utilizado en cada estado esta dado por

E{T, j=1+T, (1.2.62)

En la sucesion del tiempo medio utilizado en cada estado, se unen los puntos
adyacentes con segmentos de linea; esta curva segmentada es la media de la
funcion de muestra, ya que indica el comportamiento de la media de la funcién de
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muestra. En realidad, la familia de funciones de muestra forma una nube
propagada que va desde el estado 1 en x=0. La funcion de muestra media es la
posicion de la media de esta nube en los diferentes estados. El tiempo en el cual
la media de la funcion de muestra alcanza b es, en el caso de salto unitario,
E{Vvl,b}'

Ahora, es posible saber la diferencia entre los modelos. Mientras todos los (b -1)!
modelos tienen la misma F,,(x;1,b), cada uno tiene diferente media de la funcion

de muestra. Este es un punto muy importante, ya que explica que la funcion de
distribucion acumulada F, (xLb) de W,, no define la evolucion del proceso de

dano acumulado.

Considérese el conjunto de funciones de distribucién acumulada F,(x1, j) para
j=2,..,b. Este conjunto depende del orden de r,. Si el conjunto es especificado,

éste define de manera unica la evolucion del proceso de dafio acumulado aun
cuando en cada conjunto F,,(x;L,b) es el mismo.

Las observaciones hechas anteriormente aplican al caso de 7z, =1. Supdngase
que r,,7,,...,7m, son diferentes de cero 6 uno, donde k<b-1. Entonces p,,..., p,
no puede ser reordenado sin cambiar F,(x;b), ya que F,(x; j,b) depende del
orden de p; para j=1..,k. Sin embargo, p,,,,P,,; pueden ser reordenadas
sin alterar F,(x;b). Asi, a menos que todas las z; para j=1..,b-1 sean
diferentes de cero, F,(x;b) no especifica de manera Unica el proceso de dafio
acumulado del modelo.

En esta seccidon se presentd un estudio de los momentos y distribuciones de un
modelo simple estacionario de salto unitario con matriz de transicién de
probabilidad dada por (11.2.2). Los puntos mas importantes de este modelo son:

—

. la distribucién inicial de dafio puede ser incorporada al modelo,

2. la severidad variable en los ciclos de servicio puede ser incorporada al
modelo cambiando las matrices de transicion P en el tiempo,

3. pueden obtenerse formas explicitas para los momentos de W, ,

4. el orden de las r;’s no cambia la funcion de distribucion acumulada de W, ,,

y
5. conocer la funcién de distribucion acumulada F,(x;1,b) no determina la

evolucion de D, .
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11.2.3 Obtencién de las probabilidades de transicién

En la industria mexicana de transporte de hidrocarburos, es comun que sélo se
cuente con un reporte de inspeccién, por lo que no es posible obtener las
probabilidades p;’s y g;’s con los momentos estadisticos de la variable a la falla,
por lo tanto, es necesario aplicar otras técnicas matematicas para obtener la
informacion de la matriz de transicion.

La forma que se propone en este trabajo para obtener la matriz de transicién P es
usando la teoria de Cadenas de Markov. Se tiene que

P.=pP* V x=012.. (11.2.5)

Si se aplica y se desarrolla para x=0,1, 2, .... se tiene

x=0 p0=pOPO=p0
x=1 p, = poP1 = PP
X=2 pz:pop2

Sustituyendo el vector de probabilidades iniciales y la matriz P

p, ¢ 0 O O O O
O p, go0 0 0 0 O
0O 0 p;b gg6 0O O O
p,=fL 00 0,0, 0,0 0, P=l0 O O p, g O O
O 0 0 O p. g O
0O 0 0 O O ps G
|0 0 0 0 0 0 p;

y al desarrollar las ecuaciones anteriores al tiempo x=7 resultan ecuaciones en
funcién de p,, p,, Ps, Ps» Ps, Pg Y P,,las cuales estan dadas por el vector

p, =1p, @), p,(2). p,(3). p,(4). p,(5). p,(6), P, (7)}

Es fundamental analizar y tomar en cuenta la informacion de la inspeccion, ya que
ésta permite conocer el estado de dafo del sistema y es la referencia para
conocer la evolucion de la corrosion desde que se puso en operacion el sistema, y
con ello poder inferir su comportamiento hasta la falla. Es necesario analizar los
datos estadisticamente para obtener su funcién de probabilidad a partir de su
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histograma y obtener la probabilidad en cada estado de dafio al tiempo x
deseado.

Al igualar cada término del vector p,, que como sabemos es una ecuacion, con su

correspondiente valor de probabilidad obtenida a partir de los datos, es posible
resolver el sistema de ecuaciones y encontrar asi las incognitas p,, p,, P;, P,.

Ps, Ps Y P, para llenar la matriz de transicion de probabilidad, y poder conocer la
evolucion del dafo.
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CAPITULO I

APLICACION DEL MODELO PROBABILISTA
DE DANO

l1I.1  Aplicacion del modelo con datos de inspeccion

En este capitulo se aplica el modelo para el caso en que se cuenta con un solo
reporte de inspeccion y se analizan los defectos por corrosion interna localizada
de un ducto que transporta hidrocarburos.

En seguida se presentan algunas observaciones acerca de las bases del modelo
de dafo acumulado:

1.

2.

el tiempo es discreto x=0,1, 2,3,... Cada x representa un intervalo de

tiempo real. Al final del capitulo se describe esta correspondencia,
los estados de dafio son finitos y discretos denominados 1,2,..., j,...,b

(falla). Cada uno de los estados esta representado por un cierto espesor de
la pared de la tuberia,

el valor inicial de dano puede ser aleatorio, pero en este trabajo se
considera que la tuberia esta inicialmente sin dafio, por lo que la
probabilidad de estar en el estado 1 al tiempo x=0 es uno, es decir, el
vector de dafio inicial es p, ={.0, ..., O},

el estado en el cual ocurre la falla esta dado por p, =1, es decir, que la falla

ocurre en el ultimo estado, el estado b, y no antes, y
la acumulacion de dafio en un paso de tiempo x es constante y no
decreciente.

A continuacion se presentan los resultados del analisis y aplicacion del modelo.

Se tienen los datos de profundidades de picaduras de corrosién interna en una
tuberia de 155,500.34 m de longitud, de 5.6 mm de espesor, que transporta diesel.
La inspeccidn reportd 96 picaduras de corrosion. Al realizar un analisis estadistico
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se obtiene el histograma, mostrado en la figura 1ll.1. Cada intervalo de clase del
histograma se considera un estado de dafio del modelo.

Frecuencia

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
Profundidad de defecto d

Figura Ill.1. Histograma de los datos de inspeccion.
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0.3

0.25

0.2

Probabilidad

0.15

0.1

0.05

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
Profundidad de defecto d

Figura I11.2. Probabilidad de cada intervalo.

58




La probabilidad de cada intervalo se obtiene al dividir el numero de defectos de
cada intervalo entre el numero total de defectos, figura Ill.2, y asi se obtiene el
vector de probabilidad p, ={p, (1), ..., p.(7)}.

Las probabilidades obtenidas de la funcién de densidad de probabilidad se
muestran en la tabla III.1.

Tabla Ill.1. Probabilidades de cada estado al tiempo x=7.

p, (1) p.(2) p,(3) p.(4) p,(5) p,(6) P, (7)
01042 | 03542 | 03646 | 00521 | 00625 | 00417 | 00208

Como se planted en el capitulo Il, para obtener las probabilidades de transicion, se
usan las ecuaciones que resultan de desarrollar la ecuacion (I1.2.5) para los
tiempos x=1,2,34,56,7. Se multiplica el vector de probabilidad inicial

P, =110, .., 0}, por la matriz de transicién P descrita en (1.2.2), elevada a la
potencia x.

Al igualar las probabilidades de la tabla Ill.1 con las ecuaciones que involucran a
pl’ p2’ p3! p4! p5! p6 y p7 reSU”Za,

p. ()= p/ =0.1042

px(z): pl(pl(pl(pl(pl(p1p1+q1p2)+qlp22)+qlp§)+q1pg)+qlp§)+qlp§ =0.3542

al resolver las ecuaciones anteriores se encontraron los valores mostrados en la
tabla I11.2.

Tabla Il.2. Probabilidades de transicién para la matriz P al tiempo x=7.

P1 P2 ps P4 Ps Pe p7
0.6859 0.7450 0.7930 0.0000 0.1950 0.7040 ---

Como se puede observar, en este caso no es posible encontrar con el histograma
todos los valores de p; debido a que su forma conduce a problemas numericos.

Una solucion a este problema es calcular la funcion de distribucién acumulada de
los datos, hacer un ajuste, y obtener las probabilidades de cada intervalo. La figura
[11.3 muestra la distribucion acumulada que se obtuvo de los datos.
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0 | | | | | | |
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Profundidad de defecto

Figura Ill.3. Funcion de distribucion de probabilidad acumulada empirica.

Se realizaron varios ajustes a los datos con diferentes funciones de probabilidad.
La figura Ill.4 muestra los diferentes ajustes que se hicieron. Se percibié que los
ajustes con las distribuciones Lognormal y Birnbaum-Saunders son los que
permiten librar los problemas numéricos. En las figuras IIl.5 y Ill.6 se hace una
comparacion de los histogramas con los dos ajustes.

Se eligio utilizar la distribucion Lognormal para representar la funcion de
distribucion de probabilidad de las picaduras de corrosién. A simple vista se
pueden apreciar diferencias entre los histogramas y las funciones de distribucién
de probabilidad. Sin embargo, la probabilidad cuenta con teoria para saber si el
conjunto de datos producto del muestreo de una variable aleatoria se puede
representar con una cierta funcién de distribucién. Por lo anterior es necesario
saber si, efectivamente, los datos se ajustan a la distribuciéon propuesta con un
nivel aceptable de confianza. Para ello se realiz6 una prueba de hipoétesis
Kolmogorov - Smirnov. El ajuste propuesto pasd esta prueba con un nivel de
significancia del 1%, por lo que es posible usar la distribucion Lognormal para los
calculos siguientes.

En las figuras I1l.7 y 1ll.8 se muestra la evolucion de las probabilidades de
transicion p,, y de la relacion r;, con ambos ajustes.
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Figura 111.4. Ajuste a la curva funcién de distribucién de probabilidad acumulada.
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Figura 111.5. Comparacién entre probabilidades medidas (grueso) y con ajuste
Lognormal (delgado).
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Figura II1.6. Comparacién entre probabilidades medidas (grueso) y con ajuste
Birnbaum-Saunders (delgado).
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Figura Ill.7. Variacion de p y r (Lognormal).
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Estado

Figura I11.8. Variacion de p y r (Birnbaum-Saunders).

Los valores de probabilidad de estar en cada uno de los estados en el tiempo
X =7 a partir del histograma ajustado con la funcién Lognormal se muestran en la
tabla III.3.

Tabla I1.3. Probabilidades de cada estado al tiempo x=7.

p, (1) p.(2) p,(3) p.(4) p,(5) p,(6) p,(7)
00481 | 02309 | 03311 | 02319 | 01058 | 00372 | 00111

Nuevamente se realiza el procedimiento para encontrar las probabilidades de
transicion. Las ecuaciones resultantes de multiplicar el estado inicial por la matriz
de transicion elevada a la potencia x=7 es el vector

P, =1p, @), p,(2). p,(3). p,(4). p,(5). p,(6), P, (7)}

Al igualar cada una de las p,(j) con los valores numéricos de probabilidad y
resolver las ecuaciones es posible encontrar las p;, en la tabla Ill.4 se muestran
dichos valores. Los valores de r,;, recordando que r; = p; /q;, se muestran en la
tabla 111.5.
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Tabla Ill.4. Probabilidades de transicion para la matriz P al tiempo x=7.

P1 P2 P3 P4 Ps Pe pz
0.6483 0.6990 0.7020 0.6580 0.5620 0.3940 0.2130
Tabla l11.5. Relacion r; = p, /q; al tiempo x=7.

I r2 r3 R4 Is re rz
1.8431 2.3223 2.3557 1.9240 1.2831 0.6502 0.2706

Se puede observar que con el ajuste Lognormal si es posible encontrar las
probabilidades de transicion hasta x =7. Hasta ahora se ha obtenido la informacién
necesaria hasta el tiempo de la inspeccion. Se han obtenido las probabilidades
para llenar la matriz de transicién, asi como la relacién r. Esta informacion es
imprescindible para conocer el tiempo esperado a la falla, ya que el siguiente paso
es observar y evaluar las tendencias de las probabilidades encontradas para
extrapolar la informacién hasta la falla.

Una manera de usar la informacion que se tiene hasta el tiempo de la inspeccién
para obtener las probabilidades de transicion a la falla es usando una ecuacion,
que sea funcién de un parametro y que se ajuste a los datos. De esta manera es
posible conocer las probabilidades en los tiempos posteriores a la inspeccion.

Tomando en cuenta la forma de la evolucion de q; para los diferentes estados, se
propone la siguiente ecuacion:

q =1-@-Y)e' " v =17

donde Y, €s el valor minimo de q, I, es el estado en donde se encuentra el valor
minimo de g y 4 es un parametro que ajusta a los datos.

Dado que el espesor del ducto en estudio es de 5.6 mm y los intervalos de clase
del histograma son de 0.0643 mm, se deduce que el numero de estados b, a la
falla, debe ser

b=L 56 =87.111

Ax _ 0.0643

donde t es el espesor del ducto igual a 5.6 mm y Ax es el intervalo de clase igual
a 0.0643 mm.
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Con los datos conocidos hasta el tiempo de la inspeccidon se encuentra el valor de
A, calculando el error cuadratico medio. El valor de 4 que minimiza el error es
4=0.055. Al conocer este valor es posible calcular las g; hasta la falla. En la

figura 111.9 se muestra una comparacion de q; medida de los datos y la calculada

con la funcion de A. Es posible observar que se tiene un buen ajuste de la
funcion. De esta manera se ha calculado q; hasta la falla. En la figura I1.10 se

presenta la comparacion de la variacion de r; calculada en funcion de 4 y la que
fue calculada con los datos.

Con los ajustes anteriores es posible obtener todas las probabilidades de
transicion de pasar de un estado a otro, considerando todos los estados, hasta la
falla.

Ahora que se tiene la matriz de transicion se calcula la funcién de distribucion
acumulada de D, . Recuérdese que la ecuacion (11.2.11) es:

Fo(i;x)=P{D, < j}= Zp vV j=1..b

y la media y la varianza de D, estan dadas por (11.2.12):

E{Dx}i_ljpx(j) y  vaD,=Yi%p,())ED, I

j=1

1 T o%® Ad * * * * *

0.9+ " —+— q medida i
——e—— g modelada

0.8
0.7
o 0.6
0.5
0.4

0.3

0.2 ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Estado
Figura 111.9. Comparacion de q; calculada con los datos (medida) y con la funcion

de A (modelada).
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Estado

Figura I11.10. Comparacion de r; calculada en funcion de 4 (modelada) y
calculada de los datos (medida).

La funcién de distribucion acumulada del dafio con datos reales del ducto en
estudio se muestra en la figura I1.11. En ella se puede ver que, como se habia
visto en (11.2.25) en el capitulo anterior, se cumple, es decir:

F,(x1b)=0 V x=0,1..b-2

ya que un modelo de salto unitario no puede alcanzar el estado b desde 1 en
menos de b — 1 pasos. Debido a lo anterior, la curva de distribucion empieza a ser
diferente de cero en el estado 79. Se observa que asciende rapidamente y la
probabilidad de que el tiempo a la falla sea menor o igual a 120 es uno, por lo que
a ese tiempo, el sistema ha fallado.

De la funcién de falla se puede observar que inicia desde cero, al mismo tiempo
que la funcion de distribucion, debido a que se considera la tuberia inicialmente sin
dafio, y asciende hasta llegar a ser constate en un valor de 0.3. De lo anterior
puede decirse que la probabilidad de que la tuberia falle, si ha funcionado en un
periodo dado, es baja.

Las figuras I1.12 y 111.13 muestran la media y la varianza del ducto en estudio,
respectivamente.
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F(x)
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Figura 1I.11. Funcion de distribucion acumulada F,, (x1,b) y h,, (x1,b)
del ducto en estudio.

80

E[x]

0 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

X

Figura 111.12. Media de D, del ducto en estudio.
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Figura 111.13. Varianza de D, del ducto en estudio.

La media indica el valor esperado de estado de dafio para cada paso de tiempo x.
En una primera etapa, la variacién no es lineal, pero a partir del estado 20 la
variacion de la media es constante. La varianza nos da el promedio de los
cuadrados de las desviaciones respecto a la media. En este caso, va aumentando
hasta mantenerse constante en un valor menor a 30, lo que nos indica que no
existe mucha variacion y que el modelo es confiable.

Para conocer el tiempo de falla del ducto se usa la teoria presentada al final del
capitulo anterior. Dado que el tiempo utilizado en el estado j es la variable
aleatoria T;, es posible aplicar la ecuacion (11.2.62) con las r; hasta la falla, y asi

conocer el tiempo medio utilizado en cada estado, asi como su sucesion. La figura
[11.14 es la curva que representa la media de la funcion de muestra E{TJ. }:1+ r.

A manera de comprobacién y para tener una idea de como funciona la teoria se
realizaron simulaciones utilizando simulaciones de Monte Carlo. Es decir, se uso6
una distribucién uniforme para obtener tiempos aleatorios en cada estado
siguiendo una distribucion geométrica. El procedimiento consiste en simular
funciones muestrales y obtener su media, para compararla con la de la teoria.
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Figura Il1.14. Evolucion de E{Ti }:1+ r; calculada en funcién de 4 (modelada).
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X
Figura 111.15. Dos funciones muestrales simuladas con Monte Carlo y su media,
considerando los siete estados de dano medidos.
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Realizacioén 2
6~ Realizacién 3 &
Realizacion 4
Realizacién 5
5L | —— Media g

Estado
S
|
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X
Figura 111.16. Cinco funciones muestrales simuladas con Monte Carlo y su media,
considerando los siete estados de dano medidos.

Estado
N
|

1 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tiempo x
Figura Il1.17. Comparacién de E{TJ. }:1+ r; (rojo) con la media de un modelo de

Monte Carlo (negro) usando 1000 funciones muestrales (azul) considerando los
siete estados de dafilo medidos.
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En la figura Ill.15 se presenta la simulacién de dos funciones muestrales y su
media hasta el estado 7. Obsérvese que la media esta, en efecto, a la mitad de las
dos realizaciones. Continuando de esta manera, se presentan en la figura I11.16
cinco realizaciones, considerando los siete estados de dafio medido.

La figura Il11.17 muestra 1000 funciones muestrales simuladas y su media en color
negro. Ademas se obtuvo el tiempo esperado con la ecuacion (11.2.62), y en la
misma figura 1l1.17, se muestra en color rojo. Se pudo observar que la diferencia
entre la media obtenida de las realizaciones y la obtenida con los datos se reduce
a medida que se incrementa el numero de simulaciones, por lo que puede decirse
que el método es consistente.

En la figura Il1.18 se muestra la comparacion de la media del tiempo en cada
estado usando la ecuacion (11.2.62) y el modelo de Monte Carlo usando 1000
funciones muestrales y considerando los 80 estados de dafo. En la figura se
muestra que las lineas de las medias practicamente son las mismas, por lo que es
posible decir que las simulaciones y la teoria arrojan resultados similares.

De esta manera se puede obtener el tiempo en el cual la media de la funcion de
muestra alcanza b, en este caso E{\leb}, es decir, el tiempo esperado a la falla.

Asi por ejemplo, para alcanzar el estado 20 el tiempo medio esperado es
E{\vazo}zso pasos de tiempo, y para llegar a la falla E{V\llyb}=90 pasos de tiempo.

90

iz T

60 - B

50 - B

Estado

40} 1

30+ -

20 // .
10

0 1 | 1 | 1
0 20 40 60 80 100 120

R

X
Figura I11.18. Comparacién de E{Tj }=1+ r; (rojo) con la media de un modelo de

Monte Carlo (negro) usando 1000 funciones muestrales (azul) considerando los 80
estados de dafio medidos.
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Hasta ahora se conocen los pasos de tiempo en que la tuberia llega a la falla. Una
observacion importante es que en todo el célculo y analisis se han considerado
pasos de tiempo x=1, 2, 3..., sin embargo, es necesario recordar que cada paso
de tiempo manejado hasta ahora tiene una equivalencia en el tiempo real. A
continuacion se calculara el tiempo real equivalente a un paso de tiempo x.

Recuérdese que se considerd x=7 para realizar las ecuaciones p, = p,P*; sin

embargo, este numero de estados fue arbitrario y puede variar de acuerdo a
ciertas consideraciones que dependen de cada conjunto de datos. Por ello, es
mejor obtenerlo directamente de los datos. Se calcula la media y el estado en el
que se encuentra. Posteriormente se busca el valor esperado del tiempo en el que
se llega a dicho estado.

La media de este conjunto de datos es 0.3767 y se encuentra en el tercer estado,
figura 111.19.

0.4

0.35- i

0.3 8

0.25- ]

0.2 i

Probabilidad

0.15- 1

0.1+ 8

0.05- i

0
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Profundidad de defecto d

Figura I11.19. Histograma de los datos de inspeccion y media (linea vertical).

Al buscar el estado en el que esta la media en el eje vertical de la figura IIl.17 y
proyectarlo en el eje horizontal, se encuentra que el tiempo transcurrido para
alcanzar ese estado es x=12.5. Relacionando el tiempo real de cuatro afos, al
cual se realizo la inspeccion con el tiempo x=12.5 tedrico, se obtiene que un paso
de tiempo equivale a 0.32 afios de tiempo real.
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Con este dato es posible conocer el tiempo real a la falla. De acuerdo al analisis,
el tiempo medio tedrico a la falla es E{\vab}: 90 pasos de tiempo, y en tiempo real

es 90* 0.32=28.8 anos.

De esta manera es posible conocer el tiempo medio a la falla de cualquier tuberia
de la que se tenga un reporte de inspeccion, utilizando la teoria de cadenas de
Markov.

[11.2 Discusion de resultados

Es importante observar la propagacion de la corrosion que se muestra en la figura
[11.14, ya que ésta representa el valor esperado de la evolucién de picaduras en la
tuberia. Se puede ver que en una primera etapa, la velocidad de corrosion es
menor y posteriormente aumenta y se vuelve constante hasta la falla.

Lo anterior puede explicarse de la siguiente manera. Debido a que es el promedio
(media) del tiempo que permanece en cada estado, y dado que el sistema parte
de que no hay dafio al inicio, se puede decir que en este analisis esta implicito el
tiempo de nucleacién. La nucleacion es el tiempo en el que se empieza a formar, a
una escala microscopica, la picadura por corrosion. Debido a que es un promedio
y a que se asume que el sistema inicia sin dafo pasa mas tiempo en que se
generen todas las picaduras. Después existe otra etapa en que se mantiene
constante, esto es debido a que una vez que se han generado las picaduras y se
forma la pelicula, la velocidad de corrosion se mantiene constante.

De acuerdo al fendmeno de corrosion localizada descrito en la literatura (Frankel,
2001), el comportamiento de la velocidad de corrosion se debe al hecho de que en
una etapa temprana, la regién del metal atacada estda completamente expuesta a
altas concentraciones de especies corrosivas, mientras que en tiempos mayores
se forma una capa de 6xido con propiedades pasivas entre el metal y el ambiente
corrosivo, y sirve como una barrera protectora contra la corrosion (Engelhardt y
Macdonald, 2004). Esto muestra que el proceso de corrosion en una tuberia es
casi estable si no hay cambios repentinos y radicales que afecten la cinética del
proceso (Alamillay Sosa, 2008).

Las etapas descritas anteriormente también se observan en arcilla marina y arena
(Katano et al., 2003), asi como en medio marino, en el cual ademas se observan
otras etapas (Melchers, 2005).

Con lo anterior se puede explicar el comportamiento de las picaduras de corrosion
en la tuberia estudiada.
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1.3

Trabajos a futuro

e Hacer un estudio mas amplio de los problemas numéricos que se
suscitan al desarrollar las ecuaciones.

e Probar con diferentes ajustes para encontrar las probabilidades de
transicion posteriores a la inspeccion.

e Estudiar por separado el tiempo de nucleacion en el modelo, y su
impacto en la matriz de transicion y en el tiempo esperado a la falla.

CONCLUSIONES

El modelo que se presenta en este trabajo, representa la evolucién en el
tiempo de los dafos por picaduras de corrosion interna en un ducto de
transporte de hidrocarburos, y permite conocer con detalle la propagacion
de la profundidad de corrosion en diferentes instantes de tiempo a partir de
los datos de un reporte de inspeccion.

Se obtuvo la matriz de transicion a partir de un solo reporte de inspeccion.

El ajuste de los datos a una distribucion de probabilidad Lognormal evito
problemas numéricos. Sin embargo, se debe realizar una prueba
Kolmogorov—-Smirnov al 1% de nivel de significancia, que indique si se
puede utilizar la distribucion Lognormal con un nivel aceptable de confianza.

El tiempo de nucleacién de la corrosion queda implicito en la matriz de
transicion.

Con el modelo presentado es posible calcular el valor esperado del tiempo
a la falla de cualquier tuberia que cuente con un reporte de inspeccion, lo
que resulta muy util a la industria para programar inspecciones y
mantenimiento.

La comparacion del tiempo usado en cada estado de dafio, segun la teoria
de dafo acumulado y con simulaciones de Monte Carlo, proporciona
valores similares, por lo que se puede afirmar que el modelo es consistente.

Se encontrd la relacion entre los pasos de tiempo tedrico y el tiempo real
para conocer el tiempo real en cada estado y a la falla.
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APENDICE A

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Distribucion de probabilidad

La distribucion de probabilidad F(x) es una funcion de la probabilidad que
representa los resultados que se van obteniendo en un experimento aleatorio. A
F(x) se le denomina Funcion de Distribucién de Probabilidad de la variable x y
representa la probabilidad de que la variable tome el valor desde cero hasta x.
También se puede definir como la acumulada de la funcién de densidad de
probabilidad, esta ultima mas comunmente conocida como funcién de densidad.
Una vez conocida la funciéon de distribucion F(x), para todos los valores de la
variable aleatoria x se conoce completamente la distribucion de probabilidad de la
variable. Como la probabilidad es siempre un numero positivo, entonces la funcion
de distribucién sera una funcién no decreciente. Es decir, la probabilidad de todo
el espacio muestral es uno, tal y como establece la teoria de la probabilidad. Es
decir, la probabilidad del suceso nulo es cero. A continuacidn se presenta una
definicion.

Los elementos del conjunto L que estan contenidos en el evento {x < x} cambian
conforme x toma diferentes valores. La probabilidad P{x < x} del evento {x <x}

es, por lo tanto, un numero que depende de x. Este numero esta representado
por F,(x) y se denomina funcién de distribucién (acumulada) de la variable

aleatoria x (Papoulis, 1984).
Definicion. La funcidon de distribuciéon de la variable aleatoria x es la funcién

F (x)=P{x<x} (A-1)

definida para cada x de —« a <.
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Las funciones de distribucion de las variables aleatorias x, y y zse denotan por
F.(x), F,(y) y F,(z), respectivamente. En esta notacion, las variables x, y y z
pueden ser identificadas con cualquier letra. Se podria, por ejemplo, usar la
notacion F,(w), F,(w) y F,(w) para representar las funciones anteriores.

Especificamente
F,(w)=P{x<w}

es la funcion de distribucion de la variable aleatoria x. Sin embargo, si no hay
riesgo de ambiguedad, se identificaran las variables aleatorias antes consideradas
por la variable independiente en (A-1) omitiendo el subindice. Asi, las funciones de
distribucion de las variables aleatorias x, y y z se denotan por F(x), F(y) y

F(z), respectivamente (Papoulis, 1984).

Funcién de distribucion de probabilidad discreta

Se denomina variable discreta aquella que soélo puede tomar determinados
valores. El conjunto de valores que toma dicha variable, x, es finito o numerable.
En este caso, la Distribucién de Probabilidad es la sumatoria de la funcién de
densidad. Y como corresponde a la definicién de distribucion de probabilidad, esta
expresion representa la suma de todas las probabilidades. Algunas distribuciones
de variable discreta son las siguientes: distribucién binomial, de Poisson,
geométrica, hipergeométrica. En este caso la funcion de distribucion acumulada
esta dada como sigue:

F(x)=2>p(x) (A-2)

X<

donde p(x) se conoce como funcion de masa de probabilidad y satisface las
siguientes propiedades

P[X =X ]: p(xi) (A-2a)
P(x)>0 (A-2b)
> plx)=1 (A-2c)

Funcién de distribucidon de probabilidad continua

Se denomina variable continua aquella que puede tomar cualquiera de los infinitos
valores existentes dentro de un intervalo finito. En el caso de variable continua, la
distribucion de probabilidad es la integral de la funcién de densidad. Algunas
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distribuciones de variable continua son las siguientes: distribucion uniforme,
normal (gaussiana), gamma, exponencial, de Pareto, Chi-cuadrada, t de Student, f
de Snedecor. F(x) se expresa como

F()= | f(u)du (A-3)

donde f(x), se conoce como funcién de densidad de probabilidad y satisface las
siguientes relaciones:

f(x)>0 (A-3a)
f(x) es integrable sobre cada valor del espacio muestral (A-3b)
F(+oo)= [ f(u)du= (A-3c)

—oco

Distribucion Uniforme
Su funcién de densidad de probabilidad esta dada por

1
fo(X)=—— YV a<x<b
(= T

2
La media es E(x)= a;b, y la varianza Var(x) = (b 1;) :
Su funcion caracteristica es ¢, (u)= H
X iub-a)

Distribucion Normal o Gausiana
Su funcién de densidad de probabilidad se expresa como

b= jgexp{—;(xaﬂxj]

donde u, =E[X] y o, =-/var(X) son la media y la desviacién estandar,
respectivamente.

Su funcién de distribucion acumulada se expresa como
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2
Pl 1(z—u
Fo(X)= | ——exp| - = X | |dz
<0 _J;O'x \2r p[ 2( Ox j}
La distribucion Normal es comunmente denotada como N(u,o), e indica que

posee media u y desviacion estandar o .

2,,2
< f o i o-u
Su funcion caracteristica es ¢, (u) —@Ux _Zx7

2

Distribucion Lognormal

Si la variable aleatoria Y =In X se distribuye normalmente N(4,&), entonces se

dice que la distribucion de variable aleatoria X es Logaritmico Normal o
simplemente Lognormal con media A4 y desviacién estandar &. La funcion de

densidad de probabilidad Lognormal se define como

11 1(Inx=4)
fX(X):WXeXpIZ[fj] vV x>0

La media y desviacion estandar de X estan dadas por

PRRORTS

Ox = :Uj(efz _1)

La distribucion de X esta dada por

Distribucion gamma

f()Wr)()

Y x>0, r>0, A>0

donde T(r)=(r-1r(r-1), con media E[X]:/r1 y var(X):; y funcion

2

caracteristica ¢, (u)= (1—'/‘3 :
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Distribucion de Bernoulli

Una variable aleatoria X se dice que es de Bernoulli si solo puede tomar dos
valores. Por ejemplo

X=1 S se observa un éxito
X =0 S se observa un fracaso

De aqui que la funcion de masa de probabilidad esta dada por la funcion

Esta variable aleatoria tiene media E[X]= p y varianza var(X)=(1-p) p.

Distribucion Binomial

Una variable aleatoria Binomial surge de repeticiones de pruebas de Bernoulli.
Esta distribucidn representa el niumero total de éxitos ocurridos en una secuencia
finita de n ensayos independientes de Bernoulli, cada uno con una probabilidad
de éxito p.

En general, si se tienen n pruebas de Bernoulli la funcion de densidad de
probabilidad de masa se escribe como

P(X = k)=(:

ka(l— p™* Vv  k=01....n
La media y varianza de esta variable aleatoria son E[X]=np vy
var(X)=np(l- p), respectivamente.

n

Su funcion caracteristica es ¢, (u)= (peiu + q)

Distribucion Geométrica

Si se asume independencia entre pruebas, cada uno con una probabilidad de éxito
p, y estamos interesados en el numero de pruebas X =k hasta que ocurra el
primer éxito, entonces estamos hablando de una variable aleatoria con distribucién
geométrica. El primer éxito ocurrira en la k-ésima prueba si y solo si han ocurrido
k —1 fracasos. Por tanto la funcion de densidad de probabilidad de masa esta
dada por
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P(X =k)=qgp** vV k=12...

donde g=1-p.

Esta variable aleatoria tiene media E[X]= 1 y varianza var(X )= p/q2 .
q

Su funcion caracteristica es ¢, (u)=

Distribucion Binomial negativa o de Pascal

Representa el numero de la prueba en que se obtiene el n - ésimo éxito en una
secuencia de k ensayos independientes, cada uno con una probabilidad de
exito p.

P(X:k):(_krjq“(—p)k V k=0,1.., r>0 0<p<1
k-1
ex == Hap
k
: rp rp g L
donde gq=1-p. Con media E(X):H, var(X)=— y funcién caracteristica
q
eiu r
o= ]

Distribucion de Poisson

Una distribucion util para representar el numero de sucesos de una variable
aleatoria es la distribucion de Poisson, que puede demostrarse que surge de la
distribucion Binomial si el numero de pruebas crece n— « y la probabilidad p

decrece p— 0, pero el numero de éxitos en el intervalo total debe permanecer
constante igual a v=np. La funcibn de masa de probabilidad de una variable
aleatoria X de Poisson esta dada por

by (X) = Vf,_ v  Xx=012...

La media y la varianza de la variable aleatoria estan dadas por E[X]=var(X)=v .
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Si v=At, entonces es posible asociar la distribucién de Poisson con el proceso
de Poisson

At) e
|ox(><)=()X,e VY  Xx=012,....,c0

Su funcioén caracteristica es

0, (u) = expla(e" -1)

Distribucion Exponencial

Si T es variable aleatoria que denota el tiempo para que ocurra el primer arribo,
entonces la probabilidad de que T exceda algun valor t, es igual a la probabilidad
de que no ocurra ningun suceso en ese intervalo de tiempo de longitud t. La
primera probabilidad es 1- F,(t). La ultima probabilidad es p, (0), probabilidad de

que una variable aleatoria X de Poisson con parametro At sea cero, es decir

0 _—at
1-F (t) = (’ﬁ)oe —e vV t>0

Por tanto, la funcion de distribucion es
Ft)=1-e* vV t20
y la funcién de densidad de probabilidad es
fo(t)=2e™ vV t>0.
La media y la varianza de esta variable aleatoria estan dadas respectivamente por
E[T]=14 y var(T)=1/22.

y su funcion caracteristica es
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APENDICE B

FUNCION CARACTERISTICA

La funcion caracteristica de una variable aleatoria esta definida por la integral
P (U) = E{eiux }
Para el caso discreto se tiene

Px (u) = Zk:eiuxk Px (Xk>

donde p, (x, ) es la funcién de masa de probabilidad de X.

Si la variable aleatoria es continua,
¢x (U) = '[eiux fx (X)dX

donde f,(x) es la funcion de densidad de probabilidad X

En las ecuaciones anteriores u es una variable real. ¢, (u) es, en general, una
funcién compleja (Papoulis, 1984).

é, (u) es maxima en el origen, ya que, f,(x)>0

‘¢x (u)‘ <@y (O):l
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Si iu es cambiado por s, resulta la integral
By ()= [ € f, (x)dx

Llamada la funciéon generadora de momentos de X.

Como se puede observar, ¢, (—u) es la transformada de Fourier de f, (x). Asi, las

propiedades de las funciones caracteristicas son esencialmente las mismas que
las de las transformadas de Fourier. Nétese, en particular, que f, (x) puede ser

expresada en términos de ¢, (u),

f (0= [e™ g, (uky

:275

)

Sea X una variable aleatoria discreta con R, =0,1 2, ...,y
P{X = k}: Py

donde p, >0, z p. =1; las p, definen la funcién de masa de probabilidad de X.

La funcion generadora de probabilidad para esta variable aleatoria discreta, la cual
asume valores no negativos, esta definida por la ecuacion

o (- el ) S o

Si se reemplaza z por €, se obtiene la funcién caracteristica de la variable X.
La funcién generadora de probabilidad es usada en lugar de la funcién

caracteristica cuando se desea evitar numeros complejos, ya que z puede ser
tratado como real.
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