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LOCALIZACION DE CONJUNTOS COMPACTOS INVARIANTES,
ANALISIS DE DINAMICA Y DISENO DE CONTROLADOR PARA UN
SISTEMA CAOTICO DE DINAMICA DE PLASMA

Resumen

En esta tesis, se proponen varias funciones localizadoras para un modelo de seis
dimensiones que describe la propagacion de las perturbaciones electromagnéticas de baja
frecuencia en un plasma no magnetizado conteniendo un gradiente de densidad de equilibrio.
Usando las condiciones extremas de primer orden se obtienen las féormulas que muestran
los limites de localizacién, aplicada tanto a funciones cuadraticas como a racionales. Las
funciones localizadoras sirven para encontrar la regién donde se encuentran contenidos todos
los conjuntos compactos invariantes de un sistema dinamico no lineal. Hacer uso del teorema
iterativo se demuestra como limitar la region de localizacién de los conjuntos compactos
con la eliminaciéon de algunos elementos del dominio de la localizacion. Condiciones de
estabilidad asintotica se presentan utilizando la funciéon de Lyapunov con y sin una entrada
de control. También se determina la estabilidad en los puntos de equilibrio del sistema
aplicando el método de linealizacién estableciendo condiciones de estabilidad. Se presentan

simulaciones de los conjuntos compactos localizados los cuales contienen al atractor.

Palabras Clave: Localizacion, Conjuntos compactos invariantes, Sistemas caodticos.



LOCALIZATION OF COMPACT INVARIANT SETS, DYNAMICAL
ANALYSIS AND DESIGN OF A CONTROLLER FOR A CHAOTIC
SYSTEM OF PLASMA DYNAMICS

Abstract

In this thesis, several localizing functions are proposed for a six dimensional model
describing the propagation of low frequency electromagnetic disturbance in an unmagne-
tized plasma containing an equilibrium density gradient. Using the first order extremum
conditions we obtain formulas for the localization bounds by using several quadratic
and rational localizing functions. In addition, by exploiting some rational functions we
demonstrate how to refine this localization by removing some pieces from the localization
domain. Conditions of global stability are presented by using Lyapunov with or without a
virtual input. Also is considering the stability around the equilibrium points applying the
linearization method establishing conditions of stability. Results of numerical simulation

illustrating the localization domain for the chaotic attractor are provided.

Key words: Localization, Compact Invariant Sets, Chaotic Systems.
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A continuacién se muestra la definicién de simbolos matematicos que fueron utilizados
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Capitulo 1
Introduccion

Se podra decir que los sistemas dinamicos, tienen sus origenes en Newton y con Henri
Poincaré, donde para Poincaré los sistemas venian determinados por un conjunto de condi-
ciones iniciales, las cudles nunca se podrian conocer con precisiéon absoluta y en consecuencia
poco a poco se iria perdiendo el recuerdo de las mismas y los sistemas se harian impredeci-
bles [I]. Sin embargo hace unos 40 anos donde estos sistemas han destacado a matematicos
e ingenieros como : V. Arnold [2, 3], Lyapunov [4], etc. Los escenarios cadticos que presen-
tan innumerables sistemas fisicos eran practicamente inabordables hasta el desarrollo de las
computadoras con su enorme y creciente capacidad de calculo. Fue necesario un importante
desarrollo de la electronica digital, para potenciar la capacidad de calculo de las computado-
ras, lo cual dio un fuerte impulso a la dinamica no lineal entre otras especialidades. La teoria
de control es amplia y da oportunidad de establecer métodos los cuales ayudan a brindar
una solucién al sistema no lineal a estudiar, desde proponer un método general de analisis de
estabilidad no lineal basado en el célculo de la dimension fractal de las orbitas que sigue un
sistema dindmico en el espacio de las fases [5] hasta estudiar en el dominio de la frecuencia
sobre el comportamiento de sistemas cadticos al ser aplicada retroalimentacién estabilizante
[6].

La solucién del problema de localizacion se basa en el estudio de condiciones de extrema
de primer orden y el uso del teorema iterativo. Las técnicas utilizadas para este analisis han
sido desarrolladas y mejoradas por el Dr. Krishchenko y el Dr. Konstantin Starkov en los
ultimos anos [7, [§, 9, 10, 11}, donde se ha estudiado a sistemas fisicos, artificiales, quimicos,
entre otros. Actualmente, se continua investigando la dinamica de los sistemas no lineales
[12, 13, (14, 15], [16].



En los tltimos anos se ha presentado un interés de estudiar el comportamiento dinamico
del plasma en un medio no homogéneo como se presentan en Southall y en Castell [17, 18].
En 2007 Krishchenko y Starkov [I9] presentan una solucién al problema de localizacion de
los conjuntos compactos invariantes para un sistema modelando la amplitud de un plasma
inestable, siendo este trabajo una referencia importante para el estudio de la localizacién
de los conjuntos compactos invariantes para un plasma no magnetizado contenido en un
gradiente de densidad de equilibrio. El sistema se obtiene a partir de un sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales, que son a partir de las ecuaciones de eion-vorticity y por la
componente paralela de la ecuacién del momento del electrén [20].Donde a través del méto-
do de expansién de Lorenz [21] y la aproximacién Galerkin [22], las ecuaciones diferenciales
parciales se convierten en seis ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

Esta investigacion se enfocé en obtener la localizacién de los conjuntos compactos in-
variantes para un sistema de seis dimensiones descrito por Banerjee [23], donde se proponen
diversas funciones localizadoras con el propésito de tener el mayor niimero de localizaciones
posibles para el sistema. Para estudiar el sistema complejo se decide dividirlo en dos sub-
sistemas y proponer funciones localizadoras para encontrar al conjunto compacto invariante
para cada uno. Posteriormente se utilizara el teorema iterativo [24] para mejorar las lo-
calizaciones encontradas. Un subsistema solo involucrara a tres variables de estado, siendo
independiente del resto de las variables, mientras que el segundo subsistema es dependiente
del otro subsistema por involucrar a la variable xz3, siendo un subsistema de cuatro vari-
ables de estado x3, x4, 5, 6. Para encontrar la region donde se encuentran localizados los
conjuntos compactos invariantes del segundo subsistema se considera a la variable x3 como
un elemento acotado obtenido de la localizacién de los conjuntos compactos del subsistema
anterior. En adicion a estas localizaciones se obtienen simbodlicamente los puntos de equilibrio
del sistema completo y se establecen condiciones las cuales se evita tener puntos de equilibrio
complejos.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera, en el Capitulo 2 se presentan algunas
definiciones, conceptos, teoremas, entre otros, que ayudan a comprender el contenido de esta
investigacion. En el Capitulo 3 se proponen funciones localizadoras cuadraticas y racionales,
definiendo el conjunto compacto donde se encuentran localizadas todo el conjunto compacto
invariante asi como proyecciones del sistema de seis dimensiones. En el Capitulo 4 se muestran
simbodlicamente los puntos de equilibrio, se establecen condiciones para que los puntos de

equilibrio no sean complejos. En el Capitulo 5 se aplica el método de linealizacion para



conocer si se tiene estabilidad en una region cercana a los puntos de equilibrios y se presenta
algunas funciones de Lyapunov, estableciendo condiciones para estabilidad asintética en

forma local. En el Capitulo 6 se muestran las conclusiones y referencias de este trabajo.

1.1. Objetivo

Determinar la dindmica de modelo del plasma magnetizado de seis-dimensiones, resolver
el problema de localizacion de conjuntos compactos invariantes y solucionar el problema de

regulacién para este sistema.

1.1.1. Objetivos especificos

1. Localizacion de los conjuntos compactos invariantes al sistema de seis dimensiones.

2. Determinar funciones localizadoras cuadraticas y racionales para el sistema de seis

dimensiones.

3. Determinar la estabilidad asintotica usando el criterio de estabilidad de Lyapunov.



Capitulo 2
Conceptos Matematicos

El sistema a estudiar tiene las siguientes caracteristicas:

Es un sistema dindmico representado por un nimero finito de ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden.

Tiene términos no lineales en sus seis ecuaciones de estado.

Es un sistema auténomo.

Es un sistema que presenta Caos.

Es importante mencionar que sélo se esta enfocando en el estudio del sistema y no en
su significado fisico. Para ello se mencionan algunos conceptos que ayudan a comprender las
caracteristicas mencionadas que son: sistemas dindmicos, ecuaciones de estado, sistema no

lineal, caos.

2.1. Sistemas Dinamicos

Un sistema dindmico, segtiin Kuznetsov [25], es la representacién matematica de un proce-
so deterministico. Estos sistemas pueden ser representados por un ntiimero finito de ecuaciones

de estado, como se muestra a continuacion:

il - fl(xlaan“'yxn)



L.UQ - fQ(xlaxZa“wxn)

i‘n - fn(xhx% 7xn)

donde w1, xo, ..., x, son las variables de estado. Una de las ventajas de poder representar
sistemas de esta forma, es para el analisis de estabilidad. M&as adelante se menciona la
definicién de estabilidad.

Actualmente, los fenomenos de la naturaleza se describen mediante ecuaciones diferen-
ciales, lo cual nos permite explicar fenémenos en forma aproximada. Por ejemplo, el sistema
de Lorenz intenta modelar el comportamiento climatolégico de la tierra [26], o como el os-
cilador de Chua que es un ejemplo aplicable del comportamiento cadtico [27].

La parte matematica que nos ayuda a interpretar y tratar de dar una solucién a estos sis-
temas dindmicos es la teoria del caos. El término caos, definido por Gomez [28], establece que
es un comportamiento aperiodico de un sistema deterministico que exhibe una dependencia
sensitiva a las condiciones iniciales.

Geométricamente, un atractor puede ser un punto, un ciclo limite o incluso puede ser un
conjunto complicado de estructura fractal conocido como atractor extrano. La descripcion
de atractores de sistemas dinamicos cadticos ha sido uno de los grandes logros de la teoria
del caos. Se entiende por atractor cadtico al conjunto de trayectorias confinadas a una region

acotada, que dado un punto inicial las trayectorias nunca se sobreponen en un tiempo infinito.

2.2. Sistemas No lineales

En matematicas, un sistema no lineal es un sistema que no satisface el principio de su-
perposicion, ésto es, no se tiene una relacién lineal entre las entradas y salidas de un sistema.
Generalmente, los problemas no lineales son de interés a fisicos, matematicos e ingenieros ya
que, la mayoria de los sistemas fisicos son intrinsecamente no lineales en naturaleza.

Los modelos no lineales son dificiles de analizar y dan lugar a fenémenos interesantes
por ejemplo el caos. Los sistemas no lineales caoticos se identifican por involucrar términos

cruzados de las variables de estado del sistema dindmico y por presentar oscilaciones que



no repiten valores después de un cierto periodo. Algunos de los sistemas que presentan caos

SOon:

» Sistema Hipercadtico de Rabinovich [29].
» Sistema Hipercadtico de Chua [30].
» Sistema Hipercadtico de Lorenz [31].

» Sistema Rabinovich Fabrikant [32].

2.3. Plano de Fase

El diagrama de plano de fase de un sistema lineal auténomo, es una familia de trayectorias
que no se cruzan y que describen la respuesta del sistema a todas las condiciones iniciales
posibles. Segun Jean Slotine [33] un plano de fase es un método gréfico que permite visualizar
lo que sucede en un sistema no lineal iniciando desde varias condiciones iniciales, sin tener
que resolver analiticamente las ecuaciones no lineales.

Un sistema no lineal puede mostrar patrones complicados en el plano de fase, como puede
ser multiples puntos de equilibrio, ciclos limite, atractores, orbitas.

Un ciclo limite es un comportamiento ciclico u oscilatorio de un sistema dindamico con-
tinuo. Dependiendo del patréon de movimientos de las trayectorias en la vecindad del ciclo

limite, se pueden distinguir tres tipos de ciclos limite [33]:

1. Ciclo limite estable. Todas las trayectorias en la vecindad del ciclo limite convergen

a él conforme t — 0.

2. Ciclo limite inestable. Todas las trayectorias en la vecindad del ciclo limite divergen

de él conforme t — 0.

3. Ciclo limite semiestable. Algunas de las trayectorias en la vecindad convergen a él,

mientras que otras divergen de él conforme t — oo.

2.4. Conjuntos

Se entiende por conjunto a la coleccién de objetos, éstos pueden ser elementos o puntos

[34]. Entonces si A es un conjunto y x es un elemento de A implica que = € A. Ahora si se

6



tiene otro conjunto, sea el conjunto B, donde cada elemento de A esta también contenido en
B, se dice que B incluye a A, es decir, A es un subconjunto de B, y se escribe como A C B.

Sea R"™ el conjunto de variables de estado, entonces:

Definicién 1 Un subconjunto A C R™ es abierto si para cada ¢ € A se encuentra una
vecindad ®,(¢) C A donde

@,(¢) = {x € R : ]z — ¢ <r}.

Definicién 2 Un conjunto es cerrado si y solo si su complemento en R™ es abierto donde

se entiende que el conjunto ® es llamado complemento del conjunto A, A € R" si
d={recR"|x¢ A}

Definicién 3 Dado el subconjunto A C R"™ este serd acotado, si existe un nimero real ¢ > 0

tal que:

|z|]| < ¢ V2 e A.

Definicién 4 El conjunto A C R" es compacto si es cerrado y acotado.

2.5. Conjuntos Compactos Invariantes

La estabilidad de un sistema dinamico se define por la estabilidad de sus conjuntos
invariantes. Las orbitas, los puntos de equilibrio y los ciclos limites, son conjuntos invariantes.
Dado un conjunto compacto, cualquier trayectoria que llegue a él, permanecerd en ¢l para
un tiempo infinito, es decir, la trayectoria nunca saldra del conjunto. A esto se le llama
congunto compacto invariante. Por lo tanto para poder encontrar la regiéon de localizacién que
contiene a todos los conjuntos compactos invariantes se proponen funciones localizadoras las
cuales son similares a las ecuaciones de las superficies cuadraticas. Una funcion localizadora
altamente recomendable es el elipsoide, ya que es una figura geométrica compacta lo que
garantizaria que la dindmica del sistema & = f(x) permaneceria dentro de ella para todo

tiempo transcurrido.



2.5.1. Conjuntos invariantes positivos

Definicién 5 Dado un conjunto M serd invariante positivo con respecto a & = f(x) si
z(0) € M = x(t) € M,vt =0.

FEsto significa que cualquier trayectoria x(t) empieza en M y termina en M para todo t = 0

[35].

La regién de localizaciéon de los conjuntos compactos invariantes se encontrara en el
primer octante, porque cuando las variables de estado tienen un significado fisico la solucion
al problema de localizacion de los conjuntos compactos invariantes se encuentra limitado por
los conjuntos compactos invariantes positivos porque la solucién que brindan es de sentido
fisico. Por ejemplo, existen los sistemas quimicos [36] los cuales estudian tres poblaciones de
una especie quimica en general, deonde la solucién que presentan es dada solo en el primer
cuadrante o los sistemas médicos [37] donde tratan sobre el sistema inmunoldgico contra un
concentrado de células cancerigenas, los resultados obtenidos se encuentran en el cuadrante

positivo.

2.5.2. Conjuntos invariantes negativos

Al contrario de los conjuntos compactos invariantes positivos, la solucién al problema de
localizacién de los conjuntos compactos invariantes se encuentra limitado por los conjuntos

compactos invariantes negativos.

2.6. Funcidon Localizadora

Una funcién localizadora es una expresion matemaédtica que contiene las variables y
parametros del sistema & = f(x) y la cual es indispensable para resolver el problema de
localizacién de los conjuntos compactos invariantes. Desafortunadamente no se cuenta con
una metodologia apropiada para encontrar una funcién localizadora de manera general. En
este caso, se recomienda estudiar la dindmica del sistema no lineal y proponer funciones
localizadoras las cuales contengan las variables de estado de dicho sistema. Dichas funciones
pueden parecer a las ecuaciones de superficies geométricas conocidas, como por ejemplo,

elipsoides, planos, esferas, etc. Sea

i = f@) (2.1)



un sistema no lineal, donde f : D — R™ es un mapeo localmente Lipschitz desde un dominio
D C R"™ en R™, x es el vector de estados. Entonces una funcién localizadora es una funcio
h(x) que es diferenciable y no es la primera integral del sistema . Se entiende por hls
la restriccién de h en el conjunto S € R" , donde Lyh(x) es la derivada de Lie de h(x) con

respecto a f, y es definida como:

fi(x)
i

Lyh(z) = iy 58 £(w) = |52, 59, ., 59| %),WMF%ZWn
RACH

Por lo tanto, S(h) es el conjunto de
S(h) = {h(x)|Lsh(x) = 0}.

donde: Se entiende por hg al valor infimo de h(x) y heyp al valor supremo de h(z) [7], ambos

son definidos como:
hine = Inf{h(z) | € S(h)} ¥ hsup = sup{h(z) | x € S(h)} .

Teorema 1 ([38]) Todo conjunto invariante del sistema estd contenido en el conjunto

de localizacion:
K(R) = {hing < hz) < houp}.

Si conjuntos compactos invariantes estan localizados en los conjuntos K; y Ky con K, Ky C
R", estonces estos conjuntos tambien estan localizados en el conjunto K1NK5s. A continuacion

se presenta el teorema iterativo para la localizacion de los conjuntos compactos invariantes.

Teorema 2 ([39]) Sea hp,(x),m =0,1,2,... una secuencia de funciones localizadoras C*.

Los conjuntos

KO = K<h0>7 Km = Ny N Kmfl,m, m > 07

con
Kmfl,m = {[L’ : hm,l’nf < hm(-r) < hm,sup}a
hm,sup = sup hm (l‘) 5
S(hm)ﬂKm_l
hm71'nf = inf h’m (ZE) )

S(hm)ﬂKm,1

contienen cualquier conjunto compacto invariante del sistema Y

9



Koo Ki2--- 2Ky 2 -

Proposiciéon 1 Si K N S(h) = 0 entonces el sistema no tiene conjuntos compactos

variantes en K.
Para obtener hg,p, ¥ hine se puede aplicar el método de Lagrange, como se muestra:

£ = h(x) - pLsh(z)

9L —(0j=1,2,...,n;

oy

th(l’) = 0.

Otra manera de obtener el hj,; v €l hgy, es visto en la tesis de maestria de Coria [40], donde

se obtienen a partir de la restriccién h|s en el conjunto S € R™.

2.7. Estabilidad

Existen muchos enfoques para el analisis de estabilidad en los sistemas lineales invariantes
en el tiempo. Sin embargo, para los sistemas no lineales y/o los sistemas variantes con el
tiempo, el andlisis de estabilidad resulta muy dificil. El andlisis de estabilidad de Lyapunov
es un método que se aplica para encontrar respuestas a las preguntas sobre la estabilidad de

los sistemas no lineales.

2.7.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Considérese el sistema (12.1]), suponiendo que z* € D donde D C R™ es un punto de equilibrio
de (2.1)), es decir f(z*) = 0, entonces:

Definicién 6 El punto de equilibrio x =0 de es

» FEstable si,para cualquier € > 0, existe un § = 0(e) > 0 tal que:
|2 (0)]] <& = ||z(t)]| <€ VE > tp.

» [nestable, esto es, si no es estable.

s Asintoticamente estable, si es estable y 0 puede ser elegida de tal manera que satisface

10



|z(0)]] < d = lim;, z(t) = 0.

» Globalmente asintoticamente estable, si es asintoticamente estable y si para cualquier
estado inicial de x, la trayectorias ¢(t;x) se aproxima al origen mientras t — 0o, sin

importar que tan grande es ||x(0)]].

2.7.2. Funcién de Lyapunov

El proceso de buscar una funcién candidata de Lyapunov es un método para determinar la
estabilidad del sistema sin resolver las ecuaciones de estado. Este método tambien es llamado
Meétodo Directo de Lyapunov en honor al matematico ruso Alexander Mikhailovich Lyapunov
publicado en 1892. [4]

Teorema 3 ([41]) Sea el origen x = 0 un punto de equilibrio de y sea D C R" un
dominio que contiene al origen. Sea V : D — R™ una funcion continuamente diferenciable

tal que

V(z) = 0y V(z) >0 en D—{0} (2.2)
V(z) < 0en D. (2.3)

Entonces x = 0 es estable. Mds aun, st

V(z) <0 en D— {0}
entonces ¥ = 0 es asintoticamente estable.

Teorema 4 ([41]) Sea = = 0 un punto de equilibrio de(2.1). Sea V : R® — R sea una

funcion continuamente diferenciable tal que

V(0)=0yV(z) >0,V #0

[2]| = 00 = V(z) = o0

V(z) <0,Vx #0
entonces x = 0 es globalmente asintoticamente estable.

Definiciéon 7 Sea V : U — R"™ una funcion continuamente diferenciable definido en un

dominio U — R™ que contiene al origen, entonces:

11



1. V() es una funcion definida positiva si V(0) =0 y V(z) >0 en U — {0}.

2. V(x) es una funcion semidefinida positiva si V(0) =0y V(z) >0 en U.

3. V(z) es una funcion definida negativa si —V (x) es definida positiva.

4. V(x) es una funcion semidefinida negativa si —V (x) es semidefinida positiva.

Una funciéon continuamente diferenciable que satisface y (2.3) se denomina funcién de
Lyapunov. La superficie V' (z) = ¢ se denomina superficie de Lyapunov o superficie de nivel.
La condicién V(x) < 0 implica que cuando la trayectoria cruza la superficie de Lyapunov
V(z) = ¢ se introduce en el conjunto Q. = {x € R" | V(z) < ¢} y nunca puede salir de él.
Cuando V(x) < 0 implica que la trayectoria se mueve de una superficie de Lyapunov a otra
superficie de Lyapunov interior con un ¢ menor. A medida que ¢ decrece, la superficie de
Lyapunov V(x) = ¢ se reduce hasta transformarse en el origen, mostrando que la trayectoria
tiende al origen cuando t — oo. Si solo sabemos que V(x) < 0, no podemos asegurar que
la trayectoria tienda al origen, pero podemos concluir que el origen es estable porque la
trayectoria puede ser encerrada en cualquier bola B, solo con requerir que el estado inicial

x(0) pertenezca a una superficie de Lyapunov contenida en dicha bola [41].

2.7.3. Linealizacion

El Método Indirecto de Lyapunov [42] o linealizacion, es un método que consiste en aproximar
el sistema no lineal a un sistema lineal para estimar el comportamiento de las soluciones del
sistema no lineal en una regién cercana a un punto de equilibrio, es decir, la aproximacion
lineal solo se comportara como el sistema no lineal en la medida en que se trabaja en un
punto muy cercano al punto de equilibrio. Este procedimiento es usado cuando se desea
conocer si un punto de equilibrio del sistema no lineal es localmente asintéticamente estable

o es inestable. Para ello nos apoyamos en los siguientes pasos:

Paso 1: Siendo el origen el punto de equilibrio del sistema ({2.1)), se define la matriz
A= %(x) lz=0€ R"

que es la matriz Jacobiana de ({2.1)).

12



Paso 2: El sistema Z = Az representa la linealizacién del sistema ([2.1]) alrededor del punto

de equilibrio z* = 0.

Paso 3: Entonces z* = 0 es asintéticamente estable en forma local si todos los valores
propios \;,i = 1,2,...,n de A satisfacen que Re (\) < 0, e inestable si los valores

propios de A satisfacen que Re (A) > 0.

13



Capitulo 3

Localizacion del conjunto compacto

invariante de la dinamica del plasma

Se entiende por localizacién de conjuntos compactos invariantes a la regién del espacio de
estados donde se encuentran localizados todos los conjuntos compactos invariantes que se
presentan bajo ciertas condiciones de algin sistema en especifico, como se menciona en
Coria [24]. A continuacién se presentan algunas localizaciones que se obtienen proponiendo

funciones localizadoras cuadréticas y racionales.

3.1. La planta

Se estudia un modelo no lineal el cual describe la propagacién de las perturbaciones electro-
magnéticas de baja frecuencia en un plasma no magnetizado conteniendo un gradiente de
densidad de equilibrio que fue considerado en [23]. Este modelo se obtiene a partir de un

sistema de ecuaciones diferenciales parciales, estas son:

» Fcuaciones de eion-vorticity [20].

= Por la componente paralela de la ecuacién del momento del electrén [20)].

A través del método de expansion de Lorenz [2I] y la aproximacién Galerkin [22], las
ecuaciones diferenciales parciales se convierten en seis ecuaciones diferenciales ordinarias no

lineales, que se muestran a continuacion

;tl = —01T1 + 0129 + (SIQZEg
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To = —X1T3+ MNT1 — T2

T3 = X172 — 173

Ty = —09X4 + 095 + 012526 + 02523

T5 = —T4%e + Yola — V3T5 + 047374

jfﬁ = Tyx5 — 62$6~ (31)

donde o1 = 10.0, 0 = 0.0, v; = 230.0, (4 = %, o9 =3.0,01 =0.2, 90 = 0.1, 75 = 221.5, 3 =
222.5, 0, = 0.1,y o = 0.9.

Para encontrar la region donde se encuentran todos los conjuntos compactos el sistema
se proponen funciones localizadoras, pero dado que es de sexto orden la solucién es
compleja. Para facilitar el estudio del comportamiento dindmico del sistema asi como
también encontrar la region donde se encuentran los conjuntos compactos invariantes, se

decide separarlo en dos subsistemas proponiendo a cada subsistema una funcién localizadora:

x'l = —01T1 + 0129 + 5I2$3
Ty = —rr3+ %1 — T
l"g = T1X9 — ﬁlftg,, (32)
y
Zi‘4 = —09%4 + O2X5 + 51955$6 + 52$5ZL‘3
T5 = —T46 + Y2Ty — Y3T5 + 047374
:tﬁ = Ty4xy5 — ﬁz&?@. (33)

Noétece que en (3.3]) aparece la variable de estado x3 y que (3.2)) es independiente de ((3.3))

3.1.1. Localizacion de los conjuntos compactos

Para encontrar la regién donde se encuentran los conjuntos compactos invariantes del sistema

(3.1), se sigue una serie de pasos que se muestran a continuacion:

Paso 1: Se propone la siguiente funciéon localizadora para el sistema (|3.2)):

(0 + 1)x§ + %(553 — (6 +1) +a1])? (3.4)
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Paso 2: Aplicando Lyh;(z) se tiene:
2
Lyhi(2) = —ovzi — (0 + 1)23 — B [-755 - W] + 4 M@+ 1)+ o]

Paso 3: Se obtiene el conjunto S(h;) que viene dado por la superficie elipsoidal R>:
2
S(hi) = {aalx% ta(d+ Va2 +a (xg - —”“‘”5”"“) - 1}

donde

o 4
= Gt

Paso 4: Ahora se calculan los valores de hjma(S(h1)). Para ello, se aplica la funcién de

Lagrange

(5;1%; s 1) + o))

2
(5 +1) m])? . 1]
: .

2

Xz
L = 4

2+

— i [aalx% +a(§+1)25 +a <x3 -

Obteniendo las siguientes ecuaciones

g—fl =21 — 2a01214 =0
aa_fz = (0 4+ 1)xs —2a(0 + 1)xopu =0
% — g — (6 +1) + o] — 2ap (g — LEEAL) g,

Dado que el maximo valor de la funcién de Lagrange se obtiene cuando

351*:962*:0}’

@+ ) +o1][(n (5+1)+01)? —44]
Tax = PG+ D) to1]”—8u

[v1(6+1)+01]?
1

obtenemos que j, = . Por consiguiente: x3, = [y1(6 + 1) + o1].

Como resultado, se llega a la siguiente proposicién 2.

16



Proposicion 2 Para el sistema con coeficientes positivos, todos los conjuntos com-

pactos invariantes estan contenidos en el elipsoide
o 2
K(h) ={ 0< 123+ O824 Jay — (6 + 1) + 00))? < huy = 2L L (35)
en R3

La Figura[3.1|muestra la proyeccion del sistema muestra la proyeccion del sistema sujeto
a los pardmetros descritos en [23], y en la Figura se presenta la proyeccion del atractor
dentro de la localizacion K (h;) sujeto a las condiciones iniciales z1(0) =14.99 | 25(0) =46.64
, 23(0) = 166.

Figura 3.1: Proyeccién del sistema 1, zo, x3.

En la Figura se muestra una parte del dominio de localizacién para el sistema . Para
obtener el dominio donde se encuentran localizados todos los conjuntos compactos invariantes
es necesario la interseccién de los conjuntos compactos invariantes del subsistema , para
esto, se propone una funcién localizadora y se toma un elemento del conjunto compacto K (hy)
considerandose como un elemento acotado compacto, sea,| x3 [< r :=2[v1(d + 1) + o4].

Ahora se procede a la localizacién de los conjuntos compactos de (3.3)).

Paso 1: Aplicando la siguiente funcién candidata para el subsistema (3.3)):
ho(x) = a5+ (01 + 1)a2 + 23 + qe. (3.6)
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Figura 3.2: Dindmica del sistema ({3.2)) dentro de la localizacién K (hy).

donde ¢ es un valor escalar.

Paso 2: Se obtiene Lyhs(z) que es dependiente del parametro ¢ a través de la funcién

Ai(q):
—Lyho(x) = 20027 + 2(01 + 1)375 + A1(q)waws + As32425 + 20575 + qB26.
con Ai(q) =209+ 2(61 + 1)y + q, y Ay = 205 + 20104 + 244.
Paso 3: Asi, el conjunto S(hs) se encuentra contenido en el conjunto dado a continuacién:

0 Z 20'21’421 + 2(51 + 1)’73]3% - A1<q) ‘ TqTx | —AQT ’ TyTs | +252$§ + QBQJIG (37)

donde ¢ se toma tal que A;(q) > 0.

Paso 4: Lo siguiente se deriva de la desigualdad de (3.7)):

2 2
L > 20 (| g | 28 | g () [2(8) + 1) — LULEAP ] 52496, (g4 L)

409 802

Asi obtenemos que hs es la funcién localizadora para el sistema (3.3]) en el que z3(t) es un

elemento acotado del conjunto compacto K (h1). Ademés, propone lo siguiente

Proposiciéon 3 Suponer que q es tal que Ai(q) > 0 y se define
(A1(q) +rAy)?

80'2

As(g): = 2001+ 1)y — > 0.
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Luego M es una solida elipsoide en R3. Siendo M la region donde se encuentran los conjuntos

compactos invariantes.
De este hecho se deriva el siguiente teorema

Teorema 5 ([43]) En las condiciones de la dltima proposicion se establece que todos los
conjuntos compactos invariantes del sistema estan contenidos dentro en el conjunto

K(hy) N K (hy) con K(he) = {hy < hasup} vy €l valor de hagsyp es estimado en

Ry _ q Ai(q) + 1Ay q )
4v/ (202 802 /26:45(q)
q
Ry : =t
2 252143((])
2
hawp < B34 (0 + 1R+ 5 (3.8)
53

En la Figura se muestra la proyeccion del atractor del subsistema (3.3 y en la Figura
se muestra al atractor dentro de la localizacién K (hs), sujeto a las condiciones iniciales
x4(0) =116 , x5(0) = 72, x6(0) =235.9 y ¢ = —535.

Figura 3.3: Proyeccion del sistema x4, T5, T¢.

Por lo tanto, aplicando el teorema iterativo se encuentra la region donde se localizan todos
los conjuntos compactos invariantes del sistema (3.1)), que es la interseccién de los conjuntos
K(hy) N K(hy).
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= Atractor

Figura 3.4: Dindmica del sistema (3.3) en la localizacién K (hs).

3.2. Localizacion utilizando Funciones Racionales

En los articulos [19, [44], se propone utilizar funciones racionales con el fin de delimitar una

region dada una localizacién compacta obtenida. Ahora vamos a aplicar esta idea solo para

el subsistema ([3.2)).

Paso 1: Considérese la siguiente funciéon localizadora

€3
hy = —————. 3.9
3 1?2 + 623 (3.9)

Paso 2: Calculamos Lyhs, como se muestra a continuacién

2z3[—012? —822+ (01 +671)T172]
_ _X1T2 _ 3 127 2 1 V1)T1T2
th3 T 234673 51h3 (x34623)2 ’

Paso 3: Entonces el conjunto S(hs) esta definido por

P1($17$2) __ T1T9
h3 |S(h3) z3+6x5  af+dzl

20



donde

xr1x2 1
x%+5:r§ — 26

por lo tanto

pl(w1,m2) 1
halsm) 15t < 305

donde p; tiene la forma cuadrética pi(x1,z2) = (81 — 201)23 + (616 — 20)x3 + 2(01 +
(5’71)1‘}’)’22. Si

By > 201,y
001 — 201) (61 — 2) > (01 + om)*

entonces p;(x1,z2) es positiva definida y

1
s Is)| < 5755

donde Ay (p1) es el valor propio minimo de p; dado por

A _ [B1=2014B15—26]—/[B1 —201+B16—25]2—4[(815—20) (81 —201)—(o1+71)?]
ml’n(p) = 3 .

Paso 4: Finalmente el conjunto de localizacion es

L3
z1 + 0z3

K(h): = |

1

En la Figura se muestra la proyeccién del atractor del sistema (3.2) dentro de la local-
izacion K (hg) cortando a la localizacion K (hy).
A continuacién se propone la siguiente funcién candidata racional hy(z) para el sistema ((3.2)),

siguiendo los mismos pasos para localizar los conjuntos compactos.

Paso 1: Se aplica la siguiente funcién localizadora

€3
hy = . 3.11
4 2+ (0 + 1)a3 + a3 ( )

Paso 2: Calculamos que
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Figura 3.5: Dindmica del sistema (3.2)) en la localizacion K (hs) N K (hy).

Lih, = —21ze=bizs 2a3(—012]—(6+1)3— 51$3+[‘71+(5+1)71]$1$2)
= 22 6422443 @2+ (6+ )22 +a2)?

Paso 3: Entonces el conjunto S(hy) esta definido por

hy | p2(z1,2,23) T3
4 [S(ha) 34+(0+1)x3+a32 22+ (6+1)a3+a32

donde

+(6+1 wtaf — 2\/(5+1

siendo

p2(®1,22,23) 1
ha |s(ha) 224+ (0+1)a3+a2 < 24/ (6+1)

entonces pa(71, 2, 73) = (B —201)x + (6 +1) (61 — 2)a3 — Br25 +2[o1 + (0 + L)m]21 2.
Si

B> 201y
o1+ (6 +1)n]? > (61— 201)(0 + 1)(B1 — 2)
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se logra que p, sea positiva y

P2 (1‘1 »L2 ,1}3)

_pa(z1,m2,m3) 1
‘h4 |5(ha) 224 (6+1)z3 a2 =

2/(5+1)

Ahora bien, denotando Apm(p2) como el valor propio minimo de p, entonces

1
| |sn| < sv—oyvrer

donde

A B2 +(0+D)(51-2)]  VIBi—201+(0+1)(81-2)]2—4[(81—2)(B1 —201) (3+1) o1+ (5+ 1)1 ]?]
mfn(p?) - D) - D) .

Paso 4: Finalmente se obtiene el conjunto de localizacién

T3 1
< . 3.12
w3+ (0 + a5+ 23| ~ 26 + umfn(pz)} (3.12)

K(hy): = {

En la Figura se muestra la proyeccién del atractor del sistema (3.2)) dentro del conjunto
K(hy). A diferencia del conjunto K (hs), el atractor no estd contenido en el conjunto K (hy)
siendo este un conjunto vacio. Por lo tanto, el conjunto K(h,) delimita la regiéon donde se

encuentran los conjuntos compactos invariantes de K (hy).

3.3. Proponiendo otras funciones localizadoras

Aqui se describe como acercarse a los conjuntos compactos invariantes del subsistema (3.2))

mediante la busqueda de otras funciones de localizacién.

Paso 1: Tomemos una funcién localizadora de la siguiente forma:

1 )
hs — 53;% T 5:[3 — (01 +m10)xs (3.13)

Paso 2: Se obtiene Lghs como:

th5 = —O'll'% — (51’% + (0'1 + ’}/15)51%’3.

Paso 3: El conjunto S(hs) se define por
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Figura 3.6: Dindmica del sistema (3.2)) en la localizacion K (hy) N K (hy).

o1 2 ) 2

L3 = (01+715)[31x1 + (o1+710)61 Ly

Por lo tanto
s [ )
hs |sins)= 1 (% - g—i> + 3 (5 - @—1) -
Paso 4: Como resultado de ello, llegamos a la siguiente conclusion:

h5fnf:0,con%>%yg>%

— 1 0 0
h5sup—0,COIlg—i>§yE>§
h5|S(h5):0, con 61:2;0'1:1.

Si (81 — 201)? + 6%(B1 — 2)® > 0 se obtiene el conjunto de localizacién bajo condiciones

adicionales:
1 4 1_ o ) )
K(hs): = {§x§+§x§—(al+%5)x320;§Zﬁ—i y 525};
1 4 1 o ) )
K(hs): = {§x§+§m§—(01+%6)x3§0;§§ﬁ—i v o5 < E} (3.14)

Por lo tanto, se logra tener la localizacion
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K(hs) := {323 + 2} — (01 + 110)w5 = 0; 1 = 2,01 = 1} .

En la Figura se muestra la proyeccién del atractor del sistema (3.2]) dentro de la local-

izacién K (hs) delimitando la localizacién K (h;) aplicando el método iterativo

120"

100"

300

Figura 3.7: Dindmica del sistema (3.2)) en la localizacion K (hs) N K (hy).

Ahora, tomemos una funcién localizadora de la siguiente forma:

Paso 1: Sea la funcién localizadora

1 1 1 (o) + 76
he = ——a2+ —a2+ = (—) x2. 3.15
‘ oy 2 01N 5 ( )

Paso 2: Aqui tenemos

— 2 1.,.2 o1+719 2

At 0171

Paso 3: Se determina a S(hg) como

2 __ 1.2 o1+7é 2
x] 7lx2+( p >51x3.

Paso 4: Entonces tenemos que
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ho lsny= 25 (1= ) 78+ 5 (%322) (1= ) ot

Por lo tanto, si (07 — 1)? + (07 — 31)? > 0 entonces obtenemos el conjunto de localizacién.
heme = 0, con (1—&) >0y <1_%> >0
hgsup = 0, con <1—i> <0y (1_ﬁ1> <.

o1

Ademas, tenemos otra localizacion establecidos en forma de una superficie cuadratica

1 1 1 )
K(he): = §—=—a3+ —a5+ = 2t mo 23=0, con oy =03 =1p. (3.16)
2 017

En la Figura se muestra la proyeccién del atractor del sistema (3.2]) dentro de la local-

izacion K (hg) delimitando la localizacién K (hy).

o0
150
o~
120

10—

Figura 3.8: Dindmica del sistema (3.2) en la localizacién K (hg) N K (hq).

El teorema iterativo es una herramienta la cual permite delimitar la regiéon donde se en-
cuentran los conjuntos compactos invariantes a través de intersecciones. En la Figura [3.9]
se aplica este teorema para delimitar la regiéon de los conjuntos compactos K (h;) con el
conjunto K (hg) y con el conjunto no-compacto K (hy). Esto significa, que dado K (hy) es un
conjunto vacio, al aplicar el teorema iterativo corta al conjunto K (h;) y K (hg) reduciendo
la regién de los conjuntos compactos del subsistema .

A continuacion se presenta otra funcion localizadora,
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160~

200

x1

Figura 3.9: Dindmica del sistema ({3.2)) en la localizacion K (h1) N K (hg) N K (hg).

Paso 1: Sea la funcién localizadora

(n+1) 1 v
hy = ——201 l’% + iﬂfg + 5373 + 3 (317)

_ o1+d(n+1)
donde ¢ = = = )
Paso 2: Entonces
Lyhy = (n + 1) 21 — 23 — ¥pag — Bias.
Paso 3: Siendo el conjunto S(hz) es determinado por
af = (71—1“) |25 + Y Bas + Biy).
Paso 4: Estableciendo la h; | S(h7) de la siguiente manera
hy | S(hy) = (%—ﬁ)x%+%<l—f—i)x§+(l—%)
2 2
_1 1 2, % (=8 201—03 _ _(201=B1)
=3 <1 - o'_1> €Ty + 2 ( 101 1> |:.I'3 + 2¢(;1—ﬁll):| 8vyo1(o1—P1)
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Entonces el conjunto localizado, viene dado por

(’Yl—i-l) 9 1 9 w 9 1
. _ P < —_ .
K(h7). = {—2 ) xl——2:1:2— 2333 T3 /\|1> 1,01>Bl ;
(71—1—1) 9 1 9 w 9 1
. _ — L — > — . .
K(h7). = { 90, T3 2362 291:3 T3 )\|1< 1,01<B1 (3 18)

_ _(201-p1)°
donde A = 8yo1(o1—p1) "

En la Figura se muestra la proyeccion del atractor del sistema (3.2) dentro de la local-

izacién K (h;) delimitando la localizacionn K (hy).

300

Figura 3.10: Dindmica del sistema ({3.2)) en la localizacién K (hy) N K (hy).

Aqui aplicamos otra funcién localizadora:

Paso 1: Sea la funcién localizadora

hg = I3 (319)

Paso 2: Entonces el conjunto S(hg) es dado por fix3 = x1xs. Por lo tanto
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2r
hg ’S(hs)ﬂK(huV) < 61— /5_|_1

Paso 3: Teniendo el conjunto de localizacién
Paso 4: Que puede ser mejorado respecto a x3 por los valores

r

P> VOo+1[y1(d4+1)+01]

como

K (i) N K (hs) © {02 03 < o = 522}

A continuacién se obtiene una nueva localizacién aplicando la condicién
0 S xs3 S T3 méx-

en la funcién localizadora (3.6), donde despues de derivar la funcién los nuevos valores

asignados para A;(q) y Ay son:

Ai(q): = 209+2(01+ )2 +gq
AQ .= 252 + 25154 + 254

Por lo tanto el conjunto S(ha) N {0 < 3 < X3 max} €s contenido en el conjunto M definido

por la desigualdad:

2 2
2> 20 (| | +49D | 25 () + [200 + 15— CHD%] 22 196, (6 + )

402 802

donde A4(q) = A1(q) + 23 maxA2. Cumpliendo de la misma forma que ¢ sea tal que cumpla

con la nueva condicién de A;(q) > 0. Como resultado, se obtiene la siguiente proposicién

Proposiciéon 4 Suponer que q se selecciona de tal forma que se cumple la desigualdad
Ai(q) =0y

As(q) =2(61 + 1)7s — (AL@+smaxA2)®

82
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Luego el conjunto M es una elipsoide en R3.
De este hecho se llega a la afirmacion principal declarado como

Teorema 6 En las condiciones de la ultima proposicion que establece que todos los conjuntos
compactos invariantes del sistema se encuentran contenidos en el conjunto
K(hy;r) N K (hs), con K(hg) = {hs < hssup}, y €l valor para hss,, €s estimado por :

R, := q A1(9)+23,maxA2 q .
Vhos S
R5 = 4

24/ 252A3(Q);

hsswp < B2+ (861 + 1)R2 + %

Cuando se tiene una superficie compacta la cual contiene la dindmica del sistema, se dice que
se ha encontrado la solucién al problema de localizacién de los conjuntos compactos invari-
antes, desconociendo lo que se encuentre en el exterior de dicha superficie como se observa en
la Figura 3.4l Como se puede apreciar en la Figura [3.11] se logra tener la localizacién de los
conjuntos compactos invariantes K (hg). La solucién al problema de localizacién de K (hg) es
lo opuesto a delimitar la region de los conjuntos compactos, aqui se tiene una mayor region
el cual contiene al conjunto K (hs) que es donde se encuentran todos los conjuntos compactos

invariantes del subsistema (3.3)).
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Figura 3.11: Dindmica del sistema (3.2)) en la localizaciéon K (hg) N K (hg).

3.4. Proyecciones del sistema (3.1

El sistema que se estudia es de seis dimensiones lo que hace imposible graficar el sistema. Por
lo tanto se hacen simulaciones a las proyecciones del sistema, esto es para darnos una idea
de cémo se comporta la dindmica del sistema. Se tiene un total de 20 proyecciones, de las
cuales ya se han presentados dos de ellas.El simular proyecciones, es observar a través de un
lente como se comporta la dinamica del sistema respecto las variables de estado comenzando
de una condicién inicial. El sistema que estamos estudiando involucra las variables 1, .., xg,
solo para fines de simulacion se decide hacer un cambio de variables, sea x4 = y1,25 = o
y x¢ = y3 permaneciendo igual el resto de las variables de estado. Se utilizaron las mismas
condiciones iniciales (14.99, 46.64,166, 72, 3.07, 235.9).
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75

X2 -100 -40 1

Figura 3.12: Proyeccion del sistema x1, xa, y1.

X2 -100  —40

x1

Figura 3.13: Proyeccion del sistema 1, z2, yo.

32



200

2 -100  _40 g

Figura 3.14: Proyeccion del sistema 1, x2, ys3.

200

X3

Figura 3.15: Proyeccion del sistema 1, y1, x3.
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240

Figura 3.16: Proyeccién del sistema 1, y2, y3.

200
150 4
Q 100 4

50 4

Figura 3.17: Proyeccion del sistema 1, y2, x3.
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Figura 3.18: Proyeccion del sistema x1,y3, x3.

100

Figura 3.19: Proyeccion del sistema s, y2, ys3.
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Figura 3.20: Proyeccion del sistema x3, y2, ys3.

Figura 3.21: Proyeccion del sistema 1, x1, ys3.
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-100

Figura 3.22: Proyeccion del sistema y1, 2, x3.

240

Figura 3.23: Proyeccion del sistema 1, 2, ys3.
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Figura 3.24: Proyeccion del sistema y1, x3, ys3.

40

204

Figura 3.25: Proyeccion del sistema 1, y2, 1.
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60

Figura 3.26: Proyeccion del sistema y1, y2, 2.

200

Figura 3.27: Proyeccion del sistema 1, y2, x3.
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Figura 3.28: Proyeccion del sistema s, x2, x3.
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Figura 3.29: Proyeccion del sistema y3, x2, x3.
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Capitulo 4
Puntos de equilibrio del sistema

Algunos elementos que se encuentran en el conjunto compacto invariante son las orbitas
periddicas, orbitas heterociclicas, orbitas homociclicas, atractores y puntos de equilibrio.
En esta seccién se presenta todos los puntos de equilibrio que tiene el sistema donde
mediante el método indirecto de Lyapunov se analiza si el origen que es un punto de equilibrio
del sistema es asintoticamente estable. De manera adicional se presenta de manera
general el polinomio caracteristico del sistema donde queda expresado en términos de
las variables de estado.

A continuacién se presentan todos los puntos de equilibrios que tiene el sistema ({3.1)), que

sujeto a ciertas condiciones, estos seran nimeros reales y no complejos.

4.1. Caso 1: El origen

Para encontrar los puntos de equilibrio, primero se deben igualar a cero las ecuaciones de

estado de (3.2) como se muestra a continuacién

— 01271 +0‘11’2+(§(L’2{E3 =0 (41)
—T1x3 + Y1X1 — T2 = 0 (42)
T1T9 — ﬁl.il?g = 0. (43)
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4.1.1. Caso: r1 =0 cuando x5 = x3 # 0.

Sustituyendo el valor de x; = 0 en las ecuaciones (4.1)),(4.2]) y (4.3)) se tienen las siguientes

ecuaciones:

012 + 51‘21’3 = 0 (44)

donde, despejando el valor de x5 de (4.5) y el valor de x3 de (4.6]) se tienen que xo = 0y
x3 = 0, por lo tanto, se cumple la igualdad para (4.4)).

4.1.2. Caso: x5 =0 cuando 1 = x3 # 0.

Sustituyendo el valor de z; = 0 en las ecuaciones (4.1)),(4.2)) y (4.3)), se tienen las siguientes

ecuaciones:

— 017 = 0 (47)
—rix3+7rr = 0 (4.8)
—bixs = 0 (4.9)

donde, despejando el valor de z; de (4.7) y el valor de x3 de (4.9)) se tienen que ; =0y
x3 =0, por lo tanto, se cumple la igualdad para (4.8]).

Presentandose este caso, el sistema ([3.3) queda de la siguiente manera:

— 09%4 + 09%5 + 61[E5CC6 + (52]751‘3 = 0 (410)
—X4Xe + Y2Xg — V3T5 + (54I3(L’4 =0 (411)
Tyly — 52'776 = 0 (412)

4.1.3. Caso: x4 =0 cuando 3 = x5 = x5 # 0.

Sustituyendo el valor de x4 = 0 en las ecuaciones (4.1)),(4.2) y (4.3), se tienen las siguientes

ecuaciones:

— 09%5 + (511‘5276 + (522351’3 =0 (413)
—Powe = 0 (4.15)
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donde, despejando el valor de z5 de (4.14) y el valor de x¢ de (4.15)) se tienen que x5 =0y
x¢ = 0, por lo tanto, se cumple la igualdad para (4.13)).

4.1.4. Caso: r5 =0 cuando z3 = x4 = x5 # 0.

Sustituyendo el valor de x5 = 0 en las ecuaciones (4.1)),(4.2) y (4.3), se tienen las siguientes

ecuaciones:

— 09Xy = 0 (416)
—X4T5 + Yoy + Ogx324 = 0 (4.17)
—owe = 0 (4.18)

donde, despejando el valor de z4 de (4.16)) y el valor de xg de (4.18)) se tienen que x4 =0y
x¢ = 0, por lo tanto, se cumple la igualdad para (4.17)).

Otros casos, donde se logra tener al origen como punto de equilibrio son:
m Caso: 3 =021 =22 #0, 24 =25 =26 =0
m Caso: 23 # 0,01 =29 =24 =25 =26 =0

m Caso: g =003 =24 =25 # 0,21 =25=0

4.2. Caso 2: x1=x9=23# 0,24 =25 = 265 = 0.
Despejando x5 de (4.2)) se tiene
Ty = —x1T3+ N1 (4.19)
Ahora substituimos el valor de la variable x5 en , llegando a
—o121 + o1 (—x123 + Y121) + 6(—x123 + Y121 )23 = 0.

Se observa que la variable comin es 1, entonces se agrupan términos teniendo la siguiente

ecuacién:

—z1[025 + 3(01 — 671) + (01 — 01m1)] = 0.

43



La variable x; pasa dividiendo al otro lado de la ecuacion eliminandola, quedando solo
una ecuacion cuadratica de la variable x3. Entonces se resuelve la ecuacién y se tienen los

siguientes valores:

1
T3 = :t% |:(5’}/1 — 0'1) + \/(0'1 - (5’)/1)2 - (O'l - 0'1’}/1> — T3+ (420)

Implicando que z34 tiene dos valores reales de misma nominacién pero con signos opuestos,

asegurando que r3y € R si

(0'1 - (5’)/1)2 Z (0'1 — 0'1’}/1). (421)
Ahora, sustituyendo (4.19) y (4.20]) en (4.3) se llega a
r1(—2173+ + 171) — Bz = 0.

Despejando la variable x, se tiene el siguiente resultado.

T = + 5135:& .
\/ Y1 — T3+

Se observa que para asegurar que ambos valores de z; sean reales se debe de cumplir las

siguientes condiciones:

N> wae (4.22)
T3+ > 0. (423)

4.2.1. Caso: x3_.

Si~y; > x3_ v x3_ > 0 entonces x4 existe en el conjunto de los reales R, siendo x3_ un valor

negativo que puede tomar xs.

4.2.2. Caso: 73..

Para v, > w3, y 3. > 0 entonces x4 existe en el conjunto de los reales R, siendo z3, un

valor positivo que puede tomar x3
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4.2.3. Caso: 13-y 73;.

Si cumplen con (4.22)) y (4.23) entonces 1+ tambien existe en el conjunto de los reales R,

siendo x3_ vy x3, dos valores, como positivos y negativos que puede tomar 3

Por lo tanto para el caso 1 = x9 = 23 # 0,14 = x5 = ¢ = 0. podemos concluir que z34 € R
si cumple con (4.21]) llegando a tener 1, entonces

Tox = —T14X3+ + V1T1+

En el sistema (3.3) se observa que estd involucrada la variable x3 perteneciente al sistema
(3.2). Esto indica que se debe de considerar a los casos en funcién de x3 ya que afecta al

sistema. Entonces se comenzara analizando el caso 3.

4.3. Caso 3: 1 =xy=23=0,24 = 5 = 26 # 0.
Se despeja la variable x5 de la ecuacién (4.11)) teniendo el siguiente resultado:

—T4Te + Y2T4
V3

Iy —

La variable x5 despejada se substituye en la ecuacién (4.10)) teniendo la siguiente expresién:
—T4Tg + Yo —T4Tg + Yo
—02x4—|—02( 4% 724)+51( 4T6 724)%':0.
V3 73

Se observa que la variable comtn en la ecuacion es x4, por lo tanto se pasa a agrupar términos

teniendo la siguiente ecuacion:

T
S

lo que implica que x4 = 0 es una solucion lineal y que tiene:
(51952 - $6((51’72 - 02) - (0272 - 7302)) =0,

Entonces se resuelve la ecuaciéon y se tienen los siguientes valores.

1
Tt = ﬁ [(5172 - 02) + \/(5172 - 02)2 + 451(0272 - 730'2)}
1
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Para que la variable x44 tenga tres posibles valores que pertenecen al dominio de los reales,

se deben de cumplir las siguientes condiciones,

((51’)/2 — 0'2)2 + 4510’2’}/2 > —451"}/30'2 (424)
(0172 — 02)? + 461027, = —481730% (4.25)

Esto también asegura que zg+ € R.

Analizando los valores de 741 presentandose la condicion (4.24)).

Se substituye los valores de xg+ en la ecuacion (4.12)) asi como también en la ecuacion x;

despejada, teniendo la siguiente ecuacion.

[—$4$5i + V2T4
Ty

} — Bawer =0
V3

Despejando la variable x4 tenemos el siguiente resultado.

X
s = | 18020
Y2 — T+

Para que la variable x4+ tenga dos valores que pertenecen al dominio de los reales, se debe

de cumplir ambas condiciones:

Yo > Te+ (426)
Tor > 0 (4.27)

generando los siguientes casos,

Caso: x4_.

Sive > x6_ v wg_ > 0 entonces x4y existe en el conjunto de los reales R, siendo xg_ un valor
negativo que puede tomar xg.

Caso: z¢y.

Para v5 > x6,. v ¢+ > 0 entonces x44 existe en el conjunto de los reales R, siendo gy un

valor positivo que puede tomar xg.
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Caso: z4_ y xg.

Si cumplen con (4.26)) y (4.27) entonces x4+ tambien existe en el conjunto de los reales R,

siendo xg_ v xgs dos valores positivos y negativos que puede tomar xg.

Por lo tanto podemos concluir que zg+ € R si cumple con (4.24) llegando a tener z44 si
cumple con (4.27)), entonces

—T44Te4 + YVoTst
V3

Ts+ =

Analizando los valores de 741 presentandose la condicion (4.25)).

Se realiza el mismo procedimiento de la condicién (4.24)), la diferencia que ahora se tiene un

valor y es positivo. En esta condicion se tendra un valor de xg = xg, .

{—I4$5* + Yoxy
4

] — Boxgy = 0
V3

Despejando la variable x, tenemos el siguiente resultado.

e
N [ 3826
Y2 — Tex

Para que la variable x4,4+ tenga dos valores que pertenecen al dominio de los reales, se debe

de cumplir la siguiente condicién:

Yo > T (4.28)

Por lo tanto podemos concluir que z¢+ € R si cumple con (4.25) llegando a tener x4y si
cumple con (4.28)), entonces

—T4+Tes + Yolut
V3

T+ =

4.4. Caso 4: 13 = 13+.

En este caso la variable x5+ es una constante que puede adquirir dos valores reales teniendo

la condicién (4.21f). Entonces para encontrar los puntos de equilibrio , primero se debe de
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igual a cero las ecuaciones de estado del sistema ([3.3) como se muestra a continuacion:

— 09%4 + 095 + 511’51‘6 + 521’5ZE3:|: =0 (429)
—T4Te + YoXyg — Y35 + 54134.%’3:& =0 (430)
Tply — ﬁgl’ﬁ =0 (431)

Se despeja la variable xg de la ecuacién (4.31)) teniendo el siguiente despeje de la variable:

L4Ts
B2
Ahora se substituye el valor de variable xg despejada en la ecuacién (4.29)) teniendo la

siguiente expresion matemaética :

Tg =

Tqly

3

Se agrupan términos y se despeja la variable x, teniendo la siguiente ecuacion:

—09X4 + 09X + 51$5 (— ) + 52$5l‘3i =0

3750:|:
Ty = ——5——r
51$§ - 0252
donde 6+ = 09 + dox3+. El cambio de variable presentado ayuda a la simplificacién de

desarrollo mateméatico durante este analisis.
Continuando con el desarrollo matematico, se sustituyen las variables zg, x4 en la ecuacién

(4.30) y la varibale x4 se sustituye en z4 teniendo la siguiente expresiéon matematica:

(B V(e Yl (2 e
0123 — 02/3 0123 — 023 0122 — 093

donde py = d4w34+ — 7y3. Desarrollando la expresion matematica y agrupando términos en

comun tenemos la siguiente ecuacion:

1

5 5 [xgpi(ﬁ — (8102 Borys + 2p401092 + 07 o) + x5(02850470 + pﬂf%ﬁ%)] = 0.
(51935 - 0252)

El termino ————— pasa dividiendo al otro lado de la ecuacién eliminandolo, teniendo

(5113—025’2)
una ecuacién en funcién de la variable x5. Simplificando la ecuacién tenemos la siguiente

expresion, donde la variable x5 es el termino en comin por lo que pasa al otro lado dividiendo.

xépifsf - $§(519i52’72 + 2p1010902 + 9152) + (02539172 + piUgﬁg) =0
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donde &4 = 0104 By +2p+01090 —1—01 (2. Resolviendo la ecuacion para x5 se tiene el siguiente

resultado:

1
20401

Ts+ =

(fi + \/fi — 4p167(020301 72 + pi036§)>

Para que la variable x54 tenga 3 posibles valores que pertenecen al dominio de los reales, se

deben de cumplir estas condiciones, esto asegura que x5+ € R :

& > 4p0i(09f3017s + pro3 ) (4.32)
& = 4pL0i(09f3017 + pro33y). (4.33)

Analizando los valores de 75, presentandose la condicién (4.32)).
Se substituye los valores de x54 en la variable x, despejada:

T5404

Tax = —5 5 o
51$5i — 093

Ahora ambos valores se sustituyen en la variable xg despejada, quedando de la siguiente
manera;

o T44+T54
6+ = —
Do

Analizando los valores de r;. presentandose la condicién (4.33)).

Se realiza el mismo procedimiento de la condicion (4.32)) , la diferencia que ahora se tiene

un valor y es positivo. En esta condicion se tendra un valor de x5 = w5, .

x5*9i

Tap = =55
01Y3, — 0232

Ahora ambos valores se sustituyen en la variable xg despejada, quedando de la siguiente

manera:

" T 44T
6+ — — 5
B
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4.5. Resumen acerca de los puntos de equilibrios en-
contrados
Entonces podemos decir que se tienen los siguientes puntos de equilibrio si:

1. Un punto de equilibrio del sistema es el origen.

2. Considerando que x4 = x5 = x4 = 0, y satisfaciendo las condicidnes (4.21)),(4.22) y (4.23)

tenemos los siguientes puntos de equilibrio.

1
vz = 55 |09 — o) £ /(o1 =60 = (o — o17)
x
ST P13+
Y1 — T3+
Totr = —T14T3+ + V1T1+
3. Tomando la consideracion que x; = x5y = x3 = 0 y satisfaciendo las condiciones

(14.24),(4.26]) y (4.27)) se tiene los siguientes puntos de equilibri:

1
Te+r = —— [(5172 —09) = \/(5172 — 02)% + 401 (0972 — V302)

20,
Tap =+ V32T 6+
V2 — Te+

—T44+ T+ + VoTlat
73

Ts+ =

4. Tomando la consideracién que x; = o = x3 = 0.y satisfaciendo las condiciones (4.25)) y
(4.28) se tiene los siguientes puntos de equilibrio.

Ty = + l’7362x6*
Y2 — Tex
1

Lo = 2_51 (0172 — 02)]

S T Yo 45+
V3

L5+ =
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5. Ahora considerando el caso de que 1 = x93 = 0,23 = x34 y considerando la condicién

(14.32])
1
Tse = (fi + \/fi — 4p167 (02550172 + Piagﬁg))
2p+01
oo = Ty
= 51$§i — 0232
Loy = T4+ T5+
6L = —
B2
6. Ahora considerando el caso de que 1 = x5 = 0, x5 = z31 y consirando la condicion (4.33))
R
= 51$§i — 0232
e T4+ Ts+
6+ = —
B2
1
Lot = 2020, €+
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Capitulo 5

Estudio de estabilidad

La estabilidad es una propiedad cualitativa de los sistemas dinamicos a la que cabe considerar
como la mas importante de todas. Ello es debido a que, en la practica, todo sistema debe
ser estable. Si un sistema ({3.1)) no es estable, normalmente carece de todo interés y utilidad.

En esta seccion se presenta estabilidad asintética mediante el teorema de Lyapunov.

5.1. Linealizando el sistema para el modelo de seis di-
mensiones

Para saber si se tiene estabilidad alrededor del punto de equilibrio se decide linealizar el
sistema ((3.1)) al alrededor del origen. Siguiendo el método indirecto de Lyapunov, primero se

obtiene el Jacobiano del sistema (3.1]) y se evalia en el origen resultando la siguiente matriz:

—0y 0y 0 0 0 0
v —1 0 0 0 0
o 0 0 -4 0
0 0 —09 09 0
0 0 Y2 = 0
0 0 0 0 —p

Los valores propios de ® son:

M= iyo?—201+4d0171+1— 301 — 3,
Ay = —%Ul—%\/af—&n—l—élal’yl—l—l—%,
A3 = —[h,
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A4 - _ﬁ%

As = 3\/03 — 20973+ 47202 + 73 — 173 — 109,
S N ST

Para garantizar estabilidad asintética en el origen se debe de satisfacer las siguientes

condiciones para los seis valores propios obtenidos:

A <0, st
Ay < 0,51
A3 < 0,81
A <0, 51
A5 < 0, 51
Ag < 0,51

\/0% — 201+ 4o+ 1< —%01; —%,

\/0% — 201 + 40171 +1 >0,

pr>0

B2 >0

V03 — 20973 + 47200 + 73 > 0y /03 — 20273 + 47202 + 73 < —373, —3072,
VO3 — 20973 + 47202 + 73 < =302, —37s.

Dado la complejidad de los puntos de equilibrio del sistema (3.1]), serd complejo analizar

estabilidad local a cada uno de los puntos de equilibrio por el método de linealizacion.

A continuacién se expresa de manera general, el jacobiano en funcién de las variables de

estado, siendo la matriz &,

g
I

[ —0q o1+ 0x3 Oxy 0 0 0 |
-3+ -1 —T1 0 0 0
T2 x — 0 0 0
09T —09 09 + 0126 + dox3 015
044 —Tg + Y2 + 043 —3 —y
0 0 x5 x4 — s

Dada la complejidad de la matriz ®; para obtener los valores propios, solo se presenta la

ecuacién del polinomio caracteristico.

N+ N5 (e—d)+ A\ (A+dc— D)+ (Ac— B—dD— )=\ (df + AD+Bc)+AN(BD—Af)+Bf = 0

donde

a = 09 + 0176 + 023

b:’}/2+54$3—3?6
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c=o+6+1

d=r3+ 02+ 02

[ =Bl — x3) (01 + 0x3) + oy + dow1 (11 — w3) — 01(B1 + 22) — 2129(01 + O3)
A =30y + x% 4+ 02 + B2 — ab — 0123

B = —03(7302 + 13) + abfy — x4x5(610 — a) + 01y377

D = byx5 + (11 — 3)(01 — 0x3) — 01(Br + 1) — (B + 27)

5.2. Analisis de estabilidad por el método directo de
Lyapunov

Para garantizar la estabilidad asintética global del sistema (3.1)) se implementard un regu-
lador cuya funcién es hacer que la trayectoria que entra al conjunto K (hy, p) N K (hg).
Se analizara que el sistema en lazo abierto satisface

lim |z(t)] = 0

t—o00

donde z(t) € R°.

Para tal fin se utiliza la teoria de estabilidad de Lyapunov [45], [46] y una estructura en
cascada para el sistema (3.1)) [47, [48, [49], a partir de esto se establecen condiciones de
estabilidad asintotica para dicho sistema. Para esto, se propone la siguiente funcion candidata
de Lyapunov, la cual contiene tres de las variables de estado que nos interesa, que son

X1, T2, T3:

2 (0+1)
Vi = =2
! 5 T3

2
x

x5+ 23 (5.1)
2

cuya derivada con respecto al tiempo es

"/1 == Ztll’l + ((5 + 1)1.‘21‘2 + i‘3$3.
= £C1<—0'1£L'1 + 0129 + (5562%3) + (5 + 1)1’2(—33'1373 -+ Y1T1 — .%'2) -+ 33'3(£L'1$2 — ﬁ1$3>.
= —ori +oimsloy + (0 + 1)) — (6 + 1)as — Bias.

Por lo tanto V serd negativa definida si

[o1 4+ 71(6 + 1)]2'

o+1>
+ 40'1

(5.2)
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Por lo tanto, la funcién candidata de Lyapunov (5.1]), es una funcién de Lyapunov.
Considérese ahora otra funcién candidata de Lyapunov, la cual contiene las variables de

estado que nos interesa, que son x4, Ts, Tg:

(5.3)
cuya derivada con respecto al tiempo es

% = i‘4274 + (51 + 1)j§5[[’5 + l"GZL'G.
= x4(—09xy + 095 + 017576 + dox5x3) +

(51 -+ 1)1’5(—56'45C6 + Y2Xg4 — Y3T5 + 541'3.1'4) + x6(£C4£IZ'5 — ﬁ2$6).

Completando cuadrados se tiene

— Boxg < 0. (5.4)

Vo = —0y |24 —

(o1 +p2w3) 12 (p1 + paw3)?
LT P23 _ 51 1)y — LT F2E3)
%0, Ts x5 (01 4+ 1)73 10,

con p; = 0z +72(01 + 1) y pa = 63 + 04(01 + 1).
Suponer, que dada la condicién (5.2), es tal que x € K (hy, p) N K(hy) entonces la variable

x3 satisface la desigualdad

2/02(01 + 1)y — p -
P2

Logrando tener el conjunto compacto K (hy,p) N K(hy) implica que cada trayectoria que
entra al dominio del conjunto compacto invariante K (hq, p) N K (hy) permanece en el. Por
lo tanto Vi(z) < 0 para z € K(hy,p) N K(hy), © # 0, se concluye que el sistema es
asintoticamente estable bajo las condiciones —.

Ahora, teniendo la siguiente condicién

24/ 0'2((51 + 1)’73 —p1 > 2p2[’71(5 + 1) + 0'1] (56)

implica tener que el sistema ([5.5)) se mantiene en K (hq, p) N K (hy). Por lo tanto se tiene

Proposicion 9. Suponer que los parametros de y el parametro q son tales que

Ai(q) >0, As(q) >0y y (5.6) se mantienen. Luego es global asintdticamente
estable
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5.3. Entradas de Control u(t)

Se analizard estabilidad asintética en lazo cerrado para el sistema (3.2)), como se muestra a

continuacion:
i‘l = —01T1 + 0129 + (5$2$3
Ty = —w1x3+ @1 — T2 + (1)
T3 = 1172 — 123
donde
o o+1
lt) = — 2R

por lo tanto, se tiene la siguiente dinamica en lazo cerrado

I.1 = —01T +O’1l’2+(5£{]21‘3
. [0 +71(6 +1)]
X9 = —X1T3+V1L1—2To—X
2 1L3 T 711 2 1 51
T3 = T1Ty — 51$3

Proponiendo la funcién candidata de Lyapunov cuando se tiene p(t).

2 2
N Ch R IO
La derivada de V3(z) es
Vs = —oa? — (6 +1)ai — Bl <0.

Por lo tanto, Vi < 0 teniendo estabilidad asintética.

Ahora considerese otra entrada virtual para el sistema (3.2))

Ztl = —01T + 01%9 + 51’2I3 + w(t)
Ty = —T1T3+ 7T — T2
T3 = 1172 — B1x3

donde

Y(t) = —xafor +71(6 + 1)].
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por lo tanto, se tiene la siguiente dinamica en lazo cerrado

Ty = —012) + 012y + 07273 — a0y + 71 (0 + 1)]
To = —X1x3+ NT1 — T
T3 = T1T2 — Sir3

Considere la siguiente funcién de Lyapunov cuando se tiene (t).

2 2
oy (041 5 g
Vo= gty nty
La derivada de Vy(x) es
Vi = —ox?—(6+1)22 - pa2 <0.

Por lo tanto, V; < 0 teniendo estabilidad asintética.
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Capitulo 6
Conclusiones

Se obtienen varias funciones localizadoras que delimitan el dominio compacto en donde se

encuentran localizados los conjuntos compactos invariantes para los subsistemas (3.2)) y

(3.3) que forman al sistema ((3.1]).

Se logra tener estabilidad asintdtica para el sistema (3.1]) utilizando funciones de Lyapunov

y el utilizar una estructura en cascada para dicho sistema.

El estudiar los subsistemas (3.2)) y (3.3) independientemente facilita encontrar funciones
localizadoras apropiadas que involucran todas las variables y que se pueda tener un dominio
en el que se encuentren los conjuntos compactos invariantes. Es importante comprender el

sistema dindmico global.

El utilizar el teorema iterativo ayuda a tener una mejor localizacién de los conjuntos

compactos invariantes para el sistema ((3.1]).

Se establecen condiciones para las cuales existe estabilidad en el origen por medio de la

linealizacion y se presenta la ecuacién del polinomio caracteristico para el sistema (3.1]).

El proponer funciones localizadoras compactas se logra tener que el conjunto S(h) sea

compacto, facilitando por el método de Lagrange conocer el hips y Rsyp.
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1. K.E Starkov, D.Gamboa and L..N Coria, “Localizacién de conjuntos compactos invari-
antes para un modelo de seis dimensiones de un plasma no-magnetizado”, CIINDET
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