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Un acercamiento cognitivo y epistemologico
a la didactica del concepto de variable aleatoria

Resumen

El concepto de variable aleatoria es uno de los conceptos base de la teoria de probabilidad y
de la estadistica inferencial. Desde una perspectiva matematica permite, junto con las
funciones de distribucion, el manejo de la probabilidad y los eventos aleatorios dentro del
contexto de los numeros reales, desde una perspectiva de modelacion permite acotar el
contexto y trabajar especificamente con los elementos que son manipulables y de interés
dentro de un problema que involucre algun fendmeno aleatorio.

En su trabajo acerca de las ideas estocasticas fundamentales, Heitele (1975) propuso este
concepto como una idea fundamental dentro de la ensefianza escolar porque debe
desarrollarse a través de un curriculo en espiral desde las prefiguraciones en etapas
tempranas del nifio hasta estadios muy desarrollados en el profesionista. Sin embargo han
sido pocas las investigaciones enfocadas explicitamente sobre la didactica de este concepto.

Esta investigacion pretende establecer algunas bases sobre las que se pueda apoyar el
estudio de la didactica de la variable aleatoria en el nivel universitario haciendo uso de la
Ingenieria didactica. Se enfoca al andlisis preliminar de esa metodologia de investigacion,
en particular a los analisis cognitivo y epistemologico y se sustenta en la Teoria de
situaciones didécticas. Desde la vertiente cognitiva, se trabajo en una entrevista clinica a
dos estudiantes recién ingresadas al nivel universitario y desde la perspectiva
epistemologica se enfoco al andlisis desde la disciplina que le da sustento al concepto (la
probabilidad) y al andlisis del contexto de su emergencia historica.

El estudio permitié observar la complejidad epistémica del concepto de variable aleatoria.
Las estudiantes vincularon la idea de variable aleatoria con conceptos probabilisticos
complejos, la relacionaron con un proceso de modelacion y la relacionaron con
herramientas deterministicas. La complejidad epistémica de la variable aleatoria se ve
reflejada en las dificultades y los aciertos de las estudiantes al resolver el problema, pero
también en el contexto y los problemas historicos que lo hicieron surgir como concepto
matematico. El andlisis cognitivo proporciond elementos y vertientes sobre las cuales se
puede profundizar en el analisis epistemologico.






A cognitive and epistemological approximation
to the didactics of the concept of random variable

Abstract

The random variable concept is one of the based concepts of the probability theory and the
inferential statistic. From a mathematical point of view, random variable and distribution
functions introduce probability and random events in real numbers context. From a model
point of view, random variable delimits the context and allows relating random real
phenomena to the mathematical context of probability distributions.

In his study about fundamental stochastical ideas, Heitele (1975) included the random
variable as a fundamental one in school education because it must develop in the
curriculum spiral from pre-figurations in early stages of children to developed stages in
university students. However few researchers have explicitly focused on the didactics of
this concept.

This research seeks to find elements to support the didactics of the random variable study in
university, helping of the didactic engineering. The focus is on preliminary analysis of this
research methodology, particularly, on cognitive and epistemological analysis, and It is
based on theory of didactical situations. From the cognitive aspect, a clinical interview was
carried out with two university students. From the epistemological aspect, a disciplinal and
historical analysis was done.

The research allows observing the epistemological complexity of the random variable
concept. Students linked the idea of a random variable to complex probabilistic concepts,
related it to a mathematical modeling process and connected it to other stochastic and non
stochastic mathematical tools. It was reflected in the difficulties and success that the
students faced when solving the problem. But also in the historical context and problems
that gave rise to the mathematical concept. The cognitive analysis provided elements and
aspect which can be studied in depth in the epistemological analysis.



Porque una de las maravillas de ensefiar,
es que, preguntas que nunca te hiciste,
te tienes que contestar.



Introduccioén

n los ultimos afos la didactica de la probabilidad y la estadistica ha tenido un
fuerte realce e impulso. Muchos profesores que imparten esas materias se han
preocupado por fundamentar su trabajo y por tener mejores resultados en la
enseflanza de estos conocimientos. Al mismo tiempo, estadisticos, psicologos e
investigadores en didactica de la matematica se han percatado de la ausencia de
investigaciones que respalden esa labor. Este trabajo se une a ese impulso por fomentar la
ensefianza de la probabilidad y estadistica en el nivel universitario desde la perspectiva de

la didactica de la matematica.

En particular, en esta investigacion se aborda una de las ideas fundamentales de los cursos
de Probabilidad y Estadistica en las instituciones de ensefianza universitaria: la variable
aleatoria, que se apoya en muchos otros conceptos matematicos y sirve a su vez de soporte
a gran parte de los temas en probabilidad e inferencia estadistica. En una primera
aproximacion, el concepto aparenta una simplicidad que se pierde apenas se introduce
alguna breve formalidad o es necesario manipularlo en algin otro concepto. A la vez que es
un concepto muy abstracto, también es el encargado de extraer del contexto del problema
los elementos que permiten trabajar la situacion en un contexto matematico. Como se pudo
constatar en esta investigacion, para los estudiantes universitarios no es tan sencillo
asimilarlo en toda su dimension al mismo tiempo que si pueden trabajar con ¢l y

manipularlo desde una vision intuitiva.

Muchos estudiantes no pueden identificar la variable aleatoria involucrada en una situacion
problematica, lo que les ocasiona fuertes obstaculos al abordar su resolucion. Otros también
tienen una comprension incompleta de algunos conceptos vinculados con su definicidn, o
bien no establecen adecuadamente las relaciones entre los mismos. Todo ello repercutira

negativamente en el estudio de otros conceptos que el estudiante deberd abordar
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posteriormente, y que se basan en la variable aleatoria, como son las distribuciones de
probabilidad (intimamente ligadas a la nociéon misma de variable aleatoria), el teorema

central del limite, el muestreo, la correlacion y asociacion y la inferencia estadistica.

La motivacion para profundizar sobre la didactica de la variable aleatoria esta
fundamentada en estas razones. Los objetivos se enmarcan en la teoria de situaciones
didacticas y se apoyan en las metodologias de ingenieria didactica y en la exploracion
cognitiva denominada entrevista clinica. Esta investigacion se enfoca al analisis preliminar
de la ingenieria didactica y dentro de ella unicamente a las vertientes cognitiva y
epistemologica con la intencidon de identificar elementos que proporcionen sustento para el
disefio de una situacion didéactica. Desde la componente cognitiva se plantea la realizacion
de una exploracion cognitiva y en la dimension epistemologica se profundiza en la
naturaleza del concepto de variable aleatoria a través del andlisis del concepto en la
disciplina que lo formaliza y lo justifica, la estadistica, y del estudio de su emergencia

historica.

Para facilitar la ubicacion de los capitulos, la tesis se dividio en tres partes. En la primera de
ellas se describen los preliminares de la investigacion. La segunda constituye propiamente

el andlisis cognitivo y la tercera se centra en el andlisis epistemoldgico.

Los capitulos uno y dos constituyen los preliminares de la investigacion y forman la
primera parte de este reporte. En ellos se justifica el interés del trabajo, se analizan los
antecedentes de investigacion y se concluye con la pertinencia de continuar en esta linea.
En el segundo capitulo, se presenta con detalle el marco tedrico que fundamentara, no sélo
el trabajo reportado en esta memoria, sino la linea de investigacion alrededor de la didactica

de la variable aleatoria que sustenta proyectos que ya se tienen en pie.

La tercera parte de este trabajo esta formada por los capitulos tres, cuatro y cinco. Esta
parte esta dedicada al analisis cognitivo visto a través de una entrevista clinica. En ella se
describe el disefio de una actividad problematica orientada a explorar las concepciones de
los estudiantes sobre la variable aleatoria y conceptos relacionados, asi como sus estrategias
en la modelacion de la situacion planteada y su resolucion. Se reporta un andlisis a priori
detallado, formulando hipoétesis iniciales y definiendo los objetos de observacion, las

variables de observacion asociadas y los instrumentos para recoger informacion sobre las
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mismas. Finalmente, se presentan los resultados de la observacion y entrevista, respecto a

cada una de las variables del disefio y las conclusiones obtenidas.

La cuarta parte de este reporte la constituyen los capitulos seis, siete y ocho. En ellos se
incursiona en la dimension epistemoldgica del concepto, tanto desde la profundizacién
sobre su aspecto tedrico disciplinar como desde la historia. Esta parte se finaliza con las

conclusiones de este analisis.

El reporte de esta investigacion concluye con algunas ideas para investigaciones futuras, a
manera de una conclusion general, y se completa con las referencias, la actividad disefiada,

su solucion y la transcripcion de la entrevista clinica.

Este trabajo significa un punto de partida de una linea de investigacion que continuard con
la profundizacion del analisis preliminar de la ingenieria de situaciones didacticas y
posteriormente con el disefio de una situacion didactica que permita la exploracion de como
se apropian los estudiantes de la nocion de variable aleatoria en situacion escolar a nivel
universitario. Creemos que la presente investigacion ha permitido poner a punto una
metodologia de trabajo para continuar con el estudio de la comprension de la variable
aleatoria y también refinar nuestras hipétesis iniciales sobre sus dificultades y

concepciones.
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Capitulo 1

El problema de investigacion

a educacion en probabilidad y estadistica es una demanda cada vez mas urgente

de nuestras sociedades modernas. Y en respuesta a ello, tanto profesores como

investigadores han comenzado a abordar esta compleja problematica de manera
cientifica. Este interés esta justificado por la demanda social de la estadistica puesto que es
necesario tanto que los especialistas en el area produzcan y analicen estadisticas, como que
profesionistas y ciudadanos sepan interpretarlas y tomar decisiones basandose en ellas. Pero
también esta vinculado con el rapido desarrollo de la probabilidad y estadistica como
ciencias, las dificultades intrinsecas de las asignaturas en si mismas y su vinculacion tan
cercana, y en ocasiones tan especifica, con otras profesiones. Asi mismo dentro del sistema
educativo estamos viviendo cambios, como la incorporacion de nuevas estrategias de
aprendizaje y usos de tecnologia, que requieren una revision cuidadosa de las

modificaciones de los contenidos que con ellos se ocasiona.

Dentro de este contexto, en este capitulo situamos nuestro trabajo sobre el aprendizaje de la
variable aleatoria como una idea fundamental dentro de la ensefianza de la probabilidad y la
estadistica sobre la que resulta pertinente detenernos a analizar. Revisaremos algunas
investigaciones relativas al tema y precisamos el problema especifico que se aborda en este

trabajo.

1.1 Demanda social de educacidn en estadistica

El acelerado desarrollo de la tecnologia, de la ciencia y de los medios de comunicacion en
las sociedades actuales ha exigido la incorporacion a la educacién formal de una de las

areas matematicas de mas actualidad: probabilidad y estadistica. Los gobiernos y empresas
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exigen de la estadistica cifras mas claras y fiables que permitan tomar decisiones mas
acertadas en el orden de lo econdomico, social y politico, para ello es necesaria la cultura
estadistica basica del ciudadano que ha de colaborar en la recoleccion de datos (Batanero,
2002), pero que también serd usuario de esos datos para establecer criterios al participar en

las decisiones que toma su sociedad.

La UNESCO y otros organismos internacionales acordaron que es prioritaria la promocion
de la formacién estadistica como clave para el crecimiento, particularmente, en los paises
en desarrollo. Desde 1885 se han fundado diversos organismos que promueven la
estadistica como el Instituto Internacional de Estadistica (ISI) que posteriormente cred el
Comité de Educacion, en 1948. Este Comité impulsé los Centros internacionales de
Educacion estadistica (ISEC) en Calcuta y Beirut y las International Conferences on
Teaching of Statistics (ICOTS), iniciadas en 1982. En 1991 el ISI fund6 la International
Association for Statistical Education (IASE) para encargarse especificamente de impulsar

las acciones educativas en estadistica.

Por otro lado, el Comité Internacional para la Instruccion en Matematica inicid los
Intenational Congresses of Matematics Education (ICME) a partir de 1973, donde, entre
otros temas, se organizan grupos de trabajo en educacion estadistica. Tanto en PME
(Psicologia de la Educacion Matematica), como en CERME (Congreso Europeo de
Educacion Matematica), CIBEM (Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica) y
RELME (Congreso Latinoamericano de Educacion Matematica) se estan incluyendo
grupos tematicos de educacion estadistica en los tltimos afios. Todas estas instancias dan
cuenta de la importancia de la educacion en probabilidad y estadistica y de la preocupacion

de la sociedad por mejorarla.

1.2 Rezago de las instituciones educativas

Hasta ahora, el desarrollo social ha sido mas rapido que la capacidad de las instituciones
educativas para responder a la demanda de educacidén estadistica. Particularmente en
Meéxico, los estudiantes llegan al nivel universitario con serias deficiencias en el &mbito de

probabilidad y estadistica y de desarrollo del pensamiento estocastico, como lo manifiestan
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las academias de estadistica del sistema ITESM (Instituto Tecnoldgico de Estudios
Superiores de Monterrey), tomado en cuenta el desempeno escolar, los indices de

reprobacion y al rapido olvido de los contenidos estudiados en sus alumnos.

Sin embargo este problema no es propio de un nivel educativo. Batanero (2002) expresa
que el mal uso de la estadistica por investigadores de diversas areas de la ciencia tiene su
raiz en que la incorporacion de la estadistica desde la educacion basica no es todavia un
hecho. Esto se puede observar en los programas de educacion matematica mexicanos del
nivel basico, en donde, a pesar de que en los programas oficiales estan especificados
contenidos de probabilidad y estadistica, suele ser la ultima unidad que, por falta de tiempo
e incluso por dificultades del profesor en el tema, no son estudiados o lo son
superficialmente (Alatorre, 1998 y Alquicira, 1998). En el nivel medio superior
actualmente no hay una politica educativa uniforme para todo el pais respecto a la
ensefianza de la Probabilidad y Estadistica (Secretaria de Educacion Publica, 2003), a pesar
de que la misma Secretaria de Educcién Publica (SEP) de México lo maneja como un
topico obligatorio desde 1982. De esta forma, en muchos planes de estudio de bachillerato
no es incluida como asignatura, en otros es una asignatura optativa y en otros mas es

incluida s6lo como tdépico en alguna otra asignatura.

Con respecto al ultimo punto, hay esfuerzos que pueden rendir frutos si son acompafiados
de medidas que hagan posible su incorporacion y su constante revision. La SEP de México
esta trabajando en la homogeneizacion de los planes de estudio del nivel medio superior, en
donde se pretende incorporar la materia de Probabilidad y Estadistica (Secretaria de
Educacion Publica, 2003) y en el Sistema ITESM se esta trabajando, desde nuestro grupo
de profesores de Probabilidad y Estadistica de la misma institucion, en el desarrollo de un
programa de estudio sobre topicos de probabilidad y estadistica para sus bachilleratos. Por
supuesto este tipo de medidas por si mismas son insuficientes, como nos lo ha ensefado la
experiencia en el nivel basico, pero la necesidad de revision de los programas de estudio es

real, sobre todo si no lo han sido desde hace algunos afios.

En el nivel profesional, hay también una necesidad patente de revision de los contenidos
que se ensefian en la materia de probabilidad y estadistica, puesto que hace mucho que la

asignatura en genérico no satisface la demanda de las distintas ingenierias y licenciaturas,
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quienes exigen una orientacion hacia sus areas de trabajo. Actualmente en el Sistema
ITESM la asignatura esta diversificada en Estadistica para Ciencias Sociales, Probabilidad
y Estadistica para Ingenieria, Estadistica para Economistas, Estadistica para Ciencias
Biologicas y hay intentos encaminados a un programa de estudio sobre Estadistica para

Psicologia.

Aunado a ello, tomemos en cuenta que ha habido un aumento notable en el uso de ideas
estadisticas en diferentes disciplinas (Cox, 1997) y que la estadistica es una ciencia util en
otras no s6lo como técnica auxiliar de las mismas, sino también dentro de su investigacion
y su crecimiento. A su vez la estadistica se alimenta de estas areas y crece con ellas. Todo
ello, junto con el impulso que estéd teniendo la computacion, ha hecho que sea una ciencia

que tiene un rapido y diverso desarrollo.

La adecuacion de los contenidos de Probabilidad y Estadistica a los distintos contextos y
necesidades profesionales, la actualizacion permanente de los profesores que debe haber en
esta ciencia en continuo cambio, asi como las dificultades a las que tanto profesores como
estudiantes universitarios se enfrentan al tratar de cubrir contenidos propios del nivel y
subsanar deficiencias de niveles anteriores (como lo sefiala Batanero, 2002), dificulta que
las instituciones educativas respondan adecuadamente a las demandas sociales de

formacion en Probabilidad y Estadistica.

1.3 Problemas con la ensefianza y aprendizaje de la probabilidad y estadistica

Existen también dificultades propias de la ensefianza y el aprendizaje de la probabilidad y
estadistica, que contradicen la falsa creencia de que el discurso escolar es transparente.
Esto significa que no es facil aprender una serie de contenidos ya organizados logicamente

y de menor a mayor grado de dificultad, como lo suelen presentar los textos.

El problema no so6lo radica en la forma en cémo se les presenten los contenidos a los
estudiantes. Muy diversas investigaciones han probado la existencia de dificultades
intrinsecas a la naturaleza de los conocimientos referidos a la probabilidad y estadistica,
que se recogen, por ejemplo, en las actas de los seis Congresos ICOTS, y en las revistas

Journal of Statistics Education y Statistics Education Research Journal, asi como en revistas
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y congresos de didactica de la matematica. Aunque algunos de estos problemas también
pudieran ser producto de una ensefianza de la probabilidad y estadistica no adecuada. Asi,
por ejemplo, en México la ensefianza de la estadistica universitaria tiene una fuerte
tendencia a prescindir de los fendémenos aleatorios y de «algebraizar» los resultados de la
estadistica, con la consecuencia, entre otras, que se fomenta muy poco el desarrollo del

pensamiento estocastico.

Junto con estos problemas estdn muchos otros relativos a la eleccion de las mejores
estrategias de aprendizaje, a los contenidos mismos y a las dificultades que se presentan
ante las nuevas tecnologias. Es por eso que se hace imprescindible abordar la didéactica de

la probabilidad y estadistica desde una perspectiva cientifica.

1.4 El objeto de estudio: La variable aleatoria

La variable aleatoria es una de las ideas fundamentales del curso de probabilidad y
estadistica ya que constituye un pilar para el desarrollo de habilidades de modelacion en los
estudiantes, asi como una base para el desarrollo de la teoria relativa a distribuciones de
probabilidad y el teorema central del limite, entre otros temas fundamentales para la
Estadistica. No es un concepto sencillo, puesto que hemos tenido oportunidad de observar
en nuestras clases que los estudiantes tienen especiales dificultades en el aprendizaje de
este concepto y esto acarrea dificultades en el aprendizaje de otros. En una primera
aproximacion, el concepto aparenta una simplicidad que se pierde apenas se introduce
alguna leve formalidad o se manipula como objeto dentro de otros conceptos matematicos.
En la variable aleatoria convergen muchos conceptos estadisticos y probabilisticos
provenientes de los niveles educativos bdsico y medio superior, a la vez que estd
relacionada con conceptos abstractos propios de niveles superiores. Por tanto, el interés
curricular de la variable aleatoria ya se ve manifiesto desde el nivel medio superior puesto
que esta nocidn se puede considerar un indicador del aprendizaje de elementos revisados
por el estudiante en cursos previos al universitario tales como experimento aleatorio,

espacio muestral, evento, probabilidad y distribuciones de frecuencias, entre otros.
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La variable aleatoria como idea central en la ensefianza estocastica fue propuesta por
Heitele (1975) por primera vez y después ha sido retomada por diversos autores. Heitele se
basa en la concepcion de ‘Idea fundamental’ de Bruner (1960) como criterio para enunciar
cudles serian las ideas fundamentales dentro de la estocéstica en un curriculum escolar.
Segun Bruner, las ideas fundamentales son ttiles desde la perspectiva curricular porque
permiten definir cudles son los tdpicos a cubrir en cada grado escolar y con qué
profundidad y vincularlos entre ellos y con otras ramas de las matematicas, de modo que se
genere una red de conocimientos que no sbélo propicie el aprendizaje formal de los
conceptos sino también que eduque la intuicion y desarrolle conexiones significantes con la
realidad. Para Heitele una idea fundamental puede ser ensefiada en cualquier nivel escolar
de manera exitosa porque puede ser tratada bajo diferentes niveles cognitivos y por lo tanto,
crecer con el curriculo y proporcionar un modelo explicativo en cada nivel de su desarrollo
dentro del curriculo. Su légica esta de acuerdo con un curriculo en espiral en el que en cada
etapa se desarrollen modelos explicativos sobre una idea fundamental que difieren en los
niveles cognitivos, en su forma lingiiistica y en sus niveles de profundizacion, pero no en su

estructura.

Heitele pone como ejemplo de este proceso curricular el desarrollo cognitivo de la idea de
variable aleatoria. La primera aproximacion es un modelo explicativo burdo en donde el
nifio observa repeticiones del fenémeno e interpreta que es lo que ocurrird mas
frecuentemente, a través de actividades de juego en donde no se involucra una instruccion
formal ni analitica. Una etapa intermedia enfatizaria en un modelo mas cuantitativo en
donde se enumeren los eventos posibles y el uso de la probabilidad tedrica. Un modelo mas
elaborado daria cuenta de la identificacion e interpretacion de la variable aleatoria, el
analisis de la situacion completa y la observacion de parametros que definen el
comportamiento del fendmeno. Heitele hace énfasis en que lo importante de este proceso es
la constancia de la estructura del modelo explicativo a lo largo de todo el curriculo escolar

que permite la continuacién hacia etapas mas elaboradas.

Asi, desde ese marco de referencia de Bruner, Heitele (1979) propone una lista de diez
ideas fundamentales, dentro de las que considera, como octavo punto, a la variable

aleatoria. El manifiesta que esta nocion, y todo el inventario conceptual relacionado con
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ella, juegan un papel bésico en la matematizacion de la probabilidad, pero también en las
aplicaciones de la estocastica a la vida diaria. Como idea fundamental también tiene un
sostén psicoldgico porque considera que la intuiciéon de magnitudes en las que participa el
azar surge en una etapa mas temprana que la de experimento aleatorio. Desde la perspectiva
del modelo explicativo, Heitele considera que la variable aleatoria tiene un papel
fundamental en tres aspectos: su distribucion, su esperanza y las operaciones entre variables

aleatorias.

Miller (1998) también considera el concepto de variable aleatoria como fundamental en la
estadistica. El basa su afirmacion en la importancia que este concepto tiene en posteriores
nociones estocasticas, como las distribuciones de probabilidad, el modelo de regresion o la
obtencion de estimadores y considera, por lo tanto, que la confusiéon que se puede generar
en este tema, acarreara repercusiones posteriores importantes en los estudiantes. Por su
parte Batanero (2001) hace referencia al trabajo de Heitele y acepta su propuesta de la
variable aleatoria como una idea estocastica fundamental. Ella afirma que la variable
aleatoria es la responsable del paso del estudio de los sucesos aislados al estudio de las
distribuciones de probabilidad, ademas de que, junto con las funciones de distribucion,
constituye una herramienta muy potente que permite hacer uso del andlisis matematico en
los fendémenos aleatorios. Batanero también esta de acuerdo con Heitele en que la variable
aleatoria es una idea que se maneja cotidianamente y esto es lo que hace posible que en

ocasiones aparezca la idea intuitiva de magnitud aleatoria antes que la de probabilidad.

Asi, de acuerdo con estos autores, en esta investigacion nos introduciremos al estudio de la
variable aleatoria con la finalidad de contribuir en la investigacion sobre su aprendizaje y su

ensenanza.

1.5 Estado actual de la Investigacion

Hay muy poca literatura de investigaciones centradas especificamente en la didactica de la
variable aleatoria, aunque reconocemos que hay mas abundantes investigaciones sobre
cuestiones directamente vinculadas con nuestro tema de interés, como estudios sobre el

aprendizaje y la ensefianza de las distribuciones de probabilidad (en particular de la
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Normal), de la ley de los grandes numeros, del teorema central del limite, de las
concepciones de probabilidad o bien de la ensefianza y el aprendizaje de temas no
propiamente estadisticos, como la variable algebraica o la nocion de funcion. La revision de
todos ellos es necesaria para introducirnos en el estudio de la ensefianza-aprendizaje de la
variable aleatoria, sin embargo, como punto de inicio, en este apartado nos concentraremos
en aquellos autores que, consideramos, se han interesado directamente en el estudio de la
ensefianza o aprendizaje de la variable aleatoria o que han obtenido resultados en esta area
aunque su investigacion no se centre necesariamente en ella. Eso nos permitird tener un
panorama del estado actual de las investigaciones que aportan resultados sobre la didactica
de la variable aleatoria. Después la revision bibliografica se analiza y puntualiza de acuerdo

a tres aspectos que nos parecen de interés: el didactico, epistemologico y el cognitivo.

1.5.1 Revision bibliografica

Oseguera (1994) hace un analisis del material de apoyo para el alumno que sirve como base
para el disefio de la ensefianza y la evaluaciéon del tema de variable aleatoria en la
asignatura de probabilidad y estadistica en la Unidad Profesional Interdisciplinaria de
Ingenieria. Ciencias Sociales y Administrativas (UPIICSA) del Instituto Politécnico
Nacional en México. El analisis de este material de apoyo se basa en tres ejes principales.
Aqui desglosamos los dos de mayor interés para nuestra investigacion:

% Los conceptos basicos de probabilidad relacionados con variable aleatoria. Este
criterio fue establecido por el mismo autor. Los conceptos basicos se refirieron
principalmente al tipo de distribuciébn que se ponia en juego en cada reactivo
(normal, uniforme o exponencial) y al manejo de sus respectivos parametros, asi
como a la aproximacion de la distribucion binomial a una normal. Dentro de estas

categorias también se incluyeron el area en la que incide el reactivo y si se requiere
alguna representacion grafica.

s La propuesta epistemologica de Heitele. Oseguera seleccioné las ideas
fundamentales propuestas por Heitele que se relacionan con la variable aleatoria y
detecto si estaban presentes en el material analizado.

En su trabajo, Oseguera observa que hay una tendencia predominante a interpretar los
reactivos meramente como modelos matematicos, olvidindose del contexto y de la forma
en como los nimeros fueron asignados a los valores de las variables aleatorias y como estos

nimeros pueden relacionarse con las mediciones (datos) y con el modelo matematico. Asi
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mismo observa que hay una ausencia de vinculacion entre el topico de estocasticos y las
experiencias intuitivas de los estudiantes dando prioridad a requerimientos puramente

matematicos.

Oseguera concluye asegurando que en el contexto que ¢l analiza no hay aspectos del
surgimiento de la idea de variable aleatoria en el proceso de ensefianza-aprendizaje,

reduciéndolo al manejo metodolégico de reglas y simbolos.

En su breve articulo, Miller (1998) hace una critica al tratamiento de la variable aleatoria en
algunos libros de texto. El afirma que en los libros de introduccion a la estadistica casi no
desarrollan esta idea y que cuando lo hacen, frecuentemente lo hacen de una forma errénea
que acarrea problemas en temas posteriores. Critica, en particular, el tratamiento de la
variable aleatoria como asociada al valor de los datos. Este tratamiento crea una confusion
entre el resultado del fendmeno aleatorio propiamente y el valor o dato asignado a la
variable aleatoria, como si ese dato no pudiera existir en si mismo sin la presencia del
fenémeno aleatorio. Miller toma dos ejemplos del libro de Moore (Moore, D.S. (1995). The
basic practice of statistics. Freeman: New York) en los que se ilustra el concepto de
variable aleatoria usando la distribucion de las calificaciones de un grupo de estudiantes y
la distribucion del tamafio de un grupo de casas. En ambos casos el resultado del fenomeno
aleatorio no es la calificacion obtenida o la medida de la casa, sino el estudiante o la casa
seleccionados aleatoriamente. El valor numérico relacionado con la casa o el estudiante
estan definidos para cada casa y para cada estudiante, no asi el estudiante o la casa
seleccionada a través de un fenomeno aleatorio. Los problemas son, afirma Miller, que (1)
el valor numérico no determina claramente a la variable aleatoria (el tamafio de la casa no
es un «resultado» numérico del fenomeno aleatorio) y (2) que en el discurso estadistico si
aparecen variables aleatorias dadas por un valor numérico calculado o determinado (como
en el caso de la variable explicativa del modelo de regresion), lo que conlleva, tarde o

temprano, a una contradiccion en el discurso escolar.

Por su parte, Vallecillos (1996 y 1999) hace un andlisis didactico del contraste de hipotesis
desde la doble perspectiva, tedrica y experimental. Ella hace una investigacion bibliografica
profunda sobre los aspectos matematicos, historicos, filosoficos y didacticos del contraste

de hipodtesis en donde se pone de manifiesto la complejidad del significado de este
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concepto. Esta investigaciéon sirve de referencia para plantear una investigacion
experimental sobre el aprendizaje del contraste estadistico de hipdtesis en estudiantes
universitarios. Su centro estd en la deteccion de los errores y las concepciones de estos
estudiantes. Entre sus principales conclusiones Vallecillos (1999) destaca la confusion entre
estadistico y parametro, ya que, indica «aunque los alumnos diferencian entre la media de
la muestra y la de la poblacién, no perciben la media muestral como una variable aleatoria»
(p. 245). Asi mismo indica que la comprension del estadistico como variable aleatoria y su
dependencia del pardmetro puede ser una de las causas que influyan en la interpretacion

incorrecta del nivel de significancia en las pruebas de hipotesis.

En su tesis de doctorado, Tauber (Tauber, 2001 y Batanero, Tauber y Sanchez, 2001)
estudid el aprendizaje de la distribucion normal en una clase de estadistica con el uso del
ordenador. Su estudio no se centra en la variable aleatoria, pero es uno de los conceptos que

considera como importantes en la descripcion del significado' de la distribucién normal.

En su propuesta de ensefianza, Tauber introduce la variable aleatoria continua como la
generalizacion de la idea de la distribucion de frecuencias de una variable estadistica
continua, es decir, presenta la funcion de densidad como el modelo matematico al que
tenderia el histograma de la variable estadistica cuando se aumenta indefinidamente el
tamafio de la muestra, haciendo progresivamente cada vez mas pequefios los intervalos del
histograma. Su andlisis se centra en las diferencias y concordancias presentadas entre el
significado de la distribucion normal de los estudiantes que siguieron su propuesta y el
significado institucional local pretendido. El trabajo se sustenta en el marco teodrico del
significado de los objetos matematicos (Godino, 1996 y Godino y Batanero, 1998b) y su
principal finalidad es evaluar los significados personales construidos por los alumnos al ser
sometidos a una propuesta de ensefianza novedosa. La propuesta didactica implementada
también estd basada en el andlisis de los elementos de significado de la distribucion normal
que se presentan en una muestra de libros de texto universitarios (significado institucional

de referencia).

" El significado de los conceptos matematicos visto como un constructo teérico bajo la perspectiva de Godino
y Batanero (1994 y 1998b).
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Basandose en la confusién de los estudiantes entre el modelo y los datos reportada por
autores como Vallecillos (1999), Tauber (2001), entre uno de sus objetivos de evaluacion,
se propone observar si los estudiantes discriminan correctamente los conceptos de
parametro y estadistico y la distribucion tedrica de la empirica. De modo que parte de su
analisis desemboca en la comparacion entre el manejo de la variable estadistica y de la

variable aleatoria.

Algunas de las conclusiones, importantes dentro del contexto que nos ocupa, que Tauber

obtiene son las siguientes:

% En los libros de texto no siempre se relaciona el estudio de la estadistica descriptiva
con el de la variable aleatoria y con el de las distribuciones de probabilidad. Es
decir, no se hace una conexion entre el estudio del modelo probabilistico y el
analisis de datos empiricos, por lo que los modelos matematicos pierden su razéon de
ser si no se relacionan con los datos que se quieren modelar.

« Los libros de texto enfatizan sobre todo en los elementos simbdlicos, algebraicos y
numeéricos, particularmente las tablas de la distribucion, y se dedica gran tiempo al
calculo de probabilidades a partir de las tablas.

X/
°

Pudieron observarse ciertas dificultades de los alumnos en la distinciéon de la
distribucioén teodrica y empirica, sobre todo cuando se ven en la necesidad de
resolver problemas abiertos.

« Los alumnos llegan a un manejo razonable de la herramienta informatica y a
realizar correctamente calculos aislados. Sin embargo, cuando se trata de poner en
correspondencias diferentes elementos del significado para tomar una decision -por
ejemplo decidir si la variable estadistica podria modelarse adecuadamente mediante
la distribucion normal- el numero de respuestas correctas baja drasticamente.

Ortiz (2002), por su parte, hace un estudio sobre la caracterizacion del significado de los
conceptos probabilisticos que se presentan, como resultado de la transposicion didactica, en
los libros de texto del primer curso de bachillerato. El se concentra en siete conceptos que
considera fundamentales para determinar el significado del concepto de probabilidad que se

presenta en los libros textos. Entre estos incluye el de variable aleatoria.

Siguiendo un procedimiento cualitativo, Ortiz analiza las definiciones, tipos de problemas y
representaciones asociadas a los conceptos de aleatoriedad, frecuencia, probabilidad y
variable aleatoria entre otros en una muestra de libros de texto. A partir de este analisis

define los elementos de significado asociados a cada uno de ellos, siguiendo el marco
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tedrico de Godino y Batanero (1994). Este procedimiento le permite obtener una
categorizacion de los elementos de significado del concepto de variable aleatoria, asi como
la identificaciéon de los elementos de significado de esos conceptos presentes en una

muestra de libros de texto de primer afio de bachillerato en Espaiia.

Ortiz reporta que en la mayoria de los textos que analizé no se trata el concepto de variable
aleatoria de manera explicita, pero aquellos que lo hacen, lo ubican ya sea en los temas de
probabilidad o en los de estadistica y que solo contemplan una minima parte de sus
elementos de significado. El encontrd que el concepto también es tratado de manera
implicita, sobre todo cuando se describe la variable estadistica en el tema de probabilidad,
porque los valores de la variable estadistica se obtienen a partir de los valores observados
de una variable aleatoria en una muestra. Observa en uno de los textos cierta confusion
entre los conceptos de variable aleatoria y variable estadistica, ya que atribuyen tanto la
distribucion de probabilidad como la distribucion muestral a la variable aleatoria.
Recomienda que, dada la importancia que tiene, este concepto debiera ser tratado y
relacionado con la probabilidad, aunque de una manera no excesivamente formalizada. Para
lograrlo se debera retomar con diferentes grados de profundizacion a lo largo de la

educacion secundaria.

En la caracterizacion del tipo de actividades (ejercicios, problemas o ejemplos) que se
pueden resolver en el contexto de la variable aleatoria, define nueve tipos de actividades en
los que se presenta el concepto de variable aleatoria, pero en los libros de texto analizados,
cuatro de ellos no se presentan. Las actividades mas frecuentemente presentes se refieren a
la determinacién de la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria y a la
representacion grafica de dicha distribucion. Asi mismo, reporta que las actividades
presentes s6lo se manejan referidas a espacios muestrales finitos en contexto Uinicamente de
juego, que la asignacion de probabilidades predominante es mediante la regla de Laplace y
que la forma de presentacion mas usada es la verbal, en ocasiones con tablas de datos. Ortiz
recomienda diversificar las actividades en los libros de texto, sin olvidar que los conceptos
deben introducirse acordes al nivel de ensefianza y edades de los alumnos. El considera que

la categorizacion de la variable aleatoria que realizo seria una buena guia para lograrlo.
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Un trabajo reciente es el de Nardecchia y Hevia (2003), quienes realizaron una
investigacion bibliogréafica historica tendiente a encontrar los posibles obstaculos didacticos
que el aprendizaje de la variable aleatoria pueda implicar. En uno de los resultados
preliminares de su investigacion, ellos concluyeron que el concepto de variable aleatoria
esta fuertemente vinculado con el de aleatoriedad, pero que la historia muestra que ha sido
dificil aceptar esa relacion, de modo que una de las principales dificultades con las que un
estudiante se podria enfrentar en la construccion de la nocion de variable aleatoria seria no
visualizar la presencia del azar en el fendémeno aleatorio que se esta tratando de modelar a
través de la variable aleatoria. Ellos argumentan que, aunado a esto, los estudiantes tienen
predominantemente desarrollado el pensamiento deterministico sobre el probabilistico y
que esto puede influir ain mas en la presencia de ese obstidculo principalmente en la
ensefianza superior. Concluyen, también, que histéricamente no ha sido simple la
construcciéon de un modelo adecuado a partir de los datos observados, de modo que esta
vinculacion entre la realidad y la variable aleatoria (como modelo matematico) puede
constituir otro obstaculo con el que se podria enfrentar un estudiante. Asi mismo, ellos
enfatizan en la importancia de realizar estudios que nos indiquen la transposicion didéactica
que el concepto matematico ‘variable aleatoria’ ha sufrido para poder ser incorporado a la

enseflanza en las instituciones educativas.

A continuacion, estos antecedentes de investigacion se analizaran desde su aportacion a tres

aspectos de interés: hacia lo didactico, lo cognitivo y lo epistemolégico.

1.5.2 Aspecto didactico

De la anterior revision se puede concluir que la investigacion sobre la variable aleatoria es
ain muy somera, incluso cuando este tema forma parte fundamental del discurso escolar de
la Probabilidad y Estadistica universitaria. Los autores citados concuerdan en que el
concepto es basico para introducirse en el estudio de la estadistica universitaria y algunos
de ellos recomiendan que sea retomado una y otra vez a lo largo de la educacion previa a la
universitaria con diferentes grados de profundidad (Heitele, 1975; Batanero, 2001; Miller,
1998 y Ortiz, 2002). Heitele (1975) propone que el éxito de esta idea en cada nivel escolar
estard en ser tratada bajo diferentes niveles cognitivos que desarrollen modelos explicativos

que difieran en su forma lingiiistica y en sus niveles de profundizacion. Heitele se pregunta
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qué sera mas conveniente si introducir el concepto de variable aleatoria via el caso especial
de equidistribucion o de acuerdo al principio de Dienes de introducirlo hasta el final, via las
distribuciones generales. Sin embargo, no se encontraron mas referencias a cuales podrian
ser esos estadios de la variable aleatoria que propiciarian el crecimiento del concepto de
variable aleatoria en cada nivel escolar. Asi pues, no se tiene muy claro que es lo que se
espera que los estudiantes aprendan en cada nivel escolar, aunque se manifiesta una

necesidad de que la nocién sea introducida en niveles escolares primarios.

Algunos de los autores citados se enfocaron al estudio de este concepto en algunos libros de
texto concluyendo que esos libros de texto casi no desarrollan la idea de variable aleatoria
de manera implicita y cuando lo hacen s6lo contemplan una minima parte de sus elementos
de significado o bien cometen errores en su interpretacion (Oseguera, 1994; Miller, 1998;
Tauber, 2001 y Ortiz, 2002). Ortiz (2002) reporta una confusion entre variable aleatoria y
variable estadistica en algunos libros de secundaria. Miller (1998) muestra la
inconveniencia de asociar a la variable aleatoria con el valor de los datos directamente en
los libros de introduccion a la estadistica universitarios. En este mismo sentido, Ortiz
(2002) cita a Borovenik y colaboradores (1991) con una definicion practica del concepto:
«una variable aleatoria se determina como resultado de un experimento aleatorio» (p. 121)
que alude al error que critica Miller de relacionar a la variable aleatoria con el resultado de
un fenémeno aleatorio. Sin embargo, Ortiz considera que esa definicion informal es la

apropiada para el nivel de secundaria.

Asi mismo, los autores citados concuerdan en que en el material de apoyo de la ensefianza
hay un énfasis en el tratamiento de los elementos simbolicos, algebraicos y numéricos de la
variable aleatoria y en que hay una ausencia de vinculacion entre el topico y las
experiencias empiricas. Oseguera (1994) y Tauber (2001) encontraron que no siempre hay
una conexion entre el estudio del modelo probabilistico y el andlisis de los datos empiricos
en el material de apoyo y textos universitarios que analizaron, olvidandose del contexto y
de la forma en que se asignaron los valores a las variables aleatorias y como estos niimeros
pueden relacionarse con las mediciones (datos) y con el modelo matematico. Esto significa
que hay un rompimiento entre el fendémeno aleatorio y la variable aleatoria o su distribucion

de probabilidad. Nardecchia y Hevia (2003) mencionan la dificultad de aceptar
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histéricamente la relacion entre la aleatoriedad y la variable aleatoria. Cosa por demas
grave si a esta ausencia afadimos las dificultades que han sido sefialadas en numerosas
investigaciones sobre la percepcion de la aleatoriedad en los estudiantes y las dificultades
filosoficas alrededor del concepto de aleatoriedad. Algunas referencias a estas dificultades
las encontramos en: Falk y Konold, 1997 y Batanero y Serrano, 1995 y 1999 y Batanero,
2001.

1.5.3 Aspecto epistemoldgico

Desde la perspectiva histdrica se hace referencia a la importancia de la variable aleatoria en
la comprension de nociones que eran dificiles de entender antes de su surgimiento, tales
como el Teorema Central del Limite (Heitele, 1975) y la dificultad en la aceptacion
historica de su relacion con la aleatoriedad. Nardecchia y Hevia (2003) mencionan la
posibilidad de que los estudiantes se enfrenten a esta ultima cuando se estd tratando de

modelar a través de la variable aleatoria.

Desde el punto de vista conceptual, Heitele (1975) considera que la variable aleatoria juega
un papel fundamental en tres aspectos que de alguna manera se pueden considerar campos
de problemas en donde se pone en juego la nocidén de variable aleatoria:

% Su distribucion, caracterizada por su esperanza y su desviacion estandar. El analisis

critico de datos requiere de la caracterizacion apropiada de una funcion de
distribucion, a través de su valor esperado y de su desviacion estandar.

« Su esperanza, que ha mostrado ser una idea muy intuitiva y que tiene un valor
explicativo muy grande en un amplio campo de problemas.

¢+ La composicion de variables aleatorias para obtener otras nuevas.

Asi mismo Ortiz (2002) hizo un desglose de los elementos de significado de la variable
aleatoria, haciendo notar su complejidad epistémica, la cantidad de conceptos que es
necesario poner en juego para su comprension y los campos de problemas en los que

participa. Ortiz detecté 11 elementos intensivos® y 9 elementos extensivos® de significado

? Desde el enfoque ontolégico-semidtico de la cognicion matemética (Godino y Batanero, 1994), los
elementos intensivos del significado de un concepto matematico son sus conceptos, sus definiciones y sus
propiedades.

* Desde el mismo marco tedrico, los elementos extensivos son los problemas y los ejercicios vinculados al
concepto.
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de la variable aleatoria. Dentro de su analisis de los elementos extensivos, Ortiz también se
ocupd del analisis de variables de tarea, dentro de ellas considerd dos lineas conceptuales
que se retoman en distintos conceptos probabilisticos, el tipo de espacio muestral y la
asignacion de probabilidades, ademas de otras de acuerdo a la naturaleza de la tarea como
contexto del problema y el tipo de presentacion de la informacion. Sus elementos se ocupan
de la variable aleatoria y de su distribucion, asi como de los elementos que la definen: su
media y su varianza. La base de su analisis fue una definicion formal del concepto, aunque
su andlisis en los libros de texto incluye nociones no dadas explicitamente, aquellas en las
que el concepto se presenta y las relaciones que le son asociadas. En el apéndice 1 se

pueden consultar los elementos de significado propuestos por Ortiz de manera extensa.

El trabajo de Ortiz resulta valioso por ser una primera propuesta de analisis epistémico del
concepto de variable aleatoria ademas de que proporciona conclusiones importantes sobre
la didactica de la variable aleatoria. Sin embargo, se ocupa mas de la caracterizacion de su
funcion de distribucion que del concepto de variable aleatoria en si mismo, ademas de que
no incluye la composicion de variables aleatorias dentro de su problemadtica, posiblemente

por el nivel escolar que trabajo en su investigacion.

Vallecillos (1999) y Tauber (2001) hacen hincapié en la importancia de una de las
concepciones de la media muestral como variable aleatoria. Miller (1998) por su parte,
afirma que el tratamiento didactico de las variables aleatorias definidas como el resultado
de un experimento aleatorio generara confusién en el estudio de las variables aleatorias
dadas por un valor numérico calculado. En ambas cuestiones estan sumergidas dentro de la

problemadtica de la composicion de variables aleatorias.

Por otro lado, Tauber (2001) enfatiza en el papel de la variable aleatoria en los modelos
matematicos, puesto que estos pierden su razon de ser si no se relacionan con los datos que
se quieren modelar. Heitele (1975) recalca la diferencia de la modelacion en matematicas y
en probabilidad y estadistica. Batanero (2002) considera que cualquier forma de representar
la realidad puede considerarse modelo (un estadistico util, un texto, un grafico o una linea
de regresion), siempre y cuando se diferencie el modelo de los datos y al mismo tiempo se
relacione el modelo con los datos. Para Heitele esa diferenciacion se facilita cuando las

relaciones entre realidad y matematicas se ven en estructura de estratos. Esto es, los datos
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numéricos en estadistica descriptiva se pueden considerar como datos de un modelo, a la
vez que desde un nivel mas alto (en otro estrato), se les puede considerar parte de la
realidad. Lo importante para ¢l es definir cual es el nivel del estrato en el que se esta
trabajando y qué es lo que en ese estrato puede fungir como «realidad» y qué como
«modelo». Heitele no enfatiza en la variable aleatoria en particular, pero si menciona la
importancia de considerar esto en la modelacion en probabilidad y estadistica, puesto que
en el contexto estocastico, el «modelo» puede modificar los datos que surgen de la

«realidady.

1.5.4 Aspecto cognitivo

En este apartado encontramos tres aspectos reportados en los que los estudiantes se pueden
enfrentar a problemas con el aprendizaje de la variable aleatoria:

+¢ La intuicion sobre magnitudes en las que participa el azar surge en etapas mas
tempranas que la de experimento aleatorio (Heitele, 1975 y Batanero, 2001).

« Los estudiantes tienen predominantemente desarrollado el pensamiento
deterministico sobre el probabilistico y eso puede influir en la no visualizacion del
azar en el fendémeno aleatorio cuando se estd tratando de modelar haciendo uso de la
variable aleatoria (Nardecchia y Hevia, 2003).

+ Confusion entre estadistico y parametro en los estudiantes debido a que no perciben
la media muestral como una variable aleatoria y por consiguiente no distinguen la
distribucion tedrica de la empirica (Vallecillos, 1999 y Tauber, 2001).

En estos tres puntos se destacan las dificultades del aprendizaje de la variable aleatoria
cuando se trata de manera intuitiva y en su papel dentro de la modelacion de los fenémenos

aleatorios.

1.5.5 A manera de conclusion

La mayoria de los estudios consultados se enfocan al aspecto didactico de la variable
aleatoria, con mayor acento en el andlisis de libros de texto. Hay pocas cuestiones, sin
embargo, en los aspectos cognitivo y epistemologico. En este ultimo hay pocas referencias
al aspecto historico de la variable aleatoria y una mayor mencion de cuestiones referentes a
la disciplina (probabilidad y estadistica). Observamos también que algunos de los estudios

sobre el aprendizaje o ensefianza de la distribucion normal, de las distribuciones muestrales,
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de las distribuciones de probabilidad y de frecuencias, o de los contrastes de hipotesis, que
no se centran especificamente sobre el concepto de la variable aleatoria, se enfrentan a las
dificultades y errores que tienen los estudiantes, los textos o el material de apoyo sobre ese

concepto.

Asi, aunque hay algunos estudios preliminares sobre variable aleatoria y estudios sobre las
distribuciones muestrales, la distribucion normal, los contrastes de hipotesis y algunos otros
conceptos basicos asociados con la variable aleatoria como la media, las distribuciones y la
varianza, la ensefianza misma de la variable aleatoria no se ha estudiado en forma
sistematica a nivel universitario. Sin embargo es un topico que la investigacion en didactica

de otros conceptos estadisticos universitarios forzosamente tiene que abordar.

1.6 El problema de investigacion

Esta investigacion aborda el problema didactico de la variable aleatoria. La intencion es
conocer como se apropian los estudiantes de la nocioén de ese concepto en situacion escolar
a nivel universitario. Sin embargo, dado lo poco abordado que ha sido el tema en la
investigacion, afrontar este propdsito resulta una tarea ardua y extensa. Asi, esta etapa de la
investigacion se restringe a inmiscuirse en los preliminares de la didactica de este concepto.
La investigacion se aborda unicamente desde las dimensiones cognitiva y epistemologica
con la intencién de identificar variables de observacion relevantes, como obstaculos,
trayectorias, conceptos matematicos cercanos y prioridades entre conceptos, que aporten

elementos para el estudio de la didactica del concepto de variable aleatoria en el aula.

Desde la componente cognitiva se plantea la realizacion de una exploracion cognitiva. Se
trata de disefiar una situacion experimental que parta de la resolucion de un problema en un
contexto familiar a los estudiantes y que permita encaminarlos hacia las ideas de
experimento aleatorio, variable aleatoria asociada a dicho experimento, distribucion de

probabilidad y a su representacion grafica.

En la dimension epistemologica se profundiza en la naturaleza del concepto de variable
aleatoria a través del andlisis del concepto en la disciplina que lo formaliza y lo justifica, la

probabilidad, y del estudio de su emergencia historica.

26



Capitulo 2

Fundamentos teoricos y metodologicos

esde el aspecto tedrico nos apoyamos en la teoria de situaciones didacticas
planteada por Brousseau (1976/1981, 1986, 1990 y 1997) y ello nos conduce,
desde el punto de vista metodologico, a la metodologia conocida como
Ingenieria Didactica (Artigue, 1995a y 1995b). Nuestra investigacion se concentra solo en

el analisis preliminar y se complementa con la entrevista clinica (Clement, 2000).

La teoria de situaciones didacticas toma como objeto de estudio al sistema didactico y, mas
ampliamente, al sistema de ensefanza. El sistema didactico se sustenta en el tridngulo
epistemologico: docente-saber matematico-alumno y sus relaciones. A partir de esta
perspectiva, la ingenieria didactica propone un analisis preliminar de los conceptos
matematicos desde tres dimensiones: la didactica, la epistemoldgica y la cognitiva con el
objetivo de estudiar el fendémeno didactico en el aula. Los resultados aportados por las tres
componentes dan lugar al disefio de una secuencia didactica que permitira el estudio de la
didactica del concepto matematico en el aula a través de variables de observacion
relevantes también fundamentadas en el analisis preliminar. Asi, en esta teoria, el analisis
preliminar, que constituye unicamente el preambulo para la investigacion en el aula,
requiere de una investigacion amplia que profundice en la naturaleza del concepto
matematico desde cada uno de sus componentes y sus interrelaciones. Para ello, la teoria de
situaciones didacticas se basa en la definicion de una serie de constructos teodricos en los

que se sustenta el analisis y la descripcion del fendmeno didéctico.

En este capitulo, primero expondremos este marco teorico en el que se respalda nuestra
investigacion para abordar y plantear la problematica descrita en el capitulo anterior, asi
como su metodologia. Estos elementos teoricos nos serviran de apoyo en la descripcion y

analisis del concepto, tanto desde la cognicion matematica como desde su epistemologia.
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Asi mismo describimos la herramienta metodolédgica de entrevista clinica que auxiliara la
investigacion en la vertiente cognitiva. Y finalmente, el capitulo se concluye con la
clarificacion de los objetivos de esta investigacion desde la perspectiva de nuestro marco

tedrico.

2.1 Teoria de situaciones didacticas

Brousseau (1997) vislumbré por primera vez la necesidad de utilizar un modelo propio de
la actividad matematica en la investigacion en didactica de la matematica a partir de la
problematizacion y cuestionamiento del conocimiento matematico ensefiado. A ese modelo

le llamo Teoria de situaciones didacticas.

Brousseau esta de acuerdo con la Teoria de equilibracion mayorante de Piaget (1950/1991)
en que el conocimiento se produce a través de la actividad humana, por la interaccion entre
el objeto y el sujeto. El reto esta en construir Situaciones didacticas con las que el
estudiante se involucre con situaciones a-didacticas que permitan que un conocimiento
matematico particular emerja de la actividad del estudiante. En los parrafos siguientes

describiremos brevemente algunos de los aspectos mds relevantes de esta teoria.

2.1.1 Teoria de la Equilibracion mayorante de Piaget

Dentro de la teoria de situaciones didacticas, el aprendizaje del alumno se fundamenta en la
Teoria de la Equilibracion mayorante de Piaget (1950/1991). Una de las ideas centrales de
esta ultima teoria es que tanto la naturaleza como la validez de los conocimientos dependen
de su modo de formacidén. La postura de Piaget es que el conocimiento se adquiere
mediante la interaccion entre el sujeto y el objeto. De aqui que la accidon sea para ¢l un

principio fundamental para el aprendizaje.

La naturaleza dialéctica de la teoria de Piaget es un proceso complejo de estructuraciones
sucesivas a través de una jerarquia de niveles bien definidos. No se trata, afirma Piaget, de
cortes arbitrarios en el seno de un proceso continuo o puramente aditivo, las estructuras
adquiridas en un nivel dan lugar a una reconstruccion antes de que estas estructuras

reconstruidas puedan ser integradas en las nuevas estructuras elaboradas sobre los niveles
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anteriores. Cada uno de los niveles constituye un estado de equilibrio dindmico a la manera
de los estados de equilibrio estatico (situaciones «estacionarias») en un sistema
termodinamico. Piaget los llama equilibracion. En la medida que el desarrollo del
conocimiento es concebido como un juego, se entra en mecanismos de desequilibracion del
anterior nivel y de reequilibracion en los nuevos niveles que se van alcanzando. Esto tiene
repercusiones importantes en la didactica porque no hay acumulacion progresiva de
saberes, sino una reorganizacion permanente de conocimientos: los nuevos saberes son
integrados al saber anterior, alin a veces modificando o confrontando este ultimo. Es
necesario, por tanto que se establezca un conflicto cognitivo que provoque un estado de

desequilibracion-reequilibracion para que surja un nuevo conocimiento.

La concepcion basica mas original de la teoria epistemologica de Piaget consiste en afirmar
que la accion es constitutiva a todo conocimiento. El conocimiento es dependiente de la
accion y la accidon es productora de conocimiento. La actividad propia del sujeto no se
ejerce forzosamente mediante la manipulacion de objetos materiales, sino de una accion
finalizada y problematizada que supone una dialéctica pensamiento-accion muy diferente a
una simple manipulaciéon guiada, orientada con frecuencia a una simple tarea de

constatacion.

En la accion elemental todavia no puede hablarse, en sentido estricto, ni de un sujeto ni de
un objeto. Poner en el punto de partida la accidén es, por un lado, sustituir las opciones
clasicas (primacia del sujeto en el idealismo o del objeto en el empirismo) con un nuevo
enfoque: la primacia es la del vinculo practico, de la interaccion efectiva, de la accion
objetiva. Pero, por otro lado, es adoptar una perspectiva constructivista que dé cuenta de la
constitucion del sujeto en tanto sujeto cognoscente y del objeto en tanto objeto de
conocimiento. Este papel de la accion rompe la vieja dicotomia entre pensamiento y accion.
Tal como lo sefiala Piaget: «todas las teorias no-genéticas conciben al pensamiento como
anterior a la accion y a ésta como una aplicacion de aquél» (Piaget, 1950/1991, p 16). De
este modo, la accion en la didactica de las matematicas juega un papel esencial, propone

una forma de apropiacion del conocimiento por parte del alumno.
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2.1.2 Situaciones a-didacticas

De acuerdo con lo teoria descrita en el parrafo anterior, Brousseau (1997) sostiene que la
concepcion moderna de la ensefianza es pedir al maestro que provoque en el alumno las
adaptaciones deseadas, con una eleccion acertada de los «problemasy» que le propone. Estos
problemas, elegidos para que el alumno pueda aceptarlos, deben hacerle actuar, hablar,
reflexionar y evolucionar por si mismo. Entre el momento en que el alumno acepta el
problema como suyo y aquél en el que produce su respuesta, el maestro rehusa a intervenir
proponiendo los conocimientos que quiere ver aparecer. El alumno sabe bien que el
problema ha sido elegido para hacerle adquirir un conocimiento nuevo, pero debe saber
también que este conocimiento estd enteramente justificado por la légica interna de la
situacion y que puede construirlo sin atender a razones didacticas a través de la interaccion
con el problema. No so6lo puede, sino que también debe construirlo, pues s6lo habra
adquirido verdaderamente este conocimiento cuando ¢l mismo sea capaz de ponerlo en
accion, en situaciones que encontrard fuera de todo contexto de ensefianza, y en ausencia de

cualquier indicacion intencional. Tal situacion es llamada a-didactica por Brousseau.

Cada conocimiento puede caracterizarse por una o madas situaciones a-didacticas que
preservan su sentido y que llamaremos situaciones fundamentales. Pero el alumno no puede
resolver de golpe cualquier situacion a-didactica, el maestro le propone, entre las
situaciones a-didacticas, aquéllas que estan a su alcance. Estas situaciones a-didacticas,
ajustadas a fines didacticos, determinan el conocimiento ensefiado en un momento dado y
el sentido particular que este conocimiento va a tomar. Para Brousseau la definicion del
conocimiento matematico ensefiado se establece a través de una Situacion fundamental,
que, para un conocimiento matematico C en particular, definié como «un conjunto minimal
de situaciones a-didacticas (especificas de C) que permiten engendrar, por manipulacion de
los valores que toman sus variables didacticas, un campo de problemas suficientemente
extenso como para proporcionar una buena representacion de C en relacion a como ha sido
construido C en la institucion didactica en cuestion» (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997, p

216).
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2.1.3 Situacion didactica

La situacion o el problema elegido por el profesor es una parte esencial de la siguiente
situacion mas amplia: el maestro busca devolver al alumno una situacion a-didactica que
provoque en ¢l una interaccion lo mas independiente y lo més fecunda posible. Para ello,
comunica o se abstiene de comunicar, segun el caso, informaciones, preguntas, métodos de
aprendizaje, heuristicas, etc. En consecuencia, el ensefiante estd implicado en un juego con
el sistema de interacciones del alumno y con los problemas que ¢l le ha planteado. Esta

situacion mas amplia es la situacion didactica (Brousseau, 1986).

Peltier (1993) afiade que para construir buenas situaciones didacticas se consideren los

siguientes aspectos:

« La actividad propuesta como punto de partida debe presentar un verdadero

problema para los alumnos, pero, a la vez, ser comprendido por ellos. Es decir, los
estudiantes deben poder pensar y planear la respuesta del problema.

0

% Debe permitir al alumno utilizar conocimientos anteriores (para que pueda
introducirse en el problema).

¢ Y debe ofrecer una resistencia suficiente para llevar al alumno a hacer evolucionar
sus conocimientos anteriores, a cuestionarlos, a elaborar nuevos conocimientos.

% Debe contener, en lo posible, su propia validacion, es decir, el alumno debe poder
por si mismo — o confrontado con los otros alumnos — controlar su solucion, decidir
su validez de respuesta.

« El conocimiento previsto debe ser el mas adaptado para resolver el problema

La situacion didactica implica una interaccion dialéctica del estudiante con situaciones
problemadticas, donde el sujeto anticipa y finaliza sus acciones y compromete sus
conocimientos anteriores, los somete a revision, los modifica, los complementa o los
rechaza para formar concepciones nuevas. El objeto principal de la didactica desde la
perspectiva de la teoria de situaciones didacticas es estudiar las condiciones que deben
cumplir las situaciones planteadas al alumno para favorecer la aparicion, funcionamiento o

rechazo de esas concepciones.

Para Brousseau (1986) el principio fundamental de la teoria de situaciones didacticas es el
principio metodolégico «definir todo ‘concepto matematico’ mediante una situaciony». Esto

es, la «planeacion documentada» de situaciones didacticas. Desde una perspectiva

31



Capitulo 2

metodologica se habla de la busqueda de fundamentos para disefar secuencias didacticas
que planteen problemas de los que surja de manera natural el concepto matematico al
interactuar con ellos, del planteamiento de posibles conductas del estudiante al abordar esos
problemas y del estudio de las interacciones del profesor con el estudiante al resolver el
problema y de la verificacion de tales hipotesis en el aula. Estas ideas se ponen de
manifiesto en la ingenieria didactica, que ha sido utilizada como la metodologia de la

teoria de situaciones didacticas.

2.2 Metodologia de investigacion

La metodologia de esta investigacion, acorde al marco tedrico en el que se sustenta, es la
ingenieria didactica. Nos restringimos al andlisis preliminar de esta metodologia y dentro
de ¢l, a las componentes cognitiva y epistemoldgica, en este ultimo aspecto nos

enfocaremos al andlisis del concepto desde la disciplina y desde la historia.

La vertiente cognitiva nos auxiliamos de la entrevista clinica (Clements, 2000; Von
Glasersfeld, 1987 y Confrey, 1980a, 1980b y 1980c) y la vertiente epistemoldgica la
abordaremos desde la revision de libros historicos (originales, en la medida que tengamos

acceso a ellos) y la consulta con expertos y libros sobre teoria de probabilidad.

Como lo sefiala Artigue (1995a), la profundizacion sobre el andlisis preliminar del concepto
matematico dentro de la ingenieria didactica acepta el uso de herramientas metodologicas
externas que ayuden en la busqueda de elementos tendientes a proporcionar informacion al
analisis a-priori y al disefio. Sin embargo, el objetivo explicito de las herramientas externas
estard supeditado a proporcionar elementos que sean utiles a la ingenieria didactica. La
concordancia entre los sustentos tedricos de las herramientas metodologicas usadas y la
teoria de situaciones didacticas es un aspecto que cuidamos y fundamentamos.

Puntualizaremos cada una de las metodologias usadas en los siguientes apartados.

2.2.1 Ingenieria didactica

Numerosos trabajos de investigacion en didactica —llamados ingenierias didacticas— se

centran en la tarea de producir situaciones de aprendizaje destinadas a asegurar de manera
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controlada la emergencia de conceptos matemadticos en el contexto escolar. Tales
situaciones abarcan varias fases descritas por Brousseau: fase de investigacion o accion,
fase de formulacion, fase validacion y fase de institucionalizacion. En esta seccion nos
enfocaremos a la ingenieria didactica que ha sido propuesta como la metodologia de
investigacion de la teoria de situaciones didacticas propuesta principalmente por Artigue

(1995a).

La ingenieria didactica, segiin describe Artigue (1995a y b), se aplica en situacion escolar,
su analisis es cualitativo y recurre a lo que llama validacion interna. Sus formas de
validacion son béasicamente cualitativas y estan asociadas, se basan en el registro de los
estudios de caso y es, en esencia, interna, basada en la confrontacion entre el andlisis a
priori y a posteriori. La ingenieria didactica, con respecto a su metodologia experimental,

estd integrada por tres fases:

% Anélisis preliminar. Es una investigacion previa al planteamiento de una secuencia
didactica alrededor de un concepto matematico. Su objetivo es conocer mas de cerca
la naturaleza de este concepto desde la perspectiva didactica, epistemologica y
cognitiva con el proposito de identificar hipotesis sobre el proceso de construccion
del concepto matematico por parte de los estudiantes en situacion escolar, asi como
aportar elementos para el disefio de la secuencia didéactica. Proporciona informacion
relevante para el disefio de la secuencia didactica y el andlisis a priori.

+ Disefio de la secuencia y analisis a priori. El disefio de la secuencia supone una
vinculacion de los aspectos epistemoldgicos, cognitivos y didacticos, asi como una
planeacion de la forma en la que el estudiante construird el conocimiento a partir de
ella. La secuencia didactica pretende desarrollar el proceso de construccion del
concepto matematico por parte de los estudiantes. Los objetivos del analisis a priori
son (1) ser un elemento de validacion de la secuencia didéctica, (2) poner a prueba
las hipotesis que emergieron del analisis preliminar a través de una secuencia
didactica concreta y (3) aportar elementos de observacion de la secuencia didéctica
que de otro modo podrian pasar desapercibidos (obstaculos epistemologicos, rutas
cognitivas, estadios del conocimientos, conceptos vinculados con la problematica
especifica).

X/
°e

Analisis a posteriori y validacion interna. A la puesta en practica de las secuencias
didacticas le sigue un andlisis a posteriori que se basa en el conjunto de datos
recogidos a lo largo de la experimentacion, a saber, las observaciones realizadas de
las secuencias. La validacion interna es la confrontacion de este andlisis con el a
priori.
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Nuestra investigacion se centrara en la profundizacion del andlisis preliminar de esta

metodologia, de modo que unicamente nos detendremos en la descripcion de esta fase.

2.2.1.1 Analisis preliminar

Para Chevallard (1985/1991) el objeto de estudio de la didéctica no puede ser visto como
un fenomeno aislado, sino como un fendomeno sistémico. La didactica se interesa en el
juego que se realiza entre un docente, los alumnos y un saber matemético. Esta relacion
ternaria forma una relacion didactica, a la que Chevallard denomina sistema didactico y que
se sustenta en el triangulo epistemologico: docente-saber matematico-alumno y sus
relaciones. Asi el objeto de estudio de la didactica es el sistema didactico, mas ampliamente
se ocupa del sistema de ensefianza, que retine los sistemas didacticos y se ocupa de todo lo
que la sociedad organiza a través de instituciones para el funcionamiento de dichos

sistemas didacticos.

El andlisis preliminar dentro de situaciones didacticas esta sustentado en el sistema
didactico. En €l se analizan y se detectan aquellas restricciones o vinculos del conocimiento
matematico a partir de distinguir tres dimensiones que surgen de dicho sistema:

< Componente epistemoldgica. Esta se refiere a los aspectos relacionados con el

conocimiento mismo. Pueden considerarse sus antecedentes historicos, estado actual
o su referencia teorica.

+«+ Componente cognitiva. Hace referencia a las concepciones de los estudiantes, a las
dificultades y obstaculos que determinan la evolucion de su aprendizaje.

+ Componente didactica. Se consideran los elementos didacticos tales como profesor,
libros de texto, curriculum, método de enseflanza, etc.

2.2.1.2 Concepcionesy errores

Para Piaget el desarrollo del conocimiento se realiza a través de mecanismos de
equilibracion y desequilibracion con la consecuente reorganizacion de conocimientos en el
sujeto. De manera tal que una persona logra un nuevo nivel de conocimiento cuando logra
la re-equilibracion después de una desequilibracion del nivel de conocimiento anterior. En

la teoria de situaciones didacticas, los nuevos estadios estan vinculados con la asimilacion y
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superacion de obstaculos por los que el estudiante necesariamente debe pasar para provocar

un estado de desequilibracion-equilibracion y por lo tanto surja un nuevo conocimiento.

Asi, el estudio de las acciones y producciones de los estudiantes al enfrentarse a un
problema también debe ser un punto a tomar en cuenta en el andlisis preliminar. Es de
esperar que de este andlisis surjan hipotesis que sustenten el andlisis a-priori y el disefio de
la secuencia didactica. De este modo, la didactica de las matematicas también se dedica a
estudiar las concepciones del sujeto que aprende y de las condiciones en las cuales se

construye el conocimiento.
Por concepcion entenderemos (Peltier, 1993):

+»+ La clase de problemas que dan sentido a un concepto para el estudiante;

% El conjunto de significantes que es capaz de asociar (imagen mental, expresion
simbdlica);

% Los instrumentos, teoremas, algoritmos, que es capaz de poner en marcha.

Se pretende buscar las condiciones bajo las cuales se construye el conocimiento con el fin
de optimizarlas y reproducirlas en situacion escolar. El error (entendido como aquel
proceso operatorio que trastorna contenidos de conocimiento) constituye una fuente para
encontrar esas condiciones. Es frecuente que el analisis de los errores producidos ayude al
investigador a forjar hipdtesis sobre las concepciones de los alumnos. No se concibe el
error como una ausencia de conocimiento, sino como aquel conocimiento que se ejerce
sobre un material ya dado. Conlleva siempre contenidos de conocimiento pero en su
manipulacidon conceptual trastorna y ensambla los conocimientos de manera que no ajustan
entre si (Valverde, J. en Mufioz, J. y Valverde, J., 2000). En particular dentro de la
ingenieria didactica son importantes aquellos errores que son el testimonio de un
conocimiento que tuvo su ambito de validez, pero que la pierden en un nuevo contexto, a

este tipo de errores, Brousseau (1976/1981) los llam¢é obstaculos epistemologicos.

2.2.2 Entrevista clinica

Esta técnica es considerada una herramienta metodoldgica que proporciona informacion
sobre los procesos cognitivos de los estudiantes a través del cuestionamiento sobre sus

concepciones por parte de un profesor (o investigador). Se enfoca al estudio de los procesos
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de razonamiento y de la formacion de estructuras del conocimiento. En la década de los 80
el auge de investigaciones sobre resolucion de problemas, trajo el surgimiento de estudios
sobre los procesos que siguen los estudiantes y expertos al resolver ciertos problemas o
sobre la comprension de estudiantes de conceptos matematicos, lo que llevo a la necesidad
de emplear métodos de investigacion cualitativos, como la entrevista clinica (Villareal,
2003). Sin embargo, esta técnica ha sido utilizada desde mucho tiempo antes en
investigaciones psicoldgicas, como en el caso de Piaget (1951/1991), quien fue uno de sus
pioneros. La entrevista clinica tiene una fuerte connotacidon constructivista porque
contempla la recoleccion y el analisis de los procesos mentales de las ideas y significados
de un estudiante. Tiene la habilidad de exponer las estructuras y procesos escondidos en el
pensamiento de los individuos (Clement, 2000). De acuerdo con Piaget, (citado por
Clement, 2000) la entrevista clinica supone que los procesos de razonamiento y estructuras
de conocimiento que siguen los estudiantes no son los mismos que los seguidos por los
especialistas. Los estudiantes tienen concepciones alternativas y usan procesos de
razonamiento y aprendizaje no formales que pueden ser expuestos y detectados por la
entrevista clinica. Esta técnica ha sido ampliamente usada y sustentada por investigadores
como Schoenfeld (1985 y 2002), Nemirosky (1994) y Confrey (Confrey y Perry, 1980 y
Confrey, 1980, 1995a, 1995b y 1995¢), entre otros.

La entrevista clinica es una herramienta exploratoria que se propone el descubrimiento de
lo que ocurre en la mente de los estudiantes, no de una forma estatica, sino también con la
intencion de modificar la estructura de conocimiento del estudiante. Desde esta perspectiva,
la entrevista clinica es una especie de «enseflanza experimento» cuya finalidad no sélo
estard en proporcionar al investigador (o al profesor) una idea adecuada de «donde esta» el
estudiante, sino también una idea adecuada de «la direccion que debe tomar». Esto
proveerd un modelo hipotético de la forma del razonamiento del estudiante, que
complementado con otros estudios, puede proporcionar un modelo conceptual de la
formacién de las estructuras y operaciones que constituyen la competencia matematica*

(Von Glasersfeld, 1987).

4 Para Von Glaserfeld (1987) competencia esta vinculado no solo con un saber hacer sino también con el
conocimiento que permite justificar por qué se hace y monitorear la actividad: «El hacer lo correcto no es
suficiente, para ser competente uno debe saber lo que esta haciendo y por qué es correcto» (p 8)
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Para Confrey (1980 y 1995a) en las entrevistas clinicas se busca modelar la expresion de un
estudiante a través de la perspectiva de un conocedor mejor informado, es decir, el modelo
de las nociones del entrevistado sera construido a partir de elementos conceptuales del
entrevistador. Pero la forma de indagacion provoca que también se modifique la
perspectiva del investigador sobre el mismo conocimiento. Ambas, la expresion (del
estudiante) y la perspectiva (del profesor-investigador), segiin Confrey «aportan importante
contenido epistemoldgico a la interaccion ensefianza-aprendizaje» (p 40). Puesto que no
so6lo proporciona al investigador un conocimiento sobre la forma en que piensa el
estudiante sino también un nuevo conocimiento sobre el concepto matematico o problema

sobre el que se esta trabajando.

Hay una gran variedad de formas de llevar a cabo una entrevista clinica, desde entrevistas
con preguntas abiertas hasta resolucion de problemas en voz alta. Clement (2000) analiza la
diversidad de entrevistas clinicas guiado por el protocolo de andlisis que se planteé. De
acuerdo con su clasificaciébn, nuestra investigacion se sitia en un estudio
generativo/interpretativo en donde se obtienen nuevas categorias de observacion y nuevos
elementos de modelacion de acuerdo a las respuestas que se vayan obteniendo por parte de
los estudiantes. Sus resultados son la formulacion de variables relevantes de observacion y
modelos explicativos de procesos cognitivos basdndose en un protocolo méas o menos
abierto y algunas veces en hipdtesis generales y/o variables de observacion a grandes
rasgos que serviran para guiar y dirigir el estudio, sin que ello limite su interpretacion. Son
apropiados para topicos poco estudiados o para los cuales se tiene poca informacion para
establecer una teoria previa puesto que se concentran en la viabilidad y relevancia del
modelo de acuerdo a las observaciones detectadas por el profesor/investigador y solo
prestan atencion a aspectos no formales de fiabilidad. La generalizacion de los modelos
producidos es hipotética y solo serd valida en escasos contextos y algunos individuos. En
este tipo de entrevista, es necesario reproducir o confirmar las conclusiones asi como

ampliar la profundizacion sobre los aspectos a investigar.

En esta investigacion se pretende conocer la forma en cémo un grupo pequeiio de
estudiantes, dos o tres, resuelven en “voz alta” una actividad propuesta sin ayuda del

profesor, pero en presencia de ¢él. En este caso el papel del profesor/investigador
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unicamente es intervenir para aclarar o profundizar, a si mismo o a la investigacion, las
ideas que los estudiantes expresan. Los estudiantes tienen que llegar a resolver la actividad

propuesta en consenso, expresando sus ideas en voz alta y argumentando sus posiciones.

2.3 Obijetivo de investigacion

De acuerdo a este marco teorico, nuestro objetivo de investigacion se traduce en:

Proporcionar elementos de disefio y elementos predictivos que sustenten y proporcionen
informacidn para el andlisis a priori y para el disefio de una secuencia didactica alrededor
del concepto de variable aleatoria en el nivel universitario. Tales elementos se
concentraran en las vertientes cognitiva y epistemoldgica y serén fuentes de informacion
para la formulacion de hipotesis y de variables de observacion. Pueden ser prospectos de
obstaculos epistemologicos, concepciones y errores, rutas cognitivas, estadios de
conocimiento, conceptos vinculados con la problematica especifica, prioridad entre

conceptos, etc.

Se sustenta principalmente en el marco tedrico de teoria de situaciones didacticas, por
consiguiente la metodologia principal es la ingenieria didactica, en particular, se concentra
en su andlisis preliminar en sus componentes cognitivo y epistemoldgico y hace uso de

elementos metodologicos externos.
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Disefio e implementacion
de una entrevista clinica

os acercaremos a la componente cognitiva del andlisis preliminar de la
ingenieria didactica a través de una exploracion cognitiva, haciendo uso de la
técnica de entrevista clinica descrita en el capitulo anterior (seccion 2.2.3). La
intencidn es obtener elementos que permitan discernir sobre la forma en que los estudiantes
se aproximan al concepto, asi como elementos que nos acerquen al analisis del concepto
por medio de los argumentos, razonamientos, procedimientos y resultados que los
estudiantes usen para resolver un problema en donde se ponga en juego el concepto de

variable aleatoria.

La entrevista clinica es considerada una herramienta metodologica que proporciona
informacion sobre los procesos cognitivos de los estudiantes. En esta primera parte de la
investigacion se pretende obtener algunas hipdtesis sobre las posibles dificultades que
surgen en estudiantes universitarios de los primeros semestres cuando abordan un problema
estocastico relacionado con la idea de variable aleatoria, asi como el atisbo de algunas
trayectorias que siguen los estudiantes al querer resolver la actividad. Se espera que del
analisis de esos resultados se obtengan algunas lineas que permitan explorar las vertientes
epistemologicas y didacticas del anélisis preliminar. Asi, dentro del analisis preliminar, esta
serd la primera vertiente analizada que nos permitira enfocar las vertientes epistemologica y
didéctica, y posteriormente, en forma de espiral, regresar al analisis de la vertiente
cognitiva. Por supuesto, sin olvidar el caracter sistémico del fendémeno que estamos
analizando. En esta tesis Unicamente encauzaremos la investigacion hacia esta primera
aproximacion de la componente cognitiva (a través de la entrevista clinica) y a la

componente epistemologica (a través del analisis historico y de la disciplina).
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En este capitulo describiremos la planeacion de la entrevista clinica que finaliza con el
protocolo de investigacion. Primeramente describiremos dos antecedentes a la entrevista
clinica, el contexto escolar de nuestra investigacidbn y una primera aproximacion al
concepto de variable aleatoria. Posteriormente se definen los objetivos, las hipotesis de la
clinica y las variables de disefio del protocolo. El protocolo se concreta en una actividad
que, junto con las hipdtesis, estableceran las bases de la entrevista. Finalmente se describe y
analiza el problema base de la actividad desde la vision de la forma en que se manifiesta la

variable aleatoria en él.

3.1 Preliminares a la entrevista

3.1.1 Contexto escolar

A pesar de que Heitele (1975) considera que la intuicion sobre las magnitudes relacionadas
con el azar aparece en los nifios antes que la concepcion de experimento aleatorio,
consideramos que un planteamiento tan complicado como el concepto matematico de
variable aleatoria no es sencillo de asimilar ni comprender. Actualmente los programas de
estudio de nivel primaria (6 afios) y secundaria (3 afios) en México contemplan el estudio
del azar desde las primeras etapas del desarrollo escolar de los nifios, de modo que es
factible que durante ese periodo los estudiantes desarrollen ideas sobre las variables
vinculadas con el azar. Sin embargo, en el nivel bachillerato, que es donde podria esperarse
que se trabajara este concepto de manera mas formal, no esta contemplado el tratamiento de
la probabilidad y estadistica de manera obligatoria, salvo en raras excepciones (como los
bachilleratos del IPN y algunos tecnologicos regionales). En algunos otros planes de
estudio es una materia optativa o es un topico (en la mayoria de las preparatorias de México
afiliadas a la SEP o a la UNAM) y en pocos de estos planes de estudio se contempla el
estudio de la variable aleatoria. En el caso de nuestra institucion, el ITESM, el estudio de
esta materia se restringe a un modulo de estadistica descriptiva en el nivel bachillerato. En
la mayoria de las universidades el tema se introduce hasta el primer curso de probabilidad y
estadistica, como preambulo a las distribuciones de probabilidad. De modo que esperamos
que los estudiantes recién ingresados a la universidad no muestren condiciones de

formalizacién del concepto. Las prefiguraciones sobre el concepto del estudiante
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universitario de nuevo ingreso estaran condicionadas por sus experiencias vividas en los
niveles bésicos y en su vida propia, asi como por la influencia de sus cursos de matematica

deterministica durante toda su vivencia escolar.

3.1.2 Un primer encuentro con la nocidn de variable aleatoria

Una de las definiciones mas simples de variable aleatoria alude a la funcion que asigna un
valor numérico a cada evento elemental del espacio muestral. Sin embargo esa definicion
tan sencilla ya alude a la dificultad de definir una «variable» como una «funcion» (Meyer,
1970/1973, p. 55). Algunos autores como Borovcnik, Benz y Kapadia (1991) la relacionan
con el «valor numérico que se asocia y determina por el resultado observado de un
experimento [aleatorio]»” (p. 50). Afiaden que la variable es aleatoria en el sentido de que
estd definida por el azar (en un experimento aleatorio) y que es necesario conocer el
conjunto de todos los posibles resultados y sus probabilidades asociadas para modelar un
fendmeno estocastico. Es decir, la aparente sencillez de esa definicion también se
desvanece cuando profundizamos un poco en ella y notamos que estan involucrados otros
conceptos que por si mismos son complejos tales como experimento aleatorio, espacio

muestral, evento o suceso, probabilidad y distribucion de probabilidad.

Borovenik, Benz y Kapadia la involucran ademds con el proceso de modelacion del
fenomeno aleatorio, lo cual trae consigo la definicion de una magnitud de interés que centre
el problema y defina el contexto matematico. La asignacion de la variable aleatoria queda,
por tanto, definida por el problema que se esta interesado en resolver dentro un fenémeno
aleatorio y en si es posible transformar el contexto cotidiano en un contexto matematico. Al
mismo tiempo, es lo que hace que la funcion de probabilidad sea una funcion dentro de los
numeros reales y por lo tanto pueda ser factible hacer uso de herramienta matematica

compleja, como el andlisis matematico, en los fendmenos aleatorios.

En la figura 1 se muestra, de manera simplificada, la nocién de variable aleatoria que,
previo a esta investigacion, esperamos de los estudiantes del nivel universitario tengan al
egresar de una carrera en ciencias sociales dentro del ITESM, campus Monterrey, y su

relacion con los conceptos con los que se vincula mas estrechamente.

> El original en ingles: «..some numerical value which is associated with and determined by the observed
outcome of the experiment».
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La variable aleatoria asigna un valor numérico a cada suceso (evento) del espacio muestral,

lo que hace posible que se defina una funcién de distribucion, F(X) =P(X <Xx), que, a su

vez, caracterizard a la variable aleatoria vinculada a un experimento aleatorio en particular
y concretard la definicion de una relacion funcional dentro de los nimeros reales. A su vez,
cada evento esta definido en un espacio muestral de un experimento aleatorio. La variable
aleatoria vincula al espacio muestral (en particular a cada evento simple) con un valor
numérico definido en los reales, al mismo tiempo que la inversa de la variable aleatoria
(recordemos que finalmente la variable aleatoria es una funcidn) vincula el valor numérico
con el experimento aleatorio (o con cada evento elemental). Es decir, la funcion de

distribucion se vincula con el experimento a través de operar con la variable aleatoria.

Intervalo [0,1] ]‘\

)
-2 P(X <X)
g P(A)
8
s . N Valor
g ¢ Espacio muestral | — numérico X
5
E‘ Variable
aleatoria X
—/

Inversa de
Variable aleatoria X

Figura 1. Esquema simplificado la nocion de variable aleatoria esperado por los
estudiantes que egresan del nivel universitario.

Desde una perspectiva mas formal, el experimento aleatorio, el espacio muestral y los
eventos asociados a €l, estan definidos en un espacio de probabilidad que nos relaciona con
espacios medibles y con estructuras c-algebras. A la vez que la funcion de distribucion
vincula el aparato probabilistico con herramientas de calculo y de andlisis. El aparato
matematico anterior y posterior a la definicion de variable aleatoria es un tanto complicado
por lo que no esperamos esa especializacion en nuestros estudiantes, sin embargo en esta
investigacion es importante hacer notar que es esta definicion la que nos permite pasar del

trabajo matematico con conjuntos al trabajo matematico con nimeros reales.
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3.2 Objetivos de la entrevista clinica

Desde la perspectiva cognitiva, nos interesamos en conocer cudl es la estructura matematica
que los alumnos recién egresados del bachillerato pueden construir sobre la variable
aleatoria y cudles son sus prefiguraciones. Asi como observar la necesidad del surgimiento

del concepto durante la resolucion de un problema por parte de los estudiantes.
Definimos el objetivo de esta entrevista clinica como sigue:

En primer lugar deseamos identificar, en los estudiantes universitarios que inician un
curso de estadistica en ciencias sociales, los procesos de solucion de la actividad
propuesta cuando trabajan sin la ayuda directa del profesor. Queremos describir las
dificultades por las que atraviesan, y con qué conceptos previos a la idea de variable
aleatoria se relacionan. Nos interesa explorar las concepciones de los estudiantes sobre
nuestro objeto de investigacion y las ideas que usan y desarrollan al resolver una situacion

problema en donde se pone en juego el concepto de variable aleatoria.

Nos preguntamos también por la idoneidad de la situacién planteada, en cuanto permita
que a partir de ella los alumnos desarrollen la idea de variable aleatoria y sea una

situacién motivadora.

3.3 Diserio de la actividad

En nuestro estudio diseflamos algunas hipétesis que guiaron la entrevista. Estas permitieron
que el investigador y el profesor centraran las preguntas, asi como que profundizaran en las
nociones que las estudiantes utilizaban o mencionaban. También se plantearon algunas
variables de observacion en las que se baso el disefio del protocolo de investigacion y la
seleccion del problema a resolver. Estas variables también permitieron desglosar y
concretar, a grandes rasgos, las hipotesis de investigacion en el protocolo. En este punto
describiremos las hipotesis de investigacion de la entrevista clinica, sus variables de disefio

y la descripcion de la actividad que se usé como protocolo de investigacion.
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3.3.1 Hipdtesis

La hipétesis que planeamos son generales en la medida que no tenemos suficiente

informacioén previa que nos permita definir hipdtesis mas especificas. El sustento tedrico

del método de investigacion empleado (entrevista clinica) nos lo permite. Asi, nos

acercamos a las concepciones de los estudiantes con los siguientes prejuicios con respecto a

su comportamiento ante la situacion problema:
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Falta de percepcion de la aleatoriedad del proceso.

Nardecchia y Hevia (2003) nos alertan acerca de la falta de percepcion de la
aleatoriedad durante el desarrollo histérico del concepto de variable aleatoria.
Esperamos que los estudiantes no se percaten de la vinculacion entre la variable
aleatoria y la aleatoriedad. Desde la perspectiva formal, esta vinculacion se
realizaria a través del espacio probabilistico del experimento aleatorio. Desde la
perspectiva intuitiva pensamos en la relaciéon que se establece entre una variable
numérica (la variable aleatoria) y la aleatoriedad del proceso. En ese sentido, en los
fendémenos aleatorios no se puede asegurar que se obtendra el mismo resultado, no
obstante se repita muchas veces el mismo experimento bajo las mismas condiciones,
es decir que no son reversibles. Las dificultades de percepcion de la aleatoriedad en
estudiantes han sido sefialadas en numerosas investigaciones, como, por ejemplo, en
Falk y Konold (1997) y Batanero y Serrano (1999).

Tendencia a “algebraizar” y descontextualizar los procedimientos relacionados
con la nocidn de variable aleatoria.

Esto es, que la componente aleatoria que se presenta en el contexto de un problema
que se trata de matematizar tienda a diluirse para darsele prioridad a los
procedimientos matematicos. La variable aleatoria permite la definicién de las
funciones de distribucion y la distribucion de probabilidad y por lo tanto, también el
andlisis de las situaciones probabilisticas a través de la introduccion del andlisis
matematico. Sin embargo el uso de esta herramienta puede repercutir en que se
descontextualice el aparato mateméatico de las situaciones que hacen surgir a la
variable aleatoria y que en cambio se le dé mayor importancia a los procedimientos
matematicos. Es decir, el proceso mencionado por Borovcnik, Benz y Kapadia
(1991) y Tauber (2001) que enfatiza en el papel de la variable aleatoria en la
modelacion, se reduciria al trabajo con el modelo matemaético, olvidando la parte de
generacion del modelo y de la interpretacion de sus resultados. Oseguera (1994) y
Tauber (2001) reportan esta ausencia en su andlisis de material de apoyo y de textos
universitarios.

Extrafieza de trabajar funciones en un contexto probabilistico.

El estudio de las funciones normalmente se asocia con el estudio del calculo y por lo
tanto con la matematica deterministica. Es de esperarse que los estudiantes asocien
las graficas y las ecuaciones de las distribuciones de probabilidad con esa parte de la
matematica en la que han profundizado en los ultimos semestres de su escolaridad.
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En particular esperamos que les sea extrafio trabajar con una variable dependiente
en una funcion tan poco tangible como lo es la distribucién probabilidad, en el
sentido de que no es una magnitud fisica.

X/
°e

Dificultades con la nocidn formal de variable aleatoria.

Heitele (1975) sugiere a la variable aleatoria como idea fundamental porque es
posible que se proporcionen modelos explicativos de esa nocidn, que difieran tanto
en sus niveles de profundizacién como en sus formas lingiiisticas en cada etapa de
desarrollo del individuo. Algunos otros autores (como Batanero, 2001; Miller, 1998
y Ortiz, 2002) se unen a su propuesta de ensefarla en diferentes niveles cognitivos,
desde los primeros niveles escolares, sin embargo no nos queda claro cudles son
esos niveles cognitivos que dan lugar a diferentes prefiguraciones del concepto.
Podemos esperar que en nuestra investigacion los estudiantes tengan un manejo
apropiado de la variable aleatoria de manera intuitiva y que en cambio tengan
problemas al formalizarla, de modo que estaremos alerta acerca de cudles son esas
dificultades y si efectivamente esta nocion (al nivel que la queremos ensefiar)®
representa una dificultad para los estudiantes.

+« Dificultades en los conceptos que intervienen en la nocion formal de variable
aleatoria.

De acuerdo a la nocién que esperamos en el nivel que trabajaremos, esperamos
dificultades en nociones tales como experimento aleatorio, probabilidad, la variable
aleatoria y su distribucion de probabilidad, como lo muestran diversas
investigaciones en investigaciones realizadas en niveles escolares bdsicos y en
bachillerato.

3.3.2 Variables de disefio

Cada una de las variables que analizaremos se centra en una concepcion o un
procedimiento del estudiante que deseamos explorar. Estas variables determinarian el
disefio del protocolo. Este se planted en forma de un cuestionario que girara alrededor de un
problema, de manera que las preguntas, planeadas y definidas por las variables de disefio y
las hipoétesis estructuradas, retomaran y profundizaran los conceptos utilizados y los
supuestos y las estrategias empleadas para resolver el problema por un grupo de
estudiantes. Las variables se organizaron en cuatro grandes grupos, dependiendo de los

conceptos matematicos en que nos interesamos, que fueron los siguientes:

s Lo aleatorio

% La nocién de probabilidad

% La nocién de variable aleatoria que se pretende con los estudiantes de ciencias sociales se desglosa en el
punto 3.1. Ver figura 1.
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+ Lanocion de variable aleatoria

% La solucion del problema

3.3.2.1 Lo aleatorio

En este objeto incluiremos tanto la incertidumbre, en el sentido coloquial de la
imposibilidad de predecir con exactitud por la intervencion del azar, como la aleatoriedad
propiamente, como un atributo matematico establecido por la sucesion de resultados de un
experimento realizado repetida e independientemente, que proporciona, ademas, la

factibilidad de poder ser analizado a través del calculo de probabilidades (Batanero, 2001).

La actividad forzosamente tendra que estar sumergida en un contexto de aleatoriedad. La
aleatoriedad quedard definida por el mismo contexto del problema, de modo que esperamos
no haya cuestionamientos a este respecto. Es de interés la concepcion del alumno sobre la
aleatoriedad en la medida que esperamos que esta concepcion influya sobre la que tenga de
variable aleatoria. Sin embargo no serd para nosotros tan importante la formalizaciéon que
sea capaz de hacer de la aleatoriedad, como su nocién intuitiva, en el sentido de la
intervencion del azar, y la relacion que establezca entre la incertidumbre y su decision y

con la variable aleatoria.

De esta forma, las variables de disefio dentro de esta categoria seran la definicion de un
experimento aleatorio, la intervencion del azar en el problema trabajado y el
cuestionamiento acerca de que manera estd presente la incertidumbre en la funcion de
probabilidad. En la tabla 1 presentamos el concepto matematico por el que nos interesamos
en la primera columna y en la segunda las variables objetos de evaluacion respecto a este
objeto, que se refieren a concepciones y procedimientos de los estudiantes. La ultima

columna indica la forma en que la variable se presentara en el protocolo de la entrevista.

Tabla 1. Variables relacionadas con el objeto aleatoriedad

Objeto de Procedimientos y concepciones a L
- En la actividad
observacion evaluar
Experimento aleatorio | Concepcidn de experimento aleatorio Presentacion de un fendémeno
. . aleatorio
La presencia de la aleatoriedad en el
fenémeno aleatorio Interpretacion de la ocurrencia de
eventos
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Incertidumbre La intervencion de la incertidumbre Resolucion de un problema ligado a
dentro de una toma de decision: la recomendacion de una toma de
e Nocidn de riesgo decision:
e Laincertidumbre de la decision e ;Como se fundamenta la
e Lamedida de la incertidumbre decision?

e /Qué tanto se puede asegurar que
la decision sera certera?

La incertidumbre en la | La funcion de probabilidad como Definicion de la funcion de

funcion de modelo matematico que resuelve el probabilidad representativa de la
probabilidad problema: situacion.
e Definicion e interpretacion de las e (Qué informacion proporciona la
variables que intervienen en la variable dependiente
funcién de probabilidad (probabilidad) de la variable

independiente (variable
aleatoria)?

e /Qué variable se relaciona con la
aleatoriedad dentro de la funcion
matematica establecida?

3.3.2.2 Lanocion de probabilidad

Dentro de este rubro la probabilidad serd importante en la medida que el alumno la
relacione con la variable aleatoria, de manera que llegue a establecer y cuestionar los
elementos que definen a la distribucion de probabilidad como funcion. Unimos a esto una
exploracion de como interviene la nocion de probabilidad que tiene el estudiante en la

apropiacion del concepto de variable aleatoria.

La concepcion de probabilidad seleccionada en la actividad serd la nocion clésica porque es
la que menos conflictos epistémicos presenta y porque esperamos que sea la nocién con la
que los estudiantes de nuevo ingreso a la universidad estén mas familiarizados. Es de
nuestro interés que la actividad explore la interpretacion y el manejo de la probabilidad por
los estudiantes asi como la forma de célculo de esta probabilidad en tres niveles principales:
a un nivel intuitivo en eventos aislados (dentro de la situacion); a un nivel intuitivo en la
situacion conjunta y su vinculacion con la funcion de probabilidad; y a un nivel més formal
en la funcion de probabilidad. De manera que las variables de disefio en este rubro

quedaréan definidas por esos tres momentos (Tabla 2).
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Tabla 2. Variables relacionadas con el objeto probabilidad

Objeto de
observacion

Procedimientos y concepciones a
evaluar

En la actividad

La probabilidad de un
evento aislado

Uso de la regla de Laplace

Interpretacion de la probabilidad de un

evento:

e La probabilidad de un evento como
medida de la incertidumbre
asociada al evento

Calculo de la probabilidad de eventos
asilados dentro del fendémeno
aleatorio dado

Interpretacion de la probabilidad de
un evento

La distribucion de
probabilidad en el
experimento aleatorio

Definicion del espacio muestral y de los
eventos posibles asociados a la
caracteristica de interés dentro del
problema

Uso de la distribucion de probabilidad

asociadas al experimento aleatorio en la

situacion completa:

e Definicion de espacio muestral y de
los eventos posibles

e Definicion de los valores posibles
de la variable aleatoria

e Asignacion de un valor de
probabilidad a todos los valores de
la variable aleatoria

e Calculo de la funcién de
distribucion acumulada y su
interpretacion

e Uso del contexto tabular

Recomendacion asociada a la toma de
decision:

e Alcance de la decision

e Medida del riesgo

Definicion del rango en la variable
aleatoria

Calculo de la probabilidad puntual y
acumulada asociada a los valores
posibles de dicho rango

Organizacion de la informacion en
una tabla

Interpretacion de la funcion de
probabilidad y de la funcion de
distribucion acumulada en el
contexto del problema

Resolucion de un problema ligado a

la recomendacién de una toma de

decision:

e ;Coémo fundamenta la decision?

e ;Qué tanto puede asegurar que la
decision sera certera?

La distribucion de
probabilidad como
funciéon matematica

Concepcion de distribucion de
probabilidad como funcién (variable
dependiente) asociada a una variable
aleatoria (variable independiente)

Identificacion de la distribucion de

probabilidad como una funcién y su

interpretacion en un contexto

matematico:

e Transito al contexto grafico

e Definicion de la distribucion de
probabilidad como funcion
matematica

e Los elementos matematicos de la
funcioén de probabilidad: su
notacion funcional, su dominio y su
rango y su regla de correspondencia

Identificacion de las variables que

intervienen en la modelacion

mediante una variable aleatoria del

fenémeno aleatorio:

e ;Existe una relacion de
dependencia entre ellas?

e ;Cual de ellas es la variable
independiente? ;Cual la
dependiente?

Las variables que intervienen en el

problema dentro de un contexto

matematico:

e ;Estamos trabajando con una
funcién matematica?

e La grafica de la funcion

e Definicion de los elementos de la
funcion: nomenclatura, dominio,
y rango
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3.3.2.3 La nocion de variable aleatoria

Al considerar la distribucion de probabilidad como funcién, decidimos analizar el concepto
variable aleatoria porque en ella se circunscribe nuestra investigacion. Es de esperar que los
estudiantes no manejen el concepto formal de variable aleatoria, de manera que es nuestra
intencion centrar la actividad en la exploraciéon de su nocion intuitiva y una posible
apropiacion de la nocidén desde la perspectiva de lo que esperamos en este nivel. Es de
nuestro interés la exploracion de la concepcion intuitiva de la variable aleatoria en la
solucion el problema, asi como el nivel de dificultad que involucra su tratamiento formal
tanto dentro de la funcion de probabilidad como a ella misma definida como la funciéon que
relaciona el espacio muestral con un valor numérico. Las variables de disefio contemplan

estos tres puntos (Tabla 3).

Tabla 3. Variables relacionadas con el objeto variable aleatoria

Objeto de
observacion

Procedimientos y concepciones a

En la actividad
evaluar

La variable aleatoria
en la solucion del
problema

Manejo de la variable aleatoria con
miras a la toma de decision
recomendada:

e Asociacion de los valores de

Calculo de la probabilidad puntual y
acumulada asociada al problema.

probabilidad con los valores de la
variable aleatoria (distribucion de
probabilidad)

Asociacion de los valores de la
probabilidad acumulada con los
valores de la variable aleatoria
(funcién de distribucion acumulada)
Uso de las distribuciones de
probabilidades puntual y acumulada
Uso ¢ interpretacion de las medidas
de tendencia central de la variable
aleatoria

Interpretacion de la probabilidad
puntual y acumulada en el contexto
del problema

Resolucion de un problema ligado a

la recomendacion de una toma de

decision:

e Como se fundamenta la
decision?

e /Qué tanto puede asegurar que la
decision sera certera?

La variable aleatoria y
la distribucion de
probabilidad

La variable aleatoria en la funcion de
probabilidad:

La variable aleatoria como variable
independiente en la distribucion de
probabilidad
Notacion
Valores que toma
Como variable independiente en la
distribucion de probabilidad
Vinculacion entre la variable
independiente y la aleatoriedad de la
situacion

Identificacion de la variable aleatoria

como variable independiente:

e ;Cual es la variable dependiente
en la funcion definida por una
distribucion de probabilidad: la
probabilidad o la variable
aleatoria?

e /Qué informacién proporciona la
variable independiente (variable
aleatoria) sobre la variable
dependiente (probabilidad) en la
distribucion de probabilidad?
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La variable aleatoria en la funcién

(distribucion) de probabilidad:

e Describe del método a partir del
cual se obtiene la variable
dependiente (probabilidad) a
partir de la independiente
(variable aleatoria)

e Definicion de los elementos de la
variable aleatoria: nomenclatura,
dominio y caracteristicas del
dominio

e ;Cudl es la diferencia entre esta
variable independiente con las
variables independientes que has
manejado en tus cursos de
matematicas?

e ;Qué nombre le darias a la
variable independiente en la
funcioén de distribucion?

Concepcion de la
variable aleatoria
como funcidn sobre el
espacio muestral

Manejo de la particion del espacio
muestral en términos de la caracteristica
de interés

Clasificacion de los eventos que
subdividen al espacio muestral en
relacion a la variable numérica.
Familiaridad con la que se maneja un
numero en lugar de un contexto

Identificacion de la vinculacion de la
caracteristica de interés con los eventos
en los que se subdivide el espacio
muestral y con los valores numéricos

Definicion del espacio muestral y de
los eventos posibles asociados a la
caracteristica de interés dentro del
problema

Interpretacion de la particion del
espacio muestral en términos de la
caracteristica de interés

Interpretacion de las probabilidades
puntuales que definen al fendmeno
aleatorio y las probabilidades
puntuales y acumuladas que definen
la variable aleatoria

Justificacion de la recomendacion de
la toma de decision

(Cual es la diferencia entre la
variable independiente en la variable
aleatoria, considerada como funcion
con las variables independientes que
has manejado en tus cursos de
matematicas?

(Qué nombre le darias a la variable
independiente en la variable
aleatoria?

3.3.2.4 Lasolucion del problema

Alrededor del problema girard el protocolo de la entrevista, de manera que a la vez que
constituya un reto accesible para los estudiantes, también debe permitir la vinculacién e

interaccion de las otras tres categorias de disefio. Por lo tanto, el problema seleccionado
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serd de una dificultad media para permitir la concentracién en la exploracion cognitiva,
pero lo suficientemente rico como para que permita la exploracion de las concepciones de

los estudiantes. También debera cumplir con las siguientes caracteristicas:

+*+ Manejar una situacion en donde se involucre el azar de manera natural.
% La nocién de probabilidad vinculada al problema sera la nocion clasica.
* Su solucion estard vinculada a la recomendacion de una toma de decision.

% Su solucidn requerira el analisis de la situacion completa y por lo tanto del manejo
de una funcion de probabilidad.

% El riesgo en la toma de decision podra ser cuantificable.

Se espera que la solucion del problema pase por las etapas de solucidon representadas en la

figura 2.

En el problema se pretende vincular los conceptos matematicos que constituyen las
variables de interés de esta investigacion, pero también que se apliquen algunas estrategias
sencillas de resolucion de problemas. Asi por ejemplo, esperamos que la verificacion de la
propuesta a partir del cuestionamiento del riesgo y de la visualizacion del alcance de la
propuesta dada por los estudiantes, despierte cuestionamientos a su modelo planteado. Esto
dara pi¢ a redefinir o afianzarse en su propuesta basandose en argumentos matematicos,
proporcionados por las herramientas matemadticas que ponen en juego en esas etapas: la

aleatoriedad, la funcion de probabilidad y la variable aleatoria.

3.3.3 El protocolo

Para realizar la exploracion cognitiva se considerd apropiado tomar como base el problema
que Castillo y Gémez (1998, p. 120) proponen para introducir el tema de variable aleatoria
en su libro de texto Estadistica Inferencial Bésica, porque permitiria la introduccion natural
de las variables de disefio. Alrededor del problema se diseidé un cuestionario con preguntas
abiertas, que, a su vez, guia la solucion del problema y conduce a los entrevistadores en la
exploracion de los conocimientos de los estudiantes. La actividad asi disefiada quedo
conformada por tres secciones, cada una con un objetivo especifico, unidas por su

contribucion al objetivo general de la actividad.
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Etapas de solucion

Comprension del
fenomeno aleatorio

¥

Identificacion de

Planteamiento del
modelo

¥

Valoracion de la
propuesta

Alcance de

la decision

{ Conciencia
| del riesgo
I

\___T___/

l____v___l

Solucioén:
Sugerencia de decision

eventos N
Calculo e - '
» interpretaciondela f. 77
probabilidad RO

Herramientas que se ponen en juego

_____ >, Lo aleatorio
1
!

Espacio muestral
Experimento aleatorio
Aleatoriedad

Definicion de
las variables
que intervienen
en el problema

Definicion de la variable de
interés

Identificacion de casos
favorables y casos posibles

Calculo: la regla de Laplace
Interpretacion de la
probabilidad de un evento
Relacion de dependencia
entre evento y probabilidad

Funcién de
probabilidad

Relacién de dependencia
entre variable aleatoria y
probabilidad
Caracteristicas

Funcién de distribucion
acumulada

Definicion de funcién
Notacién

Tréansito de contextos: del
problema a lo gréfico y
tabular

Variable
aleatoria

Vinculacién entre los eventos
y un valor numérico

Como funcion

En la funcion de distribucion
Representacion
Identificacion de medidas de
centralizacion

Figura 2. Etapas y herramientas esperadas en la solucion del problema

La primera parte de la actividad es una introduccién al problema y una exploracion de la

concepcion de probabilidad puntual de los estudiantes. La segunda es propiamente “El

problema”, constituye la parte central de la actividad y en torno a la que giran las otras dos

secciones de la actividad. En la tercera parte se pretendié profundizar sobre los conceptos

formales alrededor de la variable aleatoria y para ello se retomo el problema resuelto en la

segunda seccion. De manera que en cada una de las partes de la actividad los estudiantes se

enfrentaran a diferentes cuestiones alrededor de la nocidn de variable aleatoria:
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PARTE I:  Introduccion al problema. En esta parte se introduce el problema, se
cuestiona a los estudiantes acerca de su nocion de probabilidad tedrica
clasica (dada por la regla de Laplace); se cuestiona la relacion entre
probabilidad y los eventos y se pide la definicion de las variables que
intervienen.

PARTE Il: El problema. Se les pide a los estudiantes que tomen una decision, y que
sustenten su posicion. Para ello deberan exponer sus ideas acerca de riesgo y
de probabilidad acumulada. También son cuestionadas sus concepciones
acerca de espacio muestral y experimento aleatorio.

PARTE Ill: Cambio de registro de tabular a grafico. También se explora su nocion de
variable aleatoria. Al final se pide una comparacion entre situaciones
estocdsticas y deterministas.

La actividad completa se puede consultar en el Anexo 2. A continuacién describimos el
problema utilizado alrededor del cual se establece el protocolo y se genera la actividad, su

soluciéon y como vive la variable aleatoria en él1.

3.3.3.1 El problema

El problema trabajado en la entrevista es el siguiente (Castillo y Gomez, 1998, p.120):

A raiz de los festejos del dia del nifio, el departamento de relaciones publicas de una
fabrica desea efectuar una rifa que beneficie a los hijos de los trabajadores. Al obrero
ganador se le premiara con boletos para que vaya al teatro con su familia completa. La

intencion es que la rifa beneficie a los hijos de los trabajadores.

Asi que encomiendan a la trabajadora social de la empresa que decida cuantos boletos
tiene que comprar para que se efectle la rifa de manera exitosa, pero la empresa pierda lo
menos posible. La distribucién del ndmero del numero de hijos por trabajador se

proporciona en la siguiente tabla 4.

Numero de hijos 0123456789
Nume,ro de trabQJNadores que tienen 161221330451311201 1219|715
ese numero de nifios

Tabla 4. Histograma de frecuencias de los trabajadores con respecto al niUmero de
hijos que tienen

El analisis que realice el alumno debe estar enmarcado en el contexto de esa fabrica y debe
tomar en cuenta que es un festejo infantil y que la empresa no desea despilfarrar recursos.

Asi mismo existe la limitante de que los boletos se tienen que comprar antes de la rifa. Esta
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ultima condicion no es explicita, sin embargo esperamos que los estudiantes la consideren
porque es de esperar que al momento de la rifa se tengan los boletos para ser entregados al

ganador.

La dificultad de este problema estriba en que en el momento de comprar los boletos, no se
sabe cuantos hijos tiene la familia del obrero que saldrd ganador, puesto que no se sabe
quién sera el ganador. La solucidn oscila entre dos criterios de decision:

*¢ Por un lado la empresa se preocupa por que el trabajador ganador tenga

posibilidades de llevar a toda su familia a la funcion de teatro. Debe tener boletos
suficientes.

% Por otro lado, la empresa desea optimizar sus recursos. No quiere que sobren
boletos.

Podemos suponer que todos los trabajadores de la fabrica entre los cuales se efectuara la
rifa son casados, de modo que el nimero de miembros de la familia del trabajador estara
determinado por el numero de hijos que éste tenga. Asi el nimero minimo de miembros de
una familia de esa fabrica serd 2 (la pareja) y el nimero méximo de miembros serd 11 (9 es
el nimero maximo de hijos que tiene una pareja en esa fabrica). Los recursos gastados por
la empresa estaran dados por el numero de boletos que se compren, puesto que no nos
proporcionan el precio de los boletos. No importa si los boletos de adultos y nifios cuestan
lo mismo o no porque lo que estaria en cuestion es cudntos boletos para los nifios
comprariamos (porque los adultos son siempre dos), pero para facilitar el razonamiento del
problema supondremos que tanto los boletos de los nifios como los de los adultos cuestan lo

mismo.

La solucion puede irse a uno o a otro extremo entre los dos criterios de decision, pero el
objetivo es tomar en cuenta los dos criterios y crear un ambiente de incertidumbre. Si se
deja de tomar en cuenta uno de los dos criterios y so0lo se toma en cuenta uno, las
soluciones resultan triviales y deterministicas:

% Se comprarian 11 boletos si se quiere asegurar que el trabajador ganador lleve a

toda su familia: dos para los papas y nueve para los hijos. Puesto que el niimero
maximo de hijos que puede tener el trabajador ganador son nueve.
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s Se compran 2 boletos para optimizar al maximo los recursos de la empresa.
Estamos seguros que se ocuparian los dos boletos, puesto que todas las familias
constan de al menos dos miembros: la pareja.

Pero la empresa quiere realizar esa rifa optimizando el dinero que invertird en ello y al
mismo tiempo quiere quedar bien con sus trabajadores (al menos con el ganador), que es
diferente a que a la empresa no le importe cuanto se gasta o que la empresa no estuviera
interesada en que el trabajador vaya con toda su familia. Plantear el problema con un solo
criterio de decision le quitaria el elemento de incertidumbre, lo mismo que si se supiera
quién cudl sera el nombre del trabador extraido de la urna. El estar entre los dos criterios de
decision introduce la incertidumbre y por lo tanto la necesidad de hacer uso de la
herramienta matematica descrita en el punto 3.3.24 y en la figura 2. La aleatoriedad se
introduce en la decisién cuando relacionamos los boletos a comprar con el nimero de hijos
del trabajador extraido de la urna (que es el resultado del experimento aleatorio) y no con el
nimero maximo o minimo de hijos que tienen los trabajadores de la fabrica porque en éstos
ultimos resultados no hay intervencion del azar, ya que en las condiciones de la fabrica, son
fijos. De esta forma la decision esta condicionada por la incertidumbre si la rifa es aleatoria
y no estd «arreglada». Al ubicar la decision en un contexto de incertidumbre es factible

analizar el problema desde la teoria de la probabilidad.

Este tipo de problemas, que oscilan entre dos criterios de decisiéon son comunes cuando se
pretende optimizar recursos. Proporcionamos a continuacion dos ejemplos de situaciones
problema que requieren una herramienta matemdtica mas complicada que la que
empleamos en esta investigacion, pero que nos sirven para resaltar la importancia de este

tipo de problemas:

¢ En un restaurante. Cuando se pretende decidir cuanta comida hacer. El elemento
aleatorio estd en no saber cuanta gente solicitara el servicio de comida. Podemos
suponer que el restaurante tiene informacioén acerca del comportamiento de sus
clientes y puede esperar un nimero maximo de clientes y un nlimero minimo. El
restaurante podria hacer una cantidad méaxima de comida, pero casi con seguridad se
le echaria a perder si no llega la cantidad maxima de clientes, lo cual repercutiria en
su economia (tiene que optimizar). El otro extremo es comprar un nimero minimo
de comida, lo cual repercutiria en la reputacion sobre el servicio que ofrece (tiene
que brindar un servicio para atraer o conservar a sus clientes). La situacion tiene
elementos aleatorios y su solucion oscila entre brindar un servicio porque eso
atraeria o le haria conservar a sus clientes y optimizar sus recursos.
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X/

% Una compaiiia de autobuses. Cuando se pretende decidir el nimero y horario de
corridas que haran sus autobuses por dia en un cierto recorrido (por ejemplo
Monterrey-Distrito Federal). En tal caso la compania de autobuses debe establecer
sus horarios y corridas de acuerdo a la informacién que tiene sobre las necesidades
de sus clientes. Por ejemplo, una corrida cada dos horas o tres corridas al dia en
distintos horarios. Una vez determinada una corrida se abre la venta de los boletos.
Los boletos generalmente se venden con antelacion, de modo que el autobus debe
emprender su recorrido con el niimero de pasajeros que hayan comprado boletos
hasta el momento de su salida. De nuevo hay la necesidad de tomar una decision
que oscilara entre dos criterios, el de brindar sus servicios (y por lo tanto no quedar
mal con sus clientes, porque eso la desprestigiaria) y optimizar sus recursos
planeando sus corridas de modo que los autobuses vayan lo mas llenos que se
pueda. Lo aleatorio estd en no saber cudntos boletos se venderan y esa aleatoriedad
influird en la decisién del niimero de recorridos Monterrey-D. F. que ofrecerd la
compaiiia.

3.3.3.2 Solucién del problema

De acuerdo con el punto anterior, la solucion del problema requiere del andlisis de la
distribucion de probabilidad de que el trabajador premiado tenga un cierto nimero de hijos
y de su funcion de distribucion acumulada. Ambas se proporcionan en la tabla 5.

Tabla 5. Distribucion de probabilidad y funcién de distribucion acumulada del
namero del nimero de hijos del trabajador premiado

Distribucion de Funcién de
Probabilidad distribucion
Numero
de hijos | Numerode | probabilidad de que el | Probabilidad de que al
trabajadores | trabajador premiado | trabajador premiado le
(x) tenga x numero de hijos | alcancen los boletos
P(xX) = P(X = x) F()=P(X <x)
0 16 0.080 0.080
1 22 0.110 0.190
2 33 0.165 0.355
3 45 0.225 0.580
4 31 0.155 0.735
5 20 0.100 0.835
6 12 0.060 0.895
7 9 0.045 0.940
8 7 0.035 0.975
9 5 0.025 1.000

De acuerdo con la tabla, lo més probable es que el trabajador seleccionado tenga tres hijos

o menos. Es decir, lo recomendable es que la trabajadora compre 5 boletos (2 para la pareja
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y 3 para los hijos), de esa manera la directiva de la empresa estara tendrd una probabilidad
de 0.58 de que los boletos le alcancen al trabajador premiado y de que sobren los menos

posibles.

La solucion detallada del problema, junto con la solucion de la actividad (protocolo)

propuesta a los estudiantes desglosa en el Anexo 3.

En cambio hay otras nociones en las que la exploracion cognitiva si tiene objetivos
explicitos de definicidon y cuestionamiento por parte de los estudiantes dentro del problema,
como lo son el experimento aleatorio, el espacio muestral, la magnitud de interés, los
posibles valores de la magnitud en el experimento, la particion que define en el espacio
muestral y la variable aleatoria con sus tres componentes (dominio, regla de
correspondencia y rango). Respecto a estos conceptos, aparte de las dificultades que los
estudiantes puedan tener, nos interesamos por el modo en que los definan dentro del
contexto del problema. De manera ideal, en el contexto del problema quedan definidas de la

siguiente manera:

Experimento aleatorio: Mezclar en una témbola papeles con el nombre del trabajador y
sacar al azar el nombre de uno de ellos, que sera el ganador.

Espacio muestral: ~Nombres de los trabajadores que laboran en esa fabrica. Hay 200
sucesos elementales equiprobables.

Caracteristica de interés:  Hijos que tienen los trabajadores.

Variable aleatoria:  Dominio: sucesos elementales en el experimento, trabajadores
factibles de que reciban el premio.

Regla de correspondencia: Ntmero de hijos que tiene cada
trabajador de la fabrica.

Rango (valores que toma): numeros 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,8, 9.

Particion del espacio muestral:  Conjunto de trabajadores que tienen el mismo nimero de hijos.

La forma en que estas nociones se vinculan, y la forma en que vive la variable aleatoria en
el problema se muestra en la figura 3. En esta figura se observa como se generan dos planos
a partir del sorteo, en el de arriba se analiza el problema desde el contexto del sorteo en una
fabrica. En la parte inferior se analiza la perspectiva matematica del problema. Ambos

planos se retroalimentan uno al otro y definen la recomendacion en el contexto del
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problema con argumentos matematicos. A continuacion describimos la forma en como se

refleja este proceso en la figura 3.

El modelo matematico estd condicionado por la magnitud de interés del problema. Para
obtener esta pregunta es necesario hacer un razonamiento regresivo, es decir, enfocando el
problema a la inversa, comenzando por lo que queremos alcanzar (Polya, 1965).
Suponemos que ya compramos los boletos y que ya efectuamos la rifa. El resultado seria el
nombre del trabajador ganador, ;qué hariamos después? Nos preguntariamos si le
alcanzaran los boletos que ya compramos. De aqui, pensariamos cudl es la caracteristica de
ese trabajador que hace que se responda la pregunta. Nos interesa fijarnos en los miembros
de su familia, en particular, cuantos hijos tiene. Esa caracteristica permitird agrupar el
espacio muestral en eventos compuestos de interés y asignar probabilidades a esos eventos.
Al mismo tiempo, define la variable aleatoria que asignara un valor numérico a cada evento

elemental del espacio muestral.

Observemos la cercania entre la caracteristica de interés y de la variable aleatoria y no
obstante hacemos énfasis en la existencia de las dos. Esto es porque la caracteristica de
interés podria ser cualitativa, por ejemplo, si el trabajador premiado es hombre o mujer, o el
medio de transporte que usa para llegar al trabajo. Es el atributo del resultado del
experimento aleatorio que interesa de acuerdo al contexto del problema y va a ser el que va
a permitir la particion del espacio muestral. La variable aleatoria tiene que tener naturaleza
cualitativa forzosamente y tiene que transformar el resultado del experimento aleatorio en
un numero. Por supuesto, la particion del espacio muestral y la variable aleatoria tienen que

estar vinculadas.

Una vez definida la variable aleatoria y sus valores, la funcion de probabilidad se obtiene al
aplicar la funcién inversa de la variable aleatoria y asignar una probabilidad a cada valor de
la variable aleatoria. Los pasos siguientes, en la solucion del problema serd hacer uso de las
funciones de probabilidad y de distribucion para poder proporcionar una solucion de
acuerdo al riesgo de que falten, sobren o queden exactos el nimero de boletos a la familia

del trabajador ganador en el sorteo.
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Figura 3. Representacion de la relacion entre los elementos tedricos vinculados con la
variable aleatoria y la solucion del problema
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En el diagrama se observa como la variable aleatoria estd condicionada por el contexto del
problema, pero hace posible la utilizaciéon de herramienta matematica para cuantificar el
riesgo de la solucion que se proponga. Una vez comprendiendo y delimitando el problema,
la regla de correspondencia de la variable aleatoria surge de manera natural. Las
delimitaciones se refieren a eliminar otras posibilidades distintas a la de una familia comun,
como el trabajador sea divorciado o viudo, o que se considere como parte de la familia del
trabajador a la abuela materna. Las suposiciones son necesarias para poder establecer un
modelo matematico. El que la variable aleatoria (condicionada por el contexto del
problema) vincule el espacio muestral con valores numéricos, hara posible que ese modelo
matematico sea la funcion de probabilidad y/o la funcion de distribucion, aunque la variable
aleatoria en si misma sea un modelo matematico en otro estrato de la estructura de la

modelacion que propone Heitele (1975).

3.4 Implementacion

Se entrevistaron a dos estudiantes, Brenda y Mdnica, que accedieron de manera voluntaria
a hacerlo y que cursaban el primer semestre de universidad en el ITESM Campus
Monterrey. Ninguna de las dos habia llevado cursos de probabilidad o estadistica en ese
nivel. Una de ellas, Brenda, manifest6 haber tomado un curso de probabilidad y estadistica
en el bachillerato y la otra, Monica, no. En el curso que habia tomado, Brenda llevo
estadistica descriptiva y reglas de probabilidad. No conocia el término de «variable
aleatoria». En el momento de la entrevista, ambas cursaban matematicas I para ciencias
sociales (Calculo diferencial) y eran consideradas buenas estudiantes por su profesor de

matematicas por el desempefio que tuvieron en su clase de ese semestre.

Se les entregd el problema por escrito, una sola copia para ambas, y se les pidio que
trabajaran directamente sobre el pizarron para que sus respuestas fueran abiertas entre ellas
y a los entrevistadores (su profesor de matematicas y la profesora investigadora). Asi

mismo que discutieran y proporcionaran una sola respuesta entre ambas.

La entrevista se dividio en las tres partes de que consta la actividad y tuvo una duracion

aproximada de tres horas de tiempo efectivo. A las estudiantes se les daba un tiempo en el
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que llegaban a una respuesta conjunta a cada inciso, una vez que ellas consideraban
concluida su respuesta, los entrevistadores dialogaban con ellas para profundizar o
esclarecer las ideas que exponian. Al concluir cada seccion de la actividad, ellas borraban y
pasaban sus resultados a una hoja de papel, de manera que su reporte estuvo constituido
unicamente por sus conclusiones, incluso algunas respuestas las contestaron solo

verbalmente.

Se grabaron (tanto en video como en casete) ambas partes de la experiencia, tanto las
discusiones entre ellas para llegar a su respuesta, como los didlogos establecidos con los
profesores. La trascripcion de las partes principales del didlogo sobre el desarrollo de la

actividad se encuentra en el Anexo 4 de este trabajo.
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Analisis de los resultados
de |la entrevista clinica

| andlisis de los resultados de la entrevista clinica se llevé a cabo tomando como

base las hipotesis y las variables de disefio de la actividad cognitiva, pero dirigido a
explorar las nociones y dificultades que esperamos que los estudiantes tengan al enfrentarse
con el problema propuesto relacionado con la variable aleatoria. Asi, los objetos de anélisis
son esencialmente los mismos que los de disefio, pero las variables de analisis se modifican
enfatizando el objetivo de la exploracion cognitiva y se descartan cuestiones que no giran
alrededor de las nociones relativas a la variable aleatoria o cuestiones del disefio que no

tenian la intencion explicita de ser observadas.

En lo que sigue presentamos el analisis realizado y los resultados obtenidos, organizados en
torno a los objetos de estudio y con la descripcién de cada variable de disefio. También
presentamos los pasajes de la entrevista relacionados con cada una de las variables
principales, analizando los conceptos matematicos puestos en juego por el alumno en
relacion a dicha variable, las concepciones que se deducen y sus dificultades al resolver la
tarea. Asi, los pasajes que a continuacion se presentan no estan descritos cronologicamente
y dentro de ellos se incluyen entre paréntesis observaciones de transcripcion para facilitar la

comprension de los pasajes. La entrevista completa se presenta en el anexo 4.

Al final de este capitulo hacemos también, un analisis del protocolo la entrevista clinica
tomando en cuenta los resultados obtenidos y el analisis de ellos. En ella podremos hacer
notar qué tan efectivo resultd tanto el problema y la forma en que fue planteado como el

cuestionario para cumplir el objetivo con el que fue planteado.
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4.1 Lo aleatorio

Este apartado se centra en el estudio de las concepciones del estudiante sobre la idea de
aleatoriedad y su reaccidon ante la presencia de la incertidumbre, tanto en el experimento
como en su recomendacion de cuantos boletos comprar. También interesa como vinculan la
funcién de probabilidad con la incertidumbre. Esto es, se busca conocer el proceso que guia
al estudiante a la utilizacién de términos cuantitativos en la solucién de un problema en el
que interviene el azar, a la vez que es deseable conocer la forma en que el estudiante
redefine la situacién de incertidumbre una vez que ésta estd representada a través de
términos matematicos como la funcion de probabilidad (Figura 4). Preferimos tomar el
aspecto informal de la aleatoriedad porque desde la perspectiva de la modelacién de Heitele
(1975) en este estrato, el experimento aleatorio es la «realidad», en cambio la funcién de
probabilidad (o la funcion de distribucion) es el «modelo matematico» que se esta
empleando para resolver el problema. Asi mismo nos interesa la funciéon de probabilidad

porque en ella la probabilidad se vincula con la variable aleatoria.

¢Por qué procesos pasa el estudiante? ¢Cémo los
justifica? ¢Percibe esta necesidad de transito?

Elementos
matematicos

Situacion en la que
interviene el azar

¢Como redefine la situacion el estudiante?;Qué
nuevos elementos incorpora?

Figura 4. Descripcion del objeto de analisis ‘Lo aleatorio’

Asi, las variables que analizaremos, que se desglosan con mas detalle en la Tabla 6,

quedaréan definidas por:

% Nocidn de aleatoriedad en la situacion problema. Atendiendo a la percepcion de la
aleatoriedad, interesa la forma en que la tiene en cuenta y como el estudiante
justifica numéricamente su recomendacion. También es de provecho observar las
dificultades en este proceso.

% La incertidumbre y la probabilidad. Refiriéndonos a como el estudiante relaciona
estos conceptos, identifica y redefine la incertidumbre con la funcién de
probabilidad e interpreta una representacion matematica de un problema en el que
interviene la incertidumbre.
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Tabla 6. Variables de observacién asociadas al objeto ‘Lo aleatorio’

Variables de observacion Desglose

Idea de aleatoriedad en el fendmeno aleatorio
Nocién de aleatoriedad en la situacion | L@ nocién de aleatoriedad en la recomendacion
problema La incertidumbre dentro de la recomendacion

Dificultades asociadas

La incertidumbre y la nocion de probabilidad

La incertidumbre y la distribucion de probabilidad

La incertidumbre y la probabilidad involucrada en el proceso de solucion del problema.

Dificultades asociadas

4.1.1 Resultados en el objeto ‘Lo aleatorio’

41.1.1 Aleatoriedad

En un primer enfrentamiento con el problema, hay una tendencia a dar una recomendaciéon
determinista (pasaje 8), principalmente por parte de Moénica que deja ver su tendencia a dar
soluciones certeras, en las que no se involucre el azar. Hay dificultad en vincular el sorteo
con la recomendacion de cuantos boletos comprar y por lo tanto dejar al azar la definicion
de cuantos boletos comprar. Monica lee la pregunta: «¢Qué recomendacion le darias a la
trabajadora social de cuantos boletos comprar?» y la resuelve diciendo que compraria dos
(para la pareja) y que después, cuando se sepa cuantos hijos tiene el trabajador que gand,
compraria los demas. No aceptan la aleatoriedad en la recomendacion ni hace uso de los

datos, solo quiere resolver el problema de la forma mas exacta posible.

Mobnica: Pues yo para no perderle y para no errarle, compraria dos nada mas porque si hay
familias que tienen 0 hijos, de hecho hay 16 trabajadores que tienen 0 hijos. Entonces nada mas
compraria dos para que vayan €l y la esposa, y ya después si no sale, por lo menos ya tengo
asegurados dos. Por eso preguntaba, si ya tengo asegurado dos... porque dice que pierda lo
menos posible. En caso de que compre 3, y si por ejemplo sale una familia de estas, ya perdi un
boleto, ya estoy perdiendo un boleto ;qué voy a hacer con ese boleto? Asi pienso yo. Yo
compraria dos.

La aceptacion a dar una solucidon no segura es impuesta por las condiciones del problema:

después ya no se podran comprar boletos.

En el pasaje 11 Monica (nuevamente) argumenta que hay una decisiéon que depende de la

ética, que no tiene que ver nada con matematicas y se quejan con el profesor de que el
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problema esté planteado asi. Ella se desespera de tener que jugar un poco con lo incierto, de

no poder dar una solucién mas precisa y, desde su perspectiva mas justa.

Monica: Yo le pondria un 50% (refiriéndose mas bien al 58% de probabilidad de que el
trabajador premiado tenga 3 hijos) o si acaso un 70% (refiriéndose al 73% de probabilidad de
que el trabajador premiado tenga 4 hijos), porque luego para que me salgan con que
perdieron... aunque claro... maestro también estd mal el problema porque no es cuestion de
decirles oigan les vamos a dar boletos y si les toca pues que bueno porque es como decirles a
los que tengan mas (hijos) llevan las de perder porque no vamos a comprar para todos y luego
que... Lo ideal seria que si la empresa esta haciendo la campaiia, pero eso ya no tiene que ver
con matematicas, sino que es mas ético, si la empresa estd ofreciendo pues que lo ofrezca bien.

En este mismo pasaje, ellas aun se resisten a aceptar que no puedan dar una soluciéon con
mayor seguridad, en cierto modo aceptan que no pueden controlar la situaciéon con una

manifiesta resignacion.

Monica: Yo le pondria un 50% (refiriéndose mas bien al 58% de probabilidad de que el
trabajador premiado tenga 3 hijos), o si acaso un 70% (refiriéndose al 73% de probabilidad de
que el trabajador premiado tenga 4 hijos), porque luego para que me salgan con que
perdieron...

Brenda: En todo caso si se estd buscando que no vaya a gastar de mas y si alcanzan bueno y si no,
no, pues yo estaria por 4 hijos.

Mobnica: Aja, yo también y si no alcanzan pues ya ni modo.

Posteriormente a lo largo del problema, ambas llegan a aceptar la incertidumbre de la

decision. Esto lo manifiestan en mayor medida en los pasajes 12 y 20:

Profesor: Pero existira alguna manera, ;es ignorancia nuestra el no saber qué boleto va a salir?
Brenda: No es algo que ti puedas controlar, es la suerte.

Asi mismo en el pasaje 19 Brenda plantea una concepcion de la aleatoriedad relacionandola

con un patroén que no tiene una continuidad numérica:

Brenda: ...son asi como... aleatorios. No llevan un patrén asi seguido.

4.1.1.2 Larelacidn que las estudiantes establecen entre la aleatoriedad y
la probabilidad

En el pasaje 9 ambas alumnas piensan que la mejor solucion a la pregunta sobre cuantos
boletos comprar seria 5 boletos, basandose en que esto es «lo mas probable», por tanto
hacen uso explicito de la idea de probabilidad. Estan aplicando una concepcion laplaciana,
puesto que se basan en la consideracion de casos favorables y posibles y lo vinculan con los
datos de la tabla. En su recomendacion usan el numero de hijos que tuviera el mayor
numero de trabajadores (la moda), apareciendo por tanto la idea de promedio y una

estimacion de las diferentes probabilidades. Se introduce la condicionante de que no
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pueden comprar boletos después de la rifa, entonces Monica estd de acuerdo con Brenda en
comprar 5 boletos. Seleccionan «lo més probable» porque es lo que mas seguridad les da.

De alguna manera interpretan la probabilidad como una forma de medir la incertidumbre

Brenda: Yo compraria 5, porque de acuerdo a la tabla, hay mas probabilidad de que sea una
persona con tres hijos y luego sumandole el obrero y la esposa serian 5.

Monica: ...jAh! entonces compraria 5 boletos porque la mayor incidencia de familias es de 3 hijos,
o sea, el mayor numero de trabajadores que hay por hijo es 3, o sea, las familias con 3 hijos son
las que mas abundan en la empresa, entonces como 3 hijos mas el papa y la mama pues ya son
5.

En el pasaje 10 aparecen de nuevo estas ideas. Monica relaciona la intervencion del azar
con una situacion en la que no puedes saber qué ocurrird (impredecibilidad del azar). Usa la
idea de mas probable (moda), relaciondndola con lo que menos falla. Ménica ahora es la
que trata de convencer a Brenda y argumenta a favor de comprar 5 boletos diciendo que es

donde hay mas probabilidades.

Monica: ...hay mas probabilidades de que yo agarre un trabajador de estos 45 (se refiere a los
trabajadores que tendrian 3 hijos), o sea, en el circulo que dibujamos (sefiala la tabla) éste
(sefiala el 45) ocupa mas, hay mas probabilidades, es como que la que menos falla, es como que
azar.

En el pasaje 12 Monica de alguna manera continua buscando el determinismo en la
situacion, pretendiendo afianzarse a algo seguro, y relaciona el porcentaje de trabajadores
en la fabrica con un numero menor o igual de hijos al de boletos comprados con la
probabilidad de acertar en la decision. Aparece aqui la idea implicita de probabilidad
acumulada (por tanto funcidon de distribucion) y la idea de que la mediana induce una
particiéon de la poblacion en dos grupos con igual nimero de efectivos, como si con ello

estuvieran siendo justas con todos los trabajadores (los que tienen mas o menos hijos).
Mobnica: Aqui lo que le aseguramos es el 50%, el otro 50% definitivamente va a tener que comprar
uno, dos, tres, cuatro boletos por su cuenta, pero lo que usted quiere también es congraciarse o

llevarse bien con los trabajadores, entonces pues con mas del 50% ya tiene probabilidad de que
lo saque, es decir, tiene asegurada la mitad.

4.1.2 Analisis de resultados en el objeto ‘Lo aleatorio’

Las interpretaciones y los pasajes antes anotados se recopilan en la Tabla 7, en donde se

visualizan mejor los resultados obtenidos.
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Tabla 7. Sintesis de resultados en el objeto ‘Lo aleatorio’

de la solucion del problema
proporcionadas por ellas (comprar 5
boletos) utilizando la mediana de la
distribucion de probabilidad.

Variable Pasaje Accidn de las estudiantes Interpretacion
Nocion de 8 La primera solucion al problema es | Es una solucion determinista, las
aleatoriedad en comprar solo dos boletos y comprar | estudiante quieren evitar dar una
la situacion el resto cuando ya se conozcan los solucion que no aporte una
problema resultados de la rifa seguridad
11 Argumentan que la decision Hay una desesperacion por tener
depende de la ética y no de las que recomendar algo que es posible
matematicas que no ocurra
Continua la busqueda del
determinismo
11,12, | Manifiestan una solucién con Hay una aceptacion resignada de la
19y 20 | incertidumbre con un poco de aleatoriedad en la decision.
resignacion
La 9 Piensan que la mejor solucién es la | Vinculan la mayor probabilidad (la
incertidumbre y relacionada con lo mas probable moda) con proporcionar mayor
la probabilidad seguridad de que eso ocurra.
10 Modnica proporciona un argumento | Relacionan lo mas probable (la
de porqué se deben comprar 5 moda) con lo que les proporciona
boletos menos incertidumbre
12 Ellas explican al profesor el porqué | Relacionan el porcentaje de

trabajadores con un nimero de
hijos igual o menor a los boletos
comprados con el porcentaje de
acertar en la decision y mediar la
incertidumbre.

Inducen la idea de la particion del
espacio muestral en dos grupos con
igual nimero de miembros
(mediana) como una medida de
equidad entre los trabajadores.

De aqui se puede observar como las estudiantes aceptan que no es posible dar una solucion

certera al problema. En un principio proporcionan una de las soluciones triviales, en la que

no habria incertidumbre. Hay una aceptacion de la aleatoriedad en la situacidén puesto que

manifiestan no saber cuantos hijos tendra el trabajador que serd premiado pero no aceptan

no poder dar una recomendacién en la que todos los miembros del trabajador ganador

puedan asistir a la funcion de teatro. Posteriormente, la reticencia a dar una respuesta de la

que no estan seguras es sustituida por la aceptacion de la aleatoriedad en la solucion del

problema, al mismo tiempo que la relacionan con la probabilidad e interpretan a la

probabilidad como una medida de lo incierto, lo que les permite obtener soluciones y
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transitar por diversas nociones, como la moda y la mediana de la distribucion de

probabilidad de la variable aleatoria.

Es posible que esta vinculacidn entre la probabilidad y la aleatoriedad es lo que, de alguna
manera, les permita aceptar la aleatoriedad de la solucidén del problema y por lo tanto
proporcionar una solucion que les satisface. Puesto que el poder manipular la probabilidad
al decidir cuantos boletos comprar es lo que les hace ver como pueden ser equitativas o
favorecer a la parte que les parece éticamente mas apropiada. La aceptacion de lo incierto
estaria, en tal caso, vinculada con una seguridad de que su solucion es de alguna manera
mas equitativa y justa, ya que no pueden tener certeza, buscan equidad y justicia. Es
importante puntualizar que las nociones de equidad y justicia son un primer paso en la

construccidon de una nocion intuitiva de probabilidad (Caiiizares et al., 2003).

4.2 Lanocién de probabilidad

En este apartado es deseable conocer la forma en que la concepcion de probabilidad del
estudiante influye en su apropiacion del concepto de variable aleatoria. En el problema la
probabilidad se maneja en dos contextos, la vinculada a los eventos y la vinculada a la
variable aleatoria, de modo que las dos vertientes que nos permitiran tener elementos que
hagan posible este objetivo son, la forma en como el estudiante se relaciona con el
problema para definir la probabilidad como funcion sobre el espacio muestral. Y, segundo,
una vez definida la funcion de probabilidad, profundizar sobre la idea que se genera en el
estudiante de esa representacion matematica y como la vincula en el contexto de

incertidumbre.

¢Como usa el estudiante la probabilidad ¢Cémo establece el
para establecer este modelo? estudiante este transito?

Funcion de
probabilidad

Probabilidad
sobre el espacio
muestral

Situacion
problema

¢Qué ideas genera la representacion en el
estudiante? ¢ Como recontextualiza?

Figura 5. Descripcion del objeto de andlisis ‘Nocion de probabilidad’
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Asi, la nocion de probabilidad sera explorada a través de las siguientes variables, que se

desglosan con mas detalle en la Tabla 8:

+« La probabilidad sobre el espacio muestral. Se busca esclarecer la forma en que el
estudiante de manera intuitiva asigna la probabilidad y la funcion en el espacio
muestral del contexto aleatorio.

% La nocién de distribucion de probabilidad. Nos interesa como el estudiante asigna
la probabilidad a la variable aleatoria y establece la funcidon de probabilidad. Pero
también. Una vez establecida la representacion matematica de la situacion
trataremos de analizar la interpretacion que el estudiante le da a la distribucion de
probabilidad para contextualizar de nuevo el problema.

Tabla 8. Variables de observacion asociadas a la nocién de probabilidad

Variables de observacion Desglose

Interpretacion de la situacion problema en términos

del modelo probabilistico:

e Definicion del espacio muestral y de los eventos
posibles

La probabilidad sobre el espacio muestral e Interpretacion de las probabilidades de los

eventos posibles

Presencia de los axiomas de probabilidad

Dificultades asociadas

Identificacion de la funcion de probabilidad:

e Los elementos matematicos de la funcién
probabilidad: su notacion funcional, su dominio y
su rango

e Relacion entre los contextos grafico, numérico y

La funcioén de probabilidad algebraico

Nocién de funcion:
e Qué esuna funcioén
e Representacion grafica y algebraica

Dificultades asociadas

4.2.1 Resultados en el objeto ‘Nocion de probabilidad’

4.2.1.1 Probabilidad sobre el espacio muestral

En el pasaje 13 a ambas estudiantes, en la medida que interpretan el problema, les queda
claro el espacio muestral del experimento establecido por el sorteo, que seria el conjunto de

los trabajadores de la fabrica (200):
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Profesor: ;es posible que pueda extenderse el nimero 200 a mas valores? ;por qué?
Monica: No porque solo son 200 trabajadores

Asi mismo en el pasaje 21 se observa como estan conscientes de que este espacio muestral
estd determinado por ciertas circunstancias: una fabrica, en un pais, etc., que condicionan
un ambiente y que el cambio de esas condiciones afectaria no sélo el espacio muestral sino

también la distribucion del nimero de hijos que tendrian los trabajadores.

Monica: Aja, porque (los datos) pueden estar determinados por diferentes factores por ejemplo,
esa poblacion puede haber tenido tres hijos porque se localizaba en México o en Estados Unidos
en donde la mayoria de las personas tienen tres hijos, pero en poblaciones de otros lugares
donde el numero de hijos crece por persona, la grafica ya no iba a ser igual...

En general se observa una buena interpretacion y uso del concepto de probabilidad clésica.
Hay evidencia de un buen manejo de dos axiomas de la probabilidad y tienen una
interpretacion correcta en el contexto del problema, pero tienen dificultades para
despegarse de esa interpretacion y vincular la probabilidad con un solo numero. Asi, en el
pasaje 4, la probabilidad la expresan a través de la relacion entre dos cantidades, «31 de
200». El numero estd escrito como una fraccion y lo interpretan como esa relacion, pero

cuando hablan de ella separan las dos cantidades (pasaje 4):

Profesor: ;Si tomamos un trabajador al azar cual es la probabilidad de que tenga 4 hijos?

Ambas: 31 de 200.

Profesor: ;Por qué no pusieron por ejemplo 4 entre doscientos u otro nimero porque 31?

Brenda: Porque bueno, en la tabla el nimero de hijos que son 4 tienen un nimero de trabajadores
de 31 y el universo de trabajadores son 200. Entonces de esos 200 quiere decir que 31 tienen 4
hijos.

Esto repercute en que a pesar de que las alumnas interpretan correctamente el cociente
(entre dos variables: nimero de trabajadores y numero total de trabajadores) se les dificulta
ver que ese cociente es un solo nimero y por lo tanto, un solo valor, que seria la
probabilidad. Les resulta dificil dejar de situarse en el problema para encontrarse en un
contexto matematico, no quieren dejar de «ver» el nimero de trabajadores. Sefialan y
hablan del nimero de trabajadores, pero lo llaman «probabilidad», a pesar de que cuando se
les pregunta mencionan que no hay que olvidar el denominador, porque es la forma de

relacionar al nimero de trabajadores con un cierto nimero de hijos con el total (pasaje 4):

Profesor: Es decir, la probabilidad de tener cuatro hijos...

Brenda: O sea, esta es la probabilidad de 31,... (le arrebata la palabra, sefala la respuesta al inciso
a), 31/200, escrita a un lado de la tabla).

Brenda: ...entonces estas son todas las probabilidades que hay (sefiala la columna de ntimero de
trabajadores)...

Mbnica: A pues si.
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Brenda: ...y si las sumamos si nos van a dar 200. Haz de cuenta que ésta (sefiala el 31 en la
columna de niimero de hijos) es la probabilidad de tener 4 hijos. Esta diciendo el profe que se
refiere a estas probabilidades (sefiala la columna de nimero de trabajadores) y al sumarlas nos
darian 200.

No se dan cuenta de la contradiccion entre el que digan que la probabilidad tiene que ser
menor que uno, con el hecho de decir: «la probabilidad [de tener 4 hijos] es 31». La
confusion entre el numero de trabajadores y la probabilidad estd mas presente en Brenda,
pero esta més segura de lo que dice que Ménica. Esta es convencida por Brenda de usar el
numero de trabajadores como probabilidad. Pareciera que fuera mas palpable para ellas la

variable ‘numero de trabajadores’ que el de ‘probabilidad’.

A pesar de eso reconocen que la probabilidad tiene que ser menor que uno y positiva

(pasaje 4):

Profesor: Si, por ejemplo el 31 sobre 200 es un niimero negativo, positivo...
Monica: Positivo. Fraccion.

Profesor: Fraccion, mayor que uno, menor que uno,...

Ambas: Menor que uno.

Profesor: Menor que uno.; Y las probabilidades son mayores que uno?
Mobnica: Son menores que uno. Todas son menores que uno.

Y que la suma de todas las probabilidades de los eventos debe ser igual a 1 (pasaje 4):

Mobnica: Yo digo que atn sumando todas estas (sefiala la columna de nimero de hijos) no nos da
mayor que 1 porque para que fuera mayor que 1 la fraccion tendria que ser 201 o mas entre 200.
O sea 201 sobre 200 y estos (refiriéndose a la columna de numero de hijos) no van a dar mas de
200.

De modo que el Profesor intenta utilizar el argumento de que una suma de probabilidades
tendria que ser menor o a lo més igual a uno (porque es otra probabilidad) para hacerles ver
que 200 no puede ser una probabilidad, esto las ayuda a darse cuenta que omiten el

denominador (pasaje 4)

Profesor: Si, ustedes me acaban de decir hace ratito que la probabilidad de tener 4 hijos es 31
sobre 200 y que esa era una fraccion menor que uno ;no?

Ambas: Aja.

Profesor: Y luego me dijeron que todas las probabilidades son fracciones, fracciones menores que
uno. Entonces si son 10 probabilidades a lo mas que podriamos aspirar es a que su suma fuera
menor que 10. Cuando yo les pregunto cudl es la suma de probabilidades, ustedes me dicen que
200 asi que {Como le hacen para que llegue a 200?

Hacen exclamaciones de obviedad

Monica: jAy maestro!

Brenda: Lo que pasa es que esta fraccion es con respecto a 200.

Monica: Aja. El comun denominador es 200.
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Sin embargo en el pasaje 6 nuevamente aparece la confusion entre las variables nimero de
trabajadores y probabilidad. Toman a la probabilidad como si fuera el nimero de
trabajadores. A pesar de que se dan cuenta de que la probabilidad debe ser un numero
relativo a un total. Ellas entienden la probabilidad como ntimero de trabajadores porque de

ahi sale la probabilidad, sin embargo tampoco son conscientes de su confusion.

Es posible que esa confusion empiece en el primer pasaje, cuando se les pide identificar una
variable dependiente y otra independiente entre la probabilidad y el nimero de hijos. Al
principio ellas establecen esta relacion correctamente, pero cuando Monica hace la
afirmacion: «Yo digo que la probabilidad depende del nimero de hijos», en Brenda se
despierta una interrogante relacionada con los trabajadores. En esa fase, Brenda queda
conforme hasta que logra establecer una frase en donde estan incluidos: «qué tan probable
es que los trabajadores tengan ese nimero de hijos». Como si en la relacion establecida
tuvieran que estar presentes los trabajadores porque son un elemento muy importante de la
situacion (es entre quienes se organizard la rifa) o como si les costara trabajo identificar la

relacion entre el nimero de hijos y los trabajadores.

Monica: ...Yo digo que la probabilidad depende del niimero de hijos (recurre a voltear a ver a los
profesores para que le confirmen o le refuten esta dltima afirmacion).

Brenda: Pero mas bien... el nimero...el...bueno... no, si la probabilidad depende del numero de
hijos porque... (dudando)

Monica: Es que la probabilidad...

Brenda: No, si la probabilidad... (muy segura)

Mobnica: Si, porque segun yo...

(se arrebatan la palabra una a la otra)

Brenda: depende del nimero de hijos porque...

Mobnica: Aja, porque qué tan probable es...

Brenda: porque qué tan probable es que los trabajadores tengan ese numero de hijos (en tono
triunfalista)

En el pasaje 5 se observa que interpretan correctamente la probabilidad expresada en forma
de un numero decimal, es decir llevan los doscientos trabajadores totales como si fuera una

unidad.

Profesor: Nos podrian ayudar ustedes a encontrar un significado a ese decimal, ;qué podria
significar 0.155? ;qué es eso?

Brenda: Yo digo que los doscientos trabajadores se estan tomando como una unidad, entonces se
supone que ese 0.155 es un pedacito de eso, a eso se refiere, entonces si sumamos cada fraccion
que da aqui, nos va a dar el entero que seria igual a uno. Bueno, yo entendi eso.
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Otras concepciones de probabilidad se relacionan como grado de creencia, como una forma
de expresar la confianza en lo que puede pasar. En el pasaje 10 se relaciona con lo que

menos falla:

Mobnica:... Ocupa mas, hay mas probabilidades, es como que la que menos falla, es como que azar.

En el pasaje 11 con una medida del riesgo:

Monica: Yo le pondria un 50%, o si acaso un 70%, porque luego para que me salgan con que
perdieron...

Y en el pasaje 12 se vincula con el grado de confianza:

Brenda: Bueno, es que no se puede asegurar, pero de lo que se habla aqui es de probabilidad, lo
que puede pasar.

4.2.1.2 Lafuncién de probabilidad

En el pasaje 1, ambas estudiantes cambian las variables sobre las que se les pide que
trabajen en la funcion de probabilidad, para ellas seria mds normal tomar a la variable
«numero de trabajadores» como la variable dependiente. En un principio ambas dudan de
las variables, pero después Monica responde acertadamente en la funcion de distribucion.
Para Brenda no es tan natural, como si el hecho de que la pregunta pida explicitamente
definir a la probabilidad como variable dependiente o independiente choca un poco con sus

concepciones.

Brenda: Bueno... primero ;qué depende de qué? pues el nimero de hijos... no...el nimero

Ambas: de trabajadores...

Brenda: ...depende del nimero de hijos, ¢no?

Mobnica: No, no es que dice: el nimero de hijos depende de la probabilidad, no del...

Brenda: no.. pero la primera no es...

Mobnica: ;qué depende de qué? ...pues...

Ambas: el nimero de hijos depende de la probabilidad ;0 al revés?...

Mobnica: No, la probabilidad depende del nimero de hijos o sea que qué tan probable... o sea...
depende... la probabi...Yo digo que la probabilidad depende del nimero de hijos (recurre a
voltear a ver a los profesores para que le confirmen o le refuten esta dltima afirmacion).

Brenda: Pero mas bien... el numero...el...bueno... no, si la probabilidad depende del numero de
hijos porque... (dudando)

Mobnica: Es que la probabilidad...

Al final de este pasaje definen la probabilidad como variable dependiente (dentro de la
funcioén de probabilidad), pero en realidad no estan convencidas de la probabilidad como
variable dependiente. El motivo por el que aceptan esa respuesta es porque el texto de la

pregunta les condiciona las variables con las que tienen que trabajar, dejando a un lado lo
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que ellas consideran la verdadera variable dependiente que seria el nimero de trabajadores.
Monica es la mas convencida, pero a lo Uinico que recurre para convencer a Brenda es a leer

una y otra vez la pregunta recalcando las variables que se les pide manejar.

En el pasaje 3 hay reincidencia, esta vez no se percatan que la relacion en la que les piden
trabajar es la misma que la de la pregunta anterior, asi que se inclinan porque la variable

dependiente sea el nimero de trabajadores.

Mobnica: El numero de hijos depende de la probabilidad o al revés y ya la pusimos. Ahora dice
(Cual de estas dos variables seria la variable dependiente y cudl la independiente?
Brenda: Pues yo digo que el nimero de trabajadores depende del niimero de hijos.

Esta confusion es mds palpable en Brenda, pero eso desestabiliza a Monica.

En el pasaje 6 se refieren a la probabilidad cuando mencionan el numero de trabajadores.
Expresan explicitamente su confusion en los términos, aunque también es posible que
trabajen con el nimero de trabajadores porque a partir de ¢l pueden pasar directamente a la

probabilidad sin que eso implique un problema para ellas.

Brenda: No porque, si estamos diciendo que la probabilidad depende del nimero de hijos, quiere
decir que la probabilidad es la dependiente, el nimero de trabajadores que es la probabilidad es
la dependiente (sefiala sus respuestas en el pizarrén).

Investigadora: Pero ;el numero de trabajadores es la probabilidad?

Brenda: Si, son estas las probabilidades (sefiala la columna de nimero de trabajadores en el
pizarron).

En el pasaje 7 ellas se percatan de su confusion entre el nimero de trabajadores y la
probabilidad de tener un nimero dado de hijos, pero ello no ocurre hasta que pueden ver
que para la asignacion de probabilidades a la variable aleatoria (nimero de hijos) se
formulan dos relaciones de dependencia, que el numero total de trabajadores es una
variable (un parametro, es decir podria cambiar en otro contexto) y que intervienen otras
tres variables en ese proceso. Las cuatro variables son:

¢ El nimero de trabajadores: cardinalidad del evento compuesto en el espacio
muestral del experimento (¢,cuantas personas en total?),

¢ El nimero total de trabajadores: cardinalidad del espacio muestral (;de cuantas?),

* Numero de hijos: variable aleatoria vinculada a la caracteristica de interés que
agrupd el espacio muestral en eventos compuestos, (;Cudntos hijos?) y

% La probabilidad de obtener un cierto numero de hijos (¢Cuantas personas de
cuantas?).
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El ver el nimero total de trabajadores como otra variable mas es lo que las ayuda a

descubrir que lo omitian por considerarlo una constante que ahi estaba y que no era

necesario mencionar a pesar de que, anteriormente (pasaje 4), manejaron el nlimero total de

trabajadores como una constante («el comin denominador es 200»). En este pasaje Monica

dice «tres variables» pero en realidad esta mencionando las cuatro.

Monica: Es que aqui estan las tres variables (sefiala la pizarra),... tres porque de 0 hijos hay 16

personas que tienen 0 hijos de las 200, o sea, es que hay tres factores: jcuantos hijos?, ;cuantas
personas? ;y de cuantas?, pero también, ;cuantas personas de cuantas?; como que estas dos (Se
refiere al nimero de trabajadores y al total de trabajadores) van relacionadas muy
directamente porque son 16 de 200, 9 de 200, pero esas dos se relacionan con esta (con el
namero de hijos), porque esta es la variable de cuantos hijos son.

Por lo tanto, se hacen evidentes las dos relaciones que las estudiantes establecen para

asignar al numero de hijos, la variable aleatoria, una probabilidad:

Monica: Seglin lo que yo entendi, es la probabilidad. Esta (sefiala la columna de ndmero de

trabajadores en el pizarrén).

Investigadora: Pero ;esa es la probabilidad? ;el 12 es probabilidad?

Brenda: No, de aqui se sacaria la probabilidad de 12 sobre 2.. (sefiala el pizarron).

Mobnica: Es que hay dos relaciones.

Investigadora: ;Cuales son las dos relaciones?

Monica: Esta (sefiala el nimero de trabajadores) con esta (sefiala el nimero de hijos), y esta

(sefiala el nimero de trabajadores) con el total (se refiere al total de trabajadores).

Las dos relaciones a las que ellas se refieren, son las siguientes (figura 6):

% La primera relacion se establece cuando se vincula el numero de hijos (la variable

X/
L X4

aleatoria) con el numero de trabajadores (cardinalidad de los eventos compuestos).
En realidad la relacién es mas compleja, se esta vinculando a la variable aleatoria
con la caracteristica de interés (que es algo menos abstracto relacionado con los
trabajadores) y posteriormente con el evento compuesto (trabajadores con un cierto
numero de hijos).

La segunda es el céalculo de probabilidades. Se establece entre el subconjunto de
trabajadores que tiene un cierto nimero de hijos (evento compuesto) y el valor de la
probabilidad de tener un nimero dado de hijos (el valor de esta probabilidad
depende del numero de trabajadores, que serian los casos favorables entre el
cociente), esto es P(X=1)=Ni/N, siendo N; el nimero de trabajadores con i hijos y N
el total de los trabajadores (200 en este caso). En este caso se define la probabilidad
como funciodn en el espacio muestral.

Lo cudl indica que las estudiantes para poder asignar un valor de probabilidad a la variable

aleatoria tuvieron que recurrir a contextualizar en el problema el significado de la variable

aleatoria, es decir a relacionarla con el evento compuesto al que estaba ligada para asignarle

la probabilidad de ese evento. Para ellas no representaba ninguna dificultad el calculo de
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probabilidades y es posible que eso es lo que les haya hecho obviarlo, en cambio la
vinculacion entre la variable aleatoria y el evento compuesto si representaba un problema
para ellas (recordemos que en el pasaje 1, Brenda tuvo que recalcar «qué tan probable es
que los trabajadores tengan ese nimero de hijos» para poder vincular a la probabilidad con
el namero de hijos). Ellas representan el conjunto de los trabajadores que tienen el mismo
nimero de hijos con la cardinalidad de ese conjunto, pero en realidad estan pensando en los

trabajadores (como conjuntos de personas), no en el nimero de trabajadores.

Numero de

. No. trabajadores
Total de hijos Nimero de . Probabilidad
trabajadores (200) trabajadores
Total de trab A

A A A

A 4

Regla de
Laplace

Trabajadores
con el mismo
numero de hiios

Trabajadores
de la fabrica

Hijos que
tienen

Caracteristica
Espacio de interés Eventos
muestral compuestos

Operatividad

Vinculacion entre eventos y Calculo de probabilidades
variable aleatoria (probabilidad como funcién)

Figura 6. Proceso para vincular el nimero de hijos con una probabilidad

Observemos también que los eventos compuestos (los trabajadores con un mismo nimero
de hijos) juegan un doble papel en esta descomposicion en dos relaciones. Por un lado, en
la vinculacion del niimero de hijos con el subconjunto de trabajadores con un mismo
numero de hijos. Es el resultado de esa aplicacion (la variable dependiente en esa relacion).
En cambio en el célculo de probabilidades, es el argumento sobre el cual se aplica la regla
de Laplace para poder obtener la probabilidad. Es decir, es la variable independiente en esta
otra aplicacion. Observemos que ambas relaciones son de conjunto, pero que finalmente al
vincular la variable aleatoria con la probabilidad se establece una relacion entre ntimeros

reales.

En el pasaje 14, al elaborar la grafica, nuevamente se ven tentadas a usar el numero de
trabajadores como variable dependiente, pero ellas mismas se corrigen y usan la
probabilidad como variable dependiente y lo resaltan «jAh! Ya podemos saber que en vez

de poner nimero de trabajadores, vamos a poner directamente la probabilidad» como un
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logro, algo de lo presumen ya saber. En posteriores pasajes no vuelven a nombrar al

numero de trabajadores para referirse a la probabilidad.

En cuanto a la acepcion de funcion, ellas manejan a lo largo de toda la entrevista diferentes
concepciones. Una de las primeras de presenta en el pasaje 2, en donde Monica
momentaneamente cree que la funcién de probabilidad no es una funcién matematica
porque ella cree que una funcion siempre crece. Cuando ella expresa la palabra relacion se

esta refiriendo a una relacion funcional.

Monica: Es que ve estas dos no pueden ser de que jah! dependiente o independiente (sefiala las
columnas de la tabla)... asi, no. Yo no puedo entrar... de lo que el nimero de hijos y el numero
de trabajadores ... no puede ser, pon ti dependiente e independiente o independiente y
dependiente (sefiala las columnas de la tabla) porque no, no hay relacion... por ejemplo aqui
(sefiala la columna de nimero de trabajadores) empieza un niimero 16, y luego aqui mayor,
mayor, incrementa y luego decrementa y luego decrementa, asi como que no hay rela...o sea no
hay mucha relacion, igual de cero hijos pudo haber un trabajador y de cuatro a cinco mil y asi...
como que no da resul...pero dice...

En el pasaje 3 tiene una mejor idea de lo que es una funcidon matematica y se detiene a

explicarle a Brenda que es una relacion de dependencia entre dos variables:

Brenda: Si, pero si te fijas esta es la que.. esta es la que... (sefiala la columna de nimero de hijos)

Monica: Va determinando...

Brenda: Aja, va determinando al numero de trabajadores. El nimero de trabajadores no determina
al nimero de hijos.

Mobnica: Ah, ya entiendo.

Brenda: Sino al revés, el nimero de hijos es lo que esta determinando el nimero de trabajadores.
Entonces esté seria...

En ese mismo pasaje observamos como diferencian «determinar» de «dependenciay.
Creemos que el término «determinar» podria estar vinculado con una operacion. Aunque
esto no se observa muy bien en este pasaje, en posteriores recalcan la importancia de «una

funcion esté determinada por una ecuaciény.

Brenda: ... el nimero de hijos es lo que esta determinando el numero de trabajadores. Entonces
estd seria...

Mobnica: Pero eso no significa que depende de los hijos va a ver tantos trabajadores sino que esta
(sefiala la columna de namero de hijos) rige a esta (sefiala la columna de ndmero de
trabadores).

Brenda: Entonces en este caso, el nimero de hijos es la variable independiente y el nimero de
trabajadores es la variable dependiente.

En el pasaje 15, Monica expresa que una funcion es una relacion en las que una variable se

corresponde con otra y manifiesta un buen manejo de la notacion funcional. Ella expresa
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rapidamente el resultado pedido en notacidon funcional y eso le da pie a definir que su

interpretacion de funcién como una correspondencia entre dos niimeros.

Profesor: ;Seria posible eso (se refiere a la gréfica de la funcidn de probabilidad que esta en el
pizarron) escribirlo en notacién de funciones? ;qué es una funcion? Esa grafica, suponiendo
que fuera continua, /seria una funcion?

Monica: Si.

Profesor: ;Por qué?

Monica: Pues como todas (se refiere a los valores involucrados) se corresponden, por ejemplo f
de 3 que corresponde a 0.225, ;no? (Escribe en el pizarron (F(3) = 0.225))

En ese mismo pasaje se observa como relacionan la F de la notacién funcional con la
palabra funcion, de modo que piensan que esa letra se usa para expresar que la relacion
establecida si es una funcion, de modo que cambian el nombre de la variable dependiente

(anteriormente se llamaba ‘y’) por esa F.

Monica: Pues... ‘x’ seria 3 y “y’ seria 0.225. La funcion de ‘x’ es ‘y’, es decir el resultado.

Brenda: Pero en todo caso... no lo sabes. Lo que yo digo es utilizar...

Monica: (En vez de F, ‘y’, aqui (sefiala la F en F(x))?

Brenda: No, es que de cualquier forma haria falta especificar que es una funcion de ‘y’. Lo que
podriamos utilizar es, para tomar exactamente las mismas letras, ponerle alla F de ‘x” (se refiere
al nombre del eje de las ordenadas). Es decir, cambiar aquella, ponerle F(x) en lugar de ‘y’.

En el pasaje 17 Monica expresa una definicion incompleta, pero Brenda la completa. No
hay discusion alrededor de ambas definiciones, aparentemente hay una aceptacion
inmediata de las dos por la definicion de Brenda. Con esta definicion se acepta que la

distribucion de probabilidades si es una funcion.

Profesor: (La relacion que establecieron es una funcidbn matematica? ;o sea es funcion
(Recuerdan las propiedades de la funcion? ;jqué es una funcion?

Mobnica: Que hubiera dos variables.

Brenda: Que para el valor de ‘x” haya un valor en ‘y’.

Profesor: ;Y puede haber dos ‘x’ que vayan a dar a un mismo valor de ‘y’?

Ambas: Si

Profesor: ;Puede haber una ‘x’ que pueda dar dos valores de y? Es decir, ;un nimero de hijos que
de dos probabilidades diferentes?

Ambas: No.

Profesor: Entonces ;es funcion o no?

Brenda: Si, si es funcion porque para cada nimero de hijos hay una sola probabilidad.

También hay una comprension de que la grafica y la tabla son una forma de expresar una
funciéon. Lo mencionan en los pasajes 15 y 17. Relacionan la grafica de una funcion con la

continuidad del trazo (pasaje 14).

Brenda: Aqui (sefiala el eje de las abscisas) seria, uno, dos,... asi hasta nueve.
Monica pone la escala en el eje de las abscisas.
Brenda: Luego para arriba, ;de qué la empezamos? ;de 0.1, no?
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Brenda: Bueno, seria de cero hasta uno y luego ya seria irle poniendo las probabilidades. A ver,
dividelo...

Monica: A ver, primero mitad y mitad. Punto cinco...

Brenda dicta los valores a Ménica y ella los va colocando en la gréfica.

Monica: ;Hacemos la grafica?

Brenda: Si, hay que hacer la grafica.

Brenda une los puntos.

En el pasaje 16 vuelven a hacer énfasis en que no conciben una grafica en la que no haya

trazos, es decir, que haya so6lo puntos.

Brenda: Bueno es que si es cierto, se supone que nada mas serian los que te estan dando. Las
coordenadas que te estd dando la grafica tinicamente son estos (sefiala los puntos de la gréfica)
no son mitades ni nada de eso, solo los enteros.

Monica: Entonces para qué es la grafica si vamos a dejar los puntos asi aislados.

Brenda: Si, pero es que realmente no puedes sacar la probabilidad de 0.5.

Mobnica: Si, no puedes tener 8.5 hijos, es lo que yo digo.

Brenda: Pero por ejemplo, o sea, o sea, la grafica si estd abarcando todo, si esta abarcando todo
este espacio.

Ambas se quedan calladas un rato.

Investigadora: ;Entonces estan de acuerdo en que ese es el dominio? (refiriéndose al [0,9], que
ellas habian escrito en el pizarron)

Ambas: Si.

En el mismo pasaje 16, ellas mencionan que su grafica seria igual si la variable fuera
continua o fuera discreta, la diferencia seria que en una continua los decimales si tienen
sentido y en una discreta no, pero no les importa demasiado que la gréafica represente de

una manera mas fiel la situacion problema.

Investigadora: ;Por qué lo encerraron en un corchete? ;qué significa eso?

Mobnica: Que va de... incluye del 0 todos los nimeros, todos los nimeros, hasta el 9. Cerrado.

Investigadora: ; Todos los nimeros?

Monica: Entre el cero y el nueve, si.

Investigadora: ;Todos los niimeros que hay entre cero y nueve?

Monica: Si

Investigadora: Cuatro punto cinco esta cero y nueve.

Mobnica: Pues también es parte porque... No esta en la grafica, pero esta en el dominio. Igual, esto
(sefiala el 4.5 en el eje de las abscisas y traza con el lapiz su proyeccion hacia la gréafica y
después hacia el eje de las ordenadas) no tiene un valor escrito pero si existe.

Lo mismo ocurre con el dominio, se dan cuenta que hay una incoherencia cuando quieren
interpretar la grafica (porque unieron los puntos con lineas) en el contexto del problema
puesto que no pueden calcular el valor de la probabilidad (de la variable dependiente) para
valores fraccionarios. Sin embargo consideran necesario tanto la unioén de los puntos como
la inclusién de nimeros decimales en el dominio con la aclaracidon de que no se tomarian en
cuenta puesto que no pueden obtener las coordenadas de esos puntos. La continuidad en la

grafica y en el dominio la justifican a través de su experiencia en sus clases de matematicas.
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Se dan cuenta de que la variable independiente no puede tomar valores decimales, pero no

eso no las decide a cambiar su grafica.

Por otro lado, se dan cuenta de que la representacion algebraica de esta funcion no es facil
de obtener, pero el argumento que dan para no obtenerla a través de una regresion apunta a
que estan pensando en una regresion lineal y a que su dominio esta limitado (no va mas alla
de nueve hijos), ademas vinculan esta dificultad con el hecho de que los datos estén
determinados por factores ajenos a las matematicas. En el pasaje 17 dicen que podrian
obtener la expresion algebraica de la tabla si aumentara el niimero de hijos conforme
aumenta la probabilidad, porque usarian regresion, pero como eso no ocurre, entonces no

pueden obtenerla.

Mobnica: Sin embargo estaba pensando ahorita ;Como le podemos hacer? Lo primero que pensé
fue regresion, hacer una regresion y encontrar una ecuacion, pero después dije no, porque no
tiene nada que ver el nimero de hijos con las personas, no es de que entre mas hijos mas
personas haya sino de que pueda haber... si va disminuyendo, no va a llegar un momento en
que se va a acabar, porque son hijos si fueran otros datos como dinero o alguna otra variable,
puede que si, pero como hijos no, pero como en, no s¢, 15 ya se va a acabar, a partir de 3 va a ir
disminuyendo.

En el pasaje 21 dicen que los datos que se manejan aqui no estan determinados por una

ecuacion sino por las circunstancias, dicen, «por el azar, yo creoy.

Ellas creen que la funcion de probabilidades es diferente a la funcion algebraica manejada
por ellas en cursos de matematicas porque el valor de ‘x’ no controla a la ‘y’, en el sentido
de que no tiene un comportamiento que puedas predecir a través de una ecuacidon. Se
extraian que la funcion no sea en cierta medida conocida o controlable. Y creen que esto es
lo que la hace diferente de otros contextos manejados por ellas en matematicas. Es decir,

vinculan las funciones «normalesy» (deterministicas) con una ecuacion.

Monica: ... en otro tipo de graficas normales a cada valor en ‘x’ corresponde un valor en y, es
decir, tiene un comportamiento esperado, dependiendo de la grafica, no nada mas grafica recta,
que puede ser logaritmica o exponencial o polindmica, cualquier tipo de grafica, pero para
cualquier valor en ‘X’ se espera uno en ‘y’. Aqui no, para un valor en X, no sabes cudl va a ser el
valor en ‘y’, puede ser mas grande, mas chico, es algo que no estd controlado. La X’ no
controla a la “y’.

En el mismo pasaje 21, mas adelante, lo vuelven a explicar.

Mobnica: Cualquier expresion, cualquier ecuacion se esperaria que tuviera cierto comportamiento,
aqui no, por ejemplo, si por ‘X’ 0 ‘y’ razoén no hubiera familias con 3 hijos, ahi iria para abajo
otra vez la grafica y no por eso estaria mal la grafica.
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4.2.2 Analisis de los resultados obtenidos en el objeto ‘Nocion de probabilidad’

Recopilamos los resultados obtenidos sobre este objeto en la tabla 9. En ella estan descritos

los pasajes principales y su interpretacion. Posteriormente hacemos una interpretacion

general de estos resultados.

Tabla 9. Sintesis de resultados de la nocién de probabilidad

Variable Pasaje Acciones de las estudiantes Interpretacion
La probabilidad 13y 21 | Definen el espacio muestral como Hay una comprension del espacio
en la situacion el conjunto de los 200 trabajadores | muestral del problema
problema de la fabrica
Asi mismo manejan el espacio
muestral en la situacion definida
4 Interpretan la probabilidad como un | Hay una buena interpretacion de la
cociente de casos posibles entre probabilidad laplaciana en el
casos totales. Lo interpretan como contexto del problema
la relacion de entre dos cantidades ,
Pero no la ven como un niimero
sino como la relacion entre dos
4 Mencionan que todas las Hay un buen conociendo de dos
probabilidades son menores que axiomas de la probabilidad
uno y que su suma debe ser uno.
5 Interpretan la probabilidad Hay una correcta interpretacion de
expresada en decimales como si los | la probabilidad en forma decimal
200 trabajadores fueran la unidad
4 Hablan y sefialan el nimero de Ellas prefieren manejar el numero
trabajadores pero la llaman de trabajadores en lugar de la
‘probabilidad’. Aunque pareciera probabilidad o bien hay una
obvio que hay un comin confusion entre la probabilidad y el
denominador aunque no lo numero de trabajadores
mencionan
6 Vuelven a nombrar la probabilidad | Ellas no son conscientes de su
para referirse el numero de confusion. Internamente ellas
trabajadores prefieren hablar de nimero de
trabajadores porque estd mas
vinculado con el problema
10, 11y | Relacionan la probabilidad con ‘lo | Utilizan la probabilidad para
12 que menos falla’, con una medida expresar su grado de certeza en las
de riesgo y con un grado de recomendaciones que van dando
confianza.
La probabilidad | 1,3y 6 | Mencionan la variable dependiente | Hay una confusion entre esas dos
como funcion como el numero de trabajadores en | variables
lu.ga? de la probablhda.d.en la Prefieren analizar el problema
distribucion de probabilidad ,
tomando como base el niimero de
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Reinciden en esa confusion e
incluso la hacen explicita

trabajadores porque ésta ultima esta
mas cercana a un contexto

7 Se dan cuenta de que hay 4 Pueden percatarse de su confusion
variables involucradas en este porque se dan cuenta de la
problema. Mismas que generan dos | existencia de que se establecen dos
relaciones y en ambas interviene el | relaciones al asignar probabilidades
numero de trabajadores a los valores de la variable aleatoria
Se dan cuenta que no es lo mismo Ellas trabajan con el nimero de
probabilidad que numero de trabajadores como variable, pero
trabajadores. Dos cosas que estan pensando en el conjunto de
contribuyeron a percatarse de su trabajadores con un mismo niimero
error es darse cuenta de que el de hijos
numero total df tr'abajad;)re’s es un Hay una dificultad en que los
gara@etro y refactonar ¢ numero eventos compuestos funja como

e hijos con los trabajadores que . .
tienen ese numero de hijos Var¥able fiep end1epte y como
variable independiente en las dos
relaciones vinculadas a la
asignacion de la probabilidad a los
valores de la variable aleatoria

14 Hay una reincidencia en la Hay una aceptacion de ambos tipos
confusion entre probabilidad y de relaciones y por lo tanto deja de
numero de trabajadores, pero ellas existir la confusion entre esas dos
mismas corrigen variables

2,3, 15y | Expresan diferentes concepciones Manejan diferentes concepciones

17 de lo que es una funcion de funcion. Todas ellas correctas,

matematica: aunque en algiin momento
., . expresan alguna incorrecta

es una relacion que siempre es

creciente (incorrecta)

es una dependencia entre dos

variables (correcta)

es una correspondencia entre dos

nimeros (correcta)

relacion en la que para cada valor

de ‘x’ le corresponde uno de ‘y’

(correcta)

2,3, 15y | Inicialmente dudan si la Ellas manejan apropiadamente la

17 distribucion de probabilidad es una | nocion de funcién y por ello no
funcién o no, pero finalmente tienen problemas en definir la
terminan por asegurar que si es una | distribucion de probabilidad como
funcioén una funcion.

15 En la distribucidn de probabilidad, | Utilizan las variables familiares

denotan a la probabilidad con ‘y’ y
al nimero de hijos con ‘x’

Cambian la nomenclatura en el
momento que saben que la relacion
es una funcion y utilizan la letra F

para ellas para denotar las variables
que intervienen en la distribucion
de probabilidad

Usan la letra F porque ella expresa
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para denotar ‘funcion’. que hay una relacién funcional
15y 17 | Expresan que tanto la tabla como la | Tienen una buena concepcion de
grafica son una funciéon las representaciones graficas y
tabulares de una grafica
16 Hacen una grafica continua, pero la | Su nocion de grafica esta
interpretan como discreta relacionada con un trazo continuo.
, Estan mas familiarizadas con ese
Expresan que una grafica con puros | . .
X . . tipo de graficas
puntos aislados no tiene sentido
. Estan acostumbradas a expresar el
Expresan el dominio como un . .
. . dominio como un intervalo
intervalo continuo .
continuo
16 Expresan que tanto la grafica como | Desvinculan las matematicas del
el dominio deben ser continuos contexto del problema. Hay una
porque asi son las matematicas, reticencia a que las matematicas
aunque esto no les sirva para puedan representar una situacion
representar su situacion problema del contexto real
17 Se dan cuenta que no es facil Hay un choque entre el contexto
obtener la ecuacion de la algebraico y el de la situacion
distribucion de probabilidad problema. Piensan que no es
. posible obtener la ecuacion de la
Creen que aunque la pudieran sacar .,
> , . relacion porque los datos son
esa ecuacion no tendria sentido por . . ,
. . X extraidos de la realidad, estan
el tipo de funcion con el que estan . .
) X dados por circunstancias y no por
trabajando que involucra datos . [
. - la misma matematica. La
obtenidos de una fabrica o
matematica, para ellas, expresa sus
relaciones en forma de ecuaciones

De la primera parte de la tabla se puede observar un buen manejo del calculo e
interpretacion de la probabilidad clasica, tanto decimal como fraccionaria y de dos axiomas
de la probabilidad. Asi mismo tienen un correcto manejo de la probabilidad como el grado
de certeza de la recomendacion que darian. Sin embargo usan repetidamente el término

‘numero de hijos’ para referirse a la probabilidad.

Es posible que la probabilidad no sea tan evidente como variable dependiente en la funcion
de probabilidad y por eso prefieran trabajar con el nimero de hijos. Pero esa confusion
también pudo ser ocasionada por la dificultad en asignar un valor de probabilidad a la

variable aleatoria, es decir, en la definicion de la funcion de probabilidad.

En la actividad propuesta, pedimos a las estudiantes, que, una vez realizado el calculo de la
probabilidad de los eventos compuestos, trabajaran con la funcién de probabilidad. Esto se

observo en las preguntas «¢;Qué depende de qué: el nimero de hijos depende de la
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probabilidad o al revés? ¢Cual de estas dos variables seria la variable dependiente y cuél
la variable independiente?» de la actividad (anexo 2). Pero eso constituyé un problema
para ellas. No podian pasar directamente del valor de la variable aleatoria (un numero de
hijos) a la probabilidad porque en ello interviene una composicion de funciones que ellas
inconcientemente quieren obviar. Necesitaban regresar a preguntarse constantemente por el
significado de la variable aleatoria en el espacio muestral. No interpretamos que las
alumnas piensen que la probabilidad y el numero de trabajadores son lo mismo, sino que
saben que a partir del numero de trabajadores ellas pueden calcular la probabilidad. La
dificultad se traduciria en ellas no podian abstraer (descontextualizar, desde la perspectiva

de Chevallard, 1985/1991) en dos sentidos:

*

< En la probabilidad: no podian extraerla de su calculo a través de la regla de
Laplace y por lo tanto olvidar que es la razon entre los favorables y los posibles (en
sus palabras: «;cuantos de cuantos?»).

% En la variable aleatoria: inconcientemente no podian desligar el valor de la
variable aleatoria (numero de hijos) con los eventos compuestos (trabajadores con
ese numero de hijos).

Asi, desde la perspectiva de Chevallard, la asignacion de probabilidades a los valores de la
variable aleatoria y, por lo tanto, el establecimiento de la funcidon de probabilidad (como
concepto matematico) requiere dos procesos, la contextualizacion del valor de la variable
aleatoria y descontextualizacion de la probabilidad de los eventos del espacio muestral
(figura 7). En este proceso las estudiantes podian contextualizar bien los conceptos
matematicos que se les proporcionaron, pero tenian dificultades para descontextualizar, no
recurrian a ello. Pudieron pasar de un nimero de hijos (valores de la variable aleatoria) al
conjunto de trabajadores que tenian ese nimero de hijos (eventos compuestos), pero no era
tan sencillo que representaran a los trabajadores con el mismo niimero de hijos a través del
nimero de hijos que tenian. Asi mismo, dada la probabilidad, podian interpretarla en el
espacio muestral (¢cuantos de cuantos?), es decir, podian contextualizarla, pero no
recurrian a usarla como un solo numero (y por lo tanto desligarla del espacio muestral) o

asignarla a la variable aleatoria, es decir, no podian descontextualizarla.

Desde esta perspectiva, la aplicacion de la inversa de la variable aleatoria sobre los valores

que toma, es una contextualizacion de esos valores en el espacio muestral.
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Observemos, que es posible que su correcta interpretacion de la probabilidad laplaciana las
haga «ver» a la probabilidad como dos niimeros y no como uno (30 de 200). Es decir, este
conocimiento que podria llamarse exitoso en el contexto de probabilidad laplaciana, en este

contexto de la funcidon de probabilidad seria un obstaculo a superar.

Asignacionde Probabilidad
probabilidad '@

Descontextualizacion .

Eventos
Experimento compuestos

aleatorio

Espacio
muestral

Caracteristica
de interés

Situacion .,
Funcion de
problema

probabilidad

Variable
aleatoria

Contextualizacion

Valores de la
variable aleatoria

Figura 7. Proceso de contextualizacion y descontextualizacion de la asignacion de
probabilidades a la variable aleatoria y el establecimiento de la funcién de
probabilidades.

Es posible que ellas no quieran descontextualizar el problema trabajando con una variable
como la probabilidad, que es algo abstracto, y que en cambio prefieran trabajar con el
numero de trabajadores que tienen un cierto numero de hijos (que son los eventos

compuestos) porque de alguna manera es mas «visible» para ellas.

También se presenta un choque entre la aceptacion de que la matematica sirve para
representar la realidad. Ellas piensan que las representaciones matemadticas no tienen
porqué estar tan de acuerdo con la realidad sobre todo en este contexto discreto. Incluso no
encuentran contradiccion por considerar en la variable independiente niimeros decimales
(para el nimero de hijos) que no tienen sentido en el contexto del problema, pero que esta
de acuerdo con el contrato didactico establecido en lo referido a las graficas funcionales.
Llegan a mencionar que la grafica de una funcidon seria la misma para variables
independientes discretas o continuas. Igual les ocurre al interpretar el dominio de la

funcién, donde unen con lineas los valores puntuales en la grafica, aunque no puedan
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calcular la probabilidad para un numero fraccionario de hijos. El dominio también lo ven
limitado a los datos dados en el problema, sin considerar que el contexto matematico de la

funcién de probabilidad da valor de probabilidad cero al numero de hijos mayor de 9.

4.3 Lanocion de variable aleatoria

Aqui trataremos de explorar los tres momentos mas importantes del papel que juega la
variable aleatoria en la construccion del modelo de distribuciéon de probabilidad: su
concepcidn propiamente como funcidn, la variable aleatoria como numero vinculado a una
probabilidad y como variable independiente dentro de la funcién de distribucion. En el

analisis contemplaremos estas mismas tres variables que manejamos en el disefo.

¢COmo usa el estudiante la variable aleatoria
(y su relacion con la probabilidad) para
establecer la funcidn de distribucion?

Situacion problema

¢Establece esta\el estudiante esta
pregunta? ¢La nelaciona con la
variable algatoria?

Funcioén de distribucion

¢Percibe el egtudiante la variable
aleatoria comavariable independiente
ipn de probabilidad?

Variable aleatoria
como regla de
correspondencia

Valores numéricos
asociados a la
variable aleatoria

Pregunta
de interés

Figura 8. Descripcion del objeto de andlisis ‘La variable aleatoria’

Las variables dentro de este apartado se describen mas detalladamente en la tabla 5.3 y son:

% Manejo de la variable aleatoria en la situacion problema. Lo relacionamos con el
vinculo que se establece entre los valores que adopta la variable aleatoria con una
probabilidad asociada en el contexto del problema y que por lo tanto, estara
vinculado con la forma en que el estudiante maneje la probabilidad y la variable
aleatoria para encontrar la solucién del problema.

% La variable aleatoria como funcion. Nos interesa profundizar sobre la forma en que
el estudiante maneja la variable aleatoria como funcion vista como una regla de
correspondencia y como un numero vinculado al espacio muestral en la situacion
problema.
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X/

% La variable aleatoria y la funcion de probabilidad. Buscamos observar la

interpretacion del estudiante de la variable independiente en de la funcion de
probabilidad.

Tabla 10. Variables de observacion asociadas a La nocion de variable aleatoria

Variables de observacion Desglose

La variable aleatoria en la situacion problema | La variable aleatoria en el proceso de solucion del
problema

La variable aleatoria en la recomendacion

Dificultades asociadas

La variable aleatoria como funcion Vinculacion de la pregunta de interés con la variable
aleatoria

Relacion de los eventos del espacio muestral con una
variable numérica.

Interpretacion de la variable aleatoria vinculada con
la situacion problema

Dificultades asociadas

La variable aleatoria y su distribucion de La relacion de dependencia entre la variable aleatoria
probabilidad. y la probabilidad

Asociacion de los valores de probabilidad puntual
con los valores de la variable aleatoria

Asociacion de los valores de la probabilidad
acumulada con los valores de la variable aleatoria

Vinculacién entre la variable aleatoria y la
aleatoriedad

Dificultades asociadas

Lenguaje Dificultades, ambigiiedades, equivocos y

nomenclatura al referirse a:

e La variable aleatoria

e Las relaciones entre la variable aleatoria y la
probabilidad

o Las relaciones entre la variable aleatoria y el azar

4.3.1 Resultados en el objeto ‘La variable aleatoria’

4.3.1.1 Lavariable aleatoria en la situacion problema

En el pasaje 9, ya comentado, ambas alumnas piensan que la mejor solucion a la pregunta
de cuantos boletos comprar seria 5 boletos, basandose en que esto es «lo més probabley,

por tanto hacen uso explicito de la idea de que el nimero de hijos es una variable, al mismo
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tiempo que su interpretacion de la probabilidad asociada indica que son concientes que el

valor de esta variable esta vinculado a la aleatoriedad.

En el pasaje 12, Brenda interpreta la probabilidad para explicar por qué recomiendan el
valor que tiene la mayor probabilidad, de qué manera este valor soluciona el problema y
como ¢ésta se representa en la tabla de datos dada. Interpretar el contexto se le facilita mas

que manejar las frecuencias al sefalar la acumulacion de la mayor parte de los trabajadores.

Brenda: Como ademas, se encuentran mas concentrados los trabajadores en esa parte (sefiala los
renglones de la tabla correspondientes a trabajadores con 3 hijos 0 menos) hay mas
posibilidades de que no vaya a perder tanto porque mas del 50% (de los trabajadores) se juntan
en ese espacio. No podemos asegurarlo pero es mas factible, puede que suceda mas, que salga
mas una de estas personas (sefiala los renglones correspondientes a los trabajadores con 3
hijos 0 menos), es mas facil que del resto porque son mas, son mayoria.

En el pasaje 10 Brenda se comienza a fijar en otras caracteristicas: la probabilidad
acumulada del complemento. Brenda, ahora que Monica esta convencida de comprar 5
boletos, comienza a dudar porque ve cudntos son los trabajadores que a los que podrian no

alcanzarles los boletos.

Brenda: Bueno, yo diria eso, comprar los 5, pero también existe la probabilidad de que no vaya a
completar después.

En el pasaje 10 Brenda relaciona las probabilidades acumuladas con la probabilidad que les
interesa analizar en el problema. Ella introduce las probabilidades acumuladas (aunque usa
también la frecuencia acumulada: «el ndmero de trabajadores hasta aqui») para
argumentar una postura diferente a los 5 boletos. No efectiia las operaciones, s6lo hace

aproximaciones.

Brenda: Aunque bueno, también por decir un margen mas grande seria... bueno mas seguro seria
comprar los 9, porque si te fijas, de aqui hasta aca (sefiala en la tabla la columna de
probabilidades las correspondientes de 0 a 6 hijos) es donde se ocupa la mayor parte, de 0 a 6
es donde se esta ocupando la mayor parte inclusive (se podria tomar) un poco més, ya en la de
7 hijos que es donde llega a 9 (es decir, afiadiria los trabajadores que tienen 7 hijos), o sea, es
donde esta la mayor probabilidad, ésta es muy poquita (sefiala la probabilidad de que se tengan
8 6 9 hijos). Estos dos tienen muy poquita probabilidad y serian 7 més los... que serian... Si te
fijas realmente ya nada mas tendrias un margen de 13 o sea muy pocos.

Como ya notamos en el punto 4.2.2 la interpretacion de la variable aleatoria represent6 un
conflicto que requeria que las estudiantes regresaran constantemente a los eventos
compuestos. Posteriormente, cuando trabajan la funcion de probabilidad y la funciéon de

distribucion, no tienen mayores conflictos en trabajar con los valores de la variable
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aleatoria. Sin embargo, recurren constantemente al manejo del conjunto de trabajadores (a

la frecuencia) para interpretar sus resultados.

4.3.1.2 Lavariable aleatoria como funcion

La actividad no permitié que las estudiantes plantearan la variable aleatoria como regla de
correspondencia puesto que los datos que se les proporcionaban estaban ya referidas a la
variable aleatoria y a la particion del espacio muestral. Ellas tenian solamente que

interpretarlos y manejarlos.

Como ya dijimos, la interpretacion de la variable aleatoria fue exitosa en la medida que
ellas pudieron visualizar bien lo que significaba en el contexto del problema pero eso hizo

que se dificultara un poco la descontextualizacion de los conceptos matematicos.

Al preguntarles por el rango y dominio en la funciéon de probabilidad, en el pasaje 16
asocian las cotas superiores e inferiores del rango y el dominio con los valores mas grandes

y mas pequeiios que pueden tomar las variables al interpretar la grafica.

Profesor: Bueno, la que sigue. Describe el dominio de la variable independiente y el rango de la
variable dependiente.

Monica: Pues de 0 a 9 es el dominio de la independiente y el rango de la dependiente seria de
0.025 a 0.225 (escribe en el pizarrdn [0,9] y [0.025, 0.225]).

El dominio de la funcién de distribucién corresponderia a la imagen de la funciéon variable
aleatoria, de modo que no tendria sentido que la variable aleatoria tomara valores decimales en
su imagen y sin embargo, como ya lo hemos mencionado, las estudiantes incluyen valores
decimales en el dominio.

Se dan cuenta de que los valores de la variable aleatoria mantiene un orden ascendente,
normal, como todos los niimeros, en su tabla y en su grafica, pero dicen que podrian estar
ordenados de otra forma. Por ejemplo que se podria tomar como criterio de orden en la
grafica los valores correspondientes de probabilidad a cada valor de la variable
independiente, de menor a mayor probabilidad o al revés o que incluso los valores de la
variable aleatoria podrian haberse ordenado de manera descendente. Argumentan, sin
embargo, que el contexto no tiene nada que ver con eso, los valores de la variable ‘ntimero
de hijos’ se presentaran aleatoriamente en caso de efectuar varias veces el experimento
volviendo a introducir el papel en la tombola (pasaje 20). Se observa, también un buen
manejo de la nocién de aleatoriedad y un salto directo de la variable aleatoria al

experimento sin pasar por los conjuntos de trabajadores, esto es, vinculan el resultado del
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experimento aleatorio con el nimero de hijos directamente, lo que facilita que vinculen

directamente la probabilidad con el nimero de hijos.

Brenda: ... bueno en este caso si va asi seguido (se refiere a los valores de la variable aleatoria),
pero a lo mejor hay casos en que no habia nadie con 6 hijos entonces la variable ya no tendria
que ser toda seguida.

Monica: Pues obviamente si se pueden ordenar siempre las variables (se refiere a los valores que
puede tomar la variable), asi de menor a mayor y de mayor a menor también (sefiala los
valores de la probabilidad), pero eso no significa que de mayor a menor van a ir creciendo o
van a ir disminuyendo igual (Si se repite muchas veces el experimento aleatorio), o sea, el que
aqui sea de menor a mayor (e refiere a las valores de la variable aleatoria en la grafica), el
que estén ordenadas, no significa que también estén creciendo uniformemente (Se refiere al
efectuar varias veces el experimento).

No creen en una necesidad del orden en la variable independiente de la funcion de
distribucion. Mas bien ven a los nimeros como etiquetas. Ordenan de menor a mayor

porque asi siempre lo han hecho en sus cursos de matematicas.

En el pasaje 21 hay un momento en el que Moénica describe las relaciones que se establecen
entre las variables que podemos obtener a partir de este problema para determinar la
variable aleatoria. Menciona la regla de correspondencia y el proceso que se lleva a cabo
para obtenerla, pero no es consciente de la naturaleza del concepto matematico que esta
manejando, sélo es una descripcion de lo que pasa cuando se efectiia el proceso aleatorio.

Ella utiliza un razonamiento regresivo (Polya, 1965).

Brenda: No, porque adentro de la tombola estan los trabajadores. Es que se supone que del
numero de hijos... por decir...;cémo lo explicaré?

Monica: O sea no esta el numero de hijos, de que uno, dos, sino que estd un trabajador y ti, a ver
cuantos hijos tienes. No pues que dos. Esta implicito adentro del trabajador.

Brenda: Si, andale. O sea no hay papelitos que digan uno, dos, tres, ...

Mobnica: No, sino que sale, Juan Ramirez y ta, a ver, cuantos hijos tienes, no pues que tres, a
corresponde a... (sefiala el eje de las ordenadas en la gréfica) y ya.

Brenda: O sea que dentro de los papelitos que estan en la tombola, estan las posibilidades o sea
estos (sefiala la escala del eje de las abscisas).

Se dan cuenta que el fendmeno aleatorio esta relacionado con el nimero de trabajadores y
que la situacion problema es la que condiciona qué pregunta se le haria al trabajador, de
modo que la particion del espacio muestral (la caracteristica de interés) estd condicionada
por el objetivo del problema. Esto no logran establecerlo de manera mas sistemadtica. Ellas
se dan cuenta en este problema, pero no se puede garantizar que se efectlie de manera

apropiada la descontextualizacion de la regla de correspondencia de la variable aleatoria.
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4.3.1.3 Lavariable aleatoria y su distribucion de probabilidad

Ellas dicen que el dominio de la variable aleatoria es 0 a 9 y el rango de la probabilidad
seria de 0.025 a 0.225 (escriben en el pizarron [0,9] y [0.025, 0.225]). A pesar de que
anteriormente habian mencionado la probabilidad 0, a la hora de definir el dominio y el
rango no lo toman en cuenta, tampoco mencionan la posibilidad de que haya 10 o mas
hijos. Para ellas la funcion de distribucion comienza en 0 y acaba en 9 (pasaje 16). No lo
hacen con fines de extender la probabilidad de la funcién de distribucién, sino porque
piensan que en el &mbito matematico todas las graficas de las funciones son contintias. La

continuidad estd incluida en su concepcion de grafica. Esto se observa en el pasaje 16.

Brenda: Bueno es que si es cierto, se supone que nada mas serian los que te estin dando. Las
coordenadas que te estd dando la grafica unicamente son estos (sefiala los puntos de la gréafica)
no son mitades ni nada de eso, solo los enteros.

Mobnica: Entonces para qué es la grafica si vamos a dejar los puntos asi aislados.

Brenda: Si, pero es que realmente no puedes sacar la probabilidad de 0.5.

Mobnica: Si, no puedes tener 8.5 hijos, es lo que yo digo.

Brenda: Pero por ejemplo, o sea, o sea, la grafica si estd abarcando todo, si esta abarcando todo
este espacio.

Investigadora: ;Entonces estan de acuerdo en que ese es el dominio?

Ambeas: Si.

En el pasaje 18 las diferencias inmediatas que ambas estudiantes encuentran entre las
variables manejadas en la funcion de probabilidad y otras variables independientes con las
que ellas han trabajado radican principalmente en la rareza de los datos discretos y en que

es muy restringido el intervalo de valores que puede tomar la variable independiente.

Profesor: ;Qué diferencia encuentras entre la variable independiente de esta funcion de
probabilidad y las variables independientes de las otras matematicas que ti conoces, por
ejemplo del algebra y del calculo?

Mobnica: Qué es limitada.

Profesor: Supongamos que tiene un sentido «mdas hijos» indefinida, aun asi jHay mas
caracteristicas? (Es la inica caracteristica que ustedes encuentran entre esta funcion y las otras
variables independientes de algebra y calculo?

Monica: Lo de los decimales.

También se observa que vinculan la nocidén de funcidon con el manejo de un contexto
algebraico, de manera que lo ven como otra diferencia entre las funciones que han
trabajado en anteriores cursos de matematicas y el contexto de esta actividad. En el pasaje
19 mencionan que una diferencia importante entre este modelo que estan trabajando y los
que han trabajado en sus cursos de matemadticas es que no pueden obtener la ecuacion a

través de la cual se relacione la variable dependiente con la independiente. Esto lo
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relacionan con la exactitud de la variable dependiente, es decir, a partir de la variable
dependiente no pueden obtener (en el sentido de calcular) la dependiente de manera exacta

(porque solo puede ser obtenida a partir de la tabla o de la grafica).

Profesor: Qué mas, piensen ;Habrd alguna caracteristica mas que distinga esta variable de las
otras que trabajan en matematicas?

Brenda: Normalmente en algebra manejamos ecuaciones. Todas las graficas se manejan por
ecuaciones, todos los valores de "y’ se van a dar por la ecuacion. Aqui los valores de y también
se dan segun una ‘x’, pero no tienen una ecuacion, son asi como... aleatorios. No llevan un
patron asi seguido.

En los pasajes 21 y 22 también se observa esta tendencia a querer interpretar una funcion a

través de una ecuacion.

Mobnica: Las otras son constantes, continuas, se espera que sigan y que vayan, en cambio esta no
sabes, no puedes predecir algo.

Expresan que aunque si podrian sacar una ecuacion, no tendria sentido en el contexto del
problema (pasaje 19). Vinculan un «patrén» de comportamiento con obtener la ecuacion y
piensan que no lo tienen y por eso no pueden tener una ecuacion. Relacionan esa carencia
de patrén con un comportamiento aleatorio, pero vinculan ese comportamiento aleatorio a
la variable dependiente (es decir a la probabilidad) porque ella es la que no pueden calcular.
Estan pensando en obtener la variable dependiente (probabilidad) a partir de la variable

independiente (nimero de hijos).

Brenda: Bueno mas que la variable independiente diferente, como que es la variable dependiente
la diferente, porque no podemos establecer cual sera la dependiente (se refieren al valor que
tomaria esa variable). A diferencia del algebra, con la independiente podias sacar la
dependiente exactamente y en este caso no, son datos que te estan dando y ti no puedes... es
muy aleatorio, es mas dificil que con algebra. Con algebra tu podias sacar ‘y’ con la ecuacion y
aqui no.

Ellas vinculan mas la incertidumbre con la probabilidad mas que con la variable aleatoria.
Interpretan esa «aleatoriedad» con el no tener una ecuacion para poder calcular la ‘y’
(probabilidad). Los valores de la variable aleatoria para ellas son nimeros que se deberia
poder sustituir en una ecuacion para obtener el valor de la probabilidad. En el pasaje 21

vuelven a retomar esto.

Mobnica: Yo también estoy de acuerdo con ella en que la que varia es la variable dependiente.
Varia de forma inconstante o impredecible.

Investigadora: Pero ;por qué impredecible?

Brenda: Si, porque este valor no es algo que esté dado por una...

Monica: Funcion.
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Brenda: Si, por una funcion, por una ecuacion, sino que porque son datos que asi se dan o sea que,
que pueden ser mas o que pueden ser menos, que nos estan determinados por algo sino por las
circunstancias, por el azar yo creo.

En el pasaje 20, ellas mencionaron que los valores de la variable aleatoria no tienen que
presentarse de manera continua en caso de realizar varias veces el experimento, ya que no
pueden saber en realidad en que orden se presentard y que ain cuando puedan realizar el
experimento varias veces, en un nuevo experimento no sabran qué niumero de hijos tendra

el trabajador que gane.

Profesor: Entonces ;habra orden de aparicion en el nimero que salga de la tombola?
Brenda: O sea de que primero saque uno y salga uno, después vuelva a sacar y salga dos y asi,
pues no, no lo hay.

Sin embargo en el pasaje 21 no vinculan, de manera explicita, el nimero de hijos con la
aleatoriedad, o con la intervencion del azar. Ni tampoco esa incertidumbre les cuestiona
que en el eje de las abscisas ellas colocaron los valores que puede tomar la variable
aleatoria en forma ordenada. Cuando ellas mencionan la palabra «aleatorio» o «azaroso» se

refieren al valor que tomar4 la probabilidad.

En otro momento de ese mismo pasaje aseguran que los valores de la variable aleatoria

serian no predecibles s6lo si la probabilidad de que tome ese valor fuera cero:

Monica: ... a lo mejor hay casos en que no habria nadie con 6 hijos, entonces la variable (se refiere
a los valores de la variable aleatoria) ya no tendria que ser toda seguida.

como si en tal situacion este valor se tuviera que quitar del eje de las abscisas, puesto que
no hay nadie que tenga ese nimero de hijos. Esta misma idea vuelve a aparecer en el pasaje
22 cuando intentan dar un nombre a las variables independientes de este tipo y Monica

sugiere llamarla «impredecible.

Brenda: No, la impredecible es y.

Monica: No, pero también es X.

Investigadora: ;Por qué esta también es impredecible?

Mobnica: No, inexacta... jPorque! Por... porque a lo mejor podemos quitar el dos, a 1o mejor no
hay familias con dos hijos.... Incontrolable, no.

Es decir, vuelven a vincular lo impredecible del valor de la variable aleatoria en el sorteo
con la probabilidad. En estos casos con la probabilidad cero que haria que no supieran

cuales son los valores que pueden poner en el eje de las abscisas.

La idea relacionar la aleatoriedad con una incapacidad de calculo las induce a utilizar una

nocion erronea de aleatoriedad porque aunque ellas pudieran calcular todos los valores de
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probabilidad a través de una ecuacion, eso no haria que supieran cual es el trabajador que

saldria seleccionado. Esta idea la argumentan varias veces a lo largo del pasaje 21.

Relacionan los datos «humanos» (es decir, los obtenidos a través de la experiencia) con la
inexactitud de la funcidon que estan manejando. Piensan que no es posible modelar los datos
que tienen a través de una ecuacion porque son datos obtenidos a través de la experiencia y
no de una ecuacion. Estan manifestando una creencia en que las ecuaciones no se obtienen
a partir de «datos reales» y precisamente por eso creen no posible obtener una a partir de

los datos que estdn manejando.

Monica: Aunque si se observa (sefiala la grafica de la funcion de probabilidad) que primero crece
y luego ya disminuye, disminuye y como son hijos y como somos humanos son funciones mas o
menos, o sea va a ir disminuye y disminuye hasta que llegue a 12 y ya. En ese caso pero por
ejemplo mas datos humanos como... nimero de personas divorciadas o cuantos se han casado,
ahi no seria viable sacar una ecuacion porque no te iba a decir nada.

Brenda: Bueno en realidad si puedes sacar una ecuacion, pero eso no te daria... no seria muy
exacto. Esa es la diferencia, que no te pueden dar datos exactos.

Esta interpretacion da pie a pensar que las estudiantes no estan pensando Uinicamente en la
situacion planteada sino en una generalizacion para cualquier situacion. Ellas piensan que
una ecuacion no debe servir para un caso sino para muchos (en este contexto para muchas
fabricas), de manera que les causa conflicto pensar que no pueden determinar cuantos
trabajadores tendrian un cierto nimero de hijos (y por lo tanto la probabilidad) en todas las
fabricas con una ecuacion porque eso seria algo muy particular de cada fabrica. Creen que
una ecuacion de namero de hijos y probabilidad tendria que ser mas general. En el pasaje

21 esto se observa con mas claridad.

Mobnica: Yo también estoy de acuerdo con ella en que la que varia es la variable dependiente.
Varia de forma inconstante o impredecible.

Investigadora: Pero ;por qué impredecible?

Brenda: Si, porque este valor no es algo que esté dado por una...

Monica: Funcion.

Brenda: Si, por una funcion, por una ecuacion, sino que porque son datos que asi se dan o sea que,
que pueden ser mas o que pueden ser menos, que nos estan determinados por algo sino por las
circunstancias, por el azar yo creo.

Mobnica: Aja, porque pueden estar determinados por diferentes factores por ejemplo, esa poblacion
puede haber tenido tres hijos porque se localizaba en México o en Estados Unidos en donde la
mayoria de las personas tienen tres hijos, pero en poblaciones de otros lugares donde el numero
de hijos crece por persona, la grafica ya no iba a ser igual. En cambio si hablamos de dinero,
bueno, no tanto de dinero sino de otro tipo de cosas como habiamos visto anteriormente, si se
espera algo, pero aqui el nimero de hijos... En este tipo de graficas en donde estan midiendo el
azar, no podemos saber cuando va a bajar y cuando va a subir, no tiene un comportamiento
predestinado.
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Ademas, se observa una vinculacién entre una ecuacion y la prediccion, por eso para ellas
la incapacidad de célculo esta vinculada con la incertidumbre (no saben qué pasard en otras
circunstancias). En otras fabricas el valor del nimero de hijos (1, 2, 3,... 9) seria el mismo a
menos que la probabilidad de tener un cierto numero de hijos fuera cero, en cambio los
valores exactos de la probabilidad cambiarian. Ya no serian 0.025, 0.035, 0.045,... 0.225
sino otros que dependerian de la educacion del trabajador, de sus condiciones de salud, etc,
es decir, de las circunstancias de la fabrica. Vinculan las ecuaciones con poder

predeterminar resultados sin necesidad de adentrarse a la situacion.

4.3.1.4 Dificultades con el lenguaje

En el pasaje 15 el nombre de las variables que proponen son las utilizadas comunmente en
los cursos de matemadticas, ‘x’ y ‘y’. Inicialmente, al mencionar notacion funcional, Brenda
relaciona la respuesta con una ecuacion o con una expresion algebraica. Se pregunta si una
funcion so6lo esta definida a través de una ecuacion. Los profesores aprovechan para
explorar sus concepciones de funcidon, pero ellas no se muestran muy seguras de sus
conocimientos al respecto. En un momento de ese didlogo, Brenda se da cuenta que no
necesitan saber la ecuacion para responder lo que se les estd preguntando, asi que se

olvidan un poco de eso y se concentran en contestar la pregunta.

Profesor: Representa con una letra la variable dependiente y con otra la variable independiente.
Monica: ‘x’ y ‘y’ (las escribe en la grafica que esta en el pizarrén). Ya.

Brenda: (dirigiéndose a Monica) ;A qué se refiere con notacion funcional? juna ecuacion?

Dudan..

Mobnica: jFunciones!, F de x, f de...

Profesor: ¢Seria posible eso (se refiere a la gréfica que esta en el pizarron) escribirlo en notacion
de funciones? ;qué es una funcion? Esa grafica, suponiendo que fuera continua, ;seria una
funcion?

Monica: Si.

Profesor: ;Por qué?

Monica: Pues como todas (se refiere a los valores involucrados) se corresponden, por ejemplo f
de 3 que corresponde a 0.225, ;no? Escribe en el pizarron (F(3) = 0.225)

Profesor: ;Qué dice Brenda?

Brenda: Pero lo que pide es poner... ;cémo es la ecuacion?

Investigadora: ;Una funcioén nada mas se expresa en forma de ecuacion?

Brenda: No.

Investigadora: ;De qué otra forma?

Mobnica: Por ejemplo. No, una funcién no necesariamente tiene que ser una ecuacion, por ejemplo
esta podria ser una funcion (escribe F(x) = 3x), siendo que no es una ecuacion.

Profesor: Pero esa seria una expresion algebraica, ;jpuede algo que no sea una expresion
algebraica, una grafica o una tabla, ser funcion? ;tiene a fuerzas que ser una féormula?

Mobnica: La tabla o la grafica es la representacion de una funcion.
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Brenda estd especialmente preocupada por contestar las preguntas de acuerdo a las
instrucciones planteadas, asi, cuando se le pide escribir en notacioén funcional, no estara de
acuerdo con la solucion planteada por Moénica porque no esta utilizando los nombres de las
variables que originalmente les dieron. Después se dan cuenta que estan utilizando
diferentes nombres para la misma variable, F(X) y ‘y’, optan por dejarle s6lo F(X) porque
consideran que con esa letra (F) harian notar que es una funcion. La notacion funcional la
utilizan bien, incluso mecdnicamente. Recurren al lenguaje hablado para después usar el
lenguaje escrito. Monica deja ver que su concepcion de funcidon estd vinculada con esta
notacion. Hasta aqui nos quedan ambiguos sus conocimientos acerca del concepto de
funcion porque en realidad no lo necesitan para contestar las preguntas o para relacionarse

con el problema.

En el pasaje 14 colocan de manera correcta las variables dependiente e independiente,
probabilidad y nimero de hijos en la grafica de la funcion de distribucion, aunque
espontaneamente hay un titubeo, una tendencia a coger de nuevo el numero de hijos como
la wvariable dependiente. Utilizan los valores decimales de la probabilidad, no los
fraccionarios. No prevén los valores posibles de su variable dependiente para hacer su
escala de una forma maés visual, de manera que todo les queda amontonado en la parte de

abajo. Unen los puntos por lineas.

Ménica hace unos ejes cartesianos en el pizarrén. En su sistema coordenado so6lo incluyen el
primer cuadrante.

Brenda: Aqui seria el nimero de hijos (sefiala el eje de las abscisas).

Maénica etiqueta los ejes: nimero de hijos y nimero de trabajadores.

Brenda: No, pero entonces ahi seria la probabilidad (se refiere al nombre de la variable
dependiente).

Brenda: Aqui (sefiala el eje de las abscisas) seria, uno, dos,... asi hasta nueve.

Monica pone la escala en el eje de las abscisas.

Brenda: Luego para arriba, ;de qué la empezamos? ;de 0.1, no?

Brenda: Bueno, seria de cero hasta uno y luego ya seria irle poniendo las probabilidades. A ver,
dividelo...

Asi mismo se presentan otros problemas vinculados con el lenguaje. Por ejemplo ellas no
ven la necesidad de expresar en la grafica mas fielmente el problema. Como si el lenguaje
matematico no tuviera porqué expresar una situacion en contexto. Muy probablemente se
debe a que en el momento que hicieron el analisis ellas sabian perfectamente la vinculacion

entre el problema y la matematica. No vieron la necesidad de ser mas fieles a la situacion,
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de modo que la grafica no resulta ser algo que les sirva para representar la situacion

problema (pasaje 16).

Un problema mas es que ellas prefieren llamar probabilidad al nimero de trabajadores. Es

posible que solo lo usen para referirse de manera mas facil y ubicarse en el contexto del

problema, aunque también puede deberse a que no ven esa necesidad de la matematica (es

decir, de pasar a la probabilidad formal). Esto se observa en diversos pasajes, pero

principalmente en el 4.

4.3.2 Analisis de los resultados obtenidos en el objeto ‘La nocion de variable

aleatoria’

Recopilamos los resultados obtenidos sobre este objeto en la tabla 11 de manera resumida.

Posteriormente se hace una sintesis general de los resultados obtenidos en este objeto.

Tabla 11. Sintesis de los resultados en la nocién de variable aleatoria

Actitud por parte de las

los valores de la variable aleatoria
en el eje de las abscisas, al efectuar

Variable Pasaje . Interpretacion
estudiantes
La variable 9 No cuestionan el uso del nimero de | Usan la variable aleatoria de
aleatoria en la hijos como la variable aleatoria manera natural.
situacion
problema 9y 12 Discuten el numero de hijos mas Usan la moda de la variable
probable como solucion aleatoria como el suceso mas
e robable
Usan la probabilidad acumulada p
para introducir los sucesos «menos | Usan la funcion de distribucion
de tres hijos» para resolver el problema
La variable 16 Asocian las cotas superiores e Consideran que no es necesario
aleatoria como inferiores del rango y el dominio de | indicar que la variable aleatoria no
funcion la funcién de probabilidad con los puede tomar valores decimales en
valores mas grandes y mas el contexto matematico
pequetios de la grafica
20 Consideran que el orden con el que | No se dan cuenta que la variable
acomodan los valores en el eje de aleatoria de alguna manera ya es
las abscisas podria ser cualquiera una abstraccion matematica y que
por lo tanto no podria ir en
cualquier orden
Ven los valores que puede tomar la
variable aleatoria como etiquetas y
Nno como Numeros
20 Dicen que no importa el orden de Interpretan el nimero de hijos

como el resultado del experimento
aleatorio
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el experimento varias veces, no
necesariamente tendra que seguir
ese orden

Asocian aleatoriedad a los valores
de la variable aleatoria

Vinculan la probabilidad con la
variable aleatoria sin pasar por los
eventos compuestos

20 Hacen explicito que el nimero de Identifican la caracteristica de
hijos es lo que caracteriza a un interés como la condicion que
grupo de trabajadores. particiona el espacio muestral
Saben que lo que interesa del Identifican la regla de
trabajador premiado son los hijos correspondencia de la variable
que tiene aleatoria

La variable 16 Incluyen en el dominio y el rango a | Para ellas la funcion de
aleatoria y su los valores decimales. probabilidad estd definida s6lo en
distribucion de . el trozo que grafican
probabilidad No incluyen el cero N ’
En su concepciodn, la grafica de una
funcién siempre es continua
Para ellas no se presenta la
probabilidad cero

18 Una diferencia entre la distribuciéon | Ellas estan acostumbradas a
y otras funciones algebraicas es la trabajar funciones continuas cuyo
rareza de datos discretos y acotados | dominio esta en los reales

19 Otra diferencia que observan en En sus cursos de matematicas han
esta funcion es que no pueden trabajado poco con funciones que
obtener la ecuacion no estén representadas por una

. . ecuacion
Dicen que una ecuacion en este
caso no tendria sentido porque los Una ecuacion es una representacion
datos son «reales» matematica que no se extrae de la
Relacionan los datos reales con la realidad
inexactitud Para ellas lo exacto se obtiene de
una ecuacion

19y21 Como no pueden obtener la Sienten la necesidad de saber el
ecuacion, no pueden calcular la valor de la probabilidad sin recurrir
variable dependiente a partir de la a consultar datos «reales»
independiente, lo que les hace Vinculan la aleatoriedad con una
pensar que la dependiente es . . ,
aleatoria 1ncapac1dad de calculo

(erréneamente)
Deducen que la probabilidad es
aleatoria
20y 21 Mencionan que la probabilidad cero | Concluyen que en otras fabricas los

haria que la variable independiente
fuera aleatoria, porque entonces no
estaria en la grafica

Argumentan que la probabilidad
cambiaria si la fabrica estuviera en
otra ciudad o en otras condiciones y

valores del ntimero de hijos seria el
mismo (a menos que la
probabilidad sea cero), en cambio
los valores exactos de la
probabilidad cambiaria

Vinculan el uso de las ecuaciones
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por eso no se puede predeterminar
el comportamiento de la funcion de
probabilidad a través de una
ecuacion

con la capacidad de prediccion o de
predeterminar (;qué pasaria en
otras circunstancias?)

Lenguaje

1,2y3 Escriben la probabilidad como una | La forma en que escriben la
fraccion. No efectuan la operacion | probabilidad les ayuda a su
hasta que se les pide. interpretacion, como si el signo de
division fuera una forma de escribir
Interpretan correctamente la .
o un razonamiento y no una
probabilidad en el contexto del N T
indicacion de la operacion division
problema
14 Al elaborar la grafica, usan valores | No relacionan la grafica
decimales y unen los puntos con (representacion matematica) con el
lineas, sin visualizar el contexto contexto del problema. La grafica
no la perciben como una forma de
expresar la situacion
15 Nombran ‘x’ a la variable numero Inicialmente usan el lenguaje
de hijos y ‘y’ a la variable comun en algebra para denotar las
probabilidad en la distribucion de variables
robabilidad. Pero cuando se dan . . o
P ., . Vinculan la variable F con indicar
cuenta que es una funcion, cambian ., .,
. que una relacion es una funcion,
el nombre de la variable como si y(x). por cjemplo, no
dependiente de ‘y’ a ‘F(x)’ y(X), por ejemplo,
denotara una funcion
1,2, 6,4, | Llaman namero de trabajadores a la | Es posible que ellas prefieran
7y 14, probabilidad. llamar numero de trabajadores a la

probabilidad porque es mas facil de
contextualizar

La forma en como las estudiantes transitan de un contexto a otro al tratar de profundizar

sobre el contexto matematico empleado en la solucion del problema (a partir de las

preguntas establecidas en el protocolo), nos hace proponer un modelo de construccion de la

funcién de la probabilidad a partir de la situacion problema a partir de la modelacién desde

la perspectiva de Heitele (1975). Este modelo tiene dos estratos de modelacioén en los que

los valores de la variable aleatoria juegan dos papeles diferentes. Esto constituyé una

dificultad cognitiva. Los dos estratos son:

++ la vinculacion de los eventos elementales con los valores de la variable aleatoria (la
aplicacion de la variable aleatoria como funcion)
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¢ la asignacion de un valor de probabilidad a cada valor de la variable aleatoria (la
construccion de la funcion de probabilidad)’

En el primer estrato, los valores de la variable aleatoria son un «modelo matematico». Son
el resultado de la aplicacion de la variable aleatoria sobre el espacio muestral, que
constituiria la «realidad». En el segundo estrato los valores de la variable aleatoria es lo que
vincula al modelo matematico (la funcién de probabilidad) con la realidad, es decir, los

valores de la variable aleatoria son vinculados directamente con el experimento aleatorio.

En el momento que las alumnas vinculan los valores de la variable aleatoria con la
probabilidad, también trabajan con los valores de la variable aleatoria como si ellos fuera el
resultado del experimento aleatorio. Eso les da una facilidad de interpretacion y nos indica
que han logrado dar un paso hacia la descontextualizacion de la relacion entre la
probabilidad y la variable aleatoria (figura 7). Pero cuando ellas aseguran que los valores de
la variable aleatoria podrian estar en cualquier orden en la recta numérica no les estan
dando atributos de nimeros reales, sino que solo los estan tomando como etiquetas. La
razén que argumentan (les atribuyen la aleatoriedad del proceso), indica que los estan

interpretando como su «realidady.

Asi, el doble papel que juegan los valores de la variable aleatoria (como resultado de la
aplicacion de la regla de correspondencia y como argumento de la funcion de distribucion)
las confunde porque en el primer momento son el «modelo matematico» de la aplicacion de
la variable aleatoria, pero en el segundo momento son su «realidad» en la funcion de
distribucion. Esto significaria que en el momento en que las estudiantes toman los valores
de la variable aleatoria como el resultado del experimento aleatorio (un experimento
aleatorio redefinido), nuevamente estan pensando en eventos, no en numeros (reales) y por
lo tanto la relacion que establecen entre la probabilidad y los valores de la variable aleatoria
sigue siendo una funcion entre la probabilidad y sus eventos y no una funciéon vinculada
con una variable numérica. Este paso implica la redefinicion del experimento aleatorio en

donde los resultados serian numéricos (el nimero de hijos).

7 El proceso de construccién de la funcion de probabilidad seguido en este segundo estrato es bastante
complejo. No es inmediato. Ya lo hemos descrito y discutido en la seccion 4.2.2. Podria pensarse que el
primer estrato también encierra una complejidad similar, sin embargo no tenemos elementos para afirmarlo.
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Observemos que del proceso de modelacion de la funcion de probabilidad, en este trabajo
pudimos profundizar mas en el segundo estrato porque, como ya mencionamos antes, la
actividad no permitié profundizar en el primero, sin embargo, el doble papel de la variable

aleatoria en los dos estratos de ese proceso permiti6 visualizar el primer estrato.

Consideramos que la idea de adjudicarle aleatoriedad a la probabilidad en la funcion de
distribucion, es parte de otro proceso, consecuencia de sus conocimientos y razonamientos
matematicos exitosos en contextos deterministicos y de la necesidad de hacer uso de la
herramienta matematica deterministica en un contexto aleatorio. Deducimos que tal idea
surge de dos creencias primarias: (1) las ecuaciones no estan vinculadas con datos extraidos
de la realidad y (2) la generalizacion de una ecuacidon es que debe servir en varios

contextos. Esquematizamos este proceso en la figura 9.

No pueden calcular la
La probabilidad es probabilidad a partir de
aleatoria la variable aleatoria
No pueden saber La ecuacion para La ecuacion debe servir en el
qué pasaria en otras | «m—  €Sta fébrlce_‘ notiene L _._._._2 > contexto de varias fabricas
fabricas sentido (Generalizacion)
. T Sus datos dependen de la situacion de la
Tienen datos muy _ .
particulares [ 7> > fabrica y no de una ecuacion
(Son datos reales)

Figura 9. Proceso que siguieron las estudiantes para vincular la aleatoriedad con la
incapacidad de célculo de la probabilidad

En los parrafos siguientes discutiremos dos razonamientos alrededor de esta idea, que

perjudican la descontextualizacion de la funcidon de probabilidad.

Argumentan que la inutilidad de la ecuacion de la funcién de distribucion es porque no
serviria para «predecir» o «predeterminar» el valor de la probabilidad de otras fabricas.
Cosa por demas cierta. Sin embargo su argumento no apunta a una dificultad de encontrar
una ecuacion que satisfaga los datos que tienen sino a una inutilidad de aplicacion de esa
ecuacion en otros contextos. Es posible que si la resolucion del problema lo hubiera
exigido, ellas hubieran determinado la ecuacidon sin preguntarse si serviria en otros

contextos o no, pero como no fue asi, ellas no sienten la necesidad de conocer la ecuacion
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(suponiendo que se pudiera) simplemente como una forma de caracterizar mejor la
situacién planteada, cosa que serviria para generar herramientas teodricas a partir de la
solucion planteada. No vieron utilidad de descontextualizar la herramienta matematica que
emplearon para resolver el problema, muy probablemente porque habian resuelto el

problema sin necesidad de ello.

Por otro lado, interpretamos que cuando adjudican aleatoriedad a la probabilidad estan
pensando en un nivel mas amplio. En realidad estan cambiando el experimento aleatorio de
nuestro problema por la seleccion de una fabrica al azar y nuestra caracteristica de interés
por observar la distribucion de la proporcion de trabajadores que tienen un mismo numero

de hijos. En tal caso, esa distribucion de la proporcion de trabajadores seria aleatoria.

Observemos que la proporcion (de trabajadores que tienen un mismo ndmero de hijos) y la
probabilidad (de que un trabajador seleccionado al azar tenga un determinado nimero de
hijos) tendrian el mismo valor numérico para un cierto nimero de hijos para cada fabrica
del espacio muestral. De hecho las representaciones graficas de sus funciones tendrian la
misma forma en una misma fabrica. S6lo que la proporcidon no estd vinculada con un

experimento aleatorio y la probabilidad si.

En su nuevo experimento aleatorio, la distribucion de la proporcion (de trabajadores que
tienen un mismo namero de hijos) de nuestra fabrica seria sélo la distribuciéon de una
muestra de una fabrica del total de fabricas. Es decir, s6lo un dato de la funcion de
probabilidad de las proporciones (de trabajadores que tienen un mismo numero de hijos) y
por lo tanto ésta ultima seria una distribucion muestral. De esa forma, el tener exactamente
la distribucion de proporciones de nuestra fabrica en otra fabrica entre un montén de

fabricas seria algo incierto.

Cuando adjudican aleatoriedad a la probabilidad en la funcion de probabilidad en realidad
la estan pensando como la distribucion de proporciones de la fabrica y por lo tanto la
funcién pierde su relacion con el fendmeno aleatorio que nos interesa y se vuelve
determinista. Esta idea, que seria deseable en la construccion de la nocion de distribucion
muestral, en nuestro tenor resulta un intento infructuoso por tratar de descontextualizar de
la funcion de probabilidad, que desemboca en relacionar la aleatoriedad con una

incapacidad de calculo.
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Desde la posicion del estudio del aprendizaje de distribuciones muestrales, resulta
interesante como la idea de que la proporcion, aunque ellas le llamaban probabilidad, (de
trabajadores que tienen un mismo nimero de hijos) es aleatoria en este estudio surgi6 a
partir de ideas deterministas: que una ecuacion debe servir en muchos contextos y de que la
distribucion de proporciones (para ellas funcion de probabilidad) estuviera definida por

datos «realesy.

Por ultimo, creemos que las dificultades vinculadas al lenguaje estan vinculadas a la
dificultad que tienen para expresarse en lenguaje matematico, asi de alguna manera, la
grafica la ven como un ente que no tiene porqué estar relacionado con el contexto del
problema, es algo matematico que como que vive en si mismo y no con un fin, digamos,
practico. Lo mismo ocurre con la probabilidad que ellas prefieren mantener como un
cociente, porque eso les da facilidad de interpretacion o que prefieren llamarlo «nimero de

trabajadores» porque ellas se entienden mas si vinculan con el contexto.

4.4 Lasoluciéon del problema

En este apartado se analizara qué hicieron las estudiantes para resolver el problema. En
particular, nos referimos a las estrategias y rutas de solucion que siguieron, cudles fueron
las principales dificultades con las que se encontraron, a la simbologia y al lenguaje
utilizados al resolver el problema y a qué nociones matematicas y relacionadas con la
variable aleatoria recurrieron. Puesto que las estrategias exigen razonamientos que se
discuten en pasajes muy largos de la entrevista, no incluimos pasajes en nuestro analisis,

sino remitimos al anexo 4 para su lectura.

4.4.1 Resultados en el objeto ‘La solucion del problema’

En el pasaje 8 se observa que la solucion inmediata es determinista. Desvinculan la
decision de comprar el nimero de boletos con el sorteo. Quieren que su recomendacion a la
empresa sea exacta. Se les dificulta un poco aceptar dar una recomendacion en donde hay
incertidumbre y que su respuesta pueda ser a lo mas probable. En esta soluciéon no usan los

datos de la tabla, ni los datos que tienen, sOlo expresan que s6lo comprarian dos y
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esperarian el resultado de la rifa para comprar los que hagan falta. Esta postura es defendida

principalmente por Monica.

En el pasaje 9 Brenda dice que ella compraria 5 boletos y argumenta que es el valor mas
probable (puesto que 3 es la moda de la distribucion de probabilidad y afiade dos boletos
para los papas de los nifios). Moénica insiste en comprar solo 2 para no hacer perder a la
empresa, sin embargo cambia de opinidn con un supuesto que antes no habian utilizado: los
boletos tienen que comprarse por anticipado. El profesor es el que tiene que imponer ese
supuesto, no son ellas las que excluyen la posibilidad de comprar boletos después de la rifa,
pero es Monica la que se da cuenta que necesita conocer ese dato extra del que no se habla
implicitamente en el problema, necesita saber si se podran comprar mas boletos una vez

que se efectue la rifa.

Mobnica: Si, hay mucha probabilidad. Pero y si te salen por ejemplo estas (sefiala los trabajadores
con menos de tres hijos). Ah profe, es que eso es lo que le preguntaba; lo que yo le estoy
preguntando es muy importante porque, en caso de que yo compre dos me van a faltar, pero si
tengo que comprar los exactos que lo menos pierda o puedo comprar ya después boletos.

Profesor: Ya no, después ya no.

Monica queda convencida de que se deben comprar 5 boletos porque es la solucion mas
probable. Al parecer hay un acuerdo entre ambas. Pero en el pasaje 10 hay un cambio de
opiniéon de Brenda, ahora ella duda porque comienza a hacer uso de la funcion de
distribucion de probabilidad (en la tabla que tiene escrita en el pizarrén). Lo primero que
expresa es su preocupacion por los trabajadores que «no vaya a completar despuésy. Ella
comienza a ver otras caracteristicas a partir de la interpretacion de la funcién de

distribucion, como el complemento de la probabilidad acumulada.

En este pasaje se observa como ambas estudiantes se posicionan en el problema, se
apropian de ¢l. Se entabla una discusion en que Brenda, para argumentar la compra de 5
boletos, usa de manera intuitiva tanto la probabilidad como la frecuencia acumulada, pero
con mayor incidencia la frecuencia acumulada («el nimero de trabajadores hasta aqui»).
Monica en un principio usa la moda (como el valor mas probable, «el que menos falla») y
después el argumento de que se debe gastar lo menos posible, que no habian mencionado
ninguna de las dos, pero que, probablemente, es lo que haya impulsado a Monica
anteriormente a su solucion inicial inmediata de comprar sé6lo dos boletos. En contraste con

el argumento de gastar menos, surge otra solucion obvia posible que se descarta de

105



Capitulo 4

inmediato: comprar 11 boletos para no introducir riesgo alguno («si yo quiero que nadie se
guede sin boletos, pues entonces de una vez compran los... 11...de una vez para ya no
errarle»). Monica presta menos atencion al argumento dado por el uso de la probabilidad (o
de frecuencia) acumulada que a la preocupacién de Brenda porque a la familia premiada
tenga mas miembros que los boletos que recibirdn. Hay un pequefio debate entre los
argumentos generados por los usos de probabilidad acumulada y de la moda y entre el
argumento de dejar a los trabajadores sin boletos y de gastar 1o menos posible. La discusion
es desigual porque no usan la misma herramienta matematica, sino cada quien la suya
(Moénica la moda, Brenda la probabilidad acumulada y la mediana). El profesor les pide que
escriban el calculo de la probabilidad acumulada (Brenda solo habia estado haciendo
calculos mentales aproximados) y se rompe la discusion entre ambas porque interpretan la
intervencion del profesor como una guia velada sobre lo que espera de ellas. No vuelven a
utilizar a la moda como argumento. De manera natural ellas no deciden calcular la
probabilidad acumulada aunque la usan, lo mismo pasa con la probabilidad del
complemento, que de hecho, finalmente, no calculan. En los argumentos utilizados por

Brenda en esta parte también hay una referencia a la mediana de la distribucion.

En el pasaje 11, ahora Moénica también usa la probabilidad acumulada para argumentar
cuantos boletos comprarian «sSi tienes cubierto todo esto». Dudan y no se convencen
mutuamente. Ahora si, una vez puestas en la misma herramienta matematica, se observa
claramente la posicion de cada una de las dos: Una, Moénica, argumenta que se debe ahorrar
lo mas posible (viendo la empresa) y la otra, Brenda, se enfoca a las posibilidades de que el
nimero de boletos no alcance (tratando de ponerse del lado del trabajador). No pueden
desligarse de su posicidon con respecto al contexto. Argumentan que hay una decision que
depende de la ética, que no tiene nada que ver con matematicas y se quejan con el profesor

de que el problema esté planteado asi.

Aparentemente hay un acuerdo entre ambas, que implica también una aceptacion de la
aleatoriedad de la situacion y aceptar un riesgo de ambas partes, de la empresa y de los

trabajadores.

Brenda: En todo caso si se esta buscando que no vaya a gastar de mas y si alcanzan bueno y si no,
no, pues yo estaria por 4 hijos.
Monica: Aja, yo también y si no alcanzan pues ya ni modo.
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Ante la respuesta de comprar 6 boletos (4 para los hijos y dos para los padres), nuevamente

el profesor interviene. Les dice que la recomendacion tiene que estar en lo minimo que se

pueda gastar. De esa forma ambas llegan a un consenso: comprarian 5 boletos con una

probabilidad de 0.58 de que los boletos les alcancen exactamente o sobren. Sin embargo

esta respuesta esta condicionada por la intervencién del profesor que, a diferencia de la

primera, ellas no la habian solicitado.

4.4.2 Analisis de los resultados obtenidos en el objeto ‘La solucion del

problema’

Las estudiantes proporcionan diferentes soluciones utilizando diferentes herramientas y

bajo distintos argumentos, también van incorporando supuestos a medida que descartan

soluciones y se apropian del problema.

Tabla 12. Sintesis de las soluciones proporcionadas por las alumnas

- . Motivo que las hace
Solucién Argumento Herramientas descartar la solucion
2 boletos La empresa debe perder lo | No usan los datos de la tabla | Cuestionan al profesor sobre
menos posible de probabilidades si es posible comprar boletos
. . después de la rifa. El indica
Solucién determinista
que no
5 boletos Es mas probable que el Usan la moda de la Se preocupan por los
trabajador premiado tenga | distribucion de probabilidad | trabajadores que tienen
3 hijos muchos hijos
11 boletos | Es seguro que le Usan la probabilidad La empresa correria el riesgo
alcanzarian los boletos al acumulada y la nocion de de perder demasiado.
trabador premiado evento seguro Es descartada de inmediato
6 boletos Se busca favorecer a los Hay una interpretacion de la | El profesor interviene
trabajadores pero también | funcién de distribucion a recordando que se debe
que la empresa no gastarte | través del uso de la gastar lo menos posible
de mas probabilidad acumulada y
del complemento de la
probabilidad acumulada
En la discusion aparece el
uso de la mediana de la
funciéon de probabilidad
Hay una aceptacion de la
aleatoriedad como riesgo
5 boletos Se busca favorecer a los Hay una interpretacion de la | Esté es la solucion que ellas
trabajadores pero que la funcioén de distribucion a finalmente proporcionan.
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empresa se arriesgue lo través del uso de la
menos posible. probabilidad acumulada y
del complemento de la
probabilidad acumulada

No queda muy claro si
recurren a lamoda o ala
mediana o a ambas

Hay una aceptacion de la
aleatoriedad como riesgo

Observemos que su segunda solucién de 5 hijos no es igual a su tltima solucion (también
de 5 hijos). En esta tltima ya tenian otro tipo de argumentos y hacian uso de otro tipo de
herramientas estocasticas. Es posible que ellas necesitaran de ese transito entre varias
soluciones para que hicieran uso de esas herramientas y fueran conscientes del riesgo de su

decision.

Asi mismo hay una intervencion del profesor que hace que ellas se sientan seguras de su
soluciéon y que no la cuestionen mas. Muy probablemente si el profesor no hubiera
intervenido, la solucién con la que ellas se hubieran quedado hubiera sido la de comprar 6
boletos que fue su conclusion después de su pequena discusion. De alguna manera fue la
que les hizo sentirse bien con los trabajadores pero que no cumple con las condiciones del
problema (porque en el problema se especifica una minima inversion). Notemos que en
realidad las dos soluciones finales no son muy distintas en cuanto a la argumentacion
matematica que utilizan, la diferencia esta en la utilizacion de un minimo riesgo a la
empresa. El criterio de un minimo riesgo para la empresa, no obstante, sigue estando por

debajo del criterio de favorecer a los trabajadores, que es la respuesta que se esperaba.

La discusion de las estudiantes puso en claro los momentos en que se introducen los
criterios de decision y como se estan poniendo en juego. En la figura 10 se desglosan este

Proceso.

Si el Unico criterio hubiera sido favorecer al trabajador, la decision hubiera sido
determinista, el sorteo no hubiera intervenido en la decisién y por lo tanto no habria
incertidumbre en la compra de boletos. El problema aqui es que al mismo tiempo que se
quiere favorecer al trabajador, también se quiere ahorrar lo méas posible, en el sentido de no
gastar en lo innecesario (no comprar boletos de més). La respuesta de comprar 6 boletos

demuestra que ellas preferian que la empresa gastara mas a dejar a una familia con boletos
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insuficientes. Asi, ellas no usaban la funcion de distribucion acumulada del nimero de hijos
para medir la probabilidad de que la empresa gastara de mads, sino para medir la
probabilidad de que al trabajador ganador le alcancen los boletos. La funcién de

distribucion del numero de hijos podia ser interpretada de esas dos maneras.

Pregunta de interés
(Cuantos boletos comprar?

(Se pueden comprar SS ;orlnlta ran
boletos después de la rifa? oletos
Solucién

determinista

(A quien se debe favorecer,

Ler Cri_te'r'io al trabajador o a la empresa?
de decision
Al trabajador
Se hace fiso de
Distribucién de probabilidad
de que al trabajador premiado
le alcancen los boletos
iari Se compran 11
20 criterio (Se debe gastar lo boletos
de decision menos posible?

Es seguro que al trabajador
premiado le alcancen los
boletos. Solucién determinista.

Se compran 5
boletos

Hay una probabilidad de 0.580 de
que al trabajador premiado le
alcancen los boletos
Hay una probabilidad de 0.420 de
que la empresa no gaste de mas

Figura 10. Ruta de solucion poniendo explicito que se pretende favorecer a los
trabajadores antes que a la empresa
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Sin embargo, en la discusion de las alumnas también surgieron las interpretaciones de que

la empresa no gaste de més y de que al trabajador ganador no le alcancen los boletos

cuando se referian al complemento de la funcion de distribucion (tabla 13). Esta funcion

seria mas importante si cambiamos el orden de los criterios de decision y se quisiera

favorecer a la empresa antes que al trabajador. En tal caso se comprarian 4 boletos. Este

proceso se ilustra en la figura 11.

Pregunta de interés
(Cuantos boletos comprar?

Se compran 2
boletos

(Se pueden comprar
boletos después de la rifa?

Solucién
determinista

ler criterio
de decision

(A quien se debe favorecer,
al trabajador o a la empresa?

A la empresa

Se hacq uso de

Distribucién de probabilidad
de que la empresa no gaste de
mas

Al trabajador

Se hace fiso de

Distribucién de probabilidad

de que al trabajador premiado 20 criterio
le alcancen los boletos de decision +Se quiere
favorecer al
20 criterio trabajad_or (lo
de decision Se més posible)?
(Se debe gastar lo compran
menos posible? 11 boletos

Es seguro que al

Se compran trabajador Se compran
5 boletos premiado le 4 boletos
alcancen los

boletos. Solucién
determinista.

Se compran
2 boletos

Es seguro que al
trabajador
premiado no le
alcancen los
boletos. Solucién

determinista.

Hay una probabilidad de 0.580 de Hay una probabilidad de 0.645 de
que al trabajador premiado le que la empresa no gaste de mas
alcancen los boletos Hay una probabilidad de 0.355 de
Hay una probabilidad de 0.420 de que al trabajador premiado le
que la empresa no gaste de mas alcancen los boletos

Figura 11. Ruta de solucién tomando en cuenta el cambio de los criterios de solucién
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Es factible cambiar el orden de los criterios de decisién porque no podemos encontrar un
numero de boletos que proporcione exactamente el 50% (eso garantizaria ecuanimidad), de

modo que se tiene que favorecer a una de las dos partes.

Desde la perspectiva ética, el problema se trabajé pensando en la recomendacion a la
empresa sobre cudl es la situacién que favoreceria mas a los trabajadores y en la que ella
gastaria menos. A partir de esa recomendacion, los directivos decidirian cuantos
compraran.

Tabla 13. La funcién de probabilidad del nimero de hijos, funcién de distribucion y el
complemento de la funcion de distribucion

Distribucion de Funcion de distribucién Complemento
Probabilidad F(x)=P(X <x) 1-F(x)
Namero de Probabilidad de que al | propabilidad de que la
hijos Probabilidad de que el | trabajador premiadole |  empresa no gaste de
) trabajaQor premiacj_o alcancen los boletos mas.
tenga x ndmero de hijos | (probabilidad de que la | (propabilidad de que el
p(x)=P(X =x) empresa gaste de mas) | trapajador premiado no
le alcancen los boletos)
0 0.080 0.080 0.920
1 0.110 0.190 0.810
2 0.165 0.355 0.645
3 0.225 0.580 0.420
4 0.155 0.735 0.265
5 0.100 0.835 0.165
6 0.060 0.895 0.105
7 0.045 0.940 0.060
8 0.035 0.975 0.025
9 0.025 1.000 0.000

45 Observaciones al protocolo de la entrevista clinica

Observamos que el planteamiento del problema trajo algunos problemas en el analisis de la
solucion del problema. Por ejemplo, en el problema la moda era la misma que la mediana,
de modo que algunas veces no podiamos saber si las argumentaciones de las estudiantes se
basaban en el andlisis de la moda o de la mediana. Aunque eso también favorecio la
discusion de los dos criterios de decision que se ponian en juego y los hizo evidentes como

un factor que influye en la resolucion del problema.
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Asi mismo nos dimos cuenta de la necesidad de hacer explicita la condicion de que no se
podian comprar boletos después de la rifa porque eso fue lo que hizo que la resolucion del
problema involucrara el sorteo y por lo tanto la aleatoriedad. En cambio el criterio no
explicito de que habia que favorecer a las familias de los trabajadores lo mas posible no fue
necesario porque ellas sintieron un deber ético de ponerse de su lado, eso hizo que en su

solucion ultima se olvidaran del criterio explicito de no despilfarrar recursos de la fabrica.

También vimos que al proporcionar los datos agrupados en la tabla de acuerdo a la variable
aleatoria y al nimero de trabajadores, impidi6é la observacion de la construccion de la
variable aleatoria como funcion. Es posible que si el problema hubiera sido mas abierto, se
hubiera promovido la necesidad de los datos y la agrupacion de los eventos compuestos y
por lo tanto una mejor exploracion de la generacion de la caracteristica de interés y de la

regla de correspondencia.

Sin embargo también constatamos que la situacion, a pesar de que debe ser mejorada,
contiene algunos elementos interesantes como base para el disefio de una futura ingenieria
didactica que recoja esta y otras situaciones y sirva para ayudar al alumno a desarrollar la
idea de variable aleatoria. Por un lado, la situacion fue interesante para los estudiantes
quienes trabajaron en ella hasta completarla. Pensamos que se consigue la devolucion del
problema a las estudiantes, quienes incluso llegan a pensar en un momento de que no se

trata de un problema matematico.

Por otro lado la situacion, junto con la forma en que es llevada a cabo la entrevista provoca
el debate entre las estudiantes, quienes en todo momento estan interesados en resolver las
tareas y se sienten comodas con la misma. El debate sirve para explicitar sus concepciones,

dificultades y estrategias.

También la situacion moviliza el aprendizaje de las alumnas, como hemos analizado al
describir la solucion y los pasos seguidos en la misma. Respecto a ello, encontramos ideas
espontaneas correctas sobre aleatoriedad y probabilidad. Por ejemplo, no tuvieron dificultad
en identificar correctamente el espacio muestral, y reconocen cémo depende de las
circunstancias del experimento. Hay una buena interpretacion y uso de la probabilidad,
tanto desde un punto de vista laplaciano, como desde un punto de vista sujetivo, como

grado de creencia, aunque no ocurre asi con la probabilidad formal. También reconocen
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espontaneamente dos de los axiomas: que la probabilidad es positiva y menor que uno y
que la suma de todas las probabilidades ha de ser igual a la unidad. Muestran correcta

comprension de los nimeros decimales y de la probabilidad como decimal.

Las alumnas encuentran natural usar el nimero de hijos como valor de una variable
aleatoria. Manejan bien el conjunto de valores que toma, aunque interpretan el rango y

dominio s6lo a los maximos y minimos de estos conjuntos.

Usan correcta y espontaneamente las ideas de moda (como lo que menos falla),
probabilidad acumulada (funcién de distribucion), mediana (como division de la poblacion
en dos partes) y equitatividad (valor esperado). También se dan cuenta de como la
probabilidad proporciona una solucién al problema y de coémo el numerador de la misma se
representa en la tabla de datos por medio de frecuencias. Posteriormente aparecen las ideas

de probabilidad acumulada y de complemento de una probabilidad.
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Conclusiones
del analisis cognitivo

as conclusiones obtenidas a partir del andlisis cognitivo se deducen
principalmente del analisis de la entrevista clinica. Primeramente presentamos las
conclusiones que se obtienen de una confrontacion entre las hipotesis planteadas
y sobre el disefio de la actividad que ha guiado la exploracién cognitiva. Y posteriormente
finalizamos proporcionando algunas lineas, en forma de sugerencias, para continuar nuestro

trabajo con el andlisis epistemologico.

5.1 Confrontacion de la observacion con las hipotesis

En las hipotesis de la entrevista clinica (punto 3.3.1) se manifestaron algunas de las ideas
sobre lo que esperdbamos encontrar en nuestro estudio empirico. A continuacion

discutimos las conclusiones que pueden deducirse del estudio de los resultados empiricos.

5.1.1 Falta de percepcion de la aleatoriedad del proceso

La aleatoriedad del proceso aleatorio (el sorteo) no fue cuestionada. Sin embargo hubo una
reticencia a aceptar dar una recomendacion que no sabian si seria certera. En las primeras
secuencias del trabajo las alumnas se negaban a incluir el sorteo en su analisis porque eso
haria que la solucion «heredara» la aleatoriedad del sorteo. Una vez aceptada la
aleatoriedad en la solucion, buscaron argumentos de equidad (entre los trabajadores y la
directiva de la empresa) para proporcionar una soluciéon con la que pudieran sentirse mas

confiadas.

Las estudiantes manejaron un buen concepto de aleatoriedad. Manifestaron no poder

predecir cudl seria el numero de hijos que tuviera el trabajador premiado y que si repitieran
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el sorteo muchas veces, no sabrian cudl es la secuencia que seguirian los resultados. Sin
embargo en un intento por formular la funcion de probabilidad del problema, vincularon a
la aleatoriedad con una incapacidad de célculo (no tenian una ecuacion que vinculara la
probabilidad con la variable aleatoria y por ello no la podian «calcular»). De modo que
asignaron aleatoriedad a la probabilidad (en realidad seria la proporcion de trabajadores que

tuvieran el mismo niimero de hijos).

5.1.2 Tendencia a «algebraizar» y descontextualizar los procedimientos
relacionados con la nocién de variable aleatoria

Las estudiantes manifestaron un buen manejo de las herramientas matematicas necesarias
para resolver el problema. Sin embargo, al contrario de lo esperado, para las alumnas fue
mas dificil pasar del contexto del problema al contexto matematico. Varias fueron las
razones que nos llevan a concluir que el proceso de contextualizacion es mas simple para
ellas que el de descontextualizacion en el proceso de construccion del concepto de variable

aleatoria:
% Hay una tendencia a centrarse preferentemente en el nimero de trabajadores, en
lugar de en su probabilidad. Esto ocurrié cuando trataron de descontextualizar la

funcién de probabilidad (al inicio de la actividad) y cuando argumentaban alguna
propuesta de solucion del problema.

X/

¢ A pesar de que hay una interpretacion apropiada de la probabilidad clasica, no dejan
de ver a la probabilidad como un cociente de dos numeros en lugar de un solo
numero.

¢ Estan constantemente recordando que la variable aleatoria ‘Numero de hijos’ esta
vinculada con el conjunto de trabajadores que tienen ese numero de hijos.

¢ Grafican Gnicamente los datos que tienen. Asi por ejemplo no incluyen al cero en el
rango de la funcion de probabilidad a pesar de que habian mencionado que la
probabilidad de que el trabajador premiado tuviera diez hijos seria cero.

¢ Manifiestan que no es forzoso que en el eje numérico (de la grafica de la funcion de
probabilidad) los valores de la variable ‘niimero de hijos’ tengan un orden
ascendente, puesto que son aleatorios.

¢ Argumentan que no seria Util encontrar una ecuacion de la funcién de probabilidad
en el caso del problema planteado porque se trabaja con datos demasiado «realesy.
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*¢ No encontraron una necesidad de descontextualizar la herramienta matematica
empleada en la resolucion del problema, muy probablemente porque el proceso de
resolucion no se los exigio.

A pesar de eso, también en algunos pasajes desvinculan las matematicas del contexto del
problema, mostrando una concepcion de las mismas como algo que se justifica en si
mismo, sin tener una relacion con una situacion del contexto real. Algunos de los
argumentos que expresan las alumnas y que usamos para sostener esta afirmacion son:

¢ Piensan que una ecuacion debe servir para hacer predicciones en distintas
situaciones y no para una en particular.

¢ Creen que los datos de una funcidn provienen de un contexto matematico y no de la
«realidad».

¢ Piensan que una grafica debe ser continua, por lo tanto, el dominio y el rango de una
funcién también, no importa que el contexto del problema sea discreto.

¢ Piensan que una grafica es infinita.

Estos puntos estan vinculados con las evidencias de descontextualizacion, lo que refuerza la
desvinculacion entre los conceptos matematicos y el contexto de un problema. Es decir, no
solamente se mira a la matematica como algo sin contexto, sino que también se mira el
contexto como algo que no puede ser representado a través de la matematica. Sin embargo
en nuestro caso, fue mas facil para ellas contextualizar que descontextualizar, quiz4 porque
estaban sumergidas en el contexto de un problema y hubo necesidad de descontextualizar
para resolver el problema, es decir, de interpretar los datos que se les proporcionaron y que

ya eran abstracciones.

5.1.3 Extrarieza de trabajar funciones en un contexto probabilistico

Las alumnas no encontraron extraiio asociar el término funcién a la distribucion de
probabilidad. Esta facilidad de aceptacion fue debida a que la pudieron escribir muy
naturalmente en notacion funcional y porque recurrieron a la definicion y observaron que
concordaba con ella. También fue inmediato el uso de la representacion tabular para las
frecuencias y probabilidades. Sin embargo si encontraron extraino que hubiera funciones

con las caracteristicas encontradas para la funcion de probabilidad, por ejemplo:

117



Capitulo 5

X/

« Encontraron raro trabajar con una funcion discontinua (una funcién puntual), donde
la variable independiente es discreta.

X/

« Hallan restringido el intervalo de valores de la variable independiente porque so6lo
toma valores entre 0 y 9.

* Encuentran excepcional no poder encontrar los valores de la variable dependiente a
partir de la variable independiente a través de una ecuacion.

+ Se les hace extraino que la funcion esté definida a partir de datos «realesy.

¢ Piensan que es novedoso que la ecuacion de la funcion en caso de que pudiera ser
obtenida, no les serviria para conocer la probabilidad de cualquier fabrica.

La idea de que si existiera la ecuacidon no les serviria para conocer datos de otras fabricas,
junto con no poder encontrar la ecuacion de la funcién las lleva a la idea erronea de que la
aleatoriedad de la probabilidad estd vinculada con una incapacidad de célculo de Ia

probabilidad.

5.1.4 Dificultades con la nocion formal de variable aleatoria.

No pudimos observar la construccion de la regla de correspondencia de la variable aleatoria
porque la forma en como estaba proporcionada la informaciéon en el problema no lo
permitio, pero si se tienen conclusiones en el manejo y la interpretacion de las estudiantes

de la variable aleatoria.

Las estudiantes se dieron cuenta de que la regla de correspondencia vinculaba el espacio
muestral con los valores de la variable aleatoria. Pudieron percatarse, también, que esa
regla de correspondencia provenia de una caracteristica de interés (extraida del
planteamiento del problema) que agrupaba a los trabajadores en eventos compuestos. Asi
mismo interpretaron correctamente que la probabilidad se obtenia a partir de los eventos
compuestos y que esto era lo que permitiria asignarle un valor de probabilidad a cada valor
de la variable aleatoria. Asi, concluimos que se tuvo una buena interpretacion y manejo de
los valores de variable aleatoria. Dada la regla de correspondencia de la variable aleatoria y
los valores que toma, contextualizan correctamente los elementos matematicos en la

situacion problema.
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Se presentaron dificultades, sin embargo, al asignarle un valor de probabilidad a cada valor
de la variable aleatoria porque eso requeria no so6lo la formulacion de la probabilidad como
la relacion entre dos conjuntos de personas (las favorables y las posibles) sino también el
planteamiento de los valores de la variable aleatoria como un valor numérico y no como la
caracteristica de interés que agrupd a los trabajadores en los eventos compuestos. Esto
provoco que las estudiantes prefirieran trabajar con la relaciéon numero de trabajadores-
valores de la variable aleatoria, que con la relacion probabilidad-valores de la variable

aleatoria.

Pudimos observar que en el proceso de construccion de la funcion de probabilidad a partir
de la situacion problema, se generaron dos estratos de modelacion desde la perspectiva de
Heitele (1975):

% La aplicacion de la variable aleatoria como funcion: Vinculacion de los eventos
elementales con los de la variable aleatoria.

% La construccion de la funcion de probabilidad: asignacion de un valor de
probabilidad a cada valor de la variable aleatoria.

De aqui surge la dificultad cognitiva de que los valores de la variable aleatoria es «modelo
matematico» en el primer estrato y «realidad» en el segundo. Esto provoca que las
estudiantes piensen que los valores de la variable aleatoria en el eje numérico pueden ir
acomodados en cualquier orden porque los ven como el resultado de un experimento

aleatorio y no como niimeros con propiedades de campo.

Observamos también que en el intento por descontextualizar la funcion de probabilidad, las
estudiantes pasan por el proceso de transformar el resultado del experimento aleatorio, ya
no piensan que del sorteo se obtendra el nombre de un trabajador sino un niimero de hijos.

Esto hace que el experimento se transforme en un experimento con resultado numérico.

También en el intento por la descontextualizacion de la funcidon de probabilidad, ellas
desvinculan la funcion de probabilidad del evento aleatorio y la transforman en la
distribucion de frecuencias de la fabrica. Esto las conduce al planteamiento de una funcion
de distribucion muestral, en donde nuestra fabrica proporcionaria s6lo un dato y los valores

de sus frecuencias (probabilidades para ellas) serian aleatorios.
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5.1.5 Dificultades respecto a los conceptos que intervienen en la definicién
formal de variable aleatoria

Consideramos que no se consiguié una definicion formal de la variable aleatoria (al nivel
que esperabamos) sin embargo si hubo una buena aproximacién a ella. En esa
aproximacion intervinieron diversos conceptos probabilisticos y estocésticos. Sobre

algunos de ellos, como la aleatoriedad, ya hemos concluido.

Las alumnas usan la idea de probabilidad en forma natural, interpretdndola como una
medida de lo incierto, pero al aplicar una concepcion clasica de probabilidad, la consideran
una razon y no un Unico valor numérico. Esto contribuye a que no vinculen directamente a
la probabilidad con el valor de la variable aleatoria, mds que a través de los eventos

compuestos. Es decir representa un obstaculo de descontextualizacion.

De lo anterior se deduce que el tipo de asignacion de probabilidad puede influir en el
proceso de planteamiento de la funcion de probabilidad y por lo tanto de la variable

aleatoria.

Consideramos que la interpretacion de los eventos compuestos juega un papel muy
importante, en cuanto a que son los que permitieron la vinculacion entre el experimento

aleatorio y la probabilidad al construir la funcion de probabilidad.

Asi mismo la definicion de un nuevo espacio muestral numérico a partir del mismo
experimento aleatorio, constituyé un paso hacia la conceptualizaciéon de la variable

aleatoria.

También concluimos que la construccion de los conceptos de funcion de la probabilidad y
de variable aleatoria, necesarios para la construccion de nuevos conceptos matematicos, son

procesos que estan muy intrinsicamente vinculados y que se condicionan el uno al otro.

5.2 ldoneidad de la situacién

La situacion resultd exitosa en cuanto a que las estudiantes se posicionaron en ella y la
llegaron a tratar como una situacion a-didactica. Lo que permitid explorar sus

concepciones, dificultades y estrategias, asi como poner en juego sus concepciones
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matematicas en diversos aspectos, tanto en el contexto de la probabilidad y estadistica

como en el de la matematica deterministica.

La actividad también permiti6 que las alumnas avanzaran hacia la conceptualizacion de la
variable aleatoria y que se cuestionaran sobre sus concepciones que intervienen para

construir el concepto de variable aleatoria.

Asi mismo también nos pudimos percatar que el disefio de una situacion problema mas
abierta podria proporcionarnos una mejor exploracion de los procesos de construccion de la

regla de correspondencia de la variable aleatoria.

5.3 Sugerencias para el analisis epistemologico

Es de interés analizar el concepto de variable aleatoria desde la teoria de probabilidad y
hacer patentes las relaciones que en ella se establecen entre los conceptos que intervienen.

En particular:

X/

+ La forma en que la teoria asigna probabilidad a la variable aleatoria.

¢ La diferencia que se establece entre la probabilidad cuando estd definida en el
espacio muestral y cuando est4 definida en la funcion de probabilidad.

¢ El papel de los eventos compuestos y de los eventos simples en la definicion de
variable aleatoria.

Asi mismo dentro del andlisis histérico seria interesante profundizar sobre dos topicos en

particular:

# la influencia de la herramienta matematica deterministica en la definicion del
concepto de variable aleatoria.

¢ el papel de los fendmenos aleatorios con resultados numéricos en la construccion
del concepto de variable aleatoria.

Asi mismo consideramos de sumo interés estudiar a mayor profundidad la naturaleza
multifacética de la probabilidad y cudles son las dificultades que histéricamente se han

tenido en la formalizacion del concepto de probabilidad.
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Capitulo 6

Analisis Epistemologico
desde la Disciplina

| andlisis de la variable aleatoria desde la disciplina pretende indagar sobre la
naturaleza ¢ interrelaciones del concepto que se pretende ensefiar. Se trataria de
delimitar ¢l objeto de estudio, esto es, el saber sabio, desde la perspectiva de
Chevallard (1985/1991) o el significado de referencia desde el marco tedrico de Godino
(1996: 2002). Nuestro trabajo se basara en la ingenieria didactica, como en la concepcion
de herramienta-objeto de Douady (1986) y en la de campos conceptuales de Vergnaud
(1990). Asi en esta aproximacion al concepto nos enfocaremos a una profundizacion desde

la teoria de la probabilidad.

En cuanto al andlisis del concepto tomamos libros que consideramos de referencia para
nosotros porque nuestra intencion en los cursos universitarios no estd enfocada a la

ensefianza de una teoria rigurosa de probabilidades.

En primera instancia recurrimos a libros de probabilidad, cuyo proposito principal esta en la
ensefianza de la teoria de probabilidades en niveles universitarios o de postgrado. Tres de
ellos, Meyer (1970/1973), Feller (1968/1973) y Wackerly, Mendenhall y Scheaffer (2002),
tratan de presentar, junto con el desarrollo de la teoria probabilistica, aplicaciones, a la
misma probabilidad, a la estadistica o a diversas areas de la ingenieria y a si mismos se
califican de no rigurosos. El resto de los libros: Krickeberg (1962/1973), Mood y Graybill
(1952/1955), Hoel, Port, y Stone (1971), Petrov y Mordecki (2002) y Cuadras (1999)
describen la teoria matematica desde una perspectiva mas rigurosa y sin mas aplicaciones

que las propias de la misma teoria.
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Los ocho libros que utilizamos para este analisis tienen en comun que se presentan a si
mismos como adecuados para un primer curso de teoria de probabilidades, no presuponen
conocimientos previos dentro de la probabilidad o conocimientos muy profundos de la
teoria de la medida, mas bien s6lo piden como requisito profundizacion en el analisis

matematico.

Recurrimos también a otros libros que afiaden otros objetivos diferentes a la propia
exposicion del tema, que sin embargo proporcionan elementos importantes para concluir
nuestro analisis. Nos referimos al Boudot (1979) que trata el tema con un corte filosofico y
a Godino, Batanero y Cafizares (1996) que trata de mostrar los temas de azar y
probabilidad desde el aspecto didactico. De éste tltimo tomamos elementos que completan

solo la perspectiva epistemologica.

Son diversos los problemas relacionados con la variable aleatoria, desde tomar una buena
decision hasta describir una poblacion. A partir de ellos se derivan otros problemas de tipo
matematico, tanto en probabilidad como en estadistica, como la estimacién de parametros,
las pruebas de hipotesis y las distribuciones muestrales, o la definicion de nuevas variables
aleatorias a partir de una o madas variables aleatorias, como la definicion de suma,
multiplicacion, maximos y minimos, o incluso la composicion de variables aleatorias. La
solucion matematica a estos problemas pasa por definir cudl es la variable aleatoria
vinculada a un experimento aleatorio. Consideramos asi, a la variable aleatoria no sélo
como un concepto matematico, sino como un instrumento de resoluciéon de problemas
definido por un proceso, consistente en encontrar la regla de correspondencia que cumpla
con ciertos criterios y siempre vinculada a un contexto real. En ambos contextos la variable

aleatoria esta fuertemente vinculada con la definicion de su funcion de distribucion.

6.1 El concepto

El concepto que nos ocupa parte de una situacion aleatoria (experimento), cuyo resultado es
importante en la medida en que es la respuesta a un acontecimiento que puede ser tnico e
irrepetible para una persona, o por ser el resultado esperado ante una prediccion previa.

Pero ante la imposibilidad de predecir con exactitud cada resultado en particular, el estudio
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de un experimento requiere del analisis de todos los eventos posibles que pueden ocurrir.
Ese analisis nos brindard la posibilidad de establecer un criterio basado en las

probabilidades de todos los resultados posibles.

Esto es, «para caracterizar el resultado de un experimento, no basta con decir que se ha
producido un determinado suceso, sino que es preciso describir ese suceso dando cuenta de
las diversas medidas que se hayan efectuado. La variable aleatoria, es decir, la magnitud
que ‘depende del azar’ es entonces indispensable» (Boudot, 1979, p 332). La variable
aleatoria es la herramienta matematica que permite pasar del estudio de sucesos aislados al
estudio de las distribuciones de probabilidad y por lo tanto es también la responsable de la
aplicacion del andlisis matematico y de otras herramientas matematicas a la estadistica

(Batanero, 2000).

En palabras muy simples, la variable aleatoria es una funcion que asocia un valor numerico
a cada evento del espacio muestral asociado a un cierto experimento aleatorio (Johnson,
1998/1999). Una vez situados en el contexto numérico, es factible trabajar con los valores
que adopta la variable aleatoria en lugar de con eventos o sucesos y por lo tanto, también lo
es aplicar diferentes herramientas de andlisis matematico a las distribuciones de
probabilidad, dependiendo de las caracteristicas de la variable aleatoria. Esto significa que
este concepto tan aparentemente sencillo transforma los sucesos a términos numéricos y
permite modelar la relacién del espacio muestral con la distribucion de probabilidad en
forma funcional. Pero su definicion formal no resulta facil de interpretar por lo que amerita

que nos detengamos en ella.
Una definicion formal de variable aleatoria se reproduce a continuacion:

Sea Q, el espacio muestral asociado a un cierto experimento aleatorio, A un
algebra de sucesos definida en dicho espacio muestral y P una medida de

probabilidad definida sobre A, es decir una aplicacion:

P: A - [0]]
A — P(A)

tal que se cumplen los tres axiomas:
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a. 0< P(A) <1, para todo suceso A del dlgebra de sucesos A
b. P(Q)=1
c. Si (AnB)=4¢,entonces p(AUB)=P(A) + P(B)

En las condiciones anteriores se dice que (Q2, A4, P) es un espacio de probabilidad o espacio
probabilistico. Hacemos notar que el axioma c. se generaliza para cualquier numero de

sucesos incompatibles dos a dos.

Sea ahora (Q, A, P) un espacio de probabilidad y R el cuerpo® de los numeros

reales. Se dice que la aplicacion:

X: Q - R
o —> X(w)eR

que a cada suceso elemental hace corresponder un nimero real, es una variable

.9 . , . .y
aleatoria” si para todo numero real x, se verifica la relacion:

A={0|X(@)SX}EA v (1)

es decir, se verifica que A es un suceso. A se indica abreviadamente por [X < x]

(Cuadras, 1999).

La condicion (1) indica, en palabras, que la imagen inversa en la aplicacion «variable
aleatoria» para todos los intervalos reales acotados superiormente es medible, puesto que,
para cada conjunto del algebra de sucesos esta definida la probabilidad. Asi, la definicion
matematica de la variable aleatoria exige que la imagen inversa de todo X' (@) sea un
elemento del algebra A, porque una vez definida una medida de probabilidad P sobre
(Q, A), la variable aleatoria puede determinar una medida de probabilidad sobre (R, B), en
donde B es la sigma-algebra construida por los conjuntos de Borel en R. De esta forma, la
variable aleatoria induce una medida normada sobre los conjuntos que representan a los

sucesos (Godino, Batanero y Caiiizares, 1996).

¥ En algunos libros se le denomina campo.
? Algunos autores las denominan magnitudes aleatorias.
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En realidad la variable aleatoria estd definida para todo suceso del algebra de sucesos, y no
solo para los puntos muestrales (elementos del conjunto €2). Es decir se trata de una
aplicaciéon de Aen R, lo que garantiza que la imagen inversa de cualquier elemento del
conjunto imagen pertenezca a A y por tanto podamos posteriormente asignarle su

probabilidad, que estaba definida previamente sobre A.

A veces las variables aleatorias estan ya implicitas en los puntos muestrales, cuando el
resultado del experimento aleatorio es numérico, por ejemplo, si el experimento consiste en
observar el tiempo de espera a un autobus. Pero en otros casos, en un mismo experimento
aleatorio podemos definir diferentes variables aleatorias. Por ejemplo, al lanzar tres
monedas al aire podemos asignar a cada suceso la variable “nimero de aguilas”, pero
también el “niimero de soles”. Por ello no debe confundirse el experimento con la variable

aleatoria ni el espacio muestral del experimento con el conjunto de valores de la variable.

El conjunto imagen de una variable aleatoria puede ser discreto, cuando toma un ntimero
finito o infinito numerable de elementos o continuo, si toma un numero infinito no
numerable de elementos. Las variables aleatorias definidas sobre espacios muestrales
discretos se llaman discretas y las definidas sobre espacios muestrales continuos se llaman

continuas.

6.2 Funcién de distribucion de una variable aleatoria

La relacion (1) hace factible establecer una relacion funcional (funcién de distribucion)'®
entre el conjunto de numeros reales y el intervalo [0,1]. Mediante esta funcion podemos
asignar a cada elemento X de R la probabilidad del subconjunto del espacio muestral al que

la variable aleatoria asigna un valor menor o igual al nimero X dado. Es decir:
F(x)=P(X <x)=P(a/X ()< x)

Este proceso, haciendo uso de notacion matematica, se ilustra en la figura 12.

' Los autores de los libros estadisticos consultados difieren en la terminologia utilizada. La funcion de
distribucion de una variable aleatoria se denomina a veces funcion de distribucion acumulada.
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-1
R. X, A P > [0, 1]

xi —» A={o|X(w)<x} » P(A)

Figura 12. Asignacion de probabilidad a los valores de la variable aleatoria

Dicho de otro modo, mientras que un valor del conjunto imagen en una variable aleatoria
era la variable dependiente en la funcion de conjunto (variable aleatoria), ahora juega el
papel de variable independiente en la funciéon numérica (funcion de distribucion) y el valor
numérico de la probabilidad asignada al valor imagen de la variable aleatoria, que es un

numero en el intervalo [0.1], seria la variable dependiente en la funcion de distribucion.

Con la funcion de distribucion podemos trabajar las operaciones usuales en las funciones de
variable real, y por ello es posible hacer uso de la herramienta del andlisis. Ademas,
podemos extender la funcion a todos los nimeros reales (y no sélo a los valores que toma la
variable aleatoria), defininiendo F(X)=0 para X menor que el minimo de la variable aleatoria
y F(X)=1 para X mayor que el valor maximo. Intuitivamente esto indica que la probabilidad
de que la variable aleatoria tome un valor menor que el minimo es igual a cero y la
probabilidad de que la variable aleatoria toma un valor inferior o igual al maximo es igual a

uno.

6.3 Funcidn de probabilidad de la variable aleatoria discreta

En el caso de la variable aleatoria discreta podemos calcular la probabilidad de que la
variable tome un valor aislado. La funcion de probabilidad quedaria definida de una manera
muy parecida a como se obtiene la funcion de distribucion, pero haciendo uso so6lo de la
igualdad, puesto que en este caso se aplicaria la funcion inversa de la variable aleatoria
sobre un solo valor numérico de la variable aleatoria. La inversa de la variable aleatoria en

este caso arrojaria como resultado un solo evento en el espacio muestral.
p(x;)=P(X =x) = P(a/X(@)=x,)
Podemos, sin embargo, también obtenerla haciendo uso de la funcion de distribucion.

Bastaria para ello hallar la diferencia entre el valor de la funcion de distribucion para dos
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valores consecutivos de la variable. Para cada valor X, podemos definir una nueva funcion,
nuevamente de variable real, con imagen en el intervalo [0, 1] en la forma dada en la

siguiente expresion.
p(X;) = F(Xi )_ F(Xi—l)

El valor p(xi) no seria mas que la probabilidad de que la variable tome el valor X;. La

definicion formal de la funcion de probabilidad es:

Sean X1, X2, X3, ... Xn los distintos valores que puede tomar la variable aleatoria
discreta y p(X1), p(x2),... p(Xn) la probabilidad con que toma estos valores. El
conjunto de pares de valores (Xj, p(Xj)) de una variable aleatoria discreta se
denomina distribucion de probabilidades de la variable aleatoria. La aplicacion
que a cada valor X en una variable aleatoria discreta le asigna el valor p(x) es
una funcion que algunos autores denominan funcion de probabilidad y otros,
simplemente, distribucién de probabilidad y debe cumplir con las siguientes

propiedades:

a.0< p(x;)<1: p(x) es una probabilidad, y por lo tanto debe tomar

valores entre O y 1.

b.i p(x;)=1: la suma de probabilidades repartidas entre todos los
j=1

valores de la variable debe ser igual a 1.

De la misma forma que se calculan frecuencias acumuladas, podemos acumular
probabilidades, obteniendo la funcion de distribucion de probabilidades. La funcion de

distribucion para estas variables se obtiene en una forma alternativa mediante la expresion:

F(x)=p(x,)

6.4 Funcién de densidad de las variables aleatorias continuas

En el caso de variables aleatorias continuas, la probabilidad asociada a un evento elemental

o simple es siempre igual a cero, por lo que no tiene interés considerar directamente la
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distribucion de probabilidad (que en tal caso seria constante). Asi, en lugar de trabajar con
la probabilidad de valores particulares de la variable, resulta mas apropiado trabajar
directamente con la funcion de distribucion (que contintia siendo una funcion de variable
real para este caso) o bien calcular probabilidades asociadas a intervalos. Para esto ultimo
se usa una funcion que mide "concentracion" de probabilidades alrededor de un punto, que
se denomina funcién de densidad de probabilidad y se denota como f(x). Una funcion de

densidad de probabilidad debe cumplir con las siguientes propiedades:

o,

% f(X)>0: la funciéon es no negativa para cualquier valor de x, f(x) no es una
probabilidad, y puede valer mas de 1.

< [° f(x)dx=1: la acumulada para todos los valores de la variable suma 1, el area
bajo la curva de la funcion vale 1.

La funcidon de distribucion para una variable aleatoria continua se calcula mediante la
relacion que liga con la funcién de densidad, que es la derivada de la funcién de
distribucion (para el caso de variables aleatorias continua), como se muestra en la

expresion:
F(a)=P(X <a) = [*, f (x)dx

La probabilidad de que la variable esté dentro de un intervalo [a, b] en una variable
aleatoria continua, también se calcula como diferencia de valores de la funcién de

distribucion en sus extremos, mediante la expresion:
P(a<X<b)=F(b)-F(a)

Como consecuencia, la probabilidad de que la variable tome un valor particular es nula,

COmo S€ expresa en:
P(X=c)=P(c<X<c)=F(c)-F(c)=0

Esto explica la idea de que para el caso de una variable aleatoria continua no tiene sentido

trabajar con la probabilidad de un valor particular.
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6.5 Promedios

A partir de estos los conceptos anteriores se desprenden otros relacionados con la variable
aleatoria, tanto en probabilidad como en estadistica, la mayoria de ellas mas vinculadas con
su funcion de distribucion, aunque no desligados de su funcion de probabilidad. Entre ellos
mencionaremos los momentos de la variable (medidas de posicion central y dispersion), y
los modelos de funciones que describen las familias de distribuciones de probabilidad
(como la Binomial, Poisson, Uniforme, Normal, etc.) asi como sus respectivos parametros.
Por ejemplo, para las variables aleatorias discretas podemos definir las medidas de posicion

central como sigue (Ortiz, 2002):

Sea (x;, pi ) donde i€ 1, la distribucidon de probabilidad de una variable aleatoria
discreta. Se define la media 0 esperanza matematica como E[X]= i X pi. Este

concepto extiende la idea de media en una variable estadistica.
La moda es el valor mas probable de la variable.

La mediana es el valor de la variable para el cual la funcion de distribucion
toma el valor 1/2. Por tanto, la probabilidad de que una variable aleatoria tome

un valor menor o igual a la mediana es exactamente 1/2.

6.6 Lavariable aleatoria como funcion

Recapitulando un poco, la variable aleatoria es una funciéon numérica definida sobre un
algebra de sucesos, y en particular sobre cada elemento del conjunto €2, tal que se puede
hablar de la probabilidad de que esa funcidén tenga un valor contenido en un intervalo

determinado. La condicion (1) que se explicita en su definicion (apartado 6.1), para el caso
de variables discretas, se puede traducir como X '(x;) € A y significa que el conjunto de
los elementos de Q que por medio de X se les asigna un valor determinado x; debera
pertenecer al algebra de sucesos A y por lo tanto que su valor de probabilidad también

estard (o podria ser) definido, en caso contrario X no seria variable aleatoria sobre A

(Boudot, 1979). Nos auxiliaremos del esquema 13 para desglosar esta definicion.
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Aleatoriedad Concepto de

probabilidad
Experimento
A 4 A 4
( Espacio muestral ) ( Medida de probabilidad )

Espacio de probabilidad
Numero
real

Regla de
correspondencia

Variable aleatoria

Figura 13. Interacciones asociadas a la definicion de variable aleatoria

La variable aleatoria, como toda funcidon matematica, tiene tres componentes: la regla de
correspondencia, que es la “regla” que definira la forma en que se vinculan el espacio
muestral y al nimero real (perteneciente al conjunto imagen); el valor numérico (imagen),
que es el nimero que toma la variable aleatoria y que serd el mismo que ella, en su papel de

regla de correspondencia, le asigna a cada evento del espacio muestral (dominio).

Hay que hacer notar que la regla de correspondencia que define la variable aleatoria es
determinista. En cambio, su imagen, como valor numérico est4 cargada de aleatoriedad en
la medida que es el nimero asociado al correspondiente suceso aleatorio en el espacio
muestral (Meyer, 1970/1973). Por otro lado no admitimos cualquier posible funcién, sino
que debe ser medible. Es decir, la definicion de variable aleatoria no solamente vincula el
espacio muestral con el conjunto de nimeros reales y la regla de correspondencia sino que
exige la estructura de espacio probabilistico. Al espacio muestral se afiade, una asignacion
previa de probabilidades (y consecuente con los axiomas basicos), que ha sido asignada

bajo una cierta nocidn de probabilidad.

El resultado final de todas estas interacciones son numeros reales (imagen de la variable
aleatoria) relacionados con el espacio muestral, pero que ademas cumplen con todas las

propiedades de campo del conjunto de los reales y que por lo tanto hacen factible establecer

132



Analisis desde la disciplina

una relacion funcional (la funciéon de distribucidon) entre estos ntimeros. La variable
aleatoria, cumple ahora el papel de variable independiente y la probabilidad asignada a
cada uno de ellos, el de variable dependiente con la que es posible hacer uso de la

herramienta del analisis.

6.7 Modelacion y variable aleatoria

Krickeberg (1962/1973) sostiene que si estamos interesados en la variable aleatoria X, en
realidad lo estamos en su funcidon de distribucion, puesto que ésta nos proporciona las
probabilidades con las cuales el valor de X(w) estd comprendido dentro de los diferentes
conjuntos de A en una observacion aleatoria con resultado ®. Sin embargo otros autores
(Meyer, 1970/1973, Feller, 1968/1973 y Hoel, Port y Stone 1971) sostienen que es en la
variable aleatoria en la que radica la importancia de las distribuciones de probabilidad
puesto que es ésta en la que se manifiesta el espacio muestral y el experimento y por lo
tanto la «realidad». Lo cierto es que cuando se define la variable aleatoria queda
automaticamente definida su funcién de distribucion, asi, el estudio de una implica el
estudio de la otra y también que tanto en la definicion de la variable aleatoria como en la de
la funcion de distribucidn esta implicito el concepto de modelacién que vincula la realidad

con una representacion matematica.

Como regla de correspondencia y desde una perspectiva puramente matematica, la variable
aleatoria podria ser arbitraria, siempre y cuando el espacio muestral definido satisfaga las
condiciones establecidas en la definicion (Mood y Graybill, 1952/1955), pero desde una
perspectiva de modelacion, la regla de correspondencia debe tener un sentido a partir de
una pregunta que se pretenda resolver y por lo tanto, bajo ese contexto, no puede ser tan
arbitraria: la variable aleatoria debe poder explicarse en el contexto del problema del que

surge la pregunta.

Esto significa que desde una perspectiva exclusivamente tedrico-matematica a un espacio
muestral se le podrian asignar diferentes reglas de correspondencia (Godino, Batanero y
Caiiizares, 1996), pero éstas se ven limitadas cuando se condicionan a la pregunta de interés

que nos mueve a ocuparnos del fendmeno aleatorio. Por tanto, una dificultad de la
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definicion de la variable aleatoria radica en que esa pregunta, ubicada en el contexto del
problema, debe poder ser planteada de tal manera que asigne un numero a cada evento del
espacio muestral pero no solamente como etiqueta, sino con las propiedades de los nimeros

reales, de otra forma no definiriamos una variable aleatoria.

Asi por ejemplo, en un problema en el que nos interesa un fendémeno aleatorio en el que
esté involucrado el sexo de las personas, la regla de correspondencia: «asignamos ‘0’ a los
hombres y ‘1’ a las mujeres» no representaria propiamente una variable aleatoria, porque en
tal caso los numeros 0 y 1 en el contexto del problema son considerados etiquetas, en
cambio, la regla de correspondencia «numero de mujeres» si les asigna las propiedades de
campo a los numeros, aun cuando desde el punto de vista practico ambas reglas podrian
proporcionar los mismos resultados. La regla de correspondencia también podria ser
«numero de hombres» y en tal caso modificariamos la asignacion primera porque la
funcién de distribucion seria diferente. La regla de correspondencia quedaria definida por el
contexto del problema que nos hace ocuparnos de ese problema, aunque desde la

perspectiva axiomatica de la probabilidad, es indiferente cudl se escoja.

La importancia de la vinculacién entre el contexto del problema y el matematico en la
asignacion de la regla de correspondencia también se puede ejemplificar con la tirada de
dos dados. Supongamos que estamos interesados en los nimeros que quedan en la cara
superior de dos dados honestos cuando se tiran. Desde una perspectiva matematica daria lo
mismo asignar la regla de correspondencia «la suma de los numeros de las caras superiores
de los dados» o la regla «la resta de los nimeros de las caras superiores de los dados» o
incluso «la multiplicacion de los nimeros de las caras superiores de los dados» porque
todos ellos asignarian nimeros reales a la variable aleatoria, sin embargo la distribucion de
probabilidades resultante de cada una de ellas seria diferente. Aqui lo que determinaria cual
regla de correspondencia a seleccionar debe ser el problema que nos hace interesarnos en la
tirada de esos dos dados porque el modelo debe poder interpretarse en el problema para que

nos sea de utilidad.

Por lo tanto, desde la perspectiva de Heitele (1975) la modelacion del proceso tendria dos
estratos, una en la que se asigna un valor a cada evento del espacio muestral y otra en la que

se le asigna un valor de probabilidad a cada valor de la variable aleatoria. Desde este punto
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de vista, la teoria de probabilidad apoyaria el modelo encontrado con las estudiantes y en el
que los valores de la variable aleatoria juegan un doble papel, el de «realidad» en la funcion
de probabilidad y el de «modelo matematico» en la asignacioén de un valor numérico a cada

evento del espacio muestral.

6.8 Variable aleatoria y asignacion de probabilidades

El problema de encontrar la regla de correspondencia en la variable aleatoria esta vinculado
con el problema de asignacion de probabilidades, puesto que si bien es cierto que la teoria
matematica nos permite formalizar y operar con las probabilidades, no nos soluciona el
problema de como asignar las probabilidades. Desde un punto de vista matematico, la
variable aleatoria nos permite definir un tipo de probabilidad a través de un sistema
axiomatico teorico, a la que Hawkins y Kapadia (1984) le denominan probabilidad formal,
que proporciona el soporte del calculo de probabilidades y que conecta la probabilidad con
la corriente principal de la matematica moderna. Esta probabilidad formal también define la
funcion de distribucion en donde, de acuerdo con el analisis matematico, la probabilidad es

la variable dependiente y la variable aleatoria es la variable independiente.

Sin embargo, esta definicion formal no es tan simple porque, como sefiala Azcarate (1995),
no mantiene relacion con los fendmenos naturales, sino a través de otras concepciones de
probabilidad. Godino, Batanero y Caiiizares (1996, p 27) sugieren que “la base matematica
puede reflejar hipotesis hechas en las concepciones clasica, frecuencial o subjetiva” y Fine
(1973) hace un andlisis de las perspectivas axiomaticas desde diferentes interpretaciones
del significado de la probabilidad. Esto es, la definiciéon de variable aleatoria, exige una
interpretacion previa de probabilidad y esto es precisamente lo que unira a la probabilidad

formal (o a la funcion de probabilidad) con los fenomenos aleatorios (con la realidad).

El problema de asignar la regla de correspondencia que vincule al espacio muestral con un
numero real se ataca de manera diferente dependiendo de la concepcion de probabilidad de
la persona que asigna la probabilidad inicial en el experimento aleatorio. La asignacion de
probabilidades por si misma, involucra un problema epistemolédgico (Godino, Batanero y

Caiiizares, 1996; Batanero, Henry y Parzysz, 2005):
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En el caso de que la concepcion de probabilidad en cuestion sea clasica, la
probabilidad seria el cociente entre el numero de casos favorables y posibles en la
situacion. Aparentemente esta concepcion seria facil de aplicar y es objetiva. Sin
embargo el juicio sobre si los sucesos que intervienen en la situacion son
equiprobables es en cierto modo subjetivo y esta nocion es dificilmente aplicable
mas alla del terreno de los juegos de azar. Ademas la definicion de probabilidad es
circular, porque para poder aplicarla hay que considerar la equiprobabilidad de los
sucesos. Tampoco puede aplicarse al caso de variables aleatorias continuas, en el
que la probabilidad de cada punto aislado es nula, nos parezcan o no todos los
sucesos igualmente probables.

Cuando la asignacion de probabilidades sea frecuencial la probabilidad se estimaria
a partir de la frecuencia de aparicion de un valor de la variable en un numero
elevado de repeticiones del experimento (valores de la variable estadistica). La
variable aleatoria se concebiria entonces como un modelo tedrico de la variable
estadistica, pero los valores de probabilidad que se obtienen son solo estimaciones y
nunca el valor exacto que es solo tedrico. Hay ademas la dificultad de decidir el
numero de experimentos necesarios para una buena aproximacién y mas aun de
decidir si las condiciones en que se repiten los experimentos pueden considerarse
como equivalentes.

Finalmente, en la concepcion subjetiva, la probabilidad es un grado de creencia que
asigna un decisor a cada valor de la variable. No se requiere la repeticion del
experimento y puede aplicarse a situaciones Unicas, pero inciertas. Sin embargo, el
estatuto cientifico de una probabilidad asignada con criterios subjetivos ha sido
objeto de debate.



Capitulo 7

Analisis epistemologico
historico

n aspecto esencial para la comprension didactica del concepto de variable
aleatoria es conocer su desarrollo historico. La variable aleatoria, como muchos
otros conceptos de la ciencia, ha surgido progresivamente a través de su historia
y ha presentado etapas de mayor o menor desarrollo las cuales estdn marcadas por eventos

que marcan algin progreso en su conceptualizacion como ente matematico.

En particular el concepto de variable aleatoria es dificil de seguir a lo largo del tiempo
debido a la especificidad de su definicidon, a lo complejo de las herramientas matematicas
necesarias para formalizarlo, a la cercania (en el tiempo) de su definicion formal y a que la
variable aleatoria estd vinculada con problemas que la teoria de la probabilidad todavia no
resuelve. En este analisis nos guiamos por las nociones intuitivas que percibamos en la
historia de la probabilidad, por las propiedades distintivas de la formalizacién denotada en

el capitulo anterior y por el uso de la nomenclatura actual.

Hacemos nuestra disertacion de acuerdo a los estadisticos que pudimos dilucidar,
intervinieron en la formulacion del concepto. Algunos estan agrupados exclusivamente por

las fechas de aparicion y no por que los caracterice alguna aportacion en particular.

7.1 Primeros indicios

Hald (1984) menciona que uno de los primeros indicios del uso intuitivo de la variable

aleatoria aparece en el planteamiento de un problema de distribucidon hipergeométrica
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(Propositio IV) '' en De Ratiociniis in Ludo Aeae de Cristian Huygens (1629-94) que

aparece en el Ars Conjectandi de Jacob Bernoulli (1654-1705) en el capitulo primero:

Proposicion IV: Suponga que juego contra otra persona tres veces, y que ya he
ganado dos juegos y €l uno. Quiero saber qué proporcion de la apuesta me
corresponderia, en caso de que decidiéramos no continuar el juego y

g, . . 12
dividiéramos la apuesta equitativamente entre nosotros .

En el problema ya esta presente la variable como conteo de numero de juegos ganados o

perdidos.

En la proposicion 14, Huygens plantea un problema donde se suman las caras superiores de

dos dados:

Proposicion 14. Suponga que otro jugador y yo tomamos turnos para lanzar dos
datos con una condicion: yo gano si obtengo 7 puntos, y €l gana si ¢l obtiene 6
puntos, y yo le permito a ¢l lanzar primero. Hallar la razén de mi oportunidad

con respecto a la suya'” (Hald, 1990, p. 70).

Donde puede observarse que Huygens trabaja con la suma de dos resultados numéricos del

experimento aleatorio de lanzar dos dados como variable.

Sin embargo, es Jacob quien propiamente usa magnitudes aleatorias para resolver
problemas involucrados con los ahora llamados ensayos de Bernoulli como el caso de la

Distribucioén Binomial en su Ars Conjectandi:

Para una serie de n ensayos con la misma probabilidad de éxito, p, dice

[Bernoulli], la probabilidad de m éxitos y n-m fracasos en un orden dado es

p™g" ™. Si el orden de éxitos y fracasos no importa, la probabilidad de m éxitos

""Lo comenta Moivre en su obra “Mensura Sortis” publicada en Philosophical Transactions (Numb.329,
1711). Citado en Hald (1984), p. 231.

12 proposition 4: “Suppose that I play against another person about three games, and that I have already won
two games and he one. I want to know what my proportion of the stakes should be, in case we decide not to
continue the play and divide the stakes equitably between us” (Hald, 1990, p. 70)

13 Proposition 14. “Suppose that I and another player take turns in throwing with two dice on the condition,
that [ win if I throw 7 points, and he wins if he throws 6 points, and I let him have the first throw. To find the
ratio of my chance to his” ((Hald, 1990, p. 70).
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n n
y N-m fracasos es ( jpmq”‘m , puesto que hay ( jdiferentes ordenamientos de
m m
m éxitos y n-m fracasos. (Hald, 1990, p. 227)
Bernoulli usa el resultado anterior en su generalizacion de algunos problemas planteados
por Huygens'*. Pero también identifica una caracteristica importante de sus magnitudes
aleatorias: que tienen que ser independientes. De hecho, ¢l parte del supuesto de
independencia en sus ensayos. También trabaja con varios tipos de magnitudes aleatorias:
Hay una magnitud aleatoria implicita que asocia 1 6 0 a cada éxito o fracaso de un ensayo.
Esta también la magnitud aleatoria correspondiente a la suma de éxitos en n ensayos y otra
mas correspondiente a la proporcion muestral obtenida del nimero de éxitos y el tamafio n

de la muestra.

Hacking 1. (1975/1995) sostiene al respecto que Bernoulli en su exposicion del capitulo 4

de su Ars conjectandi usa de la variable aleatoria: “El resultado de n ensayos, S,, es una
variable aleatoria. Para cualquier estimador F, la estimacion F(S,) es, entonces, también

una variable aleatoria” (p. 192). Lo cierto es que J. Bernoulli consigue identificar de sus
variables la condicion de independencia, pero no consigue profundizar mas en su naturaleza

ni en la especificacion de algunas de sus operaciones.

Abraham De Moivre (1667-1754)" publicé en 1730 su Miscellanea Analytica que
contiene el primer tratamiento de la probabilidad integral y la esencia de la curva Normal.
Pearson (1924) dice que De Moivre encuentra una ecuacién general para la curva:

y = yoer‘2 (¢l usaba | en lugar de x). Hall6 el valor de y, = ! y halla que su integral

o277

es una buena aproximacion para el calculo de probabilidades de la distribucion binomial

cuando n es grande. Con esto De Moivre consigue una relacion importante entre

magnitudes aleatorias discretas y continuas.

' Proposiciones 12 a 14 De Ratiociniis in Ludo Aeae de Huygens.
'3 Citado en Pearson, K. (1924), p. 403.
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7.2 Las aportaciones de Laplace

Pierre Simon Laplace (1749—-1827) aplicé con gran éxito el calculo de probabilidades en
problemas de Astronomia. Particularmente en problemas de las medidas astronémicas y el
error que se comete en ellas. Se le atribuye, al igual que a De Moivre, el planteamiento de
la Distribucion Normal. Laplace llega a una mayor generalizacion que De Moivre sobre el
planeamiento el Teorema Central del Limite para variables discretas y para algunos casos
de continuas, pero no lo consigue para una funcion arbitraria. Aparte de darle un mayor uso
y generalizacion a las magnitudes aleatorias con el planteamiento de distribuciones
muestrales, identifica condiciones como independencia e idénticamente distribuidas.
También opera con magnitudes aleatorias continuas. En el siguiente ejemplo, citado en su
obra Teoria Analitica de las probabilidades (1812), se puede ver el nivel de formalizacién

de la variable aleatoria:

Sean i cantidades variables y positivas t,t, t,, ... ,t. ,, de las cudles su suma es S,

y de las cuales la ley de posibilidad es conocida; se propone encontrar la suma
de los productos de cada valor que pueda recibir una funcién dada ®(t,t,,t,,...)

de esas variables, multiplicadas por la probabilidad correspondiente su valor

(Laplace, 1812/1886, p. 266 §15)™°

En el texto anterior podemos identificar el uso del término variable para referirse a la
variable aleatoria t asi como a su caracteristica numérica y hace referencia a su dominio,
que hoy entendemos como los nimeros reales positivos. Por otra parte, podemos ver que

Laplace identificaba claramente las i variables aleatorias t.,t,,t,,...,t;, asi como otra

variable S correspondiente a su suma. Respecto a su ley de posibilidad la interpretamos
como la posibilidad de asignacion de probabilidades a cada valor de la variable t. En sus
Mémoire sur les probabilités de 1778 utiliza mucho esta expresion, como, a modo de

ejemplo, puede verse en la siguiente cita:

Ahora, si conociéramos el limite y la ley de posibilidades de los valores de « ,

nada seria mas facil que resolver exactamente este problema; porque si

1 Texto original : « Soient i quantités variables et positives® &> %1 dont la somme soit s, et dont la loi de

possibilité soit connue ; on propose de trouver la somme des produits de chaque valeur que peut recevoir une

Dttt

fonction donnée -) de ces variables, multipliée par la probabilité correspondante a cette valeur ».
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nombramos (] a este limite y si representamos por (@) como la probabilidad de

o , vemos primero que ¢ tiene necesariamente que caer entre 0 y g, la funcion

w(a) debe ser tal que tenemos: [dy () =1. (Laplace, 1778/1893, p. 394)"

Finalmente, podemos observar operaciones sobre las variables y sus probabilidades. Todos
son elementos esenciales de la composicion de las variables aleatorias entendidas desde la
perspectiva moderna. Sin embargo, en este estadio de la comprension del concepto de
variable aleatoria, es vista como una magnitud aleatoria, es decir, puede observarse en la
obra de Laplace que cuando se refiere a variables, lo hace respecto a resultados numéricos
de experimentos aleatorios. No se vislumbra, en esta etapa de desarrollo de la variable

aleatoria, la comprension de ésta como una funcion conjunto de valor real.

Cabe hacer notar que Laplace distingue entre la funcion de probabilidad (y(«)) vy la

posibilidad de asignacion de probabilidades (ley de posibilidades). De alguna manera en
este ultimo concepto cree necesario asegurarse de que es posible asignarle una probabilidad

a las variables.

Por otra parte, la aleatoriedad no estaba aun bien consolidada. Como cuando Laplace

concibe una probabilidad més bien como un mal menor, fruto de nuestra ignorancia:

Todos los acontecimientos, incluso aquellos que por su insignificancia parecen
no atenerse a las grandes leyes de la naturaleza, no son sino una secuencia tan
necesaria como las revoluciones del Sol. Al ignorar los lazos que los unen al
sistema total del universo, se los ha hecho depender de causas finales o del azar,
segun que ocurrieran o se sucedieran con regularidad o sin orden aparente, pero
estas causas imaginarias han ido siendo descartadas a medida que se han ido
ampliando las fronteras de nuestro conocimiento, y desaparecen por completo
ante la sana filosofia que no ve en ellas mas que la expresion de nuestra

ignorancia de las verdaderas causas (Laplace, 1814/1995, p. 24).

' Texto original: “Cependant, si 1’on connaissait la limite et la loi de possibilité des valeurs de & | rien ne
serait plus facile que de résoudre exactement ce probléme; car, si ’on nomme q cette limite et que 1’on

représente par v(a) la probabilité de & , on voit d’abord que, & devant nécessairement tomber entre 0 y (,

[dy(@)=1,

la fonction y(a) doit étre telle que I’on ait: (Laplace, 1778/1893, p. 394)
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7.3 Las aportaciones de Poisson

Simon D. Poisson (1781-1840) en su Recherches sur la probabilite des jugements en
matiere criminelle et en matiere civile (1937) pareciera, en un momento dado, que hace uso

de la variable aleatoria, pero no es muy claro:

Asi, llamaremosC, C,,C,,...,C ,..,C_, las m causas posibles del

envenenamiento E; siendo p,, P,, P3, --es Py s Py, 1as  probabilidades

conocidas de sus correspondientes entradas, relativas a esta variedad de posibles

causas; de manera que p,expresa la probabilidad de que E tendria lugar si la
causa C, fuera Unica, o, lo que es la misma cosa, si ella fuera cierta, excluiria a

todas las demas . (Poisson, 1837, p. 82)'®

Poisson hace la analogia de las m causas posibles con el mismo numero de
urnas A, A, A,, ..., A,, ..., A,. Cada una con una probabilidad de sacar bola blanca de
P> Pys Pss ooes Ppys -» P - Luego, las expresa con un comun denominador x. En sus

palabras:

Por eso, supongamos que reducimos las fracciones p,, p,, pP;, €tc., a un mismo

denominador, tendriamos:

%

P =

[04 (04 [04 (94
s P =R, Py = P E Py =
H H JZ H H

u# 'y los numeradores «,a,,a;,¢etc., son unos numeros enteros. No

alterariamos nada si tomamos un azar una bola blanca de la una A,

reemplazando las bolas que contiene, para un nimero ¢, de bolas blancas de un

18 . . o .
« Ainsi, appelonsC,, C,, C,, ...,C_, ...,C,, les m causes possibles de I’événement E ; soient
P;s Pys Pss oees Py s Py » les probabilités connues de son arrivée, relatives a ces diverses causes ; de

maniére que [, exprime la probabilité de E qui aurait lieu si la cause C, était unique, ou, ce qui est la méme

chose, si elle était certaine, ce qui exclurait toutes les autres ». (Poisson, 1837, p. 82)
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niamero u de bolas, tanto blancas como negras; y lo mismo para las otras

urnas. (Poisson, 1837, p. 82-83)"

Se puede observar una variable cualitativa: las causas posibles C, (eventos) con su
probabilidad conocida, pero también Poisson trabaja con una variable numérica «,
asociada, por una parte al evento C,, y por una probabilidad p,. «a pudiera interpretarse

como una variable aleatoria discreta, pero en Poisson no se lee la intencidon de plantear un
nuevo concepto ni de desarrollarlo. El caso es singular porque, a diferencia de Laplace que
estaba interesado en problemas de magnitudes aleatorias, Poisson parte de una variable
cualitativa —las posibles causas de envenenamiento- a la cual se le asoci6 una variable
cuantitativa « con probabilidades especificas conocidas. Sin embargo, el concepto de

variable aleatoria no tuvo mas desarrollo en Poisson.

7.4 Las aportaciones de Chebyshef v sus discipulos

Pafnuty L. Chebyshef (1821-1894). En 1867 publica su obra Des valeurs moyennes —

sobre valores esperados- donde pueden verse teoremas como el siguiente:

Teorema. Si se designa por a,b,c,... las esperanzas matematicas de las
cantidades X, Y, z, ..., y por &,,b,c,, ... las esperanzas matematicas de sus
cuadrados Xx*,y’,z%, ..., la probabilidad de que la suma X+Yy+2Z+... esté

dentro de los limites

a+b+c....+Wa1 +b +c +..—a*-b’-c’—...,

a+b+c....—o:¢al+b1 +C +...—a’-b*-c’—....,

19 , L 1e . ~ ’ . s
«Pour cela, supposons que 1’on réduise les fractions ,, P,, P;, etc., au méme dénominateur, et que ’on
a, a, a; a, A |

=— P=—, Ps=— Py =Py =
H H H H H

M et les numérateurs @, &, , O, etc., étant des nombres entiers. On ne changera rien a la chance de tirer une

ait ensuite : P,

boule blanche de I'urne A, , en y remplagant les boules qu’elle contient, para un nombre ¢, de boules

blanches et un nombre £/ de boules, tant planches que noires; et de méme pour toutes les autres urnes ».
(Poisson, 1837, p. 82-83)
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serd todavia mas grande que 1— Lz , cualquiera que sea « . (Tchebychef,
a

1867/1899, p. 687)%
Kolmogorov comenta que Chebyshev fue el primero en estimar claramente y hacer uso de

., . . 21
la nocion de la variable aleatoria y su valor esperado” . Y, en efecto, puede observarse en el
anterior teorema no solo el uso claro de variables aleatorias, sino una de sus caracteristicas
mas importantes que es su valor esperado. También opera sobre ellas al buscar las

esperanzas matematicas de sus cuadrados.

Andrei Markov (1856-1922) fue el mas cercano discipulo de Chebyshev e hizo
aportaciones importantes a la teoria de la probabilidad, entre otros, por su teorema limite
para la suma de variables aleatorias independientes, asi como de variables dependientes, en
particular aquellas conectadas en cadena.

o"e™

En su articulo «Sobre las raices de la ecuacion e* P =0» publicada en 1898, Markov
X

prueba un teorema limite con la siguiente formulacion:

La probabilidad de que la suma u, +U, +...+U, de variables independientes

U, U,, .., U, estd dentro de los limites o2(a, +a,+...+a,)]"" y

1/2

pl2(a, +a, +...+a,)]"". Donde a,,a,,...,a,son las esperanzas matematicas de

las variables U,u,..,u. y a y f son dos cantidades elegidas

arbitrariamente, se aproxima cuando N tiende a infinito al limite a

ﬂf”zj‘ﬂexp(—xz)dx ,

% El texto original citado dice : « Théoréme. Si I’on désigne par a,b,C,... les espérances mathématiques des

quantités X, y, z, ..., et par @, bl, C,, ... les espérances mathématiques de leurs carrés X2, y2, Zz, ..., la
probabilité que la somme X+ Y + Z +... est renfermée entre les limites

a+b+c....+ona1+b1+c1 +..—a’-b*-c’—..,

a+b+c...—a\a +b+c +..—a>—b*—c*—...,

sera toujours plus grande que] — Lz , quel que soit & . »
a

2! Citado en Maistrov L. E. (1974), p. 207.
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a condicion de que la secuencia infinita de variables independientes

u,, U,, ..., U, satisfagan las siguientes condiciones:

1. Las esperanzas matematicas de u,, U,, ..., U, son cero;

n

roe 2 2 2
2. Las esperanzas matematicas de u_ , u;,..., U

~ son finitas para finitos valores

de k cuando k se incrementa indefinidamente;

3. La esperanza matematica de U; no llega a ser arbitrariamente pequefia

cuando K se incremente indefinidamente. (Maistrov, 1974, p. 210)

Como puede observarse, Markov enuncia las variables aleatorias que utiliza y se vale de
varias de sus propiedades como independencia y su valor esperado, operatividad de la suma

y potencia, asi como de convergencia de series de variables aleatorias.
Sin embargo, aun no las enuncia en sus teoremas como «variables aleatoriasy.

Aleksandr M. Lyapunov (1857-1918), también discipulo de Chebyshev, da continuidad a
los trabajos de su maestro y de Markov en teoria de probabilidad. El es el primero en usar

la expresion «variable aleatoria» en su discurso y teoremas:

Chebyshev ha mostrado en una de sus memorias que los resultados de sus
investigaciones sobre los valores limite de integrales que conduzcan a la prueba
del tan conocido Teorema de Laplace y de Poisson relativo a la probabilidad de
la suma de grandes numeros de variables aleatorias independientes esta
contenida dentro de determinados limites. (Lyapunov, 1948, p. 220. Citado por
Hazewinkel, 2002)

Una de sus principales contribuciones en este campo es el enunciado y demostracion del

Teorema Central de Limite. El enunciado de Lyapunov es el siguiente:

Supdngase que las variables aleatorias X, X,,..., tienen medias finitas EX,,

240

varianzas DX, y momentos absolutos E\Xk—EXk‘ ,0>0, y supongase

también que B, = Zn

DX es la varianza de la suma de X,,,..., X, . Entonces
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2 EX X

=0 [conocida como Condicion de
B 1+6/2
n

si para algun 6 >0, lim

nN—o0

ZE:I(XK _Exk)

e,

X %2 .
e '“dx cuando n— oo, uniformemente con respecto a todos

1
N2 K

los valores de X, y X, .(Lyapunov, 1954. Citado por Hazewinkel, 2002)

Lyapunov], la probabilidad de la desigualdad X, < < X, tiende

al limite

Teorema enunciado y probado por Lyapunov en 1901 fue el ultimo paso de la investigacion

de Chebyshev y Markov.

Es notable el conocimiento que Lyapunov tenia de variables aleatorias: no sélo las
distinguia claramente y las enunciaba sino que usaba sus caracterizaciones mas importantes
como son su valor esperando y sus varianzas, asi como su operatividad, convergencia y

composicion.

7.5 Kolmogorov

Los nuevos resultados en probabilidad pronto tomaron gran importancia ante el auge de
aplicaciones en ciencias como la Fisica con los trabajos de L. Boltzmann (1844-1906),
entre otros. Esto generd la necesidad de una mayor precision conceptual y logica y, por otra
parte, la emergencia de la teoria de conjuntos y de la medida hicieron nacer una nueva era
para la probabilidad: la axiomatizacion. Pioneros sobresalientes fueron E. Borel (1871-

1956) y S. Bernstein (1880-1968). Kolmogorov puntualiza al respecto:

La primera aximatizacion sistematicamente desarrollada de la teoria de
probabilidad, basada en la nociéon de comparacion cualitativa de eventos
(aleatorios) de acuerdo a sus (mas grandes o mas pequeias) probabilidades es

debida a S. N. Bernstein. El valor numérico de la probabilidad aparece en esta
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concepcion como una derivada mas que como una nocidén primaria. (Maistrov,

1974, p. 272)*

Andrei Kolmogorov (1903-1987) consolidd una axiomatizacion de la teoria de la
probabilidad con la incorporacion de la teoria de la medida. En su obra Fundations of the
Theory of Probability publicada por primera vez en 1933, dedica todo un capitulo, el
tercero, a variables aleatorias. Sin embargo, desde el capitulo I da una definicion inicial de

variable aleatoria:
Sea A una descomposicion del conjunto fundamental E: E=A + A, +...+ A,
y X una funcioén real de los eventos elementales &, los cuales para cada conjunto
A, es igual a una correspondiente constantea,. X es también llamada variable

aleatoria, y la suma E(X) = Zaq P(A,) es llamada esperanza matematica de la
q

variable X. La teoria de las variables aleatorias sera desarrollada en los capitulos
IIT y IV. No nos limitaremos alli simplemente a aquellas variables aleatorias que
pueden asumir solamente un numero finito de valores diferentesy.

(Kolmogorov, 1933/1956, p. 12)*

Su aporte aqui es que queda claramente establecida la naturaleza funcional de la variable

aleatoria como una funcion conjunto de valor real.
En el capitulo III, Kolmogorov da la siguiente definicion de variable aleatoria:

Definicion. Una funcion de valor real x(¢), definida sobre el conjunto basico E,

es llamada una variable aleatoria si para cada eleccion de un nimero real a el

2 Kolmogorov, A. N. (1947). The role of Russian science in the development of probability theory, Ucen.
Zap. Moskov. Gos. Inst. 91. citado en Maistrov L. E. (1974), p. 252.

» Let A be a decomposition of the fundamental set E: E = A + A, +...4+ A, , and X a real function of the

elementary event & , which for every set Aq is equal to a corresponding constant a,. X is then called a

random variable, and the sum E(X) = Z a,P(A,) is called the mathematical expectation of the variable
q

X. The theory of random variables will be developed in Chaps. III and IV. We shall not limit ourselves there
merely to those random variables which can assume only a finite number of different values. (Kolmogorov,
1933/1956, p. 12)
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conjunto {X<a} de todos los & para los cuales la desigualdad x<a es

. - 24
verdadera, pertenece al sistema de conjuntos I ».

Esta definicion se sostiene en lo que Kolmogorov llamé Campo de probabilidad y sus

axiomas:

Sea E una coleccion elementos &,7,4,..., los cuales llamaremos eventos

elementales, y3 un conjunto de subconjuntos de E; los elementos de el

conjunto I seran llamados eventos aleatorios..
I. 3 es un campo de conjuntos.
II. I contiene el conjunto E.

III. Para cada conjunto A en3J es asignado un numero real no-negativo P(A).

Este ntimero P(A) es llamado la probabilidad del evento A.
IV.P(E) esigual a 1.

V. Si A y B no tienen elementos en comtn, entonces P(A+ B) = P(A)+ P(B).

Un sistema de conjuntos, J, junto con una asignacion definida de numero P(A),
que satisfacen los Axiomas I-V, es llamado un campo de probabilidad.

(Kolmogorov, 1933/1956, p. 2)*

** El texto original citado dice: “DEFINITION. A real single-valued function X(f ), defined on the basic set
E, is called a random variable if for each choice of a real number a the set {X < a} ofall & for which the

inequality X < @ holds true, belongs to the system of sets I ”. (Kolmogorov, 1933/1956, p. 22)
> El texto original citado dice: «Let E be a collection of elements &,77,( ..., which we shall call elementary

events, and I a set of subsets of E; the elements of the set 3 will be called random events.

I. 3 isafield of sets.

II. 3 contains the set E.

III. To each set A in J is assigned a non-negative real number P(A). This number P(A) is called the
probability of the event A.

IV. P(E) equal 1.

V. If A an B have no element in common, then P(A+ B) = P(A)+ P(B).

A system of sets, I, together with a definite assignment of numbers P(A), satisfying Axioms I-V, is called a
field of probability». (Kolmogorov, 1933/1956, p. 2)
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De modo que ahora la variable aleatoria queda circunscrita en un campo de probabilidad.
Kolmogorov desarrolla también en el capitulo III algunos topicos sobre variables aleatorias

como variables aleatorias equivalentes y tipos de convergencia.

7.6 Levy, Petrovy Parzen

Paul Lévy (1871-1956). El uso de la nueva terminologia se extiende por Europa. En 1936,
tres aflos después de Kolmogorov, Lévy publica el articulo Sur quelques points de la
théorie des probabilités dénombrables donde utiliza el término «variable aleatoria» en
enunciados y explicaciones. Al final del articulo hay una mencion a Kolmogorov, por lo
que se supondria que es influencia de éste ultimo. Paul Lévy da también un importante
impulso a la teoria de la variable aleatoria, particularmente sobre suma de variables
aleatorias: L'addition des variables aléatoires définies sur une circonférence de 1939.
Sobre la convergencia de series de variables aleatorias: Sur la sommabilité des séries
aléatoires divergentes, en 1935. Y sobre la multiplicacion de variables aleatorias: Esquisse

d'une théorie de la multiplication des variables aléatoires en 1959.

V. Vladimirovich Petrov (1931- ) °, cuya disertacion doctoral fue Some Extremal
Problems in the Theory of Summation of Independent Random Variables. Destacan
también sus trabajos Sums of independent random variables (1972), Limit Theorems for
Sums of independent random variables, (1987) y Limit Theorems of Probability Theory
(1995). El define, en su libro Teoria de probabilidades (2002), la variable aleatoria como
sigue:

Consideremos un espacio de probabilidades (€2, A,P). Llamamos variable

aleatoria a una funcion real X = X(w) definida en el espacio de sucesos

elementales Q y tal que satisface la condicion
{weQ: X(w)<x}eA (3.1

para todo X real.

%6 Valentin Vladimirovich Petrov nacié en Rusia en 1931. Fue profesor de la Universidad de San Petersburgo.
Doctor en Ciencias (Instituto Steklov, 1962).

149



Capitulo 7

En la terminologia del anélisis real, una funciéon X (w) que cumple la condicion
(3.1) para todo x se denomina medible. De esta forma, una variable aleatoria es
una funcion real y medible de los sucesos elementales. Se puede verificar que la

condicion (3.1) para todo X, es equivalente a la condicion
{weQ: X(w)eB}e A (3.2)

para cualquier conjunto boreliano* B de puntos de la recta real R . En el caso

particular en que B es el intervalo (-0, X], la condicion (3.2) se convierte en la

condicioén (3.1) .(Petrov, 2002, p. 55)

Emanuel Parzen (1929- )*, destacado miembro de la Asociacién Americana de
Estadistica, autor y coautor de mas de 100 articulos de investigacion, ha sobresalido, entre
otros, por sus articulos A Central Limit Theorem for Multilinear Stochastic Process
(Parzen,1957a) y An Approach to Time Series Analisis (Parzen, 1957b). Destaca también,
de sus 6 libros, la obra Modern Probability Theory And Its Applications, publicada por
primera vez en 1960, y que ha tenido un amplio reconocimiento, sobre todo en el contexto
de ingenieria. (Newton, 2002) En esta ultima obra, ¢l hace distincion entre Fendmenos
aleatorios con resultados numéricos (Capitulo 4) y su teoria: Media y varianza de una ley
de probabilidades (Capitulo 5), Leyes de probabilidades Normal y de Poisson y otras
relacionadas con ellas (Capitulo 6). Y, por otra parte, desarrolla la teoria de la variable
aleatoria en los capitulos 7 a 10 Variables aleatorias, Esperanza de una variable aleatoria,

sumas de variables aleatorias independientes y Sucesiones de variables aleatorias.
Parzen formaliza su concepcion de un fendmeno aleatorio con resultados numéricos:

Un fendmeno aleatorio con resultados numéricos es un fenémeno aleatorio
cuyo espacio de descripciones muestrales es el conjunto R (de los los nimeros

reales de —oo a ) en cuyos subconjuntos estd definida una funcion P[- ], que

" Nota del autor. La clase de los conjuntos boreleanos en la recta es la minima o -algebra de conjuntos que
contiene a todos los intervalos.

2 Emanuel Parzen naci6 en la ciudad de New York en 1929. Se doctord en la Universidad de California,
Berkeley en 1951 en Matematicas y Estadistica. Ha sido autor y coautor de mas de 100 articulos y 6 libros. El
ha trabajado sobre la Teoria de deteccion de sefiales y en Analisis de series de tiempo donde ha sido pionero.
En 1994, él fue galardonado con Medalla conmemorativa S. S. Wilks por la Asociacion Americana de
Estadistica.
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asigna a cada conjunto boreliano de numeros reales E (que también se llama

evento) un numero real no negativo, denotado por P[E], de acuerdo con los

axiomas siguientes:

Axioma 1. P[E]>0 para todo evento E.
Axioma 2. P[R]=1.
Axioma 3. Para toda sucesion de eventos E,E,,...,E,,..., que sea mutuamente

o0

exclusiva, tenemos que P{G En} = Z P[En]. (Parzen, 1960/1971, p. 173).
n=l1

n=l

En esta logica, la variable aleatoria es un cierto «valor observadoy», pero lo que cuenta es el
uso de X (variable deterministica) en el desarrollo de la teoria, como podemos ver en una

definicion de funcion de distribucion que Parzen da:

La funciéon de distribucion F(-) de un fendémeno aleatorio con resultados

numeéricos se define, para cualquier nlimero real X, como la probabilidad de que
un valor observado del fendmeno aleatorio sea menor o igual que el nimero X.

En simbolos, para cualquier nimero real Xx.
(3.1) F(x)= P[{ numeros reales X': X'< X }] ((Parzen, 1960/1971, p. 191)

Luego, Parzen extiende el modelo a fendmeno aleatorio con resultados numéricos en n
dimensiones cuyo espacio muestral es el conjunto R" que consiste en todas las n-adas

(X5 X,,..., X,,) cuyas componentes X, X,,..., X, son numeros reales de —oo a co.

En el capitulo 7, Parzen abre camino a la variable aleatoria diciendo:

Sin embargo, este método [fendmeno aleatorio con resultados numéricos] no es
muy satisfactorio, pues que requiere que se fije de antemano el niumero n de
fenomenos aleatorios que vamos a considerar en un contexto dado. Ademas, no
ofrece ningun medio conveniente de generar, por medio de varias operaciones
algebraicas y analiticas, nuevos fendmenos aleatorios a partir de fendémenos
aleatorios conocidos. Estas dificultades las evitamos mediante variables

aleatorias.” (Parzen, 1960/1971, p. 299)

Finalmente, Parzen define la variable aleatoria de la siguiente manera:
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152

Definicion de variable aleatoria. Decimos que un objeto X es una variable
aleatoria 1) si es una funcion de valores reales definida en un espacio de
descripciones muestrales, sobre una familia de cuyos subconjuntos hayamos

definido una funciéon de probabilidades P[-], y i) si para todo conjunto
boreliano B de niimeros reales, el conjunto {S : X(S) pertenece a B} pertenece al

dominio de P[-]” (Parzen, 1960/1971, p. 300)



Capitulo 8

Conclusiones
del analisis epistemoldgico

as conclusiones sobre el analisis epistemologico se agrupan en las dos vertientes

analizadas, desde la disciplina y desde la historia.

8.1 Desde la disciplina

Aparentemente la definicion de variable aleatoria es sencilla, como funcidén que asigna a
cada suceso en un experimento aleatorio un valor numérico. La sencillez es, sin embargo
aparente, en cuanto el concepto se apoya en la comprension de los de aleatoriedad,

experimento aleatorio, eventos y operaciones con eventos y probabilidad.

La variable aleatoria estd vinculada con un proceso de modelacion matematica, en el
sentido de que es la que sirve para relacionar un fenémeno aleatorio («realidad») con el
contexto matematico. Esta modelacion presenta dos estratos: (1) uno en la que la variable
aleatoria actiia como «modelo matematico» (en de la definicion de variable aleatoria como
funcion) y dentro del cual el problema que nos ocupa es la «realidad» y (2) otro en la
funcion de distribucion donde la variable aleatoria actia como la «realidady, vinculando a

la probabilidad con el fendmeno aleatorio.

Asociados a la variable aleatoria e inseparables de ella encontramos los conceptos de
distribucion de probabilidad y funcién de distribucion. El requisito de que la imagen
inversa de un intervalo acotado en la variable aleatoria sea un suceso medible nos lleva a la
funcion de distribucion que determina univocamente a la variable aleatoria y viceversa. El

proceso es complejo, pero también permite que la probabilidad de la funcidon sea una
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probabilidad ampliada al intervalo [0,1] y que los valores de la variable aleatoria puedan

extenderse al infinito, lo que la hace infinitamente aditiva.
En el andlisis de la variable aleatoria aparecen diversas aplicaciones del algebra de sucesos:

% en el conjunto de nimeros reales (la variable aleatoria),

¢ del conjunto de sucesos en el intervalo [0,1] (la probabilidad asignada en el
experimento)

+¢ del conjunto de niumeros reales en el intervalo [0,1] (la funcién de distribucién y la
distribucion de probabilidad).

Esta ultima puede también definirse como composicion de las anteriores (invirtiendo la
variable aleatoria). Es por ello que el alumno debe comprender los conceptos de funcion y
aplicacion, funcion inversa, elementos de una funcion (dominio, rango, correspondencia),

diferencia entre variable dependiente e independiente en una funcion.

Afadiendo las diversas representaciones verbales graficas y simbdlicas, vemos que el

concepto variable aleatoria tiene una gran complejidad semidtica y epistémica.

8.2 Desde la historia

Pueden identificarse dos paradigmas en torno a variable aleatoria en su desarrollo histérico:
el Paradigma de magnitudes aleatorias (o como le llama Parzen, Fendmeno aleatorio de
resultados numéricos —Laplace, Poisson, Parzen son importantes representantes-) y el
Paradigma de variables aleatorias (Kolmogorov, Petrov, entre otros). Ambos vigentes, ¢

incluso en convivencia, en las distintas practicas ingenieriles y de ciencias.
Identificamos 9 momentos historicos del desarrollo de la variable aleatoria:

1. Se asocian valores numéricos discretos a resultados de experimentos aleatorios,
como el es caso de varios problemas planteados por Huygens. A esos resultados

numéricos les llamaremos magnitudes aleatorias.

2. Se identifican probabilidades asociadas a las magnitudes aleatorias discretas y sus

distribuciones de probabilidad, como los trabajos de J. Bernoulli.
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3. Comienzan las primeras operaciones entre magnitudes aleatorias como uso de la
suma, el cociente y la convergencia de sucesiones de variables aleatorias, aunque no
siempre explicitas. Aparece la condicion de independencia entre magnitudes

aleatorias (Ley de los grandes nimeros en Ars Conjectandi de J. Bernoulli).

4. Se vinculan las magnitudes aleatorias con problemas reales como errores de
medicién o problemas de sobrevivencia (De Moivre, Laplace y Galton). Nace la
magnitud aleatoria continua, asi como su probabilidad identificada como la integral
en un intervalo dado. Identificacion de distribuciones de probabilidad para
magnitudes aleatorias contintias. Particularmente la Normal y la Exponencial. Auge
del uso del calculo infinitesimal en Probabilidad. Primeros enunciados del Teorema
central del limite. Era comun considerar la Probabilidad como un mal menor ante

nuestra incapacidad de conocer con certeza (De Moivre y Laplace entre otros).

5. Aparecen los primeros indicios explicitos de asociacion de resultados no-numéricos
de experimentos aleatorios con ciertas magnitudes con asignacion de probabilidades

(Poisson).

6. Se trabaja con muchas propiedades de las magnitudes aleatorias y rigor matematico

(Chebyshef, Markov) e incluso se les llama "variables aleatorias" (Lyapunov).

7. Se mira las magnitudes aleatorias como un caso particular de las variables
aleatorias. Estas ultimas son definidas como una funcién conjunto de valor real
dentro de un espacio de probabilidad y que toma valores de un espacio de medible

(Borel, Bernstein y Kolmogorov)

8. Se multiplican las aportaciones a la Teoria de las variables aleatorias ( Levy, Feller,

Meyer, Petrov,....)

9. Hay un nuevo equilibro entre paradigmas (Parzen). Los paradigmas de magnitudes

aleatorias y el de variables aleatorias subsisten hasta la actualidad.

En estos nueve momentos identificamos cuatro etapas que marcan saltos cualitativos en la

conceptualizacion de la variable aleatoria:
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1.

3.

4.

Desde la probabilidad en un contexto de teoria de juegos hasta problemas de
aplicaciones como sobrevivencia, o teoria de errores (Huygens —De Moivre y

Laplace)

Desde resultados numéricos de un fenémeno aleatorio hasta el reconocimiento

semidtico de la variable aleatoria y operaciones basicas (Chebyshev a Liapunov)

Desde estadio anterior al reconocimiento funcional de la variable aleatoria y su

formulacion formal en base a teoria de la medida (Borel y Kolmogorov).

Desarrollo de la teoria formal de la wvariable aleatoria: sumas, productos,

convergencia de sucesiones y series de variables aleatorias (Lévy, Petrov).

Asi mismo, identificamos algunos obstaculos para el surgimiento y desarrollo del concepto

de variable aleatoria:

R/
L4

El predominio del Paradigma magnitudes aleatorias ha dificultado el surgimiento
de un paradigma nuevo basado en variables aleatorias.

Dificultad en la naturaleza funcional de la variable aleatoria y la composicion de
funciones vinculada con ella y la probabilidad. Tradicionalmente ha sido mas
tratada como variable (magnitud aleatoria) que como funcion.

Dificultad para reconocer la existencia de la variable aleatoria al hacer
composicion entre variables aleatorias. (por ejemplo, Bernoulli en la Ley de los
grandes nimeros).

Las dificultades planteadas por la Fisica cuantica y otras ciencias, como el caso de
las funciones discontinuas, las paradojas de teoria de conjuntos, la matematica
formal y los problemas planteados por Hilbert, pusieron en crisis la teoria de la
probabilidad. Lo que dio paso a una nueva era con las aportaciones de la Escuela de
San Petersburgo, particularmente de Kolmogorov.

Complejidad con sus operaciones. Se ha tenido que desarrollar la teoria de
conjuntos y de la medida para plantear formalmente a la variable aleatoria y abordar
mas profundamente sus operaciones como la suma entre variables aleatorias,
producto y convergencia de sucesiones y series de variables aleatorias, teoremas
limite. (Lévy, Petrov).

Asi mismo, logramos identificar algunos obstaculos para el surgimiento y desarrollo del

concepto de variable aleatoria:
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El predominio del Paradigma magnitudes aleatorias ha dificultado el surgimiento de

un paradigma nuevo basado en variables aleatorias.

Dificultad en la naturaleza funcional de la variable aleatoria y la composicion de
funciones vinculada con ella y la probabilidad. Tradicionalmente ha sido mas

tratada como variable (magnitud aleatoria) que como funcioén

Dificultad para reconocer la existencia de la variable aleatoria al hacer
composicion entre variables aleatorias. (por ejemplo, Bernoulli en la Ley de los

grandes niimeros)

Las dificultades planteadas por la Fisica cuantica y otras ciencias, como el caso de
las funciones discontinuas, las paradojas de teoria de conjuntos, la matematica
formal y los problemas planteados por Hilbert, pusieron en crisis la teoria de la
probabilidad. Lo que dio paso a una nueva era con las aportaciones de la Escuela de

San Petersburgo, particularmente de Kolmogorov.

Complejidad con sus operaciones. Se ha tenido que desarrollar la teoria de
conjuntos y de la medida para plantear formalmente a la variable aleatoria y abordar
mas profundamente sus operaciones como la suma entre variables aleatorias,
producto y convergencia de sucesiones y series de variables aleatorias, teoremas

limite. (Lévy, Petrov).
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Algunas ideas para investigaciones futuras

9.1 En el analisis cognitivo

Sobre la posibilidad de que la variable aleatoria pueda ser aprendida escolarmente.

Este trabajo sugiere que es posible disefiar una ensefanza efectiva de algunas nociones
intuitivas sobre variable aleatoria dirigida a alumnos universitarios que no tengan
conocimientos previos en estadistica. Esto se pone de manifiesto en la cantidad de
conceptos movilizados por las alumnas a lo largo de la situacion durante la entrevista
clinica, asi como en el progreso que se observa entre sus concepciones y estrategias
iniciales y como la actividad les ayuda a superar algunas ideas incorrectas o incompletas.
Las dificultades que se presentaron en estos alumnos es previsible que aparezcan en otros.
Particularmente es de interés estudiar qué regularidades se presentan en estudiantes con la

misma preparacion, en situacion escolar.

Consideraciones para nuevos disefios

Por otro lado, el estudio proporciona criterios para revisar la situacion, perfilando mejor las
preguntas, proporcionando a los alumnos ayuda especifica en los puntos en que ha habido
dificultad y disefiando otras situaciones referidas a otros campos de problemas relacionados
con la variable aleatoria, por ejemplo el de ajuste de una funcién a una distribucion de datos
estadisticos. La situacion ha estado muy centrada en una variable aleatoria discreta y
algunos puntos de nuestro andlisis conceptual y de la tarea deberan ser revisados para el
caso de variables aleatorias continuas. Pareciera interesante disefiar una segunda situacion
en que la variable aleatoria a modelar fuera continua y analizar las diferencias en

dificultades y estrategias respecto a las descritas en este estudio. Asi por ejemplo, nos
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parece de sumo interés indagar sobre las diferencias encontradas con otras situaciones en

donde la probabilidad estuviera definida en otro paradigma.

La modelacién y la variable aleatoria

También es necesario profundizar en la idea de la variable aleatoria como vinculacion entre
la realidad del problema y su modelacion a través de la funcion de probabilidad.
Consideramos que un problema mads abierto, planteado con la posibilidad de permitir que el
estudiante proponga diversas variables aleatorias y ¢l deba decidir cudl seria la mejor
variable que ayudaria a resolver el problema propuesto, aportaria conocimiento sobre las
posibilidades de construccion del concepto de variable aleatoria, pero también aportaria
vertientes importantes sobre la forma en como se modela a través de la variable aleatoria.
Asi mismo se vincularia méas el modelo matematico con el contexto del problema,
ayudando a superar el obstaculo de la reduccion de la aleatoriedad a matematica

deterministica.

La componente semiotica: un area de oportunidad

Asimismo, en este trabajo no se ha aplicado toda la potencia del andlisis semiotico, que nos
permitiria identificar la naturaleza especifica de los conflictos semiodticos que causan las
dificultades percibidas por los alumnos. Algunos de estos conflictos semiodticos quedan
implicitamente descritos (por ejemplo confusion entre variable dependiente o independiente
en las diversas funciones involucradas o no interpretacion de la probabilidad como un
nimero sino como una razén), sin embargo es necesario un estudio mas detallado de estos

conflictos y de la forma en que podrian ser resueltos.

9.2 Vinculacién entre el analisis cognitivo y el epistemoldgico

Algunos de los resultados obtenidos en el analisis epistemoldgico apoyan y sustentan
algunos de los resultados obtenidos en el andlisis cognitivo, lo que sirve como guia para
dirigir investigaciones cognitivas tendientes a concretar obstaculos epistemoldgicos. Pero
también para profundizar historicamente en las etapas del desarrollo del concepto a partir

de los cuestionamientos provenientes del analisis cognitivo.

160



Glosario

Asi por ejemplo, es deseable indagar qué tanto coinciden las etapas historicas que se
detecten en un analisis epistemologico con las etapas formuladas por los estudiantes para
construir el concepto. En nuestro analisis encontramos una coincidencia en la formulacion

de experimentos aleatorios con resultados numéricos.

El anélisis epistemologico apoy6 las conclusiones obtenidas en el andlisis cognitivo sobre
coémo los conocimientos de matematica deterministica, particularmente el algebra y célculo,
se vuelven un obstaculo para el surgimiento y uso de ideas matematicas probabilisticas. El
trabajo de Laplace es representativo en esto. El, que hizo muchas aportaciones en el
calculo, retomo a la probabilidad como una alternativa en su busqueda deterministica del
conocimiento del mundo. También puede observarse que el desarrollo matematico de la
teoria de probabilidades fue establecido fundamentalmente con el recurso de la matematica
deterministica de su época. El paradigma de la magnitudes aleatorias es, de hecho, una
consecuencia de la influencia del calculo, pues en este paradigma se busca lo mas posible
expresar los resultados y procedimientos en términos de X, no de la variable, aleatoria, X

que toma el valor X.

Beta epistemoldgica

Otra coincidencia importante estd en que en el desarrollo de la teoria de la variable aleatoria
se presentaron dificultades como la expresion de la funcion de probabilidad con la

igualdad: p(X;) =P(X =X;), para variables aleatorias discretas, que es una expresion de

convivencia entre los dos paradigmas, pero que, finalmente, expresan visiones distintas de
la probabilidad. Las alumnas en el anélisis cognitivo no distinguieron ambas probabilidades
y por lo tanto no veian la necesidad de desprenderse de la interpretacion clasica de
probabilidad. Las relaciones y diferencias entre la probabilidad vinculada a la funcion de
variable aleatoria en R y la probabilidad vinculada con espacios muestrales finitos es algo

sobre lo que se tiene que profundizar cognitiva y epistemologicamente.

Desde la perspectiva semiotica, el término mismo de variable aleatoria, tiene sus

dificultades, como dice Feller:
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El término variable aleatoria es un poco confuso; funcion aleatoria seria mas
apropiado (pues la variable independiente es un punto en un espacio muestral,

es decir, constituye el resultado de un experimento) (Feller, 1968/1973, p 221)

9.3 Algunas otras consideraciones a la investigacion

1. Observar en los libros de texto universitarios al definir y tratar la variable aleatoria
la presencia y posible convivencia de los paradigmas de magnitud aleatoria y

variable aleatoria.

2. Valorar la conveniencia didactica de introducir la variable aleatoria a partir del

desarrollo primero del paradigma de magnitud aleatoria.

3. Se esperan dificultades en el proceso de aprendizaje del concepto de variable

aleatoria:

¢ provenientes de la naturaleza funcional de la variable aleatoria.
¢ por la simbologia utilizada.

% por la interferencia de la matematica deterministica en la emergencia del
concepto de variable aleatoria.

¢+ por sus dificultades asociadas a la comprension de funciones conjunto de valor
real.

% por la complejidad del formalismo actual en torno a la variable aleatoria.
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Aleatoriedad: La aleatoriedad se puede interpretar desde dos perspectivas, la informal y la
forma. La informal esta relacionada con la incapacidad de predecir con exactitud. Se
le relaciona con el azar en el sentido de se le atribuye ser «la causa» de la aleatoriedad
y es fuente de innumerables controversias. Desde la perspectiva formal se analiza en
su proceso de generacion (matematicamente, el experimento aleatorio) y en el patron
de las secuencias que se generan al repetir muchas veces el proceso. Se le concibe
como un modelo matematico de una sucesion de resultados de un mismo experimento
realizado repetida e independientemente. Bajo esta vision, es posible aplicar el
calculo de probabilidades a los fendmenos denominados aleatorios (Batanero y
Serrano, 1995 y Batanero, 2001).

Distribucion de probabilidad: Es la coleccion de pares ordenados (Xi, pP(X; )) coni=1,

2,.... definidos de la siguiente manera: «Dada una variable aleatoria discreta X, que
toma los valores X1, X2, X3,..., @ lo mds infinitos numerables, a cada resultado posible X;
se le asocia un numero P(X;)= P(X = Xi) llamado probabilidad de X, que cumple con

que p(Xi)Z Opara todo i y que i P, =1». Meyer (1970/1973) establece que en la
i1

mayoria de los casos, los numeros pP(X;)se determinaran por «la funcién de

probabilidades asociada con sucesos en el espacio muestral sobre el que se define X.
Esto es p(x,) = Plw/X(w)=x]» (p.61).

Concepciones: De acuerdo con Peltier (1993), las concepciones de los estudiantes seran la
clase de problemas que dan sentido a un concepto para el estudiante; el conjunto de
significantes que es capaz de asociar (imagen mental, expresion simbolica) y los
instrumentos, teoremas, algoritmos, que es capaz de poner en marcha.

Epistemologia: Desde la teoria de los griegos, la episteme constituye en la teoria del
conocimiento, el auténtico conocimiento. Desde la tradicion francesa, epistemologia
se refiere a la filosofia de las ciencias y se limita a un solo conocimiento: el cientifico.
Temas propios de la epistemologia son, entonces, la organizacion de las ciencias, su
unidad, su division, sus principios, sus métodos, etc. En particular, a la epistemologia
que nos referimos en esta memoria es a la de las matematicas (en particular a la de la
probabilidad y mas especificamente a la del concepto de variable aleatoria). Su
campo también lo constituye el estudio de las ideas que de de algin modo son
previas, y eran independientes de la nocion de estudio, pero que al traspasar ciertos
limites inciden en el surgimiento, la organizacion (o reorganizacion) y desarrollo del
campo de estudio. Entran en el interior de las nociones formandolas y
constituyéndolas. Los estudios epistemoldgicos no sélo dan cuenta de la
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organizacion, coherencia y validez pasada y actual de las ciencias, sino también de la
forma en como los conceptos propios de una epistemologia trascienden y se aplican
en otras disciplinas, aunque este ultimo punto no lo abordamos en esta memoria.

Error: La idea de error es una idea especifica de la epistemologia. Desde la concepcion de

esta investigacion, entenderemos por erroneo aquel proceso operatorio que trastorna
contenidos de conocimiento. Lo diferenciamos de la ignorancia, que es un no-
conocimiento, en que el error se ejerce sobre un material ya dado, es decir, conlleva
conocimiento, pero en su manipulacion conceptual lo trastorna y lo ensambla
incorrectamente, de modo que no ajustan entre si. El error aparece, por tanto, como
algo inherente al sistema de conocimientos (Valverde, J. en Mufioz, J. y Valverde, J.,
2000).

Espacio muestral: Es ¢l conjunto de todos los resultados posibles de un experimento

aleatorio ¢. El espacio muestral puede ser finito, infinito numerable o infinito
innumerable. Generalmente el espacio muestral se representa con la letra 2.

Evento (o suceso): Un evento (respecto a un espacio € en particular, asociado a un

experimento & definido) es un conjunto de resultados posibles de un experimento
aleatorio. En terminologia de conjuntos, diremos que es un subconjunto del espacio
muestral. Los sucesos pueden ser elementales o compuestos cuando se pueden
descomponer en sucesos mas simples. Se les representa con letras mayusculas del
alfabeto: A, B, C,... En ocasiones cuando se habla de sucesos elementales se emplea
la letra minuscula @.

Experimento aleatorio: Nos referiremos a un experimento aleatorio o no deterministico

como aquel que es posible repetir indefinidamente sin cambiar esencialmente sus
condiciones, pero del cual no podemos predecir cudl sera su resultado en particular.
Generalmente es posible describir el conjunto de los resultados posibles del
experimento. Una caracteristica importante que menciona Meyer (1970/1973) es que
si un experimento aleatorio se repite, los resultados aparentan un comportamiento
caprichoso, sin embargo, a medida que se incrementa el nimero de veces que se
repite, aparece un patroén regular. Esta regularidad es la que hace posible la
construccion de un modelo matemdtico que permite analizar el experimento.
Generalmente el espacio muestral se representa con la letra ¢.

Funcion de distribucién (o funcion de distribucion acumulada): Es la funcion definida

por como F(x)=P(X <x) para una variable aleatoria X, continia o discreta.
Caracteriza totalmente a la variable aleatoria y debe cumplir: (1) ser una funcién
definida en (—oo,+0) y monétona no decreciente; (2) su limite cuando X tiende a

infinito negativo es cero y su limite cuando X tiende a infinito positivo es 1; (3) es
continua por la derecha.

Funcion de probabilidad: En algunos libros distinguen la funcion de probabilidad de la
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distribucion de probabilidad. A la funcién de probabilidad la definen como la
funcion, p, de una variable aleatoria discreta, X, en el mismo contexto que la
distribucion de probabilidad: «Dada una variable aleatoria discreta X, que toma los
valores Xi, X2, X3,..., @ lo mds infinitos numerables, a cada resultado posible X; se le
asocia un nimero pP(X;)= P(X = Xi) llamado probabilidad de X;, que cumple con que
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p(xi)ZOpara todo 1y que i p; =1». La diferencia es muy sutil y algunas veces la
i=1

funcién de probabilidad la reducen a la expresion algebraica de la distribucion de
probabilidad. En esta memoria las tomaremos como sindnimos.

Probabilidad: Desde la perspectiva formal, la probabilidad se define a través de los tres
axiomas de la probabilidad: (1) la probabilidad del suceso A esta entre 0 y 1; (2) la
probabilidad del evento seguro es uno; (3) La probabilidad de la unién de dos eventos
excluyentes, tienen como interseccion el conjunto vacio, es igual la suma de las
probabilidades de los dos eventos. Sin embargo, el vocablo es mucho mas complejo
porque estos tres axiomas no incluyen realmente la asignacion de probabilidades. A
este respecto, muchos autores (entre ellos Fine, 1973; Boudot, 1979, Cabria, 1992;
Székely, 1982/1986 y Borovenik, Benz y Kapadia, 1991) amplian el concepto y
mencionan la existencia de diversos tipos de probabilidad. Los més consensuados son
la (1) probabilidad clésica: se calcula de acuerdo a la regla de Laplace y que se
define como la proporcion del nimero de casos favorables entre el numero de casos
posibles; (2) la probabilidad Iégica: es un grado de creencia racional, se calcula
como una relacion logica entre una aseveracion y otra que presenta una evidencia; (3)
la probabilidad frecuencial o empirica: se calcula a partir de las frecuencias relativas
en un experimento aleatorio que se repite muchas veces; y (4) la probabilidad
subjetiva: que es obtenida como una expresion del grado de creencia de una persona.
Cada uno de estos tipos de probabilidad, incluyendo la formal, tiene sus propias
dificultades, epistémicas, didacticas y cognitivas, asi como tiene su particular
dificultad la interaccion y convivencia entre diferentes formas de interpretar la
probabilidad. Estas dificultades han sido estudiadas y reportadas desde la didactica de
la probabilidad por un nimero muy amplio de autores se han dedicado a investigarlas.
Un buen compendio de algunos de estos resultados esta en Shaughnessy, 1992, en
Batanero, 2001 y 2005 y en Batanero, Henry y Parzysz 2005. A la probabilidad de un
evento A se le representa como P(A).

Probabilidad como funcion: Con este término denominamos a la funcion que se establece
entre los eventos y la probabilidad. Por consiguiente es una funciéon en donde se
relacionan conjuntos (los eventos) con un valor acotado entre 0 y 1 (la probabilidad).
Esta terminologia no esté estipulada en la teoria de probabilidad, sin embargo hemos
tenido la necesidad de introducirla para diferenciar la asignacion de probabilidades a
los eventos (probabilidad como funcion), de la asociaciéon de probabilidad a la
variable aleatoria (funcion de probabilidad).

Variable aleatoria: Es la funcion (X) que asigna a cada uno de los elementos w € Q, un
numero real X (w) en un experimento aleatorio & asociado a un espacio muestral Q.

La variable aleatoria puede ser discreta (si toma una cantidad, finita o infinita,
numerable de valores) o continua (si puede tomar una cantidad innumerable de
valores). A los valores (nimeros reales) que toma la variable aleatoria generalmente
se les representa por letras minasculas X;.

o-Algebra: Dado un conjunto Z, una familia A de subconjuntos de Z forman una c-algebra
si satisface las condiciones siguientes: (1) Los conjuntos vacio y Z pertenecen a A; (2)
A es cerrada para le paso a complemento, es decir que el complemento de cualquier
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conjunto que pertenezca a A, también pertenecerd a A; (3) A es cerrada con respecto a
uniones numerables, es decir, la unién de cualquier sucesion de conjuntos que
pertenezcan a A, también pertenecerd a A. Se puede deducir que, dadas estas
caracteristicas, A también es cerrada para las intersecciones numerables y diferencias
de conjuntos. Este concepto asegura que a cualquier evento generado en un espacio
muestral dentro de una estructura c-algebra sea factible asignarle una probabilidad
puesto que la estructura en una c-algebra de eventos (o sucesos) es cerrada para la
unidn e interseccidon numerable.

o-Algebra de Borel: Es la familia mas pequefia de conjuntos con las propiedades de una
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c-algebra que existe en la recta real. La clase de subconjuntos de Borel estd
engendrada por uniones e intersecciones numerables de intervalos semiabiertos. A
todo evento definido como conjunto boreliano y generado en un fenémeno aleatorio
con resultados numéricos es posible asignarle probabilidades (Parsen, 1991).
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ANEXO 1

Elementos de Significado de la

variable aleatoria. De acuerdo a Ortiz (2002)*

Elementos intensivos del significado (p.121):

Definiciones y propiedades de la variable aleatoria.

VAL:

VA2:
VA3:

VA4:

VAS:

VAG6:

VAT:

VAS:

VA9:

VAIO:
VALL:

La variable aleatoria toma sus valores dependiendo de los resultados de un
experimento aleatorio.
Es una funcion del espacio muestral en R.
Queda caracterizada mediante la distribucion de probabilidad: Conjunto de valores
que toma junto con su probabilidad.
Se requiere que, para cada intervalo | de R el conjunto original sea un suceso del
espacio muestral.
Una variable aleatoria define una medida de probabilidad sobre el conjunto de
numeros reales.
Para cada variable aleatoria podemos definir una funcion de distribucion de la forma
siguiente:

R:—[0,1]

x:— F(x)=P(& < x)
La funcion de distribucion de una variable aleatoria es una funcién real de variable
real, monotona no decreciente.
La funcion de distribucion de una variable aleatoria determina en forma biunivoca
la distribucion de probabilidad.
Sea (x;,p,)i € la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta.

Se define la media o esperanza matematica como E[é] =>.a X p; . Este concepto

extiende la idea de media en una variable estadistica.

La moda es el valor mas probable de la variable.

La mediana es el valor de la variable para el cual la funcion de distribucion toma el
valor 1/2. Por tanto, la probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor
menor o igual a la mediana es exactamente 1/2.

* Ortiz se basa en el marco tedrico de Godino y Batanero (1994 y 1998a) para describir sus categorias de

analisis.
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Elementos Extensivos del significado (pp. 199-202)

Actividades: problemas y ejercicios caracteristicos de la variable aleatoria.

SVAL:
SVA2.

SVA3.
SVAA4:
SVAS:
SVAG6:
SVAT:
SVAS:

SVA9:

Determinar la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria.

Determinar la probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor
determinado.

Dada una lista de variables aleatorias, decidir si son cualitativas o cuantitativas y
cuales son discretas y cudles continuas.

Representar graficamente la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria.
A partir de la representacion grafica, hallar la distribucion de probabilidad.
Obtener la funcion de distribucion dada la distribucion de probabilidad.

Obtener alguno de los valores de posicion central, media, mediana o moda o de
dispersion.

Dada una distribucion de probabilidad comprobar si verifica los axiomas de
probabilidad.

Calcular el valor de la variable aleatoria al que corresponde una cierta probabilidad.

Variables adicionales (pp 50-51)

En la descripcion de los ejercicios, ademads se consideran las siguientes variables:

Vi:

V2.

V3:

V4.

V5:

Vé6:
V7:

Tipo de actividad que se pide al alumno: Dentro de esta variable hemos considerado
cuatro categorias: 1) Ejemplo introductorio; 2) ejemplo después de la definicion; 3)
ejercicio introductorio; 4) ejercicio después de la definicion. y 5) ejercicio después
de haber hecho un ejemplo similar.

Concepto al que el ejercicio se refiere explicitamente o implicitamente, entre los
citados anteriormente.

Tipologia del ejercicio o ejemplo dentro de cada concepto. Esta es la principal
variable dentro de nuestro estudio, pues describe la actividad especifica que debe
realizar el alumno para resolver el ejercicio o que se ejemplifica en el ejemplo. Esta
tipologia de situaciones se describira con detalle, para cada uno de los conceptos, en
las secciones 3.4 a 3.9 y permitira describir los elementos extensionales de los
conceptos probabilisticos elementales.

Tipos de espacio muestral. Hemos considerado de interés analizar el tipo de espacio
muestral del experimento aleatorio que interviene en las situaciones propuestas al
alumno, diferenciando entre espacio muestral infinito, finito, con dos elementos
equiprobables; finito, con mas de dos elementos equiprobables, finito, con sucesos
no equiprobables e impreciso.

Posible asignacion de probabilidades a los sucesos. Un punto importante es la
asignacion de probabilidades a los sucesos dentro de los experimentos que
intervienen en la situacion, porque ello esta directamente relacionado con los
distintos significados del término probabilidad descritos en la seccion 2.5.

Contexto del enunciado del ejercicio: Se refiere al campo de aplicacion mostrado.
Presentacion de la informacion: Verbal, numérica o grafica.
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La Actividad
PARTE |

A raiz de los festejos del dia del nifio, el departamento de relaciones publicas de una fabrica
desea conocer el numero de hijos que tiene cada uno de los 200 obreros que ahi laboran. La
intencion es efectuar una rifa que beneficie a los hijos de los trabajadores. Los resultados de
la encuesta realizada para tal efecto son:

Numero de Numero de
hijos trabajadores
0 16
1 22
2 33
3 45
4 31
5 20
6 12
7 9
8 7
9 5

a) Si tomamos un trabajador al azar, ;cual es la probabilidad de que tenga 4 hijos? ;Y 6
hijos? ;Y 7? ;Cual es la probabilidad de que no tenga ningtn hijo?

b) (Qué depende de qué: el numero de hijos depende de la probabilidad o al revés? ;Cual
de estas dos variables seria la variable dependiente y cual la variable independiente?

PARTE Il

En la fiesta se premiara a la familia de un obrero con boletos para el teatro, pero los boletos
de teatro se tienen que reservar con dias de anticipacion, asi que le encomiendan a la
trabajadora social de la empresa que decida cuantos boletos tiene que comprar.

Numero | Numero de
de hijos | trabajadores
0 16
1 22

Probabilidad
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2 33
3 45
4 31
5 20
6 12
7 9
8 7
9 5

Indica las operaciones que efectuaste para llenar la tabla y contesta:

(Qué recomendacion darias a la trabajadora social de cuantos boletos comprar para que
la empresa pierda lo menos posible? Explica detalladamente porqué le darias esa
recomendacion.

De acuerdo a tu recomendacion jcon qué probabilidad el trabajador premiado ocuparia
exactamente el nimero de boletos que compro la trabajadora social?

De acuerdo a tu recomendacion ,;qué tanto puedes asegurar que se ocuparan
exactamente los boletos que se compraron?

De acuerdo a tu recomendacion, jcon qué probabilidad al trabajador premiado le
alcanzaran los boletos y hasta le sobraran?

De acuerdo a tu recomendacién, jcon qué probabilidad el trabajador premiado no le
alcanzaran los boletos para poder llevar a todos sus hijos al teatro?

PARTE 111

Analicemos matematicamente la situacion. ..

Utiliza la informacion que obtuviste en la Parte I acerca de la variable dependiente e
independiente y la tabla que hiciste en la segunda parte para hacer una grafica que
represente la probabilidad de que un trabajador con un cierto nimero de hijos salga
premiado.

h)

Representa con una letra la variable dependiente y con otra la variable independiente y
utiliza estas letras para representar en notacién funcional el resultado obtenido en el
inciso b) de la parte II.

Describe, en el contexto del problema, con tus propias palabras la informacién que
proporciona la variable dependiente de la variable independiente.

Describe el dominio de la variable independiente y el rango de la variable dependiente.
Describe el método a partir del cudl puedes obtener el valor de la variable dependiente,
a partir del valor de la variable independiente.

La relacion que estableciste ;es una funcién matematica? ;Por qué?

(Qué diferencias encuentras entre la variable independiente de esta funcién de
probabilidad y las variables independientes de las otras matematicas que ti conoces, por
ejemplo, de algebra o célculo?

(Qué nombre le darias a este tipo de variable?

A4
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Solucién de referencia de la Actividad
PARTE I

a) Sitomamos un trabajador al azar, ¢cudl es la probabilidad de que tenga 4 hijos? ;Y 6
hijos? ¢Y 7? ¢ Cual es la probabilidad de que no tenga ningun hijo?

Hay tres posibles respuestas correctas, todas ellas siguiendo el razonamiento de la

probabilidad clasica (o la regla de Laplace):

. 31 . 12 .. 9 . . 16
% De 4 hijos: —; de 6 hijos: —; de 7 hijos: — ; de ningun hijo: —.
200 200 200 200

% De 4 hijos 0.155; de 6 hijos: 0.06; de 7 hijos: 0.045; de ningun hijo: 0.08.
% De 4 hijos 15.5%; de 6 hijos: 6%; de 7 hijos: 4.5%; de ningtin hijo: 8%.

b) ¢Qué depende de que? ¢El nimero de hijos depende de la probabilidad o al revés?
¢ Cudl de estas dos variables seria la variable dependiente y cual la variable
independiente?
Aqui hay una ambigiiedad en cudl es la funcion a la que nos referimos. Podria ser a la
funcién de probabilidad (dada por la variable aleatoria y la probabilidad) o a la formada por
la probabilidad y los conjuntos de trabajadores que tienen un cierto nimero de hijos. En el
primer caso la probabilidad depende del nimero de hijos, por lo tanto el nimero de hijos es
la variable independiente y la probabilidad es la variable dependiente. En el segundo, la
probabilidad depende de los conjuntos formados por los trabajadores con un cierto nimero
de hijos. Esperamos la primera respuesta por las variables que indicamos.

PARTE II

Calculo de la probabilidad de que el trabajador premiado tenga el nimero de hijos dado.

NUmero NUmero de L
de hijos | Trabajadores FrogElineEe
0 16 19 1 0.08
200
1 22 2 111
200
2 33 > 10165
200
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45

3 45 » 10225
200

4 31 10,155
200

5 20 — | 01
200

6 12 2 1 0.06
200
9

7 9 2 10.045
200
7

8 7 7 10.035
200

9 5 > 10.025
200

Esta misma tabla se puede llenar con las probabilidades en forma de porcentaje.

c) ¢Qué recomendacion darias a la trabajadora social de cuantos boletos comprar para
que la empresa pierda lo menos posible? Explica detalladamente porqué le darias esa
recomendacion.

Lo mas probable es que el trabajador seleccionado tenga tres 3 hijos o menos, asi que es

necesario que se compren tres boletos para los nifios mas los dos boletos del trabajador y su

esposa es decir, 5 boletos en total, de ese modo, la mayoria de los trabajadores (el 58%) no
tendria problemas para llevar a sus hijos al teatro si salen premiados, al mismo tiempo que
la empresa no perderia demasiado si sobran boletos.

Hay otras soluciones posibles, como elegir un valor de la variable mayor, pero esperamos

que el alumno elija esta, ya que en este problema la mediana es muy préxima a la moda,

aunque la media da un valor algo mayor (3,4) se acerca mas al valor 3 que al 4. Por tanto
todos los promedios coinciden aproximadamente en este contexto.

d) De acuerdo a tu recomendacion ¢con qué probabilidad el trabajador premiado
ocuparia exactamente el nimero de boletos que comprd la trabajadora social?

Con una probabilidad de 0.225, es decir, en realidad es poco probable que se ocupen

exactamente los 5 boletos.

e) ¢Qué tanto puedes asegurar que se ocuparan exactamente los boletos que se
compraron?

Es poco probable, es decir es mas probable que no se ocupen exactamente puesto que s6lo

45 de los trabajadores (de los 200) tienen oportunidad de ocupar exactamente el numero de

boletos recomendado. Es mas alta la posibilidad de que sobren boletos (0.355) o bien de

que falten (0.42).



Anexo 3

f) De acuerdo a tu recomendacion, ¢con qué probabilidad al trabajador premiado le
alcanzaran los boletos y hasta le sobraran?

Con una probabilidad de 0.58 (0.08+0.11+0.165+0.225=0.58), es decir, es mas probable

que alcancen y hasta sobren los boletos a que hagan falta boletos. Esto significa que de 100

trabajadores, 58 tendrian posibilidades de no tener problemas con sus hijos en caso de que

salgan premiados.

g) De acuerdo a tu recomendacion, ¢con qué probabilidad al trabajador premiado no le
alcanzaran los boletos para poder llevar a todos sus hijos al teatro?

Con una probabilidad de 0.42. Es mas probable que si alcancen a que no alcancen. El 0.42

puede provenir de dos operaciones: la suma de 0.155, 0.1, 0.06, 0.045, 0.035 y 0.025 6 bien

de la resta de 1 menos 0.58.

PARTE Il

Grafica que representa la probabilidad de que un trabajador con un cierto nimero de hijos
salga premiado.
Hay dos posibles gréficas correctas:

0.25

0.20 A
0.15 A u

0.10 [

Probabilidad

0.05 - " -

0.00

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de hijos

*

0.25
0.20 A
0.15 A

0.10 A

Probabilidad

0.05 A

0.00 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ndmero de hijos

R/
A X4

h) Representa con una letra la variable dependiente y con otra la variable independiente y
utiliza estas letras para representar en notacion funcional el resultado obtenido en el
inciso b) de la parte II.

El resultado del inciso b) de la parte dos se refiere a con qué probabilidad el trabajador

premiado ocuparia exactamente el nimero de boletos que compre la trabajadora social, por

A-7
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lo tanto el nimero de hijos sera de 3, x = 3, y = 0.225, en notacion funcional: f(3) = 0.225.
Esperamos que los alumnos sugieran una notacion aproximada como la siguiente:

X: variable independiente (nimero de hijos) (también podria ser n o cualquier otra).
y: variable dependiente (probabilidad) (o P o cualquier otra letra)

En notacion funcional: y = f(X) (utilizando las letras que escogieron para denotar a las
variables).

i) Describe, en el contexto del problema, con tus propias palabras la informacion que
proporciona la variable dependiente de la variable independiente (en la funcién que
acabas de representar).

La variable dependiente indica la probabilidad de que el trabajador que salga premiado

tenga ‘x’ numero de hijos. También se puede expresar como las posibilidades que hay de

que un trabajador que tenga un nimero ‘x’ de hijos sea el premiado.

Notese que lo que se espera es que regresen al contexto del problema.

J) Describe el dominio de la variable independiente y el rango de la variable dependiente.
En esta pregunta se suscita un conflicto con la teoria. Desde la perspectiva estricta de la
teoria de probabilidades, la funcion de probabilidad toma valores de [0,1] en su rango y
valores enteros comprendidos entre [0,00) en su dominio. Esto es porque la probabilidad

definida en la funcion de probabilidad es una extension de la probabilidad definida en el
espacio muestral (en realidad no son iguales). En este caso no esperamos que los
estudiantes respondan de ese modo, puesto que no han tomado un curso de teoria de
probabilidad sino que esperamos que interpreten en el contexto de una variable discreta,
tomando en cuenta solamente los valores de la probabilidad que le asignaron a los valores
de la variable aleatoria que estuvieron trabajando.

Dominio D ={ x | x € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} }
Rango R = {y | y €{0,0.025,0.035,0.045,0.06,0.08,0.1,0.11,0.155,0.165,0.225} }
O descripciones semejantes.

k) Describe el método a partir del cual puedes obtener el valor de la variable
dependiente, a partir del valor de la variable independiente.
Las respuestas pueden ser diversas, dos que consideramos correctas serian:
¢ El valor de la probabilidad (variable dependiente) se obtiene dividiendo el numero
de trabajadores correspondiente al numero de hijos de interés (variable
independiente) entre 200. Para conocer el nimero de trabajadores correspondiente
se recurre a la tabla dada.
+» También se puede obtener directamente a partir de la tabla o de la grafica que se
hizo.

I) La relacion que estableciste ¢es una funcion matematica? ¢por qué?
Si es una funcidon matematica porque a cada valor de la variable independiente (nimero de
hijos) le corresponde un solo valor de la variable dependiente (probabilidad).
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m) ¢Qué diferencias encuentras entre la variable independiente de esta funcién de
probabilidad y las variables independientes de las otras mateméticas que tu conoces,
por ejemplo, de algebra o calculo?

En la funcién (distribucion de probabilidad) el valor de la variable independiente depende

de un proceso aleatorio.

Los valores de la variable independiente (numero de hijos) no necesariamente se

presentarian uno tras otro si repetimos una y otra vez la rifa en las mismas condiciones.

Mas aln, algunos valores es posible que no se presenten después de varios intentos. En este

tipo de experimentos no se puede predecir el valor que se obtendra ni siquiera de manera

aproximada, s6lo podemos saber qué es lo mas probable que ocurra, mientras que en los
problemas tradicionales de algebra y calculo hay un orden de aparicion de los valores de las
variables.

n) ¢Qué nombre le darias a este tipo de variable?

Variable aleatoria o variable estocastica o variable azarosa u otro nombre similar en el que
se haga énfasis en que el azar esta vinculado con ella.
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Transcripcion de la entrevista

afiaden en cursivas notas explicativas necesarias para la comprension de la accion

durante su lectura, asi como tiempos de grabacion y notas de los archivos de video y
audio. Durante la entrevista participaron: Brenda (alumna), Moénica (alumna), Profesor (de
matematicas de Brenda y Monica de primer semestre) y Blanca (investigadora).

I :n la transcripcion del didlogo de las personas que intervienen en la entrevista, se

PRIMERA PARTE

Brenda y Monica transcribieron los datos (en forma de tabla) al pizarron. La tabla contenia
tres columnas correspondientes al niimero de hijo y al niimero de trabajadores y a la
probabilidad. Contestan el primer inciso directamente en la tabla. La probabilidad la
escriben como el cociente de dos numeros enteros en todos los casos. También escribieron
en el pizarron sus respuestas a cada inciso de la primera parte.

En el pizarron:

Ndmero Ndmero de -
de hijos trabajadores Frosaulites
16
0 16 —
200
22
1 22 —
200
33
2 33 —
200
45
3 45 —
200
31
4 31 —
200
20
5 20 —
200
12
6 12 —
200
9
7 9 —
200
7
8 7 —
200
5
9 5 —
200
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Primer pasaje: Definicion de la probabilidad como variable dependiente o
independiente.

ByMO1 (video) 0:22.8
Monica tiene la actividad por escrito y se lo lee a Brenda. Brenda, en tanto, esta
terminando de escribir sus respuestas en el pizarrén.

Monica: ;Qué depende de qué: el nimero de hijos depende de la probabilidad o al revés? Y
luego ;cual de estas dos variables sera la variable independiente e independiente?
Brenda: Bueno... primero ;qué depende de qué? pues el nimero de hijos... no...el nimero
Ambas: de trabajadores... (muy seguras de su respuesta)

Brenda: ...depende del nimero de hijos, ;jno?

Monica: No, no es que dice: el nimero de hijos depende de la probabilidad, no del...
Brenda: no.. pero la primera no es...

Monica: ;qué depende de qué? ...pues...

Ambas: el numero de hijos depende de la probabilidad ;o al revés?...

Monica: No, la probabilidad depende del niimero de hijos o sea que qué tan probable... o
sea... depende... la probabi...Yo digo que la probabilidad depende del nimero de hijos.
(recurre a voltear a ver a los profesores para que le confirmen o le refuten esta Ultima
afirmacion)

Brenda: Pero mas bien... el nimero...el...bueno... no, si la probabilidad depende del

Brenda: depende del numero de hijos porque...
Modnica: Aja, porque qué tan probable es...
Brenda: porque qué tan probable es que los trabajadores tengan ese nimero de hijos.

En el pizarrén:

Figura 14.

-------- 01:31.1

Segundo pasaje: Dan una primera aproximacion a la nocion de funcion.

ByMO1(video) ---- 1:38.9
Nuevamente Monica tiene la actividad por escrito y se la lee a Brenda.

Monica: ;Cual de estas dos variables seria la variable dependiente y cual la independiente?
Esta. ;Hablan de aqui (se refiere al inciso anterior) o de... ?

Brenda esta terminando de escribir la conclusion en el pizarron, asi que no le hace mucho
caso a Monica.

Monica: Es que ve estas dos no pueden ser de que jah! dependiente o independiente
(sefiala las columnas de la tabla)... asi, no. Yo no puedo entrar... de lo que el nimero de
hijos y el numero de trabajadores ... no puede ser, pon ti dependiente e independiente o
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independiente y dependiente (sefiala las columnas de la tabla) porque no, no hay relacion...
por ejemplo aqui (sefiala la columna de numero de trabajadores) empieza un niimero 16, y
luego aqui mayor, mayor, incrementa y luego decrementa y luego decrementa, asi como
que no hay rela...o sea no hay mucha relacion, igual de cero hijos pudo haber un trabajador
y de cuatro a cinco mil y asi... como que no da resul...pero dice...

- 2:22.9

Tercer pasaje: Definen cual es la variable independiente y cual es la variable
dependiente en el problema.

ByMO1(video) 2:32.0
Nuevamente Monica tiene la actividad por escrito y se la lee a Brenda.

Monica: El nimero de hijos depende de la probabilidad o al revés y ya la pusimos. Ahora
dice ;Cual de estas dos variables seria la variable dependiente y cual la independiente?
Brenda: Pues yo digo que el numero de trabajadores depende del nimero de hijos.
Monica: ;Por qué? Porque es mas probable que sea del tipo 3 6 4

Brenda: Si, porque, bueno se supone que... 0 sea aqui por decir, x... 0 sea’x’seria la... la
variable independiente, o sea los numero de hijos son independientes, porque segln o sea...
como... Si has de cuenta... ya ves que seria como poner ‘X’ y ‘y’...

Modnica: Aja. A ver ponlo.

(Brenda escribe una’x’al final de la columna del nimero de hijos y una “y’ al final de la
columna del nimero de trabajadores)

En el pizarrén:

Ndmero Numero de T
de hijos trabajadores il

16

0 16 —
200
22

1 22 —
200
33

2 33 —
200
45

3 45 —
200
31

4 31 —
200
20

5 20 —
200
12

6 12 —
200

9

7 9 —

200
7

8 7 —

200
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X y

Brenda: Entonces esta seria la ‘x” (sefiala la columna de nimero de hijos) porque
realmente... o sea si te fijas...

Modnica: Bueno es que aqui si crece y luego vuelve para abajo otra vez (sefiala la columna
de numero de trabajadores).

Brenda: Si, pero si te fijas esta es la que.. esta es la que... (sefiala la columna de ndmero de
hijos)

Monica: Va determinando...

Brenda: Aja, va determinando al nimero de trabajadores. El nimero de trabajadores no
determina al nimero de hijos.

Modnica: Ah, ya entiendo.

Brenda: Sino al revés, el numero de hijos es lo que estd determinando el nimero de
trabajadores. Entonces esta seria...

Monica: Pero eso no significa que depende de los hijos va a ver tantos trabajadores sino
que esta (sefiala la columna de nimero de hijos) rige a esta (sefiala la columna de nimero
de trabadores).

Brenda: Entonces en este caso, el nlimero de hijos es la variable independiente y ¢l nimero
de trabajadores es la variable dependiente.

(Brenda escribe la conclusion en el pizarron)

En el pizarrén:

Numero de hijos = V. independiente
Numero de trabajadores = V. dependiente

Figura 15.
-------- 4:23.8
Cuarto pasaje: Cuestionamiento sobre los motivos para definir las variables
independiente y dependiente.
ByMO1(video) 4:42.9

Profesor: ;Si tomamos un trabajador al azar cual es la probabilidad de que tenga 4 hijos?
Ambas: 31 de 200.

Profesor: ;Por qué no pusieron por ejemplo 4 entre doscientos u otro nimero porque 31?
Brenda: Porque bueno, en la tabla el nimero de hijos que son 4 tienen un nimero de
trabajadores de 31 y el universo de trabajadores son 200. Entonces de esos 200 quiere decir
que 31 tienen 4 hijos.

Monica: Es como que al sumar todos estos (sefiala la columna de nimero de trabajadores)
y te dan 200, pero pues ya te lo da de antemano el problema, te dice que son 200 obreros en
total. Este es el nimero de trabajadores obreros (sefiala la columna) que si hacemos la
suma te da 200. Entonces por ejemplo de 5, a pues a ver 5 (busca en la tabla), aqui estan
los 5. Hay 20 trabajadores de 200 que tienen 5 hijos.

Profesor: La cuestion seria ;Qué pasaria si sumaramos todas las probabilidades? La
probabilidad de que tenga un hijo, dos hijos, asi..., ;qué pasaria?
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Brenda: ;Sumar el nimero de hijos?

Profesor: Las probabilidades. Miren por ejemplo, cual es la probabilidad de que... haya 4
hijos.

Brenda: 31 sobre 200.

Profesor: Bueno entonces 31 sobre 200 es una probabilidad. ;Qué pasaria si sumo cada
caso?

Brenda: Deben de dar 200, o sea debe de dar todo el universo.

------------ 6:27.5
ByMO1(video)--- 6:52.1
Profesor: Bueno, entonces la pregunta es si la probabilidad puede valer 200.

Brenda: Si, bueno, ;qué la probabilidad dé algo o sea pueda valer 200?

Profesor: Si, por ejemplo el 31 sobre 200 es un niimero negativo, positivo...

Monica: Positivo. Fraccion.

Profesor: Fraccion, mayor que uno, menor que uno,...

Ambas: Menor que uno.

Profesor: Menor que uno.;Y las probabilidades son mayores que uno?

Monica: Son menores que uno. Todas son menores que uno.

Profesor: Entonces si sumamos todas esas probabilidades, ;qué creen que pueda pasar?
Brenda: Seria igual a 200. O sea te quedaria 200 y seria igual a... o seria la unidad uno.
Quedaria 200...

------------ 7:27.5
ByMO1 (video) 8:04.4
Profesor: Es decir, la probabilidad de tener cuatro hijos...

Brenda: O sea, esta es la probabilidad de 31,... (le arrebata la palabra, sefiala la respuesta
al inciso a), 31/200, escrita a un lado de la tabla).

Profesor: 31 de 200 (ninguna de las dos lo escucha, enfrascadas en su discusion).
Brenda: ...entonces estas son todas las probabilidades que hay (sefiala la columna de
namero de trabajadores)...

Modnica: A pues si.

Brenda: ...y si las sumamos si nos van a dar 200. Haz de cuenta que ésta (sefiala el 31 en la
columna de namero de hijos) es la probabilidad de tener 4 hijos. Esta diciendo el profe que
se refiere a estas probabilidades (sefiala la columna de ndmero de trabajadores) y al
sumarlas nos darian 200.

Ménica: Pues si

Profesor: ;16 seria una probabilidad?

Ambas: ;16? (extrafiadas)

Brenda: ;asi, sola?

Profesor: Si, asi sola.

Brenda: No, asi solo, no.

Profesor: ;Qué le faltaria?

Monica: 16 de cuantos.

Profesor: ;De cuantos seria?

Ambas: De 200.

Profesor: Entonces la cuestion es, ¢si sumando todas? ;qué pasa si sumo probabilidades?
[qué se esperaria que diera?

Brenda: El universo en general, los 200.

(Monica asiente con la cabeza)
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Profesor: Denme una respuesta entre las dos. Lleguen a un acuerdo.

Monica: Pero es que.. probabilidad si yo estoy de acuerdo que si son estos (sefiala la
columna de namero de trabajadores) porque es todo.. es un porcentaje... es que tanto, que
tan probable es que salgan... el nimero de hijos. Pues si, aqui (sefiala la columna de
numero de trabajadores) de hecho serian 200. Pero lo que estabamos discutiendo de que...
ya nos habia preguntando de 200... y luego que tan probable de que si sumo /éstos (Sefiala
la columna de numero de hijos) nos pregunté ahorita?

Profesor: Las probabilidades.

Ambas: No, las probabilidades son 200.

Monica: Las probabilidades son 200. Ya.

Brenda: Al sumar las probabilidades te debe dar todo el conjunto que estas.. o sea, todo el
universo.

(Las dos asienten, estan de acuerdo y convencidas)

Profesor: Nada mas la pregunta es si una probabilidad puede valer 200. Es que me dicen
que la probabilidad suma 200.

Monica: Pues ya no seria probabilidad sino un total (riéndose).

Brenda: Bueno, lo que podria ser es que el nimero... es decir, podria ser la probabilidad de
que los trabajadores tuvieran de 0 a 9 hijos. Esa seria la inica forma en que hubiera una
probabilidad de 200.

Monica: Aja. Total ya, sin dividir. En conjunto.

Profesor: Sin embargo, en la primera respuesta de cuatro hijos dice 31 sobre 200. Y
ustedes me dijeron que todas las probabilidades son fracciones menores que uno. Entonces
en total, hay 10 fracciones porque son 10 casos y si todas son menores de uno, ;como le
hacen para que llegue a 200?

Desconcertadas Miran las tablas en el pizarron.

Monica: ;Como?... o sea ;,cOmo maestro?

Profesor: Si, ustedes me acaban de decir hace ratito que la probabilidad de tener 4 hijos es
31 sobre 200 y que esa era una fraccién menor que uno ;/no?

Ambas: Aja.

Profesor: Y luego me dijeron que todas las probabilidades son fracciones, fracciones
menores que uno. Entonces si son 10 probabilidades a lo mas que podriamos aspirar es a
que su suma fuera menor que 10. Cuando yo les pregunto cudl es la suma de
probabilidades, ustedes me dicen que 200 asi que ;Como le hacen para que llegue a 200?
Hacen exclamaciones de obviedad

Monica: jAy maestro!

Brenda: Lo que pasa es que esta fraccion es con respecto a 200.

Monica: Aja. El comun denominador es 200.

———————————— 11:28.3

Profesor: ;TG que piensas Monica?

Monica: Yo digo que atin sumando todas estas (sefiala la columna de numero de hijos) no
nos da mayor que 1 porque para que fuera mayor que 1 la fraccion tendria que ser 201 o
mas entre 200. O sea 201 sobre 200 y estos (refiriendose a la columna de nimero de hijos)
no van a dar mas de 200.

Profesor: O sea ;estas de acuerdo con ella?

(Ninguna de las dos contesta. Se miran confundidas)

Brenda: No, pero la probabilidad se refiere a ésta (sefiala la columna de numero de
trabajadores).
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Brenda voltea a ver al profesor, busca su apoyo. Monica esta confundida. Brenda tiene
mayor seguridad en lo que dice.

Profesor: Decidan ente ustedes.

Monica: No, jya me dejo... (como la probabilidad va a ser ésta?! (extrafiada, sefiala la
columna de nimero de trabajadores).

ByMO1 (video) 13:04.8
Profesor: ;Podria tener sentido decir que la probabilidad tiene un tope, un limite, un
numero al cudl no puede rebasar? ;0 puede tomar cualquier valor positivo? Ustedes me
acaban de decir que no tiene sentido que sea negativo, pero por ejemplo, ;puede ser cero?
Monica: Si.

Brenda: Pues si.

Monica: Por ejemplo, de 10 hijos es cero, la probabilidad.

Profesor: Entonces, /la probabilidad puede tomar cualquier valor? ;Puede haber
probabilidad 2, probabilidad 3... probabilidad 200, puede haber probabilidad 1000 por
ejemplo? ;Tiene sentido?

Monica: Dependiendo del niumero total, ;no? No se puede exceder del 200, en este caso.
(St estés de acuerdo?

Brenda: Si.

Monica: Dependiendo del valor total. También ni modo que haya 201 de 200. Pues no. O
sea mayor que 200, no.

-—-- 14:15.7

Quinto pasaje: Interpretacion de la probabilidad expresada con niUmeros decimales.

ByMO02 (video) 00:10.9
El Profesor solicita a Brenda y Monica que efectien la division en cada caso, afladen otra
columna a la tabla en donde escriben el nimero decimal resultado de cada division.

En el pizarrén:

Nimero | Numerode | oo piidad | Probabilidad

de hijos | trabajadores
16

0 16 = 0.08
200

1 22 2 0.11
200
33

2 33 — 0.165
200
4

3 45 el 0.225
200
31

4 3] = 0.155
200

5 20 20 0.1
200
12

6 12 el 0.06
200
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7 9 — 0.045
200
7
3 7 L 0.035
200
5
9 5 = 0.025
200

Profesor: Nos podrian ayudar ustedes a encontrar un significado a ese decimal, ;qué podria
significar 0.155? ;qué es eso?
Brenda: Yo digo que los doscientos trabajadores se estan tomando como una unidad,
entonces se supone que ese 0.155 es un pedacito de eso, a eso se refiere, entonces si
sumamos cada fraccion que da aqui, nos va a dar el entero que seria igual a uno. Bueno, yo
entendi eso.
Monica: Si yo también, o se puede hacer como le hacemos, o sea, se puede dividir todo en
doscientas unidades y ya sumas cada cosita. O sea los 31 representan... es que es como un
porcentaje, es un porcentaje.
Brenda: No, bueno yo diria que no, en este caso no seria porcentaje, o sea, has de cuenta
que los doscientos lo estas tomando como un entero, o sea como una sola unidad y esto
seria una fraccion, porque si lo quisiéramos sacar como porcentaje, necesitariamos sacar lo
proporcional, o sea 200 es a 100 y 31 es a...
Monica: Ah si, por eso, no es exactamente el porcentaje pero si es la parte, no es porcentaje
porque es de 100, pero es una fraccion. Es la palabra porcentaje.
Profesor: Entonces que fue ese 0.155.
Monica: Una parte del entero.
Brenda: Si, o sea, que el universo, o sea los doscientos trabajadores se estan tomando como
uno solo, entonces esta probabilidad se refiere a una parte, es una fraccion, una parte de ese
entero que se esta tomando, entonces al sumar todo debe de dar un uno que seria el entero
que se esta considerando.
Profesor: Muchisimas gracias.

-------- 2:07.5

Sexto pasaje: Surgimiento, nuevamente, de la discusion en la definicion de la variable
dependiente e independiente.

ByMO2 (video) 3:32.7
Profesor: Respecto a esa ultima pregunta, el inciso b) dice: ;qué depende de qué? el
numero de hijos depende de la probabilidad o al revés?

Brenda: Que la probabilidad depende del nimero de hijos.

Blanca: Si pero... ahi fijate, ustedes estan manejando “la probabilidad depende del nimero
de hijos” y cuando ponen variable independiente ponen “niimero de hijos”, y variable
dependiente “ntimero de trabajadores”

Mdnica: Ah si es cierto, esta al revés, nos estamos contradiciendo aqui.

Brenda: No porque, si estamos diciendo que la probabilidad depende del numero de hijos,
quiere decir que la probabilidad es la dependiente, el nimero de trabajadores que es la
probabilidad es la dependiente (sefiala sus respuestas en el pizarrén).

Blanca: Pero ;el nimero de trabajadores es la probabilidad?
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Brenda: Si, son estas las probabilidades (sefiala la columna de nimero de trabajadores en
el pizarron).

Mdnica: ;no?

Blanca: No sé.

Profesor: Bueno, yo mas bien lo que queria decir es que la pregunta esta parece que se esta
refiriendo nada mas a la probabilidad y al numero de hijos, porque dice ;qué depende de
qué? ;el nimero de hijos depende de la probabilidad o al revés?, y eso ya lo contestaron.
Monica: Aja, que es la probabilidad es la que depende, entonces seria la dependiente, los
trabajadores, dependen del nimero de hijos.

Profesor: Y luego donde dice ;cual de estas dos variables seria la variable dependiente y
cudl la independiente?

Modnica: Aqui. (sefiala su respuesta a esta pregunta en el pizarron)

Profesor: Entonces el nimero de hijos seria la independiente, y entiendo que el numero de
trabajadores es, como de ahi se sacan las probabilidades lo hacen equivalente, es como si
estuviéramos hablando de las probabilidades, ;asi lo estdn entendiendo?

Ambas: Si.

-------- 5:29.6

Séptimo pasaje: Discusion entre la diferencia entre probabilidad y nimero de
trabajadores. Surgimiento de las dos relaciones importantes: probabilidad-nimero de
trabajadores y numero de hijos-nimero de trabajadores.

ByMO02 (video) 6:41.4
Profesor: Podemos estar de acuerdo en que entendemos por probabilidad, ;simplemente un
numero suelto?

Brenda: No, es un niimero que, o sea, de la unidad que se esta tomando, no puede ser asi...
Profesor: O sea, “es relativo a”. Entonces cuando ustedes hablan alla abajo (se refiere a la
respuesta al inciso b) que esta escrita en el pizarron) del nimero de trabajadores como
variable dependiente, también seria “relativo a” .

Monica: Relativo al total de trabajadores.

Profesor: ;O no? ;cémo ven?

Monica: ;éste maestro? (Sefiala la respuesta a la variable dependiente “numero de
trabajadores™ escrita en el pizarron).

Profesor: Si, si, como variable dependiente.

Monica: O sea, es que el nimero de trabajadores es variable dependiente del nimero de
hijos porque aqui ponemos la ’x’ es el nimero de hijos y dependiendo de, si hay 4 hijos va
a haber... el nimero de trabajadores.

Profesor: Si, si hay una asociacion de dependencia, ahora nada mas el detalle es sobre
probabilidad, es que dice el nimero de hijos depende de la probabilidad o al revés? Pero
de la probabilidad.

Brenda: O sea, de esto (sefiala los valores de probabilidad obtenidos en el inciso a)
escritos en el pizarron).

Blanca: Es que en la funcion de dependencia que ustedes establecen donde dice: “la
probabilidad depende del nlimero de hijos”, ;cudles son las variables que manejan ustedes?
Mdnica: Segun lo que yo entendi, es la probabilidad. Esta (sefiala la columna de nimero
de trabajadores en el pizarron).

Blanca: Pero ;esa es la probabilidad? ;el 12 es probabilidad?
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Brenda: No, de aqui se sacaria la probabilidad de 12 sobre 2.. (sefiala el pizarrén).
Monica: Es que hay dos relaciones.

Blanca: ;Cuales son las dos relaciones?

Monica: Esta (sefiala el nimero de trabajadores) y esta (sefiala el nimero de hijos), y esta
(sefiala el numero de trabajadores) y el total (se refiere al total de trabajadores)

Blanca: Esa, y esa, y esa del total.

Brenda: Bueno, lo que pasa es que por ejemplo, se supone que el nimero de trabajadores
depende del nimero de hijos, pero por ejemplo, de 31 esto seria la probabilidad, entonces
de acuerdo a esta tabla (sefiala la tabla) se esta sacando que los hijos, o sea, la probabilidad
de que haya esos hijos es el nimero de trabajadores. A ver ;como te lo puedo explicar?
Monica: Es que aqui estan las tres variables (sefiala el pizarron), tres porque de 0 hijos hay
16 personas que tienen 0 hijos de las 200, o sea, es que hay tres factores: ;cuantos hijos?,
Jcuantas personas? ;y de cuantas?, o sea, jcuantas personas de cuantas?; como que estas
dos (se refiere al numero de trabajadores y al total de trabajadores) van relacionadas muy
directamente porque son 16 de 200, 9 de 200, pero esas dos se relacionan con esta (con el
namero de hijos), porque esta es la variable de cuantos hijos son.

Blanca: Pero esas dos, 16 sobre 200, ;son dos numeros o es un nimero?

Monica: Es un namero.

Blanca: Es un nimero. Entonces ;cuales son las dos variables que ustedes tienen?

Brenda: Lo que pasa es que la probabilidad, este nimero (el nUmero de trabajadores) que

pizarron) te esta pidiendo: “quiero la probabilidad de 4 hijos”, entonces tu estas sacando la
probabilidad de acuerdo a esta tabla (sefiala la columna del nimero de trabajadores), que
te da 31, o sea, 31 de todo el universo y esa probabilidad esta dependiendo del numero de
hijos. Por eso la probabilidad esta dependiendo de los hijos. Esa probabilidad es de todo el
universo, pero lo estas tomando de acuerdo al nimero de hijos que tu estas buscando.
Monica: Esta probabilidad (sefiala la palabra probabilidad en la frase ““La probabilidad
depende del nimero de hijos™ en el pizarrén) es este nimero (sefiala el 16/200, referida a
la respuesta a la probabilidad de que el trabajador seleccionado tenga cero hijos) que es el
mismo que este (Sefiala el 31/200 respuesta referida a la probabilidad de que tenga cuatro
hijos), o sea, cerrado en un solo niimero, y esa es la probabilidad, este (hnuevamente 16/200)
que es igual que este (nuevamente el 31/200).

Blanca: Entonces /cuales son las variables que ustedes manejan ahi?

Monica: Yo diria que es el nimero de trabajadores entre total de trabajadores.

Blanca: ;Es decir?

Monica: Probabilidad.

Blanca: ;cual seria entonces la variable dependiente?

Monica: La probabilidad.

Brenda: Si, seria la variable dependiente.

11:46.7

SEGUNDA PARTE

Ellas transcriben sus respuestas a la hoja de su reporte y borran sus respuestas a la
primera parte del pizarron, pero no la tabla de los datos.
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Octavo pasaje: Primera respuesta a la recomendacién que darian a la trabajadora
social: Hay uso escaso de los datos de la tabla.

ByMO03 (video) 4:35.4
Monica lee el problema

Monica: ;qué recomendacion le darias a la trabajadora social de cuantos boletos comprar
para que la empresa pierda lo menos posible? jAh, pero dice que se tiene que comprar por
anticipado! ;no? Pero si faltan se pueden compara ahi.

Profesor: El caso es, que quieren comprar de tal manera que no falten...

Monica: Pero tampoco que no pierdan.

Profesor: Aja, porque ;/qué pasa si compran nueve?. Nueve mas dos son... /qué pasa si
compraran 11 boletos?

Monica: Puede perder, pero jy si sale?

Profesor: Pero resulta que 9... a ver ustedes jcomo ven?. Pero ;sera posible que salgan los
9?

Monica: Pues yo para no perderle y para no errarle, compraria dos nada mas porque si hay
familias que tienen 0 hijos, de hecho hay 16 trabajadores que tienen 0 hijos. Entonces nada
mas compraria dos para que vayan €l y la esposa, y ya después si no sale, por lo menos ya
tengo asegurados dos. Por eso preguntaba, si ya tengo asegurado dos... porque dice que
pierda lo menos posible. En caso de que compre 3, y si por ejemplo sale una familia de
estas, ya perdi un boleto, ya estoy perdiendo un boleto ;qué voy a hacer con ese boleto?.
Asi pienso yo, yo compraria dos.

-------- ---- 6:03.4

Noveno pasaje: Establecimiento del primer supuesto implicito en su decision de cuantos
boletos comprar: los boletos deben comprarse con anticipacion.

ByMO03 (video) 6:03.8
Brenda: Yo compraria 5, porque de acuerdo a la tabla, hay mas probabilidad de que sea
una persona con tres hijos y luego sumandole el obrero y la esposa serian 5.

Monica: Si, hay mucha probabilidad. Pero y si te salen por ejemplo estas (sefiala los
trabajadores con menos de tres hijos). Ah profe, es que eso es lo que le preguntaba; lo que
yo le estoy preguntando es muy importante porque, en caso de que yo compre dos me van a
faltar, pero si tengo que comprar los exactos que 1o menos pierda o puedo comprar ya
después boletos.

Profesor: Ya no, después ya no.

Monica: Ah pues entonces si tiene razon ella, se tienen que comprar 5.

Profesor: ;Por qué?

Monica: Porque yo habia dicho que 2 para no fallarle y no perder nada, porque dije:
compro dos minimo y ya, si me sale una familia de 0 hijos, o sea, que nada mas iria la
pareja pues ya se los doy y ya no perdi yo nada, pero si me salen mas pues vuelvo a
comprar, no hay problema. Pero no, porque tengo que comprar una vez. jAh! entonces
compraria 5 boletos porque la mayor incidencia de familias es de 3 hijos, o sea, el mayor
numero de trabajadores que hay por hijo es 3, o sea, las familias con 3 hijos son las que mas

abundan en la empresa, entonces como 3 hijos mas el papd y la mama pues ya son 5.
-------- ---- 7:33.9
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Décimo pasaje: Discuten la decision sobre cuantos boletos comprar usando mas
fuertemente los datos que la tabla de probabilidad les proporciona. Surge la necesidad de
calcular la frecuencia acumulada.

ByMO3 (video) 7:47.4
Profesor: ; Tt que dices Brenda de eso?

Brenda: Bueno, yo diria eso, comprar los 5, pero también existe la probabilidad de que no
vaya a completar después.

Monica: Pero va a ser un sorteo, yo siempre me lo imagino como una canasta con
papelitos, entonces, hay mas probabilidades de que yo agarre un trabajador de estos 45 (se
refiere a los trabajadores que tendrian 3 hijos), o sea, en ¢l circulo que dibujamos (se
refiere a la tabla) éste (sefiala el 45) ocupa mas, hay mas probabilidades, es como que la
que menos falla, es como que azar.

Brenda: Aunque bueno, también por decir un margen mas grande seria... bueno mas seguro
seria comprar los 9, porque si te fijas, de aqui hasta aca (sefiala en la tabla la columna de
probabilidades las correspondientes de 0 a 6 hijos) es donde se ocupa la mayor parte, de 0
a 6 es donde se esta ocupando la mayor parte inclusive (se podria tomar) un poco mas, ya
en la de 7 hijos que es donde llega a 9 (es decir, afiadiria los trabajadores que tienen 7
hijos), o sea, es donde esta la mayor probabilidad, ésta es muy poquita (sefiala la
probabilidad de que se tengan 8 ¢ 9 hijos). Estos dos tienen muy poquita probabilidad y
serian 7 mas los... que serian... Si te fijas realmente ya nada mas tendrias un margen de 13 o
sea muy pocos.

Monica: Pero dice ;como le hace la empresa para gastar lo menos posible? Requieres
gastar lo menos posible.

Brenda: Por eso, por decir, si, este es el que tiene mas (se refiere a los trabajadores que
tienen 3 hijos), pero si compras nada mas 5, resulta que, tienes todavia 31 posibilidades de
que salgan con 4, 20 posibilidades de que salgan con 5 y 12 todavia con 6 y asi, entonces si
te fijas hasta aca (sefiala el renglén con 6 hijos) esto abarca la mayor posibilidad, si tienes
cubierto todo esto, ya no vas a tener problemas de que la familia (premiada) se vaya a
quedar sin boletos. Si te fijas realmente todo esto esta cubriendo la mayor probabilidad.
Monica: Pero es que entonces, yo quiero que nadie se quede sin boletos, pues entonces de
una vez compran los... 11...de una vez para ya no errarle.

Brenda: No pero la cuestion es...

Monica: Ahorrar mas es la cuestion, ;qué no?

Brenda: Si ahorrar de modo que no se vaya a..., pero (COn mi propuesta) también va a
quedar abierta la posibilidad de que no vayan a alcanzar los boletos. Si en todo caso fuera,
ay pues ya compra todos, pero no ;verdad?, ya no habria problema; pero en todo caso, yo
diria que si seria hasta aqui (trabajadores con 6 hijos) o hasta aqui (trabajadores con 7
hijos), cualquiera de los dos, porque entonces abarcaria la mayor parte de la probabilidad.
Profesor: Una sugerencia, me gusta la idea que estan ustedes desarrollando pero seria
bueno como registrarla tantito, ustedes dicen: “porque hasta ahi abarcaria la mayor parte de
la probabilidad”, ese fue su ultimo argumento, entonces /por qué no ven que tanta
probabilidad abarca segtin el nimero de boletos?, o sea por ejemplo, si no compran ningin
boleto ;qué probabilidad abarcaron?, si compran un boleto ;qué probabilidad abarcaron? Y
asi...

-- 11:23.7
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Undécimo pasaje: Uso de la probabilidad acumulada para argumentar cuantos boletos
comprar. Ambas se preocupan en diferentes intereses: en los trabajadores o en la
empresa.

ByMO04 (video) 0:4.18
En el pizarrdn, a la tabla anterior le afiadieron la columna de la probabilidad acumulada:
Nudmero Numero de - - Probabilidad
de hijos | trabajadores Preiavlites) | Prosslaliee Acumulada

0 16 16 0.08 0.08
200

1 22 2 0.11 0.19
200
33

2 33 — 0.165 0355
200
4

3 45 Rl 0.225 0.58
200
31

4 31 — 0.155 0.735
200

5 20 20 0.1 0.835
200
12

6 12 — 0.06 0.895
200
9

7 9 — 0.045 0.94
200

8 7 T 0.035 0.975
200
5

9 5 — 0.025 1
200

Monica: Es que yo también estoy de acuerdo contigo porque si es cierto por ejemplo hasta
aqui (sefiala el renglon correspondiente a 7 hijos) ya es casi seguro que les toquen, un 94%
(es la probabilidad acumulada hasta 7 hijos) ya casi seguro que le toque a todos, mas casi
no estas ahorrando porque imaginate que te toque ya no éste (sefiala el renglon de 4 hijos)
sino éste ya estas perdiendo (sefiala el renglén correspondiente a 6 hijos). Un escalon
menos ya estas perdiendo, dos mas, imaginate que te toqué éste (refiriéndose a 4 hijos) o
éste (refiriéndose a 2 hijos), ya perdiste mucho mas. Imaginate que, a lo mejor es una
empresa chica y no sé, a lo mejor los boletos estan en mil pesos, asi que no es lo mismo
gastar...

Monica: Yo le pondria un 50% (refiriéndose mas bien al 58% de probabilidad de que el
trabajador premiado tenga 3 hijos), o si acaso un 70% (refiriéndose al 73% de
probabilidad de que el trabajador premiado tenga 4 hijos), porque luego para que me
salgan con que perdieron... aunque claro, maestro también estd mal el problema porque no
es cuestion de decirles oigan les vamos a dar boletos y si les toca pues que bueno porque es
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como decirles a los que tengan mas (hijos) llevan las de perder porque no vamos a comprar
para todos y luego que... Lo ideal seria que si la empresa est4 haciendo la campana, pero
€S0 ya no tiene que ver con matematicas, sino que es mas ético, si la empresa esta
ofreciendo pues que lo ofrezca bien.

Brenda: En todo caso si se esta buscando que no vaya a gastar de mas y si alcanzan bueno
y si no, no, pues yo estaria por 4 hijos.

Monica: Aja, yo también y si no alcanzan pues ya ni modo.

Profesor: Y si se pusieran codas, si se pusieran asi estrictas, la lana de veras es que...
vamos a ofrecer este beneficio pero... trabajadora social de veras trata de hacernos gastar lo
menos posible, ;cudl seria el valor que escogerian?

Brenda: En la codez, en la codez seria tres hijos.

Modnica: Yo también porque es donde hay mas trabajadores.

Profesor: ;Y en términos de probabilidades?

Brenda: Hasta aqui alcanzaria mas de la mitad, estariamos hablando de mas de la mitad. Es
decir tiene bastante probabilidad.

____________ 2:54.6

Décimo segundo pasaje: Sobre su percepcidn y aceptacion del azar.

ByMO04 (video) 9:57.1
Profesor: Supongamos que yo soy el patron y ustedes son las trabajadoras sociales y me
dicen ‘te convienen cinco boletos’ y me van a convencer: ‘cinco boletos es mucho, ;por
qué tanto?’, ustedes ;qué argumento me darian?

Brenda: Bueno con cinco boletos tendria asegurado que la mayor parte de... o sea mas la
mitad de la probabilidad de que la familia que resultara seleccionada complete con esos
boletos. Abarcaria a la mayor parte de sus trabajadores.

Profesor: Oigan pero eso es posible, a lo mejor eso ni sucede porque es azar...

Monica: Pues es lo que yo decia...

Profesor: ...acuérdense que sera una ruleta o una tombola en la que echaremos los boletos
y es azar y pues, quién sabe si...

Monica: Pero por la misma razén que es azar igual pueden salir estos (sefiala en el
pizarréon los renglones referidos a los trabajadores que tendrian de tres a nueve hijos).
Profesor: Claro, como es azar, pueden salir nueve.

Monica: Bueno, lo que diriamos aqui lo que le aseguramos es el 50%, el otro 50%
definitivamente va a tener que comprar uno, dos, tres, cuatro boletos por su cuenta, pero lo
que usted quiere también es congraciarse o llevarse bien con los trabajadores, entonces pues
con mas del 50% ya tiene probabilidad de que lo saque, es decir, tiene asegurada la mitad.
Profesor: Pero yo sigo asi como renuente, porque es azaroso, como que es la tombola,
como estan tan seguras de esos numeros, porqué le creen a esos ntimeros si es todo azar,
,es posible que en medio de tanto azar ustedes, que nadie sabe que va a salir, ustedes
puedan asegurarme qué va a salir?

Modnica: No, no le podemos asegurar nada. Yo digo que en los azares no se puede asegurar
nada.

Brenda: Bueno, es que no se puede asegurar, pero de lo que se habla aqui es de
probabilidad, lo que puede pasar. Como ademas, se encuentran mas concentrados los
trabajadores en esa parte (sefiala los renglones de la tabla correspondientes a trabajadores
con 3 hijos 0 menos) hay mas posibilidades de que no vaya a perder tanto porque mas del
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50% (de los trabajadores) se juntan en ese espacio. No podemos asegurarlo pero es mas
factible, puede que suceda mas, que salga mas una de estas personas (sefiala los renglones
correspondientes a los trabajadores con 3 hijos 0 menos), es mas facil, que del resto
porque son mas, son mayoria.

Profesor: O sea que ustedes me estan diciendo que uno puede predecir qué boleto va a
salir.

Monica: Cual es mas probable pero no cual va a salir. No hay manera.

Profesor: Pero existira alguna manera, ;es ignorancia nuestra el no saber qué boleto va a
salir?

Brenda: No es algo que t puedas controlar, es la suerte.

13:50.6

Décimo tercer pasaje: Sobre el espacio muestral dentro del contexto del problema.

ByMO04 (video) 15:13.2
Profesor: ;Cuantos casos posibles pueden haber de hijos? Puede ser que en una de esas
salga una familia de 11 hijos.

Monica: No, 9.

Profesor: ;y minimo?

Brenda: ;Minimo? Cero hijos.

Profesor: ;es posible que pueda extenderse el nimero 200 a mas valores? ;por qué?
Modnica: No porque s6lo son 200 trabajadores.

Profesor: ;o0 sea que la probabilidad so6lo tiene que ver con esos trabajadores o con otras
cosas ahi?

Modnica: No, nada mas con esos trabajadores.

16:00.5

TERCERA PARTE
Décimo cuarto pasaje: En la elaboracion de la grafica.

Monica tiene el gis, ella hace la grafica mientras Brenda le va dando indicaciones, de
manera que lo que Mdnica va haciendo estd consensuado por las dos.

Maonica hace unos ejes cartesianos en el pizarron. El sistema coordenado soélo incluye el
primer cuadrante.

ByMO04 (video) 16:48.0
Brenda: Aqui seria el nimero de hijos (sefiala el eje de las abscisas).

Monica etiqueta los ejes: numero de hijos y niUmero de trabajadores.

Brenda: No, pero entonces ahi seria la probabilidad (se refiere al nombre de la variable
dependiente).

Monica: jAh! Aqui ya podemos saber que en vez de poner nimero de trabajadores, ya
vamos a poner directamente la probabilidad. Vamos a trabajar con la probabilidad
directamente.

Brenda: Aqui (sefiala el eje de las abscisas) seria, uno, dos,... asi hasta nueve.

Monica pone la escala en el eje de las abscisas.

Brenda: Luego para arriba, ;de qué la empezamos? ;jde 0.1, no?
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Brenda: Bueno, seria de cero hasta uno y luego ya seria irle poniendo las probabilidades. A
ver, dividelo...

Monica: A ver, primero mitad y mitad. Punto cinco...

Brenda dicta los valores a Monica y ella los va colocando en la gréfica.

Monica: ;Hacemos la grafica?

Brenda: Si, hay que hacer la grafica.

Brenda une los puntos.

En el pizarron:

1.0
0.9
0.8 -
0.7 4
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

o 1/././-\\‘\‘\

0.0 E——,

Probabilidad

Namero de hijos

Figura 16.

ByMO5 (video) 05:36.8

Décimo quinto pasaje: Sobre la nocién de funcién.

ByMO5 (video) 05:36.8

Profesor: Representa con una letra la variable dependiente y con otra la variable
independiente.

Monica: ‘x’ y ‘y’ (las escribe en los ejes de la gréafica que esta en el pizarrdn). Ya.
En el pizarrén:

1.0
0.9
0.8
0.7 4
0.6 4
0.5 4
0.4 4
0.3
0.2

0.1 //\-\'\‘\

o . 0 T T T T T T 7'\‘477777.\ 1

«
Probabilidad

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Namero de hijos

Figura 17. x
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Profesor: Utiliza estas letras para representar en notacion funcional el resultado obtenido
en el inciso b) de la parte 2. Es decir con que probabilidad el trabajador premiado ocuparia
exactamente el nimero de boletos que compro la trabajadora social.

Dudan, leen unay otra vez la pregunta.

Monica: Seria esté no. (Sefiala el punto méaximo en la gréafica y escribe en el pizarrony =
0.225), ;(No esta bien?

En el pizarrén:

y=0.225

Figura 18.

Brenda: (dirigiendose a Moénica) ;A qué se refiere con notacion funcional? juna ecuacion?
Dudan..

Monica: jFunciones!, F de x, fde...

Profesor: ;Seria posible eso (se refiere a la grafica que esté en el pizarron) escribirlo en
notacion de funciones? ;qué es una funcion? Esa grafica, suponiendo que fuera continua,
,seria una funcion?

Monica: Si.

Profesor: ;Por qué?

Monica: Pues como todas (se refiere a los valores involucrados) se corresponden, por
ejemplo f de 3 que corresponde a 0.225, ;no? (Escribe en el pizarron F(3) = 0.225)

En el pizarrén:

y=0.225
F(3) = 0.225

Figura 19.

Profesor: ;Qué dice Brenda?

Brenda: Pero lo que pide es poner... ;como es la ecuacion?

Blanca: ;Una funcion nada mas se expresa en forma de ecuacion?

Brenda: No.

Blanca: ;De qué otra forma?

Monica: Por ejemplo. No, una funcién no necesariamente tiene que ser una ecuacion, por
ejemplo esta podria ser una funcion (escribe F(x) = 3x), siendo que no es una ecuacion.

En el pizarron:

y =0.225
F(3)=10.225
F(x)=3x

Figura 20.

Profesor: Pero esa seria una expresion algebraica, jpuede algo que no sea una expresion
algebraica, una grafica o una tabla, ser funcion? jtiene a fuerzas que ser una formula?
Monica: La tabla o la grafica es la representacion de una funcion.

Profesor: ;Qué dice Brenda?

Brenda: No, porque pueden variar los datos o que estén dados.

Monica: De hecho la férmula se saca de la tabla y la grafica también.
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Profesor: ;Qué opinas de eso que escribi6 Moénica de F(3) = 0.225? ;Eso seria una
notacion funcional?

Brenda: Bueno pues es que... que aqui dice que nombremos las variables y utilice estas las
letras para escribir en notacion funcional el resultado obtenido, o sea que tendriamos que
utilizar ‘X’ y ‘y’, puesto que esas fueron las letras que escogimos.

Profesor: ;Quién seria ‘x’?

Brenda: En este caso, pues seria tres.

Profesor: Preguintale a Monica, ;quién seria ‘x’ y quien seria ‘y’?

Monica: Pues... ‘x’ seria 3 y ‘y’ seria 0.225. La funcion de ‘x’ es ‘y’, es decir el resultado.
Brenda: Pero en todo caso... no lo sabes. Lo que yo digo es utilizar...

Monica: ;En vez de F, ‘y’, aqui (sefiala la F en F(x)=0.225)?

Brenda: No, es que de cualquier forma haria falta especificar que es una funcion de ‘y’. Lo
que podriamos utilizar es, para tomar exactamente las mismas letras, ponerle alla F de ‘x’
(se refiere al nombre del eje de las ordenadas). Es decir, cambiar aquella, ponerle F(x) en
lugar de ‘y’.

Monica: Pero necesitamos ponerle F porque es lo que dice ella (se refiere a Blanca) que
hace falta ponerle la funcién.

Brenda: Por eso te digo, mejor cambiar aquella (sefiala la y en el eje de las ordenadas de
la gréfica).

Monica: (Borra lay en el eje de las ordenadas escribe F(x)) Asi nos queda una sola
variable.

1.0
0.9 -
0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 -
0.2 -

0.1 “/J/\'\_\‘\

0.0 B ——

F(x)

Probabilidad

Nimero de hijos
X

Figura 21.
ByMO6 (video) 02.50.4

Décimo sexto pasaje: Definicion del dominio de la funcion.

ByMO06 (video) 03.03.7
Profesor: Describe en ¢l contexto del problema, con tus propias palabras, la informacion
que proporciona la variable dependiente de la variable independiente.

Monica: ;La variable dependiente (sefiala en el pizarrén el eje de las ordenadas) de la...
(Sefiala en el pizarron el eje de las abscisas)?
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Brenda: Bueno pues se supone que esta (sefiala en el pizarron el eje de las ordenadas) te
esta diciendo que probabilidad hay de que... cudl es la probabilidad de la variable
independiente.

Monica: Lo que dice es que todos estos nimeros (Sefiala la escala del eje de las abscisas),
ninguno pasa de esto (sefiala el punto maximo de la grafica). Es decir, ninguno va mas para
arriba.

Brenda: Pues basicamente la variable dependiente te esta diciendo cual es la probabilidad.
Profesor: ;Llegan a un consenso?

Ambas: Si

Profesor: Bueno, la que sigue. Describe el dominio de la variable independiente y el rango
de la variable dependiente.

Monica: Pues de 0 a 9 es el dominio de la independiente y el rango de la dependiente seria
de 0.025 a 0.225 (escribe en el pizarrén [0,9] y [0.025, 0.225]).

En el pizarrén:

[0,9]
[0.025,0.225]

Figura 22.

Blanca: ;Por qué lo encerraron en un corchete? ;qué significa eso?

Monica: Que va de... incluye del 0 todos los niimeros, todos los ntimeros, hasta el 9.
Cerrado.

Blanca: ;Todos los numeros?

Monica: Entre el cero y el nueve, si.

Blanca: ;Todos los numeros que hay entre cero y nueve?

Monica: Si

Blanca: Cuatro punto cinco esta cero y nueve.

Monica: Pues también es parte porque... No esta en la grafica, pero esta en el dominio.
Igual, esto (sefiala el 4.5 en el eje de las abscisas y traza con el 1apiz su proyeccion hacia
la grafica y después hacia el eje de las ordenadas) no tiene un valor escrito pero si existe.
Blanca: ;Si podemos calcularlo?

Monica: Si.

Brenda: Yo diria que no, se supone que estamos. ..

Monica: Pero es que, es que... viéndolo asi para no poner cuatro punto cinco hijos... pues
es de que... si son valores enteros, pero es que en las graficas también te sale, por ejemplo
poblacion 1970.3, ni modo que haya 0.3 de humano, pero si se puede calcular, es como un
valor de...

Brenda: Bueno es que si es cierto, se supone que nada mas serian los que te estan dando.
Las coordenadas que te esta dando la grafica tinicamente son estos (sefiala los puntos de la
grafica) no son mitades ni nada de eso, solo los enteros.

Monica: Entonces para qué es la grafica si vamos a dejar los puntos asi aislados.

Brenda: Si, pero es que realmente no puedes sacar la probabilidad de 0.5.

Monica: Si, no puedes tener 8.5 hijos, es lo que yo digo.

Brenda: Pero por ejemplo, o sea, o sea, la grafica si esta abarcando todo, si esta abarcando
todo este espacio.

Blanca: ;Entonces estan de acuerdo en que ese es el dominio?

Ambas: Si.
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Profesor: ;Y el rango? ;Coémo lo encontraron?

Monica: Igual, vimos cual es ¢l valor mas chiquito y cual era el mas grande y no puede
salirse de ahi, ni para abajo ni para arriba.

Profesor: ;Qué significa el 4, 5, 6...7

Ambas: El nimero de hijos.

Profesor: Entonces no tienen sentido los decimales.

Ambas: No.

Blanca: Pero a mi me acaban de decir que si tenian sentido.

Brenda: No, lo que pasa es que no podemos saber cual seria el punto, la coordenada aqui
(sefiala un punto que esta entre 0y 1 en la gréafica) en este punto seria decimal, pero en este
caso uno no usa los decimales, no sé la probabilidad de la mitad de un hijo.

Monica: Si fuera dinero si se podria saber.

Brenda: Si podemos usar los decimales, porque entran dentro de la misma grafica, pero en
ciertas cosas no usas decimales.

Profesor: En cambio en el eje vertical ;si tienen sentido los decimales?

Brenda: Es la probabilidad.

Profesor: Por ejemplo, puede haber 0.255, o sea valores intermedios.

Ambas: Si.

Profesor: Ahi si se puede escribir como intervalo cerrado. El que esta dando lata es el de
arriba (se refiere al orden en que escribieron ambos intervalos en el pizarrén, el de arriba
es el dominio, el de abajo es el rango), el de abajo como que no hay discusion, el de arriba
con la salvedad que dicen ustedes. “bueno, asi se suele manejar”. Ese seria el argumento,

81?7
Ambas: Si.
10.57.8
Décimo séptimo pasaje: Definicion de funcion en la relacion establecida.
ByMO06 (video) 10:57.0

Profesor: Describe el método para encontrar el valor de la variable dependiente a partir de
la variable independiente.

Monica: ;La ecuacion?

Profesor: La F, es decir la variable dependiente, a partir del valor de la variable
independiente.

Monica: Pues fijarse en la grafica o sea checar.

Brenda: ;Con un método mas alla del grafico?

Profesor: No dice un método mas alla del grafico. ;Qué opinas de la respuesta de Monica?
Blanca: Si, por ejemplo si ‘x’ es igual a dos, ;cuanto vale la variable independiente?
Monica: Pues se veria aqui, (se dirige a la gréfica y sefiala el dos en el eje de las abscisas,
la proyeccion a la grafica y posteriormente al eje de las ordenadas) o sea dos y checar el
resultado aqui, que es el mismo que de la tabla.

Blanca: ;Lo sacarias de ahi o de la tabla?

Monica: Es lo mismo. Bueno, si estuviera esto (sefiala el eje de las ordenadas)
perfectamente numerado, no asi tan... seria lo mismo.

Brenda: Es decir si se pudiera tener mayor precision, pues si, aqui pues esta un poco mas
complicado.

Mdnica: Aja, si tuviera cuadricula, pues si, la tabla y la grafica es lo mismo.
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Silencio

Modnica: Sin embargo estaba pensando ahorita ;Coémo le podemos hacer? Lo primero que
pensé fue regresion, hacer una regresion y encontrar una ecuacion, pero después dije no,
porque no tiene nada que ver el nimero de hijos con las personas, no es de que entre mas
hijos mas personas haya sino de que pueda haber... si va disminuyendo, no va a llegar un
momento en que se va a acabar, porque son hijos si fueran otros datos como dinero o
alguna otra variable, puede que si, pero como hijos no, pero como en, no s¢, 15 ya se va a
acabar, a partir de 3 va a ir disminuyendo.

Profesor: ;La relacion que establecieron es una funcion matematica? ;0 sea es funcion?
(Recuerdan las propiedades de la funcion? ;qué es una funcién?

Modnica: Que hubiera dos variables.

Brenda: Que para el valor de ‘x” haya un valor en ‘y’.

Profesor: ;Y puede haber dos ‘X’ que vayan a dar a un mismo valor de ‘y’?

Ambas: Si

Profesor: ;Puede haber una ‘x’ que pueda dar dos valores de y? Es decir, jun numero de
hijos que de dos probabilidades diferentes?

Ambas: No.

Profesor: Entonces ;es funcion o no?

Brenda: Si, si es funcion porque para cada nimero de hijos hay una sola probabilidad.
15:24.3

Décimo octavo pasaje: La continuidad como principal diferencia entre la variable
independiente usada en el contexto manejado en esta actividad y las variables usadas en
sus cursos normales de matematicas.

ByMO06 (video) 15:25.0
Profesor: ;Qué diferencia encuentras entre la variable independiente de esta funcion de
probabilidad y las variables independientes de las otras matematicas que ti conoces, por
ejemplo del algebra y del calculo?

Monica: Qué es limitada.

Profesor: Supongamos que tiene un sentido “mas hijos” indefinida, aun asi ;Hay mas
caracteristicas? ;Es la Unica caracteristica que ustedes encuentran entre esta funcion y las
otras variables independientes de algebra y calculo?

Monica: Lo de los decimales.

Profesor: Que se suele manejar variable continua.

Monica: Enteros.

Profesor: Aqui enteros. ;Te parecid que esa es una variable discreta? A esa se le llama
variable discreta, cuando nada mas puede tomar valores enteros.

Modnica: Ah, pues es asi, discreta.

16:50.0

Décimo noveno pasaje: El problema de obtener una ecuacion a partir de los datos
establecidos como otra diferencia entre las funciones que han trabajado en anteriores
cursos de matematicas y el contexto de esta actividad.

---- 16:50.0
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Profesor: Qué mas, piensen ;Habra alguna caracteristica mas que distinga esta variable de
las otras que trabajan en matematicas?

Brenda: Normalmente en algebra manejamos ecuaciones. Todas las graficas se manejan
por ecuaciones, todos los valores de’y’se van a dar por la ecuacion. Aqui los valores de y
también se dan segiin una ‘x’, pero no tienen una ecuacion, son asi como... aleatorios. No
llevan un patron asi seguido.

Monica: Es lo que decia, no podemos sacar una ecuacion porque no nos va a dar nada
preciso o sea de nimero de hijos no se puede sacar una ecuacion.

Brenda: Bueno mas que la variable independiente diferente, como que es la variable
dependiente la diferente, porque no podemos establecer cudl serd la dependiente. A
diferencia del algebra, con la independiente podias sacar la dependiente exactamente y en
este caso no, son datos que te estan dando y tu no puedes... es muy aleatorio, es mas dificil
que con algebra. Con algebra ti podias sacar “y’ con la ecuacion y aqui no.

ByMO06 (video) 10:57.0
En audio-----==-=m e Segundo casete
Modnica: Aunque si se observa que primero crece y luego ya disminuye, disminuye y como
son hijos y como somos humanos son funciones mas o menos, o sea va a ir disminuye y
disminuye hasta que llegue a 12 y ya. En ese caso pero por ejemplo més datos humanos
como... numero de personas divorciadas o cudntos se han casado, ahi no seria viable sacar
una ecuacion porque no te iba a decir nada.

Brenda: Bueno en realidad si puedes sacar una ecuacion, pero eso no te daria... no seria
muy exacto. Esa es la diferencia, que no te pueden dar datos exactos.

Segundo casete

Vigésimo pasaje: Sobre el valor esperado del nimero de hijos al realizar la rifa de los
boletos.

En audio-----mmmmmm o e e e Segundo casete
Profesor: Si tomo la tombola y le doy vueltas, ;cual seria el nimero de hijos que creen que
tanga el trabajador seleccionado?

Brenda: Tres hijos.

Profesor: ;Por qué?

Monica: Es el de mayor incidencia.

Profesor: Supongamos que sale un trabajador que tiene dos hijos, si salié dos, la siguiente
salida de la tdmbola ;cuantos hijos creen ustedes que saldria?

Monica: Tres.

Profesor: Supongamos que sale tres otra vez y volvemos a sacar otro papelito, ;/cuantos
hijos tendria el trabajador ahora?

Brenda: Pues podria salir dos o cuatro.

Profesor: Vamos a suponer que sale 4, y volvemos a seleccionar un papelito, jcuanto creen
ustedes que salga?

Modnica: Pues es que nomas esta entre esos nimeros. Puede salir cualquier nimero, pero las
mayores probabilidades estan entre esos numeros. Pero ya después de varias veces se van a
acabar los 3.

Profesor: No, siempre estamos regresando el papelito que sale.

Modnica: Ah, pues tres siempre, es el que se espera.
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Profesor: Pero si saco uno al azar y sale que el trabador tiene un hijo. Lo regreso y vuelvo
a revolver, ;cudl es el valor esperado?

Monica: Pues tres maestro, ;es que por qué no?

Profesor: Y bueno, si sacamos uno mas, ;jpodemos saber cual es el que le sigue? ;Alguna
forma de conocer cudl va a salir antes de sacarlo?

Ambas: No.

Profesor: ;Es posible que vuelva a salir el uno?

Brenda: Es poco probable, es mas probable que salga entre el 2 y el 4 a que vuelva a salir
el uno.

Monica: Mas si puede volver a salir.

Profesor: Entonces ;habra orden de aparicion en el nimero que salga de la tombola?
Brenda: O sea de que primero saque uno y salga uno, después vuelva a sacar y salga dos y
asi, pues no, no lo hay.

Segundo casete

Vigésimo primero pasaje: La variable dependiente como la principal diferencia entre las
funciones que han trabajado en anteriores cursos de matematicas y el contexto de esta
actividad.

En audio------mmmmm oo e e Segundo casete
Blanca: Comparen con los modelos que hayan trabajado en algebra o calculo. Por ejemplo,
que ustedes van en un vehiculo con una velocidad constante y ustedes quisieran tratar de
describir esa situacion, ;cuales serian las dos variables que manejarian?

Brenda: Seria el tiempo y la distancia.

Blanca: ;Cual seria la variable dependiente ahi?

Brenda: La dependiente es la distancia y la independiente el tiempo.

Blanca: Y diganme, si nosotros estamos ahorita en el tiempo uno, después ;en cual estaria?
Ambas: En el dos.

Blanca: ;Y después?

Ambas: En el tres.

Blanca: ;Por qué no pasa lo mismo aqui?

Monica: Porque es azar.

Brenda. Aja.

Profesor: La pregunta inicial era qué diferencia habia entre esta variable y las variables
como las que menciona Blanca.

Monica: Las otras son constantes, continias, se espera que sigan y que vayan, en cambio
esta no sabes, no puedes predecir algo.

Brenda: Si, a lo mejor hay personas, como dices, bueno, voy al tiempo uno, dos y tres, voy
una hora, una hora, pero a lo mejor... bueno en este caso si va asi seguido, pero a lo mejor
hay casos en que no habia nadie con 6 hijos entonces la variable ya no tendria que ser toda
seguida.

Modnica: Pues obviamente si se pueden ordenar siempre las variables (Se refiere a los
valores que puede tomar la variable), asi de menor a mayor y de mayor a menor también,
pero eso no significa que de mayor a menor van a ir creciendo o van a ir disminuyendo
igual, o sea, el que sea de menor a mayor, el que estén ordenadas, no significa que también
estén creciendo uniformemente.
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Blanca: Y entonces /esta variable independiente es igual a las otras variables que ustedes
han manejado?

Monica: No.

En audio
ByMO07 (video) 00:00.0
Profesor: Perdon, pero, /podrian sintetizar alguna idea de lo que estan discutiendo hasta
ahora?

Brenda: Yo decia que si lo comparamos con el ejemplo del carro, ahi la ‘x’ siempre va a
ser continua, tiene que haber uno y luego dos, o sea siempre una hora va a seguir a otra
hora y asi, y aqui por ejemplo, podria haberse dado el caso de que a lo mejor no habia hijos,
no habia una persona con cierto nimero de hijos. Como no esta que tiene que ser asi, como
es muy aleatorio todo esto, no tiene porque ser asi, creciendo igual.

Monica: Lo que yo dije es que la variable independiente esta ordenada y se pueden ordenar
tanto la dependiente, como la independiente, pero en otro tipo de graficas normales a cada
valor en ‘x’ corresponde un valor en y, es decir, tiene un comportamiento esperado,
dependiendo de la grafica, no nada més grafica recta, que puede ser logaritmica o
exponencial o polinémica, cualquier tipo de grafica, pero para cualquier valor en ‘x’ se
espera uno en ‘y’. Aqui no, para un valor en X, no sabes cudl va a ser el valor en ‘y’, puede
ser mas grande, mas chico, es algo que no esta controlado. La ‘x’ no controla a la ‘y’.
ByMO07 (video) 02:34.2
ByMOS8 (video) 00:00.0
Blanca: Bueno, estabamos en si era diferente o no era diferente y si es diferente jen qué?
Brenda: Bueno yo digo que basicamente la diferencia, lo mismo que decia ella, pero mas
en todo caso, mas que nada la diferencia radica en la variable dependiente porque, en las
funciones matematicas o algebraicas que hemos visto, con la ecuacion podemos saber el
valor de la variable dependiente, pero con esta varia mucho. Basicamente la que varia mas
es la dependiente.

Modnica: Yo también estoy de acuerdo con ella en que la que varia es la variable
dependiente. Varia de forma inconstante o impredecible.

Blanca: Pero ;por qué impredecible?

Brenda: Si, porque este valor no es algo que esté dado por una...

Monica: Funcion.

Brenda: Si, por una funcion, por una ecuacion, sino que porque son datos que asi se dan o
sea que, que pueden ser mas o que pueden ser menos, que nos estan determinados por algo
sino por las circunstancias, por el azar yo creo.

Modnica: Aja, porque pueden estar determinados por diferentes factores por ejemplo, esa
poblacion puede haber tenido tres hijos porque se localizaba en México o en Estados
Unidos en donde la mayoria de las personas tienen tres hijos, pero en poblaciones de otros
lugares donde el numero de hijos crece por persona, la grafica ya no iba a ser igual. En
cambio si hablamos de dinero, bueno, no tanto de dinero sino de otro tipo de cosas como
habiamos visto anteriormente, si se espera algo, pero aqui el nimero de hijos... En este tipo
de gréficas en donde estan midiendo el azar, no podemos saber cudndo va a bajar y cuando
va a subir, no tiene un comportamiento predestinado.

Blanca: ;La variable dependiente? ;la probabilidad?

Ambas: Si.

02:07.3
ByMO09 (video) 00:00.0
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Blanca: O sea lo que ustedes piensan es que lo que hace diferente a esta funcion del resto
es la variable dependiente y no la independiente.

Brenda: Si, yo digo que esa seria la gran diferencia. Porque igual por ejemplo, aqui (sefiala
un punto sobre el eje de las abscisas) puedes no tener un dato, pero esto (sefiala la altura
de ese punto sobre el eje de las abscisas) es lo que siempre va a estar variando. En las otras
tienes que seguir cierto orden y a lo mejor aqui (Sefiala el eje de las abscisas) te puedes
brincar un dato, pero esto no lo puedes tener determinar.

Monica: Cualquier expresion, cualquier ecuacion se esperaria que tuviera cierto
comportamiento, por ejemplo, si por ‘X’ 0 ‘y’ razén no hubiera familias con 3 hijos, ahi iria
para abajo otra vez la grafica y no por eso estaria mal la gréfica.

Brenda: Es como lo que estaba preguntando ahorita el profe, que si podemos saber
exactamente qué nimero va a salir, pues no, no se puede saber. Y toda la situacion es de
que no puedes saber cuadndo va a salir, a diferencia de la matematica que nos decia, si
podemos saber cudnto se va a recorrer en cierto tiempo y en esta no, no puedes decir: “va a
salir este numero”.

Modnica: Aja.

Brenda: Como que mas bien es una aproximacion, no es mas... es probabilidad.

02:31.0

Vigésimo segundo pasaje: Poniéndole nombre a la variable independiente, lo que
permite resumir las caracteristicas importantes de esa variable.

ByMO09 (video) 02:31.4
Profesor: Como ven esta variable del eje de las ‘x’ es muy distinta a la que estan
acostumbradas a trabajar, entonces, /,qué nombre le darian? Si es distinta, pues vale la pena
ponerle un nombre a la variable.

Brenda: ;o sea a la x?

Profesor: Porque la y no hay problema ;no? ;cémo se llama la y?

Monica: Probabilidad.

Profesor: Entonces ya nada mas nos queda la x, ;jno?

Monica: Estadistica. Probabilidad y Estadistica.

Risas

Monica: Pues si, es que... datos.

Blanca: Datos ¢ Variable datos?

03:03.3
ByMO010 (video) 00:00.0
Monica: Inconstante.

Blanca: ;Por qué inconstante?

Mdnica: No, impredecible.

Brenda: No, la impredecible es y.

Monica: No, pero también es x.

Blanca: ;Por qué esta también es impredecible?

Monica: No, inexacta... jPorque! Por... porque a lo mejor podemos quitar el dos, a lo
mejor no hay familias con dos hijos.... Incontrolable, no.

Profesor: ;De donde provendria este valor de las x?

Brenda: ;De la x? En este caso es el nimero de hijos

Monica: Pues del nimero de trabajadores.
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Profesor: Pero ya sabemos el numero de trabajadores, ya sabemos el nimero de hijos. Pero
se acuerdan que se trataba de hacer un sorteo y el sorteo tenia una tombola y de la tdbmbola
sale un trabajador seleccionado con cierto nimero de hijos. Se hacia un experimento.
Bueno si eso es asi, ;donde estaria esa x, en los trabajadores, en la tdmbola, en los boletos?
(donde quedo la x?

Monica: En los boletos. No, en lo que hay adentro de la tombola, en las bolitas.

Brenda: No, porque adentro de la tbmbola estan los trabajadores. Es que se supone que del
nimero de hijos... por decir...;como lo explicaré?

Monica: O sea no esta el nimero de hijos, de que uno, dos, sino que esta un trabajador y t,
a ver cuantos hijos tienes. No pues que dos. Esta implicito adentro del trabajador.

Brenda: Si, andale. O sea no hay papelitos que digan uno, dos, tres, ...

Monica: No, sino que sale, Juan Ramirez y t0, a ver, cuantos hijos tienes, no pues que tres,
a corresponde a... (sefiala el eje de las ordenadas en la gréafica) y ya.

Brenda: O sea que dentro de los papelitos que estan en la tombola, estan las posibilidades o
sea estos (sefiala la escala del eje de las abscisas).

Monica: ...estan los trabajadores y el nimero de hijos es una caracteristica de ellos.
Profesor: Entonces esa ‘x’ es obtenida de la tombola, ;es cierto eso?

Monica: Pero no directamente ;verdad? Indirectamente, si. Hay que juntarlo con un
trabajador.

Profesor: Y entonces ahi sale, y si en el primer boleto sali6 un trabajador, vamos a
suponer, con dos hijos, ;se puede saber en el siguiente boleto el nimero de hijos que va a
salir?

Monica: No. Ni siquiera podemos saber qué trabajador va a salir.

Profesor: Entonces ;hay orden de aparicion en esos niimeros?

Monica: No.

Profesor: Entonces ;por qué los pusieron asi seguidos, uno, dos, tres, cuatro,...?

Brenda: Pues porque es un orden y asi va la numeracion, pero orden pues asi como la
mayoria...

Monica: Pudimos haberlos ordenado, primero tres, luego cuatro y asi, y luego iba a salir
una grafica asi (dibuja en el aire una grafica decreciente) porque van por orden en que
salieron. CoOmo se esperaria que salieran porque se espera que salgan muchas veces el tres,
pero no sale, igual sale mas veces otro, pero se espera que salga mas veces el tres.
Profesor: ;Es posible, de veras, que a la mera hora, supongamos que se sacan varios
boletos, resulte que salen varios nueves?

Monica: Si, es poco probable, pero si es posible. Es como lo de los boletos de las casas, a
lo mejor no tiene nada que ver, pero por ejemplo de que se va a rifar una botella y una sola
persona compra muchos boletos y uno dice, pues se espera que gane, pero puede no ganar.
Brenda: Si.

Blanca: Entonces, ;como llamarian a esa variable?

Modnica: Suerte.

05:43.4
ByM11 (video) 00:00.0
Brenda: La implicita.
Monica: Si.

Brenda: Por que esta dentro de la tombola. Porque esta dentro de la tdmbola, lo que
estdbamos explicando ahorita, no estd dentro de los papelitos. O ;qué otro nombre le
ponemos?
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Monica: Implicita determinada. Implicita por lo que ya quedamos y determinada porque
estd determinada por el trabajador. Esta implicita por el trabajador y determinada por el

trabajador. ;Te parece buen nombre?
Brenda: Yo creo que si.
01:42.6
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