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Resumen

Este trabajo presenta un estudio acerca del papel que juegan los lugares geomeétricos
en la ensefianza de la demostracion en geometria. La investigacion fue realizada con
una doble finalidad: investigar un problema concreto de la practica educativa,
reflexionar sobre ella y modificarla en consecuencia, y aportar fundamentos tedrico-
metodoldgicos para el proceso de revisidbn que vive actualmente la Ensefianza Media
Superior (EMS) en Uruguay, concretamente en el area de la demostracion en
Geometria.

Se plantearon dos objetivos: analizar y describir las producciones de los estudiantes
cuando se enfrentan a la resolucién de problemas que involucran variacion de puntos
en una situacion geométrica particular —de lugares geométricos y de construccién— en
lo que refiere a los esquemas de demostracidén y procesos que se hacen presentes, asi
como a las funciones de demostracion que se manifiestan en la resolucion; y analizar
como el abordaje de este tipo de problemas permite el fortalecimiento o no en los
estudiantes de la practica de demostracion en mateméatica y geometria en particular,
sus maneras de conjeturar resultados y sus modelos de justificacion.

Partiendo del supuesto de que el conocimiento se construye respondiendo a
cuestionamientos enmarcados en un contexto social y cultural especificos, que es
introducido en la matematica escolar respondiendo a cuestionamientos concretos de
dicha sociedad y que sufre una transposicién didactica, se analizd, en primer lugar,
como y cuando se introdujo el tema “lugares geométricos” de manera explicita en el
curriculum de la EMS en Uruguay, particularmente en el Bachillerato Diversificado (BD).
Por otra parte, para lograr los objetivos propuestos se confecciond una serie de
problemas en cuya resolucion interviene el concepto de lugar geométrico. La misma fue
propuesta en dos grupos de estudiantes de 5° afio de BD (16-17 afios) orientacion
Cientifica, de un Instituto de Educacion Secundaria en Montevideo, Uruguay.

Las producciones de los estudiantes fueron analizadas de acuerdo con los esquemas
de demostraciéon de Sowder y Harel (1998) y las funciones de la demostracién que
plantea de Villiers (1993). Se trabajé como marco teorico global con la teoria de los
niveles de pensamiento geométrico de Van Hiele (Alsina, Burgués y Fortuny, 1997, de

Villiers, 2003) y la descripcién de los procesos involucrados en cada nivel.
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Abstract

This work presents a research about the role that ‘geometric locus’ plays in the teaching
of proof. The aims of this study are to investigate a problem of educational practice,
think about it and modify this practice if necessary, and provide theoretical and
methodological fundaments for the revision process that is actually going through the

Upper Middle School level (High School) in Uruguay, especially in the geometric area.

Glosario

Educacion Secundaria

Ciclo Basico Unico (CBU)

Educacién Media Superior (EMS)
Bachillerato Diversificado (BD)

Esquema de demostracion (Sowder y Harel)
Funciones de la demostracion (de Villiers)

Lugar Geométrico

Relacién de cuadros, tablas y figuras

N° | Descripcion del cuadro, tabla o figura Pag.

1 Cuadro que presenta la estructura del Bachillerato Diversificado en
Uruguay Y la carga horaria de matematica.

2 Cuadro que presenta y describe los grupos de estudiantes conformados
en la experiencia piloto.

3 Cuadro que presenta las funciones de la demostracion detectadas en la
resolucion del problema de construccion.

4 Cuadro que presenta los esquemas de demostracion detectados en la
resolucién del problema de construccion.

5 Cuadro que presenta las funciones de la demostracion detectadas en la
resolucion de los problemas de lugares geométricos.

6 Cuadro que presenta los esquemas de demostracion detectados en la
resolucion de los problemas de lugares geométricos.
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Introduccidén

Es indiscutible que la educacion es una caracteristica propia y necesaria en el
desarrollo de la humanidad. Con esta, las maneras de educar han ido evolucionando a
lo largo de la historia, y en una parte importante de ese proceso existia la ingenua
creencia de que el conocimiento se transmite de forma simple y directa: el alumno era
el que ‘no sabia’, el docente el duefio del saber y la relacién entre docente y alumno era
concebida unidireccional.

La investigacion, que ha venido ganando un espacio cada vez mayor en el desarrollo de
las teorias vinculadas a la educacion, ha generado importantes aportes al respecto,
haciendo evidente que la relacion entre alumno, profesor y conocimiento constituye una
red muy compleja y rica de interacciones, a diferencia de lo que se creia hace so6lo unos
siglos atras. Esta evidencia es lo que justifica estudios como el presente trabajo de
investigacion, realizado para presentar como tesis de Maestria en Ciencias de
Matematica Educativa del Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia

Avanzada del Instituto Politécnico Nacional, México.

En todo momento vivi este proceso como un momento de planteamientos profundos: el
trabajo que aqui comienza no solamente representa la sintesis de los dos afios de
estudio para los cursos de la Maestria, sino también una revision de mi formacién de
grado original como de las experiencias vivenciadas en los afios de practica educativa

en diferentes contextos que he venido realizando.

En particular, son dos las metas que guian este trabajo —tal vez algo ambiciosas—: una
es gue la experiencia sirva de guia para futuras investigaciones, es decir, ir precisando
ciertas concepciones y maneras de actuar que me definan como profesora e
investigadora en Mateméatica Educativa, en el marco de una comunidad de profesores
que trabajan, en lineas generales, con los mismos objetivos y métodos, y que de a poco
se esta conformando aqui en Uruguay. En este sentido me identifico con Eco (2000; 24)
en que para el planteo de un tema de tesis, no es tan importante el tema en si o el
interés que la comunidad tenga por él, como la experiencia de trabajo que significa para

quien lo lleva a cabo.
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El otro objetivo concreto que guiara este estudio es el de investigar un problema
relacionado estrechamente con mi practica educativa, y de modo que esta investigacion

sea una herramienta para reflexionar sobre ella y modificarla.

El trabajo que hoy presento no fue confeccionado de manera lineal sino que fue
tomando forma a medida que me iba “empapando” en la situacion y comprometiéndome
con el trabajo de campo y la investigacion teérica. En un principio escribi un
anteproyecto como trabajo final de una de las materias del uUltimo semestre de la
Maestria. Esa fue una oportunidad para ir reflexionando, analizando y explicitando las
intenciones para la investigacion. De ahi en mas fui recorriendo un largo camino, en el
cual las decisiones tomadas —objetivos, preguntas de investigacion, estudiantes a
considerar, metodologia, etc.— condujeron a que la investigacion fuera tomando la

forma que hoy tiene.

El trabajo consta de seis capitulos, ademas de esta introduccion. El primero de ellos
esta dedicado a la descripcion del problema analizado y de la linea de investigacion que
rigio a grandes rasgos el estudio. En él se describe brevemente el camino que condujo
a la eleccion del tema y la poblacion con la que trabajar y se explicitan las preguntas
originales que motivaron el analisis del problema detectado asi como los objetivos
generales. También se presenta una justificacion de la investigacion, mostrando la
pertinencia de la misma en el contexto de la Matematica Educativa en Uruguay. Por

altimo se puntea el desarrollo de la investigacion en su conjunto.

El segundo capitulo contiene el marco teérico empleado durante la investigacion. Se
discute sobre los diferentes conceptos de demostracion y los esquemas, niveles y
funciones de la misma que presentan diferentes autores, haciendo especial hincapié en
la demostracion en geometria. En el tercer capitulo se exhibe un analisis sobre el lugar
que ocupa la demostracion en geometria en el discurso matematico escolar actual
desde el punto de vista curricular. Se estudia en particular la aparicion del tema
“Lugares Geomeétricos” (LG) en los programas oficiales de Educacion Secundaria en
Uruguay a través de un recorrido por los mismos que comienza en el afio 1941. Este
andlisis surge como respuesta a una de las preguntas iniciales acerca de la pertinencia

de la existencia de este tema en el discurso matematico escolar actual.
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Se dedico el cuarto capitulo a la descripcion de la investigacion puesta en practica con
los estudiantes. En él se formulan las preguntas de investigacion con precision, se
describen los modos de recoleccion de datos y se presenta la actividad propuesta, asi
como un amplio abanico de posibles respuestas esperadas. En este capitulo se narra la
experiencia piloto que sirvid para testear la propuesta y mejorar los aspectos que se
consideraron necesarios. También se describe el tipo de estudiantes con el que se

trabajo, tanto en la experiencia piloto como en las experiencias posteriores.

En el capitulo cinco se muestran los datos obtenidos con los estudiantes en la
experiencia de campo, analizandolos a la luz de los aspectos desarrollados en el
capitulo segundo, que contiene al marco teérico. Ademas de presentar un estudio
detallado de cada situacién, se presentan dos apartados en los que se resumen las
observaciones realizadas sobre cada grupo analizado.

Por ultimo, el sexto capitulo estd dedicado a las reflexiones personales y consta de
cuatro apartados. En el primero se da respuesta a las preguntas formuladas en el
capitulo cuarto asi como se revén los objetivos propuestos con el fin de reflexionar
sobre el logro de los mismos. Los siguientes dos apartados estan dedicados a exponer
conclusiones vy reflexiones generales que fueron surgiendo a medida que la
investigacion iba tomando forma y que no se consideraron como objetivos centrales en
un principio. En el cuarto apartado se describen las preguntas que quedan pendientes,
asi como también se exponen las lineas futuras de investigacion que quedan abiertas

como consecuencia del presente estudio.
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Capitulo I: Descripcién del problema

El trabajo final de la asignatura “Metodologias de Investigacion”, uno de los cursos del
altimo semestre de la maestria, consistié en un Anteproyecto del trabajo de Tesis. La
propuesta era escribirlo pensando en que seria una buena guia desde el punto de vista
metodoldgico, una especie de “ejercicio” para la labor que vendria, pero sin sentir la
presion de que tendriamos que aferrarnos a él en adelante. Hoy, después de mas de un
afio de haberlo escrito, puede observarse que dicho trabajo fue aiun mas que una guia
metodoldgica, ya que sus lineamientos generales, el espiritu y los objetivos se
mantuvieron intactos. La posterior lectura de material especifico del tema investigado
permiti® que se plantearan con mas precision los objetivos y las preguntas de
investigacion, que el trabajo de campo fuera mas propio de la practica docente y que
las respuestas encontradas fueran ajustadas a la realidad en ella.

Este capitulo esta dedicado al desarrollo del problema que se estudia en la presente
investigacion, en él se fusionan esas ideas originales con los aportes a la reflexion que
brind6 la exploracién teérica del tema. En primer lugar se describe brevemente cual es
la linea de investigacién que rigié a rasgos generales el estudio. A continuacién se
detalla el camino recorrido para la eleccion del tema. En el tercer apartado se presentan
el planteamiento del problema y los objetivos generales del estudio. Mas adelante se
presenta la justificacién del tema escogido junto con los supuestos que guiaron la
investigacion y, por ultimo, se realiza una breve sintesis del desarrollo del trabajo.

l.a Investigaciones hay muchas... scual es mi opcion?

Aprovechando esta oportunidad de “reflexidbn en voz alta”, es necesario cuestionarse:
¢cual es la concepcidon de la matematica y de su ensefianza desde la cual se quiere

realizar la practica educativa?

En la sociedad uruguaya actual —y especialmente en la institucion escolar— existe una
especie de consenso segun el cual se ha legitimado un concepto de la ciencia en
general, y particularmente de la matematica, como un saber accesible so6lo para
algunos. Segun datos de la encuesta publicada en 1992 por la Comision Econdmica
para América Latina y el Caribe (CEPAL) en el marco de la investigacion para realizar

un “diagnostico e investigacion sobre la enseflanza basica de Uruguay”, un 29.3% de
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los estudiantes del Ciclo Basico en Uruguay ubican a Mateméatica como la materia
obligatoria més dificil, un 17.4% a Fisica y un 13.5% a Quimica, con lo cual totalizan
60% los estudiantes que reconocieron considerar como la asignatura mas dificil a una

del &rea cientifica (Rama, 1992).

“La irrupcion de la Matematica Moderna en las décadas del sesenta y setenta
reforzaron en la Ensefianza Media el desarrollo de una matematica que se presentaba
como acabada en si misma, modelo atemporal, l6gico y abstracto. Se favorecié una
ensefianza impuesta a los alumnos en su presentacion tedrica y practica.” (A.N.E.P.,
1997).

Uno de los primeros objetivos que debemos tener como profesores de matematica es
desmitificar esta concepciéon. Asumir a la matematica y especialmente a la matematica
escolar como una ciencia viva, construccion social y cultural de la humanidad a través
de la historia. Sélo asi podremos legitimar las construcciones de un contexto social

particular como puede ser el aula.

Sera necesario entonces problematizar la ensefianza de la matematica, reflexionando
en particular sobre nuestra practica educativa. Resulta indispensable para ello que los
profesores investiguemos seriamente sobre las situaciones que se nos presentan
cotidianamente. Al respecto Fernandez Pérez (1995; 118) presenta dos posturas
enfrentadas: los radicales (para quienes solo es valida la investigacion llevada a cabo
por docentes que practican su profesion) y los experimentalistas (para quienes la Unica
investigacion vélida es la producida por expertos educativos ajenos a la practica). Si
bien es un hecho que innumerables e invaluables aportes a la Matematica Educativa
como disciplina fueron realizados por personas que se dedican exclusivamente a la
investigacion tedrica, la postura experimentalista parece totalmente inviable ya que sin
el aporte de quienes se comprometen con la practica educativa concreta dicha

disciplina no estaria avanzando.

En este sentido, vale la pena destacar la propuesta de Carr (1990) quien, partiendo de
una sélida critica al planteamiento naturalista—positivista de la investigacion educativa,
propone una investigacion educativa critica, centrada en los profesores. Segun este

autor la transicion de teoria a practica implica una transicion profesional de una manera
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a otra —radicalmente distinta— de entender, comprender, percibir y experimentar la
propia practica: de la rutina a la reflexion personal. Constituye una investigacion de
caracter emancipativo, hermenéutica (comprendida y utilizada por los profesores),
cientifica, que representa un desafio, un interrogatorio critico permanente a las
creencias y supuestos que los profesores de hecho incorporan en sus teorias para su
practica en el aula. Un excelente ejemplo de este tipo de investigacion es el efectuado

con maestros de primaria en Educacion Matematica, descrito en Valdez (1996).

Lejos de ser una actividad libre de valores, apolitica, motivada exclusivamente por una
busqueda desinteresada del saber y la verdad, una practica educativa signada por una
actitud critica y reflexiva concibe que pretender la neutralidad en los valores es un error.
Siempre se priorizan algunos valores educativos sobre otros, por el simple hecho de
que los investigadores —docentes— se entregan a su trabajo, y estos valores son

considerados en la toma de decisiones que cotidianamente deben efectuar.

En este principio de ‘no — neutralidad’ se basa Fernandez Pérez cuando considera el
“residuo de indeterminacion técnica en educacién” (1995; 133). Por tratarse de una
ciencia de lo singular, la investigacion educativa siempre deja margen a la decisién por
parte del profesor, implica que él arriesgue en su praxis, en lugar de regirse por un
saber mecéanico impuesto por expertos externos al proceso (procedimiento ciertamente
mas seguro). Asi, se impone al profesor la necesidad de reflexionar: es él quien debe
decidir cuando su caso de estudio deja de regirse por una ley general y qué hacer en
esos casos. De esta manera se articulan ensefianza e investigacion educativa,
generalmente disociadas. Esta —la investigacion critica en el aula— es la investigacion

educativa con la que me quiero comprometer.

En el Uruguay, hoy, la situacién educativa de la ensefianza media y media superior
precisa de manera urgente personas comprometidas con un cuestionamiento profundo
sobre su practica y el sistema educativo en general. Esta comenzando a gestarse una
reforma en educacién media superior con caracteristicas similares a la que ya esta
consolidada en la educacion media: lineamientos que vienen ya indicados en el contrato
del préstamo de organismos internacionales, curriculos enteros terminados a las

apuradas y sin participacion del cuerpo docente, formacion docente no actualizada con
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respecto a la situacion actual, clases que comienzan sin tener el programa completo, vy,

en general, decisiones tomadas sin una investigacion educativa seria que las sustente.

|.b El acercamiento socioepistemoldgico

Ahora, la pregunta que surge es: ¢cual es la perspectiva tedrica con que se aborda
dicho compromiso? En esta investigacion se propone considerar al sistema social como
un sistema complejo, donde los humanos aprenden al ejercer practicas. En la institucion
escolar, que es hoy por hoy uno de los lugares en el que se ejercen dichas practicas, y
que interesa investigar en el presente trabajo, confluyen tres dimensiones que,
integradas, conforman un todo. Estas son la dimensién epistemoldgica, la cognitiva y la
didactica. A la perspectiva de investigacion en Matematica Educativa que integra estas
tres dimensiones con la sociocultural, se le ha llamado formalmente

socioepistemologia® (Cantoral y Farfan, 2003; 36).

¢, Qué es en sintesis un analisis socioepistemoldgico? En primer lugar, todo analisis
epistemoldgico en educacion es parte de un estudio didactico general, que incluye
también aspectos cognoscitivos, pedagdgicos, psicolégicos y sociales. La
socioepistemologia parte de la consideracion de la necesidad de dotar a la
investigacion de una aproximacion sistémica y situada, es decir, que atienda a las

circunstancias y escenarios socio culturales particulares

La dimensién epistemoldgica propone revisar el origen de la ciencia para explicar como
se desarrolla una idea —en este caso matematica—, detectar estancamientos, avances y
retrocesos en la teoria, revisar su consistencia légica, determinar los criterios de
validez. Dentro del triangulo saber — alumno — profesor, el polo epistemoldgico es el que
se centra en el estudio de la transformacion que sufre un saber desde que es originado
hasta su adaptacién actual en las escuelas. Tiene como uno de sus objetivos
problematizar la manera en que hoy los conocimientos son presentados en los textos
escolares actuales, desmitificar su estatus de productos acabados y convertirlo a uno
de productos transpuestos para encontrar e integrar nuevos significados de los

conceptos a secuencias de aprendizaje en escenarios escolares.

! Presentado en el Seminario de Investigacién en Matematica Educativa del Area de Educacion Superior del
Cinvestav en México y en una conferencia plenaria de la Conference on Research in Mathematics Education en
EEUU durante el mes de setiembre de 1997.
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Esta problematizacion del conocimiento propone determinar, entre otras cosas, las
caracteristicas que lo definen: su génesis, como y por qué se integré al &mbito escolar,
su desarrollo a lo largo de la historia de la humanidad, sus eventuales transformaciones

—particularmente en la manera de difundirse—, las rupturas y la pérdida de significados.

Si bien un andlisis epistemoldgico puede en ocasiones articularse con el desarrollo
histérico de un concepto, es importante destacar que no so6lo nos aporta informacion en
este aspecto, como un cuento para contarles a nuestros alumnos, sino que brinda mas
elementos para comprender la importancia de un concepto, sus relaciones con otros, la
necesidad de su desarrollo y difusion. Un analisis epistemoldgico no tiene por qué estar
ligado al analisis historico de un concepto. Una de las caracteristicas en que se centra
la diferencia entre un analisis epistemolégico y uno histérico es la intencionalidad con
que se realiza. Los registros de objetos antiguos que se van hallando, dan identidad a
los actuales a la vez que brindan elementos al investigador para su introduccion en el
discurso matematico escolar. Por otra parte, un analisis epistemologico se cuestiona
sobre las motivaciones que llevan al surgimiento o demora de un resultado, qué
obstaculos y avances fueron dando lugar a la forma actual del mismo, desde la

perspectiva del contexto social en el que se desarrolla.

Todo andlisis epistemoldgico parte de una concepcion de la matematica como una
ciencia viva, construccion social y cultural del hombre, que es la que nos permite
acercarnos a la naturaleza del saber escolar, a sus significados. Propone el redisefio
del discurso matematico escolar, la resignificacion de los conceptos mateméticos, lo
que implica la construccion de estrategias a emplear para alcanzar los conceptos y
mejorar el tratamiento didactico de las ideas matematicas en el salén de clase. En tanto
que estudia los vinculos entre un concepto y la humanidad, es de caracteristica
plenamente dinamica, al igual que todos los procesos que se ven involucrados en la

humanidad.

En suma, un andlisis epistemoldgico tiene multiples componentes: el analisis de como
surge un concepto y cual es el &mbito sociocultural en el que se produce, cudles son las
motivaciones que hacen que se origine, se desarrolle y exista la necesidad de

difundirlo, cuales son las relaciones con otros conceptos, los obstaculos con que la
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humanidad como comunidad de aprendizaje se fue encontrando, y de qué manera los

sorteo.

Considerar, como lo hace el enfoque socioepistemoldgico, que el desarrollo de la
ciencia acontece en un escenario social, y en el seno de una CULTURA especifica,
implica asumir que las condiciones de creacion y desarrollo de la matematica estan
establecidas por dicho contexto cultural. La matematica es desarrollada con fines
especificos dispuestos por el mismo, y con las herramientas que le brinda opera en las
practicas sociales que son aquellas practicas integradas en el escenario social y son
creadoras de conocimiento. La socioepistemologia pone atencion en dichas practicas,

porque es a través de ellas que el ser humano genera conocimiento.

Esta “escuela” de investigacion en Matematica Educativa estudia la construccion del
conocimiento intentando responder preguntas relacionadas a tres etapas: surgimiento,
validacion y difusion. Es decir, preguntas como, entre otras, ¢por qué mecanismos se
validan las ideas? ¢COmo se consensuan las ideas matematicas? ¢ Por qué y como

sobreviven? ¢ Como se difunden y como deberian difundirse?

I.c Camino recorrido en cuanto al tema elegido

Desde el momento en que fueron planteados los primeros lineamientos de la
investigacion, el tema que se deseaba analizar era la demostracién en la clase de
matematica. Esto puede estar relacionado con la experiencia personal de haber sido
profesora durante muchos afios del curso Geometria Meétrica Euclidiana
(correspondiente a uno de los cursos de matematica de la opcién “Cientifico” en el
pendltimo afio de Bachillerato en Uruguay?). Para muchos de los estudiantes que
cursan esta materia, esta es la instancia en la que por primera vez se enfrentan a una
demostracion, y, a la vez, algo que es aun mas desafiante: deben construirlas ellos
mismos. Es frecuente, pues, encontrar muchos errores en los razonamientos de los

alumnos, que fracasan en esta materia ain mas que en otras areas de la matematica.

2 Como se explica en el capitulo 111, el Bachillerato es un ciclo de educacién secundaria, preuniversitario, que
corresponde a los afios 10°, 11°y 12° de educacion formal.
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Uno de los primeros cuestionamientos fue sobre por qué la mayoria de los estudiantes
atraviesan una fuerte contradiccion: mientras en los cuatro primeros afios de formacion
secundaria se trabaja muy poco en la construccion de justificaciones propias en el aula
de Matemética, cuando llegan a quinto afio sus profesores esperan de ellos que tengan
desarrollado un razonamiento deductivo y sean capaces de generar demostraciones
elaboradas de forma autbnoma. Esto hace pensar que ese tipo de practica esta
asociada con la manera particular de conceptualizar la matematica, y con ella su
ensefianza descripta anteriormente: como un producto acabado ajeno al sujeto que
aprende. Parece ser que esta concepcion estd fuertemente arraigada, tanto en
profesores como en alumnos, evidenciandose en las carencias relativas a la ensefianza
y aprendizaje de justificaciones propias. Incluso en los ultimos afios de Ensefianza
Secundaria en Uruguay, en los que los contenidos programéticos incluyen
demostraciones de propiedades, esta concepcion se hace presente. Varias
investigaciones atestiguan que precisamente ése es el problema que se presenta en la
ensefianza de este tema: los alumnos concentran sus esfuerzos en imitar
demostraciones que sus profesores escriben o extraidas de libros, en detrimento de la
busqueda de caminos a través de los cuales generar argumentaciones Yy
demostraciones propias, significando dicha actividad (Balacheff, 1982 y 1988; de
Villiers, 1993; Galbraith, 1979°).

Cabe cuestionarse, incluso, si esa manera de conceptualizar la matematica no es la
adoptada también en la ensefianza de otras asignaturas. La justificacion de
afirmaciones es una herramienta especifica de la Matematica, pero no exclusiva. Por
consiguiente, dentro de la institucion escolar la responsabilidad del desarrollo de la
habilidad de justificar razonamientos no recae solamente en la ensefianza de la
Matemética. ¢Se intenta desarrollar dicha habilidad desde otras disciplinas del

curriculo, como el Idioma Espairiol, la Filosofia o la Historia, por ejemplo?

Partiendo de estos cuestionamientos se comenzo a delimitar el problema a investigar.
Cuando en el segundo Seminario de Matemética Educativa (otro de los cursos de la
maestria) debimos reflexionar acerca del tema a estudiar, la decision fue la de

profundizar en la justificacion y la argumentacion como procesos cognitivos

? Citado por Balacheff y Laborde (1988)
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presentes tanto en la actividad cotidiana de las personas como en la
construccion de su pensamiento mateméatico. Estos procesos, de estar presentes
desde los primeros afios de educacién matematica, pueden permitir una correcta

aprehension de un proceso aun mas complejo: la demostracion.

Si bien no se hicieron estudios especificos al respecto, a partir de la observacion de
situaciones en la practica educativa se fue constatando, a nivel experiencial, la
existencia de una profunda brecha entre los profesores, que por nuestra formacion e
intereses estamos convencidos de la necesidad de presentar demostraciones y ensefiar
a nuestros alumnos a justificar sus razonamientos —si bien existen casi tantas maneras
de hacerlo como profesores— y los estudiantes, quienes generalmente presentan
dificultades para percibir una necesidad real de demostrar las propiedades,
especialmente cuando éstas resultan evidentes y se pueden establecer empiricamente.
(Harel y Sowder, 1998; de Villiers, 2003). En ocasiones, esto conduce a que los
estudiantes consideren a la demostracion de los teoremas un “cuento” —cuando no un
conjunto de simbolos incomprensibles— que se deben aprender de memoria para repetir

al docente en cuanto él lo pida.

Es indiscutible que esta brecha es multicausal, y esta relacionada con el concepto de
matematica y de su ensefianza ya expuesto. En la presente investigacion se opto por
centrarse precisamente en ese aspecto particular: la poca necesidad que sienten los
estudiantes de demostrar los resultados a los que llegan (documentada en Harel y
Sowder, 2003). Generalmente la demostracion solo es tratada en clase como forma de
“validar” resultados, pero son proposiciones que el profesor dice de antemano que son
ciertas, y como tales no se cuestionan. Entonces, surge en los estudiantes el
cuestionamiento: “si son ciertos ¢ por qué hay que justificarlos?” (Harel y Sowder, 1998;
de Villiers, 2003).

Por otra parte, es un hecho que uno de los temas que aparece con mas frecuencia en
los exdmenes finales de 5° afio (pendltimo de bachillerato) en la materia de Geometria
Métrica de 5° afio es “Lugar Geométrico” (relacionar biunivocamente un conjunto de
puntos que cumplen una propiedad dada con una cierta figura). La resolucion de

problemas en los que se exige “hallar el LG de...” permite a los alumnos ver que la
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demostracion no solo es legitimar resultados que ya se asumen como validos, sino que
también implica un procedimiento de descubrimiento, autoconvencimiento vy
convencimiento al compafero. Es una oportunidad en la que se plantea la necesidad de
demostrar. Es por eso que se despertd el interés por describir y analizar las

producciones de los estudiantes cuando se enfrentan a este tipo de problemas.

I.d Planteamiento del problema, prequntas originales y objetivos

Como fue mencionado, un problema concreto observado en la practica cotidiana es la
dificultad que tienen los alumnos para elaborar pruebas que justifiquen sus conjeturas.
Este es un problema que se evidencia en todas partes del mundo y en todas las ramas
de la matematica y de las ciencias en general, pero en esta investigacion se analiza
especificamente el caso de los estudiantes de segundo afio del Bachillerato uruguayo
(penultimo aflo de secundaria), en un liceo de la capital —Montevideo—, cuando
pretenden resolver un tipo particular de problema de Geometria Métrica: hallar lugares

geomeétricos.

El problema se plantea especialmente en pruebas finales: la mayoria de los alumnos
intenta detectar cual es el lugar geométrico a partir del estudio de casos particulares,
pero no saben como deducir, a partir de la observacion de la situacion y de propiedades

aceptadas como validas, que la figura hallada es efectivamente el lugar.

Después de un primer analisis del problema, se constata que los hechos concretos

relacionados al mismo son:

* La manifestacion de un desinterés o falta de motivacion por justificar resultados,
especialmente cuando parecen evidentes a simple vista. (documentada en Harel y
Sowder, 1998 y de Villiers, 2003).

* La relevancia del tema dentro del curriculum del curso, que se hace explicita a través

de las propuestas de exdmenes finales.

* La dificultad que presentan los alumnos en la resolucion de problemas que requieren

el descubrimiento del lugar geométrico y la justificacion de ello.

A modo de reconstruir de manera genuina el desarrollo de la investigacién, es

interesante incluir en esta instancia las posibles explicaciones que se plantearon,

Veronica Molfino Vigo 17



&CICATA - IPN Tesis de Maestria en Matematica Educativa
COmo una primera aproximacion a partir de la practica docente, y antes de analizar en

profundidad la bibliografia relacionada:

* Las practicas educativas que se han ido construyendo y legitimando a lo largo del
tiempo: el docente presenta demostraciones de resultados que él jerarquiza y cree
necesarios justificar, suponiendo que a partir de la observacion el alumno aprendera
a demostrar. Se le da poca importancia a la construccion social de la demostracion
como un procedimiento necesario en casos particulares; las argumentaciones
esgrimidas por los estudiantes, de no ser estrictamente |6gico-deductivas, son

desechadas, incluso cuando éstos estan dando sus primeros pasos.

* Las carencias en el estudio de estos temas en los primeros afios de ensefianza
secundaria, entre otros factores, provoca que algunos alumnos presenten cierta
inmadurez cognitiva, o que hace que no logren abstraer las propiedades aplicables a
“todos los casos” a partir del analisis de un caso particular. No pueden concebir de
manera general el hecho de que ‘un punto varie en una figura’, sélo alcanzan a
manipular lo que pueden ver concretamente: dibujan tres 0 mas puntos en

determinada posicion y abordan el problema en funcion de ellos.

* En este tipo de problemas se hace presente la necesidad de dejar de lado
razonamientos de tipo inductivo para lograr aquéllos de tipo deductivo. Es una
transicion que lleva reflexion, ejercitacion, y especialmente tiempo de ‘digerir’ los
resultados, generalmente diferente en cada alumno. Este tiempo personal muchas
veces no es tenido en cuenta, tanto por la propia dinamica del trabajo en grupo —
generalmente numerosos— como por la necesidad del cumplimiento de los temas en

el programa.

Al involucrarse con el tema desde una perspectiva teérica, con los aportes de la
bibliografia especifica y al articular dicha perspectiva con la préactica educativa, fueron
surgiendo las siguientes preguntas, de las cuales algunas fueron Utiles en la

exploracién del tema aunque luego no fueron abordadas en la investigacion:

* ¢ Por qué es importante la resolucién de problemas de lugares geométricos
en el curso de Geometria de pendltimo afio de Bachillerato en Uruguay?
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* . Como influye la elaboracion en parejas? ¢lIncide en la necesidad de la

formulacién de un lenguaje comun?

* ;Son los problemas de lugares geométricos adecuados para evaluar la

demostracion en Geometria?

* Saber resolver problemas de lugares geométricos, ¢es un indicador de logro

adecuado para evaluar la demostracién?

* ;,COmo crear pruebas relevantes y representativas para evaluar la

demostracion en el aula?
mientras que otras se convirtieron en el tema central de esta investigacion:

* ¢;De qué manera influye la resolucion de ejercicios de LG en el desarrollo de

la habilidad de demostrar en los alumnos?
* ¢ Por qué los alumnos presentan tantas dificultades a la hora de resolverlos?

* ¢ Qué tipos de resolucion presentan los alumnos a los problemas de LG? ¢,Se
pueden caracterizar segun los tipos de demostracion de Harel y Sowder
(1998), los niveles de Van Hiele (Alsina, Burgués y Fortuny, 1997; de Villiers,
2003), o las funciones de la demostracion que presenta de Villliers (1993)?

0 en un antecedente que ayuda a describir el tratamiento del tema en el Bachillerato en

el Uruguay:

* ;,COomo y cuando se introdujo el tema “Lugares Geométricos” en los
programas de Bachillerato en el Uruguay?

Cabe sefialar que la meta de la investigacion no fue en absoluto responder todas y
cada una de estas preguntas, lo que hubiera supuesto un trabajo de mayor magnitud.
Las preguntas de investigacion se detallan en el capitulo 4 del presente informe. Sin
embargo, la formulacion de las mismas y la blusqueda de sus respuestas fue util para

lograr delinear con precision los objetivos de la tesis, que se detallan a continuacion.
OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

* |Indagar el surgimiento y la constitucion del concepto “Lugar Geométrico” como un

saber escolar instituido dentro del discurso escolar vigente del curso de Geometria
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Métrica para 5° afo opcion Cientifico de Educacion Secundaria Uruguaya. Esta
sugiero que la suprimas, no es relevante en tu estudio. Es un hecho que hay que

enfrentar tanto profesores como estudiantes.

* Analizar y describir las producciones de los estudiantes cuando se enfrentan a la
resolucion de problemas que involucran variacion de puntos en una situacion
geométrica particular —de lugares geométricos y de construccion— en lo que refiere a
los esquemas de demostracion y procesos que se hacen presentes, asi como a las

funciones de demostracién que se manifiestan en la resolucién.

* Analizar las maneras de conjeturar resultados de los estudiantes, sus modelos de
justificacion y como el abordaje de este tipo de problemas (de lugar geométrico)
permite el fortalecimiento o no en los estudiantes de la practica de la demostracion

en matematica y en geometria en particular.

I.e Justificacion del trabajo

En principio, la idea de trabajar en demostracion surge porque es una herramienta
central en matematica que representa una dificultad importante para los alumnos de

Bachillerato en el Uruguay.

El cuestionamiento acerca de por qué para los alumnos es tan complicado comprender
una demostracién, condujo a una posible explicacion: es precisamente la practica
educativa asociada la que conlleva dicha dificultad. Tradicionalmente el profesor copia
en el pizarrébn demostraciones de teoremas, lo mas ajustadas al libro de referencia
posibles, bajo el supuesto de que el ver demostraciones dara al alumno la capacidad de
generar argumentaciones propias en otras situaciones. ¢ Constituye esto un obstaculo

didactico para el aprendizaje de la demostracion?

La practica educativa descripta en el apartado 1.a de este trabajo esta relacionada con
una concepcion determinada de demostracion: ésta aparece exclusivamente de manera
rigida, acabada, como una unica serie de encadenamientos logicos y deductivos. Esto
conduce a que su funcion sea la de verificar y sistematizar resultados ya legitimados

por la comunidad matemética, pero no por el grupo-clase (A.N.E.P., 1997).
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Se deberia cambiar esa practica relacionada con la demostracion —y con el resto de las
actividades matematicas de aprendizaje— para contribuir a que el salén de clase se
convierta en un verdadero ambito de construccidbn de conocimientos mateméaticos.
Resulta entonces necesario extender el caracter de practica social de la demostracion
en el aula, resignificando la practica de la demostracion a través de la consideracion de
sus otras funciones: convencimiento propio de un resultado, comunicar y discutir con
otros las razones de la validez de un resultado, descubrir nuevos resultados. Por otra
parte, el alumno no encontrara justificaciones vélidas para un determinado resultado
hasta que no esté convencido de la necesidad de buscarlas (mas alla de la necesidad

de satisfacer al profesor).

Existen seguramente varias maneras de hacer surgir en el aula la necesidad de
demostrar: ya sea observando un resultado que a simple vista parece dificil de creer, o
encontrando un contraejemplo de una propiedad que parece generalizable (si bien el
analisis del contraejemplo puede resultar un elemento complejo ya que esta
intimamente ligado a la nociébn de demostracién, solo en ese escenario adquiere
sentido el contraejemplo). En este contexto, la resolucion de lugares geométricos es
una herramienta que no podemos dejar de aprovechar para dejar reflejada la necesidad
de la busqueda de argumentos: la demostracidn aparece en primer lugar en la
basqueda del resultado, en la explicacibn del mismo, en su validaciébn y su
comunicacién a los compafieros. Es una demostracion concebida para explicar y

convencer.

Es aqui donde se detectan los mayores problemas: muchos alumnos prueban qué
ocurre con algunos casos particulares, y de ello inducen el resultado: el lugar
geométrico es una recta, si los puntos quedan alineados, o una circunferencia, en caso
contrario. Ahora, ¢como provocar en dichos estudiantes la necesidad de explicar el por
qué del resultado y que no basta para ello con ver que varios puntos quedaron en cierta

figura?

Los supuestos segun los cuales se valora la pertinencia de la investigacion en el
contexto socio-cultural actual de la educacién matemética en Uruguay son de dos tipos.

El primero de ellos es que actualmente la Geometria Métrica Euclidiana es una rama de
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la matematica devaluada por los propios matematicos: en Uruguay, la Licenciatura de
Matematica ya no la tiene en sus programas de estudios y salvo excepciones no se
investiga en ella académicamente. Sin embargo, si se dicta en el Bachillerato y tiene un
lugar insustituible en la formacion matematica y general de los ciudadanos. Si bien este
supuesto no es pertinente en términos de explorar la idea de demostracion en el

estudiante, es parte del fundamento de la presente investigacion.

El segundo tipo de supuestos revela la complejidad del concepto de lugar geométrico y
su potencial didactico para el proceso de ensefianza y aprendizaje de la demostracion.

A continuacion se detallan dichos supuestos:

* Por la manera en que son planteados los ejercicios (en lugar de “demostrar que el
LG de tal punto es...” se pide “hallar el LG de..."), el resolver lugares geométricos es
una ocasion en la que el alumno debe descubrir por cuenta propia el resultado al que
debe llegar, y donde se ve motivado a la busqueda de argumentos —por razones de
necesidad de convencer(se)— . Es una instancia en la que los estudiantes conjeturan,
formulan, refutan y demuestran en la busqueda de la solucion del problema, sin que

se les pida explicitamente.

* Es también una oportunidad de ver relaciones biunivocas entre puntos en un plano, y
trabajar con el concepto de funcién en un contexto diferente al usual (generalmente
se presentan ejemplos numéricos). La nocién de lugar geométrico trasciende a la

idea de funcién, es méas especifico.

* Hasta el momento, los alumnos trabajan con figuras estaticas, alcanza con hacer una
figura para analizar el problema; con los lugares geomeétricos comienzan a aparecer
puntos que varian y otros que son fijos, el anadlisis requiere de otro tipo de
procedimientos. Se hace necesario encontrar cudles medidas o relaciones

permanecen constantes mientras otras no y justificar por qué es asi.

* En la resolucién de este tipo de problemas la demostracion no aparece solamente
como verificacion de resultados, sino que se hace presente cumpliendo diferentes

roles.
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* Resolver problemas de lugares geométricos o de construccion utilizando los mismos
ordena y sintetiza conceptos previamente trabajados, vinculando propiedades de

diferentes figuras. Fomenta, ademas, el correcto uso del lenguaje simbdlico.

|.f Desarrollo de la investigacion

Si bien la metodologia de la investigacion se detalla en el capitulo 4, que es el que se
refiere especificamente a la experiencia de campo, a continuacion se presenta, a

grandes rasgos, la metodologia que se empled en el conjunto del trabajo:

* Observar que la resolucion de este tipo de problemas esta presente en el curriculo

del curso de geometria para 5° afio cientifico, asi como también en su evaluacion.
* Analizar como y cuando se introducen este tipo de problemas en el programa.

* Estudiar cuales son las diferentes funciones que se pueden esperar de la
demostracion en el marco de la ensefianza de la matematica y los diferentes
esquemas de demostracion que se pueden esperar de un estudiante (basandose en

diferentes autores, que se detallan en el marco teorico, en el capitulo 2).

* Disefiar y poner en practica una actividad concreta para analizar los aspectos

anteriores en las producciones de un grupo de estudiantes.

* Generar conclusiones sobre lo observado en la experiencia de campo, tomando en

consideracion el marco teoérico estudiado.
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Capitulo II: Marco teorico
Demostraciéon en Geometria

La demostracion es una de las actividades que caracteriza a la Matemética y, como tal,
constituye uno de los topicos analizados por la Matematica Educativa. Por lo tanto, asi
como ambas disciplinas se transforman a medida que la humanidad se desarrolla,
también la demostracién ha ido adoptando diferentes formas y roles dentro de ellas.
Incluso en la actualidad existen diferentes visiones sobre qué significa demostrar en

Matemética y como debe ser ensefiada, como veremos en este capitulo.

Esta seccion esta dedicada a enmarcar el concepto de la demostraciéon dentro de los
propédsitos de la investigacion, proceso que creo fundamental ya que es un concepto
medular en la justificacion y planteamiento del trabajo. Después de analizar varios
articulos referidos al tema —investigaciones empiricas y de corte tedrico-, se arriba a un

concepto propio de demostracion.

Se presenta en primer lugar un intento de delimitacion, aclarando los conceptos de
demostracion, argumentacion y razonamiento, qué elementos los hacen parecidos y en
qué se diferencian segun Balacheff (1982) y Duval (1999). M&s adelante se muestran
diversas caracterizaciones de la demostracion: los esquemas que manejan Harel y
Sowder (1998), los niveles que plantea Balacheff (1998) y las diferentes funciones que
varios autores coinciden en otorgarle al proceso argumentativo, analizando
especialmente la caracterizacion que presenta de Villiers (1993). Con el fin de
acercarnos a la demostracién en geometria, también se expone una breve sintesis de
los niveles cognitivos de aprendizaje presentados por Van Hiele (Alsina, Burgués y
Fortuny, 1997; de Villiers, 2003) y los procesos que se ven involucrados en los
contenidos especificos de esta disciplina. Esto nos permitira ir ampliando el concepto
que tradicionalmente se maneja de demostracion, especialmente de demostracion en

geometria, y analizar desde una optica mas amplia las producciones de los estudiantes.

Il.a Demostracion, argumentacion, razonamiento ¢ Continuidad o ruptura?
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¢, Qué significa demostrar? Si bien en una primera instancia puede parecer que existe
un consenso generalizado al respecto, al menos entre profesores, investigaciones
llevadas a cabo al respecto han demostrado que no es asi. En un reciente encuentro de
profesores del curso de Geometria Métrica de Bachillerato en Montevideo, varios
consensuaron en que demostrar es “...un conjunto de afirmaciones, que se rigen bajo
ciertas leyes légicas, y que permiten deducir la validez de un enunciado partiendo de
otros aceptados como validos...”. Pero este consenso dejo de ser tal al profundizar la
discusion con preguntas como: ¢cual es la diferencia entre justificar, demostrar y
argumentar? ¢es lo mismo demostrar que razonar? ¢a qué nos conduce diferenciar

estos conceptos?

Un buen punto de partida para desentrafar la madeja puede ser analizar las diferencias
entre cada uno de los términos que propone Balacheff (Balacheff, 1982). La
explicacion de una proposicion o un resultado es un discurso que tiene por objetivo
mostrar el caracter de verdad del mismo. Las razones esgrimidas por el interlocutor
pueden ser discutidas, refutadas o aceptadas por un colectivo. Sélo estas ultimas son
consideradas pruebas.

Vale destacar que entonces el valor de prueba de una razén no es absoluto, sino que
depende de las personas entre las que se entabla el debate. A su vez, cada discusion
puede conducir a la determinacién de un sistema de validacibn comdn entre los

interlocutores.

Balacheff denomina demostracion a un tipo particular de prueba: “un enunciado que
es conocido como cierto, o bien es obtenido a partir de aquéllos que le preceden con la
ayuda de una regla de deduccion escogida dentro de un conjunto de reglas bien
definido” (Balacheff, 1982; 263). La actividad mental, mayormente no explicita, asociada
a la demostracion es el razonamiento: manipulacion de la informacion dada para

producir nuevas informaciones a partir de datos.

Por dltimo, queda por analizar el proceso de resolucién: actividad de un sujeto desde
gue se le plantea el problema hasta que considera que lo tiene resuelto. Se apoya en
una dialéctica de busqueda y validacion muy valiosa para el proceso de aprendizaje de

la demostracion, ya que implica la formulacion de resultados y razones.
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Por su parte, Raymond Duval (1999) también profundiza en las similitudes y diferencias
entre estos procedimientos, en su articulo Argumentar, demostrar, explicar:
¢continuidad o ruptura cognitiva? Segun su planteo, hace tiempo se comenzé a aceptar
como valida la argumentacion como forma de razonamiento natural, que no se
restringe necesariamente a los clasicos criterios l6gicos. La consideracion de esta
forma de razonamiento comenzd a reconocerse también en la ensefianza de la
Matematica, por diferentes motivos. Esta aceptacion se debi6 en parte a los estudios en
psicologia educativa del siglo XX (especialmente los estudios de Piaget) centrados
especificamente en el lenguaje de nifios y adolescentes, y en parte también a que en la
propia practica educativa, los profesores se comenzaron a dar cuenta de que lo que
ellos presentaban como demostraciones, no constituian para la mayoria de los alumnos
pruebas —en el sentido de conviccion—. Otro de los factores que influyd para la
aceptacion y difusion de la argumentacion fue el creciente interés por los trabajos en
equipo, con el fin de favorecer las interacciones entre los alumnos, mas alla de la
interaccién alumno-profesor. Este autor plantea entonces una encrucijada en la
ensefianza de la Matematica: ¢ es posible la progresiva evolucién de argumentacién a
demostracion, que es lo que generalmente se conoce como razonamiento en
Matematica? Y en caso de que sea posible, ¢cudles son las condiciones que se tienen
gue dar? Duval propone analizar los funcionamientos cognitivos de cada tipo de
razonamiento para determinar si existe continuidad entre ambos, o, por el contrario,

ruptura cognitiva.

Con una caracterizacion parecida a la de Balacheff (1982), Duval distingue la
explicacion —proceso a través del cual se generan y exponen razones— de la
argumentacién —examen de la aceptabilidad de las razones expuestas, en particular
con respecto a su pertinencia y fuerza— (Duval, 1999; 7). La segunda actividad esta
mas ligada al razonamiento que la primera, e incluso en ocasiones utiliza ambos
términos como sindnimos, si bien mas adelante se explicita que el razonamiento tiene
dos funcionamientos distintos: la argumentacion y la demostracion. Mientras la
explicacion es mas de tipo descriptivo del fendbmeno en cuestién, la argumentacién

tiene como objetivo la modificacion del valor epistémico de un enunciado, con el fin de
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establecer su valor de verdad. Esta Ultima se acerca mas a una demostracion que la

explicacion.

Ahora, cabe preguntarse, no con la intencién de encontrar una respuesta absoluta sino

para ordenar el planteo,... ¢argumentacién y demostracion son lo mismo?

Ya Balacheff (1982; 272) presenta a la demostracion como un tipo particular de
prueba, que es una actividad intrinsecamente social destinada a convencer a otro o0 a
uno mismo. Como tal, la demostracion es una razén aceptada como valida en

determinado contexto y por un cierto grupo de personas.

Duval, por su parte, considera que un razonamiento es “una organizacion de
proposiciones que se orienta hacia un enunciado-objetivo para modificar el valor
epistémico que dicho enunciado-objetivo tiene dentro de un campo de conocimientos
dado, o en un ambiente social dado y que, consecuentemente, modifica el valor de
verdad cuando se cumplen ciertas condiciones particulares de organizacion” (Duval,
1992%),. Este autor distingue entre dos tipos de razonamiento: la argumentacion y la

deduccion (o demostracion).

En el articulo analizado se puede apreciar como Duval refuerza el planteo de Balacheff
que sostiene que un razonamiento puede ser considerado demostracion soélo si es un
razonamiento valido. La argumentacién, por su parte, es un razonamiento ligado a
vinculos de pertinencia y no de validez. Mas que buscar la verdad en si, busca lo
creible y la conviccion de uno mismo o de otros, obedeciendo mas a leyes de
coherencia que a las leyes logicas clasicas.

Duval plantea entonces una cuestion neuralgica para la ensefianza de la demostracion:
“¢,Se puede, si 0 no, pasar de una a otra sin muchos esfuerzos y sin contrasentidos?”.
Se pone en juego asi la distancia cognitiva —muy débil, por cierto— existente entre uno y
otro funcionamiento, y si la manera de salvar la misma es a través de una continuidad

cognitiva o de una ruptura.

Con el fin de responder esta pregunta, Duval analiza la relacién de justificacion entre

proposiciones en la deduccién (razonamiento valido por excelencia, ejemplo tipico de

* Citado en (Duval, 1999; 31).
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demostracion) y en la argumentacion. Ambos tipos de razonamiento se caracterizan por
inferir una conclusién a partir de una premisa, utilizando un término medio que los

conecta. En dicho andlisis se revelan las siguientes diferencias (Duval, 1999; 19):

* En el caso de la deducciéon basta superponer premisa con término medio para
inferir la conclusion, utilizando la regla del modus ponens. En el otro caso, es
necesario analizar mas a fondo las relaciones de oposicion, inclusién e identidad

entre los términos.

* Mientras en la deduccién se utiliza siempre la regla del modus ponens®, en la
argumentacion existe heterogeneidad de las inferencias que llevan a las
proposiciones: modus ponens, por susuncién de un caso particular bajo una regla

general, por inferencia semantica, por enumeracion de casos particulares, etc.

* Las relaciones entre el contenido del término medio y la conclusién: en el primer
caso una parte del término medio afirma ya al contenido de la conclusién. Como la
premisa afirma lo necesario para deducir la conclusion segun el término medio,
sb6lo es necesario realizar un proceso de implicacibn. En el caso de la
argumentacion la relacion no es tan directa: se puede afirmar algo distinto en la
conclusion que en el término medio, por lo que es necesario que quien lee la

argumentacion realice sus propias deducciones para llegar de uno a otro.

* Diferente autoridad de los términos medios: en la deduccion tiene un estatuto
tedrico preciso: teorema, axioma, definicién. Su valor de verdad es intrinseco, no
depende del contenido. En la argumentacion, por el contrario, el valor epistémico
de verdad del término medio esta ligado a su contenido, y puede variar de un

individuo a otro o incluso en un mismo individuo a lo largo del tiempo.

En suma, deduccion y argumentacion no soélo difieren por su funcionamiento “légico”
(en lo que refiere a los diferentes roles que adquieren las partes del razonamiento) sino
también en lo relativo a las formas de aprendizaje: existe una distancia cognitiva. Duval
afirma que para transitar de una argumentacién a un razonamiento valido (deduccion)

es necesario que el estudiante deje de considerar el valor epistémico del enunciado

® Vale aclarar que esta no es la opinién generalizada entre autores sobre el tema, sino que en general se considera que
existen deducciones que no utilizan el Modus Ponens.
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asociado a su contenido para considerar el asociado al estatuto teérico del mismo
(Duval, 1999; 22).

El autor concluye asi que existe una distancia cognitiva tan profunda entre
argumentacion y deduccion logica que se hace necesario un aprendizaje especifico e
independiente para cada proceso cognitivo. “El desarrollo de la argumentacion, incluso
en sus formas mas elaboradas, no abre una via de acceso a la demostracion” (Duval,
1999; 45). Sdlo a partir de una investigacion profunda podemos discernir si esta tesis es
cierta 0 no, pero aceptarla implica comenzar a pensar en secuencias didacticas bien
diferenciadas para lograr desarrollar una y otra actividad cognitiva, asi como saber

discernir qué tipo de problema ayuda a desarrollar cuél de ellas.

Por otra parte, en lo referente a la ensefianza de estas habilidades, resulta interesante
el planteo de Cantoral (1995) quien sostiene que como docentes de mateméatica
deberiamos considerar a la hora de ensefiar la transposicion didactica que se genera
entre la Matematica como saber académico y la Matematica escolar. En lo que a
demostracion en geometria se refiere, esto implicaria que debemos también considerar
una nocién particular para su ensefianza, que puede diferir de la nocion de
demostracion que es aceptada entre la comunidad de matematicos. Segun Hanna y
Jahnke (1996; 902), los profesores tenemos un desafio epistemoldgico, cientifico y
psicolégico: analizar como la demostracidon de una propiedad puede ayudar a los
estudiantes a entender mejor el mundo fisico e intelectual que los rodea. Entonces el
proceso de demostracion cumple un rol social de aportar entendimiento, mas que de

verificacion de la veracidad de un enunciado.

Dentro de un contexto educativo, se entiende a la demostracibn como un proceso social
a través del cual una persona descubre que una propiedad es cierta, la comprende,
puede argumentar por qué es asi, es capaz de integrarla dentro de un sistema de
conceptos y relaciones que tienen un significado determinado para ella y de
comunicarla a otras personas. Balacheff y Colette (1988; 267) enfatizan la dimension
social de la demostraciéon: si bien el proceso de demostrar es individual de cada
persona, es fundamental el transitarlo con otras ya que el valor de verdad de un

razonamiento es acordado por un determinado colectivo, en un momento determinado
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(que puede ser, por ejemplo, el grupo de clase en un dia de clase). Esta explicacion
puede ser reconocida por un colectivo y no por otro, o en determinado momento y no en

otro.

Se concibe a la argumentacion como el proceso a través del cual se exponen razones
para fundamentar la validez de un resultado o una opinién, que puede o0 no ser
aceptado en cierto contexto. Es precisamente por eso que es importante la
consideracion de la argumentacion en las practicas educativas: porque es ella, y no

tanto la deduccion en si, la que aporta entendimiento al proceso de demostracion.

Rav (Hanna, 2001; 7) opina que “las pruebas son la manera en que los matematicos
ponen en funcionamiento la maquinaria matematica para resolver problemas vy justificar
gue una solucién propuesta para un problema es efectivamente una solucién”. La
siguiente metafora empleada por Manin (Hanna, 2001; 7) expresa con claridadlo que
seria bueno considerar como demostracion en Matematica Educativa: “Axiomas,
definiciones y teoremas son puntos en un ‘paisaje matematico’ con atracciones
locales y rutas. Las pruebas son los caminos, calles y carreteras. Cada itinerario
tiene sus propias atracciones, que pueden ser mas importantes que el hecho en

side que conducen de A aB".

Una vez presentados los conceptos de prueba, demostracion y argumentacion, se hace
necesario para el transcurso de la investigacion analizar estos conceptos desde un
punto de vista didactico. Las caracterizaciones que se presentan a continuacion se
refieren a la ensefianza de la demostracion, ellas permitiran analizar las producciones

que los estudiantes realizaron en el estudio de campo.

Il.b Tipos de demostracidon segun Harel y Sowder

En el apartado anterior se concentra en delimitar el concepto de demostracion, desde el
punto de vista del profesor o, mas en general, de la manera en que es aceptada como
tal en la comunidad matematica. Analizar desde diversas Opticas los diferentes tipos de
demostracion favorecera nuestra comprension de lo que los alumnos presentan como
demostraciones, y, siendo un poco optimistas, puede incluso guiarnos sobre cémo

hacer para que aquellos alumnos que presentan argumentos que no son aceptados por
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el contexto social al que pertenecen comiencen a generar, de forma autdbnoma,

razonamientos deductivos.

La experiencia de la practica docente, especificamente en la ensefianza de Geometria
Métrica a nivel de Bachillerato, conduce a coincidir con Harel y Sowder (1998) en que
para muchos alumnos se hace dificil comprender el para qué de la demostracién de un
resultado, basicamente por tratarse de algo que no so6lo generalmente “es obvio”, sino
gue ademas ya ha sido establecida su validez y consensuada por toda la comunidad de
matematicos. Pero ademas ocurre que una vez que se ha establecido un enunciado y
se ha brindado una demostracion, muchos estudiantes no se percatan de que
posteriores verificaciones de dicho enunciado en situaciones particulares son
superfluas. Es por eso que debemos ampliar los horizontes en cuanto a nuestro

concepto de demostracidn en la ensefianza y a su tratamiento en el aula.

Harel y Sowder (1998) presentan la nocion de “Proof Scheme” (que traduciremos como
Esquemas de demostracion). Segun plantean, probar o justificar un enunciado implica
dos aspectos: el convencimiento propio y la persuasion (convencimiento de otros). El
esquema de demostracion de un individuo consiste en todo lo que constituye el
convencimiento propio y la persuasion para ese individuo, en un momento determinado

de su vida, cuando se enfrenta a una situacioén determinada.

Los autores distinguen tres categorias de esquemas de demostracion, segun el nivel de
profundidad en el desarrollo socio cognitivo: externos, empiricos y analiticos. Esta
clasificacion surge de considerar la demostracion en un sentido amplio: justificacion del

punto de vista psicolégico, mas que desde el estrecho de demostracion matematica.
* Esquemas de demostracidon externos

Son aquellos en los que tanto lo que convence al estudiante como lo que el estudiante
ofrece para persuadir a otros tiene una procedencia externa a él. Ejemplos de ellos son

los esquemas de demostracion autoritarios, rituales o simbalicos.

Una demostracion se denomina autoritaria cuando el estudiante se convence de un
resultado so6lo porque lo dijo el profesor, un libro o incluso un propio comparfiero de
clase que él considera con mas conocimiento. El problema no radica en el simple hecho

de que se refieran a una autoridad, eso es algo comun incluso entre matematicos que
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estudian diferentes areas. El problema es que la fuente externa es el Unico medio que

tienen para justificar el resultado.

Esta es una lamentable consecuencia de las practicas educativas habituales en
ensefianza media: el profesor es quien esta adelante, el que tiene un conocimiento para
ensefar y les queda a los estudiantes el rol de aprenderlo, lo mas parecido posible a
como es habitual que aparezca en los libros. El estudiante aprende una matemética ya
acabada, en la que queda poco por construir. Una educacion que pone énfasis en los
resultados y no en los procesos de razonamiento utilizados para arribar a ellos,
conduce a los estudiantes a desmerecer el valor de la prueba y de la busqueda de los

por qués.

Los autores manejan el término demostraciones rituales para denominar aquéllas en
las que los estudiantes consideran valido un razonamiento sélo por la forma del mismo,
sin reparar en su contenido o su rigor. Esta manera de juzgar la exactitud de un
razonamiento puede deberse a la importancia que tradicionalmente le han dado los
profesores a la estructura formal de las demostraciones, ya que a la dificultad que
generalmente encuentran los estudiantes en el razonamiento y contenido en si, se
agrega la dificultad de la comprension de la notacion en simbolos matematicos. Segun
esta concepcion, los argumentos expuestos de manera coloquial, en parrafos, gozan de

menos estatus como demostracion.

Puede ocurrir que un estudiante incluso presentando argumentos sélidos no esté
convencido de la validez de su resultado porque no esta expresado en el formato que
el supone que es el esperado, 0 no tiene la notacion simbdlica adecuada. Sin embargo,
no debemos dejar que se confunda formalismo con rigor: una demostracién escrita en
lenguaje cotidiano puede ser estrictamente rigurosa y aportar mas entendimiento a los

estudiantes que una escrita de manera simbodlica.

Por dltimo, también son demostraciones de tipo externo las simbdlicas, que son
aguéllas en las que se usan simbolos sin hacer referencia a las posibles relaciones

funcionales o cuantitativas del concepto en cuestion.

Tienen un aspecto positivo y otro negativo. Es negativo para el desarrollo cognitivo que

los estudiantes vean a los simbolos sin asociarlos con su contenido, ya que en la
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mayoria de los casos no solo el razonamiento es falso, sino que incluso se obtienen
resultados erréneos. Una de las peores consecuencias de este esquema de
demostracion es que se abordan los problemas sin intentar comprender previamente lo

que plantea el problema y lo que se pide hacer.

Por otra parte, los razonamientos simbalicos validos pueden ser sumamente positivos,
basta observar la potencia que tiene la geometria analitica frente a la sintética en
algunos problemas que resultan complicados para resolver utilizando exclusivamente

herramientas de esta ultima.
* Esquemas de demostracion empiricos

Son aquéllos que se basan exclusivamente en ejemplos para justificar resultados. Los
autores distinguen entre los esquemas de demostracién perceptivos y los basados en
ejemplos (inductivos). Este esquema de demostracion puede resultar especialmente
interesante para el desarrollo de esta investigacion ya que se presenta con gran
frecuencia en la resolucién de ejercicios de lugares geométricos por parte de los

estudiantes.

Los esquemas de demostracion perceptivos son aquellos en los que el estudiante
intenta convencerse de un resultado, o incluso convencer a otros, basandose en las
percepciones de una serie de dibujos. Es caracteristico, especialmente en clases de
geometria, encontrar que las figuras en las que se basan los estudiantes para
argumentar son figuras particulares, que agregan datos al problema. Si lo que hay que
demostrar es un resultado relativo a un triAngulo cualquiera, dibujan un triangulo

equilatero, en el que se cumplen mas propiedades que en uno “cualquiera”.

Coincido con Sowder y Harel en que los nuevos programas para trabajar en Geometria
Dindmica (en adelante GD) ofrecen gran ayuda ya que permiten alterar rapidamente los
dibujos, permitiendo captar la esencia de los elementos que componen la figura y que

guian para la resolucion del problema.

Cuando el esquema de demostracién consiste en convencerse a uno mismo o a otros
de un resultado a través del andlisis de uno o mas ejemplos, se dice que es una
demostracion inductiva. Este es uno de los mas frecuentes entre los estudiantes de

geometria en el Bachillerato. Cuando los alumnos resuelven ejercicios de LG dibujando
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varias posiciones del punto que varia, existe un esquema de demostracion empirico-
inductivo. En un principio, parecer ser que esa es la intencion: demostrar a través de los
ejemplos. Sin embargo, es comun que el profesor rechace este tipo de razonamiento
por no ser analitico deductivo, basandose en el siguiente cuestionamiento: ¢sera que
los estudiantes encuentran la solucion a través de los ejemplos, pero no hay

intenciones de demostrar?

Este esquema de demostracion hace pensar en el siguiente cuestionamiento: la
induccion es una estrategia que tiene el ser humano para crear la mayoria de los
conceptos (a modo de ejemplo, para ensefiar a un nifio qué es el ardor se le dice que
es lo que siente en la piel con el alcohol, las quemaduras o determinadas lastimaduras
o picaduras. Ocurre lo mismo con los colores). ¢Por qué quebrar con esa manera de

descubrir y justificar resultados generales?

Por otro lado, el método empirico es muy util a la hora de justificar que una proposicion
es falsa (contraejemplos), y la presentacion de ejemplos es util para comprender algo o
para verificar si se entendid. Es por eso que si bien como docentes debemos desarrollar
en nuestros estudiantes la necesidad de generalizar resultados y fomentar que no se
conformen con el resultado de una induccion, no deberiamos dejar de pensar en este
esquema de demostracion como una herramienta util para el proceso de ensefianza y

aprendizaje de la misma.
* Esquemas de demostracion analiticos

Son los esquemas que frecuentemente los profesores e investigadores de matemética
consideran validos: deduccion de propiedades a partir de otras de las cuales se acepta
su validez utilizando reglas logicas bien definidas. Se reconocen dos tipos: los

esquemas de demostracion de transformacion y los axiomaticos

Los esquemas de demostracion de transformacion se caracterizan por justificaciones
centradas en los aspectos generales de una situacion y por razonamientos cuyo fin es

establecer la conjetura en general, con la intencion de anticipar resultados.

Harel y Sowder (1998) consideran a este tipo de justificacion como un precedente
necesario para el tipo de demostracion axiomética. Distinguen tres tipos: de imagenes

espaciales (el contexto de la justificacion consiste en imagenes de la intuicion espacial),
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de transformacion simbolica (cuando la proposicion a demostrar es transformada a otra

para la cual se posee una imagen conceptual mas amplia, con mas herramientas, que

permiten demostrar el enunciado mas facilmente) y de construccién (los

cuestionamientos de los estudiantes acerca de la existencia de un objeto son resueltos
a través de la construccion concreta de los mismos, en oposicidén a la mera justificacion

de su existencia).

Por ultimo, una justificacion es considerada un esquema de demostracion axiomético
cuando se derivan resultados como consecuencias logicas de resultados previos,
considerados validos. El pilar fundamental de un cuerpo de conocimientos matematicos

organizados de esta manera esta constituido por axiomas y conceptos primitivos.

Harel y Sowder (1998) aprovechan la oportunidad para insistir en la sugerencia de los
Estdndares NCTM: manejar axiomatizaciones locales en el aula —secuencias cortas de
definiciones y teoremas— para examinar el rol organizativo de la demostracion y ver la
posibilidad de diferentes maneras de organizar el mismo cuerpo de conocimiento. Para
generar un ambiente de discusion en el aula, en donde los estudiantes puedan recrear
el concepto de demostracién, no es necesario que trabajemos con largas secuencias —
como tradicionalmente se hace basandose en un enfoque axiomatico de la geometria

euclidiana en el curso de Geometria Métrica en Bachillerato—.

La comunidad de matematicos y profesores coinciden en que éste es el esquema de
demostracién valido para construir conocimiento matematico, por lo que es deseable
que los estudiantes lo logren. Tal vez esté ahi la clave de la ensefianza de la
demostracion: planificar caminos para conducir a los estudiantes hacia formas mas
sofisticadas de razonamiento. Segun Harel y Sowder los profesores debemos permitir
transitar a nuestros estudiantes un proceso en el que se vayan familiarizando con la
justificacion y la busqueda de argumentos, y no pretender que haya un salto directo a
este tipo de demostraciones en los ultimos afios de Educacion Secundaria. Para ello, la
practica de la busqueda de argumentos debe motivarse continuamente a través de la
matematica escolar durante toda la escolarizacion, deteniéndose en el “por qué” de los

resultados y no sélo en los resultados mismos.
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Il.c Tipos v niveles de demostracion sequn Balacheff

También Balacheff (1998; 216) concibe a la demostracion desde un sentido amplio, y
analiza la nocién de prueba desde el punto de vista de las practicas matematicas de los
alumnos, no desde la I6gica. Segun fue sefialado en este capitulo, este autor considera
prueba a toda explicacion reconocida y aceptada por un colectivo, lo que implica que
puede cambiar su caracter de un colectivo a otro o incluso dentro de un mismo
colectivo, a lo largo del tiempo. Brinda gran importancia a la incidencia de la interaccion
social para el aprendizaje de la demostracion, por lo que dedica muchos de sus trabajos
al analisis de las producciones elaboradas en parejas. Reconoce dos grandes tipos: las

pruebas pragmaticas y las conceptuales.

Las pruebas pragmaticas son las que se basan en acciones y visualizaciones de
imagenes. Un ejemplo de ello son el conjunto de “pruebas sin palabras” en las que se
exhibe una imagen que presenta, a la vez, un resultado y su justificacion. La
demostracion depende de la habilidad de quien ve el diagrama para reconstruir las

razones que quien prueba tiene implicitamente en mente.

Por su parte, las pruebas conceptuales son las que no incluyen acciones, sino que se
basan en propiedades generales y las relaciones entre ellas. Balacheff manifiesta que
el camino de un tipo a otro de demostracién no ocurre espontaneamente, sino que el
estudiante debe lograr distanciarse de la accion y el proceso de solucion del problema,
para detectar los elementos esencialmente generales de la situacion. El lenguaje juega
un rol importante en este proceso en el que los cambios decisivos para la construccion
del conocimiento son la descontextualizacion, la despersonalizacion y la

destemporalizacion (Balacheff, 1998; 217).

El autor distingue cuatro tipos principales de prueba dentro de los varios tipos
existentes: dos de tipo pragmatico —empirismo ingenuo y experimento crucial-y dos de
tipo conceptual —ejemplo genérico y experiencia mental-. Si bien las dos primeras no
aseguran la validez de un resultado desde el punto de vista l6gico-formal, Balacheff las

incluye como pruebas por ser reconocidas como tales por quienes las producen.

El empirismo ingenuo consiste en basarse en la verificacion de algunos casos para

asegurar la verdad de un resultado. Segun lo estudiado, este tipo de prueba coincide
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con lo que Harel y Sowder denominan esquema de demostracion empirico basado en

ejemplos (inductivo).

Se denomina experimento crucial o particular al razonamiento que hace un estudiante
cuando generaliza un resultado a partir del andlisis de un caso particular, que es
considerado “suficientemente general”. Predomina la idea de que “si se cumple en este
caso, debe cumplirse siempre”. Se diferencia del empirismo ingenuo en que existe una

intencion explicita de analizar un caso que no resulta demasiado especial.

Un ejemplo de este tipo de razonamiento puede ser la justificacion de la existencia del
circuncentro de un triangulo: algunos estudiantes lo hacen construyendo un triangulo
“no particular” (escaleno) y sus mediatrices. Como observan que en ese triangulo se

verifica, llegan a la conclusion de que se verifica en todos.

Con ejemplo genérico Balacheff no s6lo hace referencia al ejemplo en si, sino a hacer
explicitas las razones por las cuales una afirmacion es cierta. El ejemplo no es escogido
por si mismo, sino como representante caracteristico de su clase, y se buscan
argumentos a través de operaciones y transformaciones de él. Este tipo de prueba tiene
puntos en comun con lo que Harel y Sowder denominan esquema de demostracion

analitico de transformacion.

Un ejemplo de ello es la siguiente justificacién del criterio de divisibilidad entre 4 —un
namero es divisible entre cuatro si y solo si el nimero formado por las dos ultimas cifras
del original lo es—. Tomemos el nimero 35268, que se puede escribir como la suma de
35200 + 68. Ahora, 35200 es divisible entre 4 ya que es el producto de 352 por 100,
que es un multiplo de 4. Entonces, si 68 es multiplo de cuatro, también lo sera 35268; si

68 no es multiplo de cuatro, tampoco lo serd 35268.

Por ultimo, la experiencia mental se refiere a un tipo de prueba en el que las acciones
son internalizadas y diferenciadas de una representacion particular. En ocasiones este
tipo de prueba precisa de un cuerpo de conocimiento organizado en un sistema
axiomatico, al igual que el esquema de demostracién denominado axiomatico por Harel

y Sowder.

Frente al problema de clasificar el cuadrilatero cuyos vértices son los puntos medios de

un cuadrilatero cualquiera y justificar, el siguiente razonamiento es considerado una
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experiencia mental: “Si se traza una diagonal (BD) en el cuadrilatero original (ABCD), se
guedan formados dos triangulos. Los puntos medios de los lados AB y AD determinan
un segmento que es la paralela media respecto al lado BD, por lo que es paralelo a BD
y mide la mitad. Lo mismo ocurre con los puntos medios de los lados BC y CD. Por lo
tanto, el cuadrilatero interior tiene dos lados opuestos que son iguales y paralelos.
Utilizando la propiedad que dice que todo cuadrilatero convexo con un par de lados
iguales y paralelos es un paralelogramo, se puede deducir que el cuadrilatero formado
por los puntos medios de los lados de un cuadrilatero cualquiera es un paralelogramo.”

Il.d Funciones de la demostracion

Son varios los autores que manifiestan que quienes ensefiamos matematica debemos
comenzar a cambiar la vision tradicional que tenemos de la demostracion, segun la cual
su Unica funcion es la verificacion de enunciados (Hanna, 2001; de Villiers, 2003). En
primer lugar, porque si esa es la Unica funcion, es natural que los estudiantes no
sientan la necesidad de efectuarla cuando lo que se pretende probar es sumamente
obvio, como ocurre con algunas propiedades de Geometria Métrica Plana. En segundo
lugar, porque pensar que la Unica funcidn que tiene la demostracion es la de verificar
resultados no es fiel a la practica real de los matematicos profesionales. Generalmente
la conviccibn en matematicas se obtiene a través de la comprobacién en casos
especificos y la busqueda fallida de contraejemplos. Cuando un investigador esta

convencido de la veracidad de un resultado, entonces busca maneras de demostrarlo.

Michael de Villiers (1993), en su busqueda por encontrar cuales son las dificultades en
el aprendizaje de la demostracion, encuentra que una de ellas es que los estudiantes
no la sienten como una necesidad. ¢, Cual es el significado, para qué hacerlo? Propone
entonces un andlisis de las diferentes funciones de la demostracion, con el fin de

utilizarlas en el aula para resignificar la actividad de demostrar.

Presenta asi un modelo en el que se distinguen cinco funciones de la demostracién en
matematica. Este modelo es un desarrollo del modelo planteado por Bell en 1976, y

distingue las siguientes funciones, presentadas sin un orden jerarquico determinado:

* Verificacion
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Este es uno de los roles otorgados a la demostracion mas difundidos entre quienes
enseflamos matematica. Lamentablemente ocurre en muchas de nuestras clases de
Bachillerato, especialmente en geometria, que demostramos resultados que son
evidentes, incluso a la vista de los estudiantes, con la supuesta finalidad de

“cerciorarnos de la verdad de la afirmacion”.

De Villiers (1993) sostiene que la concepcion que la mayoria de los profesores tienen —
gue la demostracién constituye una autoridad irrefutable para establecer la validez de
un resultado- es completamente falsa. Una posible explicacién de este fenémeno es la
que brinda Hanna (2001) al hacer referencia al movimiento de la “Matematica Moderna”
de los afios '50 y '60, que le otorgdé a la demostracién un rol exclusivo de verificar
resultados a través de la prueba logica rigurosa. Hanna opina que dicho movimiento
introdujo en todas las é&reas del curriculo de Matematica un nuevo énfasis en la
estructura axiomatica y la demostracion, énfasis que estaba antes restringido

Gnicamente al curriculo de geometria.

Por su parte, de Villiers (1993) afirma que cuando se investiga en matemética, no sélo
ocurre que la demostracion no es estrictamente necesaria para la conviccion, sino que,
por el contrario, la conviccibn de que un resultado es cierto es lo que lleva
frecuentemente a buscar su demostracidn. Muchas veces la conviccion personal
depende de varios factores: la fuente de la que proviene la afirmacion, que el resultado
sea razonable y consistente con el resto de la teoria, la intuicion, el fracaso en la

blusqueda de resultados.

También es cierto que la demostracion es una herramienta sumamente util para la
conviccion cuando los resultados son dudosos o no intuitivos, por lo que no se le puede

quitar importancia a este rol de la demostracion.
* Explicacion

En la busqueda de la conviccion sobre la validez de un resultado, muchas veces basta
una verificacién casi empirica (comprobacién en varios ejemplos y en algunos que sean
cruciales o la busqueda fallida de contraejemplos). Sin embargo, ese procedimiento no
necesariamente brinda herramientas para comprender por qué el resultado es cierto.

Surge entonces la necesidad de una demostracion en la que se comprenda el
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funcionamiento de la afirmacién desde dentro, comprender como la nueva afirmacion

surge como consecuencia de otras ya conocidas y aceptadas.

Segun afirma Hanna (2001), en lo que hace a la ensefianza de la matematica, la mejor
demostracion no es precisamente la mas rigurosa, sino aquella que permite entender el
significado del teorema. La cuestién radica no solo en verificar la validez de un
resultado, sino en percibir su por qué; segun ella, una “buena” demostracién ilumina,

conduce a nuevos resultados, mejora las definiciones, brinda algoritmos.

Existen a lo largo de la historia de la matematica muchos ejemplos de investigadores
gque mas que intentar dar validez a los descubrimientos de sus antecesores, buscan
encontrar explicaciones a tales fenbmenos. Segun cita de Villiers (1993), eso era lo que
buscaba Newton al investigar sobre el comportamiento de las Orbitas planetarias
descripto por Kepler: lejos de dudar de su validez, buscaba entender por qué era cierto.

Steiner (1978) (citado en de Villiers (1993)), caracteriza a una demostracion explicativa
como aquella en la que a partir de la demostracién, se hace evidente que el resultado
depende de una propiedad particular. A su vez, debe ocurrir que si se sustituye en la
demostracion esa propiedad por otra del mismo dominio el teorema pierde su validez en
el contexto original, e incluso se podria distinguir como varia el resultado del teorema
cuando realizamos tal variacion. Encontramos un ejemplo que ilustra este planteo en
una propiedad caracteristica de la Geometria Euclideana: al demostrar la transitividad
entre rectas paralelas de un mismo plano con herramientas métricas, surge como
propiedad necesaria el Axioma de paralelismo de Euclides (Para cada recta r y para
cada punto P en el espacio, existe una Unica recta paralela a r por P). Sin ese axioma,
el teorema no se puede demostrar, y si ese axioma se cambia por otro no equivalente,

entonces el resultado del teorema se modifica por completo.

Es claro que la demostracion que se utilice en clase respondera a los objetivos que se
proponga el docente. En un curso de geometria analitica, tal vez la demostracién que
se elija para este teorema tendra un fin mas sistematizador que explicativo, y no se

haréa tan evidente el contexto en el que se esta trabajando (Geometria Euclideana).

* Sistematizacion
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Esta es otra de las funciones que cumple la demostracién y que no siempre se hace
explicita por quienes la ensefian. Muchas veces una demostracion sirve para
sistematizar resultados ya conocidos en una teoria matematica. Continuando con el
ejemplo de la transitividad entre rectas paralelas en un mismo plano, cuando se aborda
la propiedad desde la geometria analitica es habitual hacerlo con un fin sistematizador:
haciendo hincapié en propiedades del coeficiente angular de la recta, ya trabajadas en

clase.

Nuestros cursos de Bachillerato, en los que se tiene por objetivo introducir a los
estudiantes en el estudio de los elementos basicos de las grandes ramas de la
matematica —Geometria, Algebra y Analisis— tienen una variada oferta de estos
ejemplos. En ellos aparecen muchas propiedades que son evidentes a la vista de los
estudiantes, por lo que no habria que probarlas, pero su demostracion es Util porque
refuerza la sistematizacion de la teoria que se esta construyendo. Concuerdo con de
Villiers en que es falso decir, en esas ocasiones, que debemos probar para

“asegurarnos”.

% Descubrimiento

Esta extensamente difundido entre profesores e investigadores que en el desarrollo de
la actividad matematica, primero se intuye una propiedad, se muestra que se cumple en
varios ejemplos, con métodos empiricos, y una vez que se esta convencido de la
validez del mismo, se procede a su demostracion. Incluso la propia manera en que se
exponen los teoremas en libros y en el aula refuerzan dicho pensamiento: primero el

enunciado y después su demaostracion.

Sin embargo, segun plantea de Villiers (1993) no es ésta la Unica via de encontrar
nuevos resultados, sino que por el contrario, muchas veces ellos surgen del analisis
deductivo de las propiedades de algun objeto matematico o de la generalizacion de
otras propiedades. La demostracion se presenta entonces como un método de

exploracién, analisis, descubrimiento e inventiva.
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Nuevamente la geometria aporta ejemplos: cuando se generalizan propiedades de
centros notables en los triangulos a los cuadrilateros, e incluso en la creacion de las

Geometrias no euclideas.

* Comunicacion

Por ultimo, de Villiers también otorga a la demostracion una funcién social: la de
comunicar resultados matematicos entre profesionales, profesores y estudiantes. En
esa interaccién social no so6lo se negocian los contenidos matematicos, al hacerlos

explicitos, sino también los criterios para una argumentacion aceptable.

Hoy por hoy, no es sorprendente observar el grado de comunicacion que existe entre
matematicos en nuestra sociedad, ya que se ve facilitada por la velocidad y
accesibilidad de los medios de comunicacion. Pero basta tomar como ejemplo
cualquiera de las cartas que se cruzaron entre matematicos desde tiempos muy
remotos para darnos cuenta de la importancia que este rol de la demostracién significa
para el desarrollo de la matematica. Segun manifiesta de Villiers (2003) la
comunicacioén de resultados provoca una especie de filtracion social que contribuye a su
refinamiento y a la identificacion de errores, e incluso a su rechazo, cuando se descubre

un contraejemplo.

Il.e Teoria de van Hiele

Para referirnos a la demostracion en geometria especificamente, parece ineludible
hacer referencia a la teoria que presentaron Dina y Pierre Marie van Hiele en 1957. Es
un modelo que estructura el aprendizaje de la geometria en niveles cognitivos, v,
haciendo uso de esos niveles brinda una posible explicacién del por qué del fracaso del
curriculo tradicional en geometria: es presentado de manera prematura en un nivel mas

alto que aquél en el que los estudiantes estan operando.

Al respecto de Villiers presenta una frase muy representativa, que vale la pena citar en
su lenguaje original: “... students cannot understand the teacher nor can the teacher
understand why they cannot understand!” (de Villiers, 2003; 11).
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Esa falta de sincronizacion sélo puede ser entendida si de alguna manera se puede
“medir’ o clasificar el nivel de madurez que presentan los alumnos en sus
razonamientos al respecto. La teoria de niveles de van Hiele presenta una manera de
clasificar dicha madurez. Presenta niveles del pensamiento, con el criterio de que los
conocimientos de un nivel se suponen conocidos en el nivel siguiente. Alli se explicitan
relaciones que antes estaban implicitas y se profundizan los conocimientos adquiridos

previamente.

Segun explican Alsina, Burgués y Fortuna (1997), la teoria de van Hiele estructura el

aprendizaje de la geometria en los siguientes niveles:

Nivel 1 (Reconocimiento)

En este nivel basico los estudiantes manejan como objetos del pensamiento las figuras
individuales. Las estructuras del pensamiento que presentan son el reconocimiento
visual de las figuras como un todo, sin reconocimiento de partes, componentes o
propiedades determinantes de las mismas. Puede reconocer, por ejemplo, un cuadrado,

pero no describir sus propiedades.

Procesos involucrados:

e Reconocimiento de figuras.

¢ Identificacion del nombre de las figuras (triangulo, rectangulo, cuadrado, etc).

e Descripcion (incompleta) de figuras a través de sus propiedades visuales (en

ocasiones irrelevantes para esa clase de figuras, como el color o el tamafio).

Nivel 2 (Analisis)

En esta etapa el estudiante comienza a distinguir clases de figuras a través de la
descripcion de algunas propiedades comunes. Las estructuras del pensamiento
presentes son el andlisis y descripcion de las propiedades de las figuras, sin explicitar
relaciones entre distintas familias de figuras. Las propiedades se establecen
experimentalmente. Ejemplo: los rectdngulos tienen todos los angulos rectos, y un

paralelogramo no es rectangulo porgue no tiene los angulos rectos.

Procesos involucrados:
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e Descripcién de las propiedades de una figura (experimentalmente).

e Comparacion explicita de figuras a través de sus propiedades.

e Reconocimiento de las infinitas variaciones de una figura particular, ya sea respecto
a su posicién como a su forma.

e Clasificacion de figuras utilizando sélo un aspecto de la misma (por ejemplo, los
angulos), pero ignorando otros aspectos.

e Aproximacion al establecimiento de la verdad de un enunciado empiricamente, por

ejemplo, observacion y medicion de varias figuras construidas.

Nivel 3 (Ordenamiento - Relaciones)

En este nivel los alumnos manipulan como objetos del pensamiento a la definicion de
las clases de figuras. Es decir, logran realizar un ordenamiento légico de las
propiedades de las figuras, disciernen las relaciones entre las diferentes figuras
geomeétricas y son capaces de determinar las figuras por sus propiedades. Por ejemplo,
pueden concluir que un cuadrilatero con los dos pares de lados opuestos paralelos es
un paralelogramo, o que un cuadrado es un rectdngulo. Comprenden las primeras
definiciones que describen las interrelaciones de las figuras con sus partes
constituyentes, pero no construyen secuencias de razonamientos que justifiquen las
observaciones. Pueden ser capaces de seguir una prueba pero no de probar por ellos

mismos.

Procesos involucrados:

¢ Reconocimiento de propiedades caracteristicas de cada clase.

e Formulacion de definiciones correctas y economicas de las figuras.

e Transformacion de definiciones incompletas en completas.

e Ultilizacién de definiciones conocidas para la construccion de nuevos conceptos.

e Aceptacion de definiciones equivalentes para el mismo concepto.

¢ Clasificacion incluyente de las clases de figuras, utilizando las propiedades que las

determinan.

Nivel 4 (Deduccibn)
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En este nivel los alumnos dominan por completo las relaciones entre las figuras, son
capaces de desarrollar secuencias de proposiciones para deducir una propiedad de
otra. Comprenden el significado de la deduccién como una forma de resolver problemas
geomeétricos, asi como el rol de los axiomas, postulados, definiciones y teoremas. Sin

embargo, no reconocen la necesidad de rigor en los razonamientos.

Procesos involucrados:

e Comienzos del entendimiento del significado de la deduccion.

¢ Reconocimiento y formulacion de relaciones l6gicas entre las propiedades.

e Ultilizacién explicita de la forma “si... entonces” para formular conjeturas y utilizacion
implicita de reglas l6gicas como el modus ponens.

e Entendimiento del rol de los axiomas, definiciones y pruebas.

Nivel 5 (Abstraccion o rigor)

Este nivel es el que ha sido menos analizado por los investigadores en Matematica
Educativa. Supongo que esto ha sido en parte por el alto grado de abstraccion que
representa, y en parte porque no es comun que los estudiantes de secundaria lo
alcancen ni que los profesores lo exijan. En este nivel se supone que los alumnos
manejen con fluidez diferentes sistemas deductivos, sean capaces de analizar el grado
de rigor de los sistemas deductivos y apreciar la consistencia, independencia y
completitud de los axiomas. Un ejemplo es el de los fundamentos de la Geometria

propuestos por Euclides o Hilbert.

Procesos involucrados:
e Comprensiéon cabal del significado de la deduccion de propiedades y dominio de la
misma.

Sentimiento de la necesidad de mostrar rigurosidad en los razonamientos.

Analisis del grado de rigor de los razonamientos que se le presentan.

Comparacion entre los diferentes sistemas deductivos.

Busqueda de contraejemplos, generalizaciones, nuevos caminos.
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Para aplicar esta teoria de manera fiel, es importante recordar que el nivel en el que se
encuentra una persona y la transicion de un nivel a otro no depende de su edad, y que
los estudiantes que se encuentran cursando un mismo grado no tienen por qué estar en
el mismo nivel. Por otra parte, dos personas que estén razonando en diferentes niveles
dificilmente puedan comprenderse entre si, lo que explica el fracaso en la ensefianza
de la demostraciébn cuando se quiere introducir excesivas herramientas teoricas y

simbologia de manera prematura.

Como se puede observar, el Nivel 3 representa una bisagra entre la geometria basica
de descripcion de figuras y una geometria mas abstracta y formal, en la que se
reconocen las figuras por sus propiedades y se explicitan relaciones entre las diferentes
propiedades de las figuras. Como veremos en el capitulo dedicado a la descripcion de
la actividad propuesta, parece ser que es en la transicion entre ese nivel y el siguiente
cuando resulta significativa la presentacion de problemas de lugares geométricos. Y
esto coincide con que es la etapa en la que la mayoria de los estudiantes se encuentran
en el inicio de los cursos de Geometria Métrica de 5° afio en el Bachillerato Nacional en

Uruguay.

La teoria de Van Hiele contempla una serie de fases de aprendizaje para facilitar el
transito entre dos niveles cognitivos (Alsina, Burgués y Fortuna, 1997) que pueden

aportar en el logro del transito al que se hace referencia en el parrafo anterior:

Fase 1. discernimiento. Se presentan a los estudiantes situaciones de aprendizaje
dando el vocabulario y las observaciones necesarias para el aprendizaje. En el caso del
transito del nivel 3 al nivel 4 (en el que se desarrollan demostraciones) una actividad
tipo podria tener como objetivo el reracionamiento de diferentes figuras con sus

propiedades.

Fase 2: orientacion dirigida. El profesor propone una secuencia graduada de
actividades a realizar y explorar. La ejecucion y la reflexion propuesta servira de motor
para propiciar el avance en los niveles cognitivos. En el caso del transito al nivel 4, una
actividad tipo podria ser la construccion de figuras (triangulos o cuadrilateros) con
algunos datos conocidos. Ese tipo de construcciones les exige a los alumnos recordar
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las propiedades de la figura a trazar y relacionarlas para poder aprovechar al maximo

los datos dados, ordenar los pasos a seguir y ejecutar la accion.

Fase 3: explicitacién. Una vez realizadas sus experiencias los estudiantes expresan
sus resultados y comentarios. Durante esta fase el estudiante estructura el sistema de
relaciones exploradas. En el caso que nos interesa una actividad tipo es la explicitacion
de los pasos seguidos en la construccion mencionada como ejemplo en la fase anterior

y la justificacién de los mismos.

Fase 4: orientacién libre. Los estudiantes aplican los conocimientos adquiridos de
forma significativa a otras situaciones distintas de las presentadas pero con estructura
comparable. Una actividad tipo de esta fase para el caso que interesa puede ser un

problema de hallar un lugar geométrico y justificar el resultado arribado.

Fase 5: integracion. Los objetos y las relaciones son unificadas e interiorizadas por los
estudiantes en su sistema mental de conocimientos. Una actividad tipo en el transito al
nivel 4 es la exploracién de una situacion geométrica con el fin de conjeturar una

propiedad y demostrarla.

Es importante para la enseflanza de la geometria y en particular de la demostracion
tener presente los niveles de razonamiento presentados por esta teoria asi como sus
principios generales. La consigna “demostrar” puede tener diferentes significados segun
el nivel cognitivo en el que opere el estudiante. Si bien generalmente el profesor espera
como respuesta un razonamiento deductivo formal (nivel 4), puede ser que la
demostracion elaborada por el estudiante sea un ejemplo especifico (nivel 1), una serie
de figuras similares a la situacion original (nivel 2) o un razonamiento de tipo intuitivo

relacionando algunas de las propiedades de las figuras involucradas (nivel 3).

Se hace necesario entonces conocer y respetar el nivel en el que transita cada uno de
los estudiantes de un grupo y emplear las fases de aprendizaje necesarias para
favorecer el transito a un nivel mas elaborado de razonamiento. Pretender ensefar de
forma prematura la demostracion formal y la utilizacién de la simbologia adecuada

puede ser entonces contraproducente para los objetivos en el aula de Matematica.
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Capitulo Ill: Analisis del disefio del discurso escolar

Situacion de la demostracion en geometria en el curriculo de Educacion Secundaria
en Uruguay. El caso de los lugares geométricos.

Como se menciona en el primer capitulo de esta tesis, Uno de los objétivos propuestos

Una de las interrogantes que fueron surgiendo a medida que profundizaba en la lectura
de articulos publicados sobre la demostracion en geometria, es cudl es el rol que
cumple la misma en el curriculo actual uruguayo. Es decir: la “demostracion”, ¢es un
tema, es una practica o es una habilidad a desarrollar dentro del curriculo? No buscaba
en esta ocasion saber qué es lo que piensa el conjunto de profesores al respecto, qué
es lo que perciben los estudiantes o qué es lo que yo pienso que seria deseable que
ocurriera, sino simplemente saber cual es la postura explicita y oficial al respecto.
Surgié entonces la necesidad de buscar en las fuentes precisas: programas y
lineamientos escritos por las autoridades competentes.

Esta seccion esta dedicada a analizar qué lugar ocupan la demostracion y los procesos
argumentativos en los programas de Educacion Secundaria en Uruguay, especialmente
en el Bachillerato. La idea es averiguar cual es el objetivo del bachillerato y luego
especificamente el objetivo de la formacién matematica de los jovenes de bachillerato,
cuales son las competencias a desarrollar en estos jévenes y ya ahi indagar la funcion

o lo que aporta la practica de la demostracion en el cumplimiento de esos objetivos.

En un primer lugar se describe el funcionamiento y objetivos generales del Sistema de
Ensefianza Secundaria media y superior en Uruguay, mas adelante se analiza la
evolucibn de los programas que involucran Demostracion en Geometria vy
especialmente el tema Lugares Geométricos. Se estudian por ultimo los programas
vigentes, concluyendo acerca de cémo ha sido el proceso de inclusion de tales temas

en el disefio del curriculo escolar actual y la manera en que influyeron las reformas
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educativas que se manifestaron a nivel mundial, especialmente en el area de la

Matematica.

lll.La Esquema de los Sistemas Educativos obligatorio y preuniversitario en

Uruguay

En Uruguay, el sistema educativo oficial consta de nueve afios obligatorios: seis en la
Orbita de la escuela primaria y tres en la secundaria, ciclo que se denomina Ciclo
Basico Unico. Después de esos nueve primeros afios, los estudiantes pueden optar por
realizar carreras técnicas o por continuar cursando tres afilos mas de Educacion Media
Superior (EMS o, lo que es lo mismo, BD: Bachillerato Diversificado). Este titulo los

habilita a su vez a ingresar a la Universidad.

Nos interesa en particular el analisis de esta ultima etapa, el Bachillerato Diversificado,
donde la demostracion es una habilidad que de una u otra manera se instauré de
manera implicita en la practica educativa de la mayoria de los docentes de matemaética,
y aparece como eje transversal en todas las orientaciones también a nivel curricular

pero no de manera explicita, como veremos mas adelante.

Los tres afios de Bachillerato Diversificado estan compuestos por un primer afio comun,
anico para todos los estudiantes, y dos afios en que los alumnos pueden tomar

diferentes opciones:
e en segundo afio, las opciones son Cientifico, Biologico y Humanistico.

e en tercer afio, las opciones son Ingenieria o Arquitectura, Medicina o Agronomia,

Derecho o Economia.

En la siguiente tabla se indica cuales opciones se pueden tomar en 3er afio de acuerdo
con la orientaciéon cursada en 2do, a la vez que se muestra la cantidad de horas

docente® de Matematica que asigna el curriculo en cada orientacién’:

® En las escuelas secundarias en Uruguay se esctructura el horario de cada turno en lapsos de 35 o 40 minutos de
clase dictada intercalados con lapsos de 5 0 10 minutos de tiempo libre. Generalmente se denomina “hora docente” a
cada uno de esos lapsos de clase, y su duracién varia en los diferentes institutos.

" Estos datos se refieren al plan vigente en la mayoria de las escuelas secundarias en el afio 2005.
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1° Comun (4)

20 Cientifico (12) Biologico (5) Humanistico (5)

3°] Ingenieria | Arquitectura | Medicina | Agronomia | Derecho [ Economia

(16) (6) (5) (5) (no) (10)

Entre quienes participan de la comunidad educativa en Uruguay existe consenso sobre
la finalidad general de la EMS: “formar un ser humano capaz de desarrollar sus
potencialidades a través del trabajo, la integracion social transformadora y el acceso a
estudios superiores” (Comision T.E.M.S., 2002; N°3, 1). En particular, se plantea que el

disefio curricular posibilite que los estudiantes puedan:

¢ “desarrollarse como seres humanos capaces de interrelacionarse adecuadamente
con sus semejantes a través de diferentes codigos, siendo capaces de codificar

y decodificar diversos lenguajes;

e conocer el mundo natural y sociocultural para poder producir, transformar y crear

(conocimiento, bienes y servicios) a través del trabajo y el arte;

desarrollar las competencias para seguir aprendiendo en niveles superiores;

tomar decisiones en situaciones nuevas e imprevistas;

ser capaces de enmarcar y orientar los conocimientos, producciones y decisiones en

valores universales consensuados socialmente;

estimular y desarrollar la capacidad de crear e innovar, a los efectos de hacerlo
competente para promover sus propios aportes a la sociedad y a la cultura”.
(Comision T.E.M.S., 2002; N°3, 1).

Por otra parte, para que esto sea posible, se propone que al concluir la EMS el

estudiante logre, entre otras cosas:

¢ “desarrollo y profundizacion de la autonomia intelectual, el pensamiento critico y la

capacidad de problematizacion;

¢ logro de la alfabetizacion matematica que le permita:
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utilizar la matematica —conceptos y procedimientos— en la resolucion de

problemas de la vida y de otras disciplinas;

e desarrollar y poner en accion su capacidad de andlisis de situaciones-problema
y razonar adecuadamente en busca de soluciones apelando a modelos

matematicos;
e comprender y utilizar el lenguaje mateméatico (comunicacion matematica); y

e desarrollar el gusto y el placer por la matematica como ciencia y como
herramienta”. (Comisién T.E.M.S., 2002; N°3, 2).

Ahora, ¢efectivamente las clases de matematica en la EMS en Uruguay promueven
estos ideales? ¢Se hacen explicitos de alguna manera en los contenidos
programaticos? ¢Se hacen presentes en alguna de las préacticas implicitas de los
docentes? Estos son algunos de los cuestionamientos que surgen, y pienso que uno de
los aspectos a analizar para poder comenzar a encontrar respuestas es el desarrollo de
los programas desde mediados de siglo XX y hasta el momento. A continuacion se

presenta dicho analisis.

lll.b Desarrollo de la introduccion del tema Lugares Geométricos en los

programas

Una vez presentado brevemente el sistema vigente de Educacion Secundaria, resulta
interesante examinar en particular qué ocurre con los programas de Matematica, con el
fin de “rastrear” como se introdujo la demostracién en el curriculo matematico y en
particular el tema de Lugares Geométricos, asi como averiguar como fue variando el

enfoque del tema.

Para ello, se analizaron programas de los planes disefiados en los afios 1941 y 1985
(vigente), asi como programas de experiencias que se han ido llevando a cabo en
algunos de los liceos del pais, con el fin de extenderlos a otras. Se analizaron en
particular los programas de Matematica para ler afio de BD, Matemética “B” para 2do
opcién cientifica y Matematica “B” 3ro orientacion Ingenieria por tratarse de los cursos

en los cuales se tratan contenidos geométricos y se introduce a los alumnos en el
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estudio de los lugares geométricos, desde diferentes puntos de vista y con distintos

niveles de profundidad.
PROGRAMAS DE 1941

Los programas mas antiguos encontrados en la Oficina de Documentacién Estudiantil
de Educacion Secundaria fueron los del afio 1941. Dichos programas son meramente
una lista de contenidos, en ningun caso se aclaran finalidades, objetivos generales ni
destrezas que se quieren desarrollar en los estudiantes. Ademas, en ninguno de los

programas analizados se presenta una lista de libros aprobados o recomendados.

El programa de lo que corresponde hoy a primer afio de BD, el mas escueto en cuanto
a la descripcion de sus contenidos, esta compuesto de dos grandes capitulos: Algebra y
Trigonometria. No especifica en ningn momento la inclusién de la demostracion o de

procesos cognitivos como la argumentacion o justificacion.

Por otra parte, a diferencia del programa vigente, en éste no se incluye el tema
“Lugares Geométricos” ni se hace referencia explicita a ningun tema relacionado con

Geometria Euclidiana.

También se examindé con profundidad la lista de contenidos a dictar en el curso
“Complementos de Geometria Elemental” para estudiantes de 2do afio, opcion
Ingenieria, que es el antecesor del actual curso de “Mateméatica B” para 2do afio BD,
orientacion Cientifica. Los contenidos expuestos en este programa corresponden a una
construccion axiomatica de la Geometria considerablemente fiel a la propuesta por
Euclides en su libro “Elementos”. No se habla de axiomas, sino de postulados, y no se
habla de isometrias sino de “equivalencia de las figuras planas”. En este caso se
sugiere la cantidad de clases que debe “consagrar el profesor al desarrollo de cada

bolilla”.

Si bien no se explicita la inclusién de la demostracion, se desprende del hecho de que

si se mencionan postulados y algunas propiedades, que se deducen de los primeros.

No se menciona en ningln momento la inclusion del tema “Lugares Geométricos” o del

estudio de algunas figuras geométricas como tales.

PROGRAMAS VIGENTES
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Para exponer un panorama general de los programas de EMS en Uruguay parece
interesante considerar el siguiente aspecto. Del andlisis de los mismos puede deducirse
una caracteristica propia de la ensefianza de la matemética en el sistema educativo
uruguayo que se hace presente también en la practica: una fuerte vision conjuntista. En
efecto, en todos los contenidos programaticos de Matematica para segundo afio de
Bachillerato (penultimo de formacion secundaria) se hace explicito el tema, siendo la
primera unidad a tratar. Pero también se manifiesta de manera implicita en el resto de
las unidades y en todos los programas: las funciones —tema central de primer y tercer
afio de Bachillerato— son tratadas en todos los casos como relaciones entre conjuntos,
incluidas las isometrias. En particular en el caso que nos interesa, que es el de los
lugares geométricos, también se hace presente esta perspectiva. Como se explica en la
secciéon IV.e.2, un lugar geométrico es un conjunto de puntos, y hallar uno implica
demostrar la igualdad entre dos conjuntos. Se podra apreciar en el Capitulo V, en el
que se presentan las producciones de los estudiantes, como el enfoque conjuntista de
la mateméatica se hace presente tanto en lo conceptual como en el lenguaje y la

notacion empleada en la resolucién de los problemas.

Se analizan a continuacion cada uno de los programas explicitando lo relevante en

cuanto al tratamiento del tema “lugares geométricos”.
Matematica para ler afio de BD

El programa vigente para ler aifio de BD fue escrito en 1989. A diferencia de los que se
analizan después, en él se pueden encontrar objetivos y consideraciones generales, a
la vez que consideraciones particulares — metodologicas y didacticas— sobre el

programa.

Se plantea a este curso como clave en la articulacion de los cursos del Ciclo Basico y
los posteriores del BD. Asi, en varias oportunidades se aconseja presentar un
tratamiento no formal de los temas, partiendo de ejemplos, intuitivamente, para después

generalizar y abstraer cuando sea necesario y de acuerdo al desarrollo del grupo.

Resulta interesante el que se explicite que “se entenderd a la Educacién Matemética
como elemento de la cultura general del hombre moderno, independientemente de su

posicion social y de su profesion” (A.N.E.P. Consejo de Educacion Secundaria, 1989;
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1). Es desde esta concepcion que se considera que la clase de matematica debe ser un
ambiente de construccion de conocimientos, en donde nunca se promueva en los
alumnos la idea de que la matematica es un conjunto de conocimientos totalmente

acabado y sin cuestionamientos.

Asi, recomienda proponer tareas de investigacion matematica e histérica. Se
recomienda ademas comenzar cada tema con un desarrollo intuitivo, evitando los
desarrollos tedricos excesivos. El lenguaje simbdlico tratado en clase debe ser el que
se desprenda de la necesidad del alumno de expresarse en la resoluciéon de las

actividades.

A diferencia del programa de 1941, se detecta en la confeccion de este programa una
fuerte preocupacion por tomar en cuenta la etapa de desarrollo mental en que se
encuentran los alumnos. Asi, en las recomendaciones se sugiere trabajar considerando
que “existe un rigor para cada edad mental”, por lo que se prioriza la deduccion por
parte de los estudiantes de unos pocos teoremas, seleccionados por el profesor, a la
aplicacion estricta del método deductivo aplicado a una teoria axiomatica acabada. Se
detecta un interés por fomentar el desarrollo de habilidades argumentativas y
deductivas en los estudiantes, independientemente de los contenidos a abordar. Cabe
cuestionarse si a pesar de no mencionarse de forma explicita, este innovador abordaje
a nivel programéatico podria ser consecuencia de la influencia de la teoria de Van Hiele

en quienes confeccionaron este documento y en el entorno educativo de la época.

En el programa se hace explicita la inclusion del tema lugares geométricos especificos
como la mediatriz de un segmento, la bisectriz de un angulo, arco capaz, rectas
paralelas. Se recomienda aplicar las propiedades de esas figuras a problemas de
construccion de triangulos y de lugares geométricos (elementales). Se recomienda
tratar el tema durante 18 horas, que representa un 18% de las horas del curso.

En el final del documento se presenta una considerable lista de libros recomendados
para la consulta de estudiantes y profesores, algunos nacionales y otros extranjeros. Si
bien no es uno de los objetivos de esta tesis analizar dicha bibliografia, por lo que no se
conoce la calidad de la presentacién de los temas y la manera en que se manifiesta la

transposicion didactica de los mismos, se considera esta sugerencia de libros para
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estudiantes y profesores un aspecto positivo de este programa. De esta manera el
profesor puede tener una idea mas clara de cuanto se pretende profundizar y cuél es la

metodologia que se sugiere aplicar.
Matematica “B” (Geometria Métrica Euclidiana) para 2do afio de BD

El programa vigente para “Matematica B” de 2° afio BD, opcidn Cientifica se centra por
completo en el estudio de la Geometria Euclidiana Plana y del Espacio. Fue escrito en
1985 y catalogado “de emergencia’. Sin embargo es el programa utilizado en
practicamente todos los institutos en los que se imparte el curso en nuestro pais, veinte

afos después.

A diferencia del anterior, éste consta Unicamente de una lista de contenidos, no se
explicitan objetivos generales, ni recomendaciones metodoldgicas, ni referencias
bibliograficas. Tampoco se aclaran preferencias en el orden, por lo que se puede

suponer que el que aparece es el recomendado.

Por tratarse de un curso en el que los alumnos se enfrentan de lleno con la
demostracion matemética, y para poder analizarlo con claridad, resulta necesario

indicar cada uno de los temas, en el orden en que aparecen.

Geometria Euclidiana Plana

1. Axiomas de incidencia y orden en el plano. Consecuencias, axioma del

semiplano, figuras convexas.

2. El grupo de las isometrias. Axiomas de determinacion, definicion de cada una de
las isometrias, consecuencias, reduccion de una isometria al producto de

simetrias axiales.
3. Axiomas de continuidad. Nociones de medidas, teorema de Tales.

4. El grupo de las semejanzas, en patrticular el grupo de las homotecias. Definicién y
propiedades. Propiedades métricas, teorema de Pitagoras, potencia de un punto

respecto a una circunferencia, circunferencia de Apolonio.

Geometria Euclidiana del Espacio
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5. Axiomas de incidencia y separacion en el espacio. Consecuencias, axioma del

semiespacio, figuras convexas en el espacio. Poliedros eulerianos.

6. El grupo de las isometrias. Axiomas de determinacion, definicion de cada una de

las isometrias, traslacion y paralelismo.

7. Propiedades meétricas de poliedros. Prismas y piramides, poliedros regulares

convexos, calculo de sus elementos en funcion de la arista.

Basta una rapida hojeada al indice del libro “Curso de Geometria Métrica” (Puig Adam,

1986) para detectar que el curso es una seleccion de los capitulos del mismo.

Es sorprendente observar como la propuesta se contrapone a la que se deduce del
programa del afio anterior (1° BD) para el mismo plan escolar. Mientras en dicho
programa se recomienda “evitar, cuando no sean imprescindibles, los desarrollos
tedricos excesivos” y “no transformar a la aplicacion estricta del método deductivo en un
exclusivo método de educacion matematica” (A.N.E.P. Consejo de Educacion
Secundaria, 1989; 2), en éste no se propone ningun tipo de enfoque metodoldgico, pero
a juzgar por el orden y descripcion de los temas se asume una construccion deductiva
de la geometria, enfatizando en un abordaje axiomatico de la geometria euclidiana.
Abordar esta cantidad de unidades con la profundidad que se pretende y con el tiempo
del que se dispone en el curso es implicaria asumir una propuesta que deja poco lugar
para la investigacion, la conjeturacion, la experimentacion, la busqueda de argumentos
el entendimiento por parte de los estudiantes. Se enfatiza mas bien en la presentacion
de la Geometria como un conjunto de conocimientos completamente elaborado, sin
lugar para el descubrimiento, la creacion y la elaboracion. En este contexto se podria
deducir que la ensefianza de la demostracién también se ve reducida a la exposicioén de
productos, sin dejar lugar al desarrollo de los diferentes roles que menciona de Villiers

(1993) ni al aprovechamiento de los mismos para la ensefanza.

Parece evidente que quienes confeccionaron este programa —que es, mejor dicho, una
lista de contenidos, sin ninguna referencia especifica sobre la manera de tratarlos en el
salébn de clase ni una lista de libros recomendados— se vieron profundamente

influenciados por la introduccion de la Matematica Moderna. Hanna y Jahnke (1996)
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manifiestan que ya por la mitad del Siglo XX, era tal la influencia de la Matematica
Moderna que alcanzé hasta la Educacion Matematica. Ello se vio reflejado en un
énfasis en el rigor y demostracion formal en el curriculo de Educacion Secundaria, bajo
el supuesto de que en matematica existen criterios aceptados por toda la comunidad
para la validez de una demostracion. Sorprende en este caso observar como dicha
influencia llega incluso a percibirse en la confeccion de un programa tan posterior, como

es este del afio 1985.

Por otro lado, mientras el programa de Matematica para ler afio BD sufri6 grandes
transformaciones durante el periodo de casi 50 afios que transcurrié entre uno y otro
programa, se observan pocas diferencias entre los de “Matematica B” (Geometria

Métrica) para 2do afio BD, Orientacion Cientifica.

Al igual que en el del plan de 1941, en el programa de 1985 tampoco se explicita como
un tema a tratar el de los Lugares Geomeétricos. Este hecho llama la atencién debido a
que es ése uno de los temas que mas se desarrolla en la practica efectiva, siendo

incluso requisito para aprobar el curso en la mayorfa de los casos®.

Mientras éste es el programa oficial vigente, en la practica existe una especie de
acuerdo tacito entre profesores en dictar el curso con un enfoque totalmente diferente.
Este enfoque se hizo explicito y cobré mayor aceptacion entre los docentes a través de

una experiencia piloto que la Inspeccién Nacional de Matematica puso en practica.

Si bien esta experiencia se llevd a cabo en unos pocos Institutos de Educacion
Secundaria Publicos de la capital y del interior del pais, se generaliz6 entre docentes
que si bien no participaban de la misma, utilizaban el mismo programa e incluso las
mismas fichas de ejercicios. El objetivo era mejorar la ensefianza del curso de
Geometria Métrica de 2° afio de Bachillerato (5° afio de Educacion Secundaria) y los
resultados en los examenes finales de la asignatura. Se aconsejaba un cambio

profundo en cuanto a metodologia y a los contenidos programaticos.

8 Este curso se aprueba con un examen que consta de dos partes: “préctico” y “tedrico”. Esta ltima se puede
exonerar con la actuacion durante el curso, pero para aprobar la primera es obligatorio rendir un examen final. En la
mayoria de los exadmenes practicos aparece como una 0 mas de las partes de los ejercicios, hallar lugares
geométricos.
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En

lo que respecta a la metodologia, los principales cambios son los siguientes

(A.N.E.P., 2001):

En

Proponer dos pruebas semestrales y el examen final igual para todos los
estudiantes que participan de la experiencia, el mismo dia y a la misma hora. Esto
supone una coordinacién muy estrecha en cuanto a los temas dictados en el afio,
el enfoque y la profundizacion dedicada a los mismos.

Trabajar articulando durante todo el curso las actividades practicas con el contenido
teorico.

Trabajar con los mismos repartidos de ejercicios.

Abordar el curso haciendo mayor hincapié en los ejercicios practicos, en particular
la primera unidad, de repaso de definiciones, propiedades y construcciones de
figuras geométricas. Se hace hincapié en la explicitacion del algoritmo de los
trazados geométricos, su ejecucién, su justificacién y la discusiéon del nimero de
soluciones.

Trabajar los temas Isometrias y Semejanzas desde el desarrollo tedrico.

lo que respecta a los contenidos, se puede apreciar un cambio sustancial en la

manera de presentarlos y en el orden propuesto:

1. Resolucion de ejercicios practicos que involucran propiedades y relaciones de
las diferentes figuras: triangulos, puntos y rectas notables en los tridngulos,

paralelogramos, circunferencias, angulos en la circunferencia.
2. Axiomas de incidencia y orden en el plano. Primeros teoremas, convexidad.
3. Paralelismo y perpendicularidad en el espacio.
4. Isometrias.
5. Teorema de Tales y aplicaciones a los triangulos.

6. Homotecia y semejanza.

Se puede apreciar que al igual que en el programa oficial, la “resolucion de problemas

de lugares geométricos de puntos” no aparece de manera explicita como una destreza

a desarrollar. Sin embargo, si se dedican varios de los repartidos practicos a la

resolucién de este tipo de ejercicios, explicando entonces, aunque sea en parte, la
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importancia que en los examenes finales y en las pruebas parciales se le otorga a dicho

tema.

Matematica “B” (Geometria Analitica y Proyectiva) para 3er afio de BD

El programa vigente para “Matematica B” de 3er afio BD opcidn Ingenieria data del afio
1985. Una vez mas, el programa se trata Unicamente de una lista de contenidos a
tratar, no se presentan objetivos generales ni consideraciones de tipo metodoldgicas, y
sélo se recomienda un libro para el dictado del curso.

Consta de doce unidades, de las cuales las primeras cinco se dedican al estudio de las
rectas y conicas desde la perspectiva de la Geometria Analitica. En el caso de las
conicas se propone definirlas en primer lugar métricamente, como lugares geométricos
de puntos que cumplen una propiedad determinada, para concluir mas adelante una
definicion analitica general. Dentro de estas unidades se hace explicito el estudio de los

lugares geométricos planos de puntos y de métodos analiticos para su determinacion.

El resto de las unidades del programa constituyen una introduccion al estudio de la
Geometria Proyectiva: espacio proyectivo, grupos armonicos, proyectividades y
perspectividades, cénicas definidas desde este nuevo punto de vista y propiedades
relativas. Se integra también el enfoque métrico cuando es necesario, como en el

estudio de las propiedades de las conicas.

Parece ser que en este programa se intenta sintetizar el proceso transitado por los
estudiantes en cuanto al desarrollo del estudio de lugares geométricos, contenido
programatico que tiene sus inicios en los primeros afios de Educacion Secundaria —ya

sea de manera implicita o explicita—.

Una vez mas, en ningln momento del programa se hace explicito qué es lo que hay
que demostrar de las propiedades que se mencionan, ni cual deberia ser la finalidad del
estudio de las coOnicas desde tantos puntos de vista, ni se aclara algun criterio en

cuanto a cémo utilizar la demostracion en clase.

lll.c ¢,COmo influye lo analizado en la practica docente y en la reflexiéon sobre ella?
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Esta ultima observacion, comun a todos los programas a excepcion del vigente para ler
afio de BD, preocupa especialmente porque lo que ocurre en la practica es que en la
actualidad todos los docentes tienen claro que no pueden dejar de demostrar ciertas
propiedades en clase, sienten que un curso queda “rengo” si sélo se ven aplicaciones

practicas y no se establece un sistema axiomatico, deductivo y formal.

Ahora, ¢cuantos profesores de Matematica realmente entienden a la demostracion
como una herramienta para desarrollar habilidades deseadas en el marco de la
matematica educativa? ¢ Cuantos de nosotros ensefiamos a demostrar y a utilizar esa
herramienta por conviccion personal y vocacional y cuantos simplemente porque fue lo
que aprendimos, o0 porque la inspeccién lo exige, o simplemente por costumbre, porque

“siempre se hizo asi”?

Esta claro que ha habido una evolucion entre los programas del afio 1941 y los del afio
1989 para primer afio de BD. En el primero, a diferencia de este ultimo, se dejaba ver
una enseflanza puramente abstracta y formal, basada fuertemente en libros de texto sin
estudio didactico, cognitivo detras. Sin embargo y lamentablemente, tal evolucién no fue
tan marcada en el caso del curso de Geometria para 2° afio de BD. Como vimos, el
programa se ve aun fuertemente influenciado por los estragos que la Matematica
Moderna han causado en la Enseflanza de la Matemética, segun la cual es mas
importante el estudio de un sistema axiomatico acabado, que el profesor presenta con
total perfeccién, que la construccion por parte de los estudiantes de axiométicas
locales, como recomiendan muchos autores hoy en dia, entre ellos los ya mencionados
Hanna y Jahnke (1996).

Parece ser que al menos en lo que refiere a lo curricular, la ensefianza de la
Matematica en el Bachillerato en Uruguay precisa de una profunda revision para
actualizarse con lo que a nivel mundial se esta proponiendo. A pesar de lo que muchos
profesores piensan, esto no implica la muerte de la demostracion, sino que por el
contrario, esto implica buscar caminos para que los estudiantes reconsideren el
significado de la demostracion y los procesos argumentativos como una herramienta

indispensable para su formacién matematica y general.
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Al comienzo de este capitulo me preguntaba si la demostracion, es un tema, es una
practica o es una habilidad a desarrollar dentro del curriculo. A la luz de lo analizado
pienso que la respuesta es que es una habilidad a desarrollar instaurada de manera
implicita entre los docentes, y a la vez una practica que todos intentamos desarrollar en
nuestras clases. Ahora, ¢ para qué se trabaja en el aula? ¢ Como la debemos introducir?
¢,Cuales son los obstaculos a los que los estudiantes se tienen que enfrentar? ¢Qué
tipos de problemas tenemos que plantar para favorecer el desarrollo de los procesos
argumentativos en nuestros estudiantes? ¢Como puede hacerse asequible a través de
las diferentes areas de la matematica? ¢ Qué marcos de la matematica escolar pueden

resultar apropiados para desarrollar esta habilidad?

Mi intencion es analizar en este trabajo si los ejercicios de lugares geométricos y de
construccion (descriptos en el proximo capitulo) presentan al estudiante situaciones en
las que pueda desarrollar los procesos de los cuales hablamos en el parrafo anterior.
De esa manera, se estaria aportando para que en Uruguay comiencen a hacerse

explicitas las finalidades educativas y las maneras de lograrlas.
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Capitulo IV: Descripcién de la experimentacion

Este capitulo esta dedicado a la descripcion de la investigacion que se llevo a cabo en
torno a la resolucién de problemas de construccidén y lugares geométricos. En este
apartado se especifican, en primer lugar, cuales fueron las preguntas que guiaron la
investigacion. Mas adelante se hace una breve descripcion del modo en que se
recolectaron los datos y las experiencias previas que llevaron a la conformaciéon de la
version final de la actividad propuesta. En un cuarto apartado se describe el grupo de
estudiantes a quienes se les aplicaron las actividades, y, por ultimo, se describe la
actividad, cuéles son las respuestas esperadas y la manera en que fue previsto analizar

los datos.

IV.a Las preguntas de investigacion

Como se planteara en la introduccion, dos de los objetivos generales de esta
investigacion son: por un lado, analizar y describir las producciones —orales, escritas y
en forma de archivos de programas de Geometria Dinamica— de los estudiantes de 5°
afio de Educacion Secundaria (17 afios) cuando se enfrentan a la resolucién de
problemas que involucran variacién de puntos en una situacion geométrica particular —
de lugares geométricos y de construccion— en lo que refiere a los esquemas de
demostracion y procesos que se hacen presentes, asi como las funciones de
demostracion que se manifiestan en la resolucién. Por otro lado, también se desea
investigar como el abordaje de este tipo de problemas puede ayudar a los estudiantes a
mejorar su concepcion de demostracidbn en matematica asi como sus maneras de
conjeturar resultados y sus modelos de justificacion. Las preguntas que fueron

surgiendo son entonces de tipo cualitativo y descriptivo de la situacién planteada:

e ¢ Qué tipos de esquemas de demostracion se hacen presentes en la resolucion

de este tipo de problemas?

e ;Qué procesos cognitivos relacionados con la demostracion en geometria se
hacen presentes en la resolucion de problemas de construccion y lugares
geométricos? (A modo de ejemplo, algunos de los procesos esperados son la

fase de descubrimiento de un resultado sobre la figura a estudiar, su conjetura
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inicial, su formulacion y, en algunos casos, la demostracion: explicaciones y

justificaciones.)

e ¢ Qué funciones de la demostracion se manifiestan en el proceso de resolucion

de los problemas de lugares geométricos?

e ¢De qué manera intervienen los elementos anteriores para que los estudiantes

logren exitosamente demostrar los resultados conjeturados?

e ¢De qué manera influye la resoluciéon de problemas de lugares geométricos en

el desarrollo de la habilidad de demostrar de los estudiantes?

IV.b Modo de recoleccidn de datos

Se propone una investigacion de corte cualitativo, en la que se analiza detalladamente
la manera que tienen de abordar los problemas unos cinco grupos de dos o tres

estudiantes en cada instancia.

Se optd por este tipo de investigacidn ya que en esta ocasion interesa analizar los
procesos del pensamiento, y especificamente los del area de la geometria y el
razonamiento, involucrados en la resolucién de este tipo de problemas. Se considera
apropiado para esto un estudio de casos, intentando que la muestra escogida sea lo
mas heterogénea posible, dentro de lo que permite la poblacion total del grupo con el

que se trabaja.

La actividad fue propuesta en tres instancias: la primera vez a estudiantes de un centro
de formacion docente —esta experiencia sirvi6 como prueba piloto para ajustar detalles—
y las otras dos veces a estudiantes del Instituto de Educacién Secundaria en el que
trabajamos como docentes, proponiendo parte de la actividad a un grupo y la otra parte
al otro grupo.

En todos se presento la actividad de la misma manera: se les brind6 a los estudiantes
una hoja en la que tenian impresa la actividad (ya sea completa o parcial, segun el
caso) y se les dijo que era recomendable trabajar en parejas o trios pero que también
podian trabajar de manera individual si se sentian mas comodos. La mayoria de los

estudiantes opt6 por trabajar en grupos, que se formaron de manera espontanea, sin
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intervencion docente. En las tres instancias se trabajo en salones de clase en los que
habia computadoras con un programa de Geometria Dinamica instalada (Geometer
Sketchpad y Cabri-Géométre en el primer caso y s6lo Cabri-Géométre en el segundo),
indicando que se podia trabajar tanto con lapiz y papel como con la computadora, e
incluso integrando ambas estrategias. Es importante aclarar que todos los estudiantes
que participaron de la propuesta tenian habilidades béasicas en el uso de tales

programas.

Se les pidi6 a los estudiantes que registraran todos los intentos de resolucion de los
problemas que fueran surgiendo, tanto los que consideraran validos como aquéllos que
por alguna razon fueron descartados. Ademas, se disponia de un grabador de audio en

el que se fueron registrando los dialogos con los diferentes grupos.
En suma, las estrategias que se utilizaron para recolectar datos fueron las siguientes:

e Grabaciéon de dialogos entre la docente y los diferentes grupos y del didlogo

entre los miembros del grupo.

e Registro escrito de figuras, apuntes, intentos de justificacion de resultados

obtenidos.

¢ Archivos de los programas de computadora utilizados, con producciones de los

estudiantes, tanto figuras de analisis como presentacidén de soluciones.

e Observacion general de las situaciones y apuntes personales en el momento
de la puesta en practica de la actividad, registrando tanto éxitos como

fracasos.

IV.c Experiencia piloto

Como se menciond anteriormente, previo a la puesta en practica de lo que seria la
actividad con los alumnos del Instituto de Educacion Secundaria seleccionado, se
decidio aplicar la actividad planificada a un grupo diferente de estudiantes. Los
propositos de esta experiencia piloto eran analizar si los problemas propuestos eran
adecuados en cuanto al tiempo que se le iba a dedicar en la puesta en practica,

modificar los aspectos que fueran necesarios, recolectar un conjunto de posibles
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soluciones a los problemas y razonamientos asociados y detectar si realmente

permitirian responder las preguntas de investigacion.

Es asi que la primera instancia de aplicacion de la actividad, tal cual se presenta en el
apartado IV.e, fue el 1° de agosto de 2005, en un grupo de primer afio de formacién
docente del Instituto de Profesores Artigas (IPA), Montevideo, Uruguay, en la carrera de
Profesorado de Matematica, en el turno Nocturno (el docente a cargo de este grupo es
un colega que gentilmente cedié sus horas para la experiencia). En este caso se
emplearon dos horas y media para la puesta en practica.

Precisamente por ser en el turno nocturno, este grupo se caracteriza por ser muy
heterogéneo en cuanto a su procedencia, antecedentes, inquietudes, necesidades y
conocimientos. Es un grupo de personas que trabajan durante el dia, en ocasiones
ejerciendo ya la profesion de docente de matematica, pero también hay personas que
no estudian desde hace varios afios, o por lo menos no tienen un estudio reciente de
matematica. El esfuerzo que deben realizar estas personas, generalmente adultas, para
su formacion, se ve reflejado en la motivacién que presentan frente a su aprendizaje

para su superacion, tanto laboral como personal.

Los siguientes son algunos datos de las personas que colaboraron con la experiencia,

en donde se puede analizar la heterogeneidad del grupo:

Iniciales | Estudio cursado en 2004 Especialidad cursada en el
altimo aflo de Secundaria
Grupo1l |DC No curso Ingenieria
Grupo 2 6° Ingenieria (Bachillerato) Ingenieria
Ingenieria (Universidad) Ingenieria
Ingenieria (Universidad) Ingenieria
Magisterio Medicina
Grupo 3 | K Economia (Universidad) Economia
F No curso Ingenieria
Grupo 4 | M No cursé Ingenieria
C No curso Ingenieria
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R ler afio IPA (Matematica) Derecho
Grupo 5 | SA No Economia (en 1976)
Grupo 6 | AG 2do afo IPA (Matematica) Medicina
SD ler afio IPA (Matematica) Medicina
Grupo 7 | Ma No Ingenieria
Mo No Ingenieria
Grupo 8 | GB No Ingenieria
LC 2do afio IPA (Matematica) Ingenieria
VvC 2do afio IPA (Matematica) Ingenieria
Grupo 9 |JD ler afio IPA (Matematica) Medicina
GC No Ingenieria
Grupo 10 | DH Ingenieria en Electronica Derecho
(Educacion Técnica Media)
SG No Ingenieria

Como se puede apreciar, la conformacion de los grupos fue heterogénea: mientras
algunos crearon grupos de cuatro personas, otros, como el grupo 1 o 5, se sintieron
comodos trabajando de manera individual. Si bien en el momento de plantear la
consigna se sugirié que se conformaran grupos de trabajo, no fue una imposicion, ya
que se pretendia que los estudiantes trabajaran con la mayor comodidad posible. Este
comportamiento también fue observado en otra de las instancias en las que se planted
la actividad, y evidentemente influy6 en las producciones encontradas. Sin embargo, el
analisis de la calidad de las producciones segun si se trabajaba de manera individual o
grupal no era uno de los objetivos de la investigacion, por lo que no fue considerado en

las conclusiones finales.

Se puede apreciar también la notoria diferencia en los antecedentes de las personas
gue participaron de la experiencia: en primer lugar, sélo un estudiante terminé el afio
anterior su Educacién Secundaria para ingresar en el Instituto, y el resto de los
estudiantes presentan situaciones bien diversas: algunos de ellos no cursaron estudios
el afio pasado, lo que seguramente indique que es un esfuerzo grande el que estan

haciendo por reiniciar los estudios. Otras vienen de haber cursado otras carreras
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(Magisterio, Ciencias Econdmicas, Ingenieria), en general los primeros afios de las
mismas. Por ultimo, existe un grupo considerable de personas que han cursado en el
afio anterior algun afio de la misma carrera, profesorado de Matematica. Siendo que la
asignatura Geometria que actualmente cursan pertenece al primer afio de la carrera,
esto significa que ya asistieron a clases de esta asignatura, por lo que asumo que

conocen sus contenidos.

Esta experiencia piloto fue muy enriquecedora, gracias a ella se detectd que la actividad
exigia demasiado tiempo de concentracion, lo que hizo que si bien ain quedaba un
poco de tiempo, algunos grupos la abandonaran antes de abordar todos los problemas.
Eso condujo a decidir proponer la actividad en dos instancias separadas, por un lado el
problema de construccion y por el otro los problemas de lugares geométricos (en el
apartado 1V.e se presenta la actividad y se describen estos tipos de problemas).

Por otra parte, también fue enriquecedora en cuanto a las producciones encontradas.
Como los problemas eran de invencién propia y relativamente abiertos en su propuesta,
en varios casos los estudiantes propusieron soluciones que habian escapado a un
primer muestreo de soluciones. También fue util para detectar que los problemas
propuestos permitian detectar los elementos que se querian: funciones de la
demostracion involucradas en la busqueda de soluciones, asi como esquemas de

demostracion y procesos cognitivos que se hacen presentes.

IV.d Los estudiantes investigados

A continuacion describo el perfil de los estudiantes a quienes se propuso la actividad en
las dos ultimas instancias: alumnos de los grupos de 5° afio Cientifico de los cuales soy

profesora.

Ambos son grupos de estudiantes de 17 — 18 afios que, en la mayoria de los casos,
vienen estudiando en el mismo instituto desde que comenzaron su escolarizacién, por

lo que presentan caracteristicas similares en cuanto a su formacion previa.

Es un colegio privado de Montevideo con la particularidad de que los estudiantes
reciben una doble escolarizacion: cursan de manera paralela los Bachilleratos Nacional
e Internacional, lo que suma un total de 8 horas diarias de clase. En tercer afio de

Secundaria, que corresponde en esta Institucion al décimo de formacion escolar,
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debieron rendir el examen IGCSE (International General Certificate of Secondary
Education) en todas las asignaturas, que les habilita a comenzar a cursar el Bachillerato
Internacional. Durante esos primeros afios de Educacion Secundaria cursan, ademas
de los cuatro o cinco periodos de clase (35 minutos) que semanalmente se le asigna a
la asignatura Matematica en el Plan Nacional, cuatro periodos mas de la asignatura

Math, dictada en inglés.

En este momento se encuentran cursando quinto afio, que presenta particularidades
importantes en cada Bachillerato: por un lado, en el Nacional, es el primer afio en el que
tienen examenes obligatorios, lo que implica de parte de ellos una actitud diferente en
cuanto a sus responsabilidades, y de parte del docente una actitud de acompariarlos en
ese proceso de adquisicién de habilidades para la preparacion del examen, sin perder
de vista la importancia del aprendizaje de cada tema del programa. Mientras tanto, en el
Bachillerato Internacional se presentan en un momento muy exigente en cuanto a la
entrega de proyectos, que son parte indispensable para la aprobacion del examen, y
también en pleno proceso de aprendizaje de conceptos relacionados con la preparacion
del examen para el cual estudian durante tres afios. Estos alumnos deberan rendir el

examen de IB en mayo del préximo afo (dentro de unos nueve meses).

Vale destacar que a pesar de la gran cantidad de horas dedicadas a la formacion en
Matematica, los alumnos que participaron de la experiencia no presentan diferencias
importantes con los alumnos de otros colegios de Montevideo en su formacién en
Geometria. Esto puede deberse, en parte, a que el programa de Bachillerato
Internacional prioriza principalmente los temas referidos a las areas de Calculo,
Estadistica y Probabilidad. Las unidades de Geometria son menos en cantidad e
importancia para el puntaje en el examen, y en ningun caso son tratadas con el enfoque
caracteristico del curso de “Matematica B” (Geometria Métrica) de 5° afio opcion

Cientifico del programa Nacional.

En este instituto se le dedican 7 periodos semanales de 35 minutos a este curso. Hasta
el momento de la aplicacion de la actividad, se habian trabajado en clase las primeras
unidades:
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e Aproximacion a la revision de propiedades de triangulos, cuadrilateros, angulos en
la circunferencia y definicion de figuras como lugares geométricos: mediatriz,
bisectriz, arco capaz, rectas paralelas, etc. Esta primera aproximacion se realizé a
través de ejercicios de demostracion de propiedades y de construccion de figuras
gue cumplieran ciertas condiciones. Se insistié en la redaccion de algoritmos de
construccion apropiados, primero en lenguaje coloquial e intentando introducir,

paulatinamente y en la medida de las necesidades, un lenguaje mas simbdlico.

¢ Resolucién de problemas de lugares geométricos, como aplicacién de la revision
hecha hasta el momento de todos los conceptos de figuras geométricas vistos

hasta el momento.

e La segunda unidad, dedicada a la introduccién de la Geometria Métrica como un
sistema axiomatico, en la que se presentaron conceptos primitivos y axiomas y se
fueron introduciendo definiciones de conceptos y teoremas, haciendo énfasis en la
construccion de un sistema axiomatico como un ambiente en el que construir

nuevos conceptos con reglas determinadas, mas que en el contenido en si.

e A continuacion se trabajo especificamente con paralelismo en el espacio: entre
rectas, entre recta y plano y entre planos. Se analizaron secciones de cuerpos con

planos, justificandolas con las definiciones y teoremas vistos.

En este momento los estudiantes se encuentran comenzando a trabajar con el
concepto de Isometrias. El objetivo aqui es retomar lo que ellos conocen y reconstruir

una perspectiva mas formal, acorde con la perspectiva que se le viene dando al curso.

Mas adelante se pretende trabajar con el tema Semejanzas, especialmente con la

Homotecia y composiciones de ella con alguna isometria.

Durante todas las unidades fueron alternando el trabajo con figuras de analisis en lapiz
y papel con el trabajo en Cabri, que es el software de Geometria Dinamica disponible

en el Colegio para trabajar con los estudiantes.
Los textos utilizados en clase y recomendados para seguir el curso son los siguientes:

e Fernandez Val, W. (2000). Geometria Métrica. Plano y Espacio. Montevideo,
Uruguay: Ed. Tradinco.
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e Puig Adam, P. (1976). Curso de Geometria Métrica. Tomo | — Fundamentos.
Madrid, Espafia: Editorial Biblioteca Matematica.

En ocasiones se dedica una fraccion de tiempo de la clase a leer alguno de estos
textos, con el objetivo de que los estudiantes aprendan a encontrar el tema que
precisan en el libro, que interpreten qué es lo que esta escrito alli, y especialmente que
puedan encontrarle significado de manera de integrarlo al conocimiento que tenian

previamente, reconstruyendo los conceptos relativos.

Debemos tener en cuenta que en esta asignatura los alumnos tienen la posibilidad de
exonerar la parte tedrica del examen siendo obligatoria la parte practica. En esta
asignatura el vinculo entre ambos aspectos es particularmente estrecho. Por lo tanto,
uno de los criterios para exonerar el tedrico tenido en cuenta por la docente es el de

mantener también el trabajo practico al dia.

Se aplican las siguientes modalidades de evaluacion del rendimiento de los alumnos:

oral individual, escrito individual y trabajo escrito grupal. Ademas, para evaluar el

desarrollo de los estudiantes en el logro de los objetivos propuestos, se toman en

cuenta los siguientes aspectos:

e Actitud, compromiso, participacion y produccion en clase.

e Entrega de la resolucion de los ejercicios de los repartidos practicos en tiempo y
forma.

e Desempefio en pruebas escritas de diferente duracion. Algunas de caracter
exclusivamente tedrico o practico, y otras integran ambos aspectos.

e Confeccion de materiales para exponer y trabajos por proyectos.
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IV.e Actividad propuesta y respuestas esperadas — su analisis®

Te agradeceria que al resolver los problemas escribieras todas las estrategias que
pensaste para abordarlos, tanto aquéllas que crees que son validas como aquéllas que
crees incorrecta, o que descartaste por alguna razon.

Te agradeceria también que escribieras todos los razonamientos que fueron
necesarios plantear en cada uno de los problemas.

Problema 1:

a) Construye una circunferencia C de centro O y radio r y una recta t. Construye ahora
en el mismo plano una circunferencia C’ de centro O’ y radio 3 que sea tangente a
Coyat.

Discute la cantidad de soluciones segun la posicién de Co y t.

C

b) Se consideran dos circunferencias Ca y Cg de igual radio y la circunferencia Cop, en el
mismo plano que las anteriores y tangente a ambas. Halla el lugar geométrico de O
en las siguientes situaciones:

i) Ca 'y Cg son exteriores.

i) Ca y Cg son tangentes.

iif) Ca y Cg son secantes.

iv) Ca y Cg son coincidentes.

Problema 2:

% En la propuesta de la actividad no se inclufan figuras, fueron incluidas aqui con el fin de facilitar la lectura.
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a) Se consideran dos circunferencias Co, y C'o tales que CNC' = {P, Q}. B es un
punto de C tal que BP=r y APOB es horario. Se traza una recta t variable por P, t N
C ={P, A}.

Halla el LG de H, interseccién de la bisectriz de BAP con la circunferencia C.

b) B’ es un punto de C’ tal que B'P=r' y APO'B’ es antihorario,t " C’'={P, A}, AB N
A'B’ = {J}. Halla el lugar geométrico de J.

Problema 3:
Se considera un tridngulo AADE, B es el punto medio del segmento AD y C es un punto

variable en el segmento AE. Las bisectrices de ACB y ABC se cortan en |, y las

bisectrices de AED y ADE se cortan en J. Halla el lugar geométrico de O, circuncentro

del tridngulo AAIJ.
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Te agradeceria ahora que escribieras cual es tu opinion con respecto a los problemas

planteados, como te sentiste al resolverlos y qué piensas de tu desempefio.

Muchas gracias

A excepcion de la parte a del primer problema, todos los problemas son originales.
Algunos de ellos fueron inspirados en problemas de los libros de Fernandez Val (2000)
o Puig Adam (1976) ya citados. La parte a del primer problema es una versiéon
modificada del ejercicio que aparece en el libro de Fernandez Val (2000: 25). Cabe
aclarar que en el mismo aparece como “ejercicio resuelto”, pero en el estudio de la
cantidad de soluciones no se hace un analisis exhaustivo, incluso en el presente trabajo

se muestran soluciones que alli no aparecen.
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El objetivo de la actividad es analizar los procesos que intervienen en la resolucién de
problemas que involucran variacién de puntos en una situacion geométrica particular.
Quienes se enfrentan a estos problemas deberan identificar qué objetos y vinculos
entre ellos permanecen constantes, para descubrir en qué figura varia el punto que se

esta analizando.

Se busca analizar el momento en el que los estudiantes se dan cuenta de cudl es la
figura en la que varia el punto, observar las estrategias que utilizan para arribar a esa

conclusion: inductiva, deductiva, o utilizando una combinaciéon de ambas.

Los problemas fueron pensados de manera que representaran un desafio para los
estudiantes pero accesibles en su resolucién. Fueron propuestos a alumnos de 5° afio
Orientacion Cientifica de un liceo privado de Montevideo, cuando ya ha transcurrido
mas de la mitad del curso de Geometria Métrica. Esto implica que ya se han enfrentado
al problema de hallar lugares geométricos, pero todas las situaciones que se presentan
son nuevas para ellos. A su vez, se busco que los elementos variables fueran diferentes
—una circunferencia, una recta o un punto— y los conjuntos solucién fueran variados:
vacio, un punto, una recta o arco e incluso “casi” todo el plano. Esto también es nuevo
para los estudiantes, ya que en el curso no se habian visto problemas cuya solucion

fuera vacia o todo el plano.

A continuacién se describira en qué consiste la resolucién de los tipos de problemas
que se proponen. Se describira ademas cuéles de las funciones de la demostracién que
plantea de Villiers se podrian encontrar en cada una de las etapas necesarias para la

solucioén.

IV.e.1 Problemas de construccion

Los problemas ‘de construccion’ trabajados en el curso consisten en el trazado, con
regla y compas, de una figura geométrica que debe cumplir con ciertas condiciones
iniciales, datos del problema. Como parte del contrato didactico, explicitado durante el

curso, se espera que los estudiantes completen las siguientes etapas:
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e dibujar una figura de analisis —puede ser a mano alzada— en la que deberan
aparecer, a modo de esquema, los datos dados en la letra del ejercicio y todas las

relaciones entre las figuras que puedan servir para la construccién pedida;

e trazar la figura con regla y compas, para lo cual se debe planificar los pasos

gue se van a seguir en la construccion y llevarlos a cabo;

e escribir el algoritmo de construccién, esto es, explicitar, en orden cronoldgico,
los pasos que se debieron seguir para el trazado. Esta etapa estd completa y
correcta cuando se puede construir nuevamente la figura, solamente a partir del

algoritmo y sin necesidad de analizar la figura de analisis o el trazado realizado;

e escribir la justificacion de los pasos del algoritmo que asi lo requieran,
explicando por qué el algoritmo elegido genera la figura pedida. Por ejemplo, si es
necesario construir una circunferencia, en esta etapa hay que decir por qué y

cémo se utiliza para la solucién buscada,;

e y, por ultimo, la etapa de discusion de la cantidad de soluciones, segun la

posicion o medida de los datos que se brindaron originalmente en el problema.

Como se puede apreciar, en el transcurso de las diferentes etapas de la resolucion de
este tipo de problemas se presenta la oportunidad de vivenciar a la demostracion en
sus diferentes roles: descubrimiento, verificacion, explicacion, comunicacion y

sistematizacion.

IV.e.2 Problemas de Lugar Geomeétrico

“Un lugar geométrico es una figura (linea o superficie) en la que todos los puntos
satisfacen una cierta propiedad, y todos los puntos a los que les corresponde la
propiedad respectiva pertenecen a la figura respectiva.” (Fischbein, 1993; 14)

Los problemas de “hallar lugares geométricos” trabajados en este curso consisten en
hallar cudl es la figura en la que varia un punto en determinada situacion, en la que
algunos elementos son invariantes y otros varian, generalmente relacionados segun

ciertas propiedades de incidencia y pertenencia. Se espera que los estudiantes utilicen
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para ello propiedades geométricas de las figuras, las relaciones entre ellas, basandose
en conceptos de Geometria Euclidiana. En un curso posterior se analizan problemas
similares pero se resuelven utilizando herramientas algebraicas agrupadas en lo que se
conoce como Geometria Analitica. Todas las situaciones fueron pensadas para trabajar
en el plano, que es lo que se ha hecho durante el curso hasta el momento en lo que
refiere a lugares geométricos. Se espera que los estudiantes los resuelvan sin utilizar
transformaciones —isometrias 0 semejanzas, que son los que se manejan en este
curso— , por lo que ademas los problemas tienen en comun el poderse resolver
utiizando Unicamente propiedades de la Geometria Métrica que no involucran

transformaciones.

Resolver este tipo de problemas significa, de hecho, demostrar la igualdad entre dos
conjuntos de puntos: el que forman todos los puntos generados por la situacion
(generalmente llamado “lugar geométrico del punto ...”) y el conjunto de los puntos de
una figural?. Esto implica que se debe demostrar una doble inclusién, lo que
generalmente se hace transcurriendo las siguientes etapas, que fueron explicitadas

previamente como parte del contrato didactico entre la profesora y los alumnos.

Primera etapa: “LG c figura sostén”

e exploracién de la situacion, construyendo uno o mas posiciones particulares. En
esta etapa se debe analizar la situacion buscando invariantes geométricas que
estén relacionadas con el punto en cuestion,

e descubrimiento de la figura en la que varia el punto, que llamaremos “figura
sostén”. Aqui intervienen ademas procesos de sistematizacion de las
propiedades relacionadas con las figuras que se presentan en el problema.

¢ justificacion del por qué el punto varia en dicha figura. Esto requiere hacer uso de

la demostracion como explicacion.

Segunda etapa: “figura sostén c LG”

10 Cabe recordar lo sefialado en la seccién I11.b con respecto a la influencia de la visién conjuntista de la ensefianza
de la Matematica en la EMS en Uruguay sobre el tratamiento, lenguaje y notacién en este tema.
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¢ Analizar si todos los puntos que pertenecen a la figura pertenecen efectivamente
al lugar geométrico.
e Discernir cudles son los puntos de la figura sostén, que pertenecen al lugar, y

concluir entonces cudl es la solucion del problema.

En el caso particular de los estudiantes que participaron de la experiencia, durante el
curso se les propuso que planteen esta etapa como un problema de construccién, en
donde deben tomar como dato inicial un punto cualquiera de la figura sostén, explicar
coémo construyen a partir de él los objetos que se dan en el problema, y verificar que
dichos objetos cumplen las relaciones de incidencia y pertenencia que se dieron

originalmente en el enunciado.

IV.e.3 Andlisis v justificacién de la actividad propuesta

En esta seccion se analizan los diferentes problemas propuestos, los objetivos que se
perseguian con cada uno y el aporte que significd para la investigacion. Se indica en
cada caso los datos brindados, la figura variable original, la solucion —figura en la que
varia el punto en cuestion— y como influye la utilizacion del software apropiado en la

resolucion del problema.

Es importante sefialar que, como se menciond anteriormente, los estudiantes del
instituto de profesorado que participaron de la experiencia piloto hicieron importantes
aportes a las soluciones que aqui se presentan, proponiendo algunas que se habian

omitido en una primera aproximacion a los problemas.
Problema 1:

Uno de los objetivos que se buscan con el planteo de este problema es que los
estudiantes analicen cémo afecta la variacion de las condiciones iniciales de un
problema en su solucidon. Ademas, se aprovecha la oportunidad para presentar una
situacion en la que el lugar geométrico es —casi— todo el plano y no solamente una recta

o un arco de circunferencia, que es lo que generalmente se ve como solucién.
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Durante el curso se han manejado propiedades de rectas y circunferencias tangentes,
por lo que los estudiantes tienen herramientas para justificar propiedades de

circunferencias tangentes, que no se han hecho explicitas durante el curso.

Las razones de incluir un problema de construccién previo al de lugar geométrico fueron
dos: por un lado, para que se familiarizaran con aquéllas propiedades, recordaran las
gue se dieron en el curso y pensaran en alguna nueva, Si €s que era necesario. Por otro
lado, porque en este curso se optd por trabajar con ejercicios de construccién previo a
los de lugares geométricos, por lo que los estudiantes se sienten relativamente seguros
en la resolucién de los mismos. Segun la clasificacion de los niveles de Van Hiele,
construir una figura es un proceso menos exigente que el de analizar la variacion de un

punto y demostrar deductivamente el por qué varia de esa manera.

U “Ficha técnica” de la parte a del problema:

a) Construye una circunferencia C de centro O y radio r y una recta t. Construye ahora
en el mismo plano una circunferencia C’ de centro O’ y radio 3 que sea tangente a

Coryat.

Discute la cantidad de soluciones segun la posiciéon de Co y t.

Datos: una circunferencia Co y una recta t.

Se pide: construir una circunferencia de radio 3 y tangente a la circunferencia y recta

dadas.

Solucion: O’ € Co r+3 N (' U t”) siendo t' y t” las rectas paralelas at a 3 cm de

distancia.

En el caso en que r < 3cm, se encuentran también circunferencias solucién que son

tangentes a Co y tales que Co, es interior a ellas, de la siguiente manera:
O’'e Coy 3-rm(t’ut”).

En el caso en que r > 3cm, se encuentran circunferencias solucion que son tangentes

interiormente a Co de la siguiente manera: O’ € Co 3N (t’ut’’).
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En este problema, la discusion tiene muchos casos y no se pretende que los

estudiantes puedan abordarlos todos durante la aplicacién de la actividad:
1) r<3enestecaso,secumplequer<3<6-r<6+r

Sid(t, O) >r + 6 entonces NO hay solucion.

Sid(t, O) =r +6 entonces hay UNA solucion.

Si6—-r<d(, O) <r+6 entonces hay DOS soluciones.

Sid(t, O) =6 —r entonces hay TRES soluciones.

Sir<d(t, O) <6 —r entonces hay TRES soluciones.

Sid(t, O) <r entonces hay CUATRO soluciones.

2) r = 3 en este caso, se cumple que r — 3 =3 —r = 0, por lo que no

encontraremos mas soluciones que las exteriores a la circunferencia Co

Sid(t, O) >r + 6 entonces NO hay solucién.
Sid(t, O) =r +6 entonces hay UNA solucion.
Si r<d(t, O) <r +6 entonces hay DOS soluciones.
Sid(t, O) =r entonces hay TRES soluciones.
Sid(t, O) <r entonces hay CUATRO soluciones.

3) 3<r<6enestecaso,secumpleque6-r<3<r <6+r
Sid(t, O) >r + 6 entonces NO hay solucion.
Sid(t, O) =r +6 entonces hay UNA solucion.
Sir<d(t, O) <r +6 entonces hay DOS soluciones.
Sid(t, O) =r entonces hay CUATRO soluciones.
Si6—r<d(, O) <rentonces hay SEIS soluciones.
Sid(t, O) =6 —r entonces hay CINCO soluciones.
Sid(t, O) <6 —r entonces hay CUATRO soluciones.

4) r =6 en este caso, secumpleque6-r=0<r <6+r
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Sid(t, O) >r + 6 entonces NO hay solucion.
Sid(t, O) =r +6 entonces hay UNA solucion.
Si r<d(t, O) <r +6 entonces hay DOS soluciones.
Sid(t, O) =r entonces hay CUATRO soluciones.
Sid(t, O) <r entonces hay SEIS soluciones.

5) r>6 en este caso,secumplequer—-6<r<r+6
Sid(t, O) >r + 6 entonces NO hay solucién.
Sid(t, O) =r +6 entonces hay UNA solucién.
Sir<d(t, O) <r +6 entonces hay DOS soluciones.
Sid(t, O) =r entonces hay CUATRO soluciones.
Sir—6<d(t, O) <rentonces hay SEIS soluciones.
Sid(t, O) =r—6 entonces hay SIETE soluciones.

Sid(t, O) <r-6 entonces hay OCHO soluciones.

& “Ficha técnica” de la parte b del problema:

b) Se consideran dos circunferencias Ca y Cg de igual radio y la circunferencia Co, en el
mismo plano que las anteriores y tangente a ambas. Halla el lugar geométrico de O
en las siguientes situaciones:

I) Cay Cg Son exteriores.

i) Cay Cg son tangentes.

iii) Ca y Cg son secantes.

iv) Ca y Cg son coincidentes.

Figura variable original: una circunferencia.
Solucion:

Parte b i) la mediatriz del segmento AB.
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Parte b ii) en un principio se pens6 que era la mediatriz del segmento AB excepto el
punto T, de interseccion de las dos circunferencias de centro A y B que se presentan en

los datos.

Cuando se propuso la actividad por primera vez, en la experiencia piloto, los
estudiantes detectaron que dicho punto T pertenece también al lugar geométrico
pedido, ya que se puede construir una circunferencia con centro en él y radio igual al
diametro de las originales, que es tangente a ambas. Por lo que la solucién es también
la mediatriz del segmento AB.

Parte b iii) en un principio se pensé que era la mediatriz del segmento AB excepto los
puntos P y Q, de interseccion de las dos circunferencias de

centro Ay B que se presentan en los datos.

También en este problema se amplio la solucién gracias a
los aportes de los estudiantes durante la experiencia piloto:

en primer lugar, los puntos de interseccion de las dos

circunferencias (P y Q) también son puntos del lugar

geomeétrico, ya que se pueden construir circunferencias como esta:

Encontraron ademas nuevas posiciones para la
circunferencia de centro O, tangente a ambas, que no se
habian detectado: tangente a una exteriormente y a la otra

exteriormente, de la siguiente manera:

Esto genera un nuevo conjunto de soluciones que quedan S

fuera de la mediatriz del segmento AB. 3

Resulta que es una elipse de focos Ay B. A

AP + PB = (AT +TP) + (BS — PS) = AT + BS = 2r.
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Conclusion: el LG de O es la unién de la mediatriz de segmento AB vy la elipse de focos

Ay B, con suma de distancias 2r.

Parte b iv) En un principio se penso que era todo el plano excepto las circunferencias
de centro Ay B que se presentan en los datos.

Nuevamente se pudo profundizar en la solucion de esta parte
gracias a las observaciones de la puesta en practica de la
actividad en la experiencia piloto: el punto que no pertenece
al lugar geométrico de O es el centro de las circunferencias
originales, que en este caso son coincidentes. Pero los
puntos de la circunferencia si son posibles puntos del lugar,

como se muestra en la figura adjunta:

Conclusion: el LG de O es todo el plano excepto el punto A (o B, que es coincidente con

A en este caso).

Utilizacion de software de geometria dinamica:

Si bien los estudiantes tienen a su disposicion el programa Cabri - Geométre, no se
espera que utilicen GD para resolverlo, o al menos no es un problema en el que se
aproveche al maximo su potencial porque para hacer la construccion correcta de un
caso particular, es necesario pensar primero donde se ubica el centro de la

circunferencia, con lo cual se esta resolviendo el ejercicio.

Sin embargo, una vez resuelta la primera parte, en la que las circunferencias son

exteriores, se puede aprovechar las posibilidades que ofrece el programa para analizar
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las otras partes, en las que van variando la posicion de las circunferencias del

enunciado.

Problema 2:

En esta situacibn se buscdé un problema que representara un desafio para los
estudiantes, si bien estan familiarizados con la manera de presentarlo y el tipo de
solucién. Si bien la solucién de la parte a les puede resultar sorprendente o novedosa,

la solucion de la parte b es la que mayoritariamente han trabajado.

& “Ficha técnica” de la parte a del problema:

a) Se consideran dos circunferencias Co,y C'or tales que CNnC’ = {P, Q}. Besun

punto de C tal que BP=r y APOB es horario. Se traza una recta t variable por P,

tnC={P,A}.

Halla el LG de H, interseccion de la bisectriz de BAP con la circunferencia C.

Figura variable original: una recta.

Solucién: El conjunto formado por los dos puntos medios de los arcos BP incluidos en

la circunferencia C.
Utilizacion de software de geometria dindmica:

Se espera que en la busqueda de una solucién surja la necesidad de la utilizacion del
programa, por lo que sera sumamente provechosa su utilizacién. Si bien en el curso se
hizo explicita la propiedad que dice que la bisectriz de un angulo inscripto corta a la
circunferencia en el punto medio del arco abarcado, no es seguro que los estudiantes la

recuerden con el sélo hecho de trazar una figura de analisis.

& “Ficha técnica” de la parte b del problema:

b) B’ es un punto de C’ tal que B'P=r' y APO’B’ es antihorario, tnC’={P,A’},

ABNA’B’={J}. Halla el lugar geométrico de J.
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Figura variable original: una recta.

Solucidn: La circunferencia que pasa por B y B’ y que contiene al arco capaz que tiene
por cuerda el segmento BB’ y por angulo 60°, asi como al arco capaz que tiene por
cuerda el segmento BB’ y por angulo 120°, ubicados en semiplanos opuestos respecto

de la recta BB'.
Utilizacion de software de geometria dinamica:

Nuevamente se espera que surja la necesidad de analizar la figura con ayuda del
programa especifico. Si bien es facil construir posiciones particulares del punto J con
lapiz y papel, no es facil descubrir la figura en la que varia, a no ser que se aproveche
las oportunidades que ofrece la GD, o se analice el problema de manera deductiva,
descubriendo objetos, relaciones y medidas invariantes. Esto ultimo requiere por parte
de los estudiantes un grado de madurez importante en lo que hace al desarrollo del

pensamiento geomeétrico.

Problema 3:

Este problema fue pensado para que los estudiantes se presentaran frente a un
problema sin solucién (el lugar geométrico es el conjunto vacio), lo que es nuevo para
ellos, pero que para su resolucion solo intervinieran figuras y relaciones geométricas

conocidas y manipuladas previamente.

& “Ficha técnica” del problema:

Se considera un triangulo AADE, B es el punto medio del segmento AD y C es un punto

variable en el segmento AE. Las bisectrices de ACB y ABC se cortan en |, y las

bisectrices de AED y ADE se cortan en J. Halla el lugar geométrico de O, circuncentro

del tridngulo AAIJ.

Figura variable original: un punto.

Solucién: El conjunto vacio
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Utilizacion de software de geometria dinamica:

Por la manera en que se propuso el problema, es esperable que con una figura
realizada a lapiz y papel los estudiantes no detecten que los puntos A, | y J estan
alineados, o que piensen que les quedaron alineados pero “sélo por la posicién
particular que se trazo”.

Puede surgir entonces la necesidad de construir la figura con la ayuda del programa,
con lo que podra verificarse que en realidad los puntos estan alineados en todas las
situaciones, por lo que no existe triangulo y por lo tanto no hay solucién para ninguna

posicion del punto C.
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Capitulo V: Analisis de los datos recogidos

Este capitulo esta dedicado a la descripcion y andlisis de los datos recogidos en la
investigacion. Como se indica en el capitulo anterior, la investigacion consté de una
experiencia piloto (ya descripta en el apartado IV.c), y el trabajo de campo propiamente
dicho. Este se llevo a cabo en dos etapas: una primera, en la que se propuso a un
grupo parte de la actividad —problema de construccién— y una segunda, en la que se

trabajé con otro grupo con problemas de Lugares Geométricos.

Los estudiantes de ambos grupos, sus estudios previos y los objetivos, contenidos y
manera de evaluacion del curso fueron descriptos en la seccién IV.d. Vale destacar que
no se pudieron realizar las dos actividades con el mismo grupo por razones de tiempo:
el curso de Geometria Meétrica tiene muchos contenidos conceptuales vy
procedimentales para las horas de clase que se disponen, por lo que no era
conveniente dedicar muchas de ellas para la experimentacion con el mismo grupo. Por
otra parte, por el tipo de educacidén que reciben los alumnos, y por la exigencia propia
de cursar el Bachillerato Nacional e Internacional a la vez, los alumnos no tienen horas

fuera del horario de clase para dedicarle a este tipo de actividades extra curriculares.

V.a Descripcion de la primer etapa (23 de agosto, 2005)

En la primera instancia se aplicé la siguiente actividad al grupo “5°C” de trece

estudiantes:

1) Construye una circunferencia C de centro O y radio r y una recta t. Construye ahora
en el mismo plano una circunferencia C’ de centro O’ y radio 3 que sea tangente a Co
yat.

Discute la cantidad de soluciones segun la posicién de Co y t.

2) Ca y Cg son dos circunferencias fijas de igual radio. Se considera la circunferencia

Co, en el mismo plano que las anteriores y tangente a ambas. Halla el lugar

geométrico de O en las siguientes situaciones:
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i) Ca 'y Cg son exteriores.
ii) Cay Cg son tangentes.

lif) Ca y Cg son secantes.

iv) Ca y Cg son coincidentes.

Los estudiantes estuvieron trabajando con los problemas durante un lapso de 60
minutos en un salén de clase en el que habia seis computadoras con el programa Cabri
instalado a su disposicion (durante el curso se trabajaba al menos una vez por semana
en esta modalidad). Si bien se les presentd el primer problema completo, sélo pudieron
abordar el referido a la construccién de la circunferencia (parte a) debido al tiempo

disponible.

Les fue aclarado a los alumnos que no era una instancia evaluativa, asi como se les
solicité que, a los efectos de la investigacion, escribieran en una hoja para entregar
todos los resultados y razonamientos que fueron surgiendo, tanto los que consideraran
validos como aquellos que después descartaron por alguna razén.

Se formaron equipos libremente de una, dos o tres personas, segun fueron optando, de

la siguiente manera:

EP — trabajé solamente con lapiz y papel

BF, IG y PP — trabajaron combinando Cabri con lapiz y papel.

MC — trabajo solamente con Cabri

AR y JO — trabajaron principalmente con lapiz y papel, combinando el trabajo con Cabri.
GV, IB y JM — trabajaron combinando Cabri con lapiz y papel.

RE, SO y SS - trabajaron solamente con lapiz y papel.

V.b Producciones orales y escritas de la primer etapa de implementacion

A continuacion se presenta el desarrollo de la primera instancia de aplicacion de la
actividad, en la que se analizan las producciones de los estudiantes cuando se

enfrentan a un problema de construccién. Después de la trascripcibn de las
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elaboraciones de cada grupo se analizan las funciones de la demostracién involucradas
en la experiencia y los esquemas de demostracion y procesos cognitivos que se hacen

presentes.

EP — Lapiz y Papel

EP comienza construyendo en primera instancia la figura que pide el problema, sin una
figura de analisis previa, intentando una construccién de manera directa y sin pensar en
el orden de sus construcciones. Una vez construida la figura, comienza a analizar si hay

0 no solucién en las diferentes situaciones:

EP: “... El punto mas cercano de O tiene que ser 6 [quiere hacer referencia a la
distancia que debe haber entre O y t para que haya solucion, que es menor ar + 6],

O, ser tangente a O, si no, no hay solucion, si pasa los 6.”

EP: “...pero si corta a la circunferencia, ahi también, la solucién depende del radio de
O, perddn, de la circunferencia.”

VM: “bueno, esta bien lo que estas diciendo. Ahora tenés que tratar de explicar como lo
construis: dada la circunferencia y la recta t, explicar como construis la

circunferencia.”
EP: “Tomas un punto en O, medis tres cm y trazas un arco.”
VM: “¢ Un punto cualquiera te sirve?”

EP: “Si, un punto cualquiera. Después tomas en t otro punto cualquiera, trazas el arco,
y el punto en donde corta [sefiala el arco anterior], es el centro de la circunferencia
gue buscas. Bueno, y si cuando trazas la circunferencia de ese centro y radio 3cm
corta a t en dos puntos, entonces encontras el punto medio de esos dos puntos y

ese es el punto de tangencia.”

EP construye algo asi:
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Si bien esta construccion no es
correcta, cuando el estudiante la lleva a
cabo “le funciona”, porque Si
bien él afirma que los puntos
sobre la recta y la
circunferencia los toma como
“cualesquiera”, en realidad
toma puntos que intuitivamente

piensa que le van a servir.

Con esta construccion EP
estaba cumpliendo de manera
correcta con la condicién de
que la circunferencia debe ser
de radio 3 y tangente a t, pero no con la condicion de que fuera tangente a la
circunferencia. En ningln momento surge la necesidad de utilizar la nocion de lugar
geométrico, EP no concibe el hecho de que el centro de la circunferencia puede estar,

por ejemplo, en cualquier punto de una recta paralela a t a 3cm de distancia.

Como “a simple vista” esta es una solucion que parece funcionar, le pregunté a EP qué

ocurriria si el elegia otros puntos cualesquiera para trazar los arcos que él menciona.

En ese momento el estudiante fue dejado solo para que analizara esa nueva situacion y
se abandon¢ el didlogo. En sus apuntes aparece una cruz al lado de la construccion e
indica: “Construccioén incorrecta”. Lo intenta nuevamente, presentando una soluciéon que
ahora parece convencerlo. Previamente vuelve a intentar analizar la cantidad de

soluciones que hay segun la posicion de t:

“El nimero de soluciones depende de dos cosas: la posicion de t con respecto a la

circunferencia y el diametro de la circunferencia [de centro] O.

1 — Si no corta a la circunferencia en ningun punto (incluyendo tangencia) hay dos

posibles soluciones.

2 — Si t corta a la circunferencia [de centro] O en dos puntos y diametro de la

circunferencia es menor que seis.”
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Con respecto a la construccion indica una nueva y presenta el algoritmo:

“Algoritmo de construccioén:

1 — Trazar perpendicular a t que

pase por O (punto P).

2 — Trazar una recta que pase por P
y sea tangente a la circunferencia de

centro O. (punto de tangencia Q)

3 — Trazar una recta s que pase por
Oy por Q.

4 — Trazar una circunferencia de

centro Q y radio 3cm, el punto que

corta a s exterior a la circunferencia

de centro O. [No lo dice pero se supone que se refiere a que ese punto es O’].

5 — Trazar circunferencia de centro O’ y radio 3cm. (t tiene que estar a menos de 6¢cm
de la circunferencia de centro O).”

Nuevamente tiene “buen 0jo” para la construccion, y si bien la solucion que presenta
sblo asegura la tangencia con la circunferencia, también le queda, “de casualidad”,
tangente a la recta t. Nuevamente se hace patente que EP no esta pensando el
problema de manera dinamica, como interseccién de lugares geométricos. Como
deciamos al principio, realiza una construccién sin un analisis previo en una figura de
analisis, simplemente siguiendo pasos que se le van ocurriendo en el momento que
aseguran el cumplimiento de algunas de las condiciones originales. Esta solucién fue
presentada por el estudiante al final de la actividad, por lo que no hubo tiempo para una
intervencion docente posterior para hacerle ver su error. En otras ocasiones durante el
curso el estudiante presentaba errores parecidos en situaciones similares y para
hacerle ver su error la docente le solicitaba que una vez terminado el algoritmo de

construccion realizara el trazado correspondiente para corroborarlo. De esa manera, el
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estudiante podia observar que el algoritmo de construccion no era el adecuado y

deberia corregirlo considerando otros elementos.

A EP no se le presenta en ningln momento la necesidad de justificar los pasos que va
haciendo ni las decisiones que va tomando, a pesar de que se le habia solicitado en
forma explicita. Algo positivo de la experiencia es que aparece, aunque sea de manera
implicita, la demostracién en su funcién de descubrimiento: en el segundo intento
descubre la necesidad de que los dos centros estén alineados con el punto de

tangencia.

Segun la clasificacion de Sowder y Harel, en esta situacion el estudiante presenta un
esguema de demostracién empirico perceptivo: en las dos soluciones que presenta
se convence de la validez de su algoritmo de construccion por la figura que construye
(que ademds cuida que sea precisa, con regla y compas). El haber trabajado sélo con
lapiz y papel y sin un software de GD refuerza esta situacion. Para que el estudiante
descartara la primera solucién y buscara otra, fue necesario una pregunta externa:
“¢,qué ocurre si en lugar de ese punto tomas otro por aqui? ¢ Realmente los puntos que
elegiste pueden ser cualquiera?”. La segunda solucibn que presenta, también
incorrecta, no es descartada porque ni recibe un cuestionamiento externo ni tiene la
herramienta de la GD para darse cuenta del problema que presenta: que no

necesariamente queda tangente a la recta t, condicién que debia cumplir.

En esta situacién los procesos involucrados fueron:

e Construccion de figuras de analisis adecuadas a la situacion.

¢ I|dentificacion de los conceptos matematicos relevantes en el problema. (so6lo de
manera implicita, ya que en una figura de analisis utiliza correctamente el hecho de
que la circunferencia debe ser tangente a la recta t y en la otra el hecho de que debe
ser tangente a la circunferencia dada originalmente).

e Conclusion sobre la solucién del problema. Sistematizacion de los resultados
obtenidos. (Indica el algoritmo de construccion y un andlisis de la cantidad de
soluciones segun las variables posibles de los datos originales).

e Comunicacion de los resultados en forma simbdlica.
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ARy JO - LyP, combinando apenas con trabajo en Cabri

AR y JO comienzan a trabajar en la computadora, pero no se dan cuenta cémo
comenzar a construir la figura, por lo que se les sugiere usar lapiz y papel. Realizan alli
muchas figuras de andlisis, en una busqueda de la discusion de la cantidad de
soluciones segun la posicion de la circunferencia y de t, por un lado, y de la manera de

construir la circunferencia, por el otro.

Descubren rapidamente que el centro O’ de la nueva circunferencia debe estar en una
recta paralela a t a 3cm de distancia, y con eso en mente construyen varias figuras de
analisis, en diferentes situaciones. No escriben ningun tipo de justificacion pero,
basandose en lo que van descubriendo a través de las figuras, sistematizan la situaciéon

con las siguientes frases:

“Si t es tangente a Co hay tres soluciones.

Si t es secante a Cp hay cuatro soluciones.

Sit no corta a Co hay dos soluciones.”

El siguiente es parte del didlogo mantenido entre docente y estudiantes:
VM: “¢Y como las encuentran a esas soluciones?”

AR: “Porque hacés la recta t, que dice que la otra tiene que estar a 3cm, bueno, en
realidad dice que la circunferencia tiene que ser tangente a t y estar a 3cm,
entonces el centro tiene que estar a 3cm de t. Entonces hacés las paralela at a

3cm.”

VM: “Bueno, y ¢.cual de todos los puntos de esas rectas eligen para usarlo como centro,

cudl es el que les sirve?”
AR: “Y, tiene que ser tangente a C [la circunferencia dada originalmente]”.
JO: “O’ tiene que estar a 3cm de Co.”
VM: “¢ Y entonces como medis la distancia de este punto a la circunferencia?”

JO: “Trazas una circunferencia de radio 3, y donde es tangente a la circunferencia...”
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Hasta ahora los estudiantes venian trabajando con lapiz y papel pero sin utiles de

geometria, por lo resultaba util preguntarles cémo lo construirian con compas:

AR: “Ah, ahora entiendo lo que decis... sabemos que estan aca y son dos, pero no
sabemos cudl es el punto exacto. Creo que puede ser asi: La recta s, paralela a t
a 3cm corta a la circunferencia Co en dos puntos. O’ es el punto que esta sobre s

y a 3cm de esos puntos.”

Con ese cuestionamiento en mente se deja a los estudiantes que sigan pensando y en

unos minutos muestran una posible solucién:

Se les pide entonces que verifiqguen, en una construccion, si esa estrategia les sirve
para que la circunferencia de centro O’ quede tangente a la original. En seguida
comprueban que esa no es una estrategia que los conduzca en todos los casos a la

situacién esperada:

AR: “¢Te acordas lo que te habiamos
dicho? En este caso no hay
interseccion de la circunferencia de
centro O con las paralelas. Entonces
no sirve aca lo que pensamos,
porque la estrategia consistia en
tomar desde el punto de interseccién
3cm sobre las rectas s y s’ [la otra
paralela a r a 3cm de distancial.

¢ Entonces no sirve para ninguno?”

VM: “Y bueno, pueden probar en otras de

las situaciones que pensaron antes para ver si funciona.”

AR: “Bueno, aca si nos funciond. [Muestran un caso muy particular en el que la recta s

pasa por O]".

VM: “Busquen entonces en uno en el que la recta s no pase por O.”
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Después de otro rato de discusiones, utilizando una de las construcciones anteriores
como figura de analisis, descubren qué trazar para hacer que se cumpla la condicion

gue estaba faltando y escriben lo siguiente:

“El centro de la circunferencia solucidon esta a 3cm de t, entonces trazamos rectas s
paralelas a t a 3cm de ésta. Co, +3 N s = {O’} entonces O’ es el centro de la

circunferencia soluciéon.”

En los razonamientos de AR y JO podemos detectar varias funciones de la
demostracion, algunas mas explicitas que otras: el descubrimiento de una solucion, la
explicacion de por qué la solucion encontrada es una solucién valida (especialmente
en la pertenencia de O’ a la recta paralela a t) y la sistematizacién de resultados, que
se hace mas explicita en la discusion de la cantidad de soluciones. Si bien no es una
discusion exhaustiva y tal vez incorrecta, es una ocasién en la que se observa una

sistematizacidon coherente con las soluciones encontradas.

Considerando la clasificacion de Sowder y Harel, puede encontrarse en los
razonamientos de esta pareja una combinacion del esquema de demostracion
analitico por transformacion con el esquema de demostracion empirico inductivo.
El primero surge en primera instancia, cuando los estudiantes afirman, justificando, que
el punto O’ debe estar en una de las rectas paralelas a t a 3cm de distancia. Podemos
apreciar una intencion explicita de anticipar el resultado: “El punto O’ va a estar en ...".
Ahora, en la busqueda del cumplimiento de la otra condicién, que la circunferencia
solucion sea tangente a la dada en la letra, ya no se percibe un razonamiento
anticipatorio sino uno de tipo inductivo. Analizan muchas figuras de analisis, planifican
diferentes estrategias y las llevan a cabo para verificar su validez, por medio de la
construccion. Finalmente, tienen que pensar de nuevo sobre una figura de andlisis y
sb6lo cuando nuevamente retoman el camino de la busqueda de la prediccion de
resultados, encuentran la solucién. Los estudiantes vivenciaron el transito entre un
esquema de demostracion inductivo y uno de tipo analitico, que fue lo que los condujo a

una solucion que les satisfizo.

En esta situacién los procesos involucrados fueron:

¢ Analisis del problema segun los conceptos matematicos que se disponen.
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RE,

Construccién de figuras de analisis adecuadas a la situacion.

Distincion entre puntos y figuras que permanecen fijas y aquéllas que son
variables.

Reconocimiento de las relaciones entre los diferentes puntos variables,
construccion de la misma figura para diferentes posiciones.

Identificacion de los conceptos matematicos relevantes en el problema.

Planteo de hipétesis, generalizaciones y formalizaciones que promueven formas
Gtiles de representar el problema.

Reconocimiento de regularidades y patrones, ligandolos a problemas conocidos o
a otras formulaciones matematicas familiares.

Construccioén de la figura sostén.

Reconocimiento de relaciones u objetos que permanecen invariables en el
contexto del problema.

Identificacion o imposicién de un modelo matematico conveniente (momento en el
cual se reconoce la figura sostén).

Conclusion sobre la solucion del problema. Sistematizacion de los resultados

obtenidos.

SOy SS—LyP

Este grupo comienza directamente a trabajar con lapiz y papel, que es a lo que estan

acostumbrados sus integrantes: sélo utilizan el programa después de haber discutido

sobre una figura de analisis. Este es parte del didlogo que la docente mantuvo con

ellos:

SO:

“Lo que hicimos fue... bueno, te cuento lo que nos faltd, porque nosotros medimos
3cm y 3cm, pero no nos queda tangente ahi [SO sefala en su figura de analisis que
O’ debe estar en una recta paralela a t a 3cm, para que sea tangente a ella, y
sefiala cdmo tomaron 3cm desde un punto de la circunferencia para que la
circunferencia solucibn también sea tangente a la circunferencia dada
originalmente. E incluso sefiala cémo ya se dieron cuenta de que hay algo
incorrecto en la solucién brindada, porque no les condujo a lo que buscaban. Es
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interesante observar como ellos mismos son los que tienen que construir un camino
para la solucion y verificar que es correcto, en lugar de tener que demostrar una
proposicibn que ya se sabe de antemano que es correcta, pero hay que
demostrarla porque ‘el profesor lo pide’.]”

VM: “Bueno, eso estd muy bien, ustedes ya se dieron cuenta que el punto O’ esta en
esta recta paralela a t que construyeron, ahora miren su figura de analisis ¢,qué es

lo que tiene que medir 3cm?”

SO: “Esto [sefiala el segmento que tiene por extremos a O’ y al punto de tangencia de

ambas circunferencias].”
VM: “Y entonces el segmento OO’, ¢,cuanto tiene que medir?”
RE: “6cm,... ah, no! Tiene que medirr + 3”

VM: “Bien, eso les va a servir para saber en qué otra figura también tiene que estar O’

para que la circunferencia nueva quede tangente a la original.”

SO: “Acd, en esta recta. Tiene que estar en la interseccidon de estas dos rectas. Ah, no,

esta recta estd mal...”

Los estudiantes entran ahora en un didlogo algo confuso, estan acercandose a la
solucion pero no llegan a darse cuenta como hacer lo que quieren. Saben que los
puntos O y O’ estan alineados con el punto de tangencia, y que el segmento OO’ debe
medir r + 3, pero tienen un obstaculo que consiste en que estan considerando de
manera rigida al segmento OO’, sblo lo pueden concebir en la ubicacién en que lo

tienen en la figura de analisis y no de forma dinamica.

La docente insiste en preguntarles como construyen ese punto O’, como usar el hecho
conocido de la distancia de O a O’. Aun no se dan cuenta que la invariante en esa

situacion no es la direccion sino la distancia de O’ a un punto fijo, que es O.

Transcurrido un tiempo este grupo llama la atenciéon de la docente para contarle qué

pensaron:
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SO: “Tomamos una circunferencia de centro O y radio 3 + r y cortamos con la recta s
[que era una de las paralelas a t a 3cm de distancia] y te da este punto, asi aqui

tenemos 3cm y aqui también.”

Muestran lo que habian escrito como justificacion y algoritmo de construccién, que
estaba correcto. Habian escrito que se debia construir las rectas paralelas at a 3cm de
distancia, justificando la necesidad de la construcciéon por el hecho de que la
circunferencia debe ser de radio 3cm y tangente a t. También escribieron que era
necesario construir la circunferencia de centro O y radio 3+r, para que la circunferencia

nueva sea tangente a la dada originalmente.

SO: “Y ahora unimos los dos lugares geométricos.”

VM: “Bueno, en realidad tienen que intersecarlos, ¢no?”
SO: “Ah, claro, tenés razon.”

Nuevamente se detectan varias funciones en el proceso de demostracion: el
descubrimiento de la solucion, la necesidad de explicar por qué se construyeron las
figuras indicadas, y se hizo mas evidente la funcion de verificacion de que la estrategia
encontrada era valida. En este grupo no se detectd un proceso de sistematizacion de
la cantidad de soluciones encontradas en las diferentes situaciones, pero si tuvieron
mucho cuidado en la manera de comunicar los resultados obtenidos de manera

escrita, cuidando que fuera de manera correcta y simbolica.

Detectamos en este grupo una situacion similar a la del de AR y JO: los esquemas de
demostracion presentes son el empirico inductivo y el analitico de transformacioén,
con una influencia mayor de este ultimo, que se hace aun mas explicito, tanto en la
necesidad de construir las rectas paralelas a t a 3cm de distancia como en la de
construir la circunferencia de centro O y radio r+3. Para descubrir esto ultimo se hizo
necesario atravesar previamente por instancias de razonamientos de tipo inductivos,
probar por ensayo y error; aunque se hizo bien evidente que cuando se centralizaron en

reflexionar sobre las invariantes de la situacion, lograron arribar a la solucion deseada.

Los procesos involucrados en esta situacion fueron:

¢ Analisis del problema segun los conceptos matematicos que se disponen.
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Construccién de figuras de analisis adecuadas a la situacion.

Identificacion de los conceptos matematicos relevantes en el problema.

Planteo de hipétesis, generalizaciones y formalizaciones que promueven formas
utiles de representar el problema.

Reconocimiento de regularidades y patrones, ligandolos a problemas conocidos o
a otras formulaciones matematicas familiares.

Reconocimiento de relaciones u objetos que permanecen invariables en el
contexto del problema.

Explicacion (en el sentido de demostracion) de las relaciones invariables
reconocidas.

Identificacion o imposicién de un modelo matematico conveniente (momento en el
cual se reconoce la figura sostén).

Comunicacion de los resultados en forma simbdlica.

Justificacién de por qué esas relaciones conducen a la deduccién de la figura
sostén.

Construccién de la figura sostén.

Uso de conocimientos, conceptos y habilidades matematicas especificas para

resolver el problema.
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GV, By JM - Cabriy LyP

Este grupo comienza desde un principio muy organizado: van a las computadoras,
ingresan al programa pero ya uno de ellos estd encargado de ir anotando las
observaciones y estrategias que se les van ocurriendo. Uno de ellos se dedicé
exclusivamente a analizar cuantas soluciones habia en las diferentes situaciones. El

siguiente es parte del dialogo que la docente mantuvo con ellos:

GV: “JP trazé una circunferencia de 3cm de radio, y la cambiaba [manteniendo el
mismo tamafio, la iba cambiando de lugar para encontrar mas soluciones], y
encontré una situacion en la que hay ocho circunferencias tangentes a la recta y a
la circunferencia original... Ahora, si la circunferencia esta adentro de la otra, y toca

en un punto, ¢también es tangente?”
VM: “Si”

GV: “Bueno, entonces mira, en aquel caso encontré ocho soluciones [las muestran en

la figura que tienen en la pantalla].”

VM: “Muy bien, ahora tienen bastante analizada la discusion de la situacion, la cantidad
de soluciones que encuentran, pero tienen que encontrar una estrategia que les
permita construir la circunferencia solucion. Seria bueno que dijeran cémo hallan la

solucion.”
IB: “¢ COmo hacemos, nos quedamos con una situacion de todas las que analizamos?”

VM: “Claro, ahora centren la atencion en uno de los casos, que no sea muy particular

en cuanto a la posicion de ty de Co".

Transcurridos unos minutos vuelvo a acercarme a este grupo, y la siguiente trascripcion

es parte del didlogo que mantuvimos:

GV: “Bueno, nosotros trazamos una recta paralela a t a 3cm, el centro O’ tiene que ser
uno de sus puntos, puede estar de cualquier lado de t. Y lo que sabemos es

que...
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JM: “Como es tangente a esta circunferencia, y es de radio 3, tenemos que hacer una

circunferencia de radio r+3.”

GV: “Claro, tenemos que hacer una circunferencia de centro O y radio r+3. Lo que

estadbamos discutiendo recién es cémo dibujarlo con el programa.”

Nuevamente se presentan problemas con el programa a la hora de construir segmentos
de medidas dadas (en este caso, de
3cm). Se les explica cdmo hacerlo y
entre los tres pueden terminar la

construccion.

Este grupo de estudiantes presenta,
ademas de dos archivos (uno con la
construccion de la solucion y otro
con parte de la discusion), una hoja
en la que escribieron

detalladamente el algoritmo de

construccion y la justificacion de los

pasos llevados a la practica en la construccion.

Esta primer figura es la que aparece en el archivo en el que presentan la solucién, y la
segunda que se muestra a continuacion es en la que mostraban, al principio del
dialogo, con las ocho soluciones (en este caso solo figuran seis, pero esta clara la idea
de que segun la posicion de la recta y circunferencia original y el tamafio de esta Ultima,

pueden ser ocho soluciones).
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En este grupo se pueden apreciar varias funciones de la demostracion presentes en el
proceso atravesado para llegar a una solucién: el descubrimiento de la solucién y de
la cantidad de soluciones que habia en las diferentes situaciones, que fue lo que
analizaron en primera instancia. Incluso ampliaron el concepto de circunferencias
tangentes, concibiendo ademas del caso en que las circunferencias son tangentes
exteriormente, a las tangentes interiormente. También vivenciaron la necesidad de
explicar por qué se construyeron las figuras indicadas. En este grupo, al igual que en el
anterior, resultdé mas evidente la necesidad de que el punto O’ estuviera en la recta
paralela a t a 3cm, y fue mas trabajoso el encontrar la otra solucién. Para hacerlo,
debieron recurrir a la reflexion sobre sus figuras de analisis, tanto en la pantalla como
en el papel jugé un rol importante la intencién de anticipar el movimiento de O'.
También se hicieron presentes las funciones de sistematizacion y comunicaciéon de
los resultados obtenidos, especialmente en el algoritmo de construccion y justificacion,
que fueron explicitados de manera simbdlica. Si bien en una primera instancia se
dedicaron a la discusion de la cantidad de soluciones segun la posicion de las figuras

originales, no hicieron demasiado hincapié en su formalizacion y comunicacion.
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Detectamos en este grupo una situacion similar a algunos ya analizados: los esquemas
de demostracidbn presentes son el empirico inductivo y el analitico de
transformacién, con una influencia ain mayor de este Ultimo, sin necesidad de
atravesar por instancias de tipo inductivas muy extensas. La capacidad de descubrir
invariantes en las figuras y utilizarlo para la solucién de los ejercicios que poseen los
estudiantes que integran este grupo ya habia sido observada en clase, por lo que no

sorprende el que hayan presentado un esquema analitico deductivo.

Los procesos involucrados en esta situacion fueron:

¢ Analisis del problema segun los conceptos matematicos que se disponen.

e Construccion de figuras de analisis adecuadas a la situacion.

e Distincion entre puntos y figuras que permanecen fijas y aquéllas que son
variables.

e Reconocimiento de las relaciones entre los diferentes puntos variables,
construccion de la misma figura para diferentes posiciones.

e Comunicacién de los resultados en forma simbdlica.

¢ Planteo de hipoétesis, generalizaciones y formalizaciones que promueven formas
Utiles de representar el problema.

e Reconocimiento de relaciones u objetos que permanecen invariables en el
contexto del problema.

e Explicacion (en el sentido de demostracion) de las relaciones invariables
reconocidas.

¢ Identificacion o imposicién de un modelo matematico conveniente (momento en el
cual se reconoce la figura sostén).

e Justificacion de por qué esas relaciones conducen a la deduccion de la figura
sostén.

e Construccion de la figura sostén.

e Conclusion sobre la solucion del problema. Sistematizacion de los resultados
obtenidos.

¢ |dentificacion de los conceptos mateméticos relevantes en el problema.
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BF,IGy PP - Cabriy LyP

Este grupo de estudiantes comenzd trabajando con el Cabri desde un principio.
Después de haber transcurrido 40 minutos la docente se acerca a las integrantes y
observa que tenian hechas en la pantalla varias figuras y una figura de andlisis en el
papel, pero estaban sin poder continuar por no encontrar una manera de construir
siquiera una figura de andlisis en la pantalla. La dificultad de la construccion de la figura
de andlisis radicaba en que no dominaban la herramienta ‘distancia entre dos puntos’
del programa, por lo que no podian encontrar la manera de construir una circunferencia

de radio 3cm.

Reflexionando sobre la figura de analisis del papel este grupo habia concluido que el
centro de la nueva circunferencia debia estar en una circunferencia de centro O y radio
3+r. Sin embargo, no podian visualizar en qué otra figura estaba el centro O’, no sabian
como utilizar el dato de que la nueva circunferencia debia ser tangente a t. En este
sentido este grupo vivid un proceso diferente al del resto de los grupos, que
generalmente visualizaban en primera instancia la necesidad de que O’ estuviera en

una recta paralela a ty a 3cm de distancia.

Finalmente logran encontrar la condicién que estaba faltando, reflexionando un poco
mas sobre las figuras construidas y con la intervencién de la docente. Construyen en
papel la solucién encontrada y escriben al lado el algoritmo de la construccién, muy

escuetamente y con justificaciones:

“Todas las opciones estan en la circunferencia de radio r+3 porque la circunferencia C’
tiene que ser tangente a Co,. Y para buscar precisamente en donde, trazo la paralela a

la recta t que esté a 3cm para que de esa manera C’ sea tangente a Co y t.”

Detectamos en este grupo una situacion similar a la de algunos anteriores, pero
diferente en lo que ya sefialamos: los esquemas de demostracion presentes son el
empirico perceptivo en un principio, el empirico inductivo mas adelante y el
analitico de transformacion en varias instancias del razonamiento, pero haciéndose
mas presente en el descubrimiento de la necesidad de que el punto O’ tenia que estar

en la circunferencia de centro O y radio 3+r.
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Nuevamente se detectan varias funciones en el proceso de demostracion: el
descubrimiento de la solucién, la necesidad de explicacion de por qué se
construyeron las figuras indicadas. En este grupo no se detect6 un proceso de
sistematizacién de la cantidad de soluciones encontradas en las diferentes
situaciones, ni tampoco se hizo presente una necesidad grande de sistematizar o
comunicar de manera correcta los resultados obtenidos ni el algoritmo de construccion
hallado. Lo que se escribio fue mas partiendo de una necesidad externa que propia (lo
estaba pidiendo explicitamente el docente). Incluso parecia que el grupo estaba
ligeramente desmotivado frente a la actividad, seguramente fruto de la frustracion inicial

de estar tanto tiempo sin encontrar la solucion.

Los procesos involucrados en esta situaciéon fueron:

¢ Analisis del problema segun los conceptos matematicos que se disponen.

¢ Construccion de figuras de andlisis adecuadas a la situacion.

¢ Reconocimiento de regularidades y patrones, ligandolos a problemas conocidos o
a otras formulaciones matematicas familiares.

e Reconocimiento de relaciones u objetos que permanecen invariables en el
contexto del problema.

e Explicacion (en el sentido de demostracion) de las relaciones invariables
reconocidas.

e Construccion de la figura sostén.

e Justificacion de por qué esas relaciones conducen a la deduccion de la figura
sostén.

e Comunicacion de los resultados en forma simbdlica (pero de manera muy pobre,

como se sefalo).

MC — Cabri y LyP

Este estudiante comenzd trabajando con el Cabri desde un principio, que es lo que esta
acostumbrado a hacer en clase. También fue construyendo una figura de analisis en

lapiz y papel y tomando apuntes, que a continuacion se transcriben. Por lo que muestra
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en sus producciones, tanto escritas como en el archivo de Cabri, sdlo se centré en

analizar el caso en el que la recta t es tangente a la

circunferencia Co.

“En el caso en que la recta t es tangente a la
circunferencia Co, la solucién de la construccion de la

Co es la siguiente:

Co nt = {P}. La letra nos pide que Co sea tangente
con Co y t. Dado que Co y t tienen un solo punto en
su interseccion, la intersecciéon de la Co y Co sera P,
al igual que Co con t.

Otra solucion cuando la recta t es tangente a Co es: si

se toma la Co de radio 3cm entonces habra un punto

de tangencia en la recta t y un punto en la
circunferencia. [En la figura de analisis que presenta
construye, a mano alzada, una solucién en el semiplano
opuesto a Cp con respecto a t, como “en espejo” y queda
claro que hace referencia a que encontrd otra solucién,

en el mismo semiplano que Co con respecto a t.]”

También en el archivo de Cabri analiza solamente este caso, descubriendo ademas una

| solucion en la que la circunferencia Co
es interior a la Co. En esa figura
presenta un error, ya que una de las
tres circunferencias presentadas como
solucion no es tangente a la Co, sino a
otra de las que se encontraron como
solucién. Al analizar los pasos seguidos
por MC —con la herramienta “Revisar
construccion™, se puede observar que
si bien no lo escribi6 de manera

explicita en el papel, este estudiante si
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tenia la idea de que el punto O’ debia estar en una recta paralela a t y a 3cm de

distancia, porque eso fue lo que construyo en la pantalla.

Al igual que otro de los estudiantes que habia trabajado individualmente (EP), a MC no
se le presenta en ninglin momento la necesidad de justificar los pasos que va dando ni
las decisiones que va tomando, a pesar de que se le habia solicitado en forma explicita.
Ademas, soOlo analiza una de las situaciones, no intenta siquiera analizar cémo
resolveria el problema en otras situaciones. Algo positivo de la experiencia es que
aparece, aunque sea de manera implicita, la demostracibn en su funcion de
descubrimiento: en la construccion que presenta en el archivo se aprecia que para
encontrar una de las soluciones debi6 construir una de las rectas paralelas aty a 3cm
de distancia. Ademas, también profundiza su concepto de circunferencias tangentes,
considerando ademéas del ya conocido caso de circunferencias exteriormente

tangentes, las que lo son interiormente.

Segun la clasificacion de Sowder y Harel, en esta situacion el estudiante presenta un
esguema de demostracion empirico perceptivo: en las soluciones que presenta, se
convence de la validez de su algoritmo de construccién por la figura que construye (en
este caso la percepcion se ve reforzada por la precision de las construcciones con el
programa Cabri). Llama la atencidén el hecho de que se trate de un estudiante que
domina con fluidez el programa Cabri pero no haya intentado siquiera analizar qué
ocurria en otros casos, que es tal vez donde se presentarian obstaculos mayores, que
podrian conducir a un aprendizaje mas significativo sobre propiedades de
circunferencias tangentes (especialmente la alineacion de los centros con el punto de

tangencia).

En esta situacién los procesos involucrados fueron:
¢ Analisis del problema segun los conceptos matematicos que se disponen.
e Construccion de figuras de analisis adecuadas a la situacion.

e Distincion entre puntos y figuras que permanecen fijas y aquéllas que son

variables.

e Construccion de la figura sostén.
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e Reconocimiento de relaciones u objetos que permanecen invariables en el

contexto del problema.
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e V.C

Resumen: funciones y esquemas de demostracion detectados en la

resolucion del problema de construccién

Funciones de la demostracion

Grupo

EP Descubrimiento: en el segundo intento descubre la necesidad de que los
dos centros estén alineados con el punto de tangencia.

ARy JO | Descubrimiento de una solucion, explicacién de por qué la solucidon
encontrada es una solucién valida (especialmente en la pertenencia de O’ a
la recta paralela a t) y sistematizacion de resultados, que se hace mas
explicita en la discusion de la cantidad de soluciones.

RE, SO | Descubrimiento de la solucion, explicacion de por qué se construyeron las

y SS figuras indicadas, y se hizo mas evidente la funcion de verificaciéon de que
la estrategia encontrada era valida y comunicacion de los resultados
obtenidos de manera escrita, cuidando que fuera de manera correcta y
simbdlica.

GV, IB y | Descubrimiento de la solucion y de la cantidad de soluciones que habia en

JM las diferentes situaciones, explicacién de por qué se construyeron las
figuras indicadas., sistematizaciéon y comunicacion de los resultados
obtenidos, especialmente en el algoritmo de construccion y justificacion, que
fueron explicitados de manera simbdlica.

BF, IG y | Descubrimiento de la solucion y explicacion de por qué se construyeron

PP las figuras indicadas.

MC Solo descubrimiento
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Esquemas de demostracion

Grupo

EP Empirico perceptivo: en las dos soluciones que presenta se convence de la
validez de su algoritmo de construccién por la figura que construye (que

ademas cuida que sea precisa, con regla y compas).

ARy JO | Analitico de transformacién y empirico inductivo

RE, SO | Empirica inductiva y analitica de transformacion, con mayor énfasis en

y SS esta ultima.

GV, IB y | Empirico inductivo y el analitico-deductivo de transformacién, con una
JM influencia aun mayor de este Ultimo, sin necesidad de atravesar por

instancias de tipo inductivas muy extensas.

BF, IG y Empirico perceptivo en un principio, empirico inductivo mas adelante y
PP analitico de transformacion en algunas instancias del razonamiento.
MC

Empirico perceptivo: en las soluciones que presenta, se convence de la
validez de su algoritmo de construccion por la figura que construye (en este
caso la percepcion se ve reforzada por la precisiéon de las construcciones

con el programa Cabiri)

En general, puede observarse que si bien no todos los estudiantes que abordaron la
actividad arribaron a una solucion esperada en el tiempo del que disponian, para todos
fue una experiencia enriquecedora en cuanto a los procesos del razonamiento que se
vivenciaron en cada caso. Por otra parte, pudo cumplirse el objetivo docente de
detectar en cada grupo cuales funciones de la demostracion se hacian presentes y qué

esquemas de demostracion manifestaron los estudiantes.

Es interesante destacar que aquéllos estudiantes que solo presentan un esquema de
demostracion empirico perceptivo (EP y MC), arriban a soluciones parciales, analizan
s6lo un caso particular de la posicion de los datos originales y ademas no alcanzan a
construir un algoritmo de construccién que les permita trazar la figura pedida. En
ninguno de los dos casos intentaron un tipo de andlisis inductivo, analizando por ensayo

y error diferentes posiciones de los datos originales o de las figuras que se deseaban
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construir. Este hecho, a su vez, resulta ser en este caso independiente del hecho de
trabajar con lapiz y papel o con GD, ya que uno de los estudiantes optd por trabajar
exclusivamente con lapiz y papel mientras el otro sélo trabajé en el programa de GD.
Cabe desatacar que ambos trabajaron en forma individual, a pesar de que se les dio a

optar para trabajar en grupos.

Puede observarse ademas que estos dos estudiantes solo lograron hacer presente a la
demostracion en su rol de descubrimiento de algunas propiedades, el resto de las

funciones no fueron aprovechadas.

En el resto de los grupos se detectan esquemas de demostracion mas desarrollados:
tanto el esquema empirico inductivo como el analitico de transformacién. En algunos
casos este segundo tipo de esquema se hacia presente desde un principio, cuando
analizaban sobre el bosquejo trazado a mano o utilizando el Cabri e intentaban predecir
la posicion del centro de la circunferencia pedida. Puede observarse que en muchos
casos, cuando este tipo de razonamiento no se hacia presente en un principio, les fue
atil a los estudiantes abordar un esquema de demostracién inductivo: analizando varios
casos llegaban a la predicciéon de la figura en donde debia estar el centro y después la

justificaban con un razonamiento de tipo analitico.

En todos estos casos se hicieron presentes las funciones de la demostracion de
descubrimiento y explicacion, y en algunos grupos incluso se pudieron observar otras
como la de comunicacion, sistematizacion y verificacion. Es interesante analizar como
cuando los estudiantes sienten la necesidad de explicar los resultados a los que

arriban, presentan razonamientos mas elaborados desde el punto de vista cognitivo.
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V.d Descripcién de la sequnda etapa (5 de setiembre, 2005)

En la segunda instancia se aplicd la siguiente actividad al grupo “5°S” de catorce

estudiantes:

Problema 1:
Ca y Cg son dos circunferencias fijas de igual radio. Se considera la circunferencia Co,

en el mismo plano que las anteriores y tangente a ambas. Halla el lugar geométrico de

O en las siguientes situaciones:
i) Cay Cg son exteriores.
i) Ca y Cg son tangentes.
iii) Ca y Cp son secantes.

iv) Ca y Cg son coincidentes.

Problema 2:

Se considera un tridngulo AADE, B es el punto medio del segmento AD y C es un punto
variable en el segmento AE. Las bisectrices de ACB y ABC se cortan en |, y las
bisectrices de AED y ADE se cortan en J. Halla el lugar geométrico de O, circuncentro

del triangulo AAIJ.

Problema 3:

c) Se consideran dos circunferencias Co, y C'o tales que CNC’' = {P, Q}. B es un
punto de C tal que BP=r y APOB es horario. Se traza una recta t variable por P,
tnC={P,A}.

Halla el LG de H, interseccién de la bisectriz de BAP con la circunferencia C.

d) B’ es un punto de C’ tal que B'P=r' y APO’B’ es antihorario, tnC’={P,A"},

ABNA’B’={J}. Halla el lugar geométrico de J.

Te agradeceria que al resolver los problemas escribieras todas las estrategias que
pensaste para abordarlos, tanto aquéllas que crees que son validas como aquéllas que

crees incorrectas, o que descartaste por alguna razén.

Veronica Molfino Vigo 111



&CICATA —IPN Tesis de Maestria en Matematica Educativa

Te agradeceria también que escribieras todos los razonamientos que fueron

necesarios plantear en cada uno de los problemas.

En esta instancia los 14 estudiantes estuvieron trabajando con los problemas durante
un lapso de 1 hora y 45 minutos en un salén de clase en el que habia tres
computadoras con el programa Cabri instalado a su disposicion (durante el curso se
trabajaba al menos una vez por semana en esta modalidad). Como se puede observar
se decidio en esta oportunidad proponerles solamente los problemas que involucraban
lugares geométricos y no se propuso el problema de construccion. La necesidad de
recortar la actividad se debio6 al tiempo disponible, y la opcién por eliminar el problema
de construccion se debio a que ya habia sido analizada esa actividad con el otro grupo
(23 de agosto). En esa instancia se descubrié que a la mayoria de los grupos le
consumia cerca de 60 minutos la resolucion del problema de construccion, y en esta
oportunidad preferia abocarse directamente a la resolucién de problemas de lugares
geomeétricos. A su vez, una de las razones de proponer la actividad de construccion era
la de que los estudiantes descubrieran —o0 recordaran- la propiedad referida a la
alineacion del punto de tangencia de dos circunferencias con sus centros. Se quiso
analizar en esta instancia si era necesaria esa actividad previa para la resolucién del

primer problema.

También se puede observar un cambio en el orden de los problemas 2 y 3 con respecto
a la actividad propuesta originalmente, con los estudiantes del Instituto de Formacién
Docente |.P.A., el 1° de agosto de 2005. El mismo se debié a que se observéd que el
problema 2 b les llevaba mucho tiempo, haciendo que tal vez no llegaran a abordar el
problema 3, primera oportunidad que tenian los estudiantes de enfrentarse a un
problema de lugar geométrico en el que la solucién es vacia. Como ese problema les
lleva menos tiempo, se prefiri6 ponerlo primero y asegurarse asi que abordarian ese
problema y al menos comenzarian a analizar el segundo, que ahora quedo en ultimo
lugar. La mayoria de los grupos lograron abordar los dos primeros problemas, y algunos

abordaron también la primera parte del ultimo.

Al igual que al otro grupo de estudiantes, se les aclar6 que no era una instancia

evaluativa, asi como se les solicitdé que, a los efectos de la investigacion, escribieran en
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una hoja para entregar todos los resultados y razonamientos que fueron surgiendo,
tanto los que consideraran validos como aquellos que después descartaron por alguna
razon.

Se formaron equipos libremente de entre dos y cuatro personas, segun fueron optando,

de la siguiente manera:

Y.O., BMy SN — trabajaron basicamente con lapiz y papel, recurrieron al Cabri a partir
del problema 2.

FF y AL — trabajaron solamente con lapiz y papel.
RS y SA — trabajaron solamente con lapiz y papel.
FB, AF y FP — trabajaron combinando Cabri con lapiz y papel.

MB, DC, IR y FD — trabajaron con lapiz y papel, recurrieron al Cabri a partir del

problema 2.

V.e Producciones orales vy escritas de la segunda etapa de implementacion

A continuacion se presenta el desarrollo de la segunda instancia de aplicacion de la
actividad, en la que se analizan las producciones de los estudiantes cuando se
enfrentan a problemas de lugares geométricos. Después de la trascripcidon de las
elaboraciones de cada grupo se analizan las funciones de la demostracién involucradas
en la experiencia y los esquemas de demostracion y procesos cognitivos que se hacen

presentes.

RSy SA —trabajaron solamente con lapiz y papel

Problema 1 parte a:

RS y SA comienzan trazando una figura de andlisis adecuada a la situacién en la que
las circunferencias de centros A y B son exteriores pero aun no construyeron ninguna
circunferencia tangente a ambas. Cuando la docente se acerca a ellos, ya estan

discutiendo sobre cual es la figura sostén y como lo justificarian:
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RS: “...llegamos a que el lugar geométrico del centro de la circunferencia va a ser la
mediatriz de este segmento [sefiala al segmento AB] porque siempre que sea

tangente...”
SA: “Tiene que equidistar...”

RS: “... por la siguiente razon: el centro O va a equidistar al punto de tangencia con la
circunferencias Cp y Cg, y ademas ese punto equidista también... o sea, este punto
de aca [el punto de tangencia en C,] va a tener la misma distancia a A que de este

punto [el punto de tangencia en Cg] a B, porque los radios son iguales.”

VM: “¢ A qué se refieren con que “los radios son iguales?, ¢todas las circunferencias

posibles tienen el mismo radio?”
SA: “Si va a ser tangente, es con este radio...”
RS: “No, los radios de las circunferencias Co no van a ser todos iguales.”

SA: “No, ya sé que no, pero para este punto s6lo hay una circunferencia tangente a

estas dos.”

RS: *Y la distancia de este punto, que es el centro de la circunferencia, al punto de
tangencia con esta circunferencia y al punto de tangencia con esta otra es el

mismo”.

VM: “¢ Por qué? Creo que lo que les falta es dibujar una figura de andlisis con al menos
una de las circunferencias tangente dibujada para poder justificar la solucién que

encuentran.”
SA: “O sea, lo que tenemos que justificar es por qué esas dos distancias son iguales”.

RS: “Bueno, porque los dos son radios de la circunferencia, como estas dos son

iguales, entonces estas dos van a ser iguales”

SA: “¢Comao?”

En este momento dejo a SA y RS que sigan discutiendo la manera de justificar el
problema. En este sentido, tienen claro que las distancias del centro O a cada punto de

tangencia son iguales y que las distancias de cada punto de tangencia a A y B también

Veronica Molfino Vigo 114



&CICATA —IPN Tesis de Maestria en Matematica Educativa

lo son, pero no han prestado atencion a la alineacion del punto de tangencia entre las
circunferencias con los centros, propiedad que les falta observar para poder completar
la justificacion.

En un rato la docente vuelve a acercarse a esta pareja, y los encuentra discutiendo

precisamente sobre esa propiedad, que surge como una necesidad en el problema.
VM: “¢ Es razonable que sea asi?”

RS: “Si, es razonable y se puede demostrar: si vos trazas la recta de tangencia aca, del
centro de cada una de las circunferencias al punto de tangencia se forma un angulo

con la recta de 90°, en total mide 180° y entonces los puntos estan alineados.”

VM: “Muy bien, en realidad lo que estan usando ahi es que la tangente que sirve para

una circunferencia es también la que sirve para la otra.”
SA: “Pero ¢hay una propiedad que diga eso?”

RS: “Vos sabés que hay UN punto de tangencia entre ellas, entonces la recta tangente

a las dos va a ser perpendicular al radio que se forma en cada circunferencia.”

SA: “Ah, mird!! Aca lo encontré: ‘los centros de las circunferencia estan alineados con

los respectivos puntos de tangencia’. Entonces uso esto, no lo pruebo”.

VM: “No, claro, ahora no es necesario que lo demuestren, lo pueden usar como una

propiedad vista.”

Aqui se ve de manera precisa cOmo la resolucién del problema hace surgir la necesidad
de justificar propiedades: SA no tenia duda de que la propiedad fuera cierta, pero
precisaba encontrarla como una de las propiedades vistas en clase. Es curioso
observar como encontrar esa propiedad dentro de los apuntes de clase, como una de
las propiedades dictada por la profesora, fue mas convincente para SA que la
explicacion —correcta— que le estaba dando su compariero. Si bien en sus apuntes no
estaba la demostracion sino que solamente estaba el enunciado de la propiedad, eso le
dio la tranquilidad de no necesitar probar la propiedad para convencerse de que se
cumplia. Observamos un esquema de demostracion externo, en contraposicion al de
su compafiero que buscaba una explicacion, mostrando claramente un esquema de

demostracion de tipo analitico.
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En sus apuntes escribieron de manera completa la demostracién de por qué los puntos

O deben estar en la mediatriz del segmento AB. También escribieron el algoritmo para

la construccion de la circunferencia tangente, tomando como centro un punto cualquiera

de la mediatriz. Con eso concluyeron que el lugar geométrico de O es TODA la

mediatriz del segmento AB.

Problema 1 parte b:

En esta parte se suscitdé una discusion interesante: en un
principio dudaron de que el punto medio del segmento AB, que
es el punto de tangencia de ambas circunferencias, fuera
efectivamente un punto del lugar geométrico. Catalogaron a dicho
punto como “dudoso”. Mas adelante RS se dio cuenta de que
podia construir una circunferencia con centro en él que fuera
tangente a las circunferencias C, y Cg como se muestra en la

figura:

Problema 1 parte c:

En esta parte fueron menos las dudas, en seguida ambos concluyeron que el lugar

geométrico es toda la mediatriz, sin excluir ningun punto. Hacen referencia a que los

puntos de interseccidon de ambas circunferencias también son puntos del lugar, porque

pueden construir circunferencias con centros en ellos que sean tangentes a las dos de

centros Ay B, utilizando la misma idea que en la parte anterior.

Problema 1 parte d:

Nuevamente en esta parte surgen dudas, en un primer momento
escriben que “O puede estar en cualquier lugar del plano
siempre y cuando no pertenezca a la circunferencia de centro A
o B (que son coincidentes) y sea distinto de A”. Pero después
RS agrega: “esto estd mal, O puede ser cualquier punto del

plano excepto A o B”.
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Si bien no explican por qué piensan una cosa primero ni por qué después cambian de

idea, adjuntan una figura que puede ser bastante ilustrativa:

Se pueden apreciar varias funciones de la demostracion presentes en la resoluciéon del
problema. En primer lugar, la demostracion como descubrimiento de la solucién, que
fue lo que analizaron en primera instancia. Vivenciaron en ese momento la necesidad
de explicar por qué la figura sostén era la sugerida: repararon en primer lugar en la
congruencia de los segmentos, asumiendo de manera implicita la propiedad de
alineacion de los centros con el punto de tangencia, pero intentando explicitarla mas
adelante. El analisis de los diferentes casos los llevé a ampliar su imagen conceptual de
circunferencias tangentes, concibiendo ademas del caso en que las circunferencias son
tangentes exteriormente, a las tangentes interiormente. Este descubrimiento surgi6
como una necesidad de resolver el problema en las partes b, ¢c y d. También se hicieron
presentes las funciones de sistematizacion y comunicacién de los resultados
obtenidos, especialmente en el algoritmo de construccion y justificacion, que fueron

explicitados de manera simbdlica.
Esquemas de demostracion presentes:

e Externo autoritario (cuando SA precisa encontrar en sus apuntes la propiedad ya
comentada para convencerse de la validez de la misma y para asegurarse de

gue no fuera necesario probarla en el momento.)

e Empirico perceptivo (cuando no explicitan la propiedad, se basan fuertemente en
la figura que tienen, en la que los centros de las circunferencias estan alineados

con el punto de tangencia)

e Analitico de tipo axiomatico.

Procesos explicitados:
e Andlisis del problema segun los conceptos matematicos que se disponen.

e Construccion de figuras de analisis adecuadas a la situacion.
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e Distincién entre puntos y figuras que permanecen fijas y aquéllas que son
variables.

¢ |dentificacion de los conceptos matematicos relevantes en el problema.

e Planteo de hipdtesis, generalizaciones y formalizaciones que promueven formas
Gtiles de representar el problema.

¢ Reconocimiento de regularidades y patrones, ligandolos a problemas conocidos
0 a otras formulaciones matematicas familiares.

e Reconocimiento de relaciones u objetos que permanecen invariables en el
contexto del problema.

e Explicacion (en el sentido de demostracion) de las relaciones invariables
reconocidas.

e Identificacibn o imposicion de un modelo matematico conocido que sea
conveniente (momento en el cual se reconoce la figura sostén).

e Uso de conocimientos, conceptos y habilidades matematicas especificas para
resolver el problema.

e Justificacion de por qué esas relaciones conducen a la deducciéon de la figura
sostén.

e Construccion de la figura sostén.

e Andlisis de la solucion brindada parcialmente: ¢todos los puntos de la figura
sostén pertenecen efectivamente a la solucion del problema?

e Comunicacion de los resultados en forma simbdlica.

e Conclusion sobre la solucion del problema. Sistematizacion de los resultados

obtenidos.

Problema 2:

RS y SA comienzan trazando una figura de andlisis que es un triangulo isésceles, y
mas tarde lo descartan porque les resultaba un caso muy particular. Después trazan
dos figuras de analisis mas, que les sirven para intuir que los puntos A, |1 y J estan

alineados. El siguiente es parte del didlogo que mantuvieron:
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SA: “Estan casi alineados...”

RS: “...bueno, en realidad estan alineados. Porque las bisectrices de [los angulos de

vértices] B, C y de A se van a cortar en el punto | porque las tres bisectrices de un
triAngulo se cortan en un punto, entonces si dos de ellas se cortan en este entonces

la tercera también se va a cortar aca.”

SA: “Claro, pero este triangulo no es el mismo que este...”

RS: “Ahl, claro, entonces no dije nada...”

El comentario de SA generd confusion en el razonamiento de RS.

SA:

RS:

SA:

RS:

“Si esta fuese paralela a esta si [se refiere a las rectas BC y DE]... pero ahi te
gueda... Las bisectrices se cortan en el incentro, ¢no? Entonces la bisectriz que
falta aca... Si estas dos se cortaran aca, la bisectriz de esta va a cortar ahi seguro,
para que este punto esté en esta bisectriz, entonces este tiene que ser el mismo
gue éste, pero como C no esta en medio del segmento AE... Si C fuera el punto

medio del segmento AE, entonces si estan alineados.”

“No, pero mira estan siempre alineados. Porque vos tenés que el angulo A es
siempre el mismo, entonces vas a trazar la bisectriz del angulo A, y como todas las
bisectrices se cortan en un punto, 0 sea, la interseccion de las bisectrices de estos

dos angulos [de vértices B y C] te va a dar sobre esta recta.”
“En eso estoy de acuerdo.”

“Y este también, porque vas a tener que la interseccion de estas dos bisectrices [de
centros D y E] te va a dar también sobre esta recta, siempre... (Vos estds de

acuerdo con lo que dije?”

VM: “No sé, creo que a SA todavia no la convenciste.”

RS:

“Entonces si estan alineados las mediatrices van a ser paralelas, y no se cortan...

el LG de O esta en otra dimension... [Risas]”

En ese momento SA comienza a trazar una nueva figura de analisis, reflexionando

sobre la misma. Mas adelante, explica:
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SA: “A es constante, ¢no? Entonces, todas las bisectrices se cortan en el incentro...

Aca tenemos esta bisectriz y esta, que se van a cortar con la bisectriz del angulo A,
por lo tanto | va a estar en la bisectriz de A, y acé tenés esta bisectriz y esta, que se
van a cortar en la bisectriz de A, por lo tanto J también esta en la bisectriz de A,

como esta en la misma, no es un triangulo.”

En los apuntes, ademas de las figuras de analisis, SA y RS justificaron de manera
precisa que los puntos A, | y J estan alineados, y que por lo tanto no existe el triangulo
A, Iy J, por lo que no existe su circuncentro. Por lo tanto, afirman que el LG de O es

vacio.

Las funciones de la demostracion presentes son la de descubrimiento: a través de la
justificacion descubrieron que necesariamente esos puntos debian quedar alineados, la
de verificacién ya que al justificar deductivamente que los puntos quedaban alineados,
verificaron y se auto convencieron de la alineacion de los puntos, la de explicaciéon y

de manera explicita la de comunicacion: oral y escrita.

Por otra parte, también se puede apreciar que los esquemas de demostracion
presentes: empirico perceptivo e inductivo, ya que observando la figura descubrieron
la alineacion de los puntos y el analitico axiomatico en la justificacion y explicacion de

los razonamientos.

Problema 3 parte a:

Si bien varios grupos comenzaron a abordar este problema, el de SA y RS fue el Gnico
grupo que dejo registros escritos y grabados de los razonamientos involucrados. No
solamente construyeron una figura de andlisis y se dieron cuenta de que el punto H
gueda fijo, sino que ademas lo relataron y escribieron. El siguiente es parte del dialogo

gue mantuvieron con la docente:

RS: “Es el arco capaz del PAB, como esta en una misma circunferencia y el arco es
siempre el mismo, el angulo es siempre igual, y ademas la bisectriz te va a dar

siempre en el mismo punto”.

VM: “¢ Por qué, qué punto es ese?”
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RS: “Es el punto medio del arco PB.”
VM: “Creo que SA no estd muy convencida todavia”.

SA: “Entiendo que ese angulo es siempre el mismo, ahora, ¢por qué...? Este es
constante, y este también...".

RS: “Es que vas a tener el angulo PAH y HAB, y sabés que son iguales porque AH es la
bisectriz. Entonces estos dos lados tienen que ser iguales, para que el angulo sea

el mismo”.
SA: “No entendi”.

RS: “Es asi: vos te trazas el segmento PH y el HB. El angulo PAH es igual al HAB. Este

arco va a ser igual a este, porque las cuerdas van a ser iguales...”

En ese momento continuaran
solos con el dialogo, en el cual se
hacia cada vez mas evidente que
el hecho de que SA exigiera
explicaciones, ayudaba a RS a
precisar sus razonamientos y

justificar sus deducciones.

En sus apuntes aparece, ademas

de una figura de analisis similar a

la que se adjunta, Ilos
razonamientos que los llevan a concluir que el punto H es fijo, por lo que el lugar

geométrico de H es el punto medio del arco BP.

Para ello, demostraron que el angulo BAP es constante (lo que no era estrictamente
necesario). Utilizando que AH es bisectriz y la propiedad de angulos inscriptos en la
circunferencia, dedujeron que los arcos PH y HB son congruentes, por lo que H es

punto medio del arco BP.

En este problema SA y RS presentan esquemas de demostracion de tipo analitico-
axiomaticos, y las funciones de la demostraciéon que a mi juicio se hacen presentes son

la de descubrimiento, explicacion y comunicacion.
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MB, DC, IRy FD — Sélo L y P en el problema 1, recurren al Cabri a partir de
problema 2

Problema 1 parte a:

Cuando la docente se acerca al grupo de MB, DC, IR y FD los encuentra discutiendo
sobre la justificacion de la solucion encontrada y la manera de escribirlo. Ya tienen una
figura de andlisis construida con varias circunferencias tangentes a las fijas de centros

Ay B, entre ellas aquélla que tiene menor radio y cuyo centro esta alineado con Ay B.

MB: “El punto T, que es el de tangencia, esta alineado con O y con B, y lo mismo pasa
con S, que es el punto de tangencia de Ca con Co, y como los radios son iguales,
entonces O tiene que distar igual de Ay de B, y la recta [de los puntos] que distan
igual de Ay de B es la mediatriz.”

Este grupo demuestra haber profundizado en el problema, se puede apreciar que no
sblo buscaron la solucion sino que ademés estuvieron pensando en posibles
explicaciones. Presentan a su vez una buena comunicacion oral y escrita de los
resultados obtenidos y de la justificacion de los mismos. En los apuntes que presentan
explican por qué los puntos estan alineados (usando que la recta tangente a una
circunferencia es perpendicular al radio en el punto de tangencia), asi como la
congruencia de los segmentos, lo que permite afirmar que el punto O debe estar en la
mediatriz del segmento AB.

También presentan el analisis de la segunda parte del problema de lugar geométrico:
responder a la pregunta de que si todos los puntos de la mediatriz del segmento AB son
posibles puntos O. Abordan dicho andlisis a partir de la construcciébn de la
circunferencia pedida para un punto cualquiera de la mediatriz, explicando que el radio
de la misma debe ser la diferencia entre la distancia desde A a dicho punto y el radio de
la circunferencia Ca (que es un dato). Concluyen asi que el lugar geométrico es TODA
la mediatriz del segmento AB. El siguiente es parte del didlogo en el cual me explican la
situacion:

DC: “No sale ninguno.”
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VM: “¢ Qué significa que no sale ninguno?”
DC: “No tenemos que sacar ningun punto de la mediatriz.”
VM: “Ah! ¢y por qué?”

DC: “Vemos que OA y OB son iguales por pertenecer a la mediatriz entonces la
distancia de O a la circunferencia de centro A y a la circunferencia [de centro] B va
a ser la misma, entonces siempre vamos a encontrar un radio, para todos los

puntos O...”
VM: “¢Y cdmo lo encuentran ese radio?”
IR: “La distancia de O a A menos el radio de la circunferencia de centro A.”

MB: “Te tomas un punto O en la mediatriz. Después trazas un segmento desde ese
punto O a cada uno de los centros de las dos circunferencias [A y B]. Ves que la
distancia al centro va a ser igual a esta distancia menos el radio de la circunferencia

de centro A, o de centro B.”
VM: “¢ Quién es el punto de tangencia para ese O que se tomaron?”

MB: “Ese punto que esté ahi”. [Sefiala la interseccion de la recta trazada por el punto de

la mediatriz con la circunferencia de centro A].
VM: “¢ Bien, y por qué? Ustedes dicen entonces que va a estar alineado con estos, pero
épor qué?”
DC: “Es una circunferencia, pongas donde lo pongas va a estar alineado.”
IR: “Porque es una recta perpendicular...”

En ese momento surge nuevamente la necesidad de utilizar y explicitar la propiedad de

la alineacion de los centros de las circunferencias con el punto de tangencia.

Problema 1 parte b:

Segun los apuntes, este grupo atravesé un proceso parecido al de SA y RS: en un
principio pensaron que el punto medio del segmento AB no era un punto del lugar, pero
después se dieron cuenta de que podian trazar una circunferencia con centro en él y

tangente a las de centros Ay B tal que ellas fueran interiores.
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Esta confusion se debid, en parte, a que ellos explicitaron la manera de encontrar el
radio de la nueva circunferencia como “dist (O, A) — radio de C,", estrategia que no
funciona para el punto medio del segmento AB. Fue necesaria la intervencion docente
para fomentarlos a pensar en otro tipo de circunferencias tangentes, las que dejan a las

de centros Ay B “por dentro”.

Problema 1 parte c:
Resolvieron este caso sin mayor dificultad, de manera analoga al anterior pero sin

dudar ahora y sin explicitar de manera escrita la situacion.

Problema 1 parte d:

En esta parte los estudiantes no explican sus razonamientos, solamente escribieron lo
que transcribo:

“12 parte: LG de O = el plano, por el absurdo.

22 parte: todos los puntos en el plano, por el absurdo, excepto el punto A, centro de la

circunferencia. (Todos los puntos coinciden con la circunferencia cuando A = O).”

Parece ser que los estudiantes llegaron a esa conclusion después de una discusion oral
pero no necesitaron trazar una figura de andlisis para ello ni sintieron la necesidad de
escribir algo mas al respecto. La frase “por el absurdo” podria estar denotando un
intento de justificacion pero no es claro a qué se refieren ni qué razonamiento fue el que
hicieron porque en este caso parece mas natural una demostracioén de tipo constructiva

que una por el absurdo.

Las funciones de la demostracion que se hacen presentes son la de descubrimiento
(para encontrar la figura sostén, en la etapa del “directo” del lugar geométrico), la de
explicacion (de las afirmaciones hechas), la verificacion, aunque sélo en el
“reciproco”: verifican que efectivamente todos los puntos de la mediatriz son posibles
puntos del lugar. También se hacen presentes las funciones de sistematizacién de las
diferentes soluciones para todas las situaciones presentadas y la de comunicacién,

tanto oral como escrita.
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Los esquemas de demostracion presentes son el empirico inductivo, en una primera

instancia, en la que analizan varias situaciones, y el analitico de tipo axiomatico.

Problema 2:
Este grupo comienza trazando una figura de analisis en el papel de manera precisa,

con regla y compas. Cuando terminan comentan:

MB: “Este problema lo tenemos que poner en el Cabri, porque el triAngulo me quedd
muy chiquito.”

Después de analizar la figura en el Cabri, y convencidos de que los puntos A, |y J

guedan alineados, comentan:

MB: “Quedaron alineados.

VM: “¢Y qué ocurre si quedan alineados?”

DC: “No hay triAngulo, no hay circuncentro.”

VM: “¢Y entonces el lugar geométrico qué les da?”

MB: “Cero.

VM: “¢ Cero, 0 sea que un lugar geométrico es un numero?”
IR: “No, vacio.

VM: “Bueno, entonces ahora deberian explicar por qué los puntos quedan alineados.”

Después de un tiempo la docente se acerca nuevamente al grupo y explican lo que

habia quedado pendiente:

MB: “La interseccion de las bisectrices de un triangulo dan en un punto, y si los dos
triangulos comparten uno de los angulos, entonces ese punto va a tener que estar
sobre esa bisectriz... Primero decis que el punto | tiene que estar en la bisectriz del
angulo A, porque | es la interseccion de las bisectrices, y J también, entonces estan

alineados”.
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En sus apuntes escribieron dicho razonamiento de manera simbdlica, a continuacion de

la figura de analisis que habian construido en un principio.

En esta oportunidad se pueden apreciar las funciones de demostracion de explicacion
(observaron experimentalmente que los puntos quedaron alineados, y lo explicaron) y
una vez mas de comunicacion: oral y escrita. Esta Ultima se ve potenciada por el

trabajo en grupo.

Los esquemas de demostracion que se pueden observar son el empirico perceptivo e
inductivo: observando la figura en la pantalla se convencieron de que los puntos

estaban alineados y el analitico axiomatico en la justificacion.

Y.0.,,BMy SN—-Solo Ly P en el problema 1, recurren al Cabri a partir de problema
2

Problema 1 parte a:

Cuando me acerco a este grupo observo que en sus apuntes ya tenian construida una
figura de analisis con las circunferencias exteriores, alguna circunferencia tangente a

ambas, y resaltado en marcador verde la mediatriz del segmento AB.
VM: “¢ Cual piensan ustedes que es el lugar geométrico?”

Y.O.: “La mediatriz del segmento AB”

VM: “¢Y qué estan tratando de ver ahora?”

Y.O.: “Estamos en la explicacion [de la segunda parte, el reciproco], ¢tenemos que

empezar con un punto de la mediatriz y ahi construimos?”

VM: “Si, claro. Tienen que explicar como, a partir de ese punto, encuentran la
circunferencia pedida.”

SN: “Pero las circunferencias de centros A y B ya estan dadas, no?
VM: “Si, esas ya las tenés”.

Y.O.: “Entonces la explicacién es: tomamos O, en la mediatriz del segmento AB, y

trazas la circunferencia de centro O y distancia OD u OC [en su dibujo los puntos
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C y D son los de la interseccion del segmento AB con cada una de las

circunferencias dadas.]”

VM: “¢Y eso sirve para cualquier punto O? ¢Qué ocurre si elijo este otro punto O?
[sefialé un punto para el cual era evidente que el radio a tomar no era el que

sefalaba Y.O.]"
YO: “Nosotros especificamos que C y D son la interseccion...”

SN: “Tenemos que ver cdmo encontrar esta distancia para que la circunferencia te

quede tangente y no corte dos veces.”
YO: ¢Y como la podés encontrar?
SN: “Buscas que sea de 90 grados”.

VM: “Bueno, ahi esta la clave de la cuestion, y les va a llevar una pequefia discusion
acerca de como darse cuenta de cual es el radio de la circunferencia tangente.
Para ello les recomiendo que piensen sobre este caso [se les sefiala el caso en el

que el centro de la circunferencia tangente no est4 alineado con Ay B]".

En los apuntes
presentan un dibujo
como el que se adjunta,
y deducen que los
segmentos AO y OB son
congruentes a partir de
que las distancias de C a
O y de D a O son

iguales, lo que es

claramente insuficiente.
Deducen que las
medidas de los segmentos AO y OB son iguales pero razonando solamente sobre su

figura de analisis, en la que trabajan con un caso particular (O alineado con Ay B)

Agregan, ademas, que ‘usamos la propiedad de tangencia que dice que dos

circunferencias tangentes tienen sus centros alineados con el punto de tangencia.’
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Escriben de manera precisa el argumento para la segunda parte pero no explican por
qué ese algoritmo les conduce a la solucidon buscada, ni si efectivamente se verifican

las condiciones pedidas.

Concluyen que el lugar geométrico de O es efectivamente TODA la mediatriz del

segmento AB.

Problema 1 parte b:
Al igual que otros grupos, este grupo amplié la imagen conceptual de “circunferencias

tangentes” al abordar este caso:

Y.O.: “La primera parte es igual que en el caso anterior, como la distancia de O a A es

igual que la de O a B entonces los puntos O estan en la mediatriz del segmento AB.”
VM: “¢Y la segunda parte?”

SN: “También es parecida, pero este punto no va.” [Sefala el punto de interseccion de

las circunferencias de centros Ay B, que en este caso son tangentes].

VM: “¢ Estan todos de acuerdo que no va? Porque otro de los grupos estaba diciendo
gue si encontraron una circunferencia con centro en ese punto y tangente a las

dadas.”
SN: “Pero va a ser una misma”.

Y.O.: “Ahl, Si, es si: la que es tangente aca.” [Sefiala el punto diametralmente opuesto
al punto medio de AB en la circunferencia de centro A, se puede apreciar en la

figura de la misma parte para la pareja SA - RS].
SN: “Ah, ¢y eso puede ser?”
VM: “Claro, dice tangente, no dice que tenga que ser exterior o interior.”

Y.O. siente entonces la necesidad de volver a la parte a, para revisar si la limitacion

propuesta era correcta a la luz de esta nueva concepcion de circunferencias tangentes:

Y.O.: “Entonces aca también puede ser cuando una... bueno, pero aca no dijimos que

no a ninguna, asi que igual esta bien.”
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En sus apuntes escriben de manera correcta el algoritmo para construir la
circunferencia tangente a las de centros A y B con centro en un punto cualquiera de la

mediatriz del segmento AB. Relatan ademas que

“al principio pensamos que la circunferencia de centro P [interseccion de las
circunferencias de centros A y B] no existia, pero nos dimos cuenta que
existe una circunferencia de radio igual al diametro de Ca 0 Cg, que es el

mismo.”

Nuevamente concluyen que el lugar geométrico de O es toda la mediatriz del segmento
AB.

Problema 1 parte c:
En este caso concluyen sin mayores complicaciones que el lugar geométrico de O es la

mediatriz del segmento AB, basandose en razonamientos similares a los anteriores.

Problema 1 parte d:

Este grupo fue uno de los primeros en observar que en este caso, los puntos de la
circunferencia Ca 0 Cg son también puntos del lugar, porque se puede trazar una
circunferencia con centro en ellos y radio igual al diametro de las circunferencias
originales. El siguiente es parte del dialogo que mantuvieron y en el que llegaron a esa

conclusion:

Y.O.: “Es todo el plano... menos el mismo... [Sefiala la region interior a la circunferencia

de centro A ya trazada).”

SN: “No porque puede haber una circunferencia tangente

aca.”

Y.O.: “Si, puede, mira, con ese centro, trazas una recta, y
donde intersecta ahi...” [Y.O. estaba pensando en una
circunferencia con centro en el interior de la circunferencia

de centro A y tangente a ella “por fuera”, como la punteada

gue se muestra en la figural].
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SN: “No, tiene que ser chiquitita.” [SN pensaba en la circunferencia tangente que queda
“por dentro” de la circunferencia de centro A, como la otra punteada que se muestra

en la figura].
Y.O.: “Si, puede ser asi, si. La circunferencia de centro A queda por dentro.”
SN: “Va a ser tangente aca pero despues...”
Y.O.: “A ver, trazala, ¢donde esta cruzando?” [Y. O. pregunta de manera desafiante]
SN: “Ahl!, tenés razdn, esa también sirve.”

Y.O.: “El centro de la dada tiene que estar entre medio del centro de la [circunferencia]

tangente y el punto de tangencia, y el radio es mayor a la circunferencia dada.”

VM: “Cuéantas condiciones... pero entonces ¢cudles van a ser los puntos del lugar

geométrico?”

SN: “Para mi va a ser cualquiera, siempre este punto [A] va a estar alineado con

cualquier O y puedo hacer esta construccion.”

Y.O.: “Todos menos el mismo punto [A]. Porque si hacés una [circunferencia] para que
toque por lo menos en un punto, te va a quedar la misma circunferencia, por lo tanto

no es tangente.”
VM: “¢Y todo el resto si sirven?”
SN: “Los puntos de la primer circunferencia [la de centro A]...”

Y. O.: “Ah!, claro... esos no te sirven... no, no espera, esos también sirven. Son todos,
todos menos el centro. Para construirla trazas una semirrecta desde aca que pase

por el centro A y donde cruce a la circunferencia dada, ahi tenés el radio.”

SN: “El radio es el diametro de la circunferencia dada.”

A continuacion transcribo lo que escribieron:

“Consideramos que el lugar geométrico del centro O es el plano que contiene a las Cay
Cg, dado que para construir una circunferencia tangente a otra, basta con trazar la
semirrecta del centro de la circunferencia que queremos construir [que puede ser

cualquier punto del plano] que contenga al centro de las circunferencias dadas. Esta
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semirrecta intersecta con la circunferencia dada. El radio de la circunferencia que
gueremos construir es la distancia del centro a la interseccion de la semirrecta, tal que
el centro de la circunferencia dada pertenezca al segmento del radio. Por lo tanto
concluimos que todo punto en el plano puede tener esa semirrecta, todos los puntos
menos el centro de la circunferencia dada, ya que para que interseque por lo menos en

un punto, debe de tener el mismo radio.”

Salvando algunos errores de expresion, es asombroso observar la precisién con que
lograron transmitir la idea que tenian. Si bien algunas de las condiciones impuestas no
es necesaria para la construccién de la circunferencia buscada, explicitan paso por
paso como hacerlo. Se puede observar ademas como cuidaron que en la redaccion del
algoritmo quedara incluido el caso en que el punto escogido para centro es uno de los
puntos de las circunferencias dadas. Analizaron ademas el caso en que el punto
escogido es el punto A, brindando mayor precision a la solucidbn que con la

aproximacion inicial.

En este caso se pueden apreciar las siguientes funciones de la demostracion: la de
descubrimiento: de la figura sostén en un principio y de nuevas maneras de que una
circunferencia sea tangente a otra, mas adelante, la de verificacion: al explicitar el
algoritmo de construccion de la circunferencia para los reciprocos. A través de la
demostracion de que era posible la construccion de la misma, verificaban que algunos
puntos dudosos realmente estaban en el lugar. También se pueden apreciar las
funciones de comunicacion: oral y escrita y sistematizacién en el analisis de los

diferentes casos.

Se hicieron presentes los esquemas de demostraciéon empirico perceptivo (al principio
muy dependiente de la figura de analisis realizada, sin hacer explicitas propiedades que
eran necesarias para la justificacion) y el analitico de transformacién, especialmente
en el abordaje de los casos b, c y d, que fueron analizados realizando analogias con el

primer caso.
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Problema 2:
Este grupo comienza trazando una figura de analisis en el papel de manera precisa,
con regla y compas. Cuando terminan SN comenta que los puntos A, | y J estan

alineados, entonces les pregunto cdmo van a construir el circuncentro que les piden.
SN: “No, no quedan alineados, me quedaron asi por problemas de construccion.”
Y.O.: “Lo que pasé es que tomaste un C que te dio que el angulo sea muy...”

Les propongo entonces que lo construyan utilizando el Cabri y evacuen sus dudas.

Después de unos instantes retomo el dialogo:

Y.O.: “Si vos tenés un triangulo ABC, y el punto D, variable, y vos hacés las bisectrices
de dos angulos... ¢cémo era?... al variar este punto sobre este segmento, la recta

gue pasa por este punto forma una altura, yo lo vi asi.”

VM: “¢Les quedd eso, en todos los casos? ¢Eso explica que los puntos A, | y J estén

alineados? ¢, Qué es | en el triAngulo ABC?”
SN: “La interseccion de bisectrices, pero de los chiquitos.”
VM: “¢Y qué es la semirrecta Al entonces?”

SN: “La bisectriz, del angulo A... Ah!, claro, ya entendi... Estan alineados porque con J

pasa lo mismo y la bisectriz de A va a ser la misma que la bisectriz de...”
Y. O.: “Claro, porque no hay triangulo.”

SN: “Pero entonces no tiene circuncentro, porque no hay triangulo.”

VM: “¢ Qué ocurre entonces con el lugar geométrico?”

Y.O.: “Es cero... bueno, el conjunto vacio.”

En los apuntes escriben de manera muy escueta este razonamiento, sin concluir nada
acerca del lugar geométrico de O. Los estudiantes ya habian pasado un tiempo
considerable concentrados en la tarea y en este momento su atencion y dedicacion

comenzaba a decaer.
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FFyAL-S6loLyP

Problema 1 parte a:

Cuando me acerco a esta pareja observo que tienen en sus apuntes una figura de
analisis acorde a la situacion, y en la cual habian dibujado una de las circunferencias
tangentes pedidas. En un principio parecen tener claro cual es la solucion al problema:
la mediatriz del segmento AB. Pero por otro lado dudan acerca de la misma, ya que si
eligen un punto en la mediatriz, observan que no cualquier circunferencia con centro en

él sera solucion. Al respecto escriben en sus apuntes:

“O tiene que equidistar de Ay B para que Co sea tangente a Ca y Cg pero si el radio de
Co es menor o mayor a BO-r (radio de Cay Cg) entonces no sera tangente.”

Parece ser que estan confundiendo la primer parte del problema (probar que todos los
posibles puntos O deben estar en la mediatriz del segmento AB) con la segunda parte
(analizar cuéales puntos de la mediatriz del segmento AB son los puntos solucion).
Existe ademas una confusion ya que para que un punto de la mediatriz de AB

pertenezca al lugar geométrico, basta con que exista una circunferencia con centro en

él que cumpla lo pedido, no es necesario que sean todas las de centro en él.

FF: “No sabemos como explicar esto, que O va a pertenecer a la mediatriz, pero el

radio tiene que ser esto, 0 sea, BO —r (radio de Cay Cg), porque si es mas grande

va a ser secante, y si es menor va a ser chiquita, no va a cortar.”

VM: “Pienso que lo que tienen que pensar es por qué los puntos O tienen que estar en

la mediatriz del segmento AB.”
FF: “Por que O tiene que equidistar de Ay de B”.
VM: “Bueno, eso es lo que tienen que probar para esta primera parte.”

FF: “Si, pero nuestro problema es que tenemos que decir que el radio tiene que ser
exacto ese que decimos. Tenés que hacer la recta BO, y donde se intersecta con la

circunferencia, ese es el punto que nos sirve.”
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VM: “Eso esta muy bien, pero es lo que tenés que pensar para la segunda parte, para el

reciproco. Ahora tienen que explicar por qué O esta en la mediatriz.”

FF: “Entonces si yo digo que BO tiene que ser congruente con AO, porque estos

radios son iguales y estos también... entonces ¢ya esta?”.
VM: “Muy bien, entonces ya esta, porque O va a tener que estar en la mediatriz de AB.”

FF: “Pero si yo digo eso, me dicen: ah! Si, pero si trazas una circunferencia con ese
centro y chiquita entonces no es tangente a las circunferencias pedidas, porque es

exterior.”

VM: “Claro, porque no significa que todas las circunferencias que tracen con ese centro
van a ser circunferencias solucién, solo te sirve una, que incluso ustedes ya

encontraron como hallarla”.

Después de todo este dialogo, FF y AL logran ordenar bastante sus ideas y escriben en
sus apuntes los razonamientos necesarios para deducir la primera parte, asi como el
algoritmo que permite construir una circunferencia tangente a las pedidas, dado el
punto O en la mediatriz de AB. Concluyen asi que en este caso el lugar geométrico es

toda la mediatriz del segmento AB.

Problema 1 parte b:
En el abordaje de este caso no medi6 intervencion docente alguna. Las conclusiones a
las que llegaron y escribieron en sus apuntes son las siguientes:

“12 parte: igual que en el caso anterior.

22 parte: 1) Tomo O en la mediatriz del segmento AB.
2) OB n Cg = {M’} Si M’ = O no existe C, g
3) Trazo C, gy -

El LG de O es la mediatriz del segmento AB — punto de tangencia entre Ca y Cg.

Como vemos, es uno de los pocos grupos que no logr6 ampliar el espectro de

circunferencias tangentes posibles. Cabe sefalar que ademas de que no hubo
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intervencion docente, esta pareja trabajo de manera mas independiente que el resto de
los grupos, no existié hasta este momento intercambio entre esta pareja y el resto de

los estudiantes.

Problema 1 parte c:
Continuando con un razonamiento similar al empleado en el caso anterior, llegaron a la
conclusiéon de que el lugar geométrico de O es la mediatriz del segmento AB, excluidos

los puntos de interseccién de ambas.

Problema 1 parte d:

En este caso afirman que el LG de O es todo el plano excepto el punto A. Para llegar a
esa conclusién explican de manera precisa y a través de un algoritmo la manera de
construir una circunferencia de centro en cualquier punto del plano y tangente a la
dada, asi como la dificultad de hacerlo si el punto escogido es el mismo A.

Si bien no lo explicitan, parecen tener claro que los puntos de la circunferencia de

centro A dada originalmente también pertenecen al lugar geométrico.

Se pueden apreciar las funciones de la demostracion de descubrimiento de la figura
sostén, de verificacion: al explicitar el algoritmo de construccion de la circunferencia
para los reciprocos. A través de la demostracién de que era posible la construccion de
la misma, verificaban que algunos puntos dudosos realmente estaban en el lugar.
También aparecen las funciones de comunicacion, tanto oral como escrita y la de

sistematizacion: andlisis de los diferentes casos.

Principalmente se hace presente el esquema de demostracién empirico perceptivo (al
principio muy dependiente de la figura de analisis realizada, sin hacer explicitas
propiedades que eran necesarias para la justificacion) pero también se hace explicito el
analitico de transformacién, especialmente en el abordaje de los casos b, c y d, que

fueron analizados realizando analogias con el primer caso.
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A este grupo le llevé mucho tiempo la resolucion de este problema, por lo que no

pudieron abordar el segundo ni el tercero.
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V.f Resumen: funciones y esquemas de demostracion detectados

Funciones de la demostracion

Grupo Problema 1 Problema 2 Problema 3
RSy SA | Descubrimiento, explicacion, | Descubrimiento, Descubri-
sistematizacion y comunicacion verificacion, explicaciéon y | miento,
comunicacion explicacion
y comunica-
cion
MB, DC, | Descubrimiento (para encontrar la | Explicacién (observaron | No fue
IRy FD | figura sostén, en el “directo”) experimentalmente que los | abordado
Explicacion (de las afirmaciones | puntos quedaron alineados, y
hechas) lo explicaron).
Verificacion (solo en el reciproco, | Comunicacién: oral y
verifican que efectivamente todos los | escrita.
puntos de la mediatriz son posibles
puntos del lugar).
Sistematizacién
Comunicacién (oral y escrita)
Y.O., BM | Descubrimiento: de la figura sostén | Descubrimiento, No fue
y SN en un principio y de nuevas maneras | explicacién de la alineacion | abordado
de que una circunferencia sea | de los puntos.
tangente a otra, mas adelante.
Verificacion: al  explicitar el
algoritmo de construccion de la
circunferencia para los reciprocos. A
través de la demostracion de que era
posible la construccion de la misma,
verificaban que algunos puntos
dudosos realmente estaban en el
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lugar.
Comunicacion: oral y escrita.
Sistematizacion: andlisis de los

diferentes casos.

FFy AL

Descubrimiento: de la figura sostén.
Verificacion: al  explicitar el
algoritmo de construcciéon de la
circunferencia para los reciprocos. A
través de la demostracion de que era
posible la construccion de la misma,
verificaban que algunos puntos
dudosos realmente estaban en el
lugar.

Comunicacion: oral y escrita.
Sistematizacion: andlisis de los

diferentes casos.

No fue abordado

No

fue

abordado
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Esquemas de demostracion

Grupo Problema 1 Problema 2 Problema 3

RS y SA | Externo-autoritario, empirico- | Empirico-perceptivo y | Analitico-
perceptivo y analitico- | Analitico-axiomatico axiomatico
axiomatico

MB, DC, | Empirico inductivo: primero | Empirico  perceptivo e | No fue

IRy FD | analizan varias situaciones. inductivo: observando la | abordado
Analitico-axiomético figura en la pantalla se

convencieron de que los
puntos estaban alineados.
Analitico axiomatico en la
justificacion.

Y.O., BM | Empirico perceptivo (al | Empirico perceptivo y | No fue

y SN principio muy dependiente de la | analitico axiomatico en la | abordado

figura de analisis realizada, sin | justificacion de la alineacion
hacer explicitas propiedades | de los puntos.
que eran necesarias para la
justificacion).
Analitico de transformacion,
especialmente en el abordaje
de los casos b, ¢ y d, que
fueron analizados realizando
analogias con el primer caso.

FFy AL | Empirico perceptivo (al | No fue abordado No fue
principio muy dependiente de la abordado
figura de andlisis realizada, sin
hacer explicitas propiedades
gque eran necesarias para la
justificacion).

Analitico de transformacion,
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especialmente en el abordaje
de los casos b, ¢ y d, que

fueron analizados realizando

analogias con el primer caso.

En general, puede observarse que si bien no todos los estudiantes que abordaron la
actividad arribaron a las soluciones esperadas en el tiempo del que disponian, e incluso
la mayoria de los grupos no llegaron a explorar la totalidad de los problemas
propuestos, para todos fue una experiencia enriquecedora en cuanto a los procesos del
razonamiento que se vivenciaron en cada caso. Por otra parte, también en esta parte
de la experiencia pudo cumplirse el objetivo docente de detectar en cada grupo cuales
funciones de la demostracion se hacian presentes y qué esquemas de demostracion

manifestaron los estudiantes.

Es interesante destacar que en este caso todos los grupos de estudiantes presentaron
esquemas de demostracion de tipos empirico-inductivos y analitico-axiomaticos, asi
como lograron explicitar de forma escrita y oral sus razonamientos. Ademas, en todos
los grupos se hicieron presentes varias de las funciones de la demostracion, en
diferentes grados y con diferentes niveles de profundidad en el desarrollo de los

razonamientos.

En muchas oportunidades los estudiantes presentaron un esquema de tipo axiomatico
deductivo desde un principio, al razonar sobre la figura de analisis e intentar predecir la
posicion del centro de la circunferencia. Sin embargo, al igual que como ocurrio con el
grupo analizado previamente, en muchas ocasiones los esquemas de tipo axiomatico-
deductivos se manifestaron después de haber transitado por un esquema de tipo
inductivo, momento en la cual los estudiantes analizaban varios casos para descubrir el
resultado o convencerse del mismo. Esta estrategia se hizo evidente en el caso de los

estudiantes RS y SA cuando abordaron el tercer problema.

En suma, la experiencia realizada permiti6 cumplir con el objetivo planteado en un
principio que era el de detectar y analizar los esquemas y funciones de la demostracion

presentes en los razonamientos de los estudiantes al enfrentarse a problemas de
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construccion y de hallar lugares geométricos. Los estudiantes participaron de la misma
de forma muy entusiasta en general, se comprometieron con la actividad a pesar de
saber de antemano que no era una actividad que afectara directamente sobre su
calificacion.

En el siguiente capitulo se incluyen las reflexiones derivadas de esta experiencia y del

trabajo en general de la investigacion.
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Capitulo 6: Reflexiones finales

Se presentan en este capitulo algunas reflexiones que han ido surgiendo a lo largo de
la investigacién y aquéllas que resultan del analisis y la sistematizacion de los datos
recogidos, tanto en el aspecto empirico como en el de revision bibliogréafica tedrica.
Este capitulo, que representa un cierre para el presente trabajo, constituye por un lado
una revision de la labor realizada para dar respuesta a las preguntas propuestas y
analizar la obtencion de los objetivos formulados. Por otro lado, también se exponen
otras conclusiones que no se habian previsto al inicio del trabajo. Por ultimo, se
plantean interrogantes pendientes, dejando una puerta abierta a nuevos caminos que
se abren para futuras investigaciones que permitan abordarlas y encontrar algunas

respuestas.

Vl.a Respuestas a las preguntas planteadas vy revisién de objetivos

Repasaremos entonces los objetivos y preguntas concebidas al inicio de la
investigacion para ir explicitando las respuestas encontradas. El primer objetivo
propuesto hacia referencia al analisis de la inclusién de la demostracion en geometria, y
en particular del tema “Lugar Geométrico” en los programas de Matematica de la
Educacion Media Superior (EMS) en Uruguay. Se buscaba entonces dar respuesta a
interrogantes del tipo ¢ por qué mecanismos se validan las ideas matematicas y, en
particular, las analizadas? ¢ COomo se consensuan esas ideas matematicas? ¢,Por qué y
cOmo sobreviven en la practica educativa? ¢ Como se difunden? Y mas particularmente,
dentro de ese cuestionamiento general, una pregunta concreta: ¢la demostracién es un
tema, es una practica o es una habilidad a desarrollar por los estudiantes dentro del

curriculo?

Después del andlisis realizado, se concluy6 en primer lugar que la demostracion como
tal no es un tema o item explicito dentro de ninguno de los programas de Matematica
de la EMS. Como se mencioné en el Capitulo Ill, parece ser que la respuesta es que la
demostracion es considerada como una habilidad a desarrollar instaurada de
manera implicita entre los docentes, y a la vez una préactica que la mayoria de los
profesores de Mateméatica intentamos introducir en nuestras clases de

Bachillerato. Pero existen al dia de hoy pocos consensos explicitos acerca de para
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qué introducirla en el aula, de qué manera y cuales son las probleméaticas concretas
gue estan asociadas a ella y que permiten a los estudiantes desarrollar los procesos

argumentativos asociados.

En lo que respecta al andlisis de como se introduce y cuando el estudio de los lugares
geomeétricos en el programa de secundaria, se pudo observar que si bien aparece
dentro de los contenidos programaticos para primer afio de EMS, no es asi en el curso
de Geometria Métrica de segundo afio de EMS, orientacion Cientifica. Sin embargo, por
otro lado, forma parte del discurso escolar actual en dicho curso: es un item de
evaluacion seguro en la prueba final, que puede hacer decidir la aprobacion o no del
examen por parte de un estudiante™. Esto conduce a pensar, entonces, que seria
recomendable que este tema se haga explicito a nivel curricular, vinculandolo con
el resto de los temas del programa y estableciendo un orden y tiempo tentativos a

dedicar.

Otro de los objetivos propuestos fue el de analizar y describir las producciones de los
estudiantes cuando se enfrentan a la resolucién de problemas que involucran variacion
de puntos en una situacion geométrica particular —de lugares geométricos y de
construccion— en lo que refiere a los esquemas de demostracion y procesos que se
hacen presentes, asi como a las funciones que la demostracion adopta en la resolucion.

En el capitulo IV se explicitan las preguntas referidas en concreto a este aspecto.

Para lograr este objetivo se realizd una investigacion de tipo cualitativo con estudiantes
del curso de Geometria de segundo afio de EMS. Como se pone de manifiesto en el
Capitulo V la meta fue alcanzada, lo que significa de por si que plantear este tipo de
problemas genera en el aula un ambiente propicio para que los estudiantes
transiten las diferentes funciones de la demostracion, resignificandola como una
de las habilidades a desarrollar dentro de su cultura matematica y su formacion
como ciudadano en general. /[/lamplie esta ultima idea y su fundamentacion// A su vez,
también se detectd que este tipo de problema permite al estudiante, y especialmente

al docente, detectar cuél es el esquema de demostracion que esta atravesando

1 En los dltimos dos afios de Bachillerato en Uruguay algunas de las materias, segin la orientacion, tienen examen
final obligatorio. Este es el caso del curso de Geometria Métrica de 5° afio Cientifico.
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quien lo intenta resolver, lo que es un buen punto de partida para saber como
intervenir para lograr esquemas de demostracion mas elaborados. Por lo tanto, se
erige este tema como una herramienta fundamental para favorecer en nuestros

estudiantes el desarrollo de razonamientos de tipo axiomatico-deductivo.

El dltimo de los objetivos propuestos era explorar como el abordaje de problemas de
lugares geométricos y de construccion puede ayudar a los estudiantes a mejorar su
concepcion de demostracion en matematica y geometria en particular asi como sus
maneras de conjeturar resultados y sus modelos de justificacién. En suma, la intencion
era analizar si este tipo de problemas presenta al estudiante situaciones en las que se
favorezca el desarrollo de procesos argumentativos. La pregunta a la que se intenté dar
respuesta era: ¢De qué manera intervienen los elementos anteriores (funciones de la
demostracion, procesos involucrados y esquemas de demostracion) para que los

estudiantes logren exitosamente demostrar las conjeturas formuladas?

En este sentido la investigacion empirica arrojo resultados interesantes. Por un lado se
analizé en particular las producciones de dos estudiantes —ambos trabajaron en forma
individual y pertenecen al primero de los grupos con los que llevé a cabo la experiencia
definitiva'®~, que son los que presentan esquemas de demostracién mas pobres y a la
vez sblo vivenciaron a la demostracion en su rol de descubrimiento. Se detectd
entonces que presentaban un esquema de demostraciéon empirico-perceptivo™® y que
Su razonamiento estaba ‘estancado’. Parece ser que ese tipo de esquema representa
un obstaculo dificil de sortear a la hora de transitar hacia un esquema de demostracion
mas elaborado y que incluya razonamientos de tipo deductivo. Por otro lado, se
constatd que otros alumnos presentan esquemas de demostracibn empirico-
inductivos'* y producen después demostraciones de tipo analitico-axiomaticas™® (que
involucran razonamientos de tipo deductivos). Esto puede resultar llamativo, ya que
tradicionalmente se piensa que hay que “prohibir” a los estudiantes que hagan muchas

posiciones para un mismo punto. Sin embargo, parece ser que a los alumnos les es Uutil,

12 Este grupo se describe en el apartado d del Capitulo 1V y sus producciones se describen en los apartados a, by ¢
del Capitulo V.

13 Seguin la clasificacion formulada por Sowder y Harel a la que se hace referencia en el Cap. 2.

“ Tdem.

> [dem.
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y no siempre significa un obstaculo para producir demostraciones deductivas sino que
por el contrario representan una via para alcanzar ese tipo de demostracion. Pareceria
que los estudiantes comienzan vivenciando a la demostracibn en su rol de
descubrimiento a través de la induccion, y profundizan después ese proceso,
haciéndose presentes los roles de explicacion de por qué el resultado es esa figura y no

otra, y de verificacion y comunicacion del mismo.

La conclusion a la que se puede arribar en ese aspecto es, pues, que parece ser que
los esquemas de demostracion externos o el empirico perceptivo representan
obstaculos a la hora de generar argumentos deductivos para justificar un
resultado. Por otro lado, en la mayoria de los casos en los que se presentan esquemas
de tipo analitico-axioméaticos, ocurre que los estudiantes habian pasado previamente
por un proceso de exploracion, en el que se detecta un esquema de demostracion de
tipo empirico inductivo. A su vez, esas son también las situaciones en los que la
demostracion se hace presente en una mayor variedad de funciones. Se podria
entonces deducir que, a diferencia de lo que tradicionalmente se piensa —que el hecho
de que el estudiante repita la figura en diferentes posiciones puede representar un
obstaculo para producciones mas elaboradas— este tipo de esquema constituye un

antecedente necesario para una demostracion de tipo axiomatico-deductiva.

Esto puede ser relevante cuando pensamos que la GD es una herramienta ideal para
desarrollar el tipo de razonamiento empirico inductivo ya que permite al estudiante
construir infinidad de posiciones para una figura en un tiempo muy reducido. El riesgo
que algunos investigadores y profesores sienten de que el estudiante no aprenda a
desarrollar razonamientos deductivos por utilizar en exceso programas de GD (Mason,
1991, citado en Hanna, 2001) se veria entonces reducido si generamos situaciones de
aprendizaje en la que los estudiantes sientan como necesario profundizar en el

problema e intentar explicar lo que descubren.

Queda entonces una pregunta pendiente: ¢ qué tipo de trabajo previo es necesario para
qgue los estudiantes logren ir mas alla de las demostraciones externas y empirico-

perceptivas, que son las que representan obstaculos para razonamientos mas
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elaborados? ¢ A través de qué procesos los estudiantes pueden atravesar esa barrera?

¢En qué etapa de la escolarizacion se debe abordar?

VI.b Reflexiones acerca de la relevancia del tema

Una vez analizado el logro de los objetivos originales y respondidas las preguntas
propuestas, puede resultar interesante mencionar otro tipo de reflexiones que surgen
ahora que se esta comenzando a dar un cierre a esta investigacion. Al pretender
alcanzar el primero de los objetivos planteados se observé que el tema “lugares
geomeétricos” no se hace explicito en el programa del curso de Geometria de segundo
afio de EMS, en donde, paraddjicamente, se hace presente no sélo en el discurso
escolar efectivo sino también como un item de evaluacion que puede hacer decidir la
aprobacion del examen por parte de un estudiante. Se deduce entonces que es
recomendable que se incluyera a nivel curricular. Ahora, ¢por qué se considera

relevante el estudio del tema y la explicitacién de reflexiones elaboradas en torno a él?

En primer lugar, a partir del analisis de las producciones de los estudiantes se puede
descubrir que el tema Lugares Geométricos es un tema dentro del listado implicito de
contenidos a abordar en el curso de Geometria Métrica que involucra a la demostracion
desde sus diferentes roles y que a su vez permite detectar qué esquemas de
demostracion presenta un estudiante, con el objetivo de favorecer que logre desarrollar
esquemas de demostracibn mas elaborados. En segundo lugar, se observa que a
diferencia del tratamiento usual de la demostracion (exposicién por parte del profesor
de resultados y demostraciones ya fabricadas y que aportan poco aprendizaje
significativo a los estudiantes), este tipo de problema ofrece a los estudiantes una
oportunidad Unica de acercarse de manera significativa a la demostracién en geometria.
Estas razones hacen que éste sea realmente un tema que vale la pena seguir
trabajando con los estudiantes y tiene que hacerse presente de manera explicita en el
listado de contenidos del curso, a la vez que pueden explicar el por qué ha sobrevivido
en las practicas reales de los docentes a pesar de que no se mencionen de forma

explicita a nivel curricular.
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Nuestro pais esta atravesando un proceso de cambio en lo que respecta al aspecto
socio-politico, fruto del cambio de gobierno en marzo de 2005. Se hace evidente que el
tema educacion no queda ajeno a las discusiones que a raiz de ello se estan
suscitando, por lo que es un momento de reflexibn en el que se estan elaborando
nuevos programas y planes. Por eso parece relevante comunicar los resultados de este
trabajo, que puede aportar una nueva mirada sobre un tema conocido por todos los

profesores de Matemaética.

Independientemente del tipo de reforma que se implemente, es razonable suponer que
uno de los objetivos centrales de la EMS en nuestro pais seguira siendo, como es en la
actualidad, el “desarrollo y [la] profundizacion de la autonomia intelectual, el
pensamiento critico y la capacidad de problematizacion” (Comision T.E.M.S., 2002; N°3,
1). El cuestionamiento que hoy se hace presente al respecto es: ¢de qué manera
logramos la viabilidad de este objetivo a través de las diferentes disciplinas? En lo que
respecta a la educacién matematica en particular, cabe cuestionarse: ¢efectivamente
las clases de matematica en la EMS en Uruguay promueven este objetivo? ¢ Se hacen
explicitos de alguna manera en los contenidos programéticos? ¢, Se hacen presentes en

alguna de las practicas implicitas de los docentes? ¢ En cuales?

Es en este sentido que el tratamiento del tema “Lugares Geométricos” en el aula parece
ser altamente recomendable. Como fue puesto de manifiesto en el analisis de las
producciones de los estudiantes, ese es un tema en el que se puede apreciar con
transparencia su pensamiento y que permite investigar las estrategias a seguir para

favorecer su desarrollo.

Por otro lado, surge una pregunta ineludible: en los paises en los que, como el nuestro,
este tipo de problemas si se trabajan: ¢ son los profesores que dictan el curso realmente
conscientes de la herramienta que tenemos entre manos? ¢ Se estd aprovechando esta
herramienta con el fin de favorecer el desarrollo de la capacidad deductiva y un
pensamiento autdbnomo y critico en los alumnos? No basta la sola implementacion del
tema como parte del curriculo, sino que ademas los profesores tienen la
responsabilidad de ser plenamente conscientes de los procesos que ponen en juego los

alumnos cuando resuelven ese tipo de problemas, y deberian comenzar a elaborar y
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explicitar estrategias para aprovechar al maximo la herramienta. Para eso es necesario

comenzar a quebrar la estructura tradicional del tratamiento del tema proponiendo
problemas que escapen a las situaciones tradicionales. Entre otras cosas se pueden
proponer problemas diferentes a los tradicionales, en los que el elemento variable es
generalmente un punto y que tienen siempre como solucidbn una recta, una
circunferencia o una seccién de ellas. En la actividad propuesta en este estudio se
presentan modelos de problemas en los que el elemento que varia es en ocasiones una
recta (podria haberse manejado también una medida) y la solucién es el conjunto vacio,

0 so6lo un punto, o todo el plano, por ejemplo.

Seria interesante dejar también una reflexion planteada: en los paises en los que este
tipo de problemas no se trabaja en el aula, ¢no seria conveniente que si se hiciera? Tal
vez se esté desperdiciando una buena oportunidad de analizar los razonamientos de
los estudiantes y colaborar en el desarrollo de su pensamiento critico y capacidad de

problematizacion.

VI.c Reflexiones acerca de la vinculacidon con otras lineas de investigacion dentro

de la Mateméatica Educativa

Se presentan a continuaciéon algunas reflexiones referidas a la vinculacion del estudio
realizado con otras lineas de investigacion en Matemética Educativa. El estudio de las
producciones de los estudiantes en la resolucion de problemas de lugares geométricos
revelé que es importante, a la hora de lograr éxito en cuanto al descubrimiento de
nuevos resultados y a su justificacion, el fijarse en las invarianzas de la situacion. En
general, los estudiantes que son capaces de diferenciar entre los elementos variables y
los que permanecen fijos presentan mas posibilidades de arribar a una solucion y lograr
convencerse a si mismos y a sus comparieros de la misma. Comenzd entonces a surgir
una nueva pregunta: ¢se podra plantear una relacion entre la necesidad de analizar la
variacion en la figura geométrica y la teoria del pensamiento y lenguaje variacional en la
introduccién al andlisis desarrollada, entre otros autores, por Cantoral y Farfan (1998)?
¢, Sera provechoso para la Matematica Educativa encontrar vinculos entre ambas lineas

de investigacion? //no es clara la vinculacién que propone para estas lineas//
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La linea de investigacion del pensamiento y lenguaje variacional fundamenta, a través

de varios estudios, que un abordaje desde el andlisis de la variacion puede ser muy
provechoso en la introduccion al calculo. En particular se plantea la prediccion como eje
central a partir de la cual se desarrollan y difunden las ideas en el calculo, desde su
génesis. Puede suceder que ese mismo tipo de abordaje es el que se precise para la
resolucion de problemas de lugares geométricos y de construccion: la prediccion de la
posicion de un punto o el andlisis de su comportamiento al variar bajo ciertas
condiciones dadas. Como lo sefialan Cantoral y Farfan (1998), tradicionalmente se
considera al precalculo como una serie de procedimientos y algoritmos algebraicos o
provenientes de la geometria analitica, pero dejando de lado los argumentos visuales.
¢Puede ser el tema lugares geométricos, desde el tratamiento que se le da en
Geometria Métrica, una herramienta indicada para compensar esta ausencia de

argumentos geometricos?

En definitiva, el estudio de las conicas se vio impulsado en parte por la necesidad de
predecir la posicién de una particula o el comportamiento de cierta magnitud (del Rio,
1994). Y este mismo estudio es el que encuentra en la génesis de las funciones
analiticas tal como hoy las estudiamos en el aula (Cantoral y Farfan, 1998).
Considerando este enfoque, podemos pensar que el estudio de lugares geométricos
puede ser una herramienta que prepare el camino para la formacion del pensamiento
variacional en los estudiantes aprovechando, entre otras cosas, que en nuestro
curriculo el acercamiento a la geometria ocurre previo al célculo formal. Por otra parte,
este planteo también tiene un sustento cognitivo: segun plantea la linea del desarrollo
del pensamiento variacional, “previo al estudio del célculo se precisa de la adquisicion
de un lenguaje grafico” que permita a los estudiantes “transitar entre los contextos
algebraico, geométrico, numérico, icénico y verbal con cierta versatilidad” (Cantoral y
Farfan, 1998; 6). Estos autores opinan que una de las componentes fundamentales
para ello es la intuicion. Precisamente el pensamiento geométrico —en particular la
resoluciéon de problemas de Lugares Geométricos— es un ambito ideal para favorecer

los procesos intuitivos.
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VI.d Preguntas pendientes vy futuras lineas de investigacion

La investigacion realizada pretende constituir un punto de partida para comenzar a
analizar el tema de la demostracion en geometria en la Educacién Media Superior en el
Uruguay. Ha sido util para tomar conciencia de lo poco que se ha analizado y escrito en
el pais al respecto y de lo mucho que queda por hacer. Después de este trabajo
permanecen muchas preguntas pendientes y se pueden plantear a partir de él

interesantes lineas de investigacion futura.

En primer lugar puede hacerse referencia a lo que hace a la elaboracion de estrategias
exitosas por parte de nuestros estudiantes para desarrollar un pensamiento deductivo.
En ese sentido, puede plantearse ahora una pregunta algo mas precisa que la que se
hacia al principio de la investigacion: ¢qué tipo de trabajo previo es necesario realizar
con los estudiantes para fomentar el desarrollo de esquemas de demostracion de tipo
empirico inductivos? Y, a su vez, queda un trabajo pendiente: ¢cdmo ayudarlos a que
los esquemas externos y empirico-perceptivos no los conduzcan a callejones sin
salida? ¢A través de qué procesos los estudiantes pueden enfrentarse de manera

exitosa con esos obstaculos?

Uno de los caminos que pueden resultar validos para transitar es el de analizar los
antecedentes de los alumnos, tanto en lo que hace a su formacion anterior en
Matematica como a su formacion en el resto de las disciplinas. Sera entonces necesario
asumir que la formacion de un espiritu critico y reflexivo en nuestros estudiantes es una
responsabilidad que se extiende a educadores de todos los ciclos y todas las
disciplinas, y trabajar en consecuencia. Tal vez el camino a recorrer sea el
cuestionarse, tanto a nivel personal de cada docente como a nivel institucional, cuales
son y cudles deberian ser las normas establecidas explicita e implicitamente en el aula:
¢en qué consiste y hacia déonde conduce el contrato didactico que se pacta con los

estudiantes?

En segundo lugar, puede observarse que aun queda mucho trabajo por hacer y material
a analizar en lo que hace al comportamiento de los docentes en cuanto a la toma de
conciencia de la poderosa herramienta que se tiene cuando se trabaja con problemas

de Lugares Geométricos en el aula. En este sentido, se puede comenzar por analizar el
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tratamiento que tiene el tema durante el curso —a través de observacion de clases, de
entrevistas o del estudio del desarrollo de clase—, las evaluaciones propuestas y los
resultados obtenidos. El trabajo realizado por Orrico para la Comision de
Transformacién de la Educacién Media Superior (2003) puede ser un buen punto de
partida para seguir profundizando en esta direccion, no solamente por las conclusiones
a las que llega sino también y en especial por las preguntas pendientes y lineas futuras

de investigacion que propone.

Algunas de las interrogantes que quedan por responder en lo que hace a este aspecto
de la evaluacion son las que propuse al principio de la investigacion y no he dado

respuesta en este trabajo, pero sera interesante retomar:

e ¢;Son los problemas de lugares geométricos adecuados para evaluar los procesos

en torno a la demostracion que los estudiantes ponen en practica en Geometria?

e Saber resolver problemas de lugares geométricos, ¢es un indicador de logro

adecuado para evaluar la capacidad de demostracion?

e (COmo crear pruebas relevantes y representativas para evaluar la capacidad de

demostracién en el aula?

En tercer lugar, cabe mencionar tres aspectos que no fueron analizados en este estudio
por considerar que agregaria un grado de complejidad que excederia los objetivos del
trabajo de tesis de Maestria. El primero de ellos es analizar cémo influye el trabajo en
parejas o en equipo en el desarrollo del pensamiento deductivo de los estudiantes, en
contraposicion con un trabajo individual. Desde la concepcion de la demostracion y los
procesos argumentativos en general como una practica netamente social, que se
construye en un contexto cultural determinado que le otorga un significado particular, es
esa una variable que resulta ineludible investigar. Si bien en este estudio se optd por
dejar de lado el analisis de dicha variable para permitir el estudio en profundidad de
otras, pienso que puede ser el objetivo de una investigacién futura. Mientras es un tema
ya analizado a nivel mundial, en Uruguay aun no existen investigaciones o

publicaciones al respecto.

Otra variable que se opté por no analizar en este trabajo y que puede resultar

interesante en este contexto es el posible efecto de la introduccién en el curso de
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Geometria Métrica de la Geometria Dinamica como herramienta para abordar
problemas y descubrir nuevos resultados. Como fue mencionado al explicar la
experiencia, se dejo la libertad a los estudiantes de trabajar en computadoras o en lapiz
y papel, por lo que puede ser interesante volver a aplicar una actividad a estudiantes

para comparar los resultados obtenidos con y sin la utilizacion de programas de GD.

El tercero de los aspectos que creo que seria interesante analizar es el tratamiento del
tema en los libros de texto —ya sean uruguayos como extranjeros— que actualmente se
utilizan en el curso de Geometria Métrica de segundo afio de EMS en Uruguay. Hay
mucho por estudiar al respecto, ya que la experiencia de la practica educativa concreta
propia y de otros docentes conduce a pensar que es poco comun gque se pida a les
estudiantes que tengan al libro de texto como referencia en este tema. ¢, Por qué es asi?
¢ Es necesario incluir un nuevo tratamiento del tema en los libros de texto? ¢ Qué tipo de
tratamiento? ¢ Los profesores efectivamente lo utilizarian, o seguirian con sus practicas

habituales?

Por ultimo, seria interesante dejar planteado un cuestionamiento de corte mas tedrico, y
es el referido a la vinculacién del tratamiento del tema Lugares Geométricos en un
curso de Geometria Métrica con la teoria del desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional a la cual hice referencia en el apartado ‘c’ de este capitulo. ¢Se puede
considerar a este tema como un antecedente para el desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional en nuestros alumnos? Para llevar a cabo esta investigacion seria
necesario elaborar una investigacion de corte socioepistemoldgico especifica que sea
compatible con las realizadas en el area del desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional. Esa investigacion puede conducir a la elaboracién de situaciones didacticas
gue vinculen uno y otro tema, su puesta en practica y su evaluacion para el analisis de

producciones.
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