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1. Introducción.
En este informe técnico se presenta un estudio teórico y experimental, respecto de las
condiciones suficientes para convergencia, aprendizaje y recuperación de patrones en las Memorias
Heteroasociativas Morfológicasmax, dado un conjunto fundamental para la fase de aprendizaje y
un conjunto de patrones de prueba parala fase de recuperación de patrones

Las memorias asociativas han merecido la atención de numerosos investigadores internacionales
desde hace más de cuatro décadas. Uno de los pioneros fue el científico alemán Karl Steinbuch
quien, a principios de la década de los sesenta, ideó, desarrolló y aplicó laLernmatrix (Steinbuch,
1961; Steinbuch & Frank, 1961).

La Lernmatrix constituye un antecedente crucial en el desarrollo de los modelos actuales de
memorias asociativas, y constituye uno de los primeros intentos exitosos de codificar información
en arreglos cuadriculados conocidos comocrossbar (Simpson, 1990).

Once años después de que Steinbuch dio a conocerLernmatrix, dos investigadores concluyeron
y presentaron ante al comunidad científica internacional sus trabajos de investigación. Apoyado
por la UCLA, a principios de 1972 James A. Anderson desarrolló y presentó suInteractive
Memory (Anderson, 1972), y meses más tarde, Teuvo Kohonen, a la sazón profesor de laHelsinki
University of Technology, dio a conocer ante el mundo susCorrelation Matrix Memories
(Kohonen, 1972).Los trabajos de Anderson y Kohonen dieron lugar al modelo que actualmente
se conoce con el nombre genérico deLinear Associator.

Es pertinente mencionar un hecho curioso, que se ha presentado en personajes dedicados a otras
ramas de la ciencia: James A. Anderson y Teuvo Kohonen obtuvieron resultadosasombrosamente
similares a pesar de que trabajaron independientemente, alejados, y sin tener noticia uno del otro,
hasta tiempo después de que aparecieron los artículos; además, estos autores tienen formaciones
profesionales totalmente diferentes: Andersones neurofisiólogo (estadunidense) y Kohonen es
físico e ingeniero eléctrico (finlandés) (Anderson & Rosenfeld, 1990; Kohonen, 1989).

Si 1972 fue el año de los pioneros en el área de las memorias asociativas, 1982 fue el año de
John J. Hopfield. Su artículo de ese año (Hopfield, 1982), publicado por la prestigiosa y respetada
National Academy of Sciences (en susProceedings), impactó positivamante y trajo a la palestra
internacional su memoria asociativa.

Las autorizadas voces de los editores del compendioNeurocomputing (Anderson, & Rosenfeld
(Eds.), 1990) aseguran que la era moderna de las memorias asociativas (y de las redes neuronales)
nace a raíz de la publicación del artículo de Hopfield; afirman que el éxito de este artículo se debe
en gran parte a que, además de tener un estilo claro, coherente y sofisticado, fue escrito por el
distinguido y reconocido físico John J. Hopfield,“en cuyas manos la teoría se convierte en algo
legítimo y respetable”.

La formación como físico del autor queda de manifiesto cuando declara que en los sistemas físicos
constituidos por un gran número de elementos simples, las interacciones entre estos elementos
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dan lugar a fenómenos colectivos (las orientaciones de los dominios en sistemas magnéticos y los
patrones de vórtices en sistemas defluidos ejemplifican esta afirmación).

A partir de estas consideraciones, Hopfield se pregunta si la interacción de elementos simples
de procesamiento similares a lasneuronas, cuyo modelo simplificado se conocía desde hacía
cuatro décadas (McCulloch & Pitts, 1943), da lugar a la aparición de propiedades computacionales
colectivas, tales como la estabilidad de memorias; acto seguido, el autor afirma que en
efecto, su artículo de 1982 demuestra que este tipo de propiedades computacionales aparecen
espontáneamente.

La capacidad de aprendizaje y almacenamiento, la eficiencia en la respuesta o recuperación de
patrones, la rapidez y la inmunidad al ruido, son tópicos de interés entre los investigadores que
se dedican a estudiar estos modelos con el fin deproponer variaciones y generalizaciones que, a
la postre, se traduzcan en nuevos modelos de memorias asociativas con ventajas claras sobre los
modelos conocidos y que, además, sean propicios para su aplicación directa en problemas reales.

Así, se han propuesto esquemas alternativos ante los clásicos (o variaciones de éstos), cuyos
autores aseguran que sus modelos de memorias asociativas hacen gala de gran capacidad de
almacenamiento (Chen & Honavar, 1995; Graham & Willshaw, 1995; Imada & Araki, 1995;
Adeodato & Taylor, 1996; Storkey 1997; Bosch & Kurfess, 1998; Jagota, Narasimhan & Regan,
1998); exhiben más rapidez que otras (Kinser, 1995); prueban ser eficientes en cuanto a la
recuperación de patrones (Hely, Willshaw & Hayes, 1997; Sommer & Palm, 1998) o se han
implementado en hardware (Kennedy, Austin & Cass, 1995; Krikelis, & Weems, 1997; Stright,
Coffield, & Brooks, 1998).

Existen equipos de investigación que han dirigido sus esfuerzos a incorporar las bondades de
las técnicas aleatorias en los esquemas para memorias asociativas (Kanerva, 1988; Browne, &
Aleksander, 1996; Villanueva, & Figueroa, 1998). Las indefectibles aplicaciones de las memorias
asociativas también han dado lugar a relevantes proyectos y trabajos de investigación (Herrmann, &
Sodini, 1992; Schwenk & Milgram, 1995;Gori, Lastrucci & Soda 1996; Silver, Glover & Stonham,
1996; Jørgensen 1997; Hattori & Hagiwara, 2000).

En esta vorágine de aportaciones e innovaciones, la aparición, desarrollo, aplicaciones y
consolidación de las memorias asociativas morfológicas representó un salto cualitativo en la
concepción y desarrollo de las memorias asociativas, por las características propias de las
operaciones morfológicas, que permitieron ventajas de las memorias asociativas morfológicas
respecto de los modelos conocidos (Ritter, Sussner & Diaz-de-Leon, 1998; Ritter, Diaz-de-
Leon & Sussner, 1999); con objeto de proporcionar una muestra de la magnitud de este salto
cualitativo, mencionaré que al funcionar en unode los posibles modos (autoasociativo), las
memorias asociativas morfológicas tienen respuesta perfecta y capacidad infinita de aprendizaje
y almacenamiento (Díaz-de-León & Yáñez, 1999).

Un hecho que puede ser importante en el contexto delas potencialidades de la tecnología de punta a
niveles de seguridad nacional, es que investigadores delAir Force Research Lab. de los Estados
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Unidos implementaron las memorias asociativas morfológicas en hardware VLSI (Stright, Coffield,
& Brooks, 1998).

En este informe técnico se estudian las condiciones suficientes para convergencia, aprendizaje
y resuperación perfecta de patrones reales n-dimensionales en las Memorias Heteroasociativas
Morfológicas max. Los resultados se sustentan con apoyo de experimentos computacionales
simulados para algunos conjuntos fundamentalesde patrones para la fase de aprendizaje y un
conjunto de patrones de prueba para la fase de recuperación.

2. Memorias asociativas.
El propósito de esta sección es plantear de manera diáfana y concisa el problema inherente al
funcionamiento de las memorias asociativas. Por su naturaleza, este problema se escinde en dos
fases claramente distinguibles:

1. Fase deaprendizaje (generación de la memoria asociativa)

2. Fase derecuperación (operación de la memoria asociativa)

Para estar en condiciones de realizar el planteamiento del problema, es preciso previamente
proporcionar los conceptos básicos, las notaciones y la nomenclatura relacionados con el diseño
y funcionamiento de las memorias asociativas.

Los conceptos básicos son conocidos tres décadas ha, y se presentan como originalmente fueron
establecidos en las referencias (Kohonen, 1972, 1977, 1987, 1989; Anderson, 1972; Anderson &
Bower, 1977; Anderson & Rosenfeld, 1990; Hassoun, 1993, 1995, 1997).

El propósito fundamental de una memoria asociativa es recuperar patrones completos a partir de
patrones de entrada que pueden estar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado. De
acuerdo con esta afirmación, unamemoria asociativaM puede formularse como un sistema de
entrada y salida, idea que se esquematiza a continuación:

x −→ M −→ y

El patrón de entrada está representado por un vector columna denotado porx y el patrón de
salida, por el vector columna denotado pory.

Cada uno de los patrones de entrada forma unaasociación con el correspondiente patrón de salida.
La notación para una asociación es similar a la de una pareja ordenada; por ejemplo, los patrones
x y y del esquema forman la asociación(x,y).

Para facilitar la manipulación algebraica de los patrones de entrada y de salida, los denotaremos
con las mismas letras negrillas,x y y, agregándoles números naturales como superíndices para
efectos de discriminación simbólica. Por ejemplo, a un patrón de entradax1 le corresponderá un
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patrón de saliday1, y ambos formarán la asociación(x1,y1); del mismo modo, para un número
entero positivok específico, la asociación correspondiente será(xk,yk).

La memoria asociativaM se representa mediante unamatriz cuya componenteij-ésima esmij

(Palm, Schwenker, Sommer & Strey, 1997); la matrizM se genera a partir de un conjunto finito
de asociaciones conocidas de antemano: éste es elconjunto fundamental de asociaciones, o
simplementeconjunto fundamental. Se denota porp la cardinalidad del conjunto fundamental
(p es un número entero positivo).

Si µ es un índice, el conjunto fundamental se representa de la siguiente manera:

{(xµ,yµ) | µ = 1, 2, ..., p}

A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto fundamental, se les llamapatrones
fundamentales.

La naturaleza del conjunto fundamental proporciona un importante criterio para clasificar las
memorias asociativas. Si se cumple quexµ = yµ ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}, se dice que la memoria
es autoasociativa; de otro modo, la memoria esheteroasociativa (Kohonen,1972). Para una
memoria heteroasociativa se puede afirmar lo siguiente:∃µ ∈ {1, 2, ..., p} para el que se cumple
quexµ 6= yµ.

Es posible que los patrones fundamentales sean alterados con diferentes tipos de ruido. Para
diferenciar un patrón alterado del correspondientepatrón fundamental, usaremos la tilde en la parte
superior; así, el patrónexk es una versión alterada del patrón fundamentalxk, y el tipo de alteración
que representaexk se evidenciará en el contexto específico donde se use.

Si al presentarle a la memoriaM un patrón alteradoexω como entrada (ω ∈ {1, 2, ..., p}), M
responde con el correspondientepatrón fundamental de salidayω, se dice que la recuperación es
perfecta. Unamemoria perfecta es aquella que realiza recuperaciones perfectas para todos los
patrones fundamentales.

Naturalmente, también los patrones de salida pueden ser alterados; por ejemplo, siy3 es un patrón
fundamental, entoncesey3 representa una versión alterada dey3.

Abundemos en la caracterización de los patrones de entrada, de salida y de la matrizM.

Primeramente se requiere la especificación de dos conjuntos a los que llamaremos arbitrariamente
A y B. La importancia de estos dos conjuntos radica en que las componenetes de los vectores
columna que representan a los patrones, tanto de entrada como de salida, serán elementos del
conjuntoA, y las entradas de la matrizM serán elementos del conjuntoB.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la elección de estos dos conjuntos, por lo
que no necesariamente deben ser diferentes o poseer características especiales. Esto significa que
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el número de posibilidades para escogerA y B es infinito; a continuación se ejemplifican algunas
de ellas:

• A = B = R, dondeR es el símbolo que representa al conjunto de los números reales.
• A = R y B = {0, 1}.
• A = B = {0, 1}.
• A = B = {−1, 1}.
• A = R y B = {−1, 1}.
• A = Z y B = {−1, 1}, dondeZ es el conjunto de los números enteros.
• A ⊂ Z y B ⊂ Z

Cada uno de los modelos de memorias asociativas que se incluyen en esta colección, posee sus
propias especificaciones para los conjuntosA y B , de acuerdo con las necesidades del creador del
modelo en cuestión.

Ya que se tienen especificados los conjuntosA y B, es necesario establecer las dimensiones de los
patrones, tanto de entrada como de salida.

Seanm,n números enteros positivos. Se denota porn la dimensión de los patrones de entrada, y
porm la dimensión de los patrones de salida; claramente, nada impide que los valores dem y den
sean iguales. Aún más, uno de los requisitos que debe cumplir una memoria autoasociativa es que
la dimensión de los patrones de entrada sea igual a la dimensión de los patrones de salida; por otro
lado, si en una memoria sucede quem 6= n, es evidente que la memoria debe ser heteroasociativa.

Cada vector columna que representa a un patrón de entrada tienen componentes cuyos valores
pertenecen al conjuntoA, y cada vector columna que representa a un patrón de salida poseem
componentes cuyos valores pertenecen al conjuntoA. Es decir:

xµ ∈ An y yµ ∈ Am ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}

La j-ésima componente de un vector columna se indica con la misma letra del vector, pero sin
negrilla, colocando aj como subíndice (j ∈ {1, 2, ..., n} o j ∈ {1, 2, ...,m} según corresponda).
La j-ésima componente de un vector columnaxµ se representa por

xµj

Ejemplos:

• La i-ésima componente del vector columnaxµ se representa porxµi
• La tercera componente del vector columnax5 se representa porx53
• La j-ésima componente del vector columnayµ se representa poryµj
• La l-ésima componente del vector columnayω se representa poryωl
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Al usar el superíndicet para indicar el transpuesto de un vector, se obtienen las siguientes
expresiones para los vectores columna que representan a los patrones fundamentales de entrada
y de salida, respectivamente:

xµ = (xµ1 , x
µ
2 , ..., x

µ
n)

t =


xµ1
xµ2
...
xµn

 ∈ An

yµ = (yµ1 , y
µ
2 , ..., y

µ
m)

t =


yµ1
yµ2
...
yµm

 ∈ Am

Con lo anterior, es ya posible presentar el planteamiento delproblema general de las memorias
asociativas:

1. Fase de aprendizaje. Encontrar los operadores adecuados y una manera de generar una matriz
M que almacene lasp asociaciones del conjunto fundamental{(x1,y1) , (x2,y2) , ..., (xp,yp)},
dondexµ ∈ An y yµ ∈ Am ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}. Si ∃µ ∈ {1, 2, ..., p} tal quexµ 6= yµ, la
memoria seráheteroasociativa; si m = n y xµ = yµ ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}, la memoria será
autoasociativa.

2. Fase de recuperación. Hallar los operadores adecuados y las condiciones suficientes para
obtener el patrón fundamental de salidayµ, cuando se opera la memoriaM con el patrón fun-
damental de entradaxµ; lo anterior para todos los elementos del conjunto fundamental y para
ambos modos: autoasociativo y heteroasociativo. Exhibir y caracterizar, además, el ruido que
puede soportar la memoria en el patrón de entradaexω, para entregar una salida perfectayω.

3. Memorias Heteroasociativas Mofológicas max.
La diferencia fundamental entre las memorias asociativas clásicas y las morfológicas, radica en que
los fundamentos operacionales de lasmemorias asociativas morfológicas, se encuentran en las
operaciones morfológicas de dilatación y erosión. Estas memorias rompieron el esquema utilizado
a través de los años en los modelos de memorias asociativas clásicas, que utilizan operaciones
convencionales entre vectores y matrices para la fase de aprendizaje, ysuma de productos para
recuperar patrones.

Las memorias asociativas morfológicas, por otro lado, usanmáximos o mı́nimos de sumas para
la fase de aprendizaje, ymáximos o mı́nimos de sumas para la fase de recuperación (Ritter,
Sussner & Diaz-de-Leon, 1998; Ritter, Diaz-de-Leon & Sussner, 1999). La información que se
expone a continuación constituye un resumen ilustrativo del diseño, operación y características
de las memorias asociativas morfológicas y estátomada libremente del contenido de estas dos
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referencias (las cuales contienen, en total, 17 teoremas y cuatro corolarios) y de (Díaz-de-León &
Yáñez, 1999).

Hay dos tipos de memorias asociativas morfológicas: las memoriasmax, simbolizadas conM, y
las memoriasmin, las cuales se simbolizan conW; en cada uno de los dos tipos, las memorias
pueden funcionar en ambos modosheteroasociativo y autoasociativo. Nótese, de entrada, esta
ventaja que poseen las memorias asociativas morfológicas respecto de la memoria Hopfield, la cual
se diseñó para funcionar sólo como memoria autoasociativa.

El conjunto fundamental será{(xµ,yµ) | µ = 1, 2, ..., p} con

xµ =


xµ1
xµ2
...
xµn

 ∈ An y yµ =


yµ1
yµ2
...
yµm

 ∈ Am

Antes de iniciar, es necesario definir dos nuevas operaciones entre matrices en términos de las
operaciones+, ∨ y ∧, con el fin de poder expresar las fases de aprendizaje y recuperación de las
memorias asociativas morfológicas.

SeaD una matriz[dij ]m×p y H una matriz [hij ]p×n cuyos términos son números enteros.

El producto máximo de D y H, denotado porC = D 5 H, da como resultado una matriz
C = [cij]m×n y se define de la siguiente manera:

cij =

p_
k=1

(dik + hkj) (1)

Existen dos casos particulares de suma importancia en la aplicación delproducto máximo.

El primer caso es cuandoD es una matriz de dimensionesm × n y H es un vector columna de
dimensiónn. Al aplicar la expresión 1 para calcular el producto máximoC = D5H cuandoD es
una matriz[dij]m×n y H es un vector columna de dimensiónn [hi]n se obtiene un vector columna
C de dimensiónm, cuyai-ésima componente es:

ci =
n_

j=1

(dij + hj) (2)

El segundo caso es cuando se realiza elproducto máximo entre un vector columna de dimensión
m por un vector fila de dimensiónn; en ambos vectores se cumple quep = 1.
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Al aplicar la expresión 1 para calcularC = D5H siendoD un vector columna de dimensiónm
y H un vector fila de dimensiónn, se obtiene una matrizC = [cij]m×n :

cij =
1_

k=1

(dik + hkj) = (di1 + h1j)

expresión en la que se puede eliminar el subíndice 1, para quedar finalmente que la componentecij
de la matriz[cij ]m×n que resulta delproducto máximo entre un vector columnaD de dimensión
m por un vector filaH de dimensiónn es:

cij = (di + hj) (3)

Similarmente, elproducto mı́nimo C = D4H se define así:

cij =

p^
k=1

(dik + hkj) (4)

Al aplicar la expresión 4 para calcular el producto mínimoC = D 4H cuandoD es una matriz
[dij ]m×n y H es un vector columna de dimensiónn [hi]n se obtiene un vector columnaC de
dimensiónm, cuyai-ésima componente es:

ci =
n̂

j=1

(dij + hj) (5)

Y la componentecij del producto mı́nimo entre un vector columnaD de dimensiónm por un
vector filaH de dimensiónn es:

cij =
1̂

k=1

(dik + hkj) = (di1 + hj1) = (di + hj) (6)

Las expresiones anteriores contienen a los operadores máximo
W

y mínimo
V

, los cuales están
íntimamente ligados con los conceptos de las dos operaciones básicas de la morfología matemática:
dilatación y erosión, respectivamente (Serra, 1992; Haralick, Sternberg, & Zhuang, 1987; Ritter,
Sussner & Diaz-de-Leon, 1998); de ahí el nombre de memorias asociativasmorfológicas.

Las memorias morfológicas heteroasociativasmax utilizan elproducto mı́nimo para ambas fases:
aprendizaje y recuperación de patrones. Además, en la fase de aprendizaje juega un papel relevante
el operadormáximo; de ahí el nombre de memoriasmax.
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3.1 Fases de aprendizaje y recuperación

La fase de aprendizaje consiste de dos etapas:

1. Aplicando la expresión 6, para cada una de lasp asociaciones(xµ,yµ) se encuentra la matriz
yµ4 (−xµ)t de dimensionesm× n, donde(−xµ)t = (−xµ1 ,−xµ2 , ...,−xµn):

yµ4 (−xµ)t =


yµ1
yµ2
...
yµm

4 (−xµ1 ,−xµ2 , ...,−xµn)

yµ4 (−xµ)t =



[yµ1 + (−xµ1 )] [yµ1 + (−xµ2 )] · · · £
yµ1 + (−xµj )

¤ · · · [yµ1 + (−xµn)]
[yµ2 + (−xµ1 )] [yµ2 + (−xµ2 )] · · · £

yµ2 + (−xµj )
¤ · · · [yµ2 + (−xµn)]

...
...

...
...

[yµi + (−xµ1 )] [yµi + (−xµ2 )] · · · £
yµi + (−xµj )

¤ · · · [yµi + (−xµn)]
...

...
...

...
[yµm + (−xµ1)] [yµm + (−xµ2)] · · ·

£
yµm + (−xµj )

¤ · · · [yµm + (−xµn)]



yµ4 (−xµ)t =



yµ1 − xµ1 yµ1 − xµ2 · · · yµ1 − xµj · · · yµ1 − xµn
yµ2 − xµ1 yµ2 − xµ2 · · · yµ2 − xµj · · · yµ2 − xµn

...
...

...
...

yµi − xµ1 yµi − xµ2 · · · yµi − xµj · · · yµi − xµn
...

...
...

...
yµm − xµ1 yµm − xµ2 · · · yµm − xµj · · · yµm − xµn


(7)

2. Se aplica el operadormáximo
W

a lasp matrices para obtener la memoriaM.

M =

p_
µ=1

£
yµ4 (−xµ)t¤ = [mij ]m×n (8)

de manera que laij-ésima componente de la memoriaM se expresa así:

mij =

p_
µ=1

¡
yµi − xµj

¢
(9)

La fase de recuperación consiste en realizar el producto mínimo4 de la memoriaM con un
patrón de entradaxω, dondeω ∈ {1, 2, ..., p}, para obtener un vector columnay de dimensiónm:
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y =M4 xω (10)

De acuerdo con la expresión 5, lai-ésima componente del vectory es:

yi =
n̂

j=1

¡
mij + xωj

¢
(11)

3.2 Ejemplo

Se usarán tres parejas de patrones conp = 3, n = 5 y m = 3.

x1 =


1
0
1
0
1

 y1 =

 1
0
0

 ; x2 =

1
1
0
0
1

 y2 =
 0
1
0

 ; x3 =

1
0
1
1
0

 y3 =
 0
0
1



Para llevar a cabo el primer paso de la fase de aprendizaje, se encuentra la matrizyµ 4 (−xµ)t de
dimensiones3× 5 para cada una de las parejas del conjunto fundamental (expresión 7).

y14 (x1)t =
 1− 1 1− 0 1− 1 1− 0 1− 1
0− 1 0− 0 0− 1 0− 0 0− 1
0− 1 0− 0 0− 1 0− 0 0− 1

 =

 0 1 0 1 0
−1 0 −1 0 −1
−1 0 −1 0 −1



y24 (x2)t =
 0− 1 0− 1 0− 0 0− 0 0− 1
1− 1 1− 1 1− 0 1− 0 1− 1
0− 1 0− 1 0− 0 0− 0 0− 1

 =

 −1 −1 0 0 −1
0 0 1 1 0
−1 −1 0 0 −1



y34 (x3)t =
 0− 1 0− 0 0− 1 0− 1 0− 0
0− 1 0− 0 0− 1 0− 1 0− 0
1− 1 1− 0 1− 1 1− 1 1− 0

 =

 −1 0 −1 −1 0
−1 0 −1 −1 0
0 1 0 0 1


El segundo paso de la fase de aprendizaje consiste en aplicar el operador máximo a las tres matrices
(expresión 8).

M =

 0 1 0 1 0
−1 0 −1 0 −1
−1 0 −1 0 −1

W −1 −1 0 0 −1
0 0 1 1 0
−1 −1 0 0 −1

W −1 0 −1 −1 0
−1 0 −1 −1 0
0 1 0 0 1



M =

 0 ∨ (−1) ∨ (−1) 1 ∨ (−1) ∨ 0 0 ∨ 0 ∨ (−1) 1 ∨ 0 ∨ (−1) 0 ∨ (−1) ∨ 0
(−1) ∨ 0 ∨ (−1) 0 ∨ 0 ∨ 0 (−1) ∨ 1 ∨ (−1) 0 ∨ 1 ∨ (−1) (−1) ∨ 0 ∨ 0
(−1) ∨ (−1) ∨ 0 0 ∨ (−1) ∨ 1 (−1) ∨ 0 ∨ 0 0 ∨ 0 ∨ 0 (−1) ∨ (−1) ∨ 1


10



La memoriaM queda así:

M =

 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1


Para la fase de recuperación de patrones, se realiza el producto mínimo entre la memoriaM y cada
uno de los tres patrones de entrada del conjunto fundamental (expresiones 10 y 11).

y =M4 x1 =
 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1

4

1
0
1
0
1

 =

 ∧5j=1(m1j + x1j)
∧5j=1(m2j + x1j)
∧5j=1(m3j + x1j)



=

 (0 + 1) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1)
(0 + 1) ∧ (0 + 0) ∧ (1 + 1) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1)
(0 + 1) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1) ∧ (0 + 0) ∧ (1 + 1)

 =

 1
0
0

 = y1

y =M4 x2 =
 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1

4

1
1
0
0
1

 =

 ∧5j=1(m1j + x2j)
∧5j=1(m2j + x2j)
∧5j=1(m3j + x2j)



=

 (0 + 1) ∧ (1 + 1) ∧ (0 + 0) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1)
(0 + 1) ∧ (0 + 1) ∧ (1 + 0) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1)
(0 + 1) ∧ (1 + 1) ∧ (0 + 0) ∧ (0 + 0) ∧ (1 + 1)

 =

 0
1
0

 = y2

y =M4 x3 =
 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1

4

1
0
1
1
0

 =

 ∧5j=1(m1j + x3j)
∧5j=1(m2j + x3j)
∧5j=1(m3j + x3j)



=

 (0 + 1) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1) ∧ (1 + 1) ∧ (0 + 0)
(0 + 1) ∧ (0 + 0) ∧ (1 + 1) ∧ (1 + 1) ∧ (0 + 0)
(0 + 1) ∧ (1 + 0) ∧ (0 + 1) ∧ (0 + 1) ∧ (1 + 0)

 =

 0
0
1

 = y3

¥

3.3 Condiciones para convergencia, aprendizaje y recuperación per-
fecta de patrones

Los resultados que aquí se presentan provienen de varias fuentes. Algunos son resultados originales
publicados en las referencias (Ritter, Sussner & Diaz-de-Leon, 1998; Ritter, Diaz-de-Leon &
Sussner, 1999; Díaz-de-León & Yáñez, 1999 y Yáñez-Márquez, 2002); y los demás, son resultados
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originales de los autores de este informe técnico, obtenidos durante el desarrollo del Proyecto
de Investigación CGPI-20020210 tituladoInvestigación de las condiciones suficientes para
convergencia, aprendizaje y recuperación de patrones en las memorias asociativas morfológicas.
La información se expone a continuación en forma de lemas, teoremas y corolarios, explicando en
cada caso la motivación, las consecuencias y los puntos clave que deben ser verificados en la etapa
experimental.

El Teorema 1 especifica ciertas condiciones que debe cumplir una memoria heteroasociativa
morfológicamax, para aprender el conjunto fundamental{(xµ,yµ) | µ = 1, 2, ..., p} y recuperar
de maner aperfecta los patrones de entrada, cuando se le presentan a la memoria, sin ruido.

Teorema 1: M es perfecta si y sólo si para cadaµ = 1, 2, ..., p, cada renglón de la matriz£
yµ4 (−xµ)t¤−M contiene una entrada cero.

Este importante teorema puede escribirse de manera diferente, para facilitar la implementación
experimental. A continuación se presenta la segunda versión del Teorema 1:

Teorema 1 (bis): M4 xω = yω para todoω = 1, ..., p si y sólo si para cada índice de fila
i = 1, ...,m existen índices de columnajεi ∈ {1, ..., n} tales quemijωi

= yωi − xωjωi para todo
ω = 1, ..., p.

Una consecuencia inmediata de este teorema se expresa en el Corolario 1.1:

Corolario 1.1:M4 xω = yω para todoω = 1, ..., p si y sólo si para cada índice de filai = 1, ...,m
y cadaγ ∈ {1, ..., p} existen índices de columnajγi ∈ {1, ..., n} tales que

xγ
jγi
=

p^
ε=1

³
xεjγi
− yεi

´
+ yγi

El Teorema 1 y el Corolario 1.1 garantizan una considerable mejora en la capacidad de
almacenamiento de las memorias morfológicas heteroasociativasmax con respecto a las memorias
clásicas, así como mejores condiciones para recuperar patrones limpios de manera perfecta.

Mientras que los resultados anteriores están relacionados con el desempeño de la memoria
asociativa para el caso en que se le presentan a la memoria patrones sin ruido, una pregunta de sumo
interés con respecto al desempeño de una memoria asociativa es: ¿qué cantidad, y qué tipo de ruido
se puede permitir como distorsión para los patrones de entrada sin sacrificar la respuesta (salida)
perfecta?. Para el caso de las memorias clásicas, es un hecho que aun sin distorsión en la entrada,
no es plausible esperar una respuesta perfecta. Para las memorias morfológicas heteroasociativas
max, en cambio, es permisible la existencia de ruidossin perder la propiedad de respuesta perfecta.
La forma del ruido permisible está dada por el siguiente teorema:

Teorema 2: Para γ = 1, ..., p sea exγ una versión distorsionada del patrónxγ. Entonces
M4 exγ = yγ si y sólo si se cumple que:

12



exγj ≥ xγj ∧
m_
i=1

Ã^
ε 6=γ
[yγi − yεi + xεi ]

!
∀j = 1, ..., n

y para cada índice renglóni ∈ {1, ...,m} existe un índice columnaji ∈ {1, ..., n} tal que:

exγji = xγji ∧
Ã^

ε 6=γ

£
yγi − yεi + xεji

¤!

Otro hecho muy importante y digno de resaltar es que las memorias heteroasociativas morfológicas
maxno requieren convergencia; es decir, son capaces de responder en forma perfectaen un solo
paso. En general, las memorias asociativas morfológicas no son retroalimenrtadas, sonone-shot.

3.4 Disquisiciones experimentales

En esta sección se describe el tipo de ejemplos que inspiraron los experimentos realizados para
verificar cuantitativamente los resultados de la sección anterior relacionados con las condiciones
para convergencia, aprendizaje y recuperación perfecta de patrones.

En la figura 1 se presenta la respuesta perfecta de una memoria heteroasociativa morfológicamax
al presentársele como entradas los patrones superiores, en donde el conjunto fundamental tenía
como salidas los patrones inferiores.

Figura 1

La figura 2 ilustra la recuperación perfecta de patrones alterados con 20 % de ruido aditivo, por una
memoria morfológica heteroasociativamax. Como es posible apreciar, estas memorias son bastante
robustas al ruido aditivo.

Figura 2
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Es preciso hacer hincapié en un resultado experimental que el equipo de investigación encontró:
no obstante que las memorias heteroasociativas morfológicasmaxson robustas a cantidades muy
grandes de ruido aditivo, son muy sensibles a pequeñas cantidades de ruido sustractivo. Esa es una
de las desventajas de las memorias heteroasociativas morfológicasmax.

4. Epílogo.
En este informe técnico se han estudiado, tanto teórica como experimentalmente, las condiciones
suficientes para convergencia, aprendizaje y recuperación perfecta de patrones reales n-
dimensionales en las Memorias Heteroasociativas Morfológicasmax. Los resultados se sustentan
con apoyo de experimentos computacionales simulados para algunos conjuntos fundamentales
de patrones para la fase de aprendizaje y un conjunto de patrones de prueba para la fase de
recuperación.

Se ha descubierto experimentalmente que las memorias heteroasociativas morfológicasmaxson
robustas a ruido aditivo, pero sensibles a ruidosustractivo. Además, dado que son memoriasone-
shot, no tienen problemas de convergencia.
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