Capitulo 3

Multiprocesadores y
multicomputadoras

3.1. Introduccion

Las computadoras paralelas pueden clasificarse grosso modo en dos gru-
pos:

1. Multiprocesadores, con arquitectura de memoria compartida. Se com-
ponen de un arreglo de procesadores y un banco de memoria comuin
conectados a través de un bus rapido o uno de los varios tipos de
red de interconexién dindmica multietapas. En esta arquitectura los
procesadores se comunican mediante la lectura o escritura a la memo-
ria comun o compartida.

2. Multicomputadoras, con arquitectura de memoria distribuida, es decir,
no compartida. En esta arquitectura se tiene un arreglo de microproce-
sadores, cada uno con su propia memoria local, interconectados en un
esquema estdtico. Los procesadores se comunican mediante el envio y
recepcién de mensajes.

En este capitulo estudiaremos las caracteristicas principales de ambas arqui-
tecturas sin entrar en detalles de alguna méquina comercialmente disponible.
Resulta importante destacar que en las implementaciones desarrolladas en
el transcurso del presente trabajo, ha sido utilizada una multicomputadora
de componentes comunes, cuya arquitectura también ha sido denominada
de tipo Beowulf[11].
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3.2. Multicomputadora de hipercubo

3.2.1. Estructura recursiva del hipercubo

Sean N y b dos enteros tales que N > b > 2. Sea k un entero tal que
bVl < N <b*. Sea (m) ={0,1,2,---,m — 1}.

Un hipercubo de N nodos en base b, denotado como hipercubo (N,b, k),
es un grafo G = (V, E), donde

V=Az|z=(zpzp_1-x1)p Aa; € (b)}
es decir, los nodos estan etiquetados con nimeros en base b, y

E={(z,y) |,y e VAIA<j<k)(x; #y; AV # J)zi = i) }-

Esto es, dos nodos en G estdn conectados si y solo si sus etiquetas difieren
en exactamente un digito en base b.

Si N = b* entonces el grafo G es un hipercubo (N,b, k) completo de
dimension k o simplemente un cubo (N, b, k). En cualquier otro caso, G es
denominado un hipercubo (N, b, k) incompleto.

El hipercubo (N, b, k) admite una caracterizacién recursiva simple. Si A
es un conjunto de cadenas sobre (b), entonces definimos

B=zA={za|ac ANz e (b)} (3.1)
donde za es la cadena que resulta de concatenar x y «. Definamos una
secuencia de conjuntos V@ parai=0,1,---,k —1, donde

v — U v, (3.2)
ze(b)

i .
y Vx( ) se define recursivamente como

VO = {z}, (3.3)

V) =gV =D (3.4)

para toda x € (b). Se deduce que Vx(i) consiste en el conjunto de cadenas
de longitud 7 + 1, cuyo caracter mas a la izquierda es x. Ademds, para toda
x € (b)

Vi9I=1y VOl =b, (35)
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y, para toda i > 1y x € (b),
Vi =y VO =, (3.6)
Sea GO definido como
G0 — (V(O),E(O)), (3.7)
donde V(©) se define como en (3.2) y

BO ={(s,0) | 5,6 VO, s <1}, (3:8)

Se puede observar que G(© es un grafo completo sobre VO y que

b(b—1
|EO)| = b-1 (3.9)
2
Definamos ahora
G =M, EM), (3.10)

donde ViV esté definido de (3.2) a (3.4),y
EY = {(wa,28) | (o, 8) € EO}. (3.11)

Esto es, G(xl) se obtiene simplemente de anadir el prefijo x a cada uno de

los nodos de G(©) y, COmMO consecuencia, Gg}) es isomorfo a G(©), para toda

x € (b).
Sea
a) — (V(l),E(l)), (3.12)

donde V(M) esté definido de (3.2) a (3.4), y

EW = U EM U {(sa,tﬂ)|a eV®istevVOas< t} . (3.13)
z€(b)

Es evidente que
IEW| =b?(b—1). (3.14)

En otras palabras, primero tomamos b copias de G(©) y las renombramos

como chl) para z € (b). Si consideramos cada uno de esos Gg(ﬁl) como un

supernodo, se obtiene G construyendo un cubo de base b sobre ellos. Un

supernodo G;(,;l) estd conectado a un supernodo Gz(,l) si y solamente si un
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(1) (1)

nodo za en Gy estd conectado a su correspondiente nodo yo en Gy, 7, para
cada o en V(0
En general, G® estd definido por

GO = (v ), (3.15)
donde V) esté definido de (3.2) a (3.4), y

B = U EW U {(sa,tﬂ)\a eVl s te VO As < t} . (3.16)
z€(b)

De (3.16) se tiene la relacién de recurrencia

b+ (b —1)

B9 =blEY) 4 T2,

(3.17)

cuya solucion es

B0 = %b@*l(b _ ). (3.18)

Teorema 3.1 Para j > 1, el grafo GY=Y) definido en forma recursiva an-
teriormente, es un cubo (b7,b,7).

Demostracion

(Por induccidn) De las definiciones (3.7) y (3.8) se sigue que G(9) es un cubo
(b,b,1). Supongamos que el enunciado del teorema se cumple para j =i — 1.
Para mostrar que se cumple en el caso de j = i, considérese

Gl — (v, gy,

De acuerdo a (3.16), las aristas de E® gse dividen en dos grupos: las que
estadn en G(xi) y las que interconectan diferentes Gg). Como las Gg(ci) son
isomorfos a GG~ por hipétesis de induccién todas las aristas en Eg) satis-
facen la definicién del hipercubo. Por otra parte, por la manera en que estdn
definidas, las aristas del segundo grupo satisfacen la definicién del hipercubo

dada al inicio de esta seccion. [

Teorema 3.2 Sean d, k y m enteros positivos. Entonces un cubo (dmk ,d™m,
k) contiene un cubo (d™F,d™/? kp) para todo entero positivo p que divide a
m.
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Demostracion

Considérense dos nodos x y y en el cubo (N,d*,t) con s < m. Sean x =
TpXy—1 - T2T1 Y Y = YYe—1 - - - y2y1 donde x; y y; pertenecen a (d®). Con-
siderando al mismo par de nodos en el cubo completo (N,d™, k), sean
T = TpTp—1-"-T2T1 Y Y = YxYk—1 - - - Y2y1 donde T; y y; pertenecen a (d™).
Dado que s < m y m = ps, se tiene que (d*) es un subconjunto de (d™) y
que Ty = TpTp—1--T1, T3 = TpTop—1 - Tpt1 Y, €n general, para 1 < i < k,

Ti = TipTip—1 " L(i~1)p+1-

De forma similar se relacionan las y; y las y;.
Existe una arista que conecta a z y y en el cubo (N,d*,t) si y solo si
existe 1 < ¢ <t tal que x4 # yq y ©; = y; para i # q. Por lo tanto

Trq/p] 7 Ulq/p] ¥ Tj = Yj Para toda j 7 m ;

esto es, x y y son nodos adyacentes en el cubo (N,d™, k). O

3.2.2. Propiedades topolégicas de un cubo (N, b, k)

A continuacién enunciaremos algunas de las propiedades topolégicas mas
relevantes de los hipercubos (N, b, k) completos.

Lema 3.3 Sib= N, entonces el cubo (N, N, 1) es un grafo completo sobre
N nodos.

Demostraciéon
Se sigue inmediatamente de la definicién del hipercubo. [J

Teorema 3.4 En un cubo (N,b, k) completo,
1. El grado de cada nodo es (b—1)logy N, y

2. Euzisten un total de 1(b—1)Nlog, N aristas.

Demostracion
Para cada enunciado del teorema tenemos:

1. Los nodos en G*~1) estan etiquetados con enteros de k digitos en
la base b. Por construccién, un nodo estd conectado por una arista
a cada uno de los nodos cuyas etiquetas difieren en exactamente un
digito. Dado que hay b — 1 nodos que difieren en un digito dado y hay
un total de k = logy, IV digitos, el grado de cada nodo es (b— 1) log, N.

'Para una exposicién més detallada consultar [54], pp. 67-98.
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2. De lo anterior, y dado que hay un total de N nodos, se sigue que el

numero total de aristas es %(b —1)Nlogy N.

g

Teorema 3.5 El didmetro de un cubo (N,b, k) es log, N.

Demostracion

El didmetro es el maximo de la distancia méas corta entre un par de nodos
en G~ Es evidente que este méaximo se tiene cuando las etiquetas de un
par de nodos difieren en cada uno de los k digitos. Como hay k = log, N
digitos, el teorema se cumple. [

Como el didmetro esta relacionado al retraso de las comunicaciones entre
nodos, los algoritmos implementados en cubos de base b, para b > 2, tendran
menor retraso en las comunicaciones que los cubos de base 2.

El siguiente teorema nos proporciona un algoritmo para construir un
esquema de interconexion de IN procesadores con un diametro determinado
de antemano.

Teorema 3.6 Dados N y d, existen k y b tales que el didmetro del cubo
(N,b, k) es menor o igual a d.

Demostracion
Definiendo b = [N'/?], se construye recursivamente el cubo (b%, b, d). Si se
remueven los nodos de (N +1) a b? con las correspondientes aristas, el grafo
resultante tendra la propiedad requerida. [J

A continuacién, estableceremos algunas propiedades de las trayectorias
en un cubo (N,b, k). Sean z y y un par de nodos cualquiera, donde x =
TpTg—1""L1 Y Y = YkYk—1"""Y1.

Sea Hp(z,y) la distancia de Hamming entre = y y, definida como el
nimero de digitos base b en los cuales difieren z y y.

Por ejemplo, H»(1110,1001) = 3.

Definimos z|y; como el nodo cuya etiqueta se obtiene reemplazando al
digito z; en « por y;. De manera similar, definimos z|z; < j como el nodo
cuya etiqueta se obtiene al reemplazar el i-ésimo digito x; por j € (b).

Teorema 3.7 Sea Hy(x,y) =t. Entonces,

1. La distancia minima entre el nodo x y el nodo y es t.

2. Ezisten un total de (b— 1)k trayectorias disjuntas entre el nodo x y el
nodo y, de las cuales
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a) t trayectorias son de longitud t,
b) t(b— 2) trayectorias son de longitud t + 1, y
c) (k—1t)(b—1) trayectorias son de longitud t + 2,

donde bF = N.
Demostraciéon
Sean i1 < i9 < --- < iz las posiciones de los t digitos en los cuales difieren

x y y. La trayectoria mas corta entre x y y se obtiene al ir reemplazando
sucesivamente en x los t digitos en los cuales difiere de y. Por lo tanto, una
trayectoria de x a y es

Tr— w’yil - (m‘ym)‘ylz T ( e ((w’yil)’in) o ')’yit =Y.

Si en lugar de iniciar en el digito 1, iniciamos primero en el digito i; y
convertimos hasta el digito i;, para después corregir del digito ¢; hasta el
ij—1, podremos generar las t trayectoria de x a y. Es claro, por la manera en
que se construyen las trayectoria, que son disjuntas. Con ésto, se prueban
tanto el inciso (1) como el inciso (2)(a). Ahora, para demostrar el inciso
(2)(b), tomemos la trayectoria

z = (2li; — ) = = (Yly; —5) =y,

donde z;; #sy yi, #5,y s € (b).
Como
Hb(x‘xij — Svy‘y’i]‘ — S) =t-1,

la trayectoria anterior es de longitud t+ 1. Ademas, existen ¢t — 1 trayectorias
disjuntas entre (z|z;; < s) y (ylyi;; < s). Dado que existen b — 2 posibles
valores para s, variando el valor de j de 1 hasta ¢ obtenemos las t(b — 2)
trayectorias de longitud ¢ + 1.

Para demostrar (2)(c), sean

mp <mo < -+ < Mp—t

tales que
Tm; = Ym,; Paraj=1,--- k—t.

Tomando la trayectoria
= (@|zm; —s) = = Ylym; — 5) =,
donde Zy,; # 5 Y Ym; # 5,y s € (b).
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Es evidente que
Hy(z|zm; < 8,Ylym; < s) =t,

y en consecuencia la trayectoria anterior es de longitud ¢ + 2. Dado que hay
b — 1 valores para s, cambiando j de 1 hasta k — ¢, obtenemos (k —t)(b— 1)
trayectorias disjuntas de longitud ¢ + 2. [J

Obsérvese que como corolario del teorema anterior tenemos que si b = 2
entonces no existen trayectorias de longitud ¢ + 1. Méas aun, en un cubo de
base 2, sit < logy IV, entonces existen ¢ trayectorias de longitud ¢ y logy, N —t
trayectorias de longitud ¢ + 2.

Teorema 3.8 Sean x ey dos nodos en un cubo (N,b, k), donde Hy(x,y) =
t. Entonces, existen

1. (;) ciclos pares de longitud 2t.
2. (t(b2_2)) +t(k—1t)(b—1) ciclos pares de longitud 2(t + 1).

3. ((kft)Q(bfl)) ciclos pares de longitud 2(t + 2).

4. t2(b—2) ciclos impares de longitud 2t + 1.
5. t(k—="0b)(b—1)(b—2) ciclos impares de longitud 2t + 3.

Demostracion
Puesto que dos trayectorias de longitud ¢ pueden combinarse para obtener un
ciclo de longitud 2¢, se cumple el inciso (7). Cualquier trayectoria de longitud
t de x a y puede combinarse con una trayectoria de longitud t+1 para obtener
un ciclo impar de longitud 2¢+ 1. Debido a que hay ¢ trayectorias del primer
tipo y t(b—2) del segundo, se cumple el inciso (4 ). De manera similar pueden
mostrarse (2), (3) vy (5) O

Como corolario del teorema anterior tenemos que en un cubo de base 2
no existen ciclos impares.

3.2.3. Incrustamiento de topologias simples

Debido a que en fechas recientes se tienen disponibles varias computa-
doras paralelas cuyas arquitecturas tienen un esquema de interconexién de
hipercubo, resulta de particular interés el portar a este tipo de arquitectura,
algoritmos basados en otras topologias, tales como arreglos lineales, anillos,
mallas bidimensionales o arboles binarios completos.
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El problema del mapeo de algoritmos paralelos en arquitecturas par-
alelas estd relacionada al problema de incrustamiento de grafos. Se conoce
desde hace bastante tiempo que el problema general de incrustamiento de
grafos es N P-completo. Mdas aun, el incrustamiento de arboles arbitrarios
sobre hipercubos binarios es también N P-completo. Sin embargo, pueden
deducirse algoritmos de incrustamiento para grafos altamente estructurados,
tales como los arreglos, anillos y drboles binarios completos.

Sea Gy = (Vy, Ey) el grafo a ser incrustado en el grafo G, = (Vj, Ep,). Al
primer grafo le llamaremos huésped y al segundo grafo anfitrion. Se supone
que el anfitrién es precisamente el cubo (N, b, k) y que |V| < |V,|. Sea d(z,y)
la trayectoria més corta, medida en términos del nimero de aristas, entre
los nodos x y y del grafo G,. Sea f : V; — V), una funcién de incrustamiento
tal que f(z) # f(y) si x # y, es decir, f es inyectiva. El factor de dilatacion
Dy(x,y) para x # y esta definido por

Hy(f (). £ )

Dylw.y) = d(z,y)

Sea
Dy = m;ix(Df(x, Y)). (3.19)
x#y

Es obvio que si Dy = 1 entonces las aristas en Gy son mapeadas a aristas
en G, vy que la funcién de incrustamiento preserva la propiedad de vecindad
del grafo que es incrustado. El cociente

Ef=1>1 (3.20)

es denominado el factor de expansion.

Los cédigos binarios de Gray reflejados han sido utilizados como una
herramienta para el incrustamiento de arreglos, anillos y mallas en hiper-
cubos binarios. Para extender estos incrustamientos a un cubo (N, b, k),

necesitaremos una clase de coédigos generalizados, denominados cédigos de
Gray de base b.

Cédigos de Gray de base b
Supongamos que b = 2™, m > 1, N = 2¥" y n = km. Se define
G (1) = {0,1}.

Sea
G ) = {GF (), P (n), -, G2 (n)},
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donde GZ@) (n) son las codificaciones binarias (en n bits) del entero ¢, para
t=0,---,2" - 1.

Entonces definimos G(?) (n+1) recursivamente como se muestra ensegui-
da:

GO (n+1) = 0GP (n),- -, 0G5 (n),1G2)_ (n),---,1G (n)}.

Puede verse que
G ()] = 2",

Sea i € (N), donde i = ipi,_1 ---11ip en binario. Debido a que 0 < i <
2", se tiene que i, = 0.
Sea
G (n) = ...
T (n) = Gngn-1--- 9201
y sean
E® : (N) — G®(n)

la funcién de codificacion y
D@ : GP(n) — (N)

la funcién decodificadora. Si @ denota la operacion binaria de OR exclusivo,
puede demostrarse que

E® =GP (n)

donde g; = ¢; @ 1;_1, paratoda j=1,2,---,m,y

donde i; = gj41 ®--- D g, para toda j =0,---,n — 1.

Una propiedad de los cédigos de Gray arriba expuestos es que dos pala-
bras sucesivas del cédigo difieren en exactamente un bit y por consiguiente la
distancia de Hamming entre palabras sucesivas es la unidad. Este resultado
se extiende en el siguiente lema.

Lema 3.9 Sea i,j € (N). Si j = (i +2%)mod N, para alguna 0 < d < n,
entonces

Hy (G (n), G (n)) =2,

donde Hy(z,y) es la distancia de Hamming entre las cadenas binarias x e
Y.
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Demostracion
Sea s > d la posicién del bit en la cual el acarreo, al sumar 2¢ a 4, deja de
propagarse. Entonces se tiene que si
©=lpln—1"""lst1ls " " Id+1ldld—1 " * 1170,
J = Jnin—1"""Js+1Js " Jd+1JdJd—1" " J1jo,
entonces i, # j., parar = d,d+1,- - -, s, y los restantes bits correspondientes
en ¢y j son iguales. Si

E(2) (1/) = anan—l e a2a1

y
E@(5) = bpbp_1 - - bob,

de la definicién de E@ y de las i e j, se tiene que ag # by y Gst1 7 bsy1, ¥
el resto de los bits son iguales, por lo tanto se cumple el lema. [J

A continuacién extenderemos la definicién de cédigos de Gray al caso
en base b, cuando b = 2™ y m > 1. Con este propésito, introducimos una
funcién biyectiva

f:{0,1}F™ = {0,1,---,b—1}*.

Si
L= TkmThkm—1""" T(k—1)m+1T(k—1)m " Lm ' L2T1,

y
§ = &k€—1 - - §2&0,

entonces f(z) = ¢ siy solo si, para todar =1,---k,

(gr‘)b = (l'rmxrmfl T -’E(r—l)m+2$(r—1)m+1)2-

Es decir, la funcién f cambia un nimero de su representacién binaria a la
representacién correspondiente en base b. Por ejemplo, si k =3y m = 2,

f£(011011) = 123.
A partir de f podemos definir la funcién de codificacién para la base b,
E®) = 710 E@ o ¥ (3.21)
donde o denota a la composicién funcional. Por lo tanto,
EO(i) = (f o E®@ o f)(i) = F(EP (f71(2))).
En consecuencia, la funcién decodificadora en base b, D®)| est4 dada por

DO = 1o D@ o . (3.22)
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Lema 3.10 Sean i,j € (N) tales que j = (i + 2¢)mod N, para 0 < d < n.
Entonces,

2 para s> d si 0= d(mod m)
Hy( G (k),GP (k)= 1 parad <s<d+m—1—tsit=dmod m)
2 para s> (d+m—1—t) sit=d(mod m)

donde s se define como en la demostracion del lema (3.9), y1 <t <m—1.

Demostracion
Sean
FIED (i) = ApAj_1 - As Ay
y
F(E®(j)) = BiBi—1 -+ ByBu.
donde
Ay = GrmQrm-1--- A(r—1)m+1s
Br = btmbtmfl T b(t—l)m—H

Debido a que d > 0, si d = 0(mod m) entonces se tiene que d = rm para
alguna 1 < r < k. Por lo anterior y el lema (3.9) se cumple que A, # B;.
Mas atun, como s +1 > d y asy1 # bs+1, se tiene que existe p > r tal que
A, # By. Con lo anterior probamos el caso cuando 0 = d(mod m). El resto
de los incisos se demuestra de manera similar. [

Incrustamiento de arreglos lineales, anillos y mallas

Si tenemos un arreglo lineal dado, con p procesadores Py, Pi,---, Pp_1,
donde p < N, a incrustar en un cubo (N, b, k), entonces el incrustamiento
debe hacerse de tal forma que el procesador P; esté directamente conectado
a los procesadores P;_1y Piy1, exceptoenel casoenquei =007 =p—1. En
este ultimo caso, Py estd conectado directamente con P y P,_; lo esta con
P,_5. Debido a que las palabras en al cédigo G(b)(k) poseen esta propiedad
de adyacencia se tiene un incrustamiento sencillo mapeando cada P; al nodo
etiquetado G,Eb)(k:), parai=0,---,p— 1.

Por otra parte, la estructura de adyacencia de un anillo de N proce-
sadores Py, Py, -+, Py_1 puede incrustarse en un cubo (N, b, k), con b par,
mediante el mapeo del procesador P; al nodo con la etiqueta ng)(k) para
i =0,---,N — 1. Puede observarse que tal mapeo corresponde a un ciclo
Hamiltoniano sobre el grafo G(+—1),
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Sirespar,r < Nym=(r—2)/2, entonces un anillo de r nodos puede
incrustarse en un cubo (N, b, k) mapeando los r procesadores a los nodos del

cubo cuyas etiquetas pertenezcan a los siguientes subconjuntos ordenados
de GO (),
b b
{Gézn(k)7 Gg\f)—m—l:N—l(k)} ’
donde ngj)(k) se refiere al conjunto {ng)(k), Gg?l(k), N G;b)(k)}.
Podemos resumir lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 3.11 Un cubo (N, b, k) permite la incrustacion de arreglos linea-
les de longitud p < N asi como de anillos de longitudes impares, parab > 2, y
pares, para b > 2. En todos estos incrustamientos se preserva la adyacencia,
esto es Dy = 1, mediante la asociacion del nodo i-ésimo del arreglo o anillo
con la palabra i-ésima del cédigo GO (k).

Incrustamiento de arboles binarios

Debido a que el grafo G™ de un cubo (N,b,n) es un grafo conezo,
tiene un arbol generador. A continuacién detallaremos un algoritmo para
encontrar el arbol generador de profundidad minima de un cubo (N, 2,n).

Algoritmo de arbol generador para cubos de base 2

1. Sea j = 1. Iniciando en el nodo 0", incluir en el arbol a la arista que
conecta 0" con 0" '1.

2. Para j = 2 hasta n, colocar las aristas que conectan al nodo O”*jﬂxj
con 0" 71z, donde z; es una cadena binaria de (j — 1) bits.

El 4rbol binario generado de este modo puede utilizarse para difundir
datos de uno de los procesadores al resto de los nodos en el cubo. Si en lugar
de construir el arbol a partir del nodo 0™, deseamos hacerlo desde algiin otro
nodo Z, podemos obtener este arbol del anterior reemplazando cada nodo
por el nodo etiquetado con el OR exclusivo de la etiqueta del nodo con la
etiqueta de Z. A este procedimiento se le denomina traduccion.

Por otra parte, debido a que varios algoritmos paralelos, como por ejem-
plo el del abanico asociativo, utilizan arboles binarios, consideraremos en-
seguida al incrustamiento de arboles binarios completos. El primer resultado
que presentamos enseguida es en un sentido negativo.

Teorema 3.12 No es posible incrustar un drbol binario completo con 2™ —1
nodos (por lo tanto, de n niveles) en un cubo (2",2,n), para n > 3.
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Demostracién

Cada hoja en el arbol tiene una arista hacia el padre. Por lo tanto, para cada

hoja, deben encontrarse (n—1) nodos vecinos. El total de aristas restantes al

quitar las hojas, es (n —1)2"~!. Ahora podemos contar el niimero de aristas

que pueden absorber los nodos restantes. Se deben de considerar dos casos.
Caso 1. n es impar. En este caso, el nimero de nodos que pueden recibir

aristas de las hojas estd dado por

(n—1)/2

Z 2211

Cada uno de estos nodos ya tiene tres aristas ocupadas. El nodo restante
puede absorber n aristas. Entonces, el total de aristas que pueden ser ab-
sorbidas estd dado por

(n—1)/2
(n —3) Z 22i—1 +n:"_3(2"—2)+n.

Debido a que para n > 3,

n—3
3

entonces no hay suficientes vértices, incluyendo al vértice extra, que puedan
absorber a las aristas que conectan a las hojas. Por lo tanto, en este caso el
arbol binario completo no puede ser incrustado en el cubo (27,2,n).

Caso 2. n es par. En este caso, el nimero de nodos que pueden recibir
aristas de las hojas es

(2" —2)+n < (n—1)2"1

(n—2)/2
Z 22z

Cada uno de esos nodos ya tiene ocupadas tres aristas, excepto el nodo raiz
que tiene grado 2. El nodo restante, que estd fuera del arbol, puede absorber
n aristas. Entonces el nimero total de aristas que pueden ser absorbidas es

(n—2)/2 on _
_ 921 1=(n—
(n=3 > 224n+l1=(n 3)( ;

1
)—i—n—i—l.
i=0

Nuevamente, para n > 3, debido a que

(n—3) <2n3 ) +n+1<(n-1)2"""
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no pueden absorberse todas las aristan que provienen de las hojas. Por lo
tanto, en este caso tampoco es posible el incrustamiento. [

Si no es posible incrustar un arbol binario completo de tamano 2™ —1 en
un cubo (2",2,n), ;cudl es el tamano méximo de un arbol binario completo
que puede incrustarse en este cubo? El siguiente teorema establece que sélo
un arbol que ocupe aproximadamente la mitad de los nodos en el cubo puede
ser incrustado en él.

Teorema 3.13 Un drbol binario completo con 2" 1 —1 nodos puede incrus-
tarse en un cubo (N,2,n) con Dy = 1.

Demostracion
Demostraremos el teorema, probando que el grafo G,, = (V,,, E,,) puede ser
incrustado en un cubo (N, 2,n), donde

V, =V uVv/

E,=FE, UE/,

donde (V,!, E!)) es un &rbol binario completo con 2"~! — 1 nodos. Ademés

V?i/ = {lla 127 ) ln+1}

Bl ={(lilix1)] i =1,2,--- ,n} U{(r, 1), (lng1,1)}

donde r es la raiz y [ la hoja méds a la derecha del drbol binario (V,, E/,).

La demostracion se realizard por induccién sobre n. Cuando n = 2 el
cubo (4,2,2) es un ciclo de cuatro nodos. Cualquiera de esos nodos puede
tomarse como el arbol binario de 2"~! — 1 = 1 nodo, y este nodo es tanto
r como [, a los que se hace referencia anteriormente. Los nodos restantes
forman el conjunto V.

Supongamos que el incrustamiento del grafo es posible para toda n < m,
donde m > 3, y consideremos el caso cuando n = m. Observemos que el
cubo (N,2,n) puede descomponerse en dos subcubos (N/2,2,(n — 1)), lo
cuales son precisamente la proyeccién en alguna dimensién, que puede ser
sin perdida de generalidad, el bit més significativo. Primero hacemos una
incrustacion de Cr’q(;)_)1 en cualquiera de los subcubos. Dado que esto es in-
dependiente de las etiquetas de los nodos, escogemos una incrustacién de

GS_)I en el otro subcubo, donde los nodos M) y 1) sean vecinos de lgo)
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y léo) en G

n

0 . . . :
21, respectivamente. El incrustamiento requerido de G,, se ob-

(0)

tiene haciendo lgo) de GELO—)1 el nodo raiz, introduciendo las aristas (I; L)
y (lgo), lgl)) y borrando los nodos (l:(go), lio), e ,l%o)) y sus aristas correspon-
dientes. Se puede comprobar que G, contiene al arbol binario requerido.

O

Del teorema anterior, es evidente que el arbol binario completo mas
grande que puede ser incrustado en un cubo binario utiliza menos de la
mitad de los nodos del cubo. Sin embargo, un drbol binario completo de
doble raiz puede incrustarse en el cubo binario utilizando todos los nodos
del cubo. Un arbol binario completo de doble raiz de nivel 1 tiene dos nodos
conectados por una arista. Un arbol binario completo de doble raiz de nivel n
consiste de dos nodos de nivel 1 conectados como se mencioné anteriormente,
y cada uno de esos nodos a su vez esta conectado con un nodo que es la raiz
de un arbol binario completo de n — 1 niveles.

Existen 2!~! nodos en el nivel [, para | > 1, de un arbol binario completo
de doble raiz. Como el nivel 1 contiene 2 nodos, es evidente que un arbol
binario completo de doble raiz contiene 2™ nodos.

Teorema 3.14 Un drbol binario completo de doble raiz con 2™ nodos puede
ser incrutado en un cubo (2",2,n) con Dy = 1.

Para la demostracién de este teorema, y otros relacionados remitiremos
al lector a [54].

La difusién de mensajes en un cubo de base b puede efectuarse utilizando
el arbol generador en el cubo (N, b, k). El algoritmo siguiente es una gene-

ralizacién del que se presenté al inicio de esta seccidon para cubos de base
2.

Algoritmo de arbol generador para cubo de base b

1. Iniciando en el nodo 0%, se incluyen en el drbol las aristas que conectan
con los nodos 20!, para x =1,2,---,b— 1.

2. Para j = 2 hasta k, colocar la arista que conecta z0¥ 7! a zy0*—J
para toda y = 1,2,---,b— 1, y x es un entero de (j — 1) digitos de
base b.
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3.3. Multiprocesadores de memoria compartida

3.3.1. Conceptos basicos

La caracteristica principal de los multiprocesadores de memoria com-
partida consiste en que poseen un banco de médulos de memoria los cuales
estan conectados a un conjunto de procesadores a través de una red de in-
terconexién, y que cada procesador es una maquina auténoma con su propia
memoria local.

El principal factor que influye en el desempeno de este tipo de orga-
nizacién de computadora paralela es el de los denominados conflictos de
acceso. Si k de los N procesadores generan direcciones que hacen referencia
a una localidad en un solo médulo de memoria, entonces tomara k ciclos
accesar los datos y, en principio, el algoritmo se degradaria por un factor de
k. Entonces, con el objeto de tener eficiencia global, se necesita que

(a) Los procesadores generen direcciones de modo tal que ningin par de
procesadores requieran datos de un mismo maédulo, esto es, que el patrén de
acceso sea una, permutacion.

(b) Los datos estén distribuidos a través de los médulos de memoria de
tal forma que permitan acceso paralelo.

(c) La red de interconexién debe tener la capacidad necesaria para ali-
near y entregar los datos a los respectivos procesadores.

La mas simple de las redes de interconexién es el bus de alta velocidad.
Si bien en esta red los procesadores no pueden accesar simultaneamente
la memoria, fijando de antemano el niimero de procesadores y médulos de
memoria, se puede determinar el ancho de banda requerido en el bus para
atender todas las peticiones de acceso dentro de un retraso especifico. Un
ejemplo de computadora comercial con este tipo de arquitectura es la Encore
Multimax de 20 procesadores. Este esquema no es muy adecuado para un
numero grande de procesadores debido a problemas de saturacién del bus.

En el otro extremo estan los conmutadores de barras cruzadas N X N,
los cuales son redes de interconexion de N entradas y IV salidas. Los proce-
sadores estan conectados a las entradas y los mdédulos de memoria a las
salidas. En la interconexién de la linea de entrada i-ésima y la linea de sal-
ida j-ésima hay un switch de dos estados (on/off ). El encendido de este
switch conecta al procesador P; con el médulo de memoria M;. En total,
existen N? switches en un conmutador de barras cruzadas N x N.

Sea 7 : (N) — (N) una permutacién. Se dice que una red efectua una
permutaciéon 7 si existe una configuracién de los switches en la red de modo
que la entrada i esté conectada a la salida 7(i) para 0 < ¢ < N. Puede
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verificarse que el conmutador de barras cruzadas puede efectuar todas las
N! permutaciones. Por lo tanto, el poder combinatorio (PC) que se define
como el cociente del niimero de permutaciones efectuadas entre el ntimero
total de permutaciones, para el conmutador de barras cruzadas es la unidad.
El multiprocesador experimental C.mmp de la Universidad de Carnegie-
Mellon, fue construido usando un conmutador de barras cruzadas de 16 x 16.

Al proceso de calcular los estados de los switches individuales para e-
fectuar una permutacion, se le denomina ruteo. El conmutador de barras
cruzadas permite una estrategia de ruteo simple que puede ser implementa-
da en paralelo. Sin embargo una de las principales desventajas de los con-
mutadores de barras cruzadas es su costo, ademas de las limitantes técnicas
tales como la tolerancia a fallas, el mantenimiento, etc. Por lo tanto, resulta
mas conveniente tener conmutadores de barras cruzadas de menor tamano
y mayor confiabilidad, tales como 2 x 2 o 4 x 4. Debido a esto, el proble-
ma principal en la interconexién es el de diseno de redes de conmutadores
pequenos, digamos 2 X 2, que sean funcionalmente equivalentes a los conmu-
tadores N x N. En la discusién subsecuente utilizaremos a los conmutadores
2 x 2 como bloques béasicos para la construccion de redes de interconexion.

Un conmutador de barras cruzadas de 2 X 2 contiene obviamente 4 swit-
ches, sgo, so1, S10 ¥ S11- Poniendo a sgg y s11 en encendido y a los otros dos
en apagado, efectuamos la permutacién identidad

~(1)

Este es denominado el estado directo del conmutador. De modo similar,
poniendo sg1 y s19 en encendido y a los otros en apagado, efectuamos la

permutacion
(01
{10

Este es denominado estado cruzado del conmutador. Por tanto, el estado del
conmutador pueden ser controlados por un bit. El valor en 0 de este bit de
control corresponderia al estado directo mientras que el valor de 1 al esta-
do cruzado. El estado de red de una red compuesta de conmutadores 2 x 2
corresponderia a la especificacion de los estados individuales de cada con-
mutador. Entonces, una red de interconexién formada por L conmutadores
2 x 2 tiene un total de 2% estados diferentes.

Una red en la cual existe al menos una trayectoria de cada una de las
terminales de entrada a cada una de las terminales de salida es denominada
red de acceso completo. Si existe una Unica trayectoria entre cada par de
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entrada y salida, entonces la red es denominada red de trayectoria unica o
red de Banyano. Una red es denominada red bloqueante si existe al menos
una permutaciéon no efectuada por la red, es decir, si CP < 1, en el otro
caso, cuando C'P = 1, es denominada red no bloqueante.

Tanto el niimero de trayectorias como el poder combinatorio de una red
dependen criticamente del nimero de etapas y del esquema de interconexion
entre etapas.

Podemos observar que si N = 2™ y considerando una red de k etapas,
formada por conmutadores 2 x 2 se tiene lo siguiente.

1. En una red de k etapas, existen a lo mas kN /2 conmutadores 2 x 2.

2. En una red de k etapas, si £ < n entonces existe a lo mds una trayec-
toria entre cada par de terminales de entrada y salida.

3. Para esta red son necesarias n etapas para tener acceso completo.

4. El nimero de permutaciones realizadas por una red de k etapas es a
lo mas 2kN/2 para 1 < k <n.

5.  En una red de trayectoria unica, el nimero de permutaciones efectua-
das por la red es igual al nimero de estados diferentes de la red.

6. Si 7 es una permutacion efectuada por una red de acceso completo,
entonces mas de un estado de la red efectua la misma permutacién .

Sea N = 2" y supongamos que tenemos una red N X N construida de L
conmutadores 2 x 2. Entonces existen 2% estados de la red. Para tener poder
combinatorio completo, el niimero de estados debe ser al menos tan grande
como el nimero total de permutaciones, y por tanto

2L > NI

esto es,
L >logN!.

Mediante la aproximacion de Stirling
N ~ (27{)_1/2NN€_(N+1/2)
obtenemos que, para algunas constantes c; y co,
L>NlogN —c1N + cs.

Por lo anterior, se cumple el siguiente teorema.
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Teorema 3.15 El numero minimo de conmutadores 2 X 2 necesarios para
efectuar las N! permutaciones, es Nlog N, esto es L = Q(N log N).

Del resultado anterior podemos deducir que un conmutador de barras
cruzadas N x N estd lejos de ser éptimo.

3.3.2. Analisis de redes bloqueantes

A continuacién describiremos una clase de redes denominadas redes de
linea base, BLy, con N entradas y salidas.

Sea N = 2", BLo es una red de una sola etapa consistente en un conmu-
tador 2 x 2. Para N > 4, suponiendo que se tienen copias de BLy/,, la red
BLy se construye de la siguiente forma: La primera etapa estd formada por
una columna de N/2 conmutadores 2 x 2 numerados del 0 al N/2 — 1. Esta
etapa es seguida por dos copias de B L/, denominadas las subredes superior
e inferior. Las entradas de cada subred estan numeradas de 0 a N/2 — 1. La
interconexion entre la primera etapa y las dos subredes se hace de tal forma
que las dos salidas de un conmutador 2 x 2 se distribuyan de igual forma
entre ambas subredes. En concreto, la salida superior del conmutador ¢ de
la primera etapa se conecta a la entrada ¢ de la subred superior y la salida
inferior del mismo conmutador ¢ va a la entrada ¢ de la subred inferior. Las
terminales de salida de la subred superior se numeran del 0 al N/2 —1 y las
de la red inferior del N/2 al N — 1.

Lema 3.16 La red BLy es una red bloqueante.

Demostracion

De la definicion anterior es facil observar que la red tiene log N etapas con
N/2 conmutadores 2 x 2 en cada una de ellas. La red BLy tiene entonces
un total de N/2log N conmutadores 2 x 2. Por lo tanto, el nimero total de
estados de la red BLy es

2(N/2) logN _ | /NN,
los cuales son menos de N!. [

Lema 3.17 La red BLy es una red de acceso completo de trayectoria unica.

Demostraciéon
Este lema es facil de probar por induccién sobre la estructura recursiva de
BLy. O
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Lema 3.18 El niimero de permutaciones efectuadas por BLy es VNV y
ademds

lim CP =0.

N—o0

Demostracién
De las propiedades de acceso completo y trayectoria tinica de BLy se tiene
que cada uno de los diferentes estados de la red corresponden a diferentes
permutaciones efectuadas por la red. En consecuencia BLy efectua VNN
permutaciones. Y como
VNN

N!
utilizando la aproximacién de Stirling, se demuestra la segunda afirmacion.
O

CP =

Sea z € (N) donde N =2"y
T = (TpTp_1 - T2T1)2.
La mezcla perfecta o es una permutacién o : (N) — (N) tal que
o(x) = (Tp—1Tp—2 - T2T1Tp)2,

es decir, o(x) es una rotacion izquierda sobre los bits de la representacién
en binario de x. En notacién decimal se expresa como

o(x) = (2x 4+ |22/N|)mod N.
Para 1 <k < n, se define la k-ésima submezcla o (r) como
o) (7) = (TnTn—1- " Th1Tp_ 1T 2 - - L2172,

esto es, como una mezcla perfecta de los k bits menos significativos de .
De forma similar, se define ¢(*) () como la k-ésima supermezcla:

o™ (2) = (Tp_1Tn_2 - Tp_ks1TnTn g - - - T221)2,

es decir, como la mezcla perfecta de los k£ bits maés significativos de z. La
inversa, o', de la mezcla perfecta es denominada la separacidn. Si o denota
la composicién de o realizada k veces, esto es,

N——
k veces
entonces se tiene que
0_—1 — O_n—l



La permutacién de inversion de bits es p : (N) — (N), donde

p(z) = (122 - - Tp_12n)2.

La permutacién de mariposa es 5 : (N) — (N) tal que
B(r) = (T1Zn-1Tn—2 - T3T27p)2.

Para 1 < k < n, se definen las k-ésimas sub y superinversién de bits, p ()
y pk) (x), como las operaciones de iversién de bits sobre los k bits menos y
més significativos, respectivamente, de z. De forma similar se definen ()

y B8 ().

Una permutacién de intercambio e; : (N) — (N) es tal que
ei(z) = (TnTp—1 """ Tip1TiTio1 -+ - T2T1)2,

donde 7 es el complemento de y.

Denotaremos por F al conjunto de 2N/2 permutaciones efectuadas por
una columna de N/2 conmutadores de barras cruzadas de 2 x 2.

Una red omega N x N, Qy, estd formada por log N etapas de conmu-
tadores 2 x 2 donde la interconexion entre etapas es una mezcla perfecta.
Adema3s las terminales de entrada y las entradas de la primera etapa estan
también conectadas por una mezcla perfecta. Por lo tanto, 2x puede ser
descrita brevemente como

Qy = (0B)".

La red de cubo n binario indirecto, Cy, esta definida como
Cy = Eﬂ(Q)Eﬂ(;g)E e E,B(n)EUil.

Esta red recibe su nombre debido a la relaciéon que guarda con el hipercubo
binario. Para establecer esta relacién supdéngase que las terminales 7 de en-
trada y salida estan ambas conectadas al procesador P;, donde 0 < i < N,
esto es, que la red sirve como interconexién entre procesadores. Establecien-
do los conmutadores de la etapa i en el estado cruzado y todos los demas
en el estado directo, se puede verificar que Cy simula a las conexiones en la
dimension 4 del cubo binario de N nodos.

Si tenemos una red de interconexién e intercambiamos las terminales de
salida con las de entrada, obtenemos una nueva red a la cual se denomina
la inversa.

Dos redes son topoldgicamente equivalentes si una red puede ser obteni-
da a partir de la otra mediante un reetiquetado de las terminales y de los
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conmutadores. Se dice que dos redes son funcionalmente equivalentes si efec-
tuan el mismo nimero de permutaciones. Se puede comprobar que la red
de cubo n binario indirecto Cpy, la red omega Qu, la inversa de la red de
linea base B L&l, todas son topolégicamente equivalentes a la red BLy. Esta
equivalencia topolégica implica claramente equivalencia funcional.

3.3.3. Anadlisis de redes no bloqueantes

Sea N = n? para alguna n > 2. La red de Clos simétrica de tres etapas
consiste de n copias de conmutadores de barras cruzadas n X m y m x n
en la primera y tercera etapas, donde m = 2n — 1, mientras que la etapa
media esté formada por m copias de conmutadores de barras cruzadas n X n.
Las interconexiones entre etapas siguen una regla distributiva: la salida ¢ del
conmutador j de una etapa estd conectada a la entrada j del conmutador i
de la siguiente etapa.

La primera y tercera etapa de la red de Clos requieren n
cada una y la etapa intermedia requiere n®m switches también. Por lo tanto
el costo de total de una red Clos de tres etapas N x N es

2m switches

C(n?,3) = 3n*m = 6N3/2 — 3N. (3.23)

Puede verse que para N > 36, la red de Clos de tres etapas tiene menor
costo que la red de barras cruzadas de una sola etapa.

Sea N = n"*!ym = (2n—1). Consideremos una red de Clos de tres eta-
pas con la primera y tercera etapas formadas por n’ copias de conmutadores
de barras cruzadas n X m y m X n, respectivamente. La etapa intermedia
consistiria de m copias de conmutadores de barras cruzadas n’ x n’. Pode-
mos reemplazar recursivamente cada uno de los conmutadores de la etapa
intermedia nuevamente por una rede de Clos de tres etapas. Se detiene la
recursion cuando los conmutadores de la etapa intermedia sean 2 x 2. Puede
observarse que

C(n™ 2r +1) = mC(n",2r — 1) 4+ 2mn" T, (3.24)
con la condicién inicial
C(n?3) = 3n*(2n —1). (3.25)

Al resolver la recurrencia anterior se tiene

n?(2n — 1)

Cn™ . 2r +1) =
(n""%,2r +1) —

[(5n—3)(2n —1)" ' —2n"] . (3.26)
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Para n grande se tiene que
C(n ™ 2r+1) ~ 2n%Bn-(2n)"" — 207
< 2[(5/2)2" — 2Jn" T2

Por lo tanto
C(N,2r 4+ 1) = O(N'9) (3.27)

donde e = 1/(r 4+ 1).

Por lo anterior, si r > 1, el costo de la red de Clos C'(N,2r+ 1) es menor
que N2, el costo del conmutador de barras cruzadas N x N. Sin embargo,
al compararse con la cota inferior (N log N) resulta que la red de Clos no
es dptima.

A continuacién especificaremos una red, ideada por Benes?, que al mismo
tiempo que es 6ptima satisface la condicién CP = 1.

Sea IV un ntimero que no es primo tal que N = nxr. Una red de Benes de
tres etapas By, estd formada de r copias de conmutadores de barras cruzadas
n X n en la primera y tercera etapas con la etapa intermedia formada por
n copias de conmutadores de barras cruzadas r x r. La interconexion entre
etapas satisface la propiedad distributiva mencionada en la red de Clos.

Sea N=2Fn=2yr= N/2, para alguna k > 1. Cuando N = 2, la
red de Benes Bs es un solo conmutador de barras cruzadas 2 x 2. Ahora,
suponiendo que disponemos de las suficientes copias de redes de Benes By s,
construimos la red de Benes By como sigue: la primera y tercera etapas
consisten de N/2 copias de conmutadores de barras cruzadas 2 x 2, y la
etapa intermedia contiene dos copias de Byy/s, donde las interconexiones
entre etapas satisfacen la propiedad distributiva estandar.

Sea C(N) el nimero de conmutadores 2 x 2 'y d(N) el niimero de etapas
en la red de Benes By, donde N = 2¥. Puede verse que

C(N)=2C(N/2)+ N
con la condicién inicial C(2) =1.Y
d(N)=d(N/2) + 2

con la condicién de frontera d(2) = 1. Resolviendo las anteriores ecuaciones
obtenemos

N
C(N)=NlogN — ) (3.28)

y
d(N) =2log N — 1. (3.29)

de donde podemos deducir que la red de Benes es 6ptima.

*Ver [54], pp.121-127.
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3.4. Multicomputadora de componentes comunes

En esta seccién describiremos un tipo de multicomputadora que se con-
struye a partir de componentes de uso comun en las computadoras person-
ales. Este tipo de multicomputadora, denominada méas cominmente clus-
ters Beowulf [11], resulta interesante como una opcién de bajo costo para el
computo paralelo.

De acuerdo a la ley de Moore, el desempeno de un microprocesador
comtn?® se duplica cada 18 meses. Cualquier persona relacionada con la tec-
nologia de la computacién estd conciente de lo que esto significa. El enorme
volimen de ventas de hardware a nivel de usuario, y la competencia que
esto genera, ha llevado al desarrollo de hardware cada vez mas eficiente si-
multaneamente con una reduccion de costos. Lo anterior ha hecho posible la
construcciéon de computadoras de alto desempeno a partir enteramente de
componentes comunes y de software libre, obteniendo asi una significativa
ventaja costo/desempeno sobre maquinas que requieren hardware y software
especializado. El desarrollo de sistemas operativos libres (Linux, FreeBSD),
de los estdndares de paso de mensajes (MPI), y la existencia de dispositivos
de interconexién de redes de cémputo de alta velocidad (Fast Ethernet),
han creado las condiciones para la aparicién de las multicomputadoras de
componentes comunes.

La primer multicomputadora de este tipo fue construida en el CESDIS
de la NASA en 1995 [11]. Utilizando 16 procesadores Intel Pentium Pro y un
switch fast ethernet como medio de interconexién, se obtuvieron desempenos
sostenidos de més de un Gigaflop en diferentes aplicaciones cientificas. A par-
tir de entonces son cada vez mas los centros de investigacion y las univer-
sidades que han construido sus propias multicomputadoras de componentes
comunes para sus proyectos y desarrollos relacionados al supercomputo y
computo paralelo.

3.4.1. Arquitectura

Usualmente, la arquitectura de una multicomputadora de componentes
comunes es de interconexién en bus. Este bus es usualmente un conmutador
de ethernet o fast ethernet, si bien se han utilizado otro tipo de hardware,
como canal de fibra, myrinet, etc.

Generalmente la multicomputadora consta de un nodo maestro y varios
nodos esclavos. El nodo maestro es una computadora completa, mientras que

3En adelante, comin se refiere a que es de uso comin en las computadoras personales
o PCs
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los nodos esclavos usualmente no poseen monitores, ni teclados, y pueden
ser nodos sin disco duro.

En la mayoria de este tipo de multicomputadoras el sistema operativo
utilizado es Linux, con algunas modificaciones, y el software utilizado para
programarlas es alguna implementacion libre de PVM [38] o MPI [67].

3.4.2. Interfaz de paso de mensajes MPI

El MPI es un estandar para la interfaz de paso de mensajes requerida
en la programaciéon de multicomputadoras [67]. La existencia de MPI ha
hecho posible el desarrollo de un grado aceptable de portabilidad del soft-
ware paralelo. MPI proporciona una interfaz de programacién basada en
envio y recepcién de mensajes que es independiente de cualquier arquitec-
tura paralela particular, ademas de que puede enlazarse con C++ o Fortran
[98]. Existen varias implementaciones disponibles piblicamente de la libreria
MPI. En el desarrollo del presente trabajo se ha utilizado la implementacion
LAM/MPI (Local Area Multicomputer/Message Passing Interface)?.

“Disponible en http://www.lam-mpi.org/
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