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CAPITULO 0. AGRADECIMIENTOS




Prefacio

La multiplicacién de matrices es una operacion muy comun en ciencias e ingenieria,
sin embargo, su costo computacional es elevado; por lo que es necesario disponer de
alternativas para la ejecucion de esta tarea de manera eficiente disminuyendo el tiempo
de procesamiento. El estudio de este trabajo es dar a conocer uno de los algoritmos que
resuelve el problema de multiplicar matrices de dimensiones grandes, donde principal-
mente, se busca reducir el tiempo de computo empleado. Para lograr este objetivo se
decidio dividir este trabajo en los siguientes capitulos:

1. En el capitulo 1 Recordaremos la definicion de Matriz, la definicién de un pro-
ducto de matrices, asi como sus propiedades y concluiremos con un ejemplo que
nos permita convencernos sobre el hecho de que asociando adecuadamente las
matrices a la hora de intentar calcular un producto de matrices, reduce el nime-
ro de operaciones que se requiere para efectuar dicho producto, trayendo como
consecuencia un ahorro de tiempo para obtener la respuesta.

2. Dedicaremos el capitulo 2 al estudio de la funcion generatriz. Comenzaremos
con algunos ejemplos muy sencillos los cuales nos permitiran formarnos una idea
sobre esta valiosisima herramienta, después presentaremos su definicion formal y
finalmente la emplearemos para resolver algunos problemas.

3. Comenzaremos el capitulo 3 con la definicion de Arbol, Veremos paso a paso como
se construyen y como estos objetos nos permitiran calcular el nimero de formas
distintas en que se se puede parentizar un producto de matrices, y asi poder
concluir como al aumentar el niimero de matrices en un producto, el niimero de
parentizaciones distintas crece dramaticamente.

4. Estudiaremos en el capitulo 4 la Notaciéon Asintética, veremos su aplicacion como
herramienta para medir la eficiencia de un algoritmo. Después enunciaremos el
Teorema Maestro el cual es uno de los teoremas principales en el Analisis de
Algoritmos y veremos mediante algunos ejemplos la forma tan contundente de
saber de manera exacta la complejidad de un algoritmo al aplicar este teorema.

5. El capitulo 5 es considerado de gran importancia, ya que en el explicaremos a
detalle el concepto de Programacién dindmica y la forma en que emplearemos
este método para resolver el problema de multiplicar una cadena de matrices
encontrando la parentizacion 6ptima. Al final del capitulo se presenta el cédigo
del programa disenado en base a las ideas centrales de la Programacién dindmica
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el cual al ser implementado en un computador devuelve la parentizacion éptima
y el producto ya calculado.

. Aqui veremos y analizaremos el Algoritmo de Strassen y lo aplicaremos a un

ejemplo sencillo el cual nos permitira deducir que este algoritmo solo conviene
para calcular productos de matrices suficientemente grandes. Ademés veremos
como la eficiencia de este algoritmo supera al algoritmo clasico para multiplicar
matrices.
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Capitulo 1

Matrices

1.1. Vectores, Escalares, Matrices

1.1.1. Definiciones basicas

Vector renglén de n componentes: Definamos un vector renglon de n componen-
tes(o n-dimensional) como un conjunto ordenado de n ntimeros escrito como

(x1, T, ,Tp) (1.1)

Vector columna de n componentes: Un vector columna de n componentes(o n-
dimensional) es un conjunto ordenado de n nimeros escrito como

X1
X2

T
En (1.1) o (1.2) x; se llama la primera componente del vector, xs es la sequnda
componente, y asi sucesivamente. En general, x, es la k-ésima componente del vector.
Por simplicidad, nos referimos a un vector renglén n-dimensional como un vector
renglon o un n-vector. De igual manera, usamos el término vector columna o n-vector
para denotar a un vector n-dimensional. Cualquier vector con todas sus componentes

iguales a cero se llama vector cero.

Ejemplo 1: Los siguientes son ejemplos de vectores:

i. (3,6) es un vector renglén con dos componentes.
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ii. —1 | es un vector columna con tres componentes.

Definicién 1 Una matriz A de tamano m x n es un arreglo rectangular de mn nime-
ros distribuidos en un orden de m renglones y n columnas:

a1 a2 ... A ... Q1n

a91 Qg2 ... Az ... Q2p
A=

a1 ;2 cee Qg o Qip

Am1 Am2  --. Qmj .. Am;mp

El ntimero a;;, que aparece en el renglén i-ésimo y en la columna j-ésima de A, se
conoce como la ij-ésima componente de A. Por conveniencia, la matriz A se escribe a
veces A= (a;;). Comunmente las matrices se denotan con letras mayusculas.

Observacién : Los vectores pueden ser vistos como matrices.

En el caso de vectores, los registros en el arreglo son llamados coordenadas o com-
ponentes. Los objetos que se usan como registros para matrices se llaman escalares.
En este texto un escalar es un ntmero real. Sin embargo, se acostumbra a usar otros
objetos por escalares, por ejemplo, niimeros racionales, nimeros complejos, funciones.

1.1.2. Transpuesta de una matriz

Definicién 2 Transpuesta. Sea A= (a;;) una matriz de tamano m x n. Entonces la
transpuesta de A, escrita A" = (aj;), donde (aj;) = (ay;) es la matriz de tamaznio n x m.

a1 a2 ... A1 ... Q1n

21 Qg2 ... A2 ... Q2n
Si A =

Q41 A2 Qi Qin

Am1 Am2 .. Amj ... Qmp
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entonces,
ai; @921 ... Qi1 ... Qi
12 @22 ... Q2 ... Qp2
At =
Q15 Qg5 ... Qi ... Qmj
A1p A2 ... Qip ... Qmp

1.1.3. Productos de vectores y matrices

Definicién 3 Producto escalar de dos vectores. Sean:

a1
a2

dos n-vectores.

Entonces el producto escalar de a 'y b, representado por a - b esta dado por

a-b=uab +aby+...+a,b, (1.3)

Por la notacién en (1.3), el producto escalar de dos vectores frecuentemente es cono-
cido como producto punto o interno de los vectores.

Observacién. Cuando hacemos el producto escalar de a y b necesitamos que a y
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b tengan el mismo nimero de componentes.

Frecuentemente efectuamos el producto escalar de un vector renglén y un vector
columna. En este caso tenemos

(ar az -+ an ). | 7 | =aibi+abyt, - +anby

Ejemplo 2: Sean

W o N =

Calcule a - b'.
Solucién: a - b' = (2)(1) + (=3)(2) + (4)(0) + (—6)(3) = —22

Observacién. A continuacién presentaremos la definicion de producto de matrices
pero antes es importante comentar lo siguiente: de manera natural, podriamos definir
el producto de dos matrices A= (a;;) y B= (b;j) de tamano m x n y n x p respectiva-
mente, como la matriz AB=C de tamano m x p cuya ij-ésima componente es a;;b;;. Sin
embargo, debido a las importantes aplicaciones de las matrices, el producto de matrices
se define de manera diferente, esto se debe a que cuando las matrices son vistas como
transformaciones lineales, el producto de matrices debe coincidir con la composicién de
transformaciones.

Definicién 4 Producto de dos matrices. Sea A= (a;;) una matriz de tamano m x
n cuyo i-ésimo renglon denotamos por a;. Sea B= (b;;) una matriz de tamano n x p
cuya j-ésima columna denotamos por bj. Entonces el producto de A y B es una matriz
C= (cij) de tamano m x p, donde
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Esto es, el ij-ésimo elemento de AB es el producto del i-ésimo renglén de A(a;) y
la j-ésima columna de B(b;). Si desarrollamos esto obtenemos:

Cij = ailblj + aigbgj + ...+ ainbnj (15)

Observacién. Es importante mencionar que dos matrices pueden multiplicarse sélo si
el nimero de columnas de la primera es igual al niimero de renglones de la segunda. De
otra forma, los vectores a; y b; tendrian diferente niimero de componentes y el producto
de la ecuacion anterior no estaria definido.

Ejemplo 3:

Sean:

2 0 -3
A‘<4 1 5)

7T -1 4 7
B = 2 50 —4
-3 1 2 3

Calculemos AB.

Primero notemos que A es una matriz de tamano 2 x 3 y B es una matriz de tamano
3 x 4. Por tanto el nimero de columnas de A es igual nimero de renglones de B. El
producto de AB, por consiguiente esta definido y es una matriz de tamano 2 x 4. Sea
AB=C= (c;;). Entonces:

7
C11:(2 0 —3) 2 =23

-3

“1\°
ci2=(2 0 =3).[ 5| =-5
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4
cis=(20 =3).1 0| =2
2
7 t
cia=(20 —=3).| 4| =5
3
7 t
cai=(415).[ 2] =15
-3
1 \*!
C22:(4 1 5) 5! =6
1
4 t
c3=(415).[ 0] =26
2
7 t
caa=(415).| -4 ] =39
3

Por tanto:

23 -5 2 5
AB_<15 6 26 39)

Esto termina el ejemplo.

Puesto que ya hemos presentado al lector el concepto de multiplicacién de dos matri-
ces, ahora nuestro siguiente objetivo serd contar el nimero total de operaciones (como
sumas y multiplicaciones) implicadas en este célculo.

Mas adelante, una vez que recordemos la ley asociativa para el producto de matrices
el saber cuantas sumas y multipicaciones se requiere para calcular cada asociacién nos
llevara a conclusiones realmente sorprendentes.

Recordemos nuevamente como se multiplican matrices:
Sea A(a;;) de tamafio m x n cuyo i-ésimo renglén denotamos por a; y B= (b;;) una

matriz de tamano n x p cuya j-ésima columna denotamos por b;, el producto de A y
B es una matriz C= (¢;;) de tamano m x p, donde
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Cij = ;- by = anbij + apby + - - + Ainby; (1.6)

Esto es, el ij-ésimo elemento de AB es el producto escalar del i-ésimo renglon de
A(a;) y la j-ésima columna de B(b;).

Observemos que en la ecuacion (1.6) el nimero de multiplicaciones involucradas en
el producto de a;-b; es igual al nimero de componentes de a; que por definicién es igual
al nimero de componentes de b; para que a; - b; tenga sentido. Puesto que cada a; se
puede ver como un n-vector, asi el nimero de multiplicaciones involucradas en a; - b;
son n y el nimero de sumas involucradas en este calculo son n — 1.

Un hecho clave es que el tamano de los vectores involucrados en el célculo de cada
entrada c;; de la matriz C= (¢;;) es siempre el mismo, haciendo que el nimero de multi-
plicaciones y sumas que se efectuen para obtener cada una de las entradas sea idéntico.
Esto aunado al hecho de que nuestra matriz resultante C= (¢;;) es de tamaio m x p
(es decir se calculan m x p entradas) nos permite concluir que para obtener la matriz
C= (¢;) el nimero total de multiplicaciones y sumas que se requieren son, (n)(mp)y
(n — 1) (mp) respectivamente.

Ejemplo 4:

Sea:

de tamano 2 x 3

vy

Il
O Ot W
|
[ e
N =~ =

de tamano 3 x 3

La matriz resultante de multiplicar AB es una matriz C de tamano 2 x 3. Observe-
mos que el tamano de los vectores implicados en el calculo de cada entrada de la matriz
C es 3. Por lo tanto en total se tendran que calcular 3 x 2 x 3 = 18 multiplicaciones y
2 x 2 x 3 =12 sumas en total.

Otra forma de ver esto es AB=C= (c;;) de 2 x 3 donde:
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t

3
cii=a-bi=(—-4 5 1).| 5] =493+ )5 +(1)0)=13
0

Total de operaciones: 3 multiplicaciones y 2 sumas.

“1\!

Ciz=ar-bh=(—-4 5 1). 6 | =(—4)(-1)+(5)(6)+ (1)(1) =35
1

Total de operaciones: 3 multiplicaciones y 2 sumas.

t

1
cis=arbs=(—-4 5 1). [ 4| =(=9)0)+G)@)+1)(2) =18
2

Total de operaciones: 3 multiplicaciones y 2 sumas.

Cas=az-by=(0 4 2). | 4| =0)(1)+ @)@+ (2)(2) =20

Total de operaciones: 3 multiplicaciones y 2 sumas.

Luego el total de operaciones involucradas en el producto de AB son: 18 multipli-
caciones y 12 sumas.
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1.1.4. Ley asociativa para la multiplicacion de matrices

Sea A = (a;;) una matriz de tamaflo n x m, B = (b;;) una matriz de tamafio m x p
y C = (¢;j) de tamano p x ¢. Entonces la ley asociativa

A(BC) = (AB)C (1.7)

es valida y ABC, definida por cualquier lado de (1.7) es una matriz de tamano n x ¢.
Ejemplo 5:

Verifique la ley asociativa para:

Primero notemos que A es de tamano 2 x 2, B es de tamano 2 x 3 y C es de
tamano 3 x 3. Asi, todos los productos empleados en el enunciado de la ley asociativa
estan definidos y el producto resultante sera una matriz de tamano 2 x 3. Entonces

calculamos:
1 -3 2 —1 4 -7 —4 11
AB_(O 2)(3 1 5)_(6 2 10)

(AB)C_<—7 —4 —11) 2_32; :<39 2 —81)

6 2 10 5 0 6 —42 —6 70
[gualmente,
0 -2 1
2 -1 4 —24 -7 24
Bc—< ) 1030 :< )
3 1 5 5 0 6 —21 -3 35
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1 =3\ [ -24 -7 24 39 2 -8l
'A(BC”“< 0 2 ) <-—21 -3 35:>“< —42 =6 70 )

Asi, (AB)C = A(BC)

La ley asociativa se puede extender a productos més grandes. Por ejemplo, si AB,
BC'y CD estan definidos, entonces

ABCD=(A(B(CD)))=(A((BC)D))=(((AB)C)D)= ((A(BC))D) = ((AB)(CD)) (1.8)

De aqui en adelante a cualquiera de estas asociaciones la denotaremos con ABCD
por (1.8); ya que obtenemos el mismo resultado sin importar cémo se efectiie la multi-
plicacién. Sin embargo, veremos a continuacién mediante un ejemplo muy sencillo como
el tiempo que se emplea para calcular el producto de matrices esta en funciéon
de la manera en que asociemos dichas matrices, lo cual puede generar un gran impacto
puesto que el niimero de calculos puede variar sorprendentemente de una asociacién a
otra.

Ejemplo 6: Consideremos el problema de multiplicar tres matrices A;AsAs. Su-
pongamos que el tamano de las matrices son 10 x 10,000, 10,000 x 5, y 5 x 5,000,
respectivamente.

Si nosotros multiplicamos de acuerdo a la asociacién ((A;As)As), para calcular
el producto(A;As) tendriamos que calcular (10,000)(10)(5) = 500,000, multiplica-
ciones y obtendriamos una matriz resultante de tamano 10 x 5. Al multiplicar esta
matriz resultante de tamano 10 x 5 con la matriz A3 de tamano 5 x 5,000 se calcu-
larfan (5)(10)(5,000) = 250,000 multiplicaciones para darnos un total de 500,000 +
250,000 =750,000 multiplicaciones por efectuarse.

Ahora de acuerdo a la asociacién (A;(A2A43)), el nimero de multiplicaciones por
calcularse serfan primero (5)(10,000)(5,000) = 250,000,000, para calcular el produc-
to (AyA3z) obteniendose una matriz de tamano 10,000 x 5,000, y finalmente para
multiplicar esta matriz de tamano 10,000 x 5,000 por la matriz A; matriz de ta-
mano 10 x 10,000 se requeriran (10,000)(10)(5,000) = 500,000,000 multiplicacio-
nes. Por lo tanto para calcular el producto (A;(AsA3)) se requerirdn un total de
250, 000, 000 4 500, 000, 000 =750,000,000 multiplicaciones por calcularse.

Asi, calculando el producto de acuerdo a la primera asociacion esta es 1,000 veces
mas rapida de calcularse.

La conclusién que de aqui se desprende sobre el tiempo que se emplea en calcular
el producto de matrices serd nuestro punto de partida para comenzar nuestro estudio



1.1. VECTORES, ESCALARES, MATRICES 11

sobre la multiplicacion de matrices y la importancia de optimizar la forma en que se
calcula dicho producto.

Antes de concluir este capitulo es importante mencionar que si nosotros aumenta-
mos el nimero de matrices en un producto, el nimero de maneras en que este producto
se puede asociar aumentard dramaticamente y encontrar la asociaciéon que requiera el
minimo de operaciones para calcular dicho producto ya no serd tan facil. Para conven-
cernos de este hecho necesitamos primero conocer y estudiar ciertas herramientas que
nos permitiran concluir lo antes citado.

Asi pues comencemos con su estudio.
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Capitulo 2

Funcion Generatriz

Con el ultimo ejemplo visto en el capitulo anterior se pudo concluir que el tiempo
que se requiere para calcular el producto de matrices depende de la manera en que
asociemos dichas matrices. Y mencionamos que al aumentar el niimero de matrices
implicadas en un producto, el niimero de asociaciones también aumentara de manera
considerable. Ahora nuestra tarea es convencernos sobre este hecho.

Por lo tanto comenzemos respondiendo la siguiente pregunta: dado un producto de
varias matrices ;De cuantas formas distintas puedo asociar dicho producto?, lo cual
nos conduce a resolver un problema de conteo. Es importante senalar que la pregun-
ta anterior no podra ser respondida en este capitulo ya que aun no contamos con las
herramientas necesarias para hacerlo, sin embargo estudiaremos en este capitulo una
herramienta conocida como funcion generatriz la cual es utilizada precisamente para
resolver problemas de este tipo.

En lugar de definir en este punto una funcién generatriz, examinaremos algunos
ejemplos para derivar la idea de funcién generatriz a partir de ellos y después nos ex-
tenderemos a la definicién formal.

Ejemplo 1: En sus compras del sabado, Ménica compro 12 naranjas para sus hijos,
Lidia, Wendy e Ivan. ;De cuantas maneras puede ella distribuir las naranjas de tal for-
ma que Lidia obtenga al menos cuatro, Wendy e Ivan obtengan al menos dos, sin que
Ivan obtenga més de cinco? La Cuadro (2.1) enumera todas las distribuciones posibles.
Vemos que tenemos todas las soluciones enteras de la ecuacion ¢; 4+ ¢o + c3 = 12 tal que
4<c,2<cy,y2<¢c3<5.

Pareceria rapido enumerar los casos de el Cuadro (2.1), pero al pasar a problemas
con mas incognitas y mayores cantidades que distribuir este método se complica, por
lo tanto resolveremos este mismo problema de otra forma, lo haremos utilizando una
observacién clave en la cual fundamentaremos una manera mas rapida de resolver este
problema y otros problemas con mayor niimero de incégnitas y cantidades.

La observacion clave es la siguiente: nosotros sabemos que al multiplicar polinomios
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Cuadro 2.1: Las 14 distribuciones posibles

L W I L W I
4 3 5 6 2 4
4 4 4 6 3 3
4 5 3 6 4 2
4 6 2 7T 2 3
5 2 5 7T 3 2
5 3 4 8§ 2 2
5 4 3

5 95 2

sumamos las potencias de la variable, usando este hecho multipliquemos los siguientes
tres polinomios,

(z* +2° + 2% + 27 + 2%) (2* + 2° + ' + 2° + 2°) (2% + 2° + 2* + 2°).

Si observamos este producto con mas cuidado, nos daremos cuenta de que obtenemos
el producto z‘a’a* para toda terna (i,j,k) que aparece en la tabla anterior.

Veamos con mas detalle que sucede al multiplicar paso a paso los polinomios pues
las observaciones que se deriven de ello seran muy importantes.

Multipliquemos (z* + 2° + 2% + 27 + 28)(2? + 2 + 2* + 2° + 2F)

a2+ b+ a2+ 2T+ 28
R A e e
LL’2+4 + .flf2+5 + .CL’2+6 + LL’2+7 + .CL’2+8
[L’3+4 + $3+5 + [L’3+6 + $3+7 + $3+8
ZE'4+4 + [L’4+5 + ZL’4+6 + ZE'4+7 + [L’4+8
LU5+4 + SL’5+5 + SL’5+6 + LU5+7 + SL’5+8
l’6+4 + l’6+5 + LL’6+6 + l’6+7 + LL’6+8

Al hacer este producto hemos visto a detalle como se suman las potencias. Nos
resta multiplicar cada una de estas variables por el polinomio (z? + z3 + z* + %)
pero hacerlo y presentarlo como al producto anterior seria complicado, por lo tanto
en el Cuadro (2.2) solo mostraremos aquellas variables resultantes del producto de
(x* + 25 + 25 + 27 + 28)(2® + 2® + 2* + 2° + 2%) las cuales al ser multiplicadas por
(22,23, 2%, %) respectivamente dan como resultado variables cuya potencia es 12, las

cuales suman un total de 14 posibilidades.

Observemos que el total de posibilidades presentados en el cuadro anterior es pre-
cisamente el coeficiente de la variable cuya potencia es 12 que aparece en el producto de:
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Cuadro 2.2: Los 14 productos cuya potencia es 12

x? x3 x4 x°

ZL’2+8[L’2 [L’2+7Zl§'3 [L’2+6Zl§'4 ZE’2+55L’5

113'3+7[L’2 [L’3+6ZIZ'3 [L’3+5ZE4 113'3+4[L’5

4+6$2 LL’4+5 3 LE4+4 4

i i T
.],’5+52L’2 LL’5+4.§L’3
$6+4LL’2

(2t +2° + 2% + 2" 4+ 2%)(2® + 2 + 2t + 2% + 2%) (2 + 27 + 2t +2°) =
=28+ 32% + 62'° + 102" + 142" + 1623 4+ 162" + 142" + 1020 + 62'7 + 328 + 219

En consecuencia, el coeficiente de x'? en
flx) = (x* +2° + 2% + 2" + 2%)(2® + 2° + 2* + 2° + 2%) (2 + 2* + 2 + 2°)
cuenta el nimero buscado de formas de distribuir las 12 naranjas, a saber 14.
Pero, ;de donde salieron los factores de este producto?

Por ejemplo: La condicién sobre Lidia indica que puede recibir 4,5,6,7 u 8 na-
ranjas, es decir comenzamos con 4 naranjas y nos detenemos en 8 puesto que Wendy e
Ivan deben recibir cada uno al menos dos. Asf se obtiene el factor (z*+ 25+ +27+2%).

En el caso de Ivan, debe recibir al menos dos naranjas asi comenzando con 2 nos
detenemos en cinco para no recibir mas de cinco naranjas es decir, Ivan puede recibir
2,3,4 o0 5. Asi, se obtiene el término (z* + 2® + z* + 7).

Como Wendy debe recibir al menos dos naranjas esto indica que podra recibir
2,3,4,5 o 6, jporqué detenemos en 6 el nimero de naranjas que puede recibir Wendy?.
Supongamos que el niimero de naranjas que puede recibir Wendy es 6, mas dos naranjas
que es la condicién minima sobre Ivan se obtienen 8 naranjas y solo faltarian 4 naranjas
para completar las doce, pero estas 4 naranjas son la condicién minima sobre Lidia
cumpliéndose asi la ecuacion ¢; +co +c3 =12 tal que 4 < ¢y, 2 < ¢y, vy 2 <3 < 5.

De otro modo, supongamos que Wendy recibe 7 o més naranjas, mas dos naranjas
que es nuevamente la condiciéon minima sobre Ivan se tendrian 9 naranjas y faltarian 3
para completar las doce naranjas, pero ¢; en la ecuacién ¢; + co + ¢3 = 12 solo puede
tomar los valores de 4,5,6,7 u 8.

Por lo tanto el factor que representa la condicién sobre Wendy queda expresado
como (x? 4+ z3 + z* + 2°).
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La mayoria de nosotros nos hemos convencido razonablemente de que el coeficiente
de z'? en f(z) nos da la respuesta sobre el ntimero de formas en que Moénica puede
repartir las 12 naranjas. Sin embargo, algunos seran un poco escépticos acerca de esta
nueva idea. Por ahora examinemos dos ejemplos més.

Ejemplo 2: Si existe un numero ilimitado (o al menos 24 de cada color) de dulces
de jalea de color rojo, verde, blanco y negro, ;de cuantas formas puede seleccionar un
nino 24 de estos dulces de tal manera que tenga un nimero par de dulces blancos y al
menos seis dulces negros?

Los polinomios asociados con los colores de los dulces de jalea son los siguientes:

» 10jo 6 verde: 1 4+ = + 22 + ... + 2**, donde el 1 representa al 2°, ya que una po-
sibilidad es que ninguno de los colores rojo( y verde) sea seleccionado. Asi este
polinomio representa el nimero de posibilidades para que el color rojo (y verde)
sean seleccionados.

» blanco: (1+ 2%+ 2+ 2%+ ...+ 2%1), donde el 1 representa al 2°, (la posibilidad de
que el color blanco no sea seleccionado), ademas el 0 es considerado un nimero
par.

» negro: (2% + 27 + 28 + ... + 1) puesto que se tiene la condicién de que, de los 24
dulces se tengan al menos seis dulces negros.

Asi, la respuesta es el coeficiente de 22* en la funcién:

flr)=1+z+22+ . + 2+ 22 + 2t + 254+ .+ 2@ + 2" + 2% + .+ 2?)

Ejemplo 3: ; Cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion ¢y + ¢o + c3 + ¢4 = 25 si
0 < ¢; paratodo 1 <i <47

Otra forma es preguntar ;de cudntas formas se pueden distribuir 25 monedas de un
centavo (idénticas) entre cuatro ninos?

Podemos describir las posibilidades para cada nino mediante el polinomio 1 + x +
22 + 23 4+ ... + 2?°. Entonces la respuesta a este problema es el coeficiente de z?° en la
funcion f(z)= (1+z +2® + ... + 2*)*.

Estos ejemplos son suficientes para mostrar la primera definicion de funcion gene-
ratriz. Esta definicién fue dada a conocer por Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827)
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en su Memoria de las series(1782).

Definicién 5 FUNCION GENERATRIZ (P.S.Laplace, 1782): “ Si se imagina una
funcion A de una variable, desarrollada en una serie ascendente respecto a las potencias
de dicha variable, el coeficiente de una cualquiera de estas potencias serd una funcion
del indice o exponente de la misma. Es A a lo que yo llamo funcion generatriz de
dicho coeficiente o de la funcion del indice.”

Por lo tanto regresando a nuestros ejemplos anteriores para el ejemplo 1, la funcion
generatriz es
flx)=(z* +2° + 2% + 2" + 2®)(2® + 2° + 2* + 2° + 2%) (2 + 2% + 2* + 2°)

= 2% + 32° + 621° + 102" + 1422 + 162" + 162 + 142'° + 102 + 6217 + 3218 + 210

Para el ejemplo 2, la funcion generatriz es
flr)=0+z+2*+ .+ + 22 + 2+ 2+ .+ 2@ + 2" + 2% + .+ 2
Y finalmente para el ejemplo 3, la funcion generatriz es
flr)= 1 +z+22+ .. +2%)

Observemos, para este ultimo ejemplo que también podemos obtener la respuesta a la
pregunta jde cudntas formas se pueden distribuir 25 monedas de un centavo (idénti-
cas) entre cuatro ninos? mediante el coeficiente #?° en la funcién generatriz g(z)=
(1+z+22+23+ ...+ 2% + 2% + )% ya que nunca se usan los términos z*, para toda
k > 26 para obtener la respuesta.[Observemos que mientras que f(z) es un polinomio
g(z) es una serie de potencias en z).

Pero ;como podemos convencernos de esto?. En lugar de resolver este problema que
es muy complicado debido al niimero de variables, examinemos un ejemplo mas sencillo
para derivar la idea a partir de él.

Ahora el problema quedaréd expresado en términos de una distribucién de 4 mone-
das entre cuatro nifios. Y su solucién serd el coeficiente de z* en la funcién generatriz
flx)= 1+ + 2% + 2% + 2%

Asi pues, desarrollemos

(1+x+2*+2° + ")

I+z+22+22+ 2 =1+ +22+ 23+ )1+ + 22+ 28+ 2 ) Q1+ o+ 22+ 23 +
e (1 +z+ 22+ 23+ 2%) = 1+ 42 + 1022 + 2023 + 352 4 5225 + 682° + 8027 + 852° + 802 +
68210 + 5221 + 35212 + 20213 4 102 + 421% + 216,
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Si buscamos el coeficiente de z#, entonces la respuesta es 35.

De igual forma si nosotros desarrollamos (1 + z + 22 + 2% + 2* + 2° + ...)* obtendriamos
el mismo resultado, es decir el coeficiente de z# en la funcién generatriz g(z)=(1 + z + 2 +
23+ 2 4+ 2% +...)%, el cual es también 35. Las variables *, para toda k > 5 y sus coeficientes
nunca se usan para obtener la respuesta si expresamos la pregunta en términos de distribu-
cione de 4 monedas entre 4 ninos, por lo tanto si estas variables no se usan entonces por que
nos preocupamos por ellos?. La respuesta es: porque habra veces que serd maés facil contar
con una serie de potencias que con un polinomio.

Es necesario darse cuenta que hasta aqui, la definicién que hemos dado de funcion genera-
triz nos ha ayudado a resolver problemas muy sencillos de conteo, sin embargo para los fines
de este trabajo necesitamos otra definicién de funcién generatriz. La definicién que daremos a
continuacion tiene que ver precisamente con series de potencias y solo es una version de la de-
finicién principal, la cual fue modificada adecuadamente para resolver otro tipo de problemas
mas complejos.

Definicién 6 Sea ag, a1, as... una sucesion de nimeros reales. La funcion f(zx) = ag+ a1z +
azx? + ... =Y 2 a;x’ es la funcion generatriz de la sucesion dada.

A continuacién examinaremos algunos ejemplos relacionados con las series de potencias
que usaremos para obtener los coeficientes de términos particulares de una funcién generatriz.

Ejemplo 1: Para cualquier n € Z*

(1+a)" = <g> + (?)x—i— <Z>x2 +o <Z>x"

de modo que (1 + x)" es la funcién generatriz para la sucesién

()G ()ono

Ejemplo 2:

a) ParaneZ™

(1-2"N=0-2)Q+z+2?+2° 4+ +2")

Por lo tanto,

(1 _ x”'H)

W:(1+l‘+$2+$3+“‘+$n)

y
(1 _ $n+1)
i-2)
es la funcion generatriz para la sucesién 1, 1, 1,---1, 0, 0, 0,---,

donde los primeros n + 1 términos son 1.
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b) Con
1
(1-=2)

o0
:1+x+w2+w3+x4+...22xi,

-
Il
o

tomando la derivada de cada lado obtenemos

d 1 d _
-0 ~ &
= (-1 —2)7*(-1)
- 1
(-2

d
= %(1+x+x2+x3+x4+...)

= 1422+ 32% +42° + ...

En consecuencia,

1
1)

es la funcion generatriz para la sucesién 1, 2, 3, 4,---
Observacién: Para todo n € ZT, el Teorema del binomio sefnala que

o= () (e (e ()

Queremos extender esta idea a los casos en que (a)n < 0y (b) n no sea necesariamente
un entero.

Sin,reZ* yn>r >0, tenemos

n.(n—l)('n—2)---(n—r+1)

Si n € R, definimos
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como

nn—1)n-2)---(n—r+1)
r!

Entonces, por ejemplo, si n € ZT, tenemos

(—n) (—n)(—n—=1)(-n—=2)---(—n—r+1)
r!
(—D)'n(n+1D(n+2)---(n+r—1)
r!
(=1)"(n+r—1)!
(n—1)r!

n+r—1
= (=1)
cor ("
Finalmente, para cualquier nimero real n, definimos

()

Ejemplo 3:

Para n,r € Z", el desarrollo en serie de Maclaurin para (1 + x)~™ estd dada por

14+2)™ = 1+ (—n)x+ 5 + 3l +
_ 1"‘2( n)(—n—1)(—n7;2)...(—n—r+1)x7,
r=1 :
> n+r—1
— (-1)" z"
(")

Por lo tanto,
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Esto generaliza el teorema del binomio y muestra que es (1 + x)™" la funcion generatriz
de la sucesion

Ejemplo 4:

Encuentre el coeficiente de % en (1 —2z)~". Con y = —2x, usando el resultado del ejemplo
anterior para escribir

11
= 32

(5)
= 32(462)
= 14,784

Ejemplo 5:

Para cualquier nimero real n, el desarrollo en serie de Maclaurin para (1 + )" es

—1)a? —1)(n —2)23
1+2)" = 1+nw—|—n(n2' Ja” | nln )?f,n )z,

1_1_53n(n—1)(n—2)r—'i—~-(n—7“+1)$r
r=1 )

Por lo tanto,

(1+32)73 = 1+§:(_%)(_g)(_j)m(#)(?)x)’"
r=1 '
N = G G RC
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genera la sucesién

Ejemplo 6:
Determine el coeficiente de z'® en f(z) = (22 4+ 23 + 2% + .- )%

Como

(42> +a'+) = (I4+z+2>+-)

(1—=)
el coeficiente de x'® en f(x) es el coeficiente de x'® en
() -
1—-z) (1- :L')4

Por lo tanto, el coeficiente buscado es el de 7 en (1 —x)~%, es decir,

(F)ev = cor (T e

()

= 120

Ejemplo 7:

.. De cuantas formas se pueden seleccionar 7 objetos de n distintos objetos si se permite la
repeticion?

Para cada uno de los n distintos objetos, la serie geométrica

4o+ +23 4.

representa las posibles elecciones de ese objeto. Considerando todos los n distintos objetos,
la funcién generatriz es
fl@)=0+z+a?+23 4+,

y la respuesta requerida es el coeficiente de " en f(z). Ahora bien, puesto que

-1 2 34
-2 +r+x*+x°+
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_ Tj(q)("*i‘l)(—@ (—1)2<”+§_1>(—$)2+
_ ;<n+;_1>xl
se tiene que
(I+z+2*+2°+-. )" = <(1i$)>n
- <1—1x>"
= (n4i—1\
-2

de modo que el coeficiente de z" es

Ejemplo 8:

. De cuantas formas puede un capitan de policia distribuir 24 cargas de rifle a cuatro ofi-
ciales de forma que cada oficial reciba al menos tres cargas, pero no mas de ocho?

Las opciones para el nimero de cargas que recibe cada oficial estdan representadas por

a? +at 4+ 28

Hay cuatro oficiales, asi que la funcién generatriz resultante es
fl@)= (@ +at 4+ 287

Buscamos el coeficiente de 224 en f(x). Con

@B +ratt+25 = 2204+ + 420

_ 1— 28 1
1—2 )’
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la respuesta es el coeficiente de z'2 en

(1-a'(1-2)"" =
- [1 - <11>x6 + <;l>a:12 — (g):clg +x24] % [<_()4> + <_14>(—x) +]

Co)er= Q) L)) = 16)- 06 G

Observemos que al extender nuestra experiencia anterior con los polinomios al caso de
las series de potencias, y al extender el teorema del binomio (1 + z)™ a los casos en que n
no tiene que ser positivo ni entero, encontramos las herramientas necesarias para calcular los
coeficientes de estas funciones generatrices, ahorrandonos en particular conteos tediosos.

Veremos més adelante al aplicar esta herramienta (la funcion generatriz), que el habernos
detenido a analizar este concepto valié la pena.



Capitulo 3
Arboles

Continuando con nuestro estudio de las herramientas que nos permitiran resolver el pro-
blema de multiplicar varias matrices, en este capitulo nos detendremos a estudiar previamente
un objeto utilizado en el estudio de las estructuras de datos, las ordenaciones, la teoria de
codificacién y en la solucién de ciertos problemas de optimizaciéon. Este objeto es conocido
como arbol ya que emula la forma o estructura de un arbol.

Estos objetos, los arboles, tendrdan un papel central en muchos de los resultados que
obtendremos en capitulos posteriores de este texto.

3.1. Arboles

Los arboles fueron utilizados por primera vez en 1847 por Gustav Kirchoff (1824-1887)
en su trabajo de redes eléctricas, aunque posteriormente fueron desarrollados y definidos de
nuevo por Arthur Cayley(1821-1895).

En la [Figura(3.1)], se muestra un primer acercamiento a estas estructuras.

Un arbol como lo mencionamos en renglones anteriores es un objeto que emula la forma
de un érbol (conjunto de nodos conectados). Un nodo es la unidad sobre la que se construye
el érbol y puede tener cero o mas nodos hijos conectados a él. Siguiendo la figura anterior a,

b, ¢, d, e, f son nodos, y se dice que un nodo d es padre de un nodo f si existe un enlace
desde d hasta f ( en este caso también decimos que f es hijo de d).

(G1)

Figura 3.1: Arbol
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Figura 3.2: Arbol con rafz

En ocasiones, sélo hay un tnico nodo sin padres, que llamaremos raiz. Asi, podemos defi-
nir un drbol con raiz si existe un tinico vértice, que es raiz, y para todos los demds vértices(si
los hay), el nimero de enlaces que llegan a ellos es uno. El drbol de la [Figura (3.2)] tiene a
r como raiz.

Trazaremos arboles con raiz como en la [Figura (3.2)], pero con el convenio de que las di-
recciones de su trazado van del nivel superior al inferior. Consideremos el vértice s. El camino
desde la raiz r hasta s es de longitud 2, por lo que decimos que s estd en el nivel 2 del arbol,
0 que s tiene numero de nivel 2. En forma andloga, = estd en el nivel 3, mientras que y tiene
numero de nivel 4. Decimos que s es un hijo de n y n es padre de s. Los vértices w, y y z son
descendientes de s, n y r, mientras que s, n 'y r son ascendientes de w, y y 2.

EJEMPLO 1: En la [Figura (3.3)] usamos un érbol con raiz para representar el indice
de un libro con tres capitulos (C1,C2,C3). Los vértices con el nimero de nivel 2 son para las

secciones de un capitulo; los del nivel 3 representan las subsecciones de una seccién.

El drbol de la [Figura (3.3)] indica un orden para los vértices, si analizamos los subdrboles
(C1,C2,C3) de izquierda a derecha.

EJEMPLO 2: El 4rbol T que se muestra en la [Figura (3.4)], las aristas (o ramas, como
se les llama a menudo) que salen de cada vértice interno estan ordenadas de izquierda a de-

recha. Por lo tanto, T es un arbol ordenado con raiz.

Etiquetemos los vértices de este arbol mediante el siguiente algoritmo.

Paso 1 : Primero asignamos a la raiz la etiqueta (o direccién) 0.
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Figura 3.3: Indice de un libro

Libro

C1 c2 C3
S1.1

S1.2 S3.1 S3.2S3.3

/\

S3.2.1 S3.2.2

Paso 2 : A continuacion, asignamos los enteros positivos 1, 2, 3,--- a los vértices del nivel 1,
de izquierda a derecha.

Paso 3 : Ahora, sea v un vértice en el nivel n > 1y sean vy, va,- - -,k los hijos de v (yendo de
izquierda a derecha). Si a es la etiqueta asignada al vértice v, asignamos las etiquetas
a.l, a.2,---, ak alos hijos vy, vo, -1, respectivamente.

En consecuencia, cada vértice de T, excepto la raiz, tiene una etiqueta de la forma ay.as.a3 - - - ay,
si y solo si ese vértice tiene niimero de nivel n. Esto se conoce como el sistema universal de

direcciones.

Este algoritmo proporciona una manera de ordenar todos los vértices de T.

Definicion 7 Un drbol con raiz es binario si cada vértice v tiene a lo mas dos hijos.

Veamos en las partes (a) y (b) de la [Figura (3.5)] como podemos representar una opera-
cién binaria a través de un arbol binario con raiz. Para evitar confusiones al trabajar con una
operacion no conmutativa ” o”, etiquetemos la raiz como ” o” y pedimos que el resultado sea
a o b, donde a es el hijo izquierdo y b es el hijo derecho de la raiz.

En la [Figura (3.6)] extendemos las ideas representadas en la [Figura (3.5)] para construir
el arbol binario con raiz para la expresién algebraica

((T=a)/5) * ((a+0) 13),
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Figura 3.4: Arbol T ordenado con rafz

0

11
3.1 3.

1.211.22 291

1.2.3.2
1231

Figura 3.5: Arbol binario con raiz

+o (@a+Dh) -e(@a—-h)

(@) (b)

donde * denota la multiplicacion y T la exponenciacién. En este caso construimos el arbol,
como aparece en la parte (e) de la Figura, de arriba hacia abajo. En primer lugar construimos
un subdrbol para la expresién 7 — a en la parte (a) de la [Figura (3.6)]. Esto se incorpora
(como el subarbol izquierdo de /) en el drbol binario con raiz correspondiente a la expresién
(7—a)/5 de la [Figura 3.6 (b)]. Luego, de modo similar, construimos los arboles binarios con
raiz de las partes (c) y (d) para las expresiones a +b y (a + b) 1 3, respectivamente. Por
ultimo, usamos los dos subarboles de las partes (b) y (d) como los subarboles izquierdo y
derecho, respectivamente, para *, con lo que obtenemos el drbol binario con raiz [Fig. 3.6(e)]

para ((7—a)/5) * ((a+0) T 3).

Observemos que en el ejemplo anterior se considera el concepto adicional de hijos izquierdo
y derecho. Veamos un ejemplo mas.

Los dos drboles binarios con raiz que se muestran en la [Figura (3.7)] no se consideran
iguales. Como &arboles binarios con raiz son iguales. Sin embargo, al considerar el concepto
adicional de hijos izquierdo y derecho, vemos que, en la parte (a), el vértice v tiene a como hijo
derecho, mientras que en la parte (b), el vértice a es el hijo izquierdo de v. En consecuencia,
cuando se tiene en cuenta la diferencia entre el hijo izquierdo y el derecho, estos arboles ya
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Figura 3.6: Arbol binario con raiz para una expresion algebraica

no pueden verse como el mismo.

Como resultado de los comentarios anteriores podemos formular la siguiente pregunta:
;,Cuantos arboles binarios con raiz son iguales en el sentido de que tengan el mismo conjunto
de vértices?

Para responder esta pregunta es importante definir primero los arboles binarios con raiz
mas simples. Por convencién, el arbol binario con raiz més simple serd el vacio. Asi, si n
representa el numero de vértices de un arbol binario, habra un tnico arbol binario con raiz
para n=0, el vacio.

Ahora si n = 1 el arbol binario con raiz queda representado por e (la raiz). Por lo tanto
habréd un tinico drbol binario con raiz que tiene un vértice.

Ahora con esta informaciéon veamos si podemos saber cudntos drboles binarios con raiz
hay, que tengan 2 vértices.
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Figura 3.8: Construccién de los arboles binarios con raiz para n= 2

1 1

a) b)

Figura 3.9: Reduccién del Arbol binario con rafz con n=2 cuyo hijo izquierdo es nulo.

1

Para el caso n= 2, la forma en que pueden separarse los dos vértices seleccionando un
vértice como la raiz en estos subarboles es:

(1) Asignamos un uno a la raiz.

(2) Cero vértices a la izquierda, un vértice a la derecha es decir 0+ 1 vértices, més el vértice
que consideramos como raiz da un total de dos vértices.

(3) Un vértice a la izquierda, cero vértices a la derecha es decir 1+ 0 vértices, més el vértice
que consideramos como raiz son en total dos vértices.

Para el arbol de la [Figura 3.8(a)], el hijo izquierdo del &rbol tiene el valor de cero, en este
caso el hijo izquierdo es nulo o no existente por lo cual esta figura se reduce a la [Figura (3.9)].

De manera similar en la [Figura 3.8(b)] el hijo derecho del arbol es nulo reduciendose a la
[Figura 3.10].

Por lo tanto para el caso de dos vértices existen dos arboles binarios con raiz.

Para el caso n = 3 la manera en que pueden separarse los tres vértices es seleccionando

nuevamente un vértice como la raiz. Estos subarboles quedan representados por la [Figura
(3.11)]
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Figura 3.10: Reduccién del Arbol binario con rafz con n=2 cuyo hijo derecho es nulo.

1

Figura 3.11: Construccion de los drboles binarios con raiz para n=3

1 1 1
o 2 1 1 2 0

a) b) c)

Cada vértice distinto de la raiz sera visto ahora como la raiz de nuevos arboles binarios
con raiz que naceran a partir de él y el nimero que aparece en cada vértice representa el
numero de vértices que tendran estos nuevos arboles binarios con raiz.

(1) Asignamos un uno a la raiz.

(2) Cero al vértice de la rama izquierda, dos al vértice de la rama derecha es decir 0 + 2
vértices, mds el vértice que consideramos como raiz. Esto produce un total de tres
vértices.

(3) Uno al vértice de la rama izquierda, uno al vértice de la rama derecha es decir 1 + 1
vértices, mas el vértice que consideramos como raiz son en total tres vértices.

(4) Dos al vértice de la rama izquierda, cero al vértice de la rama derecha es decir 2 + 0
vértices, mas el vértice que consideramos como raiz resultan tres vértices en total.

Para el caso de la [Figura (3.11)] incisos (a) y (c) significa que a partir del vértice que
tiene asignado el niimero dos naceran nuevos arboles binarios con raiz que tengan dos vértices.
Pero nosotros ya sabemos que existen tnicamente dos drboles binarios con raiz de dos vértices
diferentes, mas aun, sabemos como son y que el vértice que tiene asignado el nimero 0 es
nulo. Para la [Figura 3.11 (b)] sabemos que existe un unico arbol binario con raiz que tiene
un vértice (e).

Por lo tanto los cinco arboles binarios con raiz para n = 3 que resultan de la [Figura
(3.11)] incisos (a),(b) y (c) se muestran en la [Figura (3.12)].



32 CAPITULO 3. ARBOLES

Figura 3.12: Construccion y reduccion de los arboles binarios con raiz para n= 3

1 1 1
0 \ 0 > 1A 1
101
1 1 1 1
1 1 1A1 1 1
1 1 1 1

Figura 3.13: Construccion de los arboles binarios con raiz para n= 4
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(
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Para n = 4, la manera en que pueden quedar separados los cuatro vértices seleccionando
un vértice como la raiz quedan representados en la [Figura (3.13)].

Asi los vértices que tienen asignados los niimeros 0, 3, 1 y 2 serén vistos como las raices
de nuevos subarboles de 0, 3, 1 y 2 vértices respectivamente que naceran a partir de estos
vértices. Para el caso de la [Figura 3.13(a)], nosotros ya sabemos que el vértice que tiene asig-
nado el niamero cero es nulo y que hay cinco arboles binarios con raiz diferentes que tienen
tres vértices (estos drboles son los que se construyeron en el caso n=3) por lo tanto habra en
total cinco drboles binarios con raiz diferentes los cuales se muestran en la [Figura (3.14)].

Los éarboles binarios con raiz resultantes de la [Figura (3.13)] incisos (b) y (c¢) se muestran
en la [Figura 3.15)] puesto que hay un tdnico drbol binario con raiz con un vértice, y dos

arboles binarios con raiz de dos vértices diferentes.

Los érboles binarios con raiz que se desprenden de la [Figura 3.13(d)] quedan represen-
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Figura 3.14: Reduccién de los arboles binarios con raiz para n=4 cuyo hijo izquierdo es
nulo, caso a) en la Fig. 3.13
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Figura 3.15: Mas de los arboles binarios construidos con raiz para n=4, casos b) y c¢)

en la Fig. 3.13
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tados en la [Figura (3.16)] los cuales resultan a partir de los drboles con n=0, n=1, n=2, y
n=3 vértices construidos anteriormente, siendo 14 el nimero de arboles binarios con raiz con
n = 4 vértices

[E

=
[y

Finalmente para el caso n = 5, los arboles binarios con raiz quedan representados de la
siguiente manera [Figura (3.17)]:

Nuevamente si asignamos un uno a la raiz, los vértices que tienen asignados los ntimeros
0,4, 1, 3y 2 seran vistos como las raices de los nuevos arboles binarios con raiz de 0,4, 1, 3 y
2 vértices respectivamente. Puesto que hay 14 posibles arboles binarios con raiz diferentes de
4 vértices (los cuales construimos en el caso anterior) entonces en el caso de la [Figura 3.17(a)]
habra 14 posibles arboles binarios con raiz diferentes entre si, que se podran construir a partir
de esta representacién [Figura (3.18)].

De la representacién del inciso b) habra 5 posibles drboles binarios con raiz diferentes los
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Figura 3.16: Reduccién de los arboles binarios con raiz para n=4 cuyo hijo derecho es

nulo, caso d) en la Fig. 3.13
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\\/:*/ 0 1 \\/:‘/ 0 1 \\/:\/ 0 1 \\/:\, 0
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Figura 3.17: Construccion de los arboles binarios con raiz para n= 5
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cuales se muestran en la [Figura (3.19)].

Para el inciso ¢) de manera similar para el vértice asignado con el nimero dos habra dos
posibles drboles binarios con raiz de dos vértices (los cuales ya sabemos como son) este arbol
quedard representado por los drboles binarios con raiz de la [Figura (3.20)].

Continuando, para el inciso d) habran 5 posibles arboles binarios con raiz diferentes [Fi-
gura (3.21)] puesto que las razones para la construccién de estos drboles son las mismas que
para el inciso b).

Finalmente los posibles arboles binarios con raiz diferentes que se construyen para el caso
del inciso e) son nuevamente 14 [Figura (3.22)] puesto que hay 14 posibles drboles binarios
con raiz de 4 vértices.
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Por lo tanto hay 42 posibles arboles binarios con raiz de cinco vértices en total formados a
partir de los posibles arboles binarios con raiz de 4, 3 2 y 1 vértices construidos anteriormente.

Como resultado de estas construcciones ya podemos responder la pregunta sobre cuantos
arboles binarios con raiz son iguales en el sentido de tener el mismo conjunto de vértices, y
también podremos dar la conclusién de que el niimero de drboles binarios con raiz iguales
crece rapidamente pues para el caso de n=3 se construyeron 5 posibles arboles binarios con
raiz, 14 posibles arboles con raiz para n= 4 y finalmente 42 drboles binarios con raiz para n=>5
lo cual significaria que construir y calcular los posibles drboles binarios con raiz para un n
suficientemente grande nos llevaria mucho tiempo por lo cual ahora nos haremos la siguiente
pregunta ; Habra alguna manera menos complicada de saber cuantos arboles binarios con raiz
de n vértices hay para n suficientemente grande sin que el saberlo nos lleve mucho tiempo?.

Ahora nuestra pregunta se reduce a contar, para n > 0, el nimero b,, de drboles binarios
ordenados con raiz de n vértices. Usemos pues la misma idea que utilizamos para construir los
aboles binarios de igual nimero de vértices. Asi, si conocemos los valores de b; para 0 < ¢ < n,
para obtener b, seleccionamos un vértice como la raiz y vemos que las subestructuras que
descienden a la izquierda y a la derecha de la raiz son arboles (binarios ordenados con raiz)
mas pequenos. Estos arboles més pequenos se denominan subdrboles del arbol dado.

Comenzemos pues a contar el nimero b, de arboles binarios ordenados con raiz de n
vértices.

Recordemos que existe un tnico arbol de cero vértices, este es el arbol vacio por lo tanto
by = 1.

Para el caso del arbol binario con raiz de un sélo vértice, (by = 1)

Para contar el niimero de arboles binarios con raiz de dos vértices separamos los dos vérti-
ces en subdrboles, seleccionando un vértice como la raiz. [Figura(3.23)]

(a) 0 vértices a la izquierda, 1 vértice a la derecha. Esto produce un total de byb; subestruc-
turas por contar.

(b) 1 vértice a la izquierda, 0 vértices a la derecha, lo que produce byb; drboles binarios
ordenados con raiz, con 2 vértices.

Pueso que nosotros ya conocemos los valores para by y by, para obtener by [Figura (3.23)],
by =bg by + b1 bp = (1) (1)+(1) (1) = 2, por lo tanto en total son dos el niimero by de arboles
binarios ordenados con raiz de dos vértices.

Ahora que ya conocemos los valores de by, by v by para obtener by recordemos nuevamente

los arboles binarios con raiz de tres vértices y la forma en que separamos los tres vértices
seleccionando de igual manera un vértice como la raiz [Figura (3.24)].

(a) 0 vértices a la izquierda, 2 vértices a la derecha. En total bpby de subestructuras.
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(b) 1 vértice a la izquierda, 1 vértices a la derecha. Esto es biby drboles binarios con raiz.

(c) 2 vértices a la izquierda, 0 vértices a la derecha, en total baby de los arboles.

Asi, by = by ba + b1 b1 + ba bp = (1) (2) + (1) (1) + (2) (1) = 5. Esto produce un total
de cinco arboles binarios ordenados con raiz de tres vértices.

Continuando ahora para el caso de los drboles binarios ordenados con raiz de cuatro vérti-
ces los modelos para este tipo de drbol son [Figura (3.25)] en los cuales separamos los cuatro
vértices seleccionando un vértice como la raiz.

(1) 0 vértices a la izquierda, 3 vértices a la derecha, obteniendose un total de bybs arboles
binarios con raiz.

(2) 1 vértice a la izquierda, 2 vértices a la derecha, lo que produce b1bs en total de arboles.
(3) 2 vértice a la izquierda, 1 vértices a la derecha, resultando beb; subestructuras por contar.

(4) 3 vértice a la izquierda, 0 vértices a la derecha, para un total de bsby drboles.

Ademsds puesto que en los casos anteriores hemos calculado by = 1, by = 1, by = 2, y
bs = 5 con ellos calculemos by.

by = by bg + by by + by b1 + b3 by = (1) (5) + (1) (2) + (2) (1) + (5) (1) = 14, el total
de arboles binarios ordenados con raiz de cuatro vértices.

Por dltimo calculemos bs.

Examinemos la forma en que podemos separar los cinco vértices seleccionando un vértice
como la raiz [Figura (3.26)].

(1) 0 vértices a la izquierda, 4 vértices a la derecha. En total byby drboles binarios con raiz.
(2) 1 vértice a la izquierda, 3 vértices a la derecha, lo que produce b1b3 en total de arboles.
(3) 2 vértices a la izquierda, 2 vértices a la derecha, resultando byby subestructuras por contar.
(4) 3 vértices a la izquierda, 1 vértice a la derecha, en total de bsb; arboles.

(5) 4 vértices a la izquierda, 0 vértices a la derecha, es decir byby arboles.

En consecuencia, para bs se tiene:

bs = bobs + b1bs + baba + bsby + baby
= (1)(14) + (1)(5) + (2)(2) + (5)(1) + (14)(1)
= 42

Por lo tanto hay 42 arboles binarios ordenados con raiz de cinco vértices.
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Ahora que hemos analizado varios ejemplos, finalmente generalizaremos los resultados an-
teriores:

contemos para n > 0, el namero b, de arboles binarios ordenados con raiz de n vértice.
Asi, si conocemos los valores de b; para 0 < ¢ < n, para obtener b, 1 seleccionamos un vértice
como la raiz y observemos la forma en que pueden separarse los n vértices en estos subdrboles
[Figura (3.27)]:

(1) 0 vértices a la izquierda, n vértices a la derecha. Esto produce un total de byb,, subes-
tructuras por contar en b,y

(2) 1 vértice a la izquierda, n—1 vértices a la derecha, lo que produce b1b,,—1 drboles binarios
ordenados con raiz, con n + 1 vértices.

(i+1) ¢ vértices a la izquierda, n-i vértices a la derecha, para un total de b;b,_; hacia by,.

(n+1) n vértices a la izquierda y ninguno a la derecha, lo que contribuye con b,by de los
arboles.

Por lo tanto, para todo n > 0,

bn+1 = bobn + b1bp—1 + b2by_o + -+ + by_1b1 + bpbg (3.1)
y
Z brL—|—1517n+1 = Z(bObn + blbn—l +---+ bn—lbl + bnbO)xn—l—l (32)
n=0 n=0

Buscamos ahora dar una expresién explicita de los términos b,. Para ello, sea f(x)=

Yoo o bpa™ la funcién generatriz de by, b1, ba, - - - se tiene que
F@)f(@) = ) (bobn + bibu—1 + - + bubo)a”
n=0

0
= § bn-i—lxn
n=0

por (3.1). Luego,
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)]2 = Z bn+133nJrl = b1z + bpa® + - -

es decir
por lo tanto

puesto que by = 1.
Esto produce la ecuacién cuadratica (en f(x))
o[f (@) = fl@)+1=0, y f(z)=[1%VI—4a]/20
Siendo f(x) una funcién, debemos eliminar la ambiguedad del doble signo.

Tenemos

Vi—dr = (1-4z)3

() () ()t

donde el coeficiente de ™, n > 1, es

(17/12>(_4)n _ (1/2)((1/2) — 1)((1/7213 -2)((1/2) =n+1) 4y
_ (1! (1/2)(1/2)<3/221-'-- ((2n —3)/2) (—ay
_ (ED2r)B)--- (20— 3)
n!
_ (=D2"H(1)B) - (2n = 3)(2n — 1)
(n!)(n!)(2n —1)
_ =DER)ME) - 2r)(1H)E) - (2n—1)
(n!)(n!)(2n —1)

N (2({?1) (2: )

En f(x), seleccionamos el radical negativo; en caso contrario, tendriamos valores negativos
para b,. Entonces

J(@) = % (- i (2n1— 0 (27?)”””)] = i (2n1— ) <2:>“n
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que también es, recordemos, f(x)= > ", b,z" la funcién generatriz de by, by, ba, - - -

Aqui by, el coeficiente de z,, en f(x), es la mitad del coeficiente de z"*! en

f: 2n —1) < >xn

i
Asi,
[ 1 2(n +1)
bn = 5_2(n+1)—1]< n+1>
1f 1 (2n +2)!
- 5_2n+2—1}[(n+1)!(2n+2—n—1)!}
1 1 ] (@nt2) }
2_2n+1 L (n+D!(n+1)!
171 [(Cn+2)2n+2-1)2n+2-2)2n+2-3)(2n +2—4)---(3)(2)(1)
22n+1] | nl(n+1)(n+1)!
_1r 1 _"2(n—|—1)(2n+1)(2n)(2n—1)(2n—2)---(3)(2)(1)}
22n+1] | (n+ 1)n!(n+1)!

B 2n! B 2n! 1 2n
 (n+ D! alln+1) (n+1)\n

En este momento vemos que para n > 0, el nimero b,, de arboles binarios ordenados con
raiz de n vértices es:
1 2n
bp = ———
(n+1)\n

El cual crece exponencialmente para n suficientemente grande. De hecho se puede probar
que by, = D +1) (2") es de orden de complejidad (4—%> El concepto de orden de complejidad
n

y la notacién € seran tratados en el capitulo siguiente.

Los nimeros b,, llamados los niimeros de Catalan, en honor al matematico belga Eugene
Catalan(1814 — 1894), los us6 para determinar el nimero de formas para colocar
paréntesis en la expresiéon x1,xs---x,. Los primeros 11 ntmeros de Catalan son by =
1,0 = 1,bp = 2,b3 = 5,by = 14,b5 = 42,bg = 132,b; = 429,bg = 1430,bg = 4862,b1g =
16796. Estos niimeros tomaran sentido en el capitulo 5 cuando se quiera determinar el nimero
de formas de colocar paréntesis a la hora de intentar calcular el producto de varias matrices.
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Figura 3.18: Reduccién de los arboles binarios con raiz para n=5 cuyo hijo izquierdo es
nulo, caso a) en la Fig. 3.17

1 1 1 1 1
0 .« 0 ¢ (O 1 O . .«
1 1
1 1 1
1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
(o} 1

=
././.\./.l-\
P R
=
P P
P R
[
=
P P
=
[
[
=
=
[
[
[




3.1.

ARBOLES

41

Figura 3.19: Mds drboles binarios con raiz para n=5, caso b) en la Fig. 3.17
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Figura 3.20: Mas drboles binarios con raiz para n= 5, caso c) en la Fig. 3.17

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 3.21: Mds drboles binarios con raiz para n=5, caso d) en la Fig. 3.17
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Figura 3.22: Reducciéon de los arboles binarios con raiz para n= 5 cuyo hijo derecho es

nulo, caso e) en la Fig. 3.17
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Figura 3.23: Construccion y conteo de los arboles binarios para n=2

1 1

b2 = b0 bl + bl b

Figura 3.24: Construccion y conteo de los arboles binarios ordenados con raiz de tres
vértices

1 1 1
@ ®
0 2 1 1 2 0]
b3 = bo b2+ bl bl+ b2 b

Figura 3.25: Construccion y conteo de los arboles binarios ordenados con raiz de cuatro

vértices
1 1 1 1
3 0 2 1 1 2 0 3

b4 = b3 b0 + b2 bl + bl b2 + b0
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Figura 3.26: Construccion y conteo de los arboles binarios ordenados con raiz de cinco

vértices
1 1 1 1 1
0 4 1 3 2 2 3 1 4 (

b5= b0 b4 bl b3 b2 b2 b3 bl b4

Figura 3.27: Construccién y conteo de los arboles binarios ordenados con raiz de n
vértices
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0 n 2 n-2 n

1 n-1 - 0

b(n+1) = b0 bnt bl b(n-¥ b2 b(n-2)+- - -+bn bo



Capitulo 4

Notacion Asintotica

4.1. Complejidad Algoritmica

En la ciencia de la computacién los algoritmos son mas importantes que las computado-
ras, la soluciéon de un problema haciendo uso de las computadoras requiere por una parte un
algoritmo o método de solucién y por otra un programa o codificacién del algoritmo. Ambas
componentes tienen importancia; pero la del algoritmo es absolutamente indispensable; sabe-
mos que un algoritmo es una secuencia de pasos para resolver un problema, sus caracteristicas
son:

= Independencia: De la maquina.

= Definido: De pasos claros y concretos.

= Finito: En el nimero de pasos que usara.

» Preciso: Cada paso arroja un calculo correcto.
= Recibe datos: Debe poseer datos de entrada.

= Arroja Informacion: Debe arrojar informacién de salida.

Debemos saber que una solucién es un conjunto unico, pero no es el tinico conjunto de
pasos que entregan la solucién, existen muchas alternativas de solucién y estas alternativas
pueden diferir por:

s Numero de pasos

s FEstructuras
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Ahora que sabemos que puede haber muchas alternativas de solucién para un problema,
debemos seleccionar el algoritmo més eficiente, el mejor conjunto de pasos, el que tarde menos
en ejecutarse y que tenga menos lineas de codigo. Esta eleccién puede ser ejecutada a simple
vista con solo observar la cantidad de lineas del programa, pero cuando el programa crece
se requiere una medicién mas exacta y apropiada, para esto se realizan ciertas operaciones
matematicas que establecen la eficiencia tedrica del programa, al estudio de estos casos se
denomina Complejidad Algoritmica.

Un algoritmo serd mas eficiente comparado con otro, siempre que consuma menos recur-
sos, como el tiempo y espacio de memoria necesarios para ejecutarlo.

La eficiencia de un algoritmo puede ser cuantificada con las siguientes medidas de com-
plejidad.

. Complejidad Temporal o Tiempo de ejecucion: Tiempo de computo necesario para eje-
cutar algin programa.

s Complejidad Espacial: Memoria que utiliza un programa para su ejecucion.

Este andlisis se basa en las Complejidades Temporales, con este fin, para cada problema
determinaremos una medida n, que llamaremos tamano de la entrada o nimero de datos a
procesar por el programa, intentaremos hallar respuesta en funcién de dicha n.

El concepto exacto que cuantifica n dependerd de la naturaleza del problema si hablamos
de una matriz se puede ver a n como el nimero de elementos que la componen, para un arbol,
podria ser el nimero de nodos, no se puede establecer una regla para n pues cada problema
acarrea su propia logica y complejidad.

4.2. Tiempo de ejecucion

El tiempo de ejecucién de un programa se mide en funcién de n (entrada o nimero de
datos), lo que designaremos como T'(n).

Esta funcién se puede calcular fisicamente ejecutando el programa acompatniado de un
reloj, o calcularse directamente sobre el cédigo, contando las instrucciones a ser ejecutadas y
multiplicado por el tiempo requerido por cada instruccion.

Ejemplo 1: En el siguiente parrafo reproducimos un segmento del programa en Pascal
que implementa un algoritmo para el calculo de n! para n € Z™. Suponiendo que todas las
operaciones implicadas tardan el mismo tiempo en ejecutarse, en este caso, el usuario intro-
duce el valor de n, que es el dato del programa. Las variables i y Factorial (ya declaradas con
anterioridad en el programa) son variables enteras.
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Begin
i=1; (Inicializa el contador)
Factorial := 1; (Inicializa el valor de Factorial)

While i <= n do

Begin
Factorial := ix*Factorial;
i:=1+1
End;
Writeln ( ’El valor de > , n, °’ factorial es ’, Factorial, ’.’°)

End;

El programa comienza con dos proposiciones de asignacién, donde se inicializan los valores
de las variables enteras i y Factorial. Después se ejecuta el ciclo While n veces. Cada una de
estas ejecuciones implica las siguientes cinco operaciones:

1) Comparar el valor actual de contador ¢ con n

2) Incrementar el valor de Factorial como i* Factorial; esto implica una multiplicacién y una
asignacién

3) Incrementar el valor del contador en 1; esto implica una suma y una asignacién

Por ltimo, hay otra comparacion. Esta se realiza cuando i= n -+ 1, de modo que el ciclo
While se termina y las otras cuatro operaciones ( de los pasos 2 y 3 anteriores) no se llevan a
cabo.

Por lo tanto, T(n)= (24 5n+ 1)t; = (5n+ 3)t; donde ¢; es el tiempo que lleva ejecutarse
cada operacién.

Toda funcién T(n) encierra referencias al parametro n, y a una serie de constantes ¢;
dependientes de factores externos al algoritmo. Se tratard de analizar los algoritmos dando-
les autonomia frente a estos factores externos, buscando estimaciones generales ampliamente
validas.

Ademaés podemos hablar de un rango de valores:

Tmzn(n) é T(n) g Tmax(n)

Estos extremos son llamados “ el peor caso “ y el “ mejor caso “ y entre ambos se puede
hallar “el caso promedio”, brinddndonos una medida pesimista pero fiable.
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4.3. Notacion Asintotica

El andlisis de la efeciencia algoritmica nos lleva a estudiar el comportamiento de los algo-
ritmos frente a condiciones extremas. Diferentes funciones g(n) determinan el uso de recursos,
pudiendo existir infinidad de funciones. Estas funciones g seran congregadas en familias usando
como criterio de agrupacion su comportamiento asintotico, pues representa el comportamiento
cuando el tamano de la entrada “n” tiende a infinito, pues para valores grandes es cuando
puede haber problemas de tiempo o memoria.

Para cada uno de estos conjuntos se suele identificar un miembro f(n) que se utiliza como
representante de la familia.

4.3.1. O-notacion

Definicién 8 Dada una funcion, f(n) denotamos por O(f(n)) al conjunto de funciones
O(f(n) )={g:existen constantes positivas ¢ y ny tal que 0 < g(n) < cf(n) para todo n > ny}.

La familia de funciones que compartan este comportamiento asintético serd llamado un
Orden de Complejidad. Este conjunto esta formado por aquellas funciones que crecen a un
ritmo menor o igual que el de f(n).

De las funciones ¢ que forman este conjunto O(f(n)) se dice que estan dominados asintdti-
camente por f, en el sentido de que para n suficientemente grande, y salvo una constante
multiplicativa ¢, f(n) es una cota superior de g(n).

Para indicar que una funcién es un miembro de O(f(n)), escribimos

g(n) = O(f(n))

y para indicar que una funcién no es un miembro de O(f(n)), escribiremos

g9(n) # O(f(n))
Ejemplo 1: ;Es 2"t = O(2")?

Para saber esto, debemos determinar constantes positivas ¢ y 7 tal que 0 < 2"1 < ¢(27)
para todo n > nqg.

Para darnos una idea de como pueden ser estas constantes positivas, veamos como se
comportan estas funciones para distintos valores de n. El célculo de los valores de 2"+ y 27,
se encuentran detallados en el siguiente Cuadro (4.1)

Como podemos observar, para n > 2 al comparar por renglén uno a uno los valores de 271
y 2™ nos damos cuenta que estos difieren siempre en un valor constante, 2. Esto nos permite
darnos una idea intuitiva del valor de las constantes positivas que necesitamos seleccionar
para comprobar que en efecto 2"t = O(2"). Por lo tanto escogiendo ¢ = 2 y 19 = 2 se tiene
que,

0 < 2" < 2(27)
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Cuadro 4.1: Tabla de valores

n 2n+1 on
0 2 1
1 4

2 8 4
3 16 8
4 32| 16
5 64 | 32
6| 128 | 64
7| 256 | 128

para todo n > 2.

La notacién “ O() ” ignora los factores constantes, desconoce si se hace una mejor o peor
implementacion del algoritmo, ademds de ser independiente de los datos de entrada del al-
goritmo. Es decir, la utilidad de aplicar esta notaciéon a un algoritmo es en contar el limite
superior de su tiempo de ejecucién, “ el peor caso”.

Ejemplo 2: Sean f, ¢:Z* — R dadas por f(n) = 5n, g(n) = n?, para n€ Z*. Si calcu-
lamos f(n) y g(n) para 1 < n < 4, encontramos que f(1)= 5, g(1)= 1; f(2)= 10, ¢g(2)= 4;
f(3)= 15, g(3)= 8; vy, f(4)= 20, g(4)= 16. Sin embargo, n> 5 = n? > 5n, y tenemos que
|f(n)|= 5n < n? = |g(n)|. Asi, si c= 1y no= 5, tenemos que n > 1o , |f(n)| <c |g(n)|. En
consecuencia, g domina a f y f=0(g).

También nos damos cuenta de que para cualquier n € Z*, |f(n)| = 5n < 5n? = 5|g(n)|.
Aqui se muestra el dominio de f por g, con 9= 1y ¢ = 5. Esto es suficiente para demostrar
que las constantes 719 y ¢ de la definicién no necesitan ser unicas.

Adem4ds, podemos generalizar este resultado si consideramos las funciones fi, g1:ZT — R
definidas por fi(n) = an, gi(n) = bn?, donde a,b son nimeros reales distintos de cero. Si
c € R y c|b| >|a|, entonces para todo n > 1(= no), |fi(n)|= |an| = |a|n < c|b|n <
c|b| n? =c|bn?| =clgi(n)|, y asi f1 = O (g1).

En el ejemplo anterior , observamos que f = O (g). Si revisamos las funciones f, g, quere-
mos ahora mostrar que g # O (f).

Ejemplo 3: Una vez més, sean f, g:Z* — R dadas por f(n) = 5n,g(n) = n?, paran € Z*.

Si g = O(f), entonces en términos de cuantificadores, tendriamos que 3¢ € RT3y, €
Ztvn € Z¥[(n = mo) = |g(n)| < ¢ |f(n)]].

En consecuencia, para mostrar que g # O (f), necesitamos verificar que
Ve € R*Vng € Z+3n € Z((n = no) A (Jg(n)] > ¢ | F(m)])-



50 CAPITULO 4. NOTACION ASINTOTICA

Para esto, primero debemos darnos cuenta de que m y 1y son arbitrarios, por lo que
no tenemos control sobre sus valores. El inico nimero sobre el cual tenemos control es el
entero positivo n que seleccionamos. Ahora bien, independientemente de los valores de m y
1m0, podemos seleccionar n € Z™ tales que n > mdx{5c,n9}. Entonces n > ng (en realidad,
n >n) y n>5c=n?>>5 cnporloque|g(n)| =n?>5cn=c |5n| =c |f(n)|yg#O(f).

Para quienes prefieren el método de demostracion por contradiccién, presentamos un se-
gundo punto de vista. Si g = O (f), entonces tendriamos que

n?=lg(n)| < c |f(n)] = en

para todo n > 79, donde 79 es algun entero fijo positivo y ¢ es una constante (real). Pero
entonces, de n? < cn deducimos que n < c. Esto es imposible ya que n € (Z1) es una variable
que puede crecer sin limite mientras que ¢ es una constante.

Ejemplo 4:

a) Sean f, g: Z* — R dadas por f(n) = 5n? + 3n + 1,g(n) = n% Entonces |f(n)| =
5n2 4+ 3n 4+ 1| = 5n% + 3n + 1 < 5n? + 3n? + n? = 9n? = 9|g(n)|. De aqui tenemos que
para todo n > 1(= o), |f(n)| < ¢ |g(n)| para cualquier ¢ > 9,y f = O (g). En este
caso también podemos escribir g = O (n2)

Ademss, |g(n)] = n? < 5n% < 5n% + 3n + 1 = |f(n)| para todo n > 1 por lo que
lg(n)] = c|f(n)| para cualquier ¢ > 1 y para todo n > 79 > 1. En consecuencia,
g = O(f). [De hecho O (g) = O (f); es decir , cualquier funcién de Z* a R dominada
por f o por g estd también dominada por la otra funcién].

b) Consideremos ahora f, g: Zt — R dadas por f(n) = 3n® + ™% —4n + 2 y g(n)= ns.
Aqui tenemos que |f(n)] = |3n3 + ™2 — 4n + 2| < [3n3| + |T?| + | — 4n| + [2] <
3n3 4+ ™3 + 4n3 + 2n® = 16n3 = 16|g(n)|, para todo n > 1. Asi, si c= 16 y no= 1,
tenemos que f estd dominada por g,y f =0 (g),0 f =0 (n3)

Como 7n — 4 > 0 para todo n > 1, podemos escribir n3 < 3n3 < 3n3 + (Tn —4)n + 2 si
n > 1. Entonces |g(n)| < |f(n)| para todon > 1,y g = O (f). [Como en la parte (a),
también tenemos O (f) = O (g) = O (n?)].

Finalmente generalizemos los resultados del ejemplo anterior como sigue:

Sea f: ZT — R tal que  f(n)= an’ +a;_1n'~' + - 4+ agn® + a1n + ag, para
ag,as_1, - ,az,a1,a0 € R, a; # 0, t € N. Entonces f(n)| = |ant + a;_1n'~! + -+ + agn® +
ain +ao| < |agn!|+ |az_1n? " + - -+ |agn?| + lain| + |ao| = |ag|nt + |az_1|nt Tt + - -+ |ag|n® +
lai|n+]ao] < |ag|nt+|ai_1|nt+- - +|as|nt+|ar|nt+|ag|nt = |ag|+|ai—1]|+- - -+|az|+]|a1|+|ao|)nt.

En la definicién anterior, sean c¢= (|a¢| + |at—1| + - -+ + |az| + |a1| + |ao]) y o= 1, y sea
g: Z+ — R dada por g(n)= n'. Entonces |f(n)| < ¢ |g(n)| para todo n > ng, por lo que f
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Cuadro 4.2: Funciones de complejidad mas habituales

Forma O maytscula Nombre
O(1) Constante
O(logy n) Logaritmica
O(n) Lineal
O(nlog, n) nlogyn
O(n?) Cuadratica
O(n?) Cubica
O(n™), m=0,1,2,3,--- | Polinomial
O(c"), e>= Exponencial
O(n!) Factorial

estd dominada por g, 0 f = O (nt)

También es cierto que g = O (f) y que O (f) = O (g9) = O (n').

Ordenes de complejidad

La familia O (f(n)) define un Orden de Complejidad. Elejiremos como representante de
este Orden de Complejidad a la funcién f(n) més sencilla perteneciente a esta familia.

Las funciones de complejidad més habituales en las cuales el inico factor del que dependen
es del tamano de la muestra de entrada n, ordenados de mayor a menor eficiencia se muestran
en el Cuadro (4.2)

Se identifica una Jerarquia de Ordenes de Complejidad que coincide con el orden de la
tabla mostrada, jerarquia en el sentido de que cada orden de complejidad inferior tiene a las
superiores como subconjuntos.

4.3.2. (-notacion

Definicién 9 Para una funcion g(n) dada, denotamos por 2 (g) al conjunto de funciones
Q2 (g)={f(n): existen constantes positivas c y 1y tal que 0 < cg(n) < f(n) para todo n > o}

La idea intuitiva sobre {2-notaciéon nos dice que para todos los valores de n a la derecha
de 1o, el valor de f(n) esta en o por encima de cg(n).

4.3.3. ©O-notacion

Definicién 10 Dada una funcién g(n), denotamos por © (g) al conjunto de funciones
O (g)={f(n):existen constantes positivas c1, co, y 19 tales que 0 < ¢19(n) < f(n) < cog(n)
para todo n > no}
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Cuadro 4.3: Tiempos para un algoritmo de complejidad exponencial 2"

Tiempo

1 | 1 diezmilésima de segundo
10 ~ 1 décima de segundo
20 ~ 2 minutos
30 ~ 1 dia
40 mayor a tres anos
50 mayor a tres milenios
100 4,019693685' milenios

Cuadro 4.4: Tiempos para un algoritmo de complejidad n3

n Tiempo

1 | 1 diezmilésima de segundo

10 ~ 1 décima de segundo
20 ~ 8 décimas de segundo
100 ~ 1.7 minutos
200 ~ 13.3 minutos
1000 ~ 1 dia

4.4. Importancia de la Eficiencia

., Que utilidad tiene disenar algoritmos eficientes si los computadores procesan informacion
cada vez mas rapido?

Bien: para demostrar la importancia de la elaboracion de algoritmos eficientes, se plantea
el siguiente problema:

Contamos con una computadora capaz de procesar datos en 10™* segundos. En esta
computadora se ejecuta un algoritmo que lee registros de una base de datos, dicho algoritmo
tiene una complejidad exponencial 2", ;Cuanto tiempo se tardard en procesar una entrada n
de datos?. Ver Cuadro (4.3)

Ahora se tiene la misma computadora capaz de procesar datos en 10~% segundos. Pero se
ejecuta un algoritmo que hace el mismo trabajo antes citado; pero este algoritmo tiene una

complejidad cibica n3, ;Cudnto tiempo tardard en procesar una entrada n de datos?. Ver
Cuadro (4.4)

Se puede concluir, que solo un algoritmo eficiente, con un orden de complejidad bajo,
puede tratar grandes volimenes de datos, se razona que un algoritmo es:

Muy eficiente si su complejidad es de orden log n.
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Eficiente si su complejidad es de orden n3.

Ineficiente si su complejidad es de orden 2™.

4.5. El Teorema Maestro (The Master Theorem)

En capitulos posteriores analizaremos el Algoritmo de Strassen el cual nos ayudara a
resolver el problema de multiplicar matrices de forma rapida. En general la idea de Strassen
es dividir el problema inicial en subproblemas del mismo tipo del problema inicial, resolver
estos subproblemas recursivamente, y combinar estas soluciones para obtener la solucién del
problema original.

Strassen utiliza esta idea para multiplicar dos matrices y obtiene que requiere solo 7

multiplicaciones recursivas de 5 x § matrices y 18 adiciones y sustracciones. Puesto que las

operaciones aditivas tienen costo ©(n?), el costo del Algoritmo de Strassen quedara expresado
como: T(n)= 7T(%)+f(n), donde f(n)= O(n?).

Esta relacién es de la forma T'(n)= aT(3 )+ f (n) donde a> 1y b > 1.

Aqui:

= a es el nimero de llamadas recursivas.

] % denota la porcién del problema original representado por cada subproblema,
= f(n) es el costo de dividir el problema, més el costo de combinar la solucién.

Dada una relacién de esta forma es posible determinar un limite asintético, por lo tanto es
posible determinar un limite asintético para T (n)= 7T(%)+f(n), donde f(n)= ©(n?), (tiempo
que requiere el Algoritmo de Strassen para multiplicar matrices).

Para ello es necesario enunciar uno de los Teoremas principales en el estudio del Analisis
de Algoritmos, El Teorema Maestro, el cual proporciona una solucién en términos asintoticos
para las relaciones de recursién de los tipos que ocurren en la practica. Sin embargo, no todas
las relaciones de recursién se pueden solucionar con el uso del Teorema Maestro.

Teorema 1 (Teorema Maestro) Sean a> 1 y b > 1 constantes, sea f(n) una funcion y
T(n) definida sobre los enteros no negativos. Entonces T(n)= aT(%)+f (n) puede ser limitada
asintoticamente como Sigue:

= Si f(n) =0 (n'%=°) para alguna constante e > 0, entonces T (n) = © (n'°%®),
= Si f(n) =0 (nl*n®), entonces T (n) = © (nl°*®®Ign).

» Sif(n)=Q (nlogb“JrE), para alguna constante € > 0, y si af (%)
constante ¢ < 1 y para n suficientemente grande, entonces T (n)

f (n) para alguna
(f(n)).

<ec
=0



54 CAPITULO 4. NOTACION ASINTOTICA

4.5.1. Aplicando El Teorema Maestro

Caso 1: Tiempo que requiere el Algoritmo de Strassen para
multiplicar matrices

Si es verdad que:
f (n) = O (n!°%9=¢) para alguna constante € > 0 se sigue que, T (n) = © (nl°%?)
Ejemplo:

Sea T(n)= 7T(%)+f(n), donde f(n)= ©(n?), el tiempo que requiere Strassen para multi-
plicar matrices.

Como se puede ver en la expresién anterior las variables a, b toman los siguientes valores:
a=7, b= 2.

Ahora tenemos que verificar si se cumple la condicién del primer caso, es decir que
f(n)=0 (nlogb“_e) para alguna constante € > 0. Subtituyendo los valores de a y b, cal-
culando logya = logs7 = 2.8073..., proponiendo que € = 0.80735... y tomando en cuenta el
hecho de que © (n) C O (n), podemos concluir que f (n) = O (n?).

Puesto que se cumple la condicién del primer caso de El Teorema Maestro y substituyendo
los valores de a y b se concluye que:

T (n) Sy (’I’L2'8073"')

El capitulo 6, lo dedicaremos al estudio del Algoritmo de Strassen y serd hasta entonces
cuando haremos algunos comentarios sobre este Algoritmo.

Por el momento solo mencionaremos que se conocen algoritmos mejores cuya cota superior
es O (n2'376). A continuacién presentaremos los Algoritmos que han mejorado el tiempo de
Strassen.

Algoritmo Clasico — O (n3)

Algoritmo V. Strassen (1969)—O (n2-8073---)

Algoritmo V. Pan (1984) — O (n*™)

Algoritmo D. Coppersmith y S. Winograd (1990) — O (n2~376)

Caso 2
Si es verdad que f (n) = © (n°%7), se sigue que T (n) = © (n!°%%log(n)).

Ejemplo 2
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Sea T(n)= 2T(%)+10n. Como se puede ver en en la férmula las variables a,b y f (n) tienen
los siguientes valores: a= 2, b= 2, f(n) = 10n. Ahora, calculemos logya = logs2 = 1. Puesto
que f(n) =10n =0 (n) = © (n') = © (n'°92%), se cumple con la condicién del segundo caso
de El Teorema Maestro obteniéndose como resultado la conclusién:

T(n)=0 (nlogb“ log(n)>

insertando los valores de arriba se concluye que:

T (n) = © (nlog(n))

Caso 3

Si es verdad que f (n) = Q (nlogb““), para alguna constante € > 0, y si es también verdad
que a f (%) < c¢f (n) para alguna constante ¢ < 1y para n suficientemente grande. Se sigue que:

Ejemplo 3:
T(n)=2T(=)+n

Como se puede ver en en la férmula las variables a, b y f (n) tienen los siguientes valores:
a=2, b=2y f(n) =n? Ahora, calculemos logya = logs2 = 1.

Veamos que f (n) = Q (nlowete)

Si insertamos los valores de arriba y eligiendo € = 1, puesto que f(n) =n?=Q (n2), se

tiene que f (n) =n2=0 (n2) Yol (nlogg2+1) ‘

Ahora falta comprobar que la segunda condicién se cumple:

n
af (3) <cf )
. . 2
Insertando los valores de arriba, se tiene que 2 (%) < en*s %n2§ en?.
Si se elije c= %, es verdad que %n2§ %n2 vV n> 1.
Puesto que esta ecuacion cumple con las condiciones del tercer caso de El Teorema Maes-

tro si se substituyen una vez mas los valores de arriba, se tiene:

T(n)=06 (nz) .
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Como se pudo constatar a través de los ejemplos anteriores la aplicacion de El Teorema
Maestro es muy poderosa pues podemos conocer la complejidad exacta en pocas lineas al
aplicarlo.



Capitulo 5

Programacion dinamica

Con este capitulo empezaremos a desarrollar el tema principal de este trabajo. Aqui al
analizar, tratar de comprender y resolver el problema de multiplicar una cadena de matrices
mostraremos la naturaleza vérsatil de uno de los métodos maés eficientes, basado en la recursi-
vidad, el cual resuelve problemas de optimizacion que surgen en muchas situaciones diferentes
de la matematica. Este método es conocido como Método de Programacién dinamica.
Ademsds desarrollaremos este método de optimizacién en forma algoritmica para facilitar su
implementacion en una computadora.

5.1. El problema de multiplicar una cadena de ma-
trices

En esta seccion examinaremos el problema de multiplicar una cadena de matrices el
cual queda expresado de la siguiente manera: Dada una sucesién (o cadena) de matrices
(A1, Ag, -+, A,) de tamano n las cuales serdan multiplicadas, calcular el producto:

A1As - A, (5.1)

Antes de intentar resolver este problema seria adecuado recordar que existe una propiedad
asociativa para la multiplicacién de matrices, es decir la expresién (5.1) se puede asociar de
distintas maneras y todas estas asociaciones diferentes entre si nos devolveran el mismo valor.

Ahora que hemos recordado esta propiedad asociativa de las matrices, una pregunta na-
tural que surgiria seria la siguiente: ;Como puedo asociar esta expresion si en este texto o
en otros textos relacionados con el estudio de matrices cuando se hace referencia al producto
entre matrices sabemos ya sea, por la definicién o un algoritmo (bien definido) como calcular
el producto de dos matrices tinicamente?.

Es cierto que en general no existe un algoritmo que calcule el producto de tres, cuatro o
mas matrices por lo tanto para evaluar la expresién (5.1) contamos inicamente con la defini-
cién sobre el producto de dos matrices. Pero veamos de que manera.

Antes de comenzar a calcular el producto A1 A, --- A, intentemos resolver un caso mas
sencillo en donde la cadena de matrices sea (Ajp, Az, As), por lo tanto ;Para calcular este
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producto de tres matrices el saber como multiplicar dos matrices me permitird calcular este
producto A; AsA3?.

La respuesta es si y la forma natural en la que se asociaria la expresién A; A A3 para
obtener el producto, seria de tal manera que el algoritmo o definicién para multiplicar pares
de matrices fuera utilizado como una subrutina y quedara especificado mediante paréntesis.
Por lo tanto de ahora en adelante las asociaciones seran llamadas parentizaciones.

Asi, para calcular el producto A; A3 A3 la manera natural en que se perentizaria la expre-
sién A1A2A3 seria: (Al(A2A3)) y ((AlAQ)Ag)

Puesto que el nimero de matrices en la cadena es muy pequeno es facil verificar que
son todas las parentizaciones posibles. Ahora que hemos obtenido todas las parentizaciones
una pregunta natural seria jcudl de todas estas parentizaciones es la mas rapida de calcularse?.

Recordemos que en el capitulo dedicado al estudio de matrices consideramos el problema
de multiplicar el producto de tres matrices Ay, Ao, A3 cuyos tamanos eran 10 x 10, 000, 10, 000
x 5y 5 x 5,000, respectivamente. Y concluimos que si nosotros multiplicabamos estas matrices
de acuerdo a la asociacién ((A;Az)As) el numero de multiplicaciones por escalar implicadas
en total serfan 750, 000.

Sin embargo de acuerdo a la asociacién (A;(A243)) el nimero de multiplicaciones escala-
res por desarrollarse serian 750,000,000 en total y que por lo tanto , calcular el producto de
acuerdo a la primera asociacién seria 1,000 veces mas rapido.

Asi, para conocer que parentizacién me permite obtener el producto de matrices de forma
rapida una vez que se conoce el tamafio de las matrices, se calcula el nimero de multiplica-
ciones escalares que se requiere para cada parentizacién, se comparan entre si y se selecciona
la parentizacién que implica el menor niimero de multiplicaciones escalares.

Analizemos otro caso, ahora si el nimero de elementos de la cadena aumenta y la cade-
naes (A, Ag, As, Ay), el producto Ay As A3 A4 podria ser parentizado en cinco formas distintas:

1) (A1(A2(A344)))
2) (A1((A243)A4))
3) ((A1A2)(A3A4))
4) ((A1(A243))A4)
5) (((A1A2)As3)As)

Ahora solo falta conocer el tamano de las matrices para saber cual es el nimero de mul-
tiplicaciones escalares que se necesitan efectuar en cada parentizacién y seleccionar aquella
parentizaciéon que requiera el menor nimero de multiplicaciones escalares.

Pero, jseran estas las tinicas formas en que podemos parentizar este producto, o habrd mas?.



5.1. EL PROBLEMA DE MULTIPLICAR UNA CADENA DE MATRICES 29

Hasta ahora, en este caso como en el caso anterior, puesto que el nimero de matrices im-
plicadas en los productos entre matrices ha sido pequeno, podemos verificar que efectivamente
estas son todas las posibles formas distintas en que se pueden parentizar estos productos, sin
embargo, al aumentar el nimero de matrices en la cadena, que serdn multiplicadas, posible-
mente el nimero de parentizaciones aumente también. Por lo tanto, el trabajo de conocer
todas las posibles parentizaciones, verificar que efectivamente son todas las posibilidades y
dado los tamafnos de las matrices calcular el nimero de multiplicaciones escalares para ca-
da perentizacion, seleccionando de entre todas ellas la parentizacion que implique el menor
numero de multiplicaciones escalares puede ser muy tardado.

Pero antes de dar una conclusién final sobre los comentarios anteriores es necesario saber
si el nimero de parentizacidones aumenta, si aumenta el nimero de elementos en la cadena
de matrices. Si observamos los ejemplos anteriores, para la cadena (Aj, Ay, As), el producto
A1 A A3 se parentizé de dos formas Unicas distintas, al aumentar el niimero de elementos de
la cadena a (Aj, Ag, A3, Ay) el producto A1 Ay A3A, se parentizé en cinco unicas formas dis-
tintas. Asi nuestra intuicién nos dice que efectivamente al aumentar el nimero de elementos
en la cadena de matrices el nimero de formas distintas en que puede parentizarse el producto
de dichas matrices también aumenta.

Ahora bien, existe una herramienta que nos ayuda a conocer cudntas y cuales son exac-
tamente las distintas formas en que podemos parentizar un producto y dejar expresada cada
distinta asociacion de tal manera que el algoritmo para multiplicar pares de matrices se utilice
como una subrutina en la parentizacion. Esta herramienta son los arboles binarios ordenados
con raiz que estudiamos en capitulos anteriores.

Esta nueva aplicacion de los arboles binarios con raiz consiste en asociar el producto de
matrices que se quiere calcular, con un arbol binario con raiz, cuyo ntmero total de vértices
serd igual al nimero de multiplicaciones entre matrices que se requieran para obtener el resul-
tado, el cual depende del nimero de matrices que seran multiplicadas y es independiente de
como las matrices son asociadas. Por ejemplo, para calcular el producto Ay Ay se requiere una
sola multiplicacién de matrices, para calcular A; AsAs, se requieren dos multiplicaciones entre
matrices, por lo tanto para multiplicar A; Ay - - - A, se requieren (n — 1) multiplicaciones entre
matrices. Asi estos productos A;As, A1AxAsz, Ai1As---A,, serdn asociados con drboles de
1, 2,y (n — 1) vértices, respectivamente.

Después la informacién que contenga cada arbol sera interpretada en el producto y dicha
informacién nos permitird construir una parentizacién para el producto. Las parentizaciones
comienzan a construirse a partir del nodo principal o raiz el cual ademas, representara la
ultima multiplicacién (la cual quedard indicada por los paréntesis més externos), cada uno de
los demaés vértice que aparecen en un arbol representaran un producto entre dos matrices y
se denotard entre paréntesis.

Para ello, es necesario asignar a las matrices un subindice lo cual nos permitird mantener
cierto orden en las ideas.

Asi pues comencemos a aplicar esta idea. Dada la cadena (Ag, A1) el producto AgA; es
asociado con un arbol binario con raiz cuyo nimero total de vértices n= 1, puesto que se
requiere un sélo producto entre matrices para calcular la expresiéon AgAi. Ya que nosotros
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Figura 5.1: Primer arbol binario con raiz de dos vértices

1

Figura 5.2: Segundo arbol binario con raiz de dos vértices

1

sabemos que existe un tnico arbol binario con raiz de un solo vértice representado por e (la
raiz), al ser interpretada la informacién de este drbol su tnico vértice indica que hay un sélo
producto entre matrices el cual queda expresado entre paréntesis como (ApA;). Entonces esta
es la Unica parentizacién para este producto

Ahora veamos que sucede para la cadena (Ag, A1, Az), puesto que hay tres matrices im-
plicadas en el producto AgA;iAs, el nimero de multiplicaciones entre matrices que se requiere
para obtener el producto es dos, por lo tanto la expresion AyAjAs serd asociado con un arbol
binario con raiz de n= 2 vértices. Puesto que existen sélo dos drboles binarios con raiz de
dos vértices, los cuales son [Figura (5.1)] y [Figura (5.2)], cada &rbol al ser interpretado nos
permitird costruir dos distintas parentizaciones para el producto AgAjAs.

Para interpretar la informacion de estos arboles binarios y para los arboles binarios en
general, estos seran recorridos de manera convencional, es decir, de arriba hacia abajo y de
izquierda a derecha. Por lo tanto las parentizaciones comienzan a construirse a partir del nodo
principal o raiz el cual ademads, representara la dltima multiplicacién (la cual quedard indi-
cada por los paréntesis mas externos) que deberd efectuarse al construir la parentizacién del
producto, los vértices que aparecen en el segundo nivel del arbol representaran las peniltimas
multiplicaciones entre matrices que deberdn efectuarse y estas quedardn indicadas dentro del
producto que quedo senalado por los paréntesis mas externos, y asi sucesivamente hasta llegar
a los vértices que aparecen en el 1iltimo nivel en el drbol, los cuales representaran finalmen-
te la primera multiplicaciéon entre matrices la cual quedara representada por paréntesis (los
paréntesis mds internos) dentro de los productos que representan los paréntesis denotados por
los productos anteriores.

Ademsds por la estructura de los arboles binarios con raiz podemos hablar de ramas iz-
quierdas y ramas derechas, aqui los vértices que aparecen en las ramas izquierdas o derechas
seran interpretados como productos izquierdos y productos derechos al costruir la perentiza-
ciom.
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Por lo tanto, el drbol binario con raiz de la [Figura (5.1)] serd interpretado de la siguiente
forma:

El nodo principal representard a la ultima multiplicaciéon y se indicara por los parentesis
mas externos, asi comienzan a colocarse los paréntesis en el producto AgA1As quedando este
nodo representado como (AgAjAs) en la parentizacién. Ahora si comenzamos a descender por
el arbol nos encontramos con una rama derecha la cual contiene un vértice el cual serd inter-
pretado como un producto derecho dentro de la expresién (AgA; Az) quedando indicado como
(Ao(A;1Ag)) siendo esta una parentizacion del producto AgA;As.

Ahora, el drbol binario con raiz de la [Figura (5.2)] se interpreta como sigue:

Aqui la raiz representa el ultimo producto por realizarse en la parentizacién el cual se
expresa como (AgA;Asz) en el producto AgA;Ay. Ahora al descender por el drbol viajamos
ahora por una rama izquierda por lo tanto se interpreta como un producto izquierdo en la
expresion (AgAjAsy) siendo ((AgAi1)Az) su representacion.

En conclusion puesto que existen dos tinicos arboles binarios con raiz de dos vértices, exis-
ten dos tnicas formas distintas de parentizar el producto AgAjAs cada una correspondiendo
a la informacion en cada arbol.

Continuemos, si la cadena se extiende ha (A, A1, Ag, A3), el producto AgA; Az A3 requiere
de tres multiplicaciones entre matrices para poder calcularse, por lo tanto es asociado con un
arbol binario de n= 3 vértices. Pero existen cinco formas distintas de representar un arbol
binario de n= 3 vértices. Por lo tanto habra cinco formas distintas de parentizar el producto
A1AsA3A4. Vamos a construirlas.

Los cinco arboles binarios distintos de n= 3 vértices son: [Figura (5.3)]. La informacién del
primer arbol serd interpreta da la siguiente manera: El nodo principal es representado en el
producto como (AgA;A2As), observemos que al comenzar a viajar por el arbol descendemos
primero por una rama derecha y que a partir del nodo de esta rama nace una subrama derecha
con su respectivo nodo, esto quiere decir que dentro del producto derecho correspondiente a la
primer rama por la que viajamos, se efectuad dentro de él otro producto derecho. Asi el primer
producto derecho debe contener el niimero de matrices necesarias para que en el interior de
él pueda efectuarse otro producto. Por lo tanto, el primer producto derecho correspondiente
a la rama derecha por la que descendimos se representa por (Ag(A1A2A3)) v el segundo pro-
ducto derecho correspondiente a la subrama derecha que se debe ejecutar dentro de él queda
representado por (Ag(A1(A2A43))) siendo esta una parentizacién del producto AgA; Az As.

La segunda parentizacién correspondiente al segundo arbol se construye a partir del nodo
raiz el cual se interpreta asi (AgAj Az As), la rama derecha indica un producto derecho pero a
partir de esta rama derecha nace una subrama izquierda por lo tanto como en el caso anterior
es importante considerar el niimero de las matrices que se van a tomar en cuenta al indicar
los productos si es que se deben efectuar otros productos en el interior de estos. Por lo tanto
la rama derecha se traduce como (Ap(A;A243)) y la subrama izquierda como (Ag((A1A42)As3)).

Al interpretar el tercer drbol el nodo principal se indica en el producto como (AgA;A2A4s3),
ahora observese que a partir del nodo principal surgen dos ramas una izquierda y otra derecha
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Figura 5.3: Arboles binarios con rafz para n= 3

1 1 1 1
1 1 lAl 1 1
1 1 1 1

Figura 5.4: Arboles binarios con rafz para n= 4

1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

que se encuantran en el mismo nivel del arbol cuando viajamos atravez de él, esto quiere decir
que se van a efectuar dos multiplicaciones una derecha y una izquierda dentro de la expresiéon
y que hay solo cuatro matrices para hacer esto. Por lo tanto la manera correcta de interpretar
esta informacion es la siguiente ((AgA;1)(A2A43)) siendo esta una tercera forma de parentizar
el producto AgA1AxAs.

Para el cuarto y quinto arbol las interpretaciones son similares a las descritas anteriormen-
te. Asi, la parentizacién correspondiente al cuarto arbol es ((A;(AgAs))A4) y para el quinto
arbol la parentizacién es (((ApA1)A2)As3).

Por lo tanto, son cinco las distintas parentizaciones en total para el producto AgA;AsAs.

Si continuamos en el caso en que la cadena ahora sea (Ao, A1, Ag, A3, Ag), el producto
AgA1 Ay A3 Ay serd asociado con un arbol binario de n= 4 vértices. Sin embargo, sabemos que
existen 14 drboles binarios diferentes cuyo niimero total de vértices es n= 4. Estos se presentan
a continuacién en las [Figuras (5.4), (5.5) y (5.6)], junto con las 14 distintas parentizaciones
que se construyen a partir de la informacién proporcionada por cada uno de estos arboles.

A continuacién presentamos las primeras 9 parentizaciones correspondientes a las [Figuras
(5.4), (5.5)]:
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Figura 5.5: Més arboles binarios con raiz para n= 4
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
Figura 5.6: Ultimos arboles binarios con raiz para n= 4

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1

A1(A2(A3A4))))
A1((A243)A4)))
(A142)(A3A4)))
(A1(A243))A4))
((A142)A3)Ay))
)
)
)
)

N
o
—~~ o~~~ o~

ApAq)(Az(AsAy)
AgAq)((A2A3)Ay

(Ao A1)As)(A3 Ay

Parentizaciones correspondientes a las [Figuras (5.6)]:
Ap(A1(A243)))As

11) ((Ao((A1A2)A3))Ay

(( )A4)
(( )A4)
12) (((AoA1)(A243))As)
13) (((Ao(A1A2))A3)As)
14) ((((AoA1)A2)As3)As)
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Finalmente, expondremos el caso para la cadena (Ag, A1, Ag, A3, Ay, A5) donde el produc-
to AgA1 Ay A3 A4 As serd asociado ahora con un arbol binario cuyo niimero total de vértices es
n=>J, para este caso existen 42 arboles binarios diferentes, los cuales al ser interpretados nos
permitirdn construir 42 parentizaciones distintas para este producto.

Ya no es necesario mostrar ni costruir sus correspondientes parentizaciones pues nuestro
objetivo principal era convencernos sobre como puede aumentar el nimero de parentizaciones
de un producto al aumentar el niimero de elementos en la cadena a partir de la cual se genera
el producto. Y observar estos ejemplos, nos ha permitido obtener una idea intuitiva sobre este
hecho.

Ademsds, en los ejemplos, puesto que el nimero de matrices en las cadenas y sus respecti-
vos productos involucran un nimero pequeno de matrices, no es tarea dificil verificar que en
efecto estas son todas las parentizaciones posibles para cada uno de los casos expuestos. Aun
para la cadena (Ag, Ay, Ag, As, Ay, As), el producto cuyo total de parentizaciones distintas es
42, calcular el numero de multiplicaciones escalares para cada una de estas parentizaciones,
una vez que se conozca el tamano de cada matriz y elegir el nimero mas pequenio de entre
todos estos, seria una tarea que podria realizarse en poco tiempo.

Sin embargo, no olvidemos que nuestra misién es resolver el problema de multiplicar una
cadena de matrices (Ag, Ay, -+, A,) de tamafio n. Para ello siguiendo el método necesitamos

primero asociar este producto con un arbol binario cuyo nimero total de vértices es n. Pero
haciendo uso de la expresién b, = (n—}rl)(zr?), la cual me permite calcular para n > 0, el
numero b,, de arboles binarios con raiz de n vértices, concluimos que en total el nimero de

formas para parentizar el producto AgA;i--- A, es (n—ll—l) (27:‘) Saber que (n-1|-1) (277) = Q%)
1

nos advierte sobre el hecho de que la expresién =Sy (277) crece exponencialmente.

Hasta aqui, para conocer que parentizaciéon me permite obtener el producto de matrices de
forma rapida una vez que se conoce el tamano de las matrices, es construir todas las parentiza-
ciones posibles después, calcular el nimero de multiplicaciones escalares que se requiere para
cada una de estas parentizaciones, compararlas entre si y seleccionar la parentizacion que im-
plica el menor nimero de multiplicaciones escalares. Este procedimiento es un ejemplo donde
se usa la técnica que llamamos, apropiadamente, método exhaustivo o de fuerza bruta. El uso
de este método es razonable cuando trabajamos con un universo pequeno, para valores grandes
de n, es la peor estrategia para determinar la parentizacién éptima de una cadena de matrices.

Cabe hacer el siguiente comentario, el nimero de arboles binarios distintos de n=1,2,3,4,5
vértices a los que se hacia alusién en los ejemplos anteriores se pudieron haber calculado di-
rectamente a través de los numeros de Catalan, puesto que estos numeros ya habian sido
estudiados en capitulos anteriores, sin embargo decidimos hacer uso de los arboles binarios
permitiéndonos conocer una nueva aplicacién y la forma en que fueron tutiles en la construc-
cion de las distintas formas para colocar paréntesis en los productos, a partir de la informacién
que representaba cada arbol.

Ahora que nos hemos convencido que resolver el problema de multiplicar una cadena de
matrices por el método de fuerza bruta no es un algoritmo eficiente, es momento de intentar
resolver este problema mediante algtin otro método el cual me permita obtener una parenti-
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zacion optima de el producto AgA; - -+ A, sin que el hacerlo me lleve mucho tiempo.

Pues bien, existe un método llamado método de Programacion dindmica el cual puede
ser aplicable para resolver este problema, puesto que la programacién dinamica se aplica tipi-
camente en los problemas de optimizacién. Ademds se dice que este método se basa en la
idea general de recursividad es decir, resuelve problemas descomponiéndolos en subproblemas
similares mas pequenos y usando las soluciones parciales de estos subproblemas se llega a la
respuesta final construyendo una solucién del problema original, cada subproblema se resuel-
ve sélo una vez y se guarda almacenandose esta respuesta evitando el trabajo de recalcularla
cada vez que el problema es nuevamente encontrado.

Utilizemos como ejemplo a los nimeros de Fibonacci los cuales nos serviran como guia para
comprender con mas detalle la idea de recursividad. Los nimeros de Fibonacci se definen como

1) ip=0,F =1y
2) F,=F, 1+ F, o, paran€Z’ conn>2

Supongamos que deseamos calcular F5.

Puesto que F5 = F; + F3, para obtener este valor necesitamos calcular Fy y F3. Pero como
F, = F3 + F5 tenemos primero que obtener los valores de F3 y Fy. Ya que F3 = Fy + F,
es necesario calcular Fy. Como Fy» = F1 + Fy = 1+ 0 = 1 (aqui ya no es necesario calcular
F1 y Fy puesto que la condicion inicial para la relaciéon de recurrencia son los ntmeros Fj y
Ey), este valor lo substituimos de inmediato y obtenemos que Fy == Fh + F) =1+ 1 = 2,
ya con el valor de F3 y F5 calculamos Fy = F3 + Fy =2+ 1 = 3 y finalmente obtenemos que
Fy=Fy+F3=3+2=5.

Observemos que respetando de manera estricta la forma recursiva en que estos nimeros
fuerén definidos se intuye que hay un orden implicito en la idea de recursion.

Ahora, si los nimeros de Fibonacci pudieran ser calculados mediante el método de pro-
gramacion dindmica se respetaria la idea recursiva en cierto sentido, sin embargo, por las
caracteristicas tan particulares de este método, el orden estricto implicito en la idea de recur-
sién se veria en cierta forma “alterado” siendo menor el tiempo que nos llevaria calcular estos
numeros. Veamos por que.

Puesto que F5 = Fy + F3, para obtener este valor necesitamos calcular Fy y F3. Pero como
F, = F3 + F5 tenemos primero que obtener los valores de F3 y F5. Ya que F5 = Fy + Fi, es
necesario calcular F5 dnicamente ya que conocemos el valor de F; = 1, pues es una de las
condiciones iniciales para la relacion de recurrencia. Sustituimos de inmediato este valor no
sélo en esta ecuacion, sino en todas aquellas donde aparece F} = 1, quedando F3 = Fo, + 1y
F, =1+ 0 =1 (aqui, también se substituye de inmediato Fy = 0 y en todas las ecuaciones
donde aparece), por lo tanto F3 = 1+ 1 = 2. Ya con el valor de F3 se substituye de forma
automatica en Fy = F3+1 =2+ 1 = 3 y finalmente obtenemos que f5 = Fy+2 =342 = 5.

Como consecuencia de estos hechos observemos que si se pudiera resolver el problema
de calcular los ntimeros de Fibonacci mediante este método, se agilizaria la obtencién del
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resultado final reduciendo nuestro trabajo en forma considerable puesto que no recalculamos
los valores cada vez que aparecen sino una vez que los obtenemos los sustituimos de forma
inmediata.

Si esta idea se implementara en una computadora mediante un algoritmo bien definido,
los subproblemas serian resueltos sélo una vez y las respuestas serian guardadas en una tabla
en memoria evitando la molestia de volverlos a calcular.

Una vez que hemos analizado las carecteristicas principales de este método es momento
de conocer el desarrollo de un algoritmo de programacion dindmica el cual puede ser dividido
en una sucesién de cuatro pasos:

1) Caracterizar la estructura de una solucién éptima.
2) Definir recursivamente el valor de una solucién éptima.

3) Calcular el valor de una solucién 6ptima en un “bottom-up fashion” (de abajo hacia
arriba).

4) Construir una solucién éptima de informacién calculada.

Dado el problema de multiplicar una cadena de matrices de modo que se realicen el menor
numero de multiplicaciones escalares, veremos a detalle s6lo dos caracteristicas clave que debe
tener este problema para que la programacién dindmica sea una técnica de solucién viable:

1) Caracterizar la estructura de una parentizacién 6ptima.

2) Definir una solucién recursiva.
Paso 1) Caracterizar la estructura de una parentizacién éptima.

Antes de comenzar a desarrollar este paso, por conveniencia, adoptaremos la notacién
A;...j para la matriz que resulta de evaluar el producto A;A; 1 --- Aj;.

Para el problema de multiplicar una cadena de matrices, veamos la manera en que se
genera una parentizacién éptima. Una parentizacién 6ptima se produce partiendo el producto
AjAy--- Ay en Ay Agiq, para algin entero k en el rango 1 < k£ < n. Esto es, para algin
valor de k, primero calculamos las matrices A;...; y la matriz Agyq..., y después multiplicamos
ambas para obtener el producto final Aj...,,. Por lo tanto, el costo de obtener una parentizacion
6ptima, es el costo de calcular la matriz Aj...x, méas el costo de calcular Agyq...,, méas el costo
de multiplicar ambas.

Pero para calcular las matrices Aj.., v Ari1 es necesario parentizar de alguna forma
los subproductos que representa cada matriz. Una manera de obtener las parentizaciones
correspondientes a cada subproducto es partiendo estos subproductos en sub-subproductos y
calculando las matrices correspondientes a estos sub-subproductos. Se vuelven a partir estos
sub-subproductos en sub-subsubproductos y se calculan sus respectivas matrices. Asi, se ge-
nera una subrutina la cual consiste en partir cada producto generando nuevos subproductos
los cuales también seran partidos. Cada subproducto, sub-subproducto, sub-subsubproducto,
etc. que se genera debe quedar indicado de alguna forma dentro de la parentizacién 6ptima
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pues a partir de ellos se construye.

Con esta idea en mente sobre como se genera una parentizacién éptima del producto
A1As -+ A, es necesario puntualizar una observacién clave la cual nos permitird entonces,
caracterizar la estructura de una parentizacién 6ptima . Esta observacion clave es que las
parentizaciones de los subproductos, sub-subproductos, sub-subsubproductos, etc, que se van
generando deben ser parentizaciones éptimas. Una pregunta natural que surgiria seria la si-
guiente: ;Por que?, la respuesta es la siguiente, si existiera otro camino en que se parentizaran
estos subproductos de tal manera que se obtuvieran de manera mas réapida, sustituyendo esta
parentizacién en la parentizacién 6pima de A;As - -+ A, podria producir otra parentizacién de
A1 Ay -+ A, cuya forma de obtener el producto A;As--- A, fuera mas rapida que la éptima
generando una contradiccién.

Por lo tanto, una solucién éptima de el problema de multiplicar matices, se genera a partir
de las soluciones éptimas de los subproblemas en que este fue dividido.

Paso 2) Definir una solucién recursiva.

El segundo paso del algoritmo de programacion dinamica aplicado al problema de multi-
plicar una cadena de matrices consiste en definir el valor de una solucién éptima.

La idea es definir este valor en forma recursiva, es decir, el valor de una solucién éptima se
expresara en términos de otros resultados anteriores similares, para el problema de multiplicar
una cadena de matrices, sera a través de soluciones éptimas de subproblemas.

Para el problema de multiplicar una cadena de matrices, elegimos de manera natural como
nuestros subproblemas el problema de determinar el niimero minimo de multiplicaciones es-
calares que se necesitan para calcular el producto A;A;41---A;, para 1 <i<j< n.

Sea m[i,j] el nimero minimo de multiplicaciones escalares que se requieren para calcular
la matriz A;...;. Asi, el nimero minimo de multiplicaciones que se requiere para calcular Aj...,
quedara expresado como m[1,n].

Podemos defir m[i,j] de manera recursiva como sigue:

1) Sii = j, la cadena consiste de una sola matriz A;..; = A;, por lo tanto, para calcular
este producto no se requieren multiplicaciones escalares.

Entonces,
mli,i] =0

para

2) Para calcular mli,j] cuando ¢ < j hacemos uso de la estructura de una solucién 6ptima
analizada en el paso anterior, lo cual nos serd muy benefico.
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Recordemos que la parentizacién éptima del producto A;A; 41 - - - A; se genera partiendo
este producto en Ay y Agy1 donde 1 < k < n. Entonces mli,j] es igual a el nimero mini-
mo de multiplicaciones escalares que se requieren para calcular los subproductos A4;..; y
Apy1...j, mas el nimero de multiplicaciones escalares que se requieren para multiplicar
ambas matrices.

El nimero de multiplicaciones escalares que se requieren para multiplicar A;...,, y Agy1...;
lo obtendremos de la siguiente manera: supongamos que el tamano de A; es p;_1p;, por
lo tanto, el tamano de A;11 serd p;p;11, luego el tamafio de A; o serd entonces p;11p;io
y asi, bajo esta suposicion podremos conocer el tamanio de Ay el cual serd pg_1pg. Esto
nos permitiria establecer el tamano de la matriz A;...; el cual es p;_1pg.

Si continuamos calculando los tamanos para las matrices A1 el cual es pgpgy1, para la
matriz Ay o serfa piy1pp2 ¥ asi sucesivamente, el tamano de la matriz A; serfa p;_1p;
y el tamano de la matriz Aj...; serfa pyp;. Asi al multiplicar las matrices A;..;; y Ay...;
cuyos tamanos son p;_1py y prp; respectivamente, el nimero total de multiplicaciones
por escalar que se necesitarfan efectuar serfan en total p;_1pip;.

Por lo tanto una vez hecha esta observacion se obtiene que:

Una observacién que seria pertinente hacer es que la ecuacién recursiva asume que
nosotros conocemos el valor de k, lo cual no es cierto y que ademaés existen tinicamente
j-i valores para k es decir k = 4,7+ 1,--- ,j5 — 1. Por lo tanto la parentizacién éptima
debe utilizar uno de estos valores para k, nosotros solo necesitamos checar cada uno de
estos valores y encontrar el mejor en el sentido de que este valor para k£ me permite de-
terminar donde puedo partir el producto A;A;;1 --- A; para obtener una parentizacién
Optima.

Ahora nuestra definicién recursiva que me permite calcular el minimo nimero de multi-
plicaciones escalares que se necesitan para calcular el producto A;A; .1 --- A; se expresa
como

miig) = 0 sii=j
I = mini<p<{m[i, k| + ml[k 4+ 1, 5] + picipep;}  sii <

Los valores de los m[i,j] nos proporcionan los costos de las soluciones éptimas de los
subproblemas.

Finalmente definamos s[i,j], como el valor de £, el cual parte el producto
AiAipr - A

para obtener una parentizacién éptima. Esto es, s[i,j] es igual al valor de k tal que
mli, j] = m[i, k| + m[k + 1, j] + pi—1pkp;.
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Como lo mencionamos al inicio de este capitulo, proporcionamos un posible programa
disenado con las caracteristicas de un algoritmo de programacién dindmica que encuentra la
parentizacién éptima. El siguiente codigo, asume que las matriz A; tiene dimensiones p;_1 * p;
parai=1,2,--- ,n. Los datos de entrada es una sucesién (pg, p1,p2, - - ,pn) de niimeros, cada
nimero indica la primera componente de la dimension de cada una de las matrices que se van
a multiplicar. El procedimiento usa una tabla auxiliar m[1---n,1---n]| para almacenar los
mli,j| costos y una tabla auxiliar s[1---n,1---n], donde se anota que indice k logra el costo
6ptimo al calcular m[i,j], al generar estas tablas se estd haciendo el célculo de costos 6ptimos
el cual seria el equivalente al paso tres de las cracteristicas principales de un algoritmo de
Programacién dindmica.

El cuarto paso, el cual equivale a construir una soluién éptima para nuestro problema,
consiste en construir una solucién éptima a partir de informacién calculada. Este paso tam-
bién queda desarrollado dentro del algoritmo.

Es importante mencionar que este método es mucho maés eficiente que el método de fuerza
bruta del cual ya hemos hablado en capitulos anteriores.

#include <iostream>
#include <limits>

using namespace std;
typedef int* intP;

intP*x M;

intP* S;

int n;

const int infinity = numeric_limits<int>::max();

void CreateMandS()
{
M = new intP[n];
for( int i=0; i<n; i++ )
M[i]l = new int[n];
S = new intP[n];
for( int i=0; i<n; i++ )
S[i] = new int[n];
for( int row=0; row<n; row++ )
for( int col=0; col<n; col++ )
M[row] [col]l=-1;
for( int row=0; row<n; row++ )
for( int col=0; col<n; col++ )
S[row] [col]l=-1;

void PrintMandS()
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cout<<"M = "<<endl;
for( int row=0; row<n; row++ )
{
for( int col=0; col<n; col++ )
cout<<M[row] [col]l<<" ";
cout<<endl;
}
cout<<"S = "<<endl;
for( int row=0; row<n; row++ )
{
for( int col=0; col<n; col++ )
cout<<S[row] [col]l<<" ";
cout<<endl;

}

int MultiplicationCost( int i, int k, int j , int* p )
{

return p[il*p[k+1]*p[j+1];
}

// Introduction to Algorithms
// Cormen, Leiserson, Rivest
// MIT Presss

// page 306

void MatrixChainOrder( int* p )

{
for( int i=0; i<n; i++ )
M[i] [1]1=0;
for( int 1=2; 1<=n; 1++)
for( int i=0; i<(n-1+1); i++ )
{
int j=i+l-1;
M[i] [jl=infinity;
for( int k=i; k<=j-1; k++ )
{
int q = M[i] [k]+M[k+1] [jl+MultiplicationCost(i,k,j,p);
if( q < M[i1[3]1 )
{
M[i] [j1=q;
S[i] [j1=k;
}
}
}
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// Introduction to Algorithms
// Cormen, Leiserson, Rivest
// MIT Presss

// Exercise 16.1-2

// page 308

void PrintOptimalParens( int i, int j, int** s, int n )
{
if( j > i)
{
cout<<"(";
PrintOptimalParens( i, s[i][j], s, n);
cout<<" ";
PrintOptimalParens( s[i] [jl+1, j, s, n);
cout<<")";
}
else
cout<<"A["<<ig<"]",

int main()
{
cout<<endl;
cout<<"How many matrices do you have : ";
cin>>n;
CreateMandS();
int* p = new int[n+1];
for( int i=0; i<n+1; i++ )
{
cout<<"p["<<i<"] = ";
cin>>pl[il;
}
cout<<endl;
MatrixChainOrder( p );
PrintMandS() ;
cout<<endl;
PrintOptimalParens( O, n-1, S, n );
cout<<endl<<endl;

Finalmente, recordemos que al inicio de este capitulo se dio un listado de todas las paren-
tizaciones del producto Ag, A, As, A3, A4 las cuales son catorce y obviamente a nosotros nos
gustaria que dado el tamano de las matrices la parentizacién éptima fuera de las primeras
parentizaciones de este listado. Sin embargo no siempre es asi. Si implementamos el codigo
anterior en un computador e introducimos los siguientes valores:
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How many matrices do you have: 5
p[0] =5, p[1] =5, p[2] = 20, p[3] = 10, p[4] = 90, p[5] = 10.

La parentizacién éptima que arroja el programa es: (((A[0](A[1]A[2]))A[3])A[4]) la cual
corresponde al ntimero 13 en el listado.

Ahora, veamos otros ejemplos sélo variando el tamafno de las matrices:
How many matrices do you have: 5
p[0] = 10, p[1] = 8, p[2] = 5, p[3] = 30, p[4] = 40, p[5] = 5.

La parentizacién 6ptima que ahora arroja el programa es: (A[0](A[1](A[2](A[3]A[4])))) la
cual corresponde a la niimero 1 en el listado.

How many matrices do you have: 5
p[0] = 6, p[1] =9, p[2] =5, p[3] =8, p[4] =7, p[5] = 5.

La parentizacién éptima que arroja el programa es: ((A[0]A[1])((A[2]A[3])A[4])) la cual
corresponde a la niimero 7 en el listado.

Por lo tanto de los ejemplos que acabamos de ver podemos concluir que no se puede
conocer de inmediato la parentizacion 6ptima ya que esta podria llegar a ser cualquiera.



Capitulo 6

Algoritmo de Strassen

Por razones de simplicidad, comenzaremos nuestro andlisis en funcién de matrices cua-
dradas de tamano n.

Primer caso: Si n es potencia de dos (es decir que existe un entero no negativo k tal
k
que n=2%) :

Sean A y B dos matrices de tamano n x n y C su producto.

El algoritmo clésico calcula:
Cij =) AuwBij; 6,j=1.n

Es decir, precisa un tiempo ©(n?).

6.1. Algoritmo divide y venceras

La técnica de divide y vencerds, también conocido como divide y conquista, se basa en
reducir un problema dado en dos o méas subproblemas mas pequenos y, sucesivamente, volver
a aplicar el mismo método sobre los resultados obtenidos hasta alcanzar subproblemas de re-
solucion trivial. De manera general, estos son los pasos a seguir a la hora de crear un algorimo
basado en el método divide y vencerés:

1) Dado un problema identificar los problemas del mismo tipo.
2) Resolver recursivamente cada subproblema.
3) Combinar las soluciones obtenidas en una tnica solucién al problema inicial.

Veamos un bosquejo general sobre como podemos aplicar este algoritmo al problema de
multiplicar dos matrices. El producto de A por B deseamos guardarlo en la matriz C.
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Observemos que si generalizamos al caso de matrices de tamano n x n (n potencia de
dos), siempre podemos dividir cada matriz A, B, C en cuatro submatrices, de tamaiio § x 7,
es decir, se reescribe la ecuacién C=AB como sigue:

()= ) (5 )

donde :
r=ae+bf (6.1)
s =ag + bh (6.2)
t = ce +df (6.3)
u=cg+dh (6.4)

Cada una de estas cuatro ecuaciones especifica dos multiplicaciones de tamaiio 5 x 5 y la
adicién de sus 5 x g productos. El algoritmo divide y venceras efectia: 8 multiplicaciones y

4 sumas.

Por lo tanto, el tiempo T'(n) para multiplicar dos n x n matrices, es

n

T(n) = 875

) +0(n?)

que de hecho si aplicamos el Teorema Maestro se puede probar que estd en ©(n?) y que,
por lo tanto, no se ha conseguido mejorar el coste del algoritmo clésico.

Sin embargo, jpodemos ahorrarnos una multiplicacién! ya que existen algoritmos
més eficientes para resolver este problema:

6.2. Algoritmo de Strassen

El Algoritmo de Strassen consume un tiempo
T(n) = 7T(g) +O(n?)

el cual como vimos en el capitulo 4, al aplicar el Teorema Maestro probamos que esta en
O(nY97) = ©(n28973). Por lo tanto su costo es menor que el algoritmo cldsico y que el algorit-
mo divide y vencerés.

El general la idea de Strassen es reducir el nimero de multiplicaciones a costa de aumentar
el nimero de sumas y restas e introducir variables auxiliares. Para multiplicar dos matrices,
se requieren solo 7 multiplicaciones y 18 sumas y restas. Desde este punto de vista, el método
de Strassen es preferible al algoritmo clésico.
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El método de Strassen dice que se puede obtener su producto mediante las siguientes
operaciones:

my1 = (a12 — as2).(ba1 + b22)
ma = (a11 + ag2).(b11 + ba2)
m3 = (a11 — az1).(b11 + bi12)

myg = (a11 + a12).b22

ms = ayy.(biz — ba2)

me = agz.(b21 — b11)

my = (a1 + ag2).bin

AB — mi1 + mo — my + Mg myq + Mms
me + My mo — m3 + Mms — My

Asi, Strassen divide a la matriz en cuatro submatrices, cuyos elementos superiores izquier-
dos son, si consideramos k= 7, los siguientes:

a14k1 ! A1tk 14k

Si n es mayor que dos, podemos pensar que el problema se transforma en la siguiente forma:

Al calcular mq, por ejemplo, en lugar de estar calculando un escalar, estariamos calculan-
do una submatriz. La submatriz seria de tamamo % X % Asi la diferencia entre a12 y ago se
convierte en la diferencia entre submatrices a14x1 ¥ a141+% respectivamente.
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Al dividir la matriz obtenemos cuatro submatrices, y entonces verificamos si son de dos
por dos, si es asi aplicamos directamente la féormula de Strassen para escalares. Si son de
dimensién mayor, volvemos a partir y aplicamos la férmula de Strassen usando matrices en
lugar de escalares.

Desde esta base, el algoritmo de Strassen divide el problema inicial en subproblemas. Tras
resolver estos subproblemas combina sus soluciones en una unica solucién que corresponda
al problema global de partida. Si, a pesar de esto, aun los subproblemas fueran grandes, el
algoritmo de Strassen puede volverse a aplicar.

Hay que destacar que generalmente, los subproblemas resultantes son del mismo tipo que
el problema inicial. En este caso, la reaplicacién del algoritmo de Strassen se hace mediante
el uso de procedimientos recursivos.

Lo que pretenderemos a continuacién es presentar el método de Strassen, como un algo-
ritmo y justificar todo lo que se ha mencionado sobre él. Asi mismo aprovecharemos para
ilustrar este algoritmo con un ejemplo.

El Algoritmo de Strassen consta de 4 pasos:

» 1) Divide las matrices A y B en submatrices de tamaifio § x 7.

» 2) Usando O(n?) sumas y restas, calculan 14 matrices Ay, By, Ao, Ba, A3, B3, A4, By,
As, By, Ag, Bg, A7, By de tamaifio % X g

» 3) Recursivamente calcula los 7 productos entre matrices P; = A;B; para i=1,--- 7.

» 4) Calcula las submatrices 7, s, t, v de la matriz resultante C sumando y substrayendo
varias combinaciones de las P; matrices, usando solo ©(n?) sumas y restas.

No es claro como Strassen exactamente descubre los productos de submatrices que son la
clave para hacer que este algoritmo funcione. Sin embargo, nosotros reconstruimos una posible
forma.

Descubrimos que cada producto de matrices P; puede ser escrito de la forma:

P, = AB;
= (aj1a + aiob + agzc + aiud) (Bire + Biaf + Bisg + Piah)

donde los coeficientes v, (;; estan en el conjunto {—1,0,1}.

Es decir, descubrimos que cada producto es calculado sumando o substrayendo algunas
de las submatrices de A, sumando o restando algunas de las submatrices de B, y después
multiplicando ambos resultados.

Por ejemplo, por conveniencia usando matrices de tamafo 4 x 4 podemos reescribir la ecua-
ci6én (6.4) representandola como combinaciones lineales de productos de submatrices, donde
cada producto combina una submatriz de A con una submatriz de B.
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Asi,

+1 0 0 O e
- o 0O +1 0 O f
r—ae—l-bf—(a b ¢ d) 0 0 0 0 p
0 0 0 0 h

a 4+ e e @

b o 4+ e o

I e o o o

d e o o o

La expresion anterior usa una notacién abreviada en la cual (+) representa +1, () repre-
senta 0, y (—) representa —1. Usando esta notacién tenemos la siguiente ecuacién para las
otras submatrices de la matriz C:

e o |+ o
s =ag+bh= : : : —l_
e o o o
e o o o
e o o o
t=ce+df = L e e e
e |+ e o
e o o o
u=cg+dh= : : ; :
e o o |

Ahora, si observamos que la submatriz s puede ser calculada como s= P; + P, donde P;
y P, son calculados usando una multiplicacién para cada una.

P,=A1By=a(g—h)=ag —ah =

e o o o

e o o o

e o o
|

P2:A2B2:(a+b)h:ah+bh:

e o o o
o o o o
o o o o
e o + +
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La matriz ¢ puede ser calculada de una manera similar como t= P3 + P4

P3:A3332(6+d)6206+d€:

+ 4+ o o

P4:A4B4:d(f—€):df—d€:

4+ o o o
e o o o
e o o o

Detengamonos ahora y definamos un término esencial como uno de los 8 términos que
aparecen en el lado derecho de cada una de las ecuaciones (6.1) - (6.4).

Observemos que hasta aqui hemos relizado cuatro productos para calcular las dos subma-
trices s y ¢t cuyos términos esenciales son ag, bh, ce y df. Notemos que P; calcula el término
esencial ag, P> calcula el término esencial bh, P; calcula el término esencial ce, y Py calcula
el término esencial df.

Esto nos recuerda que para calcular las dos submatrices r y u, cuyos términos esenciales
son los términos de la diagonal: ae, bf,cg y dh no debemos realizar mas de tres productos.

Ahora trataremos de calcular Ps para después calcular dos términos esenciales, haciendo
algunas manipulaciones.

+ e+

|
4+ o o o

P5:A5B5:(a+d)(e—|—h):ae+ah+de+dh:

e o o o
o |+ o -+

Adicionalmente para calcular los dos términos esenciales ae y dh, Ps calcula los términos
esenciales ah y de, los cuales necesitan ser cancelados, nosotros podemos usar P, y P» para
cancelarlos, pero otros términos esenciales aparecen.

P5+P4—P2:a€+dh+df—bh:

o o o

4+ o o o

e o 0o o
°
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Si agregamos un producto adicional:

[ ] [ ] [ ] [ ]
Py=AeBs=(b—d)(f+h) =bf +bh—df —~dh=| o T * 7T
e — o —
obtenemos,
4+ e e @
e |+ e o
r=P+P —P,+FPs=ae+bf = . o o o
[ ] [ ] [ J [ J

De manera similar obtenemos u de P5 usando P; y P3 para mover los términos no esen-
ciales inecesarios de Ps en una forma diferente:

+ e + e
[} [ ] [ J [ J
Ps+ P —Py=aet+ag—ce+dh=1| . o o
e o o |
Ahora calculando un producto adicional,
4+ e 4+ e
P;=A:B;=(a—c)le+g)=ae+ag—ce—cg= : : : :
[ J [ ] [ J [ J
obtenemos,
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ J [ J [ [ ]
u=FP;+ P —P3—P;=cg+dh= . e 4 o
e o o |

Los siete productos Py, P, P3, Ps, Ps, Ps, P; de submatrices pueden ser usados para
calcular el producto C=AB, los cuales completan la descripcién del Método de Strassen.

Ejemplo 1: Usemos el Algoritmo de Strassen para calcular el producto:

(5 7)(52)

es decir, tenemos que calcular r, s, t, u en la siguiente expresién:
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r s\ (13 8 4

t uw) \ b T 6 2
haciendo una analogia con

r s\ _ [(a b e g

t uw) \c d f h

setienequea=1,0=3,¢c=5,d=T7,e=8, f =6, g =4, h = 2. Los productos seran
encerrados en un circulo, con el propédsito de poder ser identificados mejor. Para este caso los
productos seran entre escalares.

Utilizando las ecuaciones propuestas por Strassen calculemos primero:
5=Dp1+p2
dondep1 =a®(g—h)=104—-2)=2yp2s=(a+b) ®©h=462=8 por lo tanto,
§s=2+8=10
Ahora calculemos
t=p3+ps
Aquips=(c+d)©e=(12)©8=96,ps =dO (f —e) =7 (—2) = —14 por lo tanto,
t=(96 —14) = 82

Hasta este momento hemos calculado s y ¢ con cuatro productos. Ahora solo falta calcular
r v u. Para ello tenemos que calcular primero p5 y ps:

ps=(a+d)©e+h)=1+7)O(8+2)=810=280

po=0b-d)O(f+h)=B-7006+2)=(-4) o (8) =-32

puesto que
r=p5s+ps—p2s+ps=80—14—-8—-32=26

, observemos que para obtener r se calcularon dos productos los cuales también fueron ence-
rrados en un circulo y finalmente calculemos

pr=(@—c)©e+9g)=(1-508+4)=(—4) ©(12) = —48
para poder calcular u ya que
Uu=ps+p1—p3—pr=80+2—-96+48 =34

Notemos que el total total de productos utilizando el Algoritmo de Strassen es 7 que es menor
a los 8 productos que se necesitan para calcular este mismo producto por el Algoritmo clasico.
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Substituyendo estos valores en la expresion:

(ra)=(57)(52)
(% )=(57)(52)

Ahora veamos otro ejemplo en donde el tamano de las matrices que se van a multiplicar
aumenta y que nos permitird apreciar la relacion de recurrencia en la que se basa el método
de Strassen:

se tiene que

Ejemplo 2: Multipliquemos

7 6 9 4 3295
8 5 3 2 75 6 4
7T 799 4 6 9 1
4 3 85 9 3 8 7
Nuevamente haciendo una analogia se tiene que:
7 6 | 9 4 3 2 | 9 5
8 5 | 3 2 75 | 6 4 R | S
T 7 | 9 9 4 6 | 9 1 T | U
4 3 | 8 5 9 3 | 8 7

obviamente R, S, T, U seran matrices de tamano 2 x 2.

Aqui,



82 CAPITULO 6. ALGORITMO DE STRASSEN

- (21)

Por lo tanto apliquemos las ecuaciones propuestas por Strassen y calculemos P, y P, para
obtener S= P;+P,. Aqui, los productos entre las matrices seran denotados por ®, y los pro-
ductos escalares se encerraran en un circulo como en el ejemplo anterior.

Recordemos que:

(D)5 2)-()

para calcular r, s, ¢, u apliquemos nuevamente las ecuaciones propuestas por Strassen.
Ahoraa=7,b=6,¢c=8,d=5,¢e=0,9g=4, f=-2, h=-3.

Asl, pp =70 (4—(-3)) =704 +3) =49, pp = (T+6) ® (—3) = —39 por lo tanto
s=p1+p2=49-39=10,p3 = (8+5)©0=0,ps =56 (—2—-0) = —10, luego t = p3+ps =
—10,p5s = (7T+5)© (0+(=3)) =120 (-3) = =36, ps = (6 —5) © (-2—-3) =1 (-5) = -5
V7 =ps+ps—potps=—36—10+39—5=—12.

Finalmente calculemos p; = (7 —8) ® (0 +4) = (—1) ® (4) = —4 para obtener u =
Ps +P1—p3s— D1
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Con estos valores u = —36+49 — 0+ 4 = 17.

Substituyendo los valores de r = —12, s = 10, t = —10, u = 17 se tiene que

76 0 4 —-12 10
P1_<8 5>®<—2 —3>_<—10 17>
Ahora regresemos a calcular P, = (A+ B)® H =

_76+94®91_1610®91_rs
N 8 5 3 2 8 7)) \ 11 7 8 7)) \t u
para calcular r, s, ¢, u apliquemos nuevamente las ecuaciones propuestas por Strassen.
Ahoraa=16,b=10,c=11,d=7,e=9,g=1, f =8, h="1.

Asi, pp =160 (1 = 7) = 16 © (=6) = —96, p» = (16 + 10) © (7) = 182 por lo tanto
s=p1+pr=86ps=(11+7)©9 =162 p, =70 8—-9) = —T7, luego t = p3 + py =
1624 (—7) = 155, p5 = (16+7)©(9+7) = 23016 = 368, ps = (10—-7)©(8+7) =315 =45
yTr=ps5+ps—p2+ps =368+ (=7)— 182445 =224

Finalmente calculemos p7 = (16 — 11) ® (9 + 1) = 50 para obtener u = ps + p1 — p3 — p7.

Asi u = 368 — 96 — 162 — 50 = 60. Substituyendo los valores de r = 224, s = 86, t = 155,

u = 60 se tiene que
16 10 9 1 224 86
P2_<11 7 >®<8 7>_<155 60)
con los valores de P, y P» ahora ya podemos determinar el valor de

12 10 224 86 212 96
S_P1+P2_<—10 17>+<155 60>_<145 77>

Ahora obtengamos P = (C+ D) ® FE =

7T 9 9 3 2 16 16 3 2 r s
_<<4 3>+<8 5>>®<7 5>_<12 8 >®<7 5>_<t u>
para calcular r, s, t, v apliquemos nuevamente las ecuaciones propuestas por Strassen.
Ahoraa=16,b=16,c=12,d=8,¢=3,9g=2, f =7, h=5.

Asi, p1 =16 ® (2 —5) = —48, p2 = (16 + 16) ® (5) = 160 por lo tanto s = p; + p2 =
—48 + 160 = 112, p3 = (12+8) ©®3 =60, p1 = 8 ® (7 — 3) = 32, luego t = p3 + py = 92,
ps = (1648 O ((3+5) =2408 =192, pg = (16 - 8) © (T+5) =80 12 = 96 y
r=p5+ ps— p2+ps = 192 + 32 — 160 + 96 = 160.
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Finalmente calculemos p7 = (16 — 12) ® (3 + 2) = 20 para obtener u = ps + p1 — p3 — p7.
Asi, u =192 — 48 — 60 — 20 = 64.

Substituyendo los valores de r = 160, s = 112, t = —92, u = 64 se tiene que

po_ (1616 (3 2 _ (160 112
P12 08 75) \ 92 64
Ahora calculemos Py = D ® (F — F) =

_99®46_32_99®14_rs
S\ 8 5 9 3 75 S\ 8 5 2 -2 ) \t u
para calcular r, s, ¢, u apliquemos nuevamente las ecuaciones propuestas por Strassen.
Ahoraa=9,6=9,¢c=8,d=5,e=1,9g=4, f =2, h=-2.

Asip1 =90 (442) =906 =54, po = (94+9)®(—2) = —36 por lo tanto s = p; +py = 18,
p3=8+5)01=13,ps=50(2-1)=5,luegot =ps+ps =18, p5s = (9+5) O (1 —2) =
M4eo(-1)=-U4ps=(9-5)0(2-2)=0yr=ps+ps—p2+ps=—14+5+36+0 = 27.

Finalmente calculemos p7; = (9 — 8) ® (1 +4) = 5 para obtener u = ps + p1 — p3 — p7.
Asiu=—-14+54 — 13 — 5 = 22.

Substituyendo los valores de r = 27, s = 18, t = 18, u = 22 se tiene que

9 9 1 4 27 18
P4_<8 5>®<2 —2>_<18 22)
con los valores de P3 y P, ahora ya podemos determinar el valor de

160 112 27 18 187 130
T_P3+P4_< 92 64 >+<18 22>_<110 86 >

Para obtener el valor de R es necesario calcular previamente Ps y Ps. Asi,

Ps=(A+D)®(E+H) =

((F9)=(22)=((2)-(23)-
=(a6 ) 2)=(7 1)
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para calcular r, s, ¢, u apliquemos nuevamente las ecuaciones propuestas por Strassen.
Ahoraa=16,b=15,¢=16,d=10,e=12,g=3, f =15, h = 12.

Asi, p1 =16 ©® (3 —12) = —144, po = (16 + 15) ® (12) = 372 por lo tanto s = p; + pa =
1444372 = 228, p3 = (16 +10)®12 = 312, ps = 106 (15—12) = 30, luego t = ps+ps = 342,
ps = (16 +10)® (12 +12) = 260 24 = 624, pg = (15— 10) © (15 +12) = 5 ©27 = 135 y
= s+ Py — o+ ps = 624 + 30 — 372 + 135 = 417.

Finalmente calculemos p7 = (16 — 16) ® (12 4+ 3) = 0 para obtener

U =ps+p1—pP3—Dpr

Asi u = 624 — 144 — 312 —0 = 168. Substituyendo los valores de r = 417, s = 228, t = 342,
u = 168 se tiene que

p— 16 15 2 12 3 (417 228
>~ \ 16 10 15 12 )\ 342 168
Ahora calculemos Py = (B—D)® (F+ H) =
(0 Ay (oo (AL (0 1))
N 3 2 8 5 9 3 8 7 N
_ 0 -5 % 13 7 (7T s
S\ -5 =3 17 10 ) \t u
para calcular r, s, t, u apliquemos nuevamente las ecuaciones propuestas por Strassen.
Ahoraa=0,b=-5,c=-5,d=-3,e=13,9=17, f =17, h = 10.
Asi, pp =00 (7—10) =0, p2 = (0 + (—5)) ® 10 = —50 por lo tanto s = p; + pa = —50,
ps = (-5 —=3)©®13 = =104, py = -3 06 (17 —13) = —12, luego t = ps + ps = —116,
ps=(0-3)©(13+410) = =69,ps = (—5+3) © (17 +10) = =54 y r = p5 + ps — p2 + ps =
—69 — 12+ 50 — 54 = —85.

Finalmente calculemos p7 =5 ® (13 4+ 7) = 100 para obtener

U =ps+p1—pP3—pr

Asi, u = —69 + 0 4+ 104 — 100 = —65. Substituyendo los valores de r = —85, s = —50,
t = —116, u = —65 se tiene que

0 -5 13 7 -85 —50
P6_<—5 —3>®<17 10>_<—116 —65>
con los valores de P5 y Ps ahora ya podemos determinar el valor de R = Ps+Py— P+ FPs =

417 228 n 27 18\ ([ 224 86 " =85 =50\ [ 135 110
342 168 18 22 155 60 —-116 —-65 /) \ 89 65
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Por ltimo calculemos el valor de u pero para ello es necesario calcular previamente Pr .
Asi,

((F9)-(TD)=(G o)+ (2 )-
(52 )l o)=(7 )

para calcular r, s, ¢, u apliquemos nuevamente las ecuaciones propuestas por Strassen.
Ahoraa=0,b=—-1,c=4,d=2,e=12,9=7,f =13,h = 9.

Asi, pr =00(7-9)=0,p2 = (—1)®9 = —9 por lo tanto s = p1+p2 = -9, p3 = (4+2)®
12=72,ps =20 (13-12) =2, luego t = p3 +pa = 74, ps = (0+2) ® (12+9) = 2021 = 42,
pe=(-1-2)0(13+9)=-3022=-66yr=ps+ps—p2+ps=42+2+9—-66=—-13

Finalmente calculemos p; = (0 —4) ® (12 4 7) = —76 para obtener u = p5 + p; — p3 — pr.
Astu=42+40— T2+ 76 = 46.

Substituyendo los valores de r = —13, s = —9, t = 74, u = 46 se tiene que

0 -1 12 7 13 -9
P7_<4 2 >®<13 9>_< 74 46>

Con este valor, ya podemos obtener el valor de U = Ps + P, — P3 — P; =
(417 228 n —12 10 B 160 112 B —13 -9\ [ 258 135
o\ 342 168 —-10 17 92 64 74 46 )\ 166 75
Substituyendo los valores de R, S, T, U
135 110
R= < 89 65 >

212 96
5= ( 145 77>

187 130
r= < 110 86 )
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258 135
U= ( 166 75 )

se tiene que

76 | 9 4 3.2 | 9 5
8 5 | 3 2 75 | 6 4 R | S
77 ] 9 9 4.6 | 9 1 T | U
4 3 | 8 9 3 | 8 7

135 110 | 212 96

89 65 | 145 77

187 130 | 258 135

110 86 | 166 75

En este ejemplo al utilizar el Algoritmo de Strassen para obtener el resultado, si contamos
todos los productos que calculamos suman un total de 63 que es menor que los 64 productos
que se necesitan efectuar utilizando el Algoritmo cldsico para calcular este mismo producto.
Sin embargo, es claro que en este ejemplo como en el ejemplo enterior calcular este producto
mediante la serie de ecuaciones que propone Strassen es mas tardado que calcularlo mediante
el Algoritmo clasico aunque nos ahorremos una multiplicaciéon. Por lo tanto es claro que
necesitamos hacer algunos comentarios sobre el Algoritmo de Strassen que nos permitiran
apreciar mejor en que casos es viable utilizar este método.

6.3. Comentarios sobre el algoritmo de Strassen

El algoritmo de Strassen tuvo un enorme impacto tedrico ya que fue el primer algoritmo de
multiplicacién de matrices cuya complejiad era ©(n'97) = ©(n28073). Adem4s fue uno de los
primeros casos en que las técnicas algoritmicas superaban lo que hasta el momento parecian
una barrera infranqueable.

Se han obtenido algoritmos todavia maés eficientes. El maés eficiente conocido es el de Cop-
persmith y Winogrand (1986) cuyo coste es ©(n?37).

El algoritmo de Strassen no es competitivo en la practica, excepto si el nimero
y tamano n de matrices es muy grande (n >> 100).

Segundo caso: ;Y si n no es potencia de dos?:
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., Que pasa si quiero multiplicar matrices que no son cuadradas y de diferente tamano; es
posible?.

Si es posible, el método a usar es rellenar con ceros y hacer cuadrada la matriz que no lo
es, y el tamano estara determinado por la siguiente potencia de 2, por ejemplo si es de tamano
3x 2

15
A= 2 4
79

El tamano de la matriz, se debe rellenar con ceros y dejar de tamano 4 x 4 ya que 4 seria
la siguiente potencia depués de 3 que es el nimero mayor que tiene el tamano de esta matriz.

ONN =
S O = W
o O O O
o O o O

Ahora, si quiero multiplicar esta matriz A de tamano 3 x 2 por una matriz B de tamano
4 x 5, deberd aumentarse el tamano de ambas matrices para que el producto tenga senti-
do. Entonces, el tamano de la matriz 3 x 2 deberd aumentar a 8 x 8 ya que 8 es la siguiente
potencia de 5 que es el tamano mayor de la segunda matriz y ambas quedarian de tamano 8 x 8.

NN O
o W N
O = 00 W
— Ot ©
DN Ot = Ot

Entonces, el tamano de la matriz 3 x 2 deberda aumentar a 8 x 8 ya que 8 es la siguiente
potencia de 5 que es el tamano mayor de la segunda matriz y ambas quedarian de tamano 8 x 8.

Co oo NN
OO OO WWIN
OO OO O K W
OO OO KUY K
OO OO N UK W

OO OO oo oo
OO OO oo oo
O O OO O o oo

De esta manera, ya es posible aplicar el método de Strassen para multiplicar matrices.
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1 2 3 45 000

150 0 0O0O0O0

2 4000000

6 7 8 9 1 0 00

2 3 45 5 000

00000 O0OO0OTO O
0 0000 O0O0TO
0 0000 O0O0TO
0 0000 O0O0TO

78 91 2 000

79 0 0 0 0 0O

0 000 O0OO0TO0TO O
0 000 O0OO0TO0OTO O
000 0 O0O0TO0TO
000 0 O0O0TO0O
000 0 O0O0TO0O

AB =
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Conclusiones

Como lo vimos a lo largo de este trabajo se han estudiado, disenado, implementado y
experimentado distintas formas de multiplicar matrices, donde principalmente, se busca redu-
cir el tiempo de computo empleado. Los métodos de fuerza bruta, programacién dindmica y
divide y venceras intentaban mejorar el tiempo de ejecucion del algoritmo clasico sin embargo,
todos alcanzan el mismo orden de complejiad: ©(n?).

Fue hasta el 1iltimo capitulo, después de habernos convencido que multiplicar matrices no
es tan facil que presentamos el algoritmo de Strassen, uno de los algoritmos ma&s innovadores
en cuanto a la multiplicacién de matrices resuelto de manera recursiva. Aunque la cantidad de
operaciones aritméticas para este método es més dificil de calcular de manera exacta que para
la multiplicacién de matrices clasica, se pudo estimar en términos de 6rdenes de complejidad,
aplicando el Teorema Maestro. Por lo tanto el método de Strassen tiene a su favor que reduce
la complejidad o cantidad de cilculos entre niimeros a O(n!9") = O (n?873) considerando
como referencia el método clasico.

Desde el punto de vista de la implementacion del método de Strassen se tiene lo siguiente:

= Las operaciones entre los elementos de las matrices son distintas de las definidas por
el método convencional y por lo tanto los efectos de redondeo y estabilidad nimerica
pueden ser diferentes dependiendo de los valores de los elementos de las matrices a
multiplicar.

= Es necesario calcular datos intermedios, los Py, P», P3, Py, P5, Ps, P; para llegar a los
valores definitivos a calcular. La eliminacién de esos datos intermedios es muy dificil
o imposible y de hecho no se considera, por lo que los requerimientos de memoria del
método de Strassen son bastante mayores a los del método tradicional.

= Existe cierto desbalance de carga computacional ya que para calcular P; por ejemplo,
son necesarias una suma y una multiplicacién, pero para el célculo de de Pys son nece-
sarias dos sumas y una multiplicacién. Esto afecta tanto a la cantidad de datos que se
accede como a la cantidad de operaciones entre escalares que se deben llevar a cabo. De
todas maneras se debe puntualizar que estas diferencias son a nivel de operaciones de
O(n?) (sumas o restas de matrices) frente a operaciones de multiplicacién que tienen
complejidad de ©(n3).

Es por estas observaciones que el algoritmo de Strassen no es competitivo en la
practica, excepto si el nimero y tamano n de matrices es muy grande (n >> 100).
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