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Introduccion

A primera vista, un péndulo elastico modelado con una masa y un resorte de masa despreciable,
es un sistema simple cuyas ecuaciones de movimiento no son dificiles de derivar, sin embargo,
después de mas de 70 anos de estudio atin no se cuenta con una solucién analitica que describa el

movimiento de este sistema "simple".

La primera motivacion del anélisis del péndulo elastico data de 1933; Vitt y Gorelik, haciendo
una analogia con el fenémeno cuantico de resonancia de Fermi en el espectro infrarrojo del C'Os,
presentan una discusiéon sobre la transferencia de energia del modo eléstico al pendular. De esta
manera, las ecuaciones del péndulo elastico tienen una estructura muy similar a las presentadas

en estudios de diversas areas de la fisica, por ejemplo en estudios atmosféricos, opticos y celestes.

Al no tener solucién analitica, el uso de aproximaciones e integracién numérica ha sido de gran
utilidad para describir su movimiento bajo ciertas condiciones. Segin Peter Lynch [1], los primeros
en utilizar una computadora para el estudio de una clase de sistemas que incluye el péndulo elastico,
fueron Kane y Kahn en 1968. Han sido muchos los que han mostrado su interés en este sistema, a
pesar de esto, los resultados que se tienen a la fecha se reducen a desplazamientos pequenos como
condiciones iniciales. Asi pues, atin no se han obtenido resultados analiticos como la condicién de

resonancia autoparamétrica cuando se toman en cuenta grandes deformaciones.

Por otra parte, como se menciona antes, generalmente el péndulo elastico es modelado con un
resorte de masa despreciable, Joseph Christensen [2| presenta un anélisis detallado de un péndulo
elastico limitado a desplazamientos pequenos en el que no se desprecia la masa del resorte, obtiene
analiticamente la condiciéon que provoca el fendémeno de resonancia autoparamétrica y compara

sus resultados con los obtenidos experimentalmente.

El proposito de este trabajo es el presentar un estudio numérico del péndulo elastico de re-
sorte de masa no despreciable para pequenas y grandes deformaciones. Se deriva la condicion que
ocasiona el fenémeno de resonancia autoparamétrica para pequenas deformaciones en este siste-
ma. Ademas, se muestra que las ecuaciones de movimiento de este sistema permiten recuperar el
movimiento del péndulo simple y del péndulo elastico en el que el resorte es de masa despreciable
para cualquier tipo de deformaciéon. La dinamica de este trabajo consiste en analizar primero el
sistema del péndulo simple, posteriormente el del péndulo elastico de resorte de masa despreciable,

y finalmente el péndulo elastico de resorte de masa no despreciable.

El Capitulo 1 esta dedicado al estudio de las ecuaciones de movimiento de estos sistemas. Para

el péndulo simple se deriva la solucion analitica para cualquier tipo de deformacion, asi como una
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expresion para el periodo de oscilacion. Para los péndulos elasticos de resorte de masa despre-
ciable y no despreciable se derivan las condiciones de resonancia autoparamétrica para pequenos

desplazamientos.

En el Capitulo 2 se presentan los resultados de la integracion numérica de las ecuaciones dadas
en el Capitulo 1. En este mismo capitulo, se muestra bajo que condiciones es posible recuperar el
movimiento de un sistema mas simple a partir de otro mas complejo. También se presentan los
resultados numéricos de la integracion de las ecuaciones de movimiento para grandes deformaciones,

tanto para el péndulo elastico de resorte de masa despreciable como para el de masa no despreciable.

En el Capitulo 3 se desarrollan las conclusiones de este trabajo. Por tltimo, en el Apéndice se
muestra de manera mas detallada como se derivan las ecuaciones presentadas en el Capitulo 1,
también se presentan las rutinas con las que se generaron las figuras de el Capitulo 2 y la de la

animacion de las ecuaciones del péndulo elastico de resorte de masa no despreciable.



Capitulo 1

Ecuaciones de movimiento

Para todos los sistemas que a continuacidén se presentan, se asume que el movimiento esta
restringido a un plano. Estdn sometidos al campo gravitacional de la Tierra y no existe fuerza

disipativa alguna que detenga el movimiento.

Primero se presenta el caso méas sencillo, un péndulo simple. En la segunda seccion, se quita la
restriccion de longitud constante para dar paso al caso de un péndulo elastico, considerando que
la masa del resorte utilizado es despreciable. Por tltimo, se toma en cuenta esta masa para llegar

al caso mas general. De esta manera, los primeros dos son casos particulares del tercero.

Las derivaciones de las ecuaciones de movimiento se presentan con detalle en el apéndice A.

1.1. Péndulo Simple

En esta seccidon se presenta la ecuacion de movimiento de un péndulo simple de masa m y
longitud constante L, suspendido de un extremo fijo como lo muestra la Figura 1.1, siendo la

posicion de la masa en 6 = 0 el cero de referencia.

El movimiento del péndulo es en dos dimensiones, y estd restringido a moverse sobre una
circunferencia de radio L. De la Figura 1.1, es facil ver que la posiciéon de la masa en coordenadas
polares para un tiempo t, es ]?zf)> = (Lsinf, L cos ). Haciendo uso de las ecuaciones de Hamilton
se deriva la ecuacion de movimiento de este sistema.

= —%sin@ (1.1)

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria no lineal de segundo orden. A diferencia de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias lineales, existe muy poca teoria que nos permita resolver facilmente
esta ecuacion. Sin embargo, valiéndose de que el péndulo simple es un sistema conservativo, de las
integrales elipticas y funciones elipticas de Jacobi es posible resolverla, y ademés, dar una expresion

para el periodo.
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Figura 1.1: Péndulo Simple de longitud L y masa m.

Se pueden resaltar algunas propiedades que tendra la solucion antes de resolverla, por ejemplo,
para angulos pequeiios’, la solucion oscilara periodicamente. También se puede notar que existen
ciertas posiciones de equilibrio 0z, es decir, si el péndulo esta en reposo en A, entonces permanecera
ahi. Puesto que 6 es una constante, g = 0 y O = 0. Por tanto, sinfp = 0, esto implica que
unicamente para estas dos posiciones, las fuerzas se balancearan y no provocaran movimiento. La
posicion O = 0, es la posicion natural de un péndulo y 0 = 7 es la posicion invertida del péndulo.
Aunque estas dos son posiciones de equilibrio, existe una gran diferencia entre ellas, 0 = 0 es

estable, mientras que fr = 7 no lo es, la demostracion de este hecho se puede encontrar en [3].

La energia total E del sistema esta dada por:

1 .
E = im(Lé’)2 + mgL(1 — cosf) (1.2)

La identidad trigonométrica cosf = 1 — 2sin? g permite reescribir la energia como:

1 : 0
E = Em(Lé’)2 + 2mgL sin® 2 (1.3)

Despejando 0

E

E — 2mgLsin® g 2F 1 2mgL sin® g (1.4)
mL? mL? '

Se sabe que J0,4« en el que se detiene el péndulo y toda la energia se convierte en energia

potencial, es decir,

Ver apéndice B.
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eméx
E = 2mgL sin® 5 (1.5)

Ademas, para este sistema la energia se mantiene constante para todo tiempo t, pues el sistema

es conservativo, asi, sustituyendo (1.5) en (1.4)

dt = _ (1.6)

T2
tmax | mL2 / max
2E \/ Sln

2 gmax

Sea At el tiempo que tarda el péndulo en recorrer desde § = 0 hasta 6 = 0,,4.

ImL?  [Omax
At - 2E / \/ Sll’l (1 ' 7)

2 max

w\m

Notando que el periodo T" del péndulo es 4At.

Para resolver la integral de la derecha de (1.7) se hace a = sin 6'“% y utilizando el cambio de

variable
.
. sin 5
a
1 0
dr = — —do
T 9 cos 5
1 0
_ = 2”7
9 CoS 2d9
1 0
= —4/1—sin®=db
2a 2
1
= —V1—a?22%2db
a
se obtiene
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De esta manera, de (1.7)

A = /mL2/
a 2E \/1—a2x2\/1—x2

2 A
\/4mgL sin? ma" V1-— a2:1:2\/1 — 32

L /1 dx
= Al = \/;A s (1.8)

es una integral eliptica completa de primera clase para a < 1 [4]

dx
Vi—aZz?y/(1-22)

Se sabe que [

dx

1
_ 1.9
0 V1 —a2zx2y/1 — a2 (L9)
Calculando K (a) con series de Taylor:
T 1\? 1-3)? 1-3-5\? 1-3:-5-7\?
o= e () (e () e (D v
(a) 2{+<2>a+ 2a) “ T ars) T gaes) @ PO
Sustituyendo el cambio de variable a = sin GI“T*‘
1 O s 9 0 s 25 O s 1225 Oz 0 s
K _ 1 T2 /méx o4 Umax e 6' max .- 8 Ymax O(si 10 maX:|
(a) 7T|: +8sm 5 +12851n 5 +512S 5 +327688m 5 + O(sin —2)

de (1.8) y (1.9)

8 2 128 2 51200 T2 32768 2 2
(1.10)

Como se senalo antes, el periodo T es cuatro veces At. Por otra parte, puesto que el sistema

L 1 emax emax 2 . eméx 122 . eméx . eméx
At =y — {1 + = sin? + 9 sin’ + 2 sin® + L sin® + O(sin™® )}
9

es conservativo 4 es precisamente 0(0) = 6y, por tanto:

Ll 1 ..00 9 .60 25 o6 1225 . (0 B,
T =4At =21 = |14+ S sin? 2 + ——gin? 2 + == gins 2 s% L 10}
W\/;{ + g8 5+ g sin® 5 oppsin® o+ e sin’ 5 + O(sin® )

De (1.6)

m
(SIS

|

B

o[- @w

SlIl
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donde C es una constante de integracion, utilizando el mismo cambio de variable

in ¢
sin 5

8
I

a

y de (1.5), se reescribe (1.12)

L = dx
t+0:,/—/ 1.13
gJo V1 —a2x2y1 — 2 (1.13)
sin%

Jo © W iz €8 la integral eliptica incompleta de primera clase F,(x) , y su inversa es la

primera funcion eliptica de Jacobi sn(z) = F,!(z), que expresada en series de Taylor es:

3 5

F—l(x)::c—(1+a)“§ + (14 14a’ +a)§ (1+ 135a + 135a* —i—a)'—l—O()

7!

Por tanto,

a0
SlIl2

3 Gméx
S1n B}

= 0(t) = 2arcsin (F ((t + C)\/Z) sin 9;&)
= 6(0) = 2 arcsin <F;1 (Cﬁ) sin err2léx>
(off

pues 0(0) = Oy, asi

Sustituyendo en la expresion para 0(t)

9(t)=2arcsin< (\FF >sm> (1.14)
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1.2. Péndulo Elastico de resorte de masa despreciable

El péndulo elastico es modelado con un resorte de masa despreciable y constante de elasticidad
k, en un extremo del resorte se encuentra unida una masa m, mientras que el otro extremo se
encuentra fijo en el cero de referencia (ver Figura 1.2). La longitud del resorte en reposo es L, y
se deforma unicamente en la direccion radial. Al poner el resorte en posicion vertical el peso de la

masa ocasiona que se deforme a una nueva posicion de equilibrio L + mg/k.

(/L AL LS

\

Figura 1.2: Péndulo elédstico de longitud variable r y masa m.

En este sistema la longitud del resorte representa un grado de libertad més. Luego asi, el

péndulo elastico cuenta con dos grados de libertad, 6 y r. El vector de posicién de la masa en
—

coordenadas polares esta dado por: P(t) = (rsinf, —rcosf). Las ecuaciones de movimiento se

obtienen de la misma manera que en el caso anterior.

De las ecuaciones de Hamilton[5] se deriva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden.

) Do
Pp = —mgrsin 6 (1.16)
. Pr
= 1.17
T (117)
P
pr=—2 —k(r — L) +mgcosf (1.18)

mr3
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donde py y p, representan las componentes angular y radial del momento respectivamente. De

estas se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de segundo orden:

b= —%sin@ (1.19)

I‘z@QT—Z(r—L)—I—QCOSQ (1.20)

Nuevamente, las ecuaciones diferenciales que modelan este sistema mecanico son no lineales,

pero a diferencia del caso del péndulo simple, no existe solucion analitica para este.

Sin embargo, aproximandose a deformaciones pequenas y angulos pequenos, se obtienen ciertos

resultados que permiten explicar como es el movimiento bajo esta restriccion.

Aunque parece natural utilizar coordenadas polares para analizar éste sistema como lo ha-
ce Minorsky [6], el analisis se simplifica considerablemente utilizando coordenadas cartesianas y

cambiando el cero de referencia (ver Figura 1.3) a la posicion de equilibiro
Yo =L+ mg/k (1.21)

En el apéndice A.2.2 se encuentra el Lagrangiano para éste sistema (A.26)

(L4 4)))

Yo

I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
i

0

Figura 1.3: Péndulo elastico de longitud variable 7 y masa m en coordenadas cartesianas

1 1
L= im(a':Q +9?) — §k(L — )% —mgy (1.22)
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Desarrollando en series de Taylor

1 k k L 2
3 (Lat oy = et 4 ) 4 O) + O + O)

1
/\’,:7 .9 SO\
2($ ) Yo m myp k

Haciendo w? = £ y w? = £ se tiene:
r m p Yo

1 1 oL 2
£:§(x'2+92) 2<w2x2—i—wy — w2 oy — YT 24 9 >

w2
Como wf% es una constante digamos A, el Lagrangiano(1.22) se puede aproximar por:
Yo
s 1((‘2+') + A 92> (1.23)
=—|(z — w 2 — w? 2 — 2 .
9 Y 3/ Y 2
de las ecuaciones de Lagrange:
i+ wir = Aya (1.24)
i+ wiy = A\?/2 (1.25)

Estas ecuaciones de movimiento también fueron derivadas por Olsson [7], a partir de un La-

grangiano muy parecido a (1.23).

Al aproximar a las ecuaciones (1.24) y (1.25) no se ha logrado obtener ecuaciones lineales, pues
los términos de la derecha las convierten en no lineales. No obstante, puestas de esta manera, se

pueden concluir algunas caracteristicas de la solucién bajo estas aproximaciones.

Se observa que w, es justamente la frecuencia a la que el péndulo simple de longitud L oscila
cuando esta restringido a dngulos pequenos, mientras que w, corresponde a la frecuencia en la
que oscila un oscilador armonico de constante de elasticidad k. Esto conduce a concluir que si los
términos de la derecha de las ecuaciones (1.24) y (1.25) son cero, entretanto que el movimiento en
la direccion z seré el de un péndulo simple, el movimiento en la direccion y serd el de un oscilador
armonico, siendo los dos movimientos independientes uno del otro. Asi, los términos de la derecha

son los responsables del acoplamiento de las dos ecuaciones.

Para llegar a otro resultado que proporcione un mejor entendimiento del movimiento del pén-
dulo eléstico, se considera primero el caso en el que el movimiento elédstico domina el movimiento

pendular, es decir, x(t) < y(t). Luego, haciendo A\x?/2 = 0 en la ecuaciéon (1.25) se tiene que:

y = Acosw,t

con A = cte.
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Sustituyendo en (1.24)
T+ wﬁx = Mz cosw,t

T+ (wi - )\Acosw,,t)x =0

Este tipo de ecuaciéon ha sido ampliamente estudiada, y es conocida como ecuaciéon candnica

Wr

de Mathieu, y de acuerdo con Stoker [8], cuando 2= = %,n € N las soluciones son inestables atn
P
para A’s muy pequenas, de otra forma las soluciones son estables; esta inestabilidad es més notoria

cuando n = 1; . De hecho se demostrard més adelante que el tinico valor posible de n es 1. Si

wy = 2w, (1.26)

la solucién z oscilard con una amplitud que crecerd exponencialmente como se mostrard a conti-
nuacion. La posibilidad de resonancia se puede notar de la ecuacion (1.24), pues el producto zy
contendra la frecuencia w, y, en consecuencia, las oscilaciones horizontales se hardn mas grandes
a expensas de las verticales [7]. El resultado es pues, una transferencia de energia de la oscilacion

elastica al movimiento del tipo pendular.

Ahora, si se inicia con el caso en el que el movimiento del péndulo domina al de el resorte,

y(t) < z(t), se encuentra la solucion del péndulo no forzado, haciendo Azy = 0,

T = Bcoswpt

con B = cte.

Sustituyendo en el lado derecho de (1.25)

2 2
AL A

5 T (14 cos2wyt) = C + D cos 2wyt

. . . 2 . .
Para que ocurra el fenomeno de resonancia en y, se necesita que A% oscile a la frecuencia w,,
y asi nuevamente se tiene la misma condicién para resonancia, w, = 2w,, sucediendo lo mismo que

en el caso anterior, la energia se transferird de un modo a otro.

De este modo, el caso w, = 2w, atrae més atencién que cualquier otro en el que la solucion sea

estable. Veamos para que parametros se puede tener esta condicion. De (1.21)

’f(l_L)_g
m Yo Yo
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n? n?
4 L
TR TR
n2
4L
= Yo = 7(4 — )
De aqui que el tinico caso posible sea n = 1.
4
Yo = gL (1.27)
kL
=>m = 30 (1.28)
g

Por tanto, cuando se cumpla esta condicién inicial la frecuencia de oscilacién del resorte du-
plicara la del péndulo, y no se logrard tener un movimiente puramente vertical u horizontal, el

movimiento estara acoplado para todo tiempo t.

De acuerdo con Minorsky [6], cuando el parametro de un sistema oscilatorio se hace oscilar a
una frecuencia 2f, siendo f la frecuencia natural del sistema, el sistema comienza a oscilar con la
frecuencia f. A este fendmeno se le conoce como resonancia paramétrica. Esto implica que bajo la
condicion de inestabilidad (1.26) el sistema entra en resonancia paramétrica, y es la oscilacion de

la longitud del péndulo el parametro que ocasiona que se presente este fenémeno.

De manera maés especifica, debido a que la oscilacion de la longitud del péndulo es consecuencia
del movimiento del resorte, que no tiene dependencia explicita en el tiempo en el sistema de
ecuaciones que modelan este sistema (1.24) y (1.25), la resonancia paramétrica en este sistema no

es resultado de alguna fuerza externa, la resonancia es autoparamétrica.

Citando el articulo de Olsson [7] "La transferencia de energia al movimiento del resorte descrita
por (1.25) puede ser vista como un estandar de efecto de resonancia en un oscilador lineal. La

excitacion del oscilador es, por supuesto, debido al movimiento del péndulo".

La presencia de este fendmeno en el sistema péndulo eléstico abre la puerta a aplicaciones de

los resultados que se obtengan para este sistema. Por ejemplo, el problema que motivé a Vitt
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y Gorelik (1933) a estudiar este sistema fue el fenomeno cuéntico de resonancia de Fermi en el

espectro infrarrojo del C'O,.

Nuniez Yépez [9] construye las secciones de Poincaré para diferentes valores de energia in-
tegrando numéricamente las ecuaciones (1.15)-(1.18), bajo la condicién de resonancia (1.28), y
graficando el espacio fase para diferentes condiciones iniciales. Para un valor cercano a la energia
minima posible y la condicién de resonancia, las orbitas del sistema presentan un comportamiento
cuasiperiodico. Al incrementar la energfa el comportamiento se vuelve cadtico, si se aumenta nueva-
mente, se ordena otra vez. Asi, este sistema exhibe un comportamiento ordenado-caédtico-ordenado

cuando la energia se incrementa.

Un analisis mas extenso de la resonancia autoparameétrica en el péndulo elastico aproximado
a oscilaciones pequefas, puede ser encontrado en el articulo de Rusbridge [10]; donde ademés se

demuestra que bajo esta aproximacion la energia se mantiene constante.

1.3. Péndulo Elastico de resorte de masa no despreciable

En esta seccion se trata el péndulo elastico presentado en la seccién anterior de una manera mas
general. Para esto, se considera que la masa del resorte no es despreciable, siendo p su densidad
de masa. El sistema de ecuaciones que describen este péndulo es muy similar al del péndulo en el

que se desprecia la masa del resorte como se muestra a continuacion:

; Do
G—_ P 1.29
(- )7 )
L
pg = —(m + %)gr sin @ (1.30)
. DPr
i (1.31)
(m + %)
2
. Dy pL
Pr= (g ey e M= B+ (mes S)g cost (1.52)

De nuevo, es posible obtener un sistema de ecuaciones de segundo orden a partir de estas. Por

tanto,

sin 0 (1.33)
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ok
(m + )

—~
5

i = 0% — (r—L)+ gcosf (1.34)

~~
5
N— | N—

P
m+ 5
también describen el movimiento de este tipo de péndulo.
Para analizar el comportamiento de este sistema, se procede de la misma manera que en la

seccion 1.2, donde se demostro que, restringiendo el movimiento del péndulo elastico a desplaza-

mientos pequenos, la resonancia autoparamétrica tiene lugar cuando (1.26)

Wy = 2wy

2

== T
= T, = 2T, (1.35)

donde T, = QW\/? y T, = 2m /5.

Como se menciono en la seccion 1.2 para que se satisfaga (1.35) es forzoso que se cumpla (1.28).
Es importante notar, que esta condicion fue derivada para el caso en el que no se considera la masa
del resorte, asi pues, esta condiciéon no es valida para este caso, en el que no se desprecia la masa

del resorte.

Para encontrar la condicion de masa que conduce a resonacia autoparamétrica, primero se halla
la expresion para T,., para esto supone que el movimiento tinicamente tiene lugar en la direcciéon
radial con # = 0. La posicion de equilibrio (1.21) se ve afectada por la masa del resorte. Siguiendo
el desarrollo de [2], el resorte se representa como la uniéon de N resortes etiquetados de manera
ascendente de arriba hacia abajo, cada uno con masa m; = % , constante de elasticidad k; = Nk,
y longitud sin deformar L; = ﬁ El i-ésimo resorte soporta el peso de los (N — i) resortes abajo de
él y la masa m que esta unida al N-ésimo resorte. De esta forma, cada resorte, como consecuencia

del peso que soporta, es deformado a la longitud

_ m N—i)m,g .
rio = Li + 5% + %7

el segundo término corresponde a la deformacion debida al peso de la masa m, mientras que el

tercero a la ocasionada por el peso de los resortes debajo de él. Asi, se puede conocer la posicion

de equilibrio:
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g
::;$<Lﬂ?+mgwi%
= Zg:l;/_ <T0+(N—i)€lef>
::m+(N%JWﬁ+U>%i
-
Si N — oo, ﬁ — 0. Por tanto,
ro =yt szgcg (1.36)

En el apéndice A.3 se desarrollan las energias cinética y potencial de este modelo, puesto que

se supone que 6 =0

1 L 1 L
£:2<m+p3> 7"2—516(7“—[/)24— <m+p2) qgr (1.37)
k(r—L m+ &
S = h) _ | iggzo (1.38)
m+ &) (m+ )
Utilizando el cambio de variable
i (1.39)
y sustituyendo en (1.38) obtenemos la ecuacion:
" k
i+ u=0 (1.40)
%)

cuya solucion esta dada por:
u(t) = Acosw,t + Bsinw,t

donde w, = /7( pr). La solucién de esta ecuacién, como se esperaba, es la de un oscilador
m-r—
3

armonico. Las constantes A y B se definen a partir de las condiciones iniciales u(0) = ug y
1(0) = -
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Up .
u(t) = ug cosw,t + — sinw,t
w’r‘

puesto que g =0y ug = rg — e

u(t) = (ro — re) cosw,t

de (1.39)
r(t) = (ro — 7e) COS Wyt + T

(m + )
k
Tal como lo menciona Joseph Christensen [2], la distribucion de masa en el sistema debe ser

=T, =2 (1.41)

analizada para poder expresar el periodo de movimiento pendular 7,. Por simplicidad, se supone
que el resorte es una barra rigida de longitud r.. Considerando s6lo d4ngulos pequetios, se aproxima
sinff = 6%, de la ecuacion de movimiento para un péndulo simple de longitud r. en el que la

densidad de masa p de la barra no es despreciable (A.32) se tiene:

.. pre
9+<m1m ) To—0

Esta ecuacion es de la misma forma que (1.40), de la cual ya conocemos la solucion, luego asi:

Pre
T, = 2r <m+p§: )T (1.42)
m+ 5=/ g

Notando que la masa del resorte pL = pr., de (1.35), (1.41) y (1.42)
mt S\ e _, [(mt )
m—+ %
L
T
379

kL  pL

sustituyendo (1.36)

Si se compara con (1.28) esta nueva condicion de resonancia solo difiere por la resta de %

IVer Apéndice B.



Capitulo 2

Solucion Numérica

Al intentar resolver problemas de esta indole, los métodos numéricos de integracion juegan un
papel muy importante para simular la soluciéon de sistemas de los que no se conoce su soluciéon

exacta.

Como se indicé en el capitulo anterior, el sistema de ecuaciones obtenidas para modelar el
comportamiento de un péndulo elastico, ya sea considerando la masa del resorte o no, no tiene
solucion analitica. También se comentaron algunas de las aproximaciones que se han hecho para

predecir como es la solucion.

Lai [11] y Christensen |2] presentan datos obtenidos experimentalmente. Con dichos datos, les
fue posible comprobar los resultados que lograron sobre resonancia autoparamétrica; Lai trabajo
en el péndulo elastico de resorte de masa despreciable, y Christensen en el de resorte de masa no

despreciable.

En 1975, Cayton utiliz6 el método Runge Kutta Gill para integrar numéricamente las ecuaciones
obtenidas del péndulo elastico de resorte de masa despreciable. En publicaciones méas recientes, se
pueden encontrar los resultados numéricos alcanzados al resolver el péndulo elastico de resorte de
masa despreciable. Por mencionar algunos, en 1990 Nufiez Yépez [9] uso el algoritmo de Verlet,
en el 2005 Gustavo A. Boroni y Alejandro Clausse emplearon Runge Kutta de orden 4, el paquete
de rutinas de Fortran LSODE y diferencias hacia atras con multipaso de tercer orden [12], y en
febrero de este afio, Tuwankotta y Quispel [13], aplicaron un método de integracion simpléctica

asi como Runge Kutta de orden 7y 8.

Seguramente, la lista de autores que han estudiado el problema del péndulo elastico es mucho
maés extensa de la aqui presentada. De hecho, en el articulo de Peter Lynch [1]| se puede encontrar

una lista méas detallada.

A excepcion de Tuwankotta y Boroni, los autores arriba mencionados emplearon los métodos de

integracion para resolver las ecuaciones de movimiento aproximadas a desplazamientos pequenos.
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Por otra parte, el tnico de los arriba citados que presenté un estudio sobre el péndulo elastico
de resorte de masa no despreciable fue Christensen, sin embargo, también se limité a estudiar el

comportamiento de éste sistema restringiéndose a desplazamientos pequenos.

En este trabajo se resuelven numéricamente las ecuaciones de movimiento del péndulo simple,
del péndulo eléstico de resorte de masa despreciable y del pendulo elastico de resorte de masa no
despreciable para todo tipo de desplazamiento utilizando el método Runge Kutta de orden 4 con

tamano de paso dt = 0.01.

2.1. Péndulo Simple

Se compararon los resultados de la integracién numérica de las ecuaciones (A.3) y (A.9) con
la solucion analitica (1.14) que se evalué utilizando las rutinas ellipke y ellipj de Matlab 7.0, las
cuales proporcionan la integral eliptica y la funcion eliptica de Jacobi haciendo uso del algoritmo
presentado por Abramowitz [4]. Los errores absolutos obtenidos para diferentes tamanos de paso
dt son:

£ =5.2427x 107" con dt = 0.1

E=15.2200 x 10719 con dt = 0.01

En la Figura 2.1 se muestra la grafica del espacio fase para el péndulo simple de longitud

L =0.5m y masa m = 0.25K g, en el intervalo de tiempo 0s <t < 100s.

0-pgy
T

0.41— —

o
T
1

-o.

»
T
1

o
IS
1

—06 -

-0.8
~10 -8 -6 -a -2 2 a 6 8 10

Figura 2.1: Espacio fase del péndulo simple

Al utilizar el integrador numérico ode45 de Matlab7.0 para los mismos tamanos de paso dt = 0.1
y dt = 0.01, asi como para pasos mas pequenos, la energia total no se conservé constante, mientras

que utilizando Runge Kutta de orden 4 si satisfizo esta condicion.
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2.2. Péndulo Elastico de resorte de masa despreciable

En la Figura 2.2 se puede observar cémo la energia oscila ligeramente en un periodo de 10
segundos. También se puede notar que, puesto que la diferencia entre la energia maxima y minima
en este periodo es del orden de 1077, este método nos da una buena aproximacién numérica a la

energia constante.

Tiempo—Energia
—1.04379981996239

Energfa [J]

—1.043800098484720

2 a4 6 8 10
Tiempol[s]

Figura 2.2: Energia del péndulo elastico de masa m = 0.25 Kg, longitud inicial L = 0.50 m,

constante de elasticidad k = 7% y angulo inicial 8y = 45° en el intervalo de tiempo 0s < t < 10s.

Se verifica que a partir de las ecuaciones del péndulo elastico (1.15)-(1.18), al considerar un
resorte muy rigido, se recupera el movimiento de un péndulo simple. Para visualizarlo se presentan
los espacios fase de un péndulo elastico de longitud inicial L = 0.5m y masa m = 0.25K g, con
k= 100% en las Figura 2.3 y k£ = 10, 000% en la Figura 2.4.

Los errores porcentuales £ calculados respecto a los resultados numeéricos del péndulo simple

para estos mismos pardmetros de masa y longitud con k = 100% son:

IN

19.90% para el angulo

< 18.98% para el radio, con 0s < t < 100s

< 39.13% para el momento radial

Obviamente, al tomar el pardmetro k = 100% no se obtuvo el comportamiento buscado, pues
en el péndulo simple el radio se mantiene constante. De los errores porcentuales presentados bajo
este parametro, se concluye que las ecuaciones del péndulo elastico no representan el movimiento

del péndulo simple.
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Figura 2.3: Espacio fase del péndulo eldstico de constante de elasticidad k& = 100% en el

intervalo de tiempo 0s < ¢t < 100s.

En el caso k = 10, OOO% los errores porcentuales son aceptables:

IN

0.66 % para el angulo

N

& <
E < 0.14% para el radio, con 0s < t < 100s

1.32% para el momento radial

Por tanto, un resorte con constante de elasticidad £ = 10, OOO% es lo suficientemente rigido
para que las ecuaciones del péndulo elastico (1.15)-(1.18) describan numéricamente el movimiento

del péndulo simple.

Como se mostro en el capitulo anterior, las condiciones iniciales que proporcionan el caso mas
interesante para observar el movimiento de este tipo de péndulo son las que conducen al fenémeno
de resonancia autoparamétrica (1.28); esta condicion fue derivada para desplazamientos pequenos.
En la Figura 2.5 se presentan mapas de las figuras generadas por péndulos elasticos en resonancia
autoparamétrica con w, = 4.42 bajo diferentes condiciones iniciales de desplazamiento. El inciso a)
muestra el mapa presentado en el manual de laboratorio de Reed College[14], el cual fue construido

integrando las ecuaciones (1.15)-(1.18) para diferentes valores de tiempo final.

Las ecuaciones (1.15)-(1.18) fueron derivadas para todo tipo de deformacion. En la Figura 2.6
se muestra un mapa de figuras de un péndulo elastico donde las condiciones de deformacién son
grandes tanto para el dngulo como para el radio, se utilizan los mismos parametros de longitud
inicial L = 1.5049m y constante de elasticidad k = 7% que en la Figura 2.5. Ademaés, también se

utilizo la masa adecuada que conduce a resonancia autoparamétrica con w, = 4.42.
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Figura 2.4: Espacio fase del péndulo elastico de constante de elasticidad k = 10,000% en el

intervalo de tiempo 0s < ¢ < 100s.

De las Figuras 2.5 y 2.6 se nota que las oscilaciones del péndulo elastico bajo resonancia
autoparamétrica presentan dos tipos de movimiento. Cuando los desplazamientos iniciales en x son
casi los mismos que los desplazamientos iniciales en y se presenta el movimiento al que llamaremos
media luna como lo muestra la Figura 2.7a. En caso contrario, el movimiento que tiene lugar es
como el de la Figura 2.7b al que llamaremos del tipo limén por su similitud con un limén al que

se le ha quitado una tajada de la parte superior, inferior o ambas.
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Figura 2.5: Mapas del movimiento del péndulo para pequenas deformaciones: a)Presentado en
[14] para diferentes valores de t y utilizando el integrador numérico de Mathematica DSolve, b)
Construido con la solucién numérica de las ecuaciones (1.24) y (1.25), y ¢) Resultado numérico
de la solucion de las ecuaciones (1.15)-(1.18). Las ecuaciones de b) y ¢) se integraron con Runge
Kutta de orden 4, constante de elasticidad k& = 7% para Os < t < 50s. Noétese que el cero de

referencia en este caso se encuentra en la posicién de equilibrio.
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Figura 2.6: Mapa del movimiento del péndulo elastico con constante de elasticidad k = 7 para
grandes deformaciones en el intervalo de tiempo 0s < ¢ < 50s.
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Figura 2.7: Tipos de movimientos del péndulo elastico bajo resonancia autoparamétrica
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2.3. Péndulo Elastico de resorte de masa no despreciable

La energia total del péndulo elastico de resorte de masa no despreciable oscila alrededor de 5
veces mas que la de un péndulo de resorte de masa despreciable, ya que mientras para este tltimo la
diferencia entre la energia total inicial y 10 segundos después es del orden de 1077 (ver Figura 2.2),
al considerar un péndulo elastico con resorte de densidad p = 0.01, bajo las mismas condiciones de
masa y longitud inicial, la oscilaciéon sobre el mismo intervalo de tiempo es del orden de 1072 (ver
Figura 2.8). A pesar de esto, una oscilacion de este orden continua siendo una buena aproximacion

numérica al valor esperado de energia constante, pues significa un error porcentual menor a 2 %.

Tiempo—Energia

—1.035

—1.040

—1.045

Energfa [J]

—1.050

—1.055

—1.060 . . . .
o 2 4 6 8 10
Tiempols]
Figura 2.8: Energia del péndulo elastico de masa m = 0.25 Kg, longitud inicial L = 0.50 m,
constante de elasticidad k = 7%, densidad de masa del resorte p = 0.01 y angulo incial 6y = 45°

en el intervalo de tiempo 0s <t < 100s.

Asi como para ciertas condiciones de constante de elasticidad se recuperd el movimiento del
péndulo simple en la secciéon anterior, es de esperarse que bajo ciertas condiciones de densidad de
masa en el resorte se recupere el movimiento del péndulo elastico de resorte de masa despreciable.
En la Figura 2.9 se muestran los mapas de figuras resultado de la integraciéon numérica de las
ecuaciones (1.29)-(1.32) para resortes de densidad de masa p = 5.052 y p = 0.0122 con las
mismas condiciones de resonancia autoparameétrica, desplazamiento y constante de elasticidad k

que en la Figura 2.5 sobre el mismo intervalo de tiempo Os < ¢t < 50s.

Aunque para p = 0.01 el mapa de figuras de desplazamientos pequenos paresca igual que el de un
péndulo simple de resorte de masa despreciable, las posiciones de equilibrio de los péndulos elasticos
de resortes de masa despreciable y no despreciable s6lo coinciden en dos digitos con este valor de
densidad. Por otra parte, considerando desplazamientos grandes, la Figura 2.10 muestra los mapas

de figuras obtenidos para resortes de densidad de masa p = 5.0%, p= 0.01% yp= 0.0001% con
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las condiciones de resonancia autoparamétrica, desplazamientos iniciales y constante de elasticidad

k de la seccion 2.2 (Figura 2.6)en el intervalo de tiempo 0s < t < 50s.

Al igual que p = 0.01%, p= 0.0001% no proporciona la misma posicion de equilibrio que la
de un péndulo donde se desprecia la masa del resorte pues coincide tinicamente en 4 digitos, la
constante de densidad de masa que permita recuperar completamente el movimiento del péndulo
elastico de la seccién anterior es la més pequena posible. Por ejemplo, al comparar los resultados
de la integracién numeérica de (1.29)-(1.32) utilizando p = 1.0 x p~*£2 con los de la integracion

de (1.15)-(1.18) los errores porcentuales son:

£ < 1.0x107%% para el momento angular

E < 1.0x107"% para el dngulo

£ < 1.0x107%% para el momento radial

E < 10x1071°% para el radio, con 0s <t < 100s

y las posiciones de equilibrio coinciden en 13 digitos.
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Figura 2.9: Mapas de movimiento de los péndulos elasticos de constante de elasticidad k = 754

827

wy = 4.42 y resortes de densidad de masa: a)p = 5.0% y b)p = 0.01% para deformaciones

pequenias en el intervalo de tiempo 0s <t < 50s. Notese que el cero de referencia en este caso se

encuentra en la posicién de equilibrio.
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Figura 2.10: Mapas de movimiento de los péndulos elasticos de constante de elasticidad &k = 7
y resortes de densidad de masa: a)p = 5.0%7 b)p = 0.01% y c)p = 0.0001% para grandes

deformaciones 0s <t < 50s.
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Capitulo 3

Conclusiones

Se comproh6 que la aproximaciéon de la integracion numérica de la ecuaciéon del péndulo simple
(1.1) con Runge Kutta de orden 4 y tamano de paso dt = 0.01 es muy aceptable. Utilizando
este tamano de paso en la integracion numérica de las ecuaciones del péndulo elastico de resorte
de masa despreciable (1.15)-(1.18), y constante de elasticidad k = 10,000%¢ se lograron errores
porcentuales, respecto a la solucion analitica del péndulo simple (1.14), que permiten concluir que

bajo este parametro de rigidez se recupera numéricamente el movimiento del péndulo simple.

Al construir el mapa de figuras de movimiento de un péndulo elastico, en el cual las condicio-
nes iniciales son desplazamientos grandes, con la misma condiciéon de resonancia autoparamétrica
derivada para pequenas deformaciones (1.28), se observa que las figuras son del mismo aspecto que
las logradas para pequenos desplazamientos; considerando al cero de referencia en la posicion de
equilibrio como en la Figura 1.3, se presenta movimiento del tipo media luna (Figura 2.7a) cuando
la deformacion en x y en y son casi iguales, y del tipo limon (Figura 2.7b) en otro caso. Se llega
a esta misma conclusiéon al considerar un resorte de masa no despreciable utilizando la condicién

derivada para resonancia autoparamétrica (1.43).

Como se esperaba, se verifico numéricamente que los movimientos del péndulo simple y del
péndulo elastico de resorte de masa despreciable, se recuperan de las ecuaciones de movimiento
del péndulo elastico de resorte de masa no despreciable con las condiciones de rigidez y densidad
de masa adecuadas. Asi mismo, se comprueba que las figuras de movimiento logradas con este

método de integracion empatan con las presentadas por Hayden MacGinnes y Hal Haggard [14].

Este tema de investigacion atin no ha sido completamente desarrollado; tal como se menciona
en el desarrollo de este trabajo, no existe una solucion analitica de este problema, asi pues no es
posible medir el error absoluto del método de integracion utilizado. Utilizando funciones estima-
doras Boroni presenta una estimacién al error de los resultados numéricos que obtuvo. Futuros
trabajos de investigacion pueden realizarse en esta direccion y en otras, por ejemplo, la derivacion
de condiciones de resonancia autoparamétrica para los casos en los que las condiciones inicia-

les son desplazamientos grandes y la integracion numeérica utilizando la condicién de resonancia
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autoparamétrica que deriva Christensen [2].



Apéndice A

Derivacion de las ecuaciones de movimiento

A.1. Péndulo Simple

—
De la Figura 1.1 la posicion de la masa en coordenadas polares es P(t) = (Lsinf, L cos#). Asi

pues, la posicion de la masa en un tiempo ¢ estara determinada por 6 (t).

La ecuacion de movimiento del péndulo es muy facil de obtener con la mecanica de Newton. En

este trabajo, las ecuaciones de movimiento de los sistemas mecéanicos presentados son derivadas a

partir de las ecuaciones de Hamilton, esto con el fin de obtener sistemas de ecuaciones de primer

grado para los grados de libertad y los momentos asociados a estos. Para esto, es necesario definir

la energia potencial y cinética del sistema.
La energia cinética 1" esta dada por:
1 o
T = —m(L0)
2
ya que || = L. Y la energia potencial del sistema es:
V =mgL(1 — cosf)
De esta manera, el Lagrangiano es:

1 .
L=T-V= 5m(Le)2 —mgL(1 — cos )

Debido a que el Lagrangiano satisface [15]:

oL
89 Do
se tiene que:
_ _be
mL?

Puesto que este sistema es conservativo, el Hamiltoniano se define por:

(A.3)
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H=T+V=FE (A.4)
Luego,
1 .
H= 5m(L9)2 +mgL(1 — cosf) (A.5)
Sustituyendo (A.3)
2
_ Py _
H = 5 2 +mgL(1 — cos0) (A.6)
Por otra parte, de las ecuaciones de Hamilton [5]
oH
— =10 AT
e (A7)
OH :
00 —De (A.8)

Como consecuencia, se encuentra nuevamente que se satisface (A.3) y que:

pg = —mgLsinf (A.9)
Derivando (A.3) '
Do
= A-l
- (A.10)
Por tanto, de (A.9)
i _mgL sin 6
B mL?

Luego asi, la ecuacion de movimiento del péndulo es:

0= —%sin@ (A.11)

A.2. Péndulo Elastico de resorte de masa despreciable

A.2.1. Coordenadas Polares

—

El vector de posiciéon de la masa en coordenadas polares es: P(t) = (rsinf, —rcosf). Asi, el
péndulo elastico (Figura 1.2) tiene dos grados de libertad, la longitud r y el angulo 6. Por lo tanto,
utilizando la mecanica Hamiltoniana se encuentran cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer grado para describir el movimiento de este sistema.

Se supone que la masa del resorte es suficientemente pequena comparada con la masa m,
de manera que se puede despreciar, también se considera que el resorte se deforma de manera

uniforme.
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Haciendo analisis de las energias del sistema, se tiene que la energia cinética 1" del sistema es:

2

1 : 1 .
T = om ‘]_3) = im(f“2 + 726%) (A.12)

mientras que, la energia potencial del sistema estd dada por:
1
V= ik‘(r — L)? — mgrcosf (A.13)

De esta manera, el Lagrangiano es:

1 . 1
L= gm(f“2 +726%) — §k(r — L)? +mgrcosf

Dado que, % = py y % = p,,
pop = mr26
P = mr
j Do
p=Lr (A.15)
m

Construyendo el Hamiltoniano [5]

1 . 1
H = §m(7'"2 +7%0%) + 514;(7“ — L)? — mgrcosf

P’ N s
2m  2mr?

1
+ ik(r — L)*> —mgrcosf

De las ecuaciones de Hamilton [5] se encuentra un sistema de ecuaciones de primer orden que

describen el movimiento de este sistema;:

OH

0 A.16
e (A.16)
] Do
0 =— Al
= - (A.17)
OH

90 —Pe (A.18)
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= Py = —mgrsinf (A.19)
OH

=7 A.20
o " (A.20)
=p=1r (A.21)

m

OH :

2

jpr:%— (r—L)+mgcos® (A.23)

Derivando (A.17) v (A.21) , v sustituyendo (A.19) y (A.23) se hallan las ecuaciones de movi-
miento en ecuaciones diferenciales de segundo orden que también representan el movimiento de

este tipo de péndulo elastico:

§=—Zsino (A.24)

,
= 0% — E(r — L)+ gcosf (A.25)
m

A.2.2. Coordenadas Cartesianas

En esta secciéon se limita tinicamente a obtener el Lagrangiano del sistema, que sera utilizado
para el analisis del comportamiento del péndulo elastico restringido a pequetnias deformaciones. De

la Figura 1.3, las energias cinética y potencial son:

1
T = §m(:b2 + %)

1
V= ik(L —7)? +mgy

donde
r=v (o —y)*+a?
con
mg
=L+ =
Yo + A

Asi, el Lagrangiano para éste sistema es:

1 1
L= im(i’Q + %) — §k(L —7)* —mgy (A.26)
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A.3. Péndulo Elastico de resorte de masa no despreciable

En esta seccion se derivan las ecuaciones del péndulo eldstico presentado en la Figura 1.2,
donde la masa del resorte no es despreciable. Este es un caso mas complejo que el anterior, pues
al no tener masa despreciable, el resorte aporta tanto energia cinética como potencial al sistema.
Se considera que la densidad de masa del resorte es p, y que la deformacion del resorte, al igual

que en el caso anterior, es uniforme.

Figura A.1: Péndulo elastico de masa m y longitud variable r con densidad de masa rho

H
Sea P = (rsinf, —rcosf) en coordenadas polares el vector de posicion de la masa m para un
. . . .., — .
tiempo t, y sea de un diferencial del resorte cuyo vector de posiciéon es e como lo muestra la Figura

ﬁ
A.1. Se supone que inicialmente, cuando el resorte atin no es deformado, | €| = ey ‘P‘ = L. Luego
H
asi, para un tiempo ¢ el resorte se deforma de la longitud L a ‘P ‘ De una regla de tres:
H
P

e =

Entonces, la energia cinética del resorte esta dada por:

Troems = [ [0t [7[] = [ 31000 ()

P

P

]

P

1
:>Tresore:*
' 2(3
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Ya que se supone que el resorte se deforma de manera uniforme, el centro de masa del resorte

estd dado por:

Esto implica que la energia potencial del resorte es:
pL
V;“esorte = _79T cos

De la seccion anterior se conocen las energias cinética (A.12) y potencial (A.13) del péndulo
elastico en coordenadas polares, s6lo resta agregar las energias del resorte para asi obtener las

energias del sistema:

1 L. |-
T:(m—kp)‘f’>

2 1 L :
5 3 = 5(m+ P2V 4 r26)

3

1 L
V= 5]{:(7“ —h)? — (m+ %)grcos@

Por tanto, el Lagrangiano es:

1 L . 1 L
£ = S(m+E5)6 +1%6%) = Sh(r = L)* + (m + ZX)gr cos

De la expresion anterior se encuentran los impetus generalizados pg v p;.

gg =pp=(m+ pBL)Tzé
== o fi;)rz (A.27)
gf =p, = (m+ ng)r
= = (mir‘f) (A.28)
De esta manera, el Hamiltoniano es:
H = 2(mpj oL + 20m fgf’;)ﬂ + ;k(r —L)?*—(m+ p;)gr cos (A.29)

De (A.16) y (A.18)
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P
(m—l—%)r2

L
po = —(m+ %)gr sin 6

pL
=0 = —Wi sin 6 (A.30)
3
De (A.20) y (A.22)
. Dr
" ot o)
o ( PL)
pr_(m—l—%)ri"’ k(r—L)+ (m+ 5 gcost
L k m+ b
Rt T LN s o

Las ecuaciones (A.30) y (A.31) forman el sistema de ecuaciones que describen el movimiento

de un péndulo eléstico considerando que la masa del resorte no es despreciable.

A continuacién se deriva la ecuacién de movimiento de un péndulo simple considerando que
el hilo es de masa no despreciable, es decir, se puede considerar como una barra. La figura que
representa este sistema es la misma que para el péndulo simple (Figura 1.1), donde la barra, que

se consider6 de masa despreciable en esa seccidon, ahora posee una densidad de masa p.

— —
. . . — .., . .,
Considerando un diferencial de masa de, € su vector de posicion, y P el vector de posicion de

la masa m en el tiempo ¢, y utilizando los argumentos de la seccion anterior se puede concluir que:

—
o= lelze
L

h

= Tyarra = ; (p3 > (Le)z

El centro de masa de una barra de densidad p es:

— pL
Rcmzi
2:6

De el vector de posicion x(t) = (Lsin@, L cos ) se tiene:

LQ
Vg)arra = )02 g(l — COS 9)
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Por tanto, valiéndose de (A.1) y (A.2):

L= ; <m—|—p3L> (L9)2 — [(m—i—l)QL) L(1 — cos?®)
:>é:—(m %) sin 0 (A.32)



Apéndice B

Angulos pequenos

Cuando se aproxima a angulos pequenos una funcion, si se desea acotar el error de aproximacion
se restringe el valor méximo para éste dngulo. Se puede conocer este valor maximo y el error de

aproximacion desarrollando en series de Taylor.

Dada f(x) funcion n + 1 derivable en una vecindad de x que contenga a xq, por el teorema de

Taylor se verifica que:

n_ (k) T A (n+1) (¢ et
fa) =3 TN gy L o (B.)

) (
f k:(' 0) (:C
S (o)
(n+1)!

donde c esta entre x y xg, >_;_, — xo)k es el polinomio de Taylor desarrrollado alre-

., 1 .
dedor de xy de orden n, la expresion (x — xo)"+ se denomina resto de Lagrange, ya que

fue este quien la derivo.

A continuacién se desarrolla la aproximacién x = sinz. Puesto que sinz es infinitamente

diferenciable, aplicando B.1 con 2y = 0:

" sin® () (—=1)""cosc

. k n+1
sing =Y ———=(x—x0)" +
kz:% k! (n+1)!
De esto, si aproxima sinf a ), se tiene n = 2
3 — —
sin@z@—gcosﬁ% con 0 <6 <.
Por lo tanto, el error absoluto £ en esta aproximacion es £ = — (%) cos 0, entonces |€| < %

92

pues ‘cos 9‘ < 1. Esto implica que el error porcentual es menor a “-. De esta forma, si deseamos

que el error porcentual sea menor a 5 %:

2

£ < 100 <96> <5=0<31.28°
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Si 0 = 10° el error porcentual E satisface:

E < 5077 %



Apéndice C
Rutinas

C.1. Rutinas de Integracion Numeérica

Como se menciona anteriormente en este trabajo se utiliza el integrador numérico Runge Kutta

de Orden 4 para n ecuaciones, cuya rutina en Matlab 7.0 es la siguiente:

function |T,Y]|=RK4n(f,a,b,ya,dt)
M=floor((b-a)/dt)+1;
T=zeros(1,M+1);
Y=zeros(M+1,length(ya));
T=a:dt:b;
Y(1,)=ya;
for j=1:M
k1=dt*feval
k2=dt*feval(f, T(j)+dt/2,Y(j,:)+k1/2);

(£T3), Y0
(£,T()
k3=dt*feval(f,T(j)+dt/2,Y(j,:)+k2/2);
(£T()
(

b

—_— ey ey

kd=dt*feval(f,T(j)-+dt,Y(j,:) +k3);
Y(j+1,))=Y(§,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4) /6;

end

Y

C.1.1. Péndulo Simple

En esta rutina se presenta la integracion numeérica de las ecuaciones diferenciales (A.3) y (A.9),
ademés se presentan las expresiones del péndulo simple, y la solucién analitica (1.14)y numérica
para un tiempo dado ¢ en el intervalo de integracion [al, a2]. También proporciona expresiones que
permiten la representacion grafica de la posicion de la masa, ya sea en coordenadas cartesianas o

polares.
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clear all

cle;

global m g h grados

h=input(’Longitud del péndulo (m): ’);

m=input('Masa (kg): ’);

grados=input(’Angulo inicial(grados): ’);
velocidad=input(’Velocidad angular inicial (grados/s): ’);
al=input(’Tiempo inicial(s): ’);

a2=input(’Tiempo final(s): ’);

dt=input("Tamano del paso: ’);

g=9.8;

% vector de condiciones iniciales u(1)=angulo inicial u(2)=velocidad inicial
u—|grados*pi/180,m*velocidad*h~2];

% periodo t

s=sin(u(1)/2);
t=2%pi*sqrt (h/g)* (1+(1/4)*s+(9,/128)%s~ 2+ (25 /256)*s " 3+(1225/16384)*s" 4);

% genera la solucion método Runge Kutta de orden 4
[T U|=RK4n(Qfra’,al,a2,u,dt);

% solucion analitica THETA
b=sqrt(g/h);
for p=1:length(T)
c(p)=T(p)*b;
THETA (p)=2*asin(ellipj(c(p)+ellipke(s~2),8~2)*s);

end

for p=1:length(T)
u(p)=U(p,1); % angulo
V(p)=U(p,2); % momento del angulo
(p)
(p)=-h*cos(u(p)); %coordenada cartesiana y
W(p)=(1/(2*m*h"2))*V(p)~2; % energia cinética en el tiempo T(p)
(p
(

)=m
p)=W(p)+X(p); %Energia total en el tiempo T(p)

=h*sin(u(p)); % coordenada cartesiana x

~

s

>~

*g*h*(1-cos(u(p))); %energia potencial en el tiempo T(p)
Y

end
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donde fra estd es la rutina de la funciéon que representa las ecuaciones (A.3)-(A.9) :

function [du|=fra(t,u)
global m g k h
du=zeros(size(u));
du(1)=u(2)/(m*h"2);
du(2)=-m*g*h*sin(u(1));

C.1.2. Péndulo Elastico de resorte de masa despreciable

En la siguiente rutina se presenta la integracion de las ecuaciones (1.15)-(1.18) que describen
el movimiento de este sistema, asi como las expresiones numéricas para las posiciones x y y, las
velocidades 2 y 9, v las energias cinética, potencial y total para un t en el intervalo de integracion
lal, a2].

clear all

cle;

global m g k h grados

h=input("Longitud del resorte sin deformar(m): ’);
m=input('"Masa (kg): ’);

k=input(’Constante de elasticidad (Kg/(s"2)) );
grados=input(’Angulo inicial(grados): ’);
rO=input(’Radio inicial (m): );
rvel=input(’Velocidad radial inicial (grados/s): ’);
avel=input(’Velocidad angular inicial (grados/s): ’);
al=input(’Tiempo inicial: ’);

a2=input(’Tiempo final: ’);

dt=input("Tamano del paso: ’);

g=9.8;

Y%posicion de equilibrio

e=h+(m*g)/k;

%vector de condiciones iniciales u(1)=éangulo inicial u(2)=momento inicial
%del radio u(3)= angulo inicial (en radianes) u(4)= momento angular inicial
u=[r0,rvel /m,grados*pi/180,avel /(m*r0"2)|;

Y%genera la solucion método Runge Kutta de orden 4
[T U|=RK4n(Qfra,al,a2,u,dt);

for p=1:length(T)
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r(p)=U(p,1); % radio

Pr(p)=U(p,2); % momento radial

a(p)=U(p,3); % angulo

Pa(p)=U(p,4); % momento angular

R(p)=U(p,2)/m; % velocidad radial
A(p)=U(p,4)/(m*r(p)~2); % velocidad angular
x(p)=r(p)*sin(a(p)); %posicion x

y(p)=-r(p)*cos(a(p)); %posicion y
X(p)=t(p)*A(p)*cos(a(p))+R(p)*sin(p); %ovelocidad x

Y (p)=-r(p)*A(p)*sin(a(p))+R(p)*cos(a(p)); %velocidad y
cin(p)=.5*m*(A(p) " 2*(r(p) "2)+(R(p)"2)); %energia cinetica
pot(p)=.5*k*(r(p)-h) "2-m*g*r(p)*cos(a(p)); %energia potencial
total(p)=cin(p)-+pot(p); %energia total

end

con fra como la representacion de las ecuaciones que representan al péndulo elastico de resorte

de masa despreciable (1.15)-(1.18):

function [du|=fra(t,u) global m g k h

du=zeros(size(u));

u(l)=u(2)/m;
(2)=m*g*cos(u(3))-k*(u(1)-h)+(u(4)"2)/(m*u(1)"3);
(3)=u(4)/(m*u(1)"2);
du(4)=m*g*u(1)*sin(u(3));

C.1.3. Péndulo Elastico de resorte de masa no despreciable

La rutina de integracion de las ecuaciones que modelan este sistema (1.29)-(1.32), es muy

parecida a la presenada en C1.2, salvo que es necesario considerar el valor de p; la funcién fra que

permite la integracion de estas ecuaciones es:

function [du|=fra(t,u)

global m g k h rho

cl=m+rho/2;

c2=m-+rho/3;

du=zeros(size(u));

du(1)=u(2)/c2;
du(2)=cl*g*cos(u(3))-k*(u(1)-h)+(u(4)~2)/(c2*u(1)"3);
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du(3)=u(4)/(c2*u(1)"2);
du(4)=-cl*g*u(1)*sin(u(3));

A continuacién, la rutina de integracion en la que dada una frecuencia de oscilacion para el
resorte, constante de elasticidad y condiciones iniciales de radio, angulo y velocidades, se producen
las condiciones necesarias de masa y longitud del resorte sin deformar para lograr que el sistema

sufra resonancia autoparamétrica.

clf
clear all
global m g k h rho
wr=input('Frecuncia de oscilacion del resorte=’);
rho=input('Densidad de masa del resorte (kg/m)=");
k=input(’Constante de elasticidad= ");
grados=input(’Angulo inicial(grados): ’);
rO=input(’Radio inicial (m): ’);
rvel=input(’Velocidad radial inicial (grados/s): ’);
avel=input(’Velocidad angular inicial (grados/s): ’);
al=input(’Tiempo inicial: ’);
a2=input(’Tiempo final: ’);
dt=input("Tamano del paso: ’);
g=9.8;
%definicion de la longitud inicial y masa necesarias para resonancia
Y%autoparametrica
q=(wr"2)*(2*k-g*rho);
h=6*g*k/q;
m=—(2*k*k-3*g*k*rho) /q;
Y%oposicion de equilibrio
e=h+((m*g)/k)+((rho*h*g) /(2*k));
%vector de condiciones iniciales u(1l)=angulo inicial u(2)=momento inicial
%del radio u(3)= angulo inicial (en radianes) u(4)= momento angular inicial
u=[r0,rvel/m,grados*pi/180,avel/(m*r0"2)];
%genera la soluciéon método Runge Kutta de orden 4
[T U|=RK4n(Qfra,al,a2,u,dt);
for p=1:length(T)
r(p)=U(p,1); % radio
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C.2.

Pr(p)=U(p,2); % momento radial

a(p)=U(p,3); % angulo

Pa(p)=U(p,4); % momento angular

R(p)=U(p,2)/(m+((h*rho)/3)); % velocidad radial
A(p)=U(p,4)/((m+((h*rho)/3))*r(p) ~2); % velocidad angular
x(p)=r(p)*sin(a(p)); %posicion x

y(p)=-r(p)*cos(a(p)); %posicion y

X(p)=r(p)*A(p)*cos(a(p))+R(p)*sin(p); %velocidad x

Y (p)=-1(p)*A(p)*sin(a(p))+R(p)*cos(a(p)); %velocidad y
cin(p)=.5*(m+((h*rho)/3))*(A(p) ~2*(r(p) “2)+(R(p)"2)); %energia cinetica
pot(p)=.5*k*(r(p)-h) " 2-(m+((h*rho) /2))*g*r(p)*cos(a(p)); %energia potencial
total(p)=cin(p)+pot(p); %energia total

end

Rutina de Animacion

Esta rutina de animacion, implementada en Wol fram Mathematica 6.0, permite visualizar en

tiempo real la posicion de la masa para diferentes parametros, con un apartado especial para la

resonancia autoparamétrica. También muestra de forma opcional los niveles de energia mediante

una grafica de barras, ademas es posible generar la grafica de movimiento.

n = 10; Rm = 0.75;
Construccion|[{x_, y_}] := Module[{], Dx, Dy, A, i, Th, Cth, Sth, P},

1 = Sqrt[x~2 + y~2;

Th = ArcTan|x, y|;

Cth = Cos|[Th]; Sth = Sin|Th];
P = {{Cth, -Sth}, {Sth, Cth}};

Dx = 1/(2 n);
Dy = Abs|Sqrt[d~2 - (Dx/2)"2]];
A = {{0, 0} };

For[i = 0,1 <2 n, i++,

AppendTo|A, P.{Dx/2 + i*Dx, If|OddQ)i, -Dy, Dy|}|;
I;
{AppendTo[A, PAl, 0}], P.{l1 + Rm, 0}}

frafu_] = { u[[2]]/c2, c1*g*Cos[ul[3]]] - k*(ul[1]] - h) +(ul[4]]"2)/(c2*u][1]]"3),

ul[4]]/(c2*u[1]]"2)-cT*g*u[[1][*Sin[u[[3]]] };
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V[n_| := Module[{k1, k2, k3, k4, ant, nue},
Ifln == 0,
nue = {r0, vr0, a0, va0};
AppendTo[A, nue];
nue,
ant = A[[n[];
k1l = dt*frajant];
k2 = dt*fralant + k1/2|;
k3 = dt*fralant + k2/2|;
k4 = dt*fralant + k3|;
nue — ant + (k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4)/6;
AppendTo[A, nuel;]
K
J;
Posicion[t | := Module[{r, th, n, m, p},
n = Floor|t/dt];
m = Dimensions[A][[1]];
Ifln <m,n=m- 1, n =m];
Vinl;
r =Aln+ 1, 1]]; th = A[[n + 1, 3]];
p = r*Sin|th], -r*Cos|th];
AppendTo[B, pl; p
K
Inicializacion|RO_, VRO , A0 , VA0 ,M K ,Rho ,H ,G , Dt |:= Module[{},
k = K; r0 = RO; vr0 = VRO; va0 = VAQ; a0 = A0; m = M; rho = Rho;
h=H;g=G;dt =Dt; L =h;d =L/(2n);
cl =M + Rho/2;¢2 = M + Rho/3; A = {}; B={}; L =H;d = L/(2n);
t = 05;
FR[n_|:= Alln, 2]]/c2; t = 0;
PAIn_| - Alln, 4]]/(c2* A, 1]]°2);
EC[t_] := Module[{n, m},
n = Floor[t/dt];
m = Dimensions[A][[1]];
Ifln <m,n=m,n=m + 1J;
0.5*%c2*(FA[n]|~2*A][n, 1]]°2 + FR|[n]"2)
J;
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EP[t_] := Module[{n, m},

n = Floor[t/dt];

m = Dimensions[A][[1]]; Ifln <m,n=m,n=m + 1J;
0.5*k*(A[|n, 1]] - h)~2 - c1*g*Al|n, 1]|*Cos|A|[n, 3]|]

Ik

ET[t_] := EC[t] + EPJt];
Needs|"BarCharts‘ "

TabView|"Pendulo elastico" ->(*Sin restricciones™)

Manipulate|
Inicializacion|r0, 0, a0, 0, m, k, rho, h, g, 0.025];
Animate|p = Posicion[t]; R = Construccion|p];
Show|ListLinePlot[R[[1]],PlotRange->{{-20, 20},{-20, 20} } ,AspectRatio->1/1,Axes->
{True, False}|,
Graphics|[{Red, Disk|R[[2]], Rm]}|],
{t, 0, t1, dt}, ControlPlacement->>Bottom,DefaultDuration->t1,
AnimationRepetitions->1, AnimationRunning ->False, ControlPlacement ->Left],
Item[Style["Posicion Inicial", Bold, Medium|, Alignment ->Center],
{{r0, 10, Radio Inicial"}, 1, 10},
{{a0,0," Angulo Inicial"},-Pi,Pi},Delimiter,ltem[Style[" Tiempo Final",Bold,Medium],
Alignment ->Center],
{{t1, 60, },}, Delimiter, Item|Style["Masa", Bold, Medium|, Alignment ->Center|,
{{m, 0.5, },}, Delimiter, Item[Style[Condiciones del Resorte", Bold, Medium]|,
Alignment ->Center],
{{k, 7, Constante de elasticidad"}, 1, 25},
{{h, 10, "Longitud sin deformacion"}, 1, 10},
{{rho, 0.5, "Densidad de masa"}, 0.01, 1}, Delimiter,Item[Style[.°pciones", Bold, Medium]|,
Alignment ->Center],
{{gra, False, "Trayectoria"}, {True, False}}, {{ene, False, .Prergias"}, {True, False}},
Dynamic|Grid[{{Dynamic|Iflene,BarChart[{ EC[t], EP[t], ET[t]}, PlotRange ->{-100, 100},
BarLabels ->{Cinética", "Potencial", "Total"}], ||,
Dynamic|If[gra, ListLinePlot|B, PlotRange ->{{-20, 20}, {-20, 20} }|,||} }]]

]7
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Resonancia Autoparametrica" ->(*Con restricciones™)
Manipulate[q = (wr~2)*(2 k - g*rho); h2 = 6*g*k/q; m2 = (2*k*k - 3*g*k*rho)/q;
Inicializacion|r0, 0, a0, 0, m2, k, rho, h2, 9.8, 0.025|;
Animate|p = Posicion|t]; R = Construccion|p|;
Show|ListLinePlot|R|[1]|, PlotRange ->{{-5, 5}, {-5, 5} },AspectRatio ->1/1,
Axes ->{True, False}|,Graphics[{Red, Disk|R[[2]], Rm]}]],
{t, 0, t1, dt},ControlPlacement->Bottom,DefaultDuration->t1,
AnimationRepetitions->1,AnimationRunning ->False, ControlPlacement ->Left|,
Item|Style|"Frecuencia del Oscilador",Bold,Medium]|,Alignment->Center|,{{wr,1,},1,10},
Item[Style["Posicion Inicial", Bold, Medium|,Alignment ->Center],
{{r0, 1, Radio Inicial"}, 0.1, 1},
{{a0, 0, .*mgulo Inicial"}, -Pi, Pi}, Delimiter,
Item|Style["Tiempo Final", Bold, Medium]|, Alignment ->Center|,
{{t1, 60, },}, Delimiter,Item[Style[Condiciones del Resorte", Bold, Medium]|,
Alignment ->Center],
{{k, 7, Constante de elasticidad"}, 1, 25},
{{rho, 0.5, "Densidad de masa"}, 0.01, 1}, Delimiter,
Item|Style[.°pciones", Bold, Medium|, Alignment ->Center|,
{{gra, False, "Trayectoria"}, {True, False}}, {{ene, False,.Bergias"}, {True, False}},
Dynamic|If[ene, BarChart[{EC|t], EP[t], ET[t]}, PlotRange ->{-10, 10},
BarLabels ->{Cinetica","Potencial", "Total"}|, ||,
Dynamic|If[gra, ListLinePlot|B, PlotRange ->{{-5, 5}, {-5, 5}}|, ||
|
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