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INTRODUCCIÓN v

Introducción

A primera vista, un péndulo elástico modelado con una masa y un resorte de masa despreciable,

es un sistema simple cuyas ecuaciones de movimiento no son difíciles de derivar, sin embargo,

después de más de 70 años de estudio aún no se cuenta con una solución analítica que describa el

movimiento de este sistema "simple".

La primera motivación del análisis del péndulo elástico data de 1933; Vitt y Gorelik, haciendo

una analogía con el fenómeno cuántico de resonancia de Fermi en el espectro infrarrojo del CO2,

presentan una discusión sobre la transferencia de energía del modo elástico al pendular. De esta

manera, las ecuaciones del péndulo elástico tienen una estructura muy similar a las presentadas

en estudios de diversas áreas de la física, por ejemplo en estudios atmosféricos, ópticos y celestes.

Al no tener solución analítica, el uso de aproximaciones e integración numérica ha sido de gran

utilidad para describir su movimiento bajo ciertas condiciones. Según Peter Lynch [1], los primeros

en utilizar una computadora para el estudio de una clase de sistemas que incluye el péndulo elástico,

fueron Kane y Kahn en 1968. Han sido muchos los que han mostrado su interés en este sistema, a

pesar de esto, los resultados que se tienen a la fecha se reducen a desplazamientos pequeños como

condiciones iniciales. Así pues, aún no se han obtenido resultados analíticos como la condición de

resonancia autoparamétrica cuando se toman en cuenta grandes deformaciones.

Por otra parte, como se menciona antes, generalmente el péndulo elástico es modelado con un

resorte de masa despreciable, Joseph Christensen [2] presenta un análisis detallado de un péndulo

elástico limitado a desplazamientos pequeños en el que no se desprecia la masa del resorte, obtiene

analíticamente la condición que provoca el fenómeno de resonancia autoparamétrica y compara

sus resultados con los obtenidos experimentalmente.

El propósito de este trabajo es el presentar un estudio numérico del péndulo elástico de re-

sorte de masa no despreciable para pequeñas y grandes deformaciones. Se deriva la condición que

ocasiona el fenómeno de resonancia autoparamétrica para pequeñas deformaciones en este siste-

ma. Además, se muestra que las ecuaciones de movimiento de este sistema permiten recuperar el

movimiento del péndulo simple y del péndulo elástico en el que el resorte es de masa despreciable

para cualquier tipo de deformación. La dinámica de este trabajo consiste en analizar primero el

sistema del péndulo simple, posteriormente el del péndulo elástico de resorte de masa despreciable,

y �nalmente el péndulo elástico de resorte de masa no despreciable.

El Capítulo 1 está dedicado al estudio de las ecuaciones de movimiento de estos sistemas. Para

el péndulo simple se deriva la solución analítica para cualquier tipo de deformación, así como una
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expresión para el periodo de oscilación. Para los péndulos elásticos de resorte de masa despre-

ciable y no despreciable se derivan las condiciones de resonancia autoparamétrica para pequeños

desplazamientos.

En el Capítulo 2 se presentan los resultados de la integración numérica de las ecuaciones dadas

en el Capítulo 1. En este mismo capítulo, se muestra bajo que condiciones es posible recuperar el

movimiento de un sistema más simple a partir de otro más complejo. También se presentan los

resultados numéricos de la integración de las ecuaciones de movimiento para grandes deformaciones,

tanto para el péndulo elástico de resorte de masa despreciable como para el de masa no despreciable.

En el Capítulo 3 se desarrollan las conclusiones de este trabajo. Por último, en el Apéndice se

muestra de manera más detallada cómo se derivan las ecuaciones presentadas en el Capítulo 1,

también se presentan las rutinas con las que se generaron las �guras de el Capítulo 2 y la de la

animación de las ecuaciones del péndulo elástico de resorte de masa no despreciable.



Capítulo 1

Ecuaciones de movimiento

Para todos los sistemas que a continuación se presentan, se asume que el movimiento está

restringido a un plano. Están sometidos al campo gravitacional de la Tierra y no existe fuerza

disipativa alguna que detenga el movimiento.

Primero se presenta el caso más sencillo, un péndulo simple. En la segunda sección, se quita la

restricción de longitud constante para dar paso al caso de un péndulo elástico, considerando que

la masa del resorte utilizado es despreciable. Por último, se toma en cuenta esta masa para llegar

al caso más general. De esta manera, los primeros dos son casos particulares del tercero.

Las derivaciones de las ecuaciones de movimiento se presentan con detalle en el apéndice A.

1.1. Péndulo Simple

En esta sección se presenta la ecuación de movimiento de un péndulo simple de masa m y

longitud constante L, suspendido de un extremo �jo como lo muestra la Figura 1.1, siendo la

posición de la masa en θ = 0 el cero de referencia.

El movimiento del péndulo es en dos dimensiones, y está restringido a moverse sobre una

circunferencia de radio L. De la Figura 1.1, es fácil ver que la posición de la masa en coordenadas

polares para un tiempo t, es
−−→
P (t) = (L sin θ, L cos θ). Haciendo uso de las ecuaciones de Hamilton

se deriva la ecuación de movimiento de este sistema.

θ̈ = − g
L

sin θ (1.1)

Esta es una ecuación diferencial ordinaria no lineal de segundo orden. A diferencia de las ecua-

ciones diferenciales ordinarias lineales, existe muy poca teoría que nos permita resolver fácilmente

esta ecuación. Sin embargo, valiéndose de que el péndulo simple es un sistema conservativo, de las

integrales elípticas y funciónes elípticas de Jacobi es posible resolverla, y además, dar una expresión

para el periodo.
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q

L

m

0

Figura 1.1: Péndulo Simple de longitud L y masa m.

Se pueden resaltar algunas propiedades que tendrá la solución antes de resolverla, por ejemplo,

para ángulos pequeños1, la solución oscilará periodicamente. También se puede notar que existen

ciertas posiciones de equilibrio θE, es decir, si el péndulo está en reposo en θE, entonces permanecerá

ahí. Puesto que θE es una constante, θ̇E = 0 y θ̈E = 0. Por tanto, sin θE = 0, esto implica que

únicamente para estas dos posiciones, las fuerzas se balancearán y no provocarán movimiento. La

posición θE = 0, es la posición natural de un péndulo y θE = π es la posición invertida del péndulo.

Aunque estas dos son posiciones de equilibrio, existe una gran diferencia entre ellas, θE = 0 es

estable, mientras que θE = π no lo es, la demostración de este hecho se puede encontrar en [3].

La energía total E del sistema está dada por:

E =
1

2
m(Lθ̇)2 +mgL(1− cos θ) (1.2)

La identidad trigonométrica cos θ = 1− 2 sin2 θ
2
permite reescribir la energía como:

E =
1

2
m(Lθ̇)2 + 2mgL sin2 θ

2
(1.3)

Despejando θ̇

θ̇2 = 2
E − 2mgL sin2 θ

2

mL2
=

2E

mL2

 
1−

2mgL sin2 θ
2

E

!
(1.4)

Se sabe que ∃θmáx en el que se detiene el péndulo y toda la energía se convierte en energía

potencial, es decir,

1Ver apéndice B.
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E = 2mgL sin2 θmáx

2
(1.5)

Además, para este sistema la energía se mantiene constante para todo tiempo t, pues el sistema

es conservativo, así, sustituyendo (1.5) en (1.4)

θ̇2 =
2E

mL2

 
1−

sin2 θ
2

sin2 θmáx

2

!

⇒ dθ

dt
=

Ì
2E

mL2

 
1−

sin2 θ
2

sin2 θmáx

2

!

dt =
dθÊ

2E
mL2

�
1− sin2 θ

2

sin2 θmáx
2

� (1.6)

Z tmáx

0
dt =

s
mL2

2E

Z θmáx

0

dθÊ�
1− sin2 θ

2

sin2 θmáx
2

�
Sea ∆t el tiempo que tarda el péndulo en recorrer desde θ = 0 hasta θ = θmáx.

∆t =

s
mL2

2E

Z θmáx

0

dθÊ�
1− sin2 θ

2

sin2 θmáx
2

� (1.7)

Notando que el período T del péndulo es 4∆t.

Para resolver la integral de la derecha de (1.7) se hace a = sin θmáx

2
y utilizando el cambio de

variable

x =
sin θ

2

a

dx =
1

2a
cos

θ

2
dθ

=
1

2a

Ê
cos2

θ

2
dθ

=
1

2a

Ê
1− sin2 θ

2
dθ

=
1

2a

√
1− a2x2dθ

se obtiene

dθ =
dx

1
2a

√
1− a2x2
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De esta manera, de (1.7)

∆t = 2a

s
mL2

2E

Z 1

0

dx√
1− a2x2

√
1− x2

= 2a

Ì
mL2

4mgL sin2 θmáx

2

Z 1

0

dx√
1− a2x2

√
1− x2

⇒ ∆t =

s
L

g

Z 1

0

dx√
1− a2x2

√
1− x2

(1.8)

Se sabe que
R 1

0
dx√

1−a2x2
√

(1−x2)
es una integral elíptica completa de primera clase para a < 1 [4]

K (a) =
Z 1

0

dx√
1− a2x2

√
1− x2

(1.9)

Calculando K (a) con series de Taylor:

K (a) =
π

2

�
1 +

�
1

2

�2

a2 +
�

1 · 3
2 · 4

�2

a4 +
�

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

�2

a6 +
�

1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8

�2

a8 +O(a10)

�

Sustituyendo el cambio de variable a = sin θmáx

2

K (a) = π

�
1 +

1

8
sin2 θmáx

2
+

9

128
sin4 θmáx

2
+

25

512
sin6 θmáx

2
+

1225

32768
sin8 θmáx

2
+O(sin10 θmáx

2
)

�

de (1.8) y (1.9)

∆t = π

s
L

g

�
1 +

1

8
sin2 θmáx

2
+

9

128
sin4 θmáx

2
+

25

512
sin6 θmáx

2
+

1225

32768
sin8 θmáx

2
+O(sin10 θmáx

2
)

�
(1.10)

Como se señaló antes, el período T es cuatro veces ∆t. Por otra parte, puesto que el sistema

es conservativo θmáx es precisamente θ(0) = θ0, por tanto:

T = 4∆t = 2π

s
L

g

�
1 +

1

4
sin2 θ0

2
+

9

128
sin4 θ0

2
+

25

256
sin6 θ0

2
+

1225

16384
sin8 θ0

2
+O(sin10 θ0

2
)

�
(1.11)

De (1.6)

t+ C =
Z t

0
dt =

s
mL2

2E

Z θ

0

dθÊ�
1− sin2 θ

2

sin2 θmáx
2

� (1.12)
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donde C es una constante de integración, utilizando el mismo cambio de variable

x =
sin θ

2

a

y de (1.5), se reescribe (1.12)

t+ C =

s
L

g

Z x

0

dx√
1− a2x2

√
1− x2

(1.13)

R sin θ2
a

0
dx√

1−a2x2
√

1−x2 es la integral elíptica incompleta de primera clase Fa(x) , y su inversa es la

primera función elíptica de Jacobi sn(x) = F−1
a (x), que expresada en series de Taylor es:

F−1
a (x) = x− (1 + a2)

x3

3!
+ (1 + 14a2 + a4)

x5

5!
− (1 + 135a2 + 135a4 + a6)

x7

7!
+O(x9)

Por tanto,

F−1
a

�
(t+ C)

r
g

L

�
= x

=
sin θ

2

sin θmáx

2

⇒ θ(t) = 2 arcsin

�
F−1
a

�
(t+ C)

r
g

L

�
sin

θmáx

2

�

⇒ θ(0) = 2 arcsin

�
F−1
a

�
C

r
g

L

�
sin

θmáx

2

�

1 = F−1
a

�
C

r
g

L

�
pues θ(0) = θmáx, así

s
L

g
Fa(1) = C

Sustituyendo en la expresión para θ(t)

θ(t) = 2 arcsin

�
F−1
a

�
t

r
g

L
+Fa(1)

�
sin

θ0

2

�
(1.14)
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1.2. Péndulo Elástico de resorte de masa despreciable

El péndulo elástico es modelado con un resorte de masa despreciable y constante de elasticidad

k, en un extremo del resorte se encuentra unida una masa m, mientras que el otro extremo se

encuentra �jo en el cero de referencia (ver Figura 1.2). La longitud del resorte en reposo es L, y

se deforma unicamente en la dirección radial. Al poner el resorte en posición vertical el peso de la

masa ocasiona que se deforme a una nueva posición de equilibrio L+mg/k.

q

r

m

k

0

Figura 1.2: Péndulo elástico de longitud variable r y masa m.

En este sistema la longitud del resorte representa un grado de libertad más. Luego así, el

péndulo elástico cuenta con dos grados de libertad, θ y r. El vector de posición de la masa en

coordenadas polares está dado por:
−−→
P (t) = (r sin θ,−r cos θ). Las ecuaciones de movimiento se

obtienen de la misma manera que en el caso anterior.

De las ecuaciones de Hamilton[5] se deriva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden.

θ̇ =
pθ
mr2

(1.15)

ṗθ = −mgr sin θ (1.16)

ṙ =
pr
m

(1.17)

ṗr =
p2
θ

mr3
− k(r − L) +mg cos θ (1.18)
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donde pθ y pr representan las componentes angular y radial del momento respectivamente. De

estas se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de segundo orden:

θ̈ = −g
r

sin θ (1.19)

r̈ = θ̇2r − k

m
(r − L) + g cos θ (1.20)

Nuevamente, las ecuaciones diferenciales que modelan este sistema mecánico son no lineales,

pero a diferencia del caso del péndulo simple, no existe solución analítica para este.

Sin embargo, aproximándose a deformaciones pequeñas y ángulos pequeños, se obtienen ciertos

resultados que permiten explicar cómo es el movimiento bajo esta restricción.

Aunque parece natural utilizar coordenadas polares para analizar éste sistema como lo ha-

ce Minorsky [6], el análisis se simpli�ca considerablemente utilizando coordenadas cartesianas y

cambiando el cero de referencia (ver Figura 1.3) a la posición de equilibiro

y0 = L+mg/k (1.21)

En el apéndice A.2.2 se encuentra el Lagrangiano para éste sistema (A.26)

q

r

m

k

0

y

y
0

x

Figura 1.3: Péndulo elástico de longitud variable r y masa m en coordenadas cartesianas

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
k(L− r)2 −mgy (1.22)
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Desarrollando en series de Taylor

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2)− 1

2

�
g

y0

x2 +
k

m
y2 − k

m

L

y2
0

yx2 +
mg2

k

�
+O(x2y2) +O(x4) +O(y4)

Haciendo ω2
r = k

m
y ω2

p = g
y0

se tiene:

L ' 1

2
(ẋ2 + ẏ2)− 1

2

�
ω2
px

2 + ω2
ry

2 − ω2
r

L

y2
0

yx2 +
g2

ω2
r

�

Como ω2
r
L
y2
0
es una constante digamos λ, el Lagrangiano(1.22) se puede aproximar por:

L =
1

2

�
(ẋ2 + ẏ2)− ω2

px
2 − ω2

ry
2 + λyx2 − g2

ω2
r

�
(1.23)

de las ecuaciones de Lagrange:

ẍ+ ω2
px = λyx (1.24)

ÿ + ω2
ry = λx2/2 (1.25)

Estas ecuaciones de movimiento también fueron derivadas por Olsson [7], a partir de un La-

grangiano muy parecido a (1.23).

Al aproximar a las ecuaciones (1.24) y (1.25) no se ha logrado obtener ecuaciones lineales, pues

los términos de la derecha las convierten en no lineales. No obstante, puestas de esta manera, se

pueden concluir algunas características de la solución bajo estas aproximaciones.

Se observa que ωp es justamente la frecuencia a la que el péndulo simple de longitud L oscila

cuando está restringido a ángulos pequeños, mientras que ωr corresponde a la frecuencia en la

que oscila un oscilador armónico de constante de elasticidad k. Esto conduce a concluir que si los

términos de la derecha de las ecuaciones (1.24) y (1.25) son cero, entretanto que el movimiento en

la dirección x será el de un péndulo simple, el movimiento en la dirección y será el de un oscilador

armónico, siendo los dos movimientos independientes uno del otro. Así, los términos de la derecha

son los responsables del acoplamiento de las dos ecuaciones.

Para llegar a otro resultado que proporcione un mejor entendimiento del movimiento del pén-

dulo elástico, se considera primero el caso en el que el movimiento elástico domina el movimiento

pendular, es decir, x(t)� y(t). Luego, haciendo λx2/2 = 0 en la ecuación (1.25) se tiene que:

y = A cosωrt

con A = cte.
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Sustituyendo en (1.24)

ẍ+ ω2
px = λAx cosωrt

⇒
ẍ+

�
ω2
p − λA cosωrt

�
x = 0

Este tipo de ecuación ha sido ampliamente estudiada, y es conocida como ecuación canónica

de Mathieu, y de acuerdo con Stoker [8], cuando ωr
ωp

= 2
n
, n ∈ N las soluciones son inestables aún

para A′s muy pequeñas, de otra forma las soluciones son estables; esta inestabilidad es más notoria

cuando n = 1; . De hecho se demostrará más adelante que el único valor posible de n es 1. Si

ωr = 2ωp (1.26)

la solución x oscilará con una amplitud que crecerá exponencialmente como se mostrará a conti-

nuación. La posibilidad de resonancia se puede notar de la ecuación (1.24), pues el producto xy

contendrá la frecuencia ωp y, en consecuencia, las oscilaciones horizontales se harán más grandes

a expensas de las verticales [7]. El resultado es pues, una transferencia de energía de la oscilación

elástica al movimiento del tipo pendular.

Ahora, si se inicia con el caso en el que el movimiento del péndulo domina al de el resorte,

y(t)� x(t), se encuentra la solución del péndulo no forzado, haciendo λxy = 0,

x = B cosωpt

con B = cte.

Sustituyendo en el lado derecho de (1.25)

λ
x2

2
= λ

B2

4
(1 + cos 2ωpt) = C +D cos 2ωpt

Para que ocurra el fenómeno de resonancia en y, se necesita que λx
2

2
oscile a la frecuencia ωr,

y así nuevamente se tiene la misma condición para resonancia, ωr = 2ωp, sucediendo lo mismo que

en el caso anterior, la energía se transferirá de un modo a otro.

De este modo, el caso ωr = 2ωp atrae más atención que cualquier otro en el que la solución sea

estable. Veamos para que parámetros se puede tener esta condición. De (1.21)

k

m

�
1− L

y0

�
=

g

y0
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⇒ 4

n2
(y0 − L) = y0

⇒
�

4

n2
− 1

�
y0 =

4

n2
L

⇒ y0 =
4

n2

L�
4
n2 − 1

�

⇒ y0 =
4L

(4− n2)

De aquí que el único caso posible sea n = 1.

y0 =
4

3
L (1.27)

⇒ m =
kL

3g
(1.28)

Por tanto, cuando se cumpla esta condición inicial la frecuencia de oscilación del resorte du-

plicará la del péndulo, y no se logrará tener un movimiente puramente vertical u horizontal, el

movimiento estará acoplado para todo tiempo t.

De acuerdo con Minorsky [6], cuando el parámetro de un sistema oscilatorio se hace oscilar a

una frecuencia 2f , siendo f la frecuencia natural del sistema, el sistema comienza a oscilar con la

frecuencia f . A este fenómeno se le conoce como resonancia paramétrica. Esto implica que bajo la

condición de inestabilidad (1.26) el sistema entra en resonancia paramétrica, y es la oscilación de

la longitud del péndulo el párametro que ocasiona que se presente este fenómeno.

De manera más especí�ca, debido a que la oscilacion de la longitud del péndulo es consecuencia

del movimiento del resorte, que no tiene dependencia explícita en el tiempo en el sistema de

ecuaciones que modelan este sistema (1.24) y (1.25), la resonancia paramétrica en este sistema no

es resultado de alguna fuerza externa, la resonancia es autoparamétrica.

Citando el artículo de Olsson [7] "La transferencia de energía al movimiento del resorte descrita

por (1.25) puede ser vista como un estándar de efecto de resonancia en un oscilador lineal. La

excitación del oscilador es, por supuesto, debido al movimiento del péndulo".

La presencia de este fenómeno en el sistema péndulo elástico abre la puerta a aplicaciones de

los resultados que se obtengan para este sistema. Por ejemplo, el problema que motivó a Vitt
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y Gorelik (1933) a estudiar este sistema fue el fenómeno cuántico de resonancia de Fermi en el

espectro infrarrojo del CO2.

Nuñez Yépez [9] construye las secciones de Poincaré para diferentes valores de energía in-

tegrando numéricamente las ecuaciones (1.15)-(1.18), bajo la condición de resonancia (1.28), y

gra�cando el espacio fase para diferentes condiciones iniciales. Para un valor cercano a la energía

mínima posible y la condición de resonancia, las orbitas del sistema presentan un comportamiento

cuasiperiódico. Al incrementar la energía el comportamiento se vuelve caótico, si se aumenta nueva-

mente, se ordena otra vez. Así, este sistema exhibe un comportamiento ordenado-caótico-ordenado

cuando la energía se incrementa.

Un análisis más extenso de la resonancia autoparamétrica en el péndulo elástico aproximado

a oscilaciones pequeñas, puede ser encontrado en el artículo de Rusbridge [10]; donde además se

demuestra que bajo esta aproximación la energía se mantiene constante.

1.3. Péndulo Elástico de resorte de masa no despreciable

En esta sección se trata el péndulo elástico presentado en la sección anterior de una manera más

general. Para esto, se considera que la masa del resorte no es despreciable, siendo ρ su densidad

de masa. El sistema de ecuaciones que describen este péndulo es muy similar al del péndulo en el

que se desprecia la masa del resorte como se muestra a continuación:

θ̇ =
pθ

(m+ ρL
3

)r2
(1.29)

ṗθ = −(m+
ρL

2
)gr sin θ (1.30)

ṙ =
pr

(m+ ρL
3

)
(1.31)

ṗr =
p2
θ�

m+ ρL
3

�
r3
− k(r − L) + (m+

ρL

2
)g cos θ (1.32)

De nuevo, es posible obtener un sistema de ecuaciones de segundo orden a partir de estas. Por

tanto,

θ̈ = −
(m+ ρL

2
)

(m+ ρL
3

)

g

r
sin θ (1.33)



12 Ecuaciones de movimiento

r̈ = θ̇2r − k�
m+ ρL

3

�(r − L) +

�
m+ ρL

2

��
m+ ρL

3

�g cos θ (1.34)

también describen el movimiento de este tipo de péndulo.

Para analizar el comportamiento de este sistema, se procede de la misma manera que en la

sección 1.2, donde se demostró que, restringiendo el movimiento del péndulo elástico a desplaza-

mientos pequeños, la resonancia autoparamétrica tiene lugar cuando (1.26)

ωr = 2ωp

⇒ 1

Tr
=

2

Tp
⇒ Tp = 2Tr (1.35)

donde Tp = 2π
Èy0

g
y Tr = 2π

È
m
k
.

Como se mencionó en la sección 1.2 para que se satisfaga (1.35) es forzoso que se cumpla (1.28).

Es importante notar, que esta condición fue derivada para el caso en el que no se considera la masa

del resorte, así pues, esta condición no es válida para este caso, en el que no se desprecia la masa

del resorte.

Para encontrar la condición de masa que conduce a resonacia autoparamétrica, primero se halla

la expresión para Tr, para esto supone que el movimiento únicamente tiene lugar en la dirección

radial con θ = 0. La posición de equilibrio (1.21) se ve afectada por la masa del resorte. Siguiendo

el desarrollo de [2], el resorte se representa como la unión de N resortes etiquetados de manera

ascendente de arriba hacia abajo, cada uno con masa mi = ρL
N

, constante de elasticidad ki = Nk,

y longitud sin deformar Li = L
N
. El i-ésimo resorte soporta el peso de los (N − i) resortes abajo de

él y la masa m que está unida al N -ésimo resorte. De esta forma, cada resorte, como consecuencia

del peso que soporta, es deformado a la longitud

ri0 = Li + mg
ki

+ (N−i)mig
ki

;

el segundo término corresponde a la deformación debida al peso de la masa m, mientras que el

tercero a la ocasionada por el peso de los resortes debajo de él. Así, se puede conocer la posición

de equilibrio:
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re =
NX
i=1

yi0 =
NX
i=1

Li +
mg

ki
+

(N − i)mig

ki

=
NX
i=1

L

N
+
mg

Nk
+

(N − i)ρLg
N2k

=
NX
i=1

1

N

�
L+

mg

k
+

(N − i)
N

ρLg

k

�

=
NX
i=1

1

N

�
r0 + (N − i)ρLg

Nk

�

= r0 +

�
N2 − N (N + 1)

2

�
ρLg

N2k

= r0 +
�

1− 1

N

�
ρLg

2k

Si N →∞, 1
N
→ 0. Por tanto,

re = r0 +
ρLg

2k
(1.36)

En el apéndice A.3 se desarrollan las energías cinética y potencial de este modelo, puesto que

se supone que θ = 0

L =
1

2

�
m+

ρL

3

�
ṙ2 − 1

2
k(r − L)2 +

�
m+

ρL

2

�
gr (1.37)

⇒ r̈ +
k(r − L)�
m+ ρL

3

� −
�
m+ ρL

2

�
g�

m+ ρL
3

� = 0 (1.38)

Utilizando el cambio de variable

r = u+ re (1.39)

y sustituyendo en (1.38) obtenemos la ecuación:

ü+
k�

m+ mr
3

�u = 0 (1.40)

cuya solución está dada por:

u(t) = A cosωrt+B sinωrt

donde ωr =
É

k

(m+ ρL
3 )

. La solución de esta ecuación, como se esperaba, es la de un oscilador

armónico. Las constantes A y B se de�nen a partir de las condiciones iniciales u(0) = u0 y

u̇(0) = u̇0:
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u(t) = u0 cosωrt+
u̇0

ωr
sinωrt

puesto que u̇0 = 0 y u0 = r0 − re

u(t) = (r0 − re) cosωrt

de (1.39)

r(t) = (r0 − re) cosωrt+ re

⇒ Tr = 2π

s�
m+ ρL

3

�
k

(1.41)

Tal como lo menciona Joseph Christensen [2], la distribución de masa en el sistema debe ser

analizada para poder expresar el periodo de movimiento pendular Tp. Por simplicidad, se supone

que el resorte es una barra rígida de longitud re. Considerando sólo ángulos pequeños, se aproxima

sin θ = θ1, de la ecuación de movimiento para un péndulo simple de longitud re en el que la

densidad de masa ρ de la barra no es despreciable (A.32) se tiene:

θ̈ +

 
m+ ρre

2

m+ ρre
3

!
g

re
θ = 0

Esta ecuación es de la misma forma que (1.40), de la cual ya conocemos la solución, luego así:

Tp = 2π

Ì 
m+ ρre

3

m+ ρre
2

!
re
g

(1.42)

Notando que la masa del resorte ρL = ρre, de (1.35), (1.41) y (1.42)

Ì 
m+ ρL

3

m+ ρL
2

!
re
g

= 2

s�
m+ ρL

3

�
k

⇒
�
m+

ρL

3

�
re
g

= 4

�
m+ ρL

3

�
k

�
m+

ρL

2

�
sustituyendo (1.36)

m =
kL

3g
− ρL

2
(1.43)

Si se compara con (1.28) esta nueva condición de resonancia sólo di�ere por la resta de ρL
2
.

1Ver Apéndice B.



Capítulo 2

Solución Numérica

Al intentar resolver problemas de esta índole, los métodos numéricos de integración juegan un

papel muy importante para simular la solución de sistemas de los que no se conoce su solución

exacta.

Como se indicó en el capítulo anterior, el sistema de ecuaciones obtenidas para modelar el

comportamiento de un péndulo elástico, ya sea considerando la masa del resorte o no, no tiene

solución analítica. También se comentaron algunas de las aproximaciones que se han hecho para

predecir cómo es la solución.

Lai [11] y Christensen [2] presentan datos obtenidos experimentalmente. Con dichos datos, les

fue posible comprobar los resultados que lograron sobre resonancia autoparamétrica; Lai trabajó

en el péndulo elástico de resorte de masa despreciable, y Christensen en el de resorte de masa no

despreciable.

En 1975, Cayton utilizó el método Runge Kutta Gill para integrar numéricamente las ecuaciones

obtenidas del péndulo elástico de resorte de masa despreciable. En publicaciones más recientes, se

pueden encontrar los resultados numéricos alcanzados al resolver el péndulo elástico de resorte de

masa despreciable. Por mencionar algunos, en 1990 Nuñez Yépez [9] usó el algoritmo de Verlet,

en el 2005 Gustavo A. Boroni y Alejandro Clausse emplearon Runge Kutta de orden 4, el paquete

de rutinas de Fortran LSODE y diferencias hacia atrás con multipaso de tercer orden [12], y en

febrero de este año, Tuwankotta y Quispel [13], aplicaron un método de integración simpléctica

así como Runge Kutta de orden 7 y 8.

Seguramente, la lista de autores que han estudiado el problema del péndulo elástico es mucho

más extensa de la aquí presentada. De hecho, en el artículo de Peter Lynch [1] se puede encontrar

una lista más detallada.

A excepción de Tuwankotta y Boroni, los autores arriba mencionados emplearon los métodos de

integración para resolver las ecuaciones de movimiento aproximadas a desplazamientos pequeños.
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Por otra parte, el único de los arriba citados que presentó un estudio sobre el péndulo elástico

de resorte de masa no despreciable fue Christensen, sin embargo, también se limitó a estudiar el

comportamiento de éste sistema restringiéndose a desplazamientos pequeños.

En este trabajo se resuelven numéricamente las ecuaciones de movimiento del péndulo simple,

del péndulo elástico de resorte de masa despreciable y del pendulo elástico de resorte de masa no

despreciable para todo tipo de desplazamiento utilizando el método Runge Kutta de orden 4 con

tamaño de paso dt = 0.01.

2.1. Péndulo Simple

Se compararon los resultados de la integración numérica de las ecuaciones (A.3) y (A.9) con

la solución analítica (1.14) que se evaluó utilizando las rutinas ellipke y ellipj de Matlab 7.0, las

cuales proporcionan la integral elíptica y la función elíptica de Jacobi haciendo uso del algoritmo

presentado por Abramowitz [4]. Los errores absolutos obtenidos para diferentes tamaños de paso

dt son:

E = 5.2427× 10−7 con dt = 0.1

E = 5.2200× 10−10 con dt = 0.01

En la Figura 2.1 se muestra la grá�ca del espacio fase para el péndulo simple de longitud

L = 0.5m y masa m = 0.25Kg, en el intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 100s.

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

θ(rad)

p θ

θ−pθ

Figura 2.1: Espacio fase del péndulo simple

Al utilizar el integrador numérico ode45 deMatlab7.0 para los mismos tamaños de paso dt = 0.1

y dt = 0.01, así como para pasos más pequeños, la energía total no se conservó constante, mientras

que utilizando Runge Kutta de orden 4 sí satis�zo esta condición.
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2.2. Péndulo Elástico de resorte de masa despreciable

En la Figura 2.2 se puede observar cómo la energía oscila ligeramente en un periodo de 10

segundos. También se puede notar que, puesto que la diferencia entre la energía máxima y mínima

en este periodo es del orden de 10−7, este método nos da una buena aproximación numérica a la

energía constante.

0 2 4 6 8 10
−1.04380009848472

−1.04379981996239

En
erg

ía 
[J]

Tiempo−Energía

Tiempo[s]

Figura 2.2: Energía del péndulo elástico de masa m = 0.25 Kg, longitud inicial L = 0.50 m,

constante de elasticidad k = 7Kg
s2

y ángulo inicial θ0 = 45◦ en el intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 10s.

Se veri�ca que a partir de las ecuaciones del péndulo elástico (1.15)-(1.18), al considerar un

resorte muy rígido, se recupera el movimiento de un péndulo simple. Para visualizarlo se presentan

los espacios fase de un péndulo elástico de longitud inicial L = 0.5m y masa m = 0.25Kg, con

k = 100Kg
s2

en las Figura 2.3 y k = 10, 000Kg
s2

en la Figura 2.4.

Los errores porcentuales E calculados respecto a los resultados numéricos del péndulo simple

para estos mismos parámetros de masa y longitud con k = 100Kg
s2

son:

E ≤ 19.90 % para el ángulo

E ≤ 39.13 % para el momento radial

E ≤ 18.98 % para el radio, con 0s ≤ t ≤ 100s

Obviamente, al tomar el parámetro k = 100Kg
s2

no se obtuvo el comportamiento buscado, pues

en el péndulo simple el radio se mantiene constante. De los errores porcentuales presentados bajo

este parámetro, se concluye que las ecuaciones del péndulo elástico no representan el movimiento

del péndulo simple.
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Figura 2.3: Espacio fase del péndulo elástico de constante de elasticidad k = 100Kg
s2

en el

intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 100s.

En el caso k = 10, 000Kg
s2

los errores porcentuales son aceptables:

E ≤ 0.66 % para el ángulo

E ≤ 1.32 % para el momento radial

E ≤ 0.14 % para el radio, con 0s ≤ t ≤ 100s

Por tanto, un resorte con constante de elasticidad k = 10, 000Kg
s2

es lo su�cientemente rígido

para que las ecuaciones del péndulo elástico (1.15)-(1.18) describan numéricamente el movimiento

del péndulo simple.

Como se mostró en el capítulo anterior, las condiciones iniciales que proporcionan el caso más

interesante para observar el movimiento de este tipo de péndulo son las que conducen al fenómeno

de resonancia autoparamétrica (1.28); esta condición fue derivada para desplazamientos pequeños.

En la Figura 2.5 se presentan mapas de las �guras generadas por péndulos elásticos en resonancia

autoparamétrica con ωr = 4.42 bajo diferentes condiciones iniciales de desplazamiento. El inciso a)

muestra el mapa presentado en el manual de laboratorio de Reed College[14], el cual fue construido

integrando las ecuaciones (1.15)-(1.18) para diferentes valores de tiempo �nal.

Las ecuaciones (1.15)-(1.18) fueron derivadas para todo tipo de deformación. En la Figura 2.6

se muestra un mapa de �guras de un péndulo elástico donde las condiciones de deformación son

grandes tanto para el ángulo como para el radio, se utilizan los mismos parámetros de longitud

inicial L = 1.5049m y constante de elasticidad k = 7Kg
s2

que en la Figura 2.5. Además, también se

utilizo la masa adecuada que conduce a resonancia autoparamétrica con ωr = 4.42.
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Figura 2.4: Espacio fase del péndulo elástico de constante de elasticidad k = 10, 000Kg
s2

en el

intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 100s.

De las Figuras 2.5 y 2.6 se nota que las oscilaciones del péndulo elástico bajo resonancia

autoparamétrica presentan dos tipos de movimiento. Cuando los desplazamientos iniciales en x son

casi los mismos que los desplazamientos iniciales en y se presenta el movimiento al que llamaremos

media luna como lo muestra la Figura 2.7a. En caso contrario, el movimiento que tiene lugar es

como el de la Figura 2.7b al que llamaremos del tipo limón por su similitud con un limón al que

se le ha quitado una tajada de la parte superior, inferior o ambas.
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Figura 2.5: Mapas del movimiento del péndulo para pequeñas deformaciones: a)Presentado en

[14] para diferentes valores de t y utilizando el integrador numérico de Mathematica DSolve, b)

Construido con la solución numérica de las ecuaciones (1.24) y (1.25), y c) Resultado numérico

de la solución de las ecuaciones (1.15)-(1.18). Las ecuaciones de b) y c) se integraron con Runge

Kutta de orden 4, constante de elasticidad k = 7Kg
s2

para 0s ≤ t ≤ 50s. Nótese que el cero de

referencia en este caso se encuentra en la posición de equilibrio.



2.2. Péndulo Elástico de resorte de masa despreciable 21
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Figura 2.6: Mapa del movimiento del péndulo elástico con constante de elasticidad k = 7 para

grandes deformaciones en el intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 50s.
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Figura 2.7: Tipos de movimientos del péndulo elástico bajo resonancia autoparamétrica
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2.3. Péndulo Elástico de resorte de masa no despreciable

La energía total del péndulo elástico de resorte de masa no despreciable oscila alrededor de 5

veces más que la de un péndulo de resorte de masa despreciable, ya que mientras para este último la

diferencia entre la energía total inicial y 10 segundos después es del orden de 10−7 (ver Figura 2.2),

al considerar un péndulo elástico con resorte de densidad ρ = 0.01, bajo las mismas condiciones de

masa y longitud inicial, la oscilación sobre el mismo intervalo de tiempo es del orden de 10−2 (ver

Figura 2.8). A pesar de esto, una oscilación de este orden continua siendo una buena aproximación

numérica al valor esperado de energía constante, pues signi�ca un error porcentual menor a 2 %.
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Figura 2.8: Energía del péndulo elástico de masa m = 0.25 Kg, longitud inicial L = 0.50 m,

constante de elasticidad k = 7Kg
s2

, densidad de masa del resorte ρ = 0.01 y ángulo incial θ0 = 45◦

en el intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 100s.

Así como para ciertas condiciones de constante de elasticidad se recuperó el movimiento del

péndulo simple en la sección anterior, es de esperarse que bajo ciertas condiciones de densidad de

masa en el resorte se recupere el movimiento del péndulo elástico de resorte de masa despreciable.

En la Figura 2.9 se muestran los mapas de �guras resultado de la integración numérica de las

ecuaciones (1.29)-(1.32) para resortes de densidad de masa ρ = 5.0Kg
m

y ρ = 0.01Kg
m

con las

mismas condiciones de resonancia autoparamétrica, desplazamiento y constante de elasticidad k

que en la Figura 2.5 sobre el mismo intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 50s.

Aunque para ρ = 0.01 el mapa de �guras de desplazamientos pequeños paresca igual que el de un

péndulo simple de resorte de masa despreciable, las posiciones de equilibrio de los péndulos elásticos

de resortes de masa despreciable y no despreciable sólo coinciden en dos dígitos con este valor de

densidad. Por otra parte, considerando desplazamientos grandes, la Figura 2.10 muestra los mapas

de �guras obtenidos para resortes de densidad de masa ρ = 5.0Kg
m
, ρ = 0.01Kg

m
y ρ = 0.0001Kg

m
con
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las condiciones de resonancia autoparamétrica, desplazamientos iniciales y constante de elasticidad

k de la sección 2.2 (Figura 2.6)en el intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 50s.

Al igual que ρ = 0.01Kg
m
, ρ = 0.0001Kg

m
no proporciona la misma posición de equilibrio que la

de un péndulo donde se desprecia la masa del resorte pues coincide únicamente en 4 dígitos, la

constante de densidad de masa que permita recuperar completamente el movimiento del péndulo

elástico de la sección anterior es la más pequeña posible. Por ejemplo, al comparar los resultados

de la integración numérica de (1.29)-(1.32) utilizando ρ = 1.0 × ρ−13Kg
m

con los de la integración

de (1.15)-(1.18) los errores porcentuales son:

E ≤ 1.0× 10−8 % para el momento angular

E ≤ 1.0× 10−7 % para el ángulo

E ≤ 1.0× 10−8 % para el momento radial

E ≤ 1.0× 10−10 % para el radio, con 0s ≤ t ≤ 100s

y las posiciones de equilibrio coinciden en 13 dígitos.
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Figura 2.9: Mapas de movimiento de los péndulos elásticos de constante de elasticidad k = 7Kg
s2

,

ωr = 4.42 y resortes de densidad de masa: a)ρ = 5.0Kgm y b)ρ = 0.01Kgm para deformaciones

pequeñas en el intervalo de tiempo 0s ≤ t ≤ 50s. Nótese que el cero de referencia en este caso se

encuentra en la posición de equilibrio.
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Figura 2.10: Mapas de movimiento de los péndulos elásticos de constante de elasticidad k = 7

y resortes de densidad de masa: a)ρ = 5.0Kgm , b)ρ = 0.01Kgm y c)ρ = 0.0001Kgm para grandes

deformaciones 0s ≤ t ≤ 50s.
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Capítulo 3

Conclusiones

Se comprobó que la aproximación de la integración numérica de la ecuación del péndulo simple

(1.1) con Runge Kutta de orden 4 y tamaño de paso dt = 0.01 es muy aceptable. Utilizando

este tamaño de paso en la integración numérica de las ecuaciones del péndulo elástico de resorte

de masa despreciable (1.15)-(1.18), y constante de elasticidad k = 10, 000Kg
s2

se lograron errores

porcentuales, respecto a la solución analítica del péndulo simple (1.14), que permiten concluir que

bajo este parámetro de rigidez se recupera numéricamente el movimiento del péndulo simple.

Al construir el mapa de �guras de movimiento de un péndulo elástico, en el cual las condicio-

nes iniciales son desplazamientos grandes, con la misma condición de resonancia autoparamétrica

derivada para pequeñas deformaciones (1.28), se observa que las �guras son del mismo aspecto que

las logradas para pequeños desplazamientos; considerando al cero de referencia en la posición de

equilibrio como en la Figura 1.3, se presenta movimiento del tipo media luna (Figura 2.7a) cuando

la deformación en x y en y son casi iguales, y del tipo limón (Figura 2.7b) en otro caso. Se llega

a esta misma conclusión al considerar un resorte de masa no despreciable utilizando la condición

derivada para resonancia autoparamétrica (1.43).

Como se esperaba, se veri�có numéricamente que los movimientos del péndulo simple y del

péndulo elástico de resorte de masa despreciable, se recuperan de las ecuaciones de movimiento

del péndulo elástico de resorte de masa no despreciable con las condiciones de rigidez y densidad

de masa adecuadas. Así mismo, se comprueba que las �guras de movimiento logradas con este

método de integración empatan con las presentadas por Hayden MacGinnes y Hal Haggard [14].

Este tema de investigación aún no ha sido completamente desarrollado; tal como se menciona

en el desarrollo de este trabajo, no existe una solución analitica de este problema, así pues no es

posible medir el error absoluto del método de integración utilizado. Utilizando funciones estima-

doras Boroni presenta una estimación al error de los resultados numéricos que obtuvo. Futuros

trabajos de investigación pueden realizarse en esta dirección y en otras, por ejemplo, la derivación

de condiciones de resonancia autoparamétrica para los casos en los que las condiciones inicia-

les son desplazamientos grandes y la integración numérica utilizando la condición de resonancia
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autoparamétrica que deriva Christensen [2].



Apéndice A

Derivación de las ecuaciones de movimiento

A.1. Péndulo Simple

De la Figura 1.1 la posición de la masa en coordenadas polares es
−−→
P (t) = (L sin θ, L cos θ). Así

pues, la posición de la masa en un tiempo t estará determinada por θ (t).

La ecuación de movimiento del péndulo es muy fácil de obtener con la mecánica de Newton. En

este trabajo, las ecuaciones de movimiento de los sistemas mecánicos presentados son derivadas a

partir de las ecuaciones de Hamilton, esto con el �n de obtener sistemas de ecuaciones de primer

grado para los grados de libertad y los momentos asociados a estos. Para esto, es necesario de�nir

la energía potencial y cinética del sistema.

La energía cinética T está dada por:

T =
1

2
m(Lθ̇)2 (A.1)

ya que |ẋ| = Lθ̇. Y la energía potencial del sistema es:

V = mgL(1− cos θ) (A.2)

De esta manera, el Lagrangiano es:

L = T − V =
1

2
m(Lθ̇)2 −mgL(1− cos θ)

Debido a que el Lagrangiano satisface [15]:

∂L
∂θ̇

= pθ

se tiene que:

θ̇ =
pθ
mL2

(A.3)

Puesto que este sistema es conservativo, el Hamiltoniano se de�ne por:
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H = T + V = E (A.4)

Luego,

H =
1

2
m(Lθ̇)2 +mgL(1− cos θ) (A.5)

Sustituyendo (A.3)

H =
p2
θ

2mL2
+mgL(1− cos θ) (A.6)

Por otra parte, de las ecuaciones de Hamilton [5]

∂H
∂pθ

= θ̇ (A.7)

∂H
∂θ

= −ṗθ (A.8)

Como consecuencia, se encuentra nuevamente que se satisface (A.3) y que:

ṗθ = −mgL sin θ (A.9)

Derivando (A.3)

θ̈ =
ṗθ
mL2

(A.10)

Por tanto, de (A.9)

θ̈ = −mgL sin θ

mL2

Luego así, la ecuación de movimiento del péndulo es:

θ̈ = − g
L

sin θ (A.11)

A.2. Péndulo Elástico de resorte de masa despreciable

A.2.1. Coordenadas Polares

El vector de posición de la masa en coordenadas polares es:
−−→
P (t) = (r sin θ,−r cos θ). Así, el

péndulo elástico (Figura 1.2) tiene dos grados de libertad, la longitud r y el ángulo θ. Por lo tanto,

utilizando la mecánica Hamiltoniana se encuentran cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer grado para describir el movimiento de este sistema.

Se supone que la masa del resorte es su�cientemente pequeña comparada con la masa m,

de manera que se puede despreciar, también se considera que el resorte se deforma de manera

uniforme.
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Haciendo análisis de las energías del sistema, se tiene que la energía cinética T del sistema es:

T =
1

2
m

����−̇→P ����2 =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) (A.12)

mientras que, la energía potencial del sistema está dada por:

V =
1

2
k(r − L)2 −mgr cos θ (A.13)

De esta manera, el Lagrangiano es:

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− 1

2
k(r − L)2 +mgr cos θ

Dado que, ∂L
∂θ̇

= pθ y ∂L
∂ṙ

= pr,

pθ = mr2θ̇

pr = mṙ

θ̇ =
pθ
mr2

(A.14)

ṙ =
pr
m

(A.15)

Construyendo el Hamiltoniano [5]

H =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +

1

2
k(r − L)2 −mgr cos θ

=
p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2
+

1

2
k(r − L)2 −mgr cos θ

De las ecuaciones de Hamilton [5] se encuentra un sistema de ecuaciones de primer orden que

describen el movimiento de este sistema:

∂H
∂pθ

= θ̇ (A.16)

⇒ θ̇ =
pθ
mr2

(A.17)

∂H
∂θ

= −ṗθ (A.18)
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⇒ ṗθ = −mgr sin θ (A.19)

∂H
∂pr

= ṙ (A.20)

⇒ ṙ =
pr
m

(A.21)

∂H
∂r

= −ṗr (A.22)

⇒ ṗr =
p2
θ

mr3
− k(r − L) +mg cos θ (A.23)

Derivando (A.17) y (A.21) , y sustituyendo (A.19) y (A.23) se hallan las ecuaciones de movi-

miento en ecuaciones diferenciales de segundo orden que también representan el movimiento de

este tipo de péndulo elástico:

θ̈ = −g
r

sin θ (A.24)

r̈ = θ̇2r − k

m
(r − L) + g cos θ (A.25)

A.2.2. Coordenadas Cartesianas

En esta sección se limita únicamente a obtener el Lagrangiano del sistema, que será utilizado

para el análisis del comportamiento del péndulo elástico restringido a pequeñas deformaciones. De

la Figura 1.3, las energías cinética y potencial son:

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)

V =
1

2
k(L− r)2 +mgy

donde

r =
È

(y0 − y)2 + x2

con

y0 = L+
mg

k

Así, el Lagrangiano para éste sistema es:

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
k(L− r)2 −mgy (A.26)
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A.3. Péndulo Elástico de resorte de masa no despreciable

En esta sección se derivan las ecuaciones del péndulo elástico presentado en la Figura 1.2,

donde la masa del resorte no es despreciable. Este es un caso más complejo que el anterior, pues

al no tener masa despreciable, el resorte aporta tanto energía cinética como potencial al sistema.

Se considera que la densidad de masa del resorte es ρ, y que la deformación del resorte, al igual

que en el caso anterior, es uniforme.

q

r

m

k

0

de

e

Figura A.1: Péndulo elástico de masa m y longitud variable r con densidad de masa rho

Sea
−→
P = (r sin θ,−r cos θ) en coordenadas polares el vector de posición de la masa m para un

tiempo t, y sea de un diferencial del resorte cuyo vector de posición es −→e como lo muestra la Figura

A.1. Se supone que inicialmente, cuando el resorte aún no es deformado, |−→e | = e y
���−→P ��� = L. Luego

así, para un tiempo t el resorte se deforma de la longitud L a
���−→P ���. De una regla de tres:

−→e =
e

L

−→
P

⇒ −̇→e =
e

L

−̇→
P

Entonces, la energía cinética del resorte está dada por:

Tresorte =
Z L

0

�
1

2
(ρde)

���−̇→e ���2� =
Z L

0

�
1

2
(ρde)

� e
L

�2
����−̇→P ����2

�

⇒ Tresorte =
1

2

�
ρL

3

� ����−̇→P ����2
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Ya que se supone que el resorte se deforma de manera uniforme, el centro de masa del resorte

está dado por:

−→
R cm =

1

2

−→
P

Esto implica que la energía potencial del resorte es:

Vresorte = −ρL
2
gr cos θ

De la sección anterior se conocen las energías cinética (A.12) y potencial (A.13) del péndulo

elástico en coordenadas polares, sólo resta agregar las energías del resorte para así obtener las

energías del sistema:

T =
1

2
(m+

ρL

3
)
����−̇→P ����2 =

1

2
(m+

ρL

3
)(ṙ2 + r2θ̇2)

V =
1

2
k(r − h)2 − (m+

ρL

2
)gr cos θ

Por tanto, el Lagrangiano es:

L =
1

2
(m+

ρL

3
)(ṙ2 + r2θ̇2)− 1

2
k(r − L)2 + (m+

ρL

2
)gr cos θ

De la expresión anterior se encuentran los ímpetus generalizados pθ y pr.

∂L
∂θ̇

= pθ = (m+
ρL

3
)r2θ̇

⇒ θ̇ =
pθ

(m+ ρL
3

)r2
(A.27)

∂L
∂ṙ

= pr = (m+
ρL

3
)ṙ

⇒ ṙ =
pr

(m+ ρL
3

)
(A.28)

De esta manera, el Hamiltoniano es:

H =
p2
r

2(m+ ρL
3

)
+

p2
θ

2(m+ ρL
3

)r2
+

1

2
k(r − L)2 − (m+

ρL

2
)gr cos θ (A.29)

De (A.16) y (A.18)
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θ̇ =
pθ

(m+ ρL
3

)r2

ṗθ = −(m+
ρL

2
)gr sin θ

⇒ θ̈ = −
�
m+ ρL

2

��
m+ ρL

3

� g
r

sin θ (A.30)

De (A.20) y (A.22)

ṙ =
pr

(m+ ρL
3

)

ṗr =
p2
θ�

m+ ρL
3

�
r3
− k(r − L) +

�
m+

ρL

2

�
g cos θ

⇒ r̈ = θ̇2r − k�
m+ ρL

3

�(r − L) +

�
m+ ρL

2

��
m+ ρL

3

�g cos θ (A.31)

Las ecuaciones (A.30) y (A.31) forman el sistema de ecuaciones que describen el movimiento

de un péndulo elástico considerando que la masa del resorte no es despreciable.

A continuación se deriva la ecuación de movimiento de un péndulo simple considerando que

el hilo es de masa no despreciable, es decir, se puede considerar como una barra. La �gura que

representa este sistema es la misma que para el péndulo simple (Figura 1.1), donde la barra, que

se consideró de masa despreciable en esa sección, ahora posee una densidad de masa ρ.

Considerando un diferencial de masa
−→
de, −→e su vector de posición, y

−→
P el vector de posición de

la masa m en el tiempo t, y utilizando los argumentos de la sección anterior se puede concluir que:

−̇→e =
|−→e |
L
−→x 2

⇒ Tbarra =
1

2

�
ρL

3

� �
Lθ̇
�2

El centro de masa de una barra de densidad ρ es:

−→
R cm =

ρL

2
x

De el vector de posición x(t) = (L sin θ, L cos θ) se tiene:

Vbarra =
ρL2

2
g(1− cos θ)
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Por tanto, valiéndose de (A.1) y (A.2):

L =
1

2

�
m+

ρL

3

� �
Lθ̇
�2 −

��
m+

ρL

2

�
gL(1− cos θ)

�

⇒ θ̈ = −
�
m+ ρL

2

��
m+ ρL

3

� g
L

sin θ (A.32)



Apéndice B

Ángulos pequeños

Cuando se aproxima a ángulos pequeños una función, si se desea acotar el error de aproximación

se restringe el valor máximo para éste ángulo. Se puede conocer este valor máximo y el error de

aproximación desarrollando en series de Taylor.

Dada f(x) función n+ 1 derivable en una vecindad de x que contenga a x0, por el teorema de

Taylor se veri�ca que:

f(x) =
nX
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1) (c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 (B.1)

donde c está entre x y x0,
Pn
k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k es el polinomio de Taylor desarrrollado alre-

dedor de x0 de orden n, la expresión f (n+1)(c)
(n+1)!

(x− x0)n+1 se denomina resto de Lagrange, ya que

fue este quien la derivó.

A continuación se desarrolla la aproximación x = sin x. Puesto que sinx es in�nitamente

diferenciable, aplicando B.1 con x0 = 0:

sinx =
nX
k=0

sin(k)(x0)

k!
(x− x0)k +

(−1)n+1 cos c

(n+ 1)!
xn+1]

De esto, si aproxima sin θ a θ, se tiene n = 2

sin θ = θ − θ3

3!
cos θ̄% con 0 < θ̄ < θ.

Por lo tanto, el error absoluto E en esta aproximación es E = −
�
θ3

6

�
cos θ̄, entonces |E| < θ3

6

pues
���cos θ̄

��� < 1. Esto implica que el error porcentual es menor a θ2

6
. De esta forma, si deseamos

que el error porcentual sea menor a 5 %:

E < 100

�
θ2

6

�
< 5⇒ θ < 31.28◦
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Si θ = 10◦ el error porcentual E satisface:

E < .5077 %



Apéndice C

Rutinas

C.1. Rutinas de Integración Numérica

Como se menciona anteriormente en este trabajo se utiliza el integrador numérico Runge Kutta

de Orden 4 para n ecuaciones, cuya rutina en Matlab 7.0 es la siguiente:

function [T,Y]=RK4n(f,a,b,ya,dt)

M=�oor((b-a)/dt)+1;

T=zeros(1,M+1);

Y=zeros(M+1,length(ya));

T=a:dt:b;

Y(1,:)=ya;

for j=1:M

k1=dt*feval(f,T(j),Y(j,:));

k2=dt*feval(f,T(j)+dt/2,Y(j,:)+k1/2);

k3=dt*feval(f,T(j)+dt/2,Y(j,:)+k2/2);

k4=dt*feval(f,T(j)+dt,Y(j,:)+k3);

Y(j+1,:)=Y(j,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end

C.1.1. Péndulo Simple

En esta rutina se presenta la integración numérica de las ecuaciones diferenciales (A.3) y (A.9),

además se presentan las expresiones del péndulo simple, y la solución analítica (1.14)y numérica

para un tiempo dado t en el intervalo de integración [a1, a2]. También proporciona expresiones que

permiten la representación grá�ca de la posición de la masa, ya sea en coordenadas cartesianas o

polares.
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clear all

clc;

global m g h grados

h=input('Longitud del péndulo (m): ');

m=input('Masa (kg): ');

grados=input('Angulo inicial(grados): ');

velocidad=input('Velocidad angular inicial (grados/s): ');

a1=input('Tiempo inicial(s): ');

a2=input('Tiempo �nal(s): ');

dt=input('Tamano del paso: ');

g=9.8;

% vector de condiciones iniciales u(1)=ángulo inicial u(2)=velocidad inicial

u=[grados*pi/180,m*velocidad*h^2];

% periodo t

s=sin(u(1)/2);

t=2*pi*sqrt(h/g)*(1+(1/4)*s+(9/128)*s^2+(25/256)*s^3+(1225/16384)*s^4);

% genera la solución método Runge Kutta de orden 4

[T U]=RK4n(@fra',a1,a2,u,dt);

% solución analítica THETA

b=sqrt(g/h);

for p=1:length(T)

c(p)=T(p)*b;

THETA(p)=2*asin(ellipj(c(p)+ellipke(s^2),s^2)*s);

end

for p=1:length(T)

u(p)=U(p,1);% ángulo

V(p)=U(p,2);% momento del ángulo

x(p)=h*sin(u(p));% coordenada cartesiana x

y(p)=-h*cos(u(p));%coordenada cartesiana y

W(p)=(1/(2*m*h^2))*V(p)^2;% energía cinética en el tiempo T(p)

X(p)=m*g*h*(1-cos(u(p)));%energía potencial en el tiempo T(p)

Y(p)=W(p)+X(p);%Energía total en el tiempo T(p)

end
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donde fra está es la rutina de la función que representa las ecuaciones (A.3)-(A.9) :

function [du]=fra(t,u)

global m g k h

du=zeros(size(u));

du(1)=u(2)/(m*h^2);

du(2)=-m*g*h*sin(u(1));

C.1.2. Péndulo Elástico de resorte de masa despreciable

En la siguiente rutina se presenta la integración de las ecuaciones (1.15)-(1.18) que describen

el movimiento de este sistema, así como las expresiones numéricas para las posiciones x y y, las

velocidades ẋ y ẏ, y las energías cinética, potencial y total para un t en el intervalo de integración

[a1, a2].

clear all

clc;

global m g k h grados

h=input('Longitud del resorte sin deformar(m): ');

m=input('Masa (kg): ');

k=input('Constante de elasticidad (Kg/(s^2)) ');

grados=input('Angulo inicial(grados): ');

r0=input('Radio inicial (m): ');

rvel=input('Velocidad radial inicial (grados/s): ');

avel=input('Velocidad angular inicial (grados/s): ');

a1=input('Tiempo inicial: ');

a2=input('Tiempo �nal: ');

dt=input('Tamano del paso: ');

g=9.8;

%posición de equilibrio

e=h+(m*g)/k;

%vector de condiciones iniciales u(1)=ángulo inicial u(2)=momento inicial

%del radio u(3)= ángulo inicial (en radianes) u(4)= momento angular inicial

u=[r0,rvel/m,grados*pi/180,avel/(m*r0^2)];

%genera la solución método Runge Kutta de orden 4

[T U]=RK4n(@fra,a1,a2,u,dt);

for p=1:length(T)
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r(p)=U(p,1);% radio

Pr(p)=U(p,2);% momento radial

a(p)=U(p,3);% ángulo

Pa(p)=U(p,4);% momento angular

R(p)=U(p,2)/m;% velocidad radial

A(p)=U(p,4)/(m*r(p)^2);% velocidad angular

x(p)=r(p)*sin(a(p));%posición x

y(p)=-r(p)*cos(a(p));%posición y

X(p)=r(p)*A(p)*cos(a(p))+R(p)*sin(p);%velocidad x

Y(p)=-r(p)*A(p)*sin(a(p))+R(p)*cos(a(p));%velocidad y

cin(p)=.5*m*(A(p)^2*(r(p)^2)+(R(p)^2));%energía cinetica

pot(p)=.5*k*(r(p)-h)^2-m*g*r(p)*cos(a(p));%energía potencial

total(p)=cin(p)+pot(p);%energía total

end

con fra como la representación de las ecuaciones que representan al péndulo elástico de resorte

de masa despreciable (1.15)-(1.18):

function [du]=fra(t,u) global m g k h

du=zeros(size(u));

du(1)=u(2)/m;

du(2)=m*g*cos(u(3))-k*(u(1)-h)+(u(4)^2)/(m*u(1)^3);

du(3)=u(4)/(m*u(1)^2);

du(4)=-m*g*u(1)*sin(u(3));

C.1.3. Péndulo Elástico de resorte de masa no despreciable

La rutina de integración de las ecuaciones que modelan este sistema (1.29)-(1.32), es muy

parecida a la presenada en C1.2, salvo que es necesario considerar el valor de ρ; la función fra que

permite la integración de estas ecuaciones es:

function [du]=fra(t,u)

global m g k h rho

c1=m+rho/2;

c2=m+rho/3;

du=zeros(size(u));

du(1)=u(2)/c2;

du(2)=c1*g*cos(u(3))-k*(u(1)-h)+(u(4)^2)/(c2*u(1)^3);
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du(3)=u(4)/(c2*u(1)^2);

du(4)=-c1*g*u(1)*sin(u(3));

A continuación, la rutina de integración en la que dada una frecuencia de oscilación para el

resorte, constante de elasticidad y condiciones iniciales de radio, ángulo y velocidades, se producen

las condiciones necesarias de masa y longitud del resorte sin deformar para lograr que el sistema

sufra resonancia autoparamétrica.

clf

clear all

global m g k h rho

wr=input('Frecuncia de oscilación del resorte= ');

rho=input('Densidad de masa del resorte (kg/m)= ');

k=input('Constante de elasticidad= ');

grados=input('Angulo inicial(grados): ');

r0=input('Radio inicial (m): ');

rvel=input('Velocidad radial inicial (grados/s): ');

avel=input('Velocidad angular inicial (grados/s): ');

a1=input('Tiempo inicial: ');

a2=input('Tiempo �nal: ');

dt=input('Tamano del paso: ');

g=9.8;

%de�nición de la longitud inicial y masa necesarias para resonancia

%autoparámetrica

q=(wr^2)*(2*k-g*rho);

h=6*g*k/q;

m=(2*k*k-3*g*k*rho)/q;

%posición de equilibrio

e=h+((m*g)/k)+((rho*h*g)/(2*k));

%vector de condiciones iniciales u(1)=ángulo inicial u(2)=momento inicial

%del radio u(3)= ángulo inicial (en radianes) u(4)= momento angular inicial

u=[r0,rvel/m,grados*pi/180,avel/(m*r0^2)];

%genera la solución método Runge Kutta de orden 4

[T U]=RK4n(@fra,a1,a2,u,dt);

for p=1:length(T)

r(p)=U(p,1);% radio
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Pr(p)=U(p,2);% momento radial

a(p)=U(p,3);% ángulo

Pa(p)=U(p,4);% momento angular

R(p)=U(p,2)/(m+((h*rho)/3));% velocidad radial

A(p)=U(p,4)/((m+((h*rho)/3))*r(p)^2);% velocidad angular

x(p)=r(p)*sin(a(p));%posición x

y(p)=-r(p)*cos(a(p));%posición y

X(p)=r(p)*A(p)*cos(a(p))+R(p)*sin(p);%velocidad x

Y(p)=-r(p)*A(p)*sin(a(p))+R(p)*cos(a(p));%velocidad y

cin(p)=.5*(m+((h*rho)/3))*(A(p)^2*(r(p)^2)+(R(p)^2));%energía cinetica

pot(p)=.5*k*(r(p)-h)^2-(m+((h*rho)/2))*g*r(p)*cos(a(p));%energía potencial

total(p)=cin(p)+pot(p);%energía total

end

C.2. Rutina de Animación

Esta rutina de animación, implementada en Wolfram Mathematica 6.0, permite visualizar en

tiempo real la posición de la masa para diferentes parámetros, con un apartado especial para la

resonancia autoparamétrica. También muestra de forma opcional los niveles de energía mediante

una grá�ca de barras, además es posible generar la grá�ca de movimiento.

n = 10; Rm = 0.75;

Construccion[{x_, y_}] := Module[{l, Dx, Dy, A, i, Th, Cth, Sth, P},

l = Sqrt[x^2 + y^2];

Th = ArcTan[x, y];

Cth = Cos[Th]; Sth = Sin[Th];

P = {{Cth, -Sth}, {Sth, Cth}};

Dx = l/(2 n);

Dy = Abs[Sqrt[d^2 - (Dx/2)^2]];

A = {{0, 0}};

For[i = 0, i <2 n, i++,

AppendTo[A, P.{Dx/2 + i*Dx, If[OddQ[i], -Dy, Dy]}];

];

{AppendTo[A, P.{l, 0}], P.{l + Rm, 0}}

fra[u_] := { u[[2]]/c2, c1*g*Cos[u[[3]]] - k*(u[[1]] - h) +(u[[4]]^2)/(c2*u[[1]]^3),

u[[4]]/(c2*u[[1]]^2),-c1*g*u[[1]]*Sin[u[[3]]] };



C.2. Rutina de Animación 45

V[n_] := Module[{k1, k2, k3, k4, ant, nue},

If[n == 0,

nue = {r0, vr0, a0, va0};

AppendTo[A, nue];

nue,

ant = A[[n]];

k1 = dt*fra[ant];

k2 = dt*fra[ant + k1/2];

k3 = dt*fra[ant + k2/2];

k4 = dt*fra[ant + k3];

nue = ant + (k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4)/6;

AppendTo[A, nue];]

];

];

Posicion[t_] := Module[{r, th, n, m, p},

n = Floor[t/dt];

m = Dimensions[A][[1]];

If[n <m, n = m - 1, n = m];

V[n];

r = A[[n + 1, 1]]; th = A[[n + 1, 3]];

p = r*Sin[th], -r*Cos[th];

AppendTo[B, p]; p

];

Inicializacion[R0_, VR0_, A0_, VA0_, M_, K_, Rho_, H_, G_, Dt_] := Module[{},

k = K; r0 = R0; vr0 = VR0; va0 = VA0; a0 = A0; m = M; rho = Rho;

h = H; g = G; dt = Dt; L = h; d = L/(2 n);

c1 = M + Rho/2; c2 = M + Rho/3; A = {}; B = {}; L = H; d = L/(2 n);

t = 0;];

FR[n_] := A[[n, 2]]/c2; t = 0;

FA[n_] := A[[n, 4]]/(c2*A[[n, 1]]^2);

EC[t_] := Module[{n, m},

n = Floor[t/dt];

m = Dimensions[A][[1]];

If[n <m, n = m, n = m + 1];

0.5*c2*(FA[n]^2*A[[n, 1]]^2 + FR[n]^2)

];
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EP[t_] := Module[{n, m},

n = Floor[t/dt];

m = Dimensions[A][[1]]; If[n <m, n = m, n = m + 1];

0.5*k*(A[[n, 1]] - h)^2 - c1*g*A[[n, 1]]*Cos[A[[n, 3]]]

];

ET[t_] := EC[t] + EP[t];

Needs["BarCharts` "]

TabView["Pendulo elastico" ->(*Sin restricciones*)

Manipulate[

Inicializacion[r0, 0, a0, 0, m, k, rho, h, g, 0.025];

Animate[p = Posicion[t]; R = Construccion[p];

Show[ListLinePlot[R[[1]],PlotRange->{{-20, 20},{-20, 20}},AspectRatio->1/1,Axes->

{True, False}],

Graphics[{Red, Disk[R[[2]], Rm]}]],

{t, 0, t1, dt}, ControlPlacement->Bottom,DefaultDuration->t1,

AnimationRepetitions->1, AnimationRunning ->False, ControlPlacement ->Left],

Item[Style["Posicion Inicial", Bold, Medium], Alignment ->Center],

{{r0, 10, Radio Inicial"}, 1, 10},

{{a0,0,"Ángulo Inicial"},-Pi,Pi},Delimiter,Item[Style["Tiempo Final",Bold,Medium],

Alignment ->Center],

{{t1, 60, },}, Delimiter, Item[Style["Masa", Bold, Medium], Alignment ->Center],

{{m, 0.5, },}, Delimiter, Item[Style[Çondiciones del Resorte", Bold, Medium],

Alignment ->Center],

{{k, 7, Çonstante de elasticidad"}, 1, 25},

{{h, 10, "Longitud sin deformación"}, 1, 10},

{{rho, 0.5, "Densidad de masa"}, 0.01, 1}, Delimiter,Item[Style[.Opciones", Bold, Medium],

Alignment ->Center],

{{gra, False, "Trayectoria"}, {True, False}}, {{ene, False, .Energías"}, {True, False}},

Dynamic[Grid[{{Dynamic[If[ene,BarChart[{EC[t], EP[t], ET[t]}, PlotRange ->{-100, 100},

BarLabels ->{Çinética", "Potencial", "Total"}], ]],

Dynamic[If[gra, ListLinePlot[B, PlotRange ->{{-20, 20}, {-20, 20}}],]]}}]]

],
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Resonancia Autoparametrica" ->(*Con restricciones*)

Manipulate[q = (wr^2)*(2 k - g*rho); h2 = 6*g*k/q; m2 = (2*k*k - 3*g*k*rho)/q;

Inicializacion[r0, 0, a0, 0, m2, k, rho, h2, 9.8, 0.025];

Animate[p = Posicion[t]; R = Construccion[p];

Show[ListLinePlot[R[[1]], PlotRange ->{{-5, 5}, {-5, 5}},AspectRatio ->1/1,

Axes ->{True, False}],Graphics[{Red, Disk[R[[2]], Rm]}]],

{t, 0, t1, dt},ControlPlacement->Bottom,DefaultDuration->t1,

AnimationRepetitions->1,AnimationRunning ->False, ControlPlacement ->Left],

Item[Style["Frecuencia del Oscilador",Bold,Medium],Alignment->Center],{{wr,1,},1,10},

Item[Style["Posicion Inicial", Bold, Medium],Alignment ->Center],

{{r0, 1, Radio Inicial"}, 0.1, 1},

{{a0, 0, .Amgulo Inicial"}, -Pi, Pi}, Delimiter,

Item[Style["Tiempo Final", Bold, Medium], Alignment ->Center],

{{t1, 60, },}, Delimiter,Item[Style[Çondiciones del Resorte", Bold, Medium],

Alignment ->Center],

{{k, 7, Çonstante de elasticidad"}, 1, 25},

{{rho, 0.5, "Densidad de masa"}, 0.01, 1}, Delimiter,

Item[Style[.Opciones", Bold, Medium], Alignment ->Center],

{{gra, False, "Trayectoria"}, {True, False}}, {{ene, False,.Energias"}, {True, False}},

Dynamic[If[ene, BarChart[{EC[t], EP[t], ET[t]}, PlotRange ->{-10, 10},

BarLabels ->{Çinetica","Potencial", "Total"}], ]],

Dynamic[If[gra, ListLinePlot[B, PlotRange ->{{-5, 5}, {-5, 5}}], ]]

]

]
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