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Resumen

La tesis está dedicada al estudio de la identi�cación simultánea de los coe�cientes
de un sistema dinámico estable y de las amplitudes de fuerza armónica a través de
la respuesta en salida estacionaria (de este sistema dinámico estable). Este problema
surge en varias ramas, particularmente en la ingeniería, como mecánica, eléctrica,
etc. Estos problemas son el resultado de la modelación de sistemas mecánicos, que
requieren de herramientas como álgebra lineal, cálculo de varias variables y del análi-
sis de sistemas de ecuaciones diferenciales, y para poder simpli�carlos se analizan solo
las propiedades de las soluciones. Se ve sí el sistema dinámico es estable o no, o si
cumple ciertas condiciones es linealizado (en el caso de ser un sistema mas complejo),
entre otras cosas; ya que no hay manera de resolverlos explícitamente. El problema
de identi�cación ayuda a determinar los parámetros que describen el estado de un
sistema dinámico lineal estable o el comportamiento que éste tiene cuando sufre
perturbaciones estocásticas.



Capítulo 1

Introducción

La tesis está dedicada al estudio de la identi�cación simultánea de los coe�cientes
de un sistema dinámico estable, bajo la acción de una fuerza armónica, y de las ampli-
tudes de la fuerza armónica, a través de las amplitudes de la salida estacionaria. Estos
tipos de problemas surgen, en muchas ramas, especialmente en ingeniería mecánica,
eléctrica, entre otros. Una aplicación importante de la tesis, es la identi�cación de los
coe�cientes del sistema que rige el movimiento de un rotor dinámico, dicho sistema
es de segundo orden y la parte derecha de este sistema de ecuaciones diferenciales
es una fuerza armónica que satisface las condiciones de resolución, donde la primer
componente de dicha fuerza es aleatoria y todas sus demás entradas son conocidas;
entonces puede aplicarse directamente el algoritmo establecido en esta tesis para la
identi�cación simultánea de los coe�cientes del sistema. Este modelo se considera en
los artículos [25] y [4], y la investigación matemática de este problema lo estudia el
artículo [24].
El problema de identi�cación está relacionado con la teoría de control. Se demostró

que, la identi�cación de estos coe�cientes es única si se satisface la condición de con-
trolabilidad generalizada. También consideré la in�uencia de perturbaciones estocás-
ticas en este sistema dinámico lineal estable.
La tesis consta de 5 capítulos, y cada capítulo estudia temas que son necesarios

para el estudio de la identi�cación de coe�cientes en los sistemas dinámicos lineales,
en el primer capítulo se escribe un resumen del contenido en el artículo [24], además
escribo las demostraciones de éste en una forma más clara, indicando y precisando
con más detalle los resultados de cuales se hacen uso, también agregué un breve
recordatorio de las propiedades (y de la de�nición) de un sistema dinámico; en los
capítulos segundo y tercero se dan algunas propiedades de las perturbaciones estocás-
ticas de acuerdo con el Teorema de Límite Central, en los capítulos cuarto y quinto se
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Introducción 2

escriben dos nociones importantes de la teoría del control, como son la observabilidad
y la controlabilidad para los sistemas dinámicos.



Capítulo 2

Identi�cación de Coe�cientes para
Sistemas Dinámicos Lineales

2.1. De�nición del Problema

Un sistema dinámico da una descripción funcional de la solucion de un prob-
lema físico o de un modelo matemático que rige a un sistema físico. Por ejemplo,
el movimiento de un péndulo es un un sistema dinámico en el sentido de que el
movimiento del péndulo se describe por su posición y velocidad como funciones del
tiempo, y de las condiciones iniciales.
Matemáticamente hablando, un sistema dinámico es una fúnción �(t; x); de�nida

para todo t 2 R y x 2 E � Rn; que describe el movimiento o como se mueven los
puntos x 2 E con respecto al tiempo.
Un sistema dinámico sobre E es una función � : R �E ! E de clase C1 donde

E es un subconjunto abierto de Rn y si �t(x) = �(t; x) entonces �t satisface las
siguientes propiedades; (1) �0(x) = x para todo x 2 E; y (2) �t � �s(x) = �t+s(x)
para cada x 2 E y para cada t; s 2 R. Por ejemplo, si A es una matriz n�n entonces
la función �(t; x) := eAtx de�ne un sistema dinámico sobre Rn, ya que para cada
x0 2 Rn, �(t; x0) es la solución del problema de valor inicial

_x = Ax;

x(0) = x0:

En general, si �(t; x) es un sistema dinámico sobre E � Rn; entonces la función
f(x) = d

dt
�(t; x) jt=0 de�ne un campo vectorial (de tangentes a la curva �(t; x)) y
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que para cada x0 2 Rn, �(t; x0) es la solución del problema de valores iniciales

_x = f(x)

x(0) = x0:

Poe eso, cada sistema dinámico puede verse como el conjunto solución de una ecuación
diferencial ordinaria en un espacio vectorial (como por ejemplo Rn). Recíprocamente,
dada una ecuación diferencial _x = f(x) con f 2 C1(E) y E � Rn abierto, la solución
�(t; x0) del problema de valor inicial

_x = f(x)

x(0) = x0;

donde x0 2 E, es un sistema dinámico sobre E:
En el presente capítulo hablaré de la identi�cación de coe�cientes de un sistema

dinámico que corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria lineal, pues como
sabemos también hay ecuaciones diferenciales no lineales.
Consideremos las vibraciones de un sistema dinámico lineal estable en Rn bajo

una fuerza armónica
dy

dt
= Ay + F (!)ei!t (2.1)

donde y(t) 2 Cn; A es matriz nxn, y la amplitud F (!) es un polinomio en la variable
!, esto es, F (!) =

P�
j=0 fj!

j; con fj 2 Cn: Por ejemplo, los polinomios F (!) ocurren
en problemas de vibración que están sujetos a desbalanceos perturbaciones [1],[2].
La solución general del sistema (2.1) es [3]

y(t) = ~y(!)ei!t +

qX
j=1

e�jtQj(t); (2.2)

~y(!) := (i!I � A)�1F (!); (2.3)

donde q es el número de valores propios diferentes de la matriz A, y el grado del vector
polinomial Qj(t) es menor o igual a la multiplicidad algebraica �j del valor propio �j:
Para sistemas estables Re�j � 0. Sí para todos los �j; Re�j < 0, cuando t! +1 la
solución del sistema (2.2) tiende a la solución estacionaria �y(!) := ~y(!)ei!t a pesar
del valor inicial cuando t! +1.
Para varios sistemas reales, el valor inicial y los coe�cientes fj son desconocidos,

y solo podemos medir las amplitudes ~y(!) de la solución estacionaria en diferentes
frecuencias !. Además, varios sistemas dinámicos reales no son lineales y pueden
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representarse por el modelo lineal (2.1) después de procesos transitorios. Por ejem-
plo, frecuentemente estos sistemas dinámicos ocurren en los modelos de sistemas
mecánicos, como un rotor que funciona con chumaceras de aceite [1],[2].
Por lo tanto, para tales sistemas, es muy natural determinar (los coe�cientes

de) la matriz A por medio de valores que arroja la salida estacionaria ~y(!j) para
diferentes frecuencias !j; j = 1; 2; :::; l; l � n [4]. En general, existen tres maneras
para determinar los coe�cientes de un sistema dinámico lineal, las cuales se describen
en seguida:
1. Si se considera que conocemos las fuerzas armónicas f�k entonces pueden cal-

cularse los coe�cientes de la matriz A a través de los valores que arroja la salida
estacionaria ~y(!j);
2. Si supone que conoce las entradas de la matriz A entonces pueden calcularse

las fuerzas armónicas f�k a través de los valores de la salida estacionaria ~y(!j); y
3. Si ahora se conocen únicamente los valores de la sálida estacionaria ~y(!j)

entonces podemos calcular las entradas de la matriz A y las fuerzas armónicas f�k solo
cuando se tengan más frecuencias !j y así tener más valores de la sálida estacionaria.
A este último problema vamos a llamarle el problema de identi�cación simúltanea.
Al extender la clase de matrices recuperables A, es recomendable considerar

varios problemas (2.1) con la misma matriz A pero diferentes amplitudes F�(!) =P�
j=0 f

�
j !j de la fuerza armónica. Las amplitudes ~y�(!j) de la salida estacionaria,

se obtienen de las frecuencias !1; :::; !l para el conjunto de coe�cientes ff�0 ; :::; f�� g.
Sean �j; j = 1; :::; q; los valores propios de la matriz A. Supongamos que existen bj
bloques de Jordan de dimensión más que cero y aj bloques de Jordan de dimensión
igual a cero, asociados al valor propio correspondiente �j. Note que los vectores
propios correspondientes a un bloque de Jordan con dimensión cero, no tiene vectores
adjuntos. De�nimos a {A,como

{A := max f(bj + aj)g (2.4)

Obviamente {A � n. Denotemos como PA al polinomio mínimo de la matriz A y
degPA como su grado.

De�nición 1 La identi�cación simultánea de la matriz A y de los coe�cientes f�j ; 0 �
j � �; 1 � � � { (para { � {A) a través de las amplitudes que resultan en la salida
estacionaria ~y�(!j), para l diferentes frecuencias !j; j = 1; :::; l; l � degPA+(�+1),
se le conoce como el problema inverso para el sistema (2.1) con diferentes ampli-
tudes F�(!); � = 1; :::;{:

Hay muchas publicaciones sobre el problema de identi�cación de coe�cientes
[5],[6],[7],[8],[9],[10],[11], etc. Algunos de ellos se re�eren a la teoría del control, otras
usan procesos de transición de valores para la identi�cación.
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La teoría del control considera sistemas de la forma
dx

dt
= Ax+ Fu(t); (2.5)

y = Cx;

x(0) = x0 2 Rn;
aquí, A es una matriz constante (n� n); F es una matriz constante (n� {) y C es
una matriz constante (r � n); con r � n: A la función vectorial u(t) 2 R{, { � n;
se conoce como la función de control (la entrada) y a la función y(t) 2 Rr; r � n; es
llamada la salida. La función (matricial) de transferencia para el sistema (2.5) es

H(z) = C(zI � A)�1F: (2.6)

Evidentemente que las matrices CT�1; TAT�1 y TF tienen la misma función ma-
tricial de transferencia para cualquiera que sea T 2 GL(n;R): Por lo que la teoría
del control estudia a las clases de matrices C; A y F , que corresponden a una misma
función matricial de transferencia [6], [7].
Así pues, para la identi�cación única de las matrices a través de su función de

transferencia se necesita pedirles ciertas condiciones. Por ejemplo, en algunos libros
como [6] y [7] a�rman que las matrices C; A y F deberán satisfacer las condiciones
de observabilidad y controlabilidad (teorema de Kalman).
Si F (!) = F0+:::+F�!

� es una matriz (n�{), cuyas columnas de las matrices Fj�s
son los vectores f�j ; � = 1; :::;{: En este caso, el problema inverso bajo consideración
es equivalente al problema de identi�cación de las matrices A; Fj, j = 0; :::; �, a
través de los valores de la función matricial de transferencia [i!I � A]�1 F (!), en un
número �nitos de frecuencias !j (en el dominio de frecuencias). Estas matrices A y
Fj; j = 0; :::; �, pueden determinarse como una solución de un sistema algebraico.
Para garantizar la unicidad de la identi�cación, se introduce una condición de

resolución (2). Si F (!) = F0, entonces esta condición de resolución es precisamente
la condición de controlabilidad [6].
Suponga que la matriz A es �ja y que las matrices Fj; j = 0; :::; � se eligen

aleatoriamente. En este caso, se demostrará en el teorema (1) que, con probabilidad
igual a 1, las matrices Fj, j = 0; :::; � satisfacen la condición de resolución y por lo
tanto, bajo esta elección aleatoria de las Fj; j = 0; :::; � , el problema inverso siempre
tiene solución única con probabilidad de uno.
Hay muchas de�niciones del problema inverso para sistemas continuos [14],[15].

El método propuesto de identi�cación puede usarse para resolver algunos problemas
inversos, para sistemas continuos después de su discretización. Por ejemplo este méto-
do puede aplicarse para la identi�cación de elasticidad y coe�cientes de conducción
en problemas unidimensionales y bidimensionales.
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Algunos sistemas lineales dinámicos tienen matrices de particular estructura (por
ejemplo las matrices de Jacobi) que pueden identi�carse a partir de su vibración
espectral (con matrices original y modi�cada) [16],[17],[18]. De cualquier modo, este
método no puede aplicarse para matrices con estructuras complicadas.

2.2. Algoritmo para la Identi�cación

Primero se considera el problema inverso con solo una fuerza F (!) y se describe
el algoritmo para la identi�cación de los coe�cientes de la matriz A y del conjunto de
coe�cientes (vectoriales) fj; j = 0; :::; � del polinomio F (!); a partir de las amplitudes
de la salida estacionaria ~y(!k); k = 1; :::; (n+ � + 1) (evidentemente, (n+ � + 1) �
degPA + � + 1).
Como ~y(!) = (i!I�A)�1F (!); se obtiene, el siguiente sistema lineal con respecto

a los elementos de la matriz A y los coe�cientes vectoriales fj

A~y(!k) + F (!k) = i!k~y(!k); k = 1; :::; n+ � + 1; (2.7)

donde los valores ~y(!k) son conocidos.
Se denotan por ykm; m = 1; :::; n; k = 1; :::; (n+ � + 1); a las componentes de los

vectores ~y(!k) y sea kykmk la matriz con renglones ~y(!k): Entonces el sistema (2.7)
puede reducirse al sistema lineal con respecto a los renglones alm; l = 1; :::; n; de la
matriz A y las componentes fjm; m = 1; :::; n, del vector fj :

nX
m=1

ykmalm +
�X
j=0

!jkfjl = i!kykl; (2.8)

donde k = 1; :::; (n + � + 1): Sea el índice l �jo, y los índices k; j y m variables;
entonces el sistema (2.8) es sistema lineal con respecto a las (n+ �+1) desconocidas
al1;:::; aln; fol; :::; f�l; con la matriz:264 y11 � � � y1n 1 !1 � � � !�1

...
. . .

...
...

...
. . .

...
y(n+�+1)1 � � � y(n+�+1)n 1 !n+�+1 � � � !�n+�+1

375 : (2.9)

De esto se sigue que, se pueden determinar los coe�cientes de la matriz alj y los
vectores fj variando el índice l desde 1 hasta n en el sistema (2.8). Note que para
valores exactos de ~y(!j) el sistema (2.8)siempre tiene una solución (los coe�cientes
fj y la matriz original A). El problema básico es determinar las condiciones para
garantizar la unicidad de la solución.
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Durante las mediciones de las amplitudes ~y(!j) algunos errores se generan ex-
perimentalmente. Para reducir sus in�uencias, uno puede resolver el sistema (2.8)
(el cual es generalmente sobredeterminado) numéricamente por el método de míni-
mos cuadrados. Suponga que exactamente el sistema (2.8) tiene una solución única
para cada diferentes (degPA + � + 1) frecuencias. En este caso, el método de mín-
imos cuadrados [5] en (n + � + 1) o más frecuencias dan la misma solución única
para los valores exactos de (salida) estacionaria. Por lo tanto, el método de mínimos
cuadrados reduce la in�uencia de errores experimentales presentados en el uso de
información experimental (datos). Cuando los errores experimentales son su�ciente-
mente pequeños el método de mínimos cuadrados nos da la solución, como única.
Se observa que para una matriz arbitraria A es imposible, generalmente, obtener

la solución única del sistema (2.7) al restringir solo los coe�cientes fo; :::; f� : Por lo
tanto, es necesario considerar { sistemas (2.7) con diferentes amplitudes de entrada
F�(!); � = 1; :::;{; esto es,

A~y�(!k) + F�(!k) = i!k~y�(!k); (2.10)

donde k = 1; :::; (n + � + 1) y 1 � � � {: Este número { es tal que { � {A; donde
el número {A está de�nido en (2.4).
Sea Cn{(v+1) el espacio de coe�cientes f�j , j = 0; :::; v; � = 1; :::;{, y sea �{ 2

Cn{(v+1) el vector unitario que está de�nido como

�{ :=

�
f 10
	{

; :::;
f{0
	{
; :::;

f 1v
	{

; :::;
f{v
	{

�
; (2.11)

donde

	{ =

s
{P
�=1

vP
j=0

(f�j ; f
�
j ); donde f

�
j 2 Cn para j = 0; :::; v; � = 1; :::;{:

Evidentemente, �{ 2 S2n{(v+1)�1; donde S2n{(v+1)�1 es la esfera unitaria de dimen-
sión real 2n{(v + 1) � 1. De�nimos med como la medida uniforme sobre la esfera
S2n{(v+1)�1; esto es, si � es la medida de Lebesgue sobre los subconjuntos borelianos
de esta esfera, entonces med (A) := �(A)

�(S2n{(v+1)�1)
para cada A � S2n{(v+1)�1 bore-

liano.
El determinante del sistema (2.10), es una función analítica con respecto a aij;

fj; !k: Más aún, este determinante, es una función homogénea de primer orden
con respecto a los coe�cientes f�j ; j = 0; :::; �; � = 1; :::;{: Por lo tanto, para
determinar las condiciones tales que el determinante del sistema (2.10) no sea cero,
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es su�ciente considerar las componentes del vector unitario �{ en el espacio de
coe�cientes Cn{(�+1).
Al conjunto de vectores �{ 2 S2n{(�+1)�1 tales que el sistema (2.10) no tiene solu-

ción única se de�ne como Nr(A). Más adelante se demuestra que, el conjunto Nr(A)
no depende de la elección de las frecuencias (no resonantes) !1; :::; !n+�+1 y que
med(Nr(A)) = 0. Esto signi�ca que, el problema inverso tiene siempre una solución
única para casi todos los conjuntos de coe�cientes

�
f�j ; j = 0; :::; �;� = 1; :::;{;{ � {A

	
que elijamos aleatoriamente y para cualquier selección de frecuencias arbitrarias
!1; :::; !n+�+1:

2.3. Resultados Principales

Primero analizaré la resolución del sistema (2.8) en el caso cuando la matriz A,
del sistema (2.1), tiene n diferentes valores propios. Obviamente, en este caso {A = 1
y por ello, el problema inverso solo considera a los sistemas (2.7) y (2.8).

Lema 1 Suponga que n > 1; y que la matriz A (n � n) y su matriz complejo con-
jugada A� tienen n diferentes valores propios �j; j = 1; :::; n;y ��j; j = 1; :::; n;
respectivamente. Sean ej; e�j los vectores propios de las matrices A y A� respectiva-
mente, i.e. A�e�j = ��je

�
j ; Aej = �jej; j = 1; :::; �: Suponga que ej; e�i se eligen en tal

forma que (ej; e�i ) = �ji: Se de�nen en el espacio de coe�cientes Cn(�+1) los planos
�k de dimensión {2n(� + 1)� 1} que satisfacen la siguiente condición:

�k :

 
�X
j=0

(�i)jAjfj; e�k

!
= 0; k = 1; :::; n; esto es, (F (�iA); e�k) = 0 para 1 � k � n:

(2.12)
y de�nimos el conjunto ~Nr(A) como: ~Nr(A) := [nk=1�k:
I) Suponga que se tienen ~y(!j) = [i!jI � A]�1F (!j) en (n + � + 1) frecuencias

no resonantes !j; entonces:
1. El sistema (2.7) tiene única solución si y solamente si �1 =2 ~Nr(A)\S2n(�+1)�1.
2. El conjunto Nr(A) := ~Nr(A) \ S2n(�+1)�1 tiene medida cero.
3. El coe�ciente f� puede determinarse unívocamente de los sistemas (2.7) y (2.8);
4. El kernell del sistema

A1~y(!j) + F �(!j) = 0; j = 1; :::; (n+ � + 1) (2.13)

con respecto a A1; f �0 ; :::; f
�
� ; no depende de la elección de frecuencias no resonantes

!j.
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II) Para cualquier conjunto de valores ~y(!j); j = 1; :::; (n + � + 1); tal que si el
rango de la matriz (2.9) es (n + � + 1), se tiene que existe una matriz A única y
coe�cientes f �0 ; :::; f

�
� únicos, tales que

~y(!j) = [i!jI � A]�1F (!j) j = 1; :::; (n+ � + 1):

En este caso, la matriz A y los coe�cientes f �0 ; :::; f
�
� satisfacen la condición �

1 =2
Nr(A):
III) Si la dimensión n; es igual a 1, entonces:
1. La matriz A 2 C; y la fuerza armónica F (!) 2 Cn = C; y así los coe�cientes

f0; :::; f� del polinomio F (!) junto con la matriz A pueden determinarse de forma
única si y solo si, F (�iA) 6= 0 en las (n+ v+1) = (v+2) frecuencias no resonantes
!j: Es decir, la condición �1 =2 Nr(A) se reduce en el caso unidimensional a que
F (�iA) 6= 0:
2. En el caso cuando el rango de la matriz (2.9) sea igual a (� + 2) existe un

único número complejo A y existen únicos numeros complejos f �0 ; :::; f
�
� que son los

coe�cientes que de�nen a F (!); tales que:
(i! � A)F (!)j!=!j = yj y F (�iA) 6= 0; donde yj := ~y(!j):

Demostración. I) Es conocido el hecho [19] que, si la matriz A de tamaño n�n
tiene n diferentes valores propios �j; j = 1; :::; n; entonces la matriz A� también
tiene n diferentes valores propios ��j; j = 1; :::; n: Los vectores propios ej; j = 1; :::; n
(e�j ; j = 1; :::; n);de la matriz A (matriz A�) son linealmente independientes. Más
aún, ellos pueden elegirse de tal manera que (ej; e�j) = �ij:
Por lo tanto el vector ~y(!) = [i!I � A]�1F (!), se puede ver como

~y(!) =
nX
k=1

(F (!); e�k)ek
i! � �k

: (2.14)

La matriz A y la entrada F (!) =
P�

�=0 !
�f� satisfacen los sistemas lineales (2.7) y

(2.8) con los valores ~y(!k):
El determinante de la matriz (2.9) no es cero, si y solo si el sistema (2.8) tiene

solución única. Ahora, la tarea es investigar la unicidad de las soluciones para los
sistemas (2.7) y (2.8).
Suponga que el sistema (2.7) tiene dos soluciones diferentes, digamos la inicial

A; f�; � = 0; ::; � y alguna otra solución A1; f ��; � = 0; ::; �: Sustituyendo la ex-
presión (2.14) con la solución A; f�; � = 0; ::; � en el sistema (2.7) y sustituyendo
la expresión (2.14) con la otra solución A1; f ��; � = 0; ::; � en el sistema (2.7), nos
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dan dos expresiones diferentes. Sustrayendo de la primera expresión la segunda, se
obtiene

nX
k=1

(F (!j); e
�
k)
(A� A1)ek
i!j � �k

+ (F (!j)� F �(!j)) = 0; (2.15)

donde F �(!j) :=
P�

�=0 f
�
�!

�
j y j = 1; :::; (n+ � + 1):

Ahora, al tomar los siguientes polinomios

�(i!) :=

nY
j=1

(i! � �j) y �k(i!) :=
nY

j=1;j 6=k

(i! � �j); (2.16)

se tiene que al multiplicar la relación (2.15) por los polinomios �(i!j); j = 1; :::; (n+
� + 1); el polinomio

nX
k=1

�k(i!)(F (!); e
�
k)(A� A1)ek + (F (!)� F (!�))�(i!) = 0 (2.17)

de grado (n+ �) tiene (n+ �+1) diferentes raíces, !1; :::; !n+�+1: Por tanto, se sigue
que, el polinomio del lado izquierdo en (2.17) es el polinomio idénticamente cero.
Esto implica que, todos los coe�cientes del polinomio en (2.17) son iguales a cero.
Note que el coe�ciente de este polinomio en el término !n+� , es igual a la diferencia
(f� � f �� ), y así f� = f �� : Esto completa la prueba del punto I.3.
Ahora se considera la ecuación (2.17) en i! = �j, j = 1; :::; n: Ya que el polinomio

(2.16), es idénticamente cero, se obtiene 
�X
�=0

f�(�i�j)�; e�j

!
(A� A1)ej = 0; j = 1; :::; n: (2.18)

Obviamente, la ecuación del plano �k, puede escribirse en la forma�X�

j=0
(�i)jAjfj; e�k

�
=

�X�

j=0
(�i)jfj; (A�)je�k

�
(2.19)

=
�X�

j=0
fj(�i)j�jk; e�k

�
= 0:

Por lo tanto, si �1 =2 Nr(A) entonces los primeros n factores de las n ecuaciones en
(2.18) no son iguales a cero, y se obtiene

(A� A1)el = 0; l = 1; :::; n: (2.20)
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Como los vectores propios {e1; :::; en} de la matriz A forman una base de Rn: De
(2.20) se sigue que A = A1 cuando tenemos que �1 =2 Nr(A): Esto termina la prueba
de la parte I.1.
Se sigue de (2.18) que para �1 =2 Nr(A); la ecuación (2.17) se puede reducir a

(F (!)� F �(!))�(i!) = 0; ! 2 R1: (2.21)

La ecuación (2.21) implica que F (!) = F �(!); es decir, los coe�cientes f0; :::; f� ,
también pueden determinarse de manera única cuando �1 =2 Nr(A):
Para completar la prueba del punto I.2, es su�ciente en notar que el conjunto

~Nr(A) es unión de n planos, y como los planos tienen medida de Lebesgue cero en
el espacio de coe�cientes C2n(v+1), pero como Nr(A) := ~Nr(A) \ S2n(�+1)�1 entonces
se tiene que med (Nr(A)) = 0:
Ahora se investiga el núcleo del sistema (2.8). En seguida se probará que para

�1 2 Nr(A); la solución del sistema (2.8) no es única. Suponga que �1 2 Nr(A);
entonces �X�

�=0
f�(�i�k)�; e�j

�
= 0; para j = 1; :::; q; (2.22)�X�

�=0
f�(�i�k)�; e�k

�
6= 0; para k = (q + 1); :::; n:

De (2.22) se tiene que�X�

�=0
f�(!)

�; e�j

�
= (! + i�j)

�X��1

�=0
aj�!

�
�
; para j = 1; :::; q:

Aquí los números aj� no dependen de las frecuencias !1; :::; !n+�+1. Evidentemente
�j(i!)(!+ i�j) = �i�(i!): Así es que, la ecuación (2.17) (la cual equivale al sistema
(2.15)) es equivalente al siguiente sistema:

(�i)
Xq

j=1
aj�(A� A1)ej + (f� � f ��) = 0; (2.23)

(A� A1)ek = 0;

donde � = 0; :::; �; k = (q+1); :::; n: Este sistema determina la dimensión del núcleo (o
kernel) de (A�A1), (f��f ��) del sistema homogéneo, del problema (2.13). Evidente-
mente el kernel para este último sistema no depende de las frecuencias !1; :::; !n+�+1
que consideremos. Esto prueba la parte I.4.
II) Si el rango de la matriz (2.9) es igual a (n+ � +1), entonces existe una única

matriz A y coe�cientes vectoriales f0; :::; f� que satisfacen las ecuaciones (2.7) y (2.8).
Esto implica que ~y(!j) = [i!jI�A]�1F (!j): Por lo tanto, del punto I.1 de este lema,
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se tiene que el vector �1, correspondiente a los coe�cientes f0; :::; f� ; no pertenece a
Nr(A):
III) El caso unidimensional (esto es, n = 1) es un caso particular del punto I.
Ahora se considera el problema inverso para una matriz arbitraria A. En segui-

da recordaré algunos resultados de la teoría de matrices [19] e introduciré algunas
notaciones.
Sea A una matriz que tiene q diferentes valores propios �j; j = 1; :::; q; q � n;

y que existen �j bloques de Jordan Jkij de orden k
i
j, i = 1; :::; �j, asociados al valor

propio �j: Por de�nición, el orden del bloque de Jordan Jkij , es el número de vectores
adjuntos (este orden es uno menos a la dimensión de la matriz de Jordan de este
bloque). Sin pérdida de generalidad puede asumirse que �1 � ::: � �j�1 � �j, y que
para un índice �jo j, los bloques se ordenan de manera que k1j � k2j � ::: � k

�j
j ;

j = 1; :::; q: Note que el número más grande de bloques de Jordan corresponde al
valor propio �1 (es decir, �1 := m�ax1�j�qf�jg):
Por lo que se obtiene

degPA =

qX
j=1

k1j + q:

Sea #j = fe�j : � = 1; :::; aj; j �jog el conjunto de los vectores propios de la ma-
triz A asociados al valor propio �j, tal que ellos no tengan vectores adjuntos. Por
construcción, el último bloque J

k
�j
j
asociado al valor propio �j, le corresponden los

vectores propios e�j ; � = 1; :::; aj, y por de�nición k
�j
j = 0 si #j 6= ?: Note que kij > 0

para i < �j y k
�j
j � 0: Se denota por C(#j) al espacio generado por los vectores e�j ;

� = 1; :::; aj: Evidentemente, C(#j) es un subespacio invariante de la matriz A: Si
#j = ?; entonces k

�j
j > 0:

Abajo, se de�nen los subespacios invariantes correspondientes a los bloques de
Jordan de orden kij > 0: Si k

i
j > 0; entonces existe un vector propio designado como

e
kij+1

ij (es decir, Ae
kij+1

ij = �je
kij+1

ij ), y existen vectores adjuntos elij; l = 1; :::; kij (es
decir, (A� �jI)e

l
ij = e

l+1
ij ) tal que

(A� �jI)
kij+1e1ij = 0; (2.24)

(A� �jI)
le1ij = el+1ij ;

con l = 1; :::; kij:
Se denota porC(i; j) al espacio lineal generado por los vectores felij : l = 1; :::; kij+

1g: Obviamente, C(i; j) es el subespacio invariante de la matriz A; y sobre el espacio
C(i; j) la matriz (A � �jI) es la matriz bloque de Jordan Jkij de orden k

i
j > 0: Si
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k
�j
j = 0; entonces por de�nición J

k
�j
j
es la matriz cero en el espacio C(#j). De (2.24)

se tiene que
el+1ij = J lkij

e1ij; l = 1; :::; k
i
j; para k

i
j > 0: (2.25)

Por (�; �) se denota al nuevo producto escalar en Cn tal que el producto escalar de
los vectores propios y los vectores adjuntos de la matriz A, sean ortonormales con
respecto a este producto escalar. Si #j 6= ?, entonces el teorema de Jordan [19]
implica que

Cn = �qj=1 �
�j�1
i=1 C(i; j)� C(#j); (2.26)

y si #j = ? para todo j, entonces el teorema de Jordan implica que

Cn = �qj=1 �
�j
i=1 C(i; j):

Ahora se denota por Ikij la matriz idéntidad sobre C(i; j): Se sigue del teorema
de Jordan, que la matriz A relativa a la base de sus vectores propios y sus vectores
adjuntos tiene la forma

SAS�1 =

266666666664

Ik11�1 + J
k11

0 � � � � � � 0

0
. . . 0

...
...

... 0 Ik�11 �1 + J
k
�1
1

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

... 0
0 0 0 � � � Ik�qq �q + J

k
�q
q

377777777775
(2.27)

Aquí S�1 manda los nuevos básicos a la base inicial.
Sea P ij la proyección ortogonal sobre el subespacio C(i; j): Si #j 6= ?; entonces

C(j) está de�nido como una suma directa

C(j) = C1(j)� C(#j)

donde C1(j) es el espacio generado por los vectores fe1ij : 1 � i � �j � 1; el índice
j es �jog; y si #j = ?; entonces por de�nición, C(j) es un espacio generado por los
vectores fe1ij : 1 � i � �j; el índice j es �jog: Evidentemente, la dimensión de C(j)
es (aj + bj):
Ahora, se considera al conjunto de amplitudes F�(!) =

P�
j=0 f

�
j !

j; donde � =
1; :::;{; { � {A; f�j 2 Cn; de�nimos L{ como el espacio lineal generado por los
vectores SF�(�iA) = S

P�
j=0(�i)jAjf�j ; para � = 1; :::;{: Se denota por �j la

proyección ortogonal de Cn sobre C(j):
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De�nición 2 El conjunto de coe�cientes vectoriales ff�j : � = 1; :::;{; j = 0; :::; �g
y la matriz A, satisface la condición de resolución, si

�jL{ = C(j); para j = 1; :::; q: (2.28)

En [6] fue demostrado que, la condición de resolución es equivalente a la condición

rank[F (�iA) ... AF (�iA) ... � � � ... An�1F (�iA)] = n: (2.29)

Aquí las columnas de la matriz F (�iA) son los vectores
P�

j=0(�i)jAjf�j : Eviden-
temente que la condición (2.29) es invariante con respecto a las transformaciones
T�1AT; T�1F (!) para todo T 2 GL(n;C):
Enseguida se da otra de�nición de la condición de resolución. Sea fe� : � =

1; :::; (aj + bj)g una base de C(j) y de�namos la matriz Dj como

Dj =
(F�(�i�j); S�e�) ; (2.30)

donde � = 1; :::;{; � = 1; :::; (aj + bj): Por lo tanto, la condición de resolución es
equivalente a las condiciones

rank Dj = aj + bj; j = 1; :::; q: (2.31)

Para probar esto, basta probar que los vectores fS�e� : � = 1; :::; (aj + bj)g son
los vectores propios de la matriz A�:
Abajo se usa el vector unitario �{ que está de�nido en (2.11), y Nr(A) denota al

conjunto de vectores �{ cuyas componentes no satisfacen la condición de resolución.
Ahora estamos preparados para probar el siguiente teorema principal.

Teorema 1 I) Suponga que para alguna matriz A (que satisface (2.27)) y para los
coe�cientes f�� ; se tiene que los valores ~y�(!j); en (degPA+�+1) o más frecuencias
no resonantes !j, están dados por

~y�(!j) := (i!jI � A)�1F�(!j); (2.32)

donde � = 1; :::;{; { � {A; � = 0; :::; �: Si la dimensión n � 2; entonces:
1. El sistema (2.10) tiene solución única A, f�� si y solo si el vector �

{ =2 Nr(A);
2. El conjunto Nr(A) es un cerrado y med(Nr(A)) = 0;
3. El núcleo del sistema (2.10) no depende de la elección de frecuencias no reso-

nantes !j:
II) Si para algún conjunto de valores f~y�(!j) : j = 1; :::; d; d � (degPA+�+1)g,

la matriz A y los coe�cientes f�k ; k = 0; :::; �; � = 1; :::;{ satisfacen la ecuación
(2.10) y esta solución es única, entonces la matriz A y los coe�cientes f�k satisfacen
la condición de resolución.
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Demostración. I) La matriz A satisface (2.27), por lo tanto la matriz 1
i!I�A

puede expresarse como matriz diagonal por bloques

1

i!I � A
= S�1

264a11 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � aq�q

375S;
donde

alr =
1

(i! � �r)I � Jklr
; para r = 1; :::; q; l = 1; :::; �r:

Ya que Js
klr
= 0 para s > klr; se obtiene la siguiente representación por series de

matrices alr con respecto a Jklr=(i! � �r) :

1

(i! � �r)I � Jklr
=

1

(i! � �r)

 
I +

Jklr
(i! � �r)

+ :::+
Jklr

klr

(i! � �r)k
l
r

!
;

para r = 1; :::; q; l = 1; :::; �r. También, como los vectores ~y�(!k) satisfacen (2.3), se
obtiene:

~y�(!k) =

qX
r=1

�rX
l=1

 
S�1P lrSF

�(!k)

i!k � �r
+ :::+

S�1Jklr

klr
(P lrSF

�(!k))

(i!k � �r)
klr+1

!
; (2.33)

para � = 1; :::;{: El sistema (2.10) es equivalente a la unión de los sistemas (2.7) en
F (!) = F �(!); � = 1; :::;{: Nótese que, el sistema (2.10) siempre tiene una solución:
La matriz inicial A y el conjunto de vectores iniciales f�� : Ahora, substituyendo la
expresion (2.33) para ~y�(!k) y suponiendo que A1 y f ��� es alguna otra solución
del sistema (2.10). Substrayendo la expresión (2.10) con los valores iniciales A y
coe�cientes f�� de (2.10) con la otra solución A1; f

��
� ; se obtiene

Xq

r=1

X�r

l=1

0@(A� A1)S
�1P lrSF

�(!k)

i!k � �r
+ ::::+

(A� A1)S
�1J

klr�1
klr

P lrSF
�(!k)

i!k � �r

1A+
(2.34)

+(F �(!k)� F ��(!k)) = 0;

para � = 1; :::;{; { � {A; y k = 1; :::; (degPA + � + 1): La ecuación (2.34) puede
reducirse a polinomios que se hacen cero, en los puntos !k; k = 1; :::; (degPA+�+1):
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Con este objetivo en mente se de�nen los siguientes polinomios

�(i!) : =
Yq

j=1
(i! � �j)

k1r+1; (2.35)

�r;�(i!) : = (i! � �r)
��+k1r

Yq

j=1;j 6=r
(i! � �j)

k1r+1;

donde r = 1; :::; q; � = 0; :::; k1r : Evidentemente, los polinomios �r;�(i!) son lineal-
mente independientes.
Multiplicando la ecuación (2.34) por �(i!k) k = 1; :::; (degPA+�+1); se obtieneXq

r=1

X�r

j=1
(
Xkrj

�=0
(A� A1)S

�1J�krj (P
j
r SF

�(!))�r;�(i!))+ (2.36)

�(i!)
X�

�=0
(f�� � f ��� )!

� � 0; para � = 1; :::;{;{ � {A:

Del lado izquierdo de esta ecuación (2.36), se sigue que, el polinomio de orden
(degPA + �) es igual a cero en (degPA + � + 1) diferentes puntos !j. Esto im-
plica que el polinomio del lado izquierdo de (2.36) es idénticamente igual a cero.
Evidentemente, la ecuación (2.36) es equivalente a la ecuación (2.34).
Ahora se considera la ecuación (2.36) en i! = �1: Ya que kij son ordenados de tal

forma que k1j � k2j � ::: � k
�j
j ; se tiene

(A� A1)

(
�1X
i=1

S�1J
k11
ki1
P i1SF

�(�i�1)
)
= 0; para � = 1; :::;{: (2.37)

De (2.37), se sigue que (i!��1) divide a (2.36). Dividiendo (2.36) por (�1� i!) para
i! = �1; se tiene

(A� A1)

(
�1X
i=1

S�1J
k11�1
ki1

P i1SF
�(�i�1)

)
= 0; para � = 1; :::;{ (2.38)

De (2.38), se sigue que (�1 � i!)2 divide a (2.36), etcétera. Por inducción sobre los
índices i; j se obtienen

(A� A1)

(
�jX
i=1

S�1J
k1j��
kij

P ijSF
�(�i�j)

)
= 0; (2.39)

donde � = 0; :::; k1j ; � = 1; :::;{; j = 1; :::; q; y por de�nición J0kij = Ikij :
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Ahora, de (2.39) se sigue que, la matriz (A� A1) es igual a la matriz cero sobre
el espacio lineal generado por los vectoresX�j

i=1
S�1J

k1j��
kij

P ijSF
�(�i�j); (2.40)

para � = 0; :::; k1j ; � = 1; :::;{; j = 1; :::; q: Evidentemente, los vectores (2.40) pueden
expresarse como

(A� �j)
k1j��

�jX
i=1

P ijSF
�(�i�j): (2.41)

Se denota por L(A;F ) al espacio lineal generado por los vectores (2.40). Si
L(A;F ) 6= Cn; entonces sea L?(A;F ) el complemento ortogonal no trivial en Cn:
Evidentemente, en este caso, la ecuación (2.36) tiene una solución no trivial

f�� = f ��� ; (A� A1)jL(A;F ) = 0 y arbitraria (A� A1)jL?(A;F ): (2.42)

Por lo tanto, si probamos que para �{ 2 Nr(A) el conjunto L?(A;F ) es no vacío,
entonces la ecación (2.36) tendrá un kernel no vacío. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que � 2 Nr(A) y �1L{ 6= �1Cn: Recalcando que las de�niciones
de proyecciones �1; P ij implican que

�1(
X�1

i=1
P i1) = (

X�1

i=1
P i1)�

1 = �1; (2.43)

�1(
X�1

i=1
P ij ) = (

X�1

i=1
P ij )�

1 = 0; para j 6= 1:

Por la de�nición de matrices Jkij se tiene que

(Jmkij
P ijCn) ? (�1Cn); para m > 0: (2.44)

La condición �1L{ 6= �1Cn implica que, existe un vector ortogonal e 2 �1Cn ortogo-
nal a �1L{: El vector e 2 Cj, por eso e =

P(aj+bj)
�=1 e�c�: Como los vectores S�e� son

los vectores propios de la matriz A� correspondiente al valor propio ��j; se obtiene

0 = (�1SF�(�iA); e) =
a1+b1X
�=1

�c�(SF
�(�iA); S�e�)

=

a1+b1X
�=1

�c�(SF
�(�i�j); e�) = (SF�(�i�j); e):
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Por lo tanto, la ecuación (2.30) implica que el vector e es ortogonal al espacio
generado de los vectores f�1SF �(�i�1)j� = 1; :::;{g: Las relaciones (2.43) y (2.44)
implican que el vector S�e es ortogonal a L(A;F ): Esto signi�ca que L?(A;F ) 6= ?
y obtenemos que la ecuación (2.36) tiene una solución no trivial (2.42).
Ahora, suponga que la condición de resolución es cierta (esto es,�{ =2 Nr(A)).

En seguida, probaremos que el espacio generado por los vectores (2.40) es igual a
S�1(��ji=1C(i; j)) para el índice �jo j:
Suponga que kvjj = 0; entonces es fácil ver que los vectores propios e

�
j ; � = 1; :::; aj

(de�nido arriba), pueden generarse como una combinación lineal de los vectores
P
vj
j SF

�(�i�j) con � = 1; :::;{:
Ahora, suponga que kvjj > 0: Se sigue de la condición de resolución que existen

coe�cientes y�;i tal que para algunos coe�cientes z�;i se tiene que

e1i;j +

vjX
i=1

kijX
�=1

z�;iJ
�
kij
e1i;j =

vjX
i=1

P ij

{X
�=1

y�;iSF
�(�i�j): (2.45)

Usando (2.45) y (2.41), se obtiene que el espacio generado por los vectores (2.39)
contiene a los vectores de la forma

S�1Jmkij
e1i;j + S�1

vjX
l=1

kijX
�=1

z�;lJ
�+m
kij

e1i;j; donde m = 0; 1; :::; kij; i = 1; :::; vj: (2.46)

A�rmamos que el vector de la forma

S�1e1i;j + S�1
vjX
l=1

kijX
�=1

z�;lJ
+�

kij
e1i;j; donde  = 1; :::; k

i
j; i = 1; :::; vj; (2.47)

se puede obtener como una combinación lineal de los vectores (2.46). En efecto, para
 = 1 se sigue directamente de (2.46) para m = 0; 1: Para  > 1 puede probarse por
inducción.
Como J�

kij
= 0 para � > kij; se obtiene que el espacio, generado por los vectores

(2.40) contiene a los vectores e1i;j, obteniendo así que, la aplicación de las matrices
(A� �jI)m; m = 0; 1; :::; kij; a vectores (2.40) generan a todos los espacios

S�1(�vji=1C(i; j)); con j = 1; :::; q:

Por lo tanto, la ecuación (2.39) implica que la matriz (A � A1) es igual a la matriz
cero en el espacio total Cn. Por ello, A = A1 si �{ =2 Nr(A):
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Se sigue de (2.36) que,
Pv

�=0(f
�
� � f ��� )!

� � 0 para � = 1; :::;{; { � {A: Por lo
tanto, f�� = f ��� si �{ =2 Nr(A): Esto completa la prueba del punto I.1.
El punto I.2 no lo probare aquí, puede ver la referencia [20] para su demostración.
Ahora, considere el punto I.3. El kernel del sistema (2.10) es una base para el

conjunto de soluciones de (2.36) (matrices A1 y coe�cientes f�k ). Pero esta ecuación
no depende de la elección de frecuencias no-resonantes !1; :::; !l; l � (degPA+v+1).
Por tanto el kernell no depende de la elección de las frecuencias !j�s:
II) Si el sistema (2.10) tiene solución única, entonces por el punto I.1 de este

teorema se obtiene que la matriz A; y los coe�cientes f�k satisfacen la condición de
resolución.

2.4. Sistemas de Segundo Orden

Considere el siguiente sistema de segundo orden

M
d2y

dt2
+ C

dy

dt
+Ky = F (!)ei!t; (2.48)

donde y 2 Cn; F (!) =
Pv

�=0 f�!
�; f� 2 Cn; y M; C y K son matrices n � n tales

que K�1 y M�1 existan.
Es posible reducir (2.48) a un sistema de primer orden:�

dy
dt
=M�1z;

dz
dt
= �CM�1z �Ky + F (!)ei!t

; A =

�
0 M�1

�K �CM�1

�
: (2.49)

Obviamente, si los { vectores

~F�(�iA) :=
vX
j=1

(�iA)j ~f�j ; (2.50)

satisfacen la condición de resolución del lema (1), donde ~fj = (0; f�j )
� ; � = 1; :::;{;

j = 1; :::; q; aquí estos f�� provienen del polinomio original F
�(!) =

Pv
�=0 f

�
�!

�,
entonces el lema (1) es válido para el sistema (2.49) en (2n+ v + 1) frecuencias !j:
En este caso, se tiene una restricción natural sobre los coe�cientes vectoriales

~f�j : A saber, sus primeras n componentes son iguales a cero; y en lugar de la es-
fera S4n{(v+1)�1 es necesario considerar la condición de resolución sobre la esfera
S2n{(v+1)�1:
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Aquí, se considera el caso cuando la matriz A tiene 2n valores propios �1; :::; �2n
diferentes. Por lo tanto, se puede aplicar el lema (1). Sea ~Nr(A) el conjunto de�nido
como la unión de los 2n planos �k; es decir

�k =

 
vX
j=0

~fj(�i�k)j; e�k

!
; ~Nr(A) = [k=2nk=1 �k: (2.51)

Aquí Ae�k = �ke
�
k: Ahora considere el vector � de�nido como

� =

�
f0
	
; :::;

fv
	

�
; 	2 =

vX
j=1

(fj; fj); (2.52)

sobre la esfera unitaria real S2n(v+1)�1 de dimensión 2n(v + 1) � 1 en el espacio de
coe�cientes f0; :::; fv: Por de�nición, pongamos Nr(A) = ~Nr(A)\S2n(v+1)�1: Eviden-
temente, med(Nr(A)) = 0 y el conjunto Nr(A) es cerrado [20]. Note que, si de�nimos
el conjunto Nr(A) como Nr(A) := ~Nr(A) \ S2n(v+1)�1, entonces podemos aplicar el
lema (1) a (2.49). Esto se prueba directo.



Capítulo 3

Funciones Características

Una solución simple para una amplia gama de problemas de la teoría de
probabilidad, especialmente aquellos asociados con la suma de variables aleatorias
independientes, se obtiene por medio de funciones características. Dicha teoría, la cual
fue desarrollada en análisis, es conocida por el nombre de transformaciones de Fourier.
En este capítulo se dan algunas propiedades básicas de funciones características.

3.1. De�nición y Propiedades de las Funciones
Características

La función característica de una variable aleatoria � es de�nida como la esperanza
de la variable aleatoria eit��: Si F (x) es la función de distribución de la variable �; la
función característica es

f(t) =

Z
eitxdF (x) (3.1)

Acordemos ahora en adelante, para denotar a la función y la correspondiente
función de distribución por las mismas letras, el caso de minúscula para el primero
y el caso de mayúscula para el último.
Del hecho que jeitxj = 1 8 t 2 R; se sigue la existencia de la integral (3.1) para

todas las funciones de distribución: por lo tanto, una función característica puede
verse como una variable aleatoria.

Teorema 2 Una función característica es uniformemente continua sobre toda la
línea y satisface las siguientes relaciones:

f(0) = 1; jf(t)j � 1 (�1 < t <1) (3.2)

22
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Demostración. La relación (3.2) se sigue de la de�nición de una función carac-
terística. Por (3.1)

f(0) =

Z
1 � dF (x) = 1 y

jf(t)j =
����Z eitxdF (x)

���� � Z ��eitx�� dF (x) = Z dF (x) = 1:

Resta probar la continuidad uniforme de la función f(t): Para este propósito, se
considera la diferencia

f(t+ h)� f(t) =

Z
eitx(eixh � 1)dF (x)

y ahora se estima su valor absoluto. Se tiene

jf(t+ h)� f(t)j �
Z ��eixh � 1�� dF (x)

Sea " > 0 arbitrario; eligiendo a A su�cientemente grande tal queZ
jxj>A

dF (x) < "=4

y seleccionamos h tan pequeño para que si,jxj < A��eixh � 1�� < "=2

Entonces

jf(t+ h)� f(t)j �
Z A

�A

��eixh � 1�� dF (x) + 2 Z
jxj�A

dF (x) � "

Esta desigualdad prueba el teorema.

Teorema 3 Si � = a� + b; donde a y b son constantes, entonces

f�(t) = f�(at)e
ibt

donde f�(t) y f�(t) denotan las funciones características de las variables � y �;
respectivamente.
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Demostración. En efecto,

f�(t) =Meit� =Meit(a�+b) = eibtMei(ta)� = eibtf�(at)

Teorema 4 La función característica de la suma de dos variables aleatorias inde-
pendientes es igual al producto de sus funciones características.

Demostración. Sean � y � variables aleatorias independientes y sea � = �+�:
Entonces, claramente, eit� y eit� son también variables aleatorias con respecto a � y
�: De esto se sigue inmediatamente que

Meit� =Meit(�+�) =Meit�eit� =Meit� �Meit�

Esto prueba el teorema.

Corollary 5 Si � = �1 + �2 + ::: + �n y cada término es independiente de la suma
de sus predecesores, entonces la función característica de la variable � es igual al
producto de sus funciones características que conforman la suma.

La aplicación de funciones características hace muchas referencias a la propiedad
formulada en el teorema (4). Como sabemos, la suma de las variables aleatorias
independientes conduce a una operación sumamente complicada, la convolución de
la función de distribución de cada uno de los sumandos. Con referencia a las fun-
ciones características, esta operación compleja es reemplazada por una más simple,
la multiplicación de las funciones características.

Teorema 6 Si una variable aleatoria � tiene un momento absoluto de orden n-ésimo,
entonces la función característica de la variable � es diferenciable n veces y cuando
k � n

f (k)(0) = ikM�k: (3.3)

Demostración. En efecto por diferenciación formal de la función característica
k veces (k � n) se tiene la ecuación

f (k)(t) = ik
Z
xkeitxdF (x) (3.4)

Pero ����Z xkeitxdF (x)

���� � Z ��xk�� dF (x)
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y, consecuentemente, por hipótesis del teorema, esto es acotado. Se sigue de lo último
que, (3.4) existe y la diferenciación es legítima. Al tomar t = 0 en (3.4) se encuentra
que

f (k)(0) = ik
Z
xkdF (x):

La esperanza y la varianza son simplemente expresadas por medio de sus derivadas
del logaritmo de la función característica. En efecto, defínase

 (t) = log f(t)

Entonces

 0(t) =
f 0(t)

f(t)
y

 00(t) =
f 00(t) � f(t)� [f 0(t)]2

f 2(t)

Tomando la información de la ecuación (3.3) y que f(0) = 1; se encuentra que

 0(0) = f 0(0) = iM�

y
 00(0) = f 00(0)� [f 0(0)]2 = i2M�2 � [iM�]2 = �D�

De donde

M� =
1

i
 0(0) (3.5)

D� = � 00(0):

La k-ésima derivada del logaritmo de la función característica en el punto 0, multipli-
cado por ik, es llamado acumulado (semi-invariante) del k-ésimo orden de la variable
aleatoria. Se sigue directamente del teorema (4), se agregan variables aleatorias sus
acumulados también se agregan. Hemos visto justamente que los primeros dos acu-
mulados son la esperanza y la varianza, esto es, el primer momento y una función
racional de los momentos, 1o y 2o orden. Esto se puede fácilmente, por medio de
de operaciones, así el acumulado de cualquier orden k es enteramente una función
racional de los primeros k momentos. A manera de ilustración, damos las expresiones
explícitas de los acumulados 3o y 4o orden:

i 000(0) = �fM�3 � 3M�2 �M� + 2[M�]3g
i iv(0) = M�4 � 4M�3 �M� � 3[M�2]2 + 12M�2[M�]2 � 6[M�]4:
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Consideremos unos cuantos ejemplos de funciones características.

Ejemplo 1 Una variable aleatoria � tiene una distribución con ley normal de media
� y varianza �2: Entonces la función característica de la variable � es

'(t) =
1

�
p
2�

Z
eitx�

(x�a)2

2�2 dx:

Por la sustitución z = x�a
�
� it�; '(t) se reduce a la forma

'(t) = eiat�
�2t2

2
1p
2�

Z +1�it�

�1+it�
e�

z2

2 dz:

Esto es conocido que 8� 2 R se cumpleZ +1�it�

�1+it�
e�

z2

2 dz =
p
2�:

Por lo tanto, '(t) = eiat�
�2t2

2 :
Usando el teorema (6) pueden calcularse fácilmente los momentos centrales para

la distribución normal y en esta forma alternativa obtener, el resultado muy conocido

�k = mk =

r
2

�
�k2

k�1
2 �(

k + 1

2
) =

r
2

�
2
k�1
2 (

k � 1
2
)!�k

Ejemplo 2 Encontrar la función característica de una variable aleatoria � que tiene
distribución de Poisson.

Por hipótesis la variable toma solo valores enteros, y

Pf� = kg = �ke��

k!
(k = 0; 1; 2; : : :)

donde � > 0 es una constante.
La función característica de la variable � es

f(t) =Meit� =

1X
k=0

eiktPf� = kg =
1X
k=0

eikt
�ke��

k!

= e��
1X
k=0

(eit�)k

k!
= e��+e

it�:
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De acuerdo a (3.5), se encuentra que
M� = 1

i
 0(0) = �; D� = � 00(0) = �:

La primera de estas ecuaciones se obtiene fácilmente de la de�nición de esperanza
y la otra análogamente.

Ejemplo 3 Una variable aleatoria � tiene una distribución uniforme sobre el inter-
valo (�a; a). La función característica es igual a:

f(t) =

Z a

�a
eitx

dx

2a
=
sin at

at
:

Ejemplo 4 Encontrar la función característica de la variable �, la cual es igual al
número de ocurrencias de un evento A en n ensayos independientes, en cada uno la
probabilidad de que A ocurra es p.

La variable � puede representarse en la forma de una suma

� = �1 + �2 + :::+ �n

de n variables independientes, cada una de las cuales toma solo uno de los dos
valores,0 y 1;con probabilidad q = 1 � p y p; respectivamente. La variable �k toma
el valor 1 si el evento A ocurre en el k-ésimo ensayo y toma el valor 0 si el evento A
no ocurre en el k-ésimo ensayo.
La función característica de �k es igual a

fk(t) =Meit�k = eit�0q + eit�1p = q + peit:

De acuerdo al teorema (4), la función característica de la variable � es

f(t) =
nY
k=1

fk(t) = (q + peit)n:

Se encuentra también la función característica de la variable � = ��npp
npq
:

Por el teorema (3), esto es

f�(t) = e�it
p

np
q f(

t
p
npq

) = e�it
p

np
q (q + pe

i tp
npq )n

= (qe�it
p

p
nq + peit

p
q
np )n:

Ejemplo 5 La función característica para una variable aleatoria satisface la ecuación

f(�t) = f(t):

En efecto,

f(�t) =
Z
e�itxdF (x) =

Z
eitxdF (x) = f(t):



Funciones Características 28

3.2. La Fórmula de Inversión y el Teorema de Uni-
cidad

Hemos visto que de la función de distribución de una variable aleatoria �; esto
es, F (x); siempre es necesaria para encontrar su función característica. También es
importante que la proposición recíproca se cumpla; en otras palabras, una función
de distribución es determinada de manera única por su función característica.

Teorema 7 Sean f(t) y F (x) la función característica y la función de distribución,
respectivamente, de una variable aleatoria �. Si x1 y x2 son puntos de continuidad
de la función F (x); entonces

F (x2)� F (x1) =
1

2�
l��m
c!1

Z c

�c

eitx1 � eitx2

it
f(t)dt (3.6)

Demostración. De la de�nición de una función característica se sigue que la
integral

Jc =
1

2�

Z c

�c

eitx1 � eitx2

it
f(t)dt es igual a

Jc =
1

2�

Z c

�c

Z
1

it
[eit(z�x1) � eit(z�x2)]dF (z)dt

El orden de integración puede cambiarse en esta última integral, ya que la integral
converge absolutamente con respecto a z; y los límites de integración son �nitos con
respecto a t: Por lo tanto,

Jc =
1

2�

Z
[

Z c

�c

eit(z�x1) � eit(z�x2)

it
dt]dF (z)

=
1

2�

Z
[

Z c

0

eit(z�x1) � e�it(z�x1) � eit(z�x2) � e�it(z�x2)

it
dt]dF (z)

=
1

�

Z 1

�1

Z c

0

[
sin t(z � x1)

t
� sin t(z � x2)

t
]dtdF (z)

Del análisis es conocido el hecho, que cuando c!1

1

�

Z c

0

sin�t

t
dt! f1=2 si �>0�1=2 si �<0 (3.7)
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y esta convergencia es uniforme con respecto a � en cada región � > � > 0 (o
� < ��) y cuando j�j < �;8c; ���� 1�

Z c

0

sin�t

t
dt

���� < 1: (3.8)

Suponga que x2 > x1 y represente la integral Jc como sigue:

Jc =

Z x1��

�1
+

Z x1+�

x1��
+

Z x2��

x1+�

+

Z x2+�

x2��
+

Z +1

x2+�

 (c; z;x1; x2)dF (z)

Donde por brevedad se usa la notación

 (c; z;x1; x2) =
1

�

Z c

0

[
sin t(z � x1)

t
� sin t(z � x2)

t
]dt

y � > 0 es escogido tal que x1 + � < x2 � �:
Las desigualdades z � x1 < �� y z � x2 < �� se tienen en la región �1 < z <

x1 � �:
Por lo tanto, concluimos en base a (3.7), que cuando c!1Z x1��

�1
 (c; z;x1; x2)dF (z)! 0:

Similarmente, cuando x2 + � < z <1 y cuando c!1;Z +1

x2+�

 (c; z;x1; x2)dF (z)! 0:

Además, ya que en la región x1 + � < z < x2 � � las desigualdades z � x1 > � y
z � x2 < �� son válidas, se sigue de (3.7) que cuando c! +1;Z x2��

x1+�

 (c; z;x1; x2)dF (z)!
Z x2��

x1+�

dF (z) = F (x2 � �)� F (x1 + �):

Finalmente por (3.8) se pueden estimar las restantes integrales����Z x1+�

x1��
 (c; z;x1; x2)dF (z)

���� < 2Z x1+�

x1��
dF (z) = 2[F (x1 + �)� F (x1 � �)]

����Z x2+�

x2��
 (c; z;x1; x2)dF (z)

���� < 2Z x2+�

x2��
dF (z) = 2[F (x2 + �)� F (x2 � �)]



Funciones Características 30

Por tanto, se encuentra que 8� > 0
l��m supc!1 Jc = F (x2 � �)� F (x1 + �) +R1(�; x1; x2);
l��m infc!1 Jc = F (x2 � �)� F (x1 + �) +R2(�; x1; x2);
donde

jRi(�; x1; x2)j < 2fF (x1 + �)� F (x1 � �) + F (x2 + �)� F (x2 � �)g
(i = 1; 2):

Ahora sea � ! 0. Del hecho que x1 y x2 son puntos de continuidad de la función
F (x) se sigue que

l��m
�!0

F (x1 + �) = l��m
�!0

F (x1 � �) = F (x1)

y
l��m
�!0

F (x2 + �) = l��m
�!0

F (x2 � �) = F (x2):

Y como Jc no depende de �; se sigue que l��mc!1 Jc = F (x2)� F (x1):
La ecuación (3.6) es llamada la fórmula de inversión. Usaremos esto para derivar

la siguiente proposición importante (el teorema de unicidad).

Teorema 8 Una función de distribución está únicamente determinada por su fun-
ción característica.

Demostración. En efecto, se sigue directamente del teorema (7), que la fórmula
se tiene en cada punto de continuidad de la función F (x) :

F (x) =
1

2�
l��m
y!�1

l��m
c!+1

Z +c

�c

e�ity � e�itx

it
f(t)dt

donde el límite en y se evalúa con respecto a cualquier conjunto de puntos y que son
puntos de continuidad de la función F (x):
Como una aplicación del último teorema pueden probarse sin di�cultad, las sigu-

ientes proposiciones.

Ejemplo 6 Si las variables aleatorios independientes �1 y �2 son normalmente dis-
tribuidas, entonces su suma � = �1 + �2 tiene también distribución normal.

En efecto, sí
M�1 = a1;D�1 = �21;M�2 = a2;D�2 = �22;

entonces las funciones características de las variables �1 y �2 son

f1(t) = eia1t�
1
2
�21t

2

; f2(t) = eia2t�
1
2
�22t

2

;
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Por el teorema (4), la función característica f(t) de la suma es igual a

f(t) = f1(t) � f2(t) = ei(a1+a2)t�
1
2
(�21+�

2
2)t

2

Esta es la función característica de una ley normal con esperanza a = a1 + a2 y
varianza �2 = �21 + �22 sobre la base del teorema de unicidad, concluimos que la
función de distribución de la variable � es normal.
La proposición recíproca debida a H. Cramer, puede establecerse como sigue en

términos de funciones características: sí f1(t) y f2(t) son funciones características y

f1(t) � f2(t) = e�t
2=2

entonces
f1(t) = eiat��

2 t2

2 ; f2(t) = e�iat�
(1��2)t2

2 (0 � � � 1)

Ejemplo 7 Si las variables aleatorias independientes �1 y �2 tienen distribución de
acuerdo a la ley de Poisson, y

Pf�1 = kg = �k1e
��1

k!
; Pf�2 = kg = �k2e

��2

k!

Entonces la variable aleatoria � = �1+�2 tiene distribución de Poisson con parámetro
� = �1 + �2:

En efecto, en el ejemplo (2) de la sección precedente se encuentra que, las funciones
características de las variables aleatorias �1 y �2 son

f1(t) = e�1(e
it�1); f2(t) = e�2(e

it�1)

Por el teorema (4) de la sección precedente, la función característica de la suma
� = �1 + �2 es

f(t) = f1(t) � f2(t) = e(�1+�2)(e
it�1);

esto es, su función característica es de alguna ley de Poisson. Por el teorema de
unicidad, solo la distribución con f(t) como función característica, es ley de Poisson,
para la cual

Pf� = kg = (�1 + �2)
ke�(�1+�2)

k!
(k � 0)

D. A. Raikov probó la proposición recíproca más profunda:
Si la suma de dos variables aleatorias independientes son distribuidas con una ley

de Poisson, entonces cada sumando es también distribuido de acuerdo con la ley de
Poisson.
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Ejemplo 8 Una función característica es real si y solo si la correspondiente función
de distribución es simétrica, esto es, cuando la función de distribución satisface la
ecuación

F (x) = 1� F (�x+ 0)
para todo x.

Si la función de distribución es simétrica, entonces su función característica es
real. Si � tiene una función de distribución simétrica, entonces ambas � y �� son
idénticamente distribuidos, por lo tanto la ecuación

f(t) =Meit� =Me�it� = f(�t) = f(t)

se sigue de aquí que f(t) es real.
Para probar la proposición recíproca, consideremos la variable aleatoria � = ��:

La función de distribución de variable � es

G(x) = Pf� < xg = Pf� > �xg = 1� F (�x+ 0):
Las funciones características de las variables � y � son conectadas por la relación

g(t) =Meit� =Me�it� =Meit� = f(t):

Ya que por hipótesis, f(t)es real, se sigue que f(t) = f(t) y por lo tanto g(t) = f(t):
Del teorema de unicidad, ahora concluimos que la funciones de distribuciones de

las variables � y � coinciden, esto es, que

f(x) = 1� F (�x+ 0);
y esto completa la prueba.



Capítulo 4

El Teorema de Límite Clásico y
sus Aplicaciones

4.1. De�nición del Problema

El teorema de la integral de DeMoire-Laplace servirá como el origen a un amplio
rango de investigaciones de fundamental importancia ambos para la teoría de prob-
abilidad misma y para sus múltiples aplicaciones en la ciencia natural, tecnología
y la ciencia económica. Para dar una idea de la tendencia de estas investigaciones
analizaremos el teorema de DeMoire-Laplace en alguna otra forma. A saber, sí, como
frecuentemente tenemos el hecho, denotaremos por �k el número de ocurrencias de un
evento A en el k-ésimo ensayo, entonces el número de ocurrencias de A en n sucesivos
ensayos es igual a

Pn
k=1 �k: Además, de probabilidad se sabe queM(

Pn
k=1 �k) = np

y D(
Pn

k=1 �k) = npq: Por lo tanto, el teorema de DeMoire-Laplace puede escribirse
como sigue:

P

(
a �

Pn
k=1(�k �M�k)pPn

k=1D�k
� b

)
! 1p

2�

Z b

a

e�
z2

2 dz (4.1)

cuando n!1: En palabras: la probabilidad que la suma de desviaciones de variables
aleatorias independientes � las cuales toman solo dos valores, 0 y 1; con probabili-
dades respectivamente igual a q y p = 1� q (0 < p < 1) � de sus valores esperados
(esperanzas) divididas entre la raíz cuadrada de la suma de las varianzas de los
sumandos que se encuentran entre los límites de a a b tiende a la integral

1p
2�

Z b

a

e�
z2

2 dz

33
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uniformemente en a y b. Cuando el número de sumandos crece al in�nito.
Las preguntas naturales inmediatas son: ¿cómo atar estrechamente la ecuación

(4.1) con la elección especial de sumandos �k? ¿esto no se tiene en caso de debilitar
las restricciones impuestas a las funciones de distribuciones de los sumandos?. Las
a�rmaciones de estos problemas y también sus soluciones corresponden en principio
a P. L. Chebyshev y sus alumnos A. A. Markov y A. M. Lyapunov. Sus investiga-
ciones mostraron que debíamos imponer sobre los sumandos, solo las restricciones
generales, el signi�cado del cual depende sobre el hecho que los sumandos separados
deberán ejercer un efecto signi�cante sobre la suma. En la sección siguiente daremos
una a�rmación precisa de esta condición. Las razones por que estos resultados son
inmensamente importantes en aplicaciones están en la gran esencia de fenómenos de
escala-masa, el estudio de las regularidades de las cuales es, como ya tenemos ocasión
para decirlo, es el sujeto actual de la teoría de la probabilidad.
Uno de los más importantes proyectos usados para explotación de los resultados

de teoría de la probabilidad, en la ciencia natural y tecnología, consiste en lo siguiente.
Se supone que un proceso ocurre bajo la in�uencia de un número grande de factores
aleatorios operando independientemente, cada uno de los cuales solo causan una
modi�cación insigni�cante en el curso del fenómeno o proceso. El investigador quien
es interesado en el proceso, como un todo y no en la operación de separar los factores,
observa solo la operación general de estos factores. Ilustraremos con dos ejemplos
típicos.

Ejemplo 9 Sea a una cantidad medible. En cuyo resultado es inevitable la in�uencia
por gran número de factores que generan errores en la medición. Estos errores se
deben a las condiciones en las que están los instrumentos de medida, los cuales
podrían cambiar en forma abrupta las mediciones bajo los efectos de varios factores
atmosféricos y mecánicos. Hay errores que se cometen por el humano, causados por
la visión y el oído, y también estos pueden alterarse insigni�cantemente por lo físico
o el estado físico del observador y cosas así. Cada uno de estos factores, debería
generar un error insigni�cante. Pero la medición es afectada en una sola vez por
todos estos errores, el resultado es un error total general. En otras palabras, los
errores observados en mediciones actualmente serán una variable aleatoria � la suma
de un enorme número de cantidades pequeñas que son variables aleatorias. Y aunque
estas cantidades son desconocidas, como también sus distribuciones, sus efectos sobre
los resultados de las mediciones son notables y por esta razón deberá ser el sujeto de
estudio.

Ejemplo 10 En muchas grandes hornadas o lotes industriales de artículos idénticos
se producen por los procesos de masa-producción. Consideramos alguna característica
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numérica del producto que estemos interesados. En la medida en que el artículo se
ajusta a cierta técnica estándar, hay un cierto valor estándar de la característica que
elegimos. En la actualidad, de cualquier modo, siempre existe una cierta desviación
de este valor estándar. En un proceso de producción propiamente organizado tales
desviaciones pueden ser generadas debido a factores aleatorios, cada uno de los cuales
produce un efecto innotable. La acción total, de cualquier modo genera una desviación
notable de la normal.

Cualquier número de tales ejemplos serán mencionados, por lo tanto, así nos deja
el problema de estudiar las peculiaridades de las regularidades de la suma de un gran
número de variables aleatorias independientes, cada una de las cuales ejerce un efecto
insigni�cante sobre la suma. Después sobre la marcha daremos el signi�cado de los
requerimientos más precisos. En lugar de estudiar la suma de un gran número �nito
de sumandos, consideramos la suma de gran número de elementos y supongamos que
las soluciones de los problemas son dadas por límites de funciones de distribuciones
por una sucesión de funciones de distribución de la suma. Esta clase del paso de una
condición �nita del problema a una condición de límite es una costumbre ambos de
matemáticas modernas y en varias divisiones de la ciencia natural.
Hemos arribado el siguiente problema: dada una sucesión de variables aleatorias

independientes �1; �2; :::; �n; ::: las cuales se suponen que tiene esperanzas y varianzas
�nitas. De ahora en adelante adherimos las siguientes notaciones:

ak =M�k; b
2
k = D�k; B

2
n =

nX
k=1

b2k = D
nX
k=1

�k:

La pregunta es: ¿qué condiciones se deberán imponerse a las variables �k tal que las
funciones de distribuciones o distribuciones de la suma

1

Bn

nX
k=1

(�k � ak) (4.2)

converja a una ley de distribución normal. En la siguiente sección veremos que
para esta proposición es su�ciente que la condición de Lindeberg se satisfaga: para
cualquier � > 0

l��m
n!1

1

B2
n

nX
k=1

Z
jx�akj>�Bn

(x� ak)
2dFk(x) = 0

donde Fk(x) denota a la función de distribución de la variable �k:
Clasi�caremos el signi�cado de esta condición.
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Denotemos por Ak el evento el que consiste en el hecho

j�k � akj > �Bn (k = 1; 2; :::; n)

y estimamos la probabilidad

Pfm�ax
1�k�n

j�k � akj > �Bng;

ya que
Pfm�ax

1�k�n
j�k � akj > �Bng = PfA1 [ A2 [ � � � [ Ang

y

PfA1 [ A2 [ � � � [ Ang �
nX
k=1

PfAkg:

Por notación que

PfAkg =
Z

jx�akj>�Bn

dFk(x) �
1

(�Bn)2

Z
jx�akj>�Bn

(x� ak)
2dFk(x);

se puede encontrar la desigualdad

Pfm�ax
1�k�n

j�k � akj � �Bng �
1

(�Bn)2

nX
k=1

Z
jx�akj>�Bn

(x� ak)
2dFk(x)

En virtud de la condición de Lindeberg, la última suma tiende a cero cuando n!1

para cualquier constante � > 0: Por lo tanto, la condición de Lindeberg es una clase
peculiar de demanda o condición para la convergencia uniforme de los pequeños
términos 1

Bn
(�k � ak)en la suma (4.2).

Notemos una vez más que el signi�cado de las condiciones que garantizan la
convergencia de las distribuciones de la suma (4.2) a la ley normal están totalmente
eludidas en las investigaciones de A. A. Markov y A. M. Lyapunov.

4.2. Teorema de Lyapunov

Comenzaremos por la demostración de la su�ciencia de la condición de Lindeberg.

Teorema 9 Si una sucesión de variables aleatorias mutuamente independientes �1; :::; �n; :::
tales que para cualquier constante � > 0 satisface la condición de Lindeberg
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l��m
n!1

1

B2
n

nX
k=1

Z
jx�akj>�Bn

(x� ak)
2dFk(x) = 0 (4.3)

entonces cuando n!1

Pf 1
Bn

nX
k=1

(�k � ak) < xg ! 1p
2�

Z x

�1
e�

z2

2 dz (4.4)

uniformemente en x.
Demostración. Por brevedad se introducen las siguientes notaciones:

�nk =
�k � ak
Bn

;

Fnk = Pf�nk < xg:

Es obvio queM�nk = 0; D�nk =
1
B2n
D�k; y consecuentemente,

nX
k=1

D�k = 1: (4.5)

Es fácil ver que en estas notaciones, la condición de Lindeberg está dada por

l��m
n!1

nX
k=1

Z
jxj>�

x2dFnk(x) = 0: (4.6)

La función característica de la suma

1

Bn

nX
k=1

(�k � ak) =
nX
k=1

�nk

es igual a 'n(t) = �
n
k=1fnk(t):

Se tiene que probar que

l��m
n!1

'n(t) = e�
t2

2 :

Para este propósito primero se establece que los factores fnk(t) tienden a 1 uni-
formemente respecto a k (1 � k � n) cuando n!1: En efecto, tomando de acuerdo
a la ecuaciónM�nk = 0; se encuentra que

fnk(t)� 1 =
Z
(eitx � 1� itx)dFnk(x)
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Ya que para cualquier real � de la fórmula de Taylor, se sigue1��ei� � 1� i�
�� � �2

2
: (4.8)

De esto se sigue que

jfnk(t)� 1j �
t2

2

Z
x2dFnk(x)

Sea " > 0 arbitrario; entonces, claramenteZ
x2dFnk(x) =

Z
jxj�"

x2dFnk(x) +

Z
jxj>"

x2dFnk(x) � "2 +

Z
jxj>"

x2dFnk(x)

Para n su�cientemente grande y el último sumando puede, por (4.6), hacerse
menos que "2: Por lo tanto, para n su�cientemente grande y t en cualquier intervalo
�nito jtj � T; se llega a que

jfnk(t)� 1j � "2T 2

uniformemente en k(1 � k � n): De esto se concluye que

l��m
n!1

fnk(t) = 1 (4.9)

uniformemente en k(1 � k � n): Entonces para n su�cientemente grande, para t
dentro de un intervalo �nito jtj � T;se tiene la desigualdad:

jfnk(t)� 1j <
1

2
: (4.10)

1Esta desigualdad y una serie de pasos similares puede deducirse como lo que sigue,��ei� � 1�� = ����Z �

0

eixdx

���� � � (� > 0)
tenemos la desigualdad ��ei� � 1� i��� = ����Z �

0

(eix � 1)dx
���� � �2

2

de esta última desigualdad se sigue que����ei� � 1� i�+ �22
���� =

����Z �

0

(eix � 1� ix)dx
���� � Z �

0

��eix � 1� ix�� dx (4.7)

�
Z �

0

x2

2
dx =

�3

6
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Podemos, por lo tanto, en el intervalo jtj � T escribir la expansión (log representa
el valor principal de logaritmo natural):

log'n(t) =

nX
k=1

log fnk(t) =

nX
k=1

log[1 + (fnk(t)� 1)] (4.11)

=

nX
k=1

(fnk(t)� 1) +Rn;

donde

Rn =

nX
k=1

1X
s=2

(�1)s
s!

(fnk(t)� 1)s:

En virtud de (4.10) se obtiene

jRnj �
nX
k=1

1X
s=2

1

2
jfnk(t)� 1js =

1

2

nX
k=1

jfnk(t)� 1j2

1� jfnk(t)� 1j

�
nX
k=1

jfnk(t)� 1j2 :

Ya que

nX
k=1

jfnk(t)� 1j =
nX
k=1

����Z (eitx � 1� itx)dFnk(x)

���� � t2

2

nX
k=1

Z
x2dFnk(x) =

t2

2

de aquí se sigue que

jRnj �
t2

2
m�ax
1�k�n

jfnk(t)� 1j :

De (4.9), se sigue que, en un intervalo �nito arbitrario jtj � T; cuando n!1

Rn ! 0 (4.12)

uniformemente en t: Pero
nX
k=1

(fnk(t)� 1) = �
t2

2
+ �n (4.13)

donde

�n =

nX
k=1

Z
(eitx � 1� itx)dFnk(x) +

t2

2
:
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Sea " > 0 arbitrario; entonces por (4.5)

�n =
nX
k=1

Z
jxj�"

(eitx� 1� itx� (itx)
2

2
)dFnk(x)+

nX
k=1

Z
jxj>"

(
t2x2

2
+ eitx� 1� itx)dFnk(x):

Las desigualdades (4.8) y (4.7) permiten obtener la siguiente estimación

j�nj �
jtj3

6

nX
k=1

Z
jxj�"

jxj3 dFnk(x) + t2
nX
k=1

Z
jxj>"

x2dFnk(x)

� jtj3

6
"

nX
k=1

Z
jxj�"

x2dFnk(x) + t2
nX
k=1

Z
jxj>"

x2dFnk(x)

=
jtj3

6
"+ t2(1� jtj

6
")

nX
k=1

Z
jxj>"

x2dFnk(x):

De acuerdo a la ecuación (4.6), el segundo sumando puede hacerse mas pequeño
que � > 0 para cualquier " > 0; así elegimos n su�cientemente grande, y como " > 0
es arbitrario, podemos elegirlo tan pequeño, sin importar como son � > 0 y T , tal
que la siguiente desigualdad se satisface para todo t dentro del intervalo jtj � T :

j�nj < 2� (n � n0("; �; T )):

Esta desigualdad muestra que

l��m
n!1

�n = 0 (4.14)

uniformemente en cualquier intervalo �nito de valores t: Reuniendo las relaciones
(4.11), (4.12), (4.13) y (4.14),�nalmente encontramos l��mn!1 log'n(t) = � t2

2
uni-

formemente en cualquier intervalo �nito de t: Queda �nalmente demostrado el teo-
rema.

Corollary 10 Si las variables aleatorias mutuamente independientes �1; :::; �n; :::son
idénticamente distribuidas y tienen varianza diferente de cero, entonces cuando n
tiende a in�nito

Pf 1
Bn

nX
k=1

(�k � ak) < xg ! 1p
2�

Z x

�1
e�

z2

2 dz

uniformemente en x:
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Demostración. Es su�ciente probar que la condición de Lindeberg se satisface
bajo la suposiciones dadas. Para este propósito se nota que en nuestro caso Bn = b

p
n

donde b2 es la varianza de uno de los sumandos. Si M�k = a puede escribirse la
siguiente ecuación obvia:

nX
k=1

1

B2
n

Z
jx�aj>�Bn

(x� a)2dFk(x) =
1

nb2
� n

Z
jx�aj>�Bn

(x� a)2dF1(x)

=
1

b2

Z
jx�aj>�Bn

(x� a)2dF1(x):

De la suposición que la varianza es �nita y positiva concluimos que la integral
del lado derecho de esta ecuación tiende a cero cuando n!1:

Teorema 11 (Teorema de Lyapunov) Si para una sucesión de variables aleatorias
mutuamente independientes �1; :::; �n; ::: es posible escoger un � > 0 tal que cuando
n!1

1

B2+�
n

nX
k=1

M j�k � akj2+� ! 0; (4.15)

entonces cuando n!1

Pf 1
Bn

nX
k=1

(�k � ak) < xg ! 1p
2�

Z x

�1
e�

z2

2 dz

uniformemente en x:

Demostración.Nuevamente, será su�ciente que la condición de Lyapunov [condi-
ción (4.15)] implica la condición de Lindeberg. Pero, esto es claro del siguiente cambio
de desigualdades

1

B2
n

nX
k=1

Z
jx�akj>�Bn

(x� ak)
2dFk(x) � 1

B2
n(�Bn)

�

nX
k=1

Z
jx�akj>�Bn

jx� akj2+� dFk(x)

� (
1

� �
)

Pn
k=1

R
jx� akj2+� dFk(x)
B2+�
n

! 0:
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En el capítulo (1) fue considerado el sistema lineal (2.1) bajo la acción de fuerzas
aleatorias. Es por eso la necesidad de estudiar el siguiente sistema. Sin pérdida de
generalidad, se puede considerar la ecuación de n-ésimo orden

x(n) + a1x
(n�1) + :::+ anx = f(t) (4.16)

con coe�cientes ak = ak(t):
Sea w(t; s) es la solución del problema

dn

dtn
w(t; s) + a1

dn�1

dtn�1
w(t; s) + :::+ anw(t; s) = 0

dkw

dtk
(t; s)jt=s = 0; k = 0; 1; :::; n� 2;

dn�1

dtn�1
w(t; s)jt=s = 1: (4.17)

Los cálculos directos [22] muestran que la solución del problema no-homogéneo (4.16)
con valores iniciales cero, puede presentarse de la siguiente manera

x(t) =

Z t

0

w(t; s)f(s)ds: (4.18)

Ahora se considera el sistema (4.16) bajo la acción de fuerzas aleatorias

f =
1X
k=1

��(tk)�(t� tk); (4.19)

donde ��(tk) para k = 1; 2; ::: son valores aleatorios independientes que tienen las
propiedades siguientes

M��(tk) = ak�tk; D��(tk) = bk�tk

�tk : = tk � tk�1:

Entonces, en el límite, el estado de muestra del sistema lineal (4.16) será la función
aleatoria �(t) que tiene esperanza

M��t(t) = l��m
�t!0

X
0<tk<t

w(t; tk)a(tk)�tk =

Z t

0

w(t; s)a(s)ds (4.20)

y varianza

D��t(t) = l��m
�t!0

X
0<tk<t

w2(t; tk)b(tk)�tk =

Z t

0

w2(t; s)b(s)ds: (4.21)
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M[��(tk)]
2 = bk�tk + [a(tk)�tk]

2 ! 0 si �t! 0: (4.22)

En este caso X
0<tk<t

D��(tk) =
X
0<tk<t

b(tk)�tk !
Z t

0

b(s)ds:

Suponiendo que X
0<tk<t

M[��(tk)]
3 ! 0; (4.23)

según el teorema de límite central, se obtiene que

Pfx0 � ��t(t) � x00g = 1p
2�B

Z x��

x0
e�

(x�A)2
2B dx (4.24)

donde

A =

Z t

0

w(t; s)a(s)ds y B =
Z t

0

w2(t; s)b(s)ds:

4.3. De�nición Exacta del Integrando Estocástico

El proceso estocástico �(t) se llama un proceso con incremento sin correlación si
los valores aleatorios �1 = �(t1)��(s1) y �2 = �(t2)��(s2) tal que s1 � t1 � s2 � t2;
satisfacen la relación

M(�1 �M�1)(�2 �M�2) = 0:

Ahora considere el proceso estocástico �(t); para c1 � t � c2; con incrementos sin
correlación y tal que

M[�(t)��(s)] =
Z t

s

a(u)du; D[�(t)��(s)] =
Z t

s

b(u)du:

Sea primero a � 0: Entonces, para la función simple '(t) en [c1; c2] que toma el valor
de yk�1 en [tk�1; tk] la integral estocástica esZ c2

c1

'(t)d�(t) =

nX
k=1

yk��(tk): (4.25)

Es evidente que, para la función simple ', el integrando estocástico (4.25) no depende
de la elección de los intervalos [tj; tj+1], donde '(t) es constante.
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Por eso, para cualesquiera dos funciones simples ' y  , se obtiene:Z c2

c1

[�1'(t) + �2 (t)]d�(t) = �1

Z c2

c1

'(t)d�(t) + �2

Z c2

c1

 (t)d�(t):

Evidente que

M

Z c2

c1

'(t)d�(t) = 0:

Ahora se toman en consideración los procesos aleatorios complejos. Se toma

D� =Mj� �M�j2:

Las funciones aleatorias �1 y �2 están no-correlacionadas si

M(�1 �M�1)(�2 �M�2) = 0:

En adelante, se considerará el proceso aleatorio como complejo y con incrementos
sin correlación tal queM[�(t)��(s)] =

R t
s
a(u)du y D[�(t)��(s)] =

R t
s
b(u)du:

Sean ' y  funciones complejas de�nidas en [c1,c2]. Entonces

M[

Z c2

c1

'(t)d�(t)

Z c2

c1

 (t)d�(t)] =

Z c2

c1

'(t) (t)b(t)dt: (4.26)

En particular, se obtiene

M

����Z c2

c1

'(t)d�(t)

����2 = Z c2

c1

j'(t)j2 b(t)dt:

Ahora, es introducida la normaZ c2

c1

'(t)d�(t)

2 =M ����Z c2

c1

'(t)d�(t)

����2 = Z c2

c1

j'(t)j2 b(t)dt: (4.27)

Entonces, la norma de (� � �); donde

� =

Z c2

c1

'(t)d�(t); � =

Z c2

c1

 (t)d�(t);

resulta

k� � �k2 =
Z c2

c1

j'(t)�  (t)j2 b(t)dt:



El Teorema de Límite Clásico y sus Aplicaciones 45

En este momento, se introduce el espacio de funciones en L2[b(t)dt] con la norma

k'kL2 =
�Z c2

c1

j'(t)j2 b(t)dt
� 1

2

: (4.28)

Suponga que para la función ' 2 L2[b(t)dt] existe la sucesión de funciones simples
'n(t) ! '(t) en norma, es decir k'n � 'kL2 ! 0 (n ! 1) uniformemente: (Si
b(t) es acotada uniformemente y medible, esta propiedad se cumple para cualquier
función f 2 L2[b(t)dt]:) La sucesión de integrales correpondientes satisface que, si

�n =

Z c2

c1

'n(t)d�(t);

se tiene

k�n � �mkL2 =
Z c2

c1

j'n(t)� 'm(t)j
2 b(t)dt! 0 si n;m!1:

En virtud de la completes del espacio de funciones aleatorias, con norma (4.28),
existe una función aleatoria �; para la cual

k� � �mkL2 ! 0(n!1):

Este límite � se le llama la integral estocástica y se designa como

� =

Z c2

c1

'(t)d�(t):

La función aleatoria � está de�nida para cada evento elemental y con probabilidad
1 y no depende de la elección de la sucesión de funciones 'n(t)! '(t):
Es un buen momento ahora para determinar la integral estocástica cuandoM�(t) 6=

0:
Sea

M�(t) =

Z t

c1

a(u)du

y sea '(t) 2 L2[b(t)dt] una función, tal queZ c2

c1

j'(t)a(t)j dt <1 y
Z c2

c1

j'(t)j2 b(t)dt <1;

se de�nen Z c2

c1

'(t)d�(t) =

Z c2

c1

'(t)d�o(t) +

Z c2

c1

'(t)a(t)dt;

donde �o(t) = �(t)�M�(t):
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4.4. Convergencia a Proceso Estacionario

Sean los coe�cientes del sistema (4.16) no dependientes del tiempo y sea el sistema
(4.16) estable. Es decir, para los valores característicos � del polinomio característico
�n + a1�

n�1 + :::+ an = 0 son todos de parte real negativa. (Re� < 0:)
Entonces, en [22] fue demostrado que, el proceso aleatorio

�o(t) =

Z t

t0

w(t� s)d�(s)

para el caso a(t) = a y b(t) = b; converge cuando t!1 en probabilidad al proceso

�(t) =

Z 1

�1
w(t� s)d�(s);

es decir, k� � �ok���!t!1 0:



Capítulo 5

Controlabilidad

5.1. Estado Controlable y el Criterio de Kalman

En varios problemas, se llega a un sistema dinámico que necesitamos conocer
a su estado y su salida, en otras palabras, queremos saber si estos sistemas son
controlables. Estos sistemas son de la forma:

_x = Ax+Bu (5.1)

y = Cx+Du;

donde el vector de estado x; es un n-vector; el vector control u; es un r-vector; y la
salida y; es un m-vector; es decir, x; y; u en Rn; Rm; Rr, respectivamente o en Cn;
Cm; Cr y las matrices A;B;C y D son matrices con entradas reales o complejas.
Nos cuestionamos:
1.¿Puede el estado inicial x(t0) transferirse a cualquier estado deseado en un

intervalo de tiempo �nito?
2.¿Puede el estado inicial x(t0) determinarse por observaciones de la salida y(t)

sobre un intervalo de tiempo �nito?
Para responder a estas preguntas, Kalman introdujó los conceptos de controla-

bilidad y observabilidad, así como condiciones que involucran las matrices A;B;C;
las cuales sirven para dar respuesta o no. Estos conceptos, son de gran importancia
en la teoría de control moderna; en varios casos ellos preven condiciones necesarias
y su�cientes para la existencia de una solución en algunos problemas de control.
Un sistema representado por (5.1), es llamado de estado completamente contro-

lable, si para cualquier tiempo to es siempre posible contruir un vector control u(t)
sin restricciones el cual tran�ere al estado inicial x(t0) a un estado �nal arbitrario
x(tf )en un intervalo de tiempo �nito, t0 � t � tf :

47
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Si el sistema (5.1) es de tiempo-invariante, puede desarrollarse un simple criterio
para el cual determinarse si el sistema es o no es completamente de estado controlable.
Esta condición es establecida en el siguiente teorema.

Teorema 12 (Criterio de Kalman) Un sistema de tiempo continuo descrito por la
ecuación (5.1), donde A y B son matrices constantes. El estado es completamente
de estado controlable si, y solo si, la matriz n� nr compuesta

P = [BjABj � � � jAn�1B] (5.2)

es de rango n:

Demostración. La solución de (5.1), suponiendo t0 = 0; es

x(t) = eAt[x(0) +

Z t

0

e�A�Bu(�)d� ] (5.3)

Se demuestra primero que, se puede tomar el estado �nal como el origen del
espacio estado, sin pérdida de generalidad. Para el caso que el tiempo �nal tf = T;
entonces ya que eAt es no singular, se puede escribir (5.3), en la forma de

e�Atx(t)� x(0) =

Z t

0

e�A�Bu(�)d�

Ya que para vectores x(0) y x(T ) arbitrarios, el vector e�Atx(t)�x(0) es también
arbitrario, entonces puede tomarse x(T ) = 0: El problema es entonces reducido a
determinar condiciones sobre A y B, tal que se pueda construir un vector de control
u(t), tal que

�x(0) =
Z T

0

e�A�Bu(�)d� (5.4)

para cualquier arbitrario x(0).
Considérese el caso donde el sistema es de estado completamente controlable.

Como sabemos de álgebra lineal, podemos escribir

e�A� =

p�1X
i=0

�i(�)A
i; (5.5)

donde p � n; es el grado del polinomio mínimo de A; y �i son escalares. En términos
de vectores ei; puede escribirse

u(t) =
rX
i=1

ui(t)ei; (5.6)
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donde ui(t) es la i-ésima componente de u(t). Substituyendo (5.5) y (5.6) en (5.4),
se tiene

�x(0) =

Z T

0

(

p�1X
i=0

�i(�)A
i)B(

rX
j=1

uj(�)ej)d� ;

=

p�1X
i=0

rX
j=1

[

Z T

0

�i(�)uj(�)d� ]A
iBej:

Note que Bej = Bj; es la j-ésima columna de B, y al de�nir la cantidad

ij =

Z T

0

�i(�)uj(�)d� ;

puede escribirse

�x(0) =
p�1X
i=0

rX
j=1

ijA
iBj: (5.7)

Ya que el sistema es completamente de estado controlable, y cualquier estado inicial
puede transferirse al origen.esto signi�ca que el conjunto de pr vectores AiBj,i =
0; 1; 2; :::; p � 1; j = 1; 2; :::; r,deberá generar el espacio n-dimensional. Consecuente-
mente este contiene un subconjunto de n vectores linealmente independientes y forma
una base para el espacio de estado. El hecho que un subconjunto de pr vectores for-
man una base para el espacio estado n-dimensional, esto signi�ca que la matriz n�pr

Q = [BjABj:::jAp�1B]

tiene rango no menos que n:Ya que el rango máximo de cualquier matriz con n
renglones es n. Por lo tanto la matriz Q tiene rango n; y por eso la matriz P está
dada por

P = [BjABj:::jAn�1B]
Ahora suponga que la matriz P tiene rango n: Esto signi�ca que P tiene n

columnas linealmente independientes. Estas columnas también serán columnas de
Q: Si p < n; entonces, se sigue que

Ap =

p�1X
i=0

�iA
i;

ya que el polinomio mínimo de A tiene grado p: Por lo tanto las columnas de AkB;
k = p; p+1; :::; n�1 son combinación lineal de B;AB; :::; Ap�1B y consecuentemente
Q deberá contener n columnas linealmente independientes.
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Regresando a (5.7), los vectores columna AiBj; i = 1; 2; :::; p � 1; j = 1; 2; :::; r
tiene un subconjunto el cual forma una base del espacio estado n-dimensional y por
tanto cualquier n-vector puede representarse como (5.7). En otras palabras cualquier
x(0) puede escribirse en la forma (5.7). Ahora solo se necesitan encontrar las fun-
ciones uj(�) tal que la matriz ij cumple (5.7). Por lo que, el sistema es de estado
completamente controlable.
Esto completa la prueba.

Ejemplo 11 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales

_x =

�
1 1
1 0

�
x+

�
1
0

�
u:

La matriz P = [BjAB] es

P =

�
1 1
0 1

�
cuyo rango es 2. Como n = 2 el sistema es completamente de estado controlable.En
otras palabras, por el teorema anterior, el estado del sistema puede tranferirse de
cualquier estado inicial al origen en un intervalo de tiempo �nito T: Pero, no nos da
información a cerca del vector control que hace esta tranferencia.

Ejemplo 12 Consideremos ahora el siguiente sistema

_x =

�
�1 �1
0 �2

�
x+

�
1
1

�
u (5.8)

La matriz P que se encuentra es

P =

�
1 �2
1 �2

�
:

Ya que el rango de P es 1, se sigue de aquí que el sistema no es completamente de
estado controlable. Este criterio nos da información explícita acerca de que estados
son controlables. Una examinación de (5.7) revela que los vectores B y AB generan
un espacio unidimensional generado por el vector B = [1 1]T :

Ejemplo 13 Consideremos el sistema obtenido de la ecuación diferencial con coe�-
cientes constantes

...
x + a2�x+ a1 _x+ a0x = u(t);

en donde las variables de estado son seleccionadas para ser variables fase xi(t) =
Di�1x(t); i = 1; 2; 3:
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Las matrices A y B en la ecuación de estado son

A =

24 0 1 0
0 0 1
�a0 �a1 �a2

35 ; B =
24 00
1

35
La matriz P = [BjABjA2B] es dada por

P =

24 0 0 1
0 1 �a2
1 �a2 �a1 + a22

35
Su determinante es diferente de cero, y así el sistema es de estado completamente
controlable.
Podemos generalizar la ecuación diferencial en este último ejemplo y considerar

la ecuación diferencial de orden n:
nX
k=0

akD
kx(t) = u(t); an = 1:

Nuevamente usando las variables fase

xi(t) = Di�1x(t); i = 1; 2; :::; n

Las matrices A y B son

A =

266664
0 1 0 � � � 0 0
0 0 1 � � � 0 0
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 � � � 0 1
�a0 �a1 �a2 � � � �an�2 �an�1

377775 ; B =
266666664

0
0
0
...
0
1

377777775
Encontramos que la matriz P tiene la forma26666664

0 1 0 � � � 0 0
0 0 1 � � � 1 �an�1
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 1 � � � pn�2;n�1 pn�2;n
0 1 �an�1 � � � pn�1;n�1 pn�1;n
�1 �an�1 �an�2 + a2n�1 � � � pn;n�1 pn;n

37777775
donde los p0ijs son determinados de los a

0
ks: Esto puede verse totalmente fácil, que

el determinante de P es (�1)n(n+3)=2 y consecuentemente el sistema está en estado
completemente controlable.
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5.2. El criterio de Gilbert

Gilbert de�ne controlabilidad en alguna forma diferente a la de�nición previa, da-
da. Como se mostrará en la sección (5.3), las de�niciones son equivalentes, cuando los
valores propios de la matriz A son distintos. Al considerar esta de�nición de Gilbert,
que los valores propios �i, i = 1; 2; :::; n; son distintos, entonces se puede encontrar
una matriz no singular o de orden n-ésimo, la cual diagonaliza a A. De�niendo las
coordenadas normales de las componentes del vector estado n-dimensional z (visto
como un vector columna)

x = �z; (5.9)

la nueva ecuación de estado, está dada por

_z = �z + �u (5.10)

donde

� = ��1A� = diag(�1; �2;:::; �n);

� = ��1B:

Según Gilbert, el sistema representado por (5.10) es controlable si � no tiene ren-
glones que son cero. Las coordenadas zi correspondientes a renglones no cero de �;
son llamadas controlables; las coordenadas correspondientes a renglones cero de �
son llamadas incontrolabes. Cada coordenada zi satisface la ecuación diferencial

_zi = �izi +
rX
j=1

�ijuj(t); i = 1; 2; :::; n: (5.11)

Si el i-ésimo renglón de � es no cero, entonces, como puede verse de (5.11) la i-ésima
coordenada puede ser in�uenciada por la entrada y consecuentemente controlada. Si
el i-ésimo renglón de � es cero, entonces la i-ésima coordenada normal no es afectada
por la entrada pero es determinada únicamente por su valor inicial.

Ejemplo 14 Considerese como un ejemplo, el siguiente sistema dado en (5.8),

_x =

�
�1 �1
0 �2

�
x+

�
1
1

�
u:

Como la matriz A es triangular sus valores propios son los de la diagonal,� =
�1; � = �2: Los correspondientes vectores propios son

�1 =

�
1
0

�
; �2 =

�
1
1

�
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y por lo tanto la matriz de transformación la cual diagonaliza el sistema es

�=

�
1 1
0 1

�
:

Ya que

��1=

�
1 0
�1 1

�t
=

�
1 �1
0 1

�
;

el sistema diagonalizado es

_z =

�
�1 0
0 �2

�
z +

�
0
1

�
u:

Como podemos ver el sistema diagonalizado, la coordenada normal z1 no puede ser
controlada. Ya que la coordenada z1 satisface la ecuación diferencial:

_z1 = �z1;

tenemos
z1(t) = z1(0)e

�t:

Solo el estado que puede transferirse al origen son estados para el cual z1(0) = 0:
Ya que la coordenada z2 es controlable, podemos encontrar una función control u(t)
para la cual cambia z2 de cualquier valor inicial a cer en cualquier tiempo �nito.
Es posible mostrar que, en esta función control se puede considerar como con-

stante sobre el intervalo especí�co. La ecuación diferencial la cual determina el com-
portamiento de z2(t) es

_z2(t) = 2z2(t) + u(t):

Resolviendo esta ecuación, tenemos

_z2(T ) = e�2T [z2(0) +

Z T

0

e2tu(t)dt]:

Ahora suponiendo que z2(T ) = 0 y u(t) = K; una contante, para 0 � t � T:
Entonces lo siguiente se tiene

�z2(0) = K

Z T

0

e2tdt

=
1

2
K(e2T � 1):
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Por lo tanto se tiene

u(t) =
2z2(0)

1� e2T
; 0 � t � T:

Consideremos ahora qué le sucede al vector de estado original x: Ya que de (5.9)
tenemos

z = ��1x

o �
z1
z2

�
= =

�
1 �1
0 1

� �
x1
x2

�
;

las coordenadas son dadas por las ecuaciones

z1 = x1 � x2; (5.12)

z2 = x2

Ya que z1(0) = 0 es la primera coordenada del estado controlable en el sistema de
coordenadas normal, se sigue de (5.12), que las coordenadas del estado controlable
en el sistema original de coordenadas satisfacen

x1(0)� x2(0) = 0:

Este conjunto de estados iniciales, es un espacio de una dimensión generado por el
vector [11]T ; el cual es el mismo resultado usando el criterio de Kalman.

Muy pronto, se podrá decir que un sistema es de estado controlable usando el
criterio de Kalman o el de Gilbert. De cualquier modo, no puede darse información
acerca de la función de control, pero que, es muy distinto, preguntarnos sí la función
control existe, si no se consideran ningunas restricciones sobre las magnitudes de
sus componentes. Ahora mostrare que sí, el sistema es controlable en el sentido
de Gilbert, y sí u(t) es escalar, entonces puede encontrarse una función de control
(escalonada), la cual tranferirá el estado del sistema, de cualquier estado inicial al
origen, en algún tiempo �nito T . Para este caso, las ecuaciones diferenciales en (5.11)
tienen la forma

_zi = �izi + �iu; i = 1; 2; :::; n;

donde �i es la i-ésima componente de �: La solución entonces es

zi(t) = e�it[zi(0) + �i

Z t

0

e��i�u(�)d� ]; i = 1; 2; :::; n:
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Si zi(T ) = 0; i = 1; 2; :::; n; entonces como e�iT 6= 0 deberá determinarse u(t) de la
expresión:

�zi(0) = �i

Z t

0

e��i�u(�)d� (5.13)

Ahora mostrare que u(�) puede ser función escalonada, de�nida por

u(�) = Kj; (j � 1)
T

n
� � � j

T

n
; j = 1; 2; :::; n: (5.14)

Sustituyendo esta expresión de u(t) sobre (5.13), tenemos:

�zi(0) = �i

nX
j=1

Kj

Z j T
n

(j�1)T
n

e��i�d�

Haciendo el cambio

� = t+ (j � 1)T
n
;

la ecuación de arriba

�zi(0) = �i

nX
j=1

Kj

Z T
n

0

e��ite��i(j�1)
T
n dt (5.15)

= �i

nX
j=1

Kje
��i(j�1)Tn

Z T
n

0

e��itdt

= �i

Z T
n

0

e��itdt
nX
j=1

Kje
��i(j�1)Tn :

Ya que �i 6= 0; i = 1; 2; :::; n puede escribirse el sistema de n ecuaciones dada en
(5.15),para i = 1; 2; :::; n en la forma

MK =  (5.16)

Donde M = [mij]; i; j = 1; 2; :::; n, con mij = e��i(j�1)
T
n ;K = [K1 K2:::Kn]

t; y
 = [1 2 ::: n]

t con

i = ���1i zi(0)[

Z T
n

o

e��itdt]�1:

Este sistema tiene siempre solución única para cualquier estado inicial z(0) arbitrario
cuando el determinante de la matriz de coe�cientes M no es cero. Éste es siempre el
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caso, ya que M es la transpuesta de la matriz de Vandermond

M =

26664
1 e��1

T
n e��1

2T
n � � � e��1(n�1)

T
n

1 e��2
T
n e��2

2T
n � � � e��2(n�1)

T
n

� � � � � � � � � � � � � � �
1 e��n

T
n e��n

2T
n � � � e��n(n�1)

T
n

37775
det(M) =

nY
i;j=1
i>j

[e��i
T
n � e��j

T
n ]

el cual no es cero cuando los valores propios son distintos.Esta es una manera de
resolver (5.16) para las K 0

is, y sustituyendo estos valores sobre (5.14) se obtiene la
función de control, la cual, transferirá el estado del sistema z(0) a la posición de
equilibrio (al origen).
A modo de ilustración, considérese el sistema diagonalizado

_x =

�
�1 0
0 �2

�
x+

�
1
2

�
u (5.17)

y elija una función de control constante por trozos:

u(t) = K1; 0 � t � 1;
= K2; 1 � t � 2;

la cual tran�ere el estado inicial x(0) = [a b]T al origen en 2 segundos. Para este
caso, las ecuaciones en (5.15) son

�a = (1)

Z 1

0

etdt[K1 +K2e]

�b = (2)

Z 1

0

e2tdt[K1 +K2e
2]

o en forma simpli�cada

K1 +K2e = �a(e� 1)�1

K1 +K2e
2 = �b(e2 � 1)�1:

Resolviendo estas ecuaciones paraK1 yK2, encontramos la función control requerida
y es:

u(t) = [�ae+ b(e+ 1)�1]=(e� 1)2; 0 � t � 1;
= [a� b(e+ 1)�1]=e(e� 1)2; 1 � t � 2:
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5.3. Equivalencia de criterios de Kalman y Gilbert

Cuando los valores propios de A son diferentes, el criterio de Kalman y Gilbert
son equivalentes. Este resultado se establecerá en la forma de un teorema.

Teorema 13 Sean Bi; i = 1; 2; :::; r; las columnas de B: Un sistema como (5.1) es
controlable en el sentido de Gilbert si y solo si la matriz A tiene diferentes valores
propios y vectores eki = AkBi; i = 1; 2; :::; r; k = 0; 1; :::; n�1; que generan el espacio
n-dimensional.

Demostración. Suponga que el sistema es controlable en el sentido de Gilbert.
Ya que � = ��1A�; se sigue que

eki = AkBi = (���
�1)kBi

= ��k��1Bi

= ��k�i

donde �i es la i-ésima columna de � = ��1B: Ya que � no tienen renglones cero, es
posible formar un vector

�+ =
rX
i=1

Ki�i

el cual no tiene componentes cero.
Primero se probará que, el conjunto de vectores e+k = ��k�+; k = 0; 1; :::; n� 1;

son linealmente independientes y por lo tanto generan el espacio n-dimensional. Esto
es posible, si podemos veri�car que det[e+0 :::e

+
n�1] 6= 0: Ya que puede escribirse

[e+0 :::e
+
n�1] = [��+j���+j � � � j��n�1�+]

= �

24�+1 �1�
+
1 � � � �n�11 �+1

� � � � � � � � � � � �
�+n �n�

+
n � � � �n�1n �+n

35
= �[diag(�+1 ; �

+
2 ; :::; �

+
n )]V

donde V es la transpuesta de la matriz de Vandermonde

V =

24 1 �1 � � � �n�11

� � � � � � � � � � � �
1 �n � � � �n�1n

35 :
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Usando la propiedad de que el determinante de un producto de matrices n � n
es igual al producto de los determinantes, se obtiene

det[e+0 :::e
+
n�1] = (det�)(

nY
i=1

�+i ) detV 6=0

ya que P y V son no singulares y �+i 6= 0 para i = 1; 2; :::; n: En seguida, se prueba
que el espacio generado por los vectores e+k , k = 0; 1; :::; n� 1; es un subespacio del
espacio que generan los vectores eki; k = 0; 1; :::; n� 1; i = 1; 2; :::; r: Estos espacios
son generados, respectivamente, de los elementos de la forma

n�1X
k=0

�ke
+
k =

n�1X
k=0

rX
i=1

�kKi��
k�i (5.18)

y
n�1X
k=0

rX
i=1

�kieki =
n�1X
k=0

rX
i=1

�ki��
k�i; (5.19)

donde los Ki; i = 1; 2; :::; r son constantes. Claramente, cada vector que pertenece al
espacio determinado por (5.18) para arbitrarios �k está en el espacio determinado por
(5.19) para arbitrarios �ki: Ya que los vectores e+k ; k = 0; 1; :::; n�1; son linealmente
independientes y generan un subespacio del espacio generado por los vectores eki,
k = 0; 1; :::; n� 1; i = 1; 2; :::; r se sigue que, el espacio generado por eki es el espacio
de coordenadas n-dimensional. (Consecuentemente la matriz

P = [BjABj � � � jAn�1B]

deberá tener rango n).
Suponga que, los eki generan el espacio n-dimensional. Entonces, para cualquier

R 6= 0,
R = (�T )�1

�
1 0 ::: 0

�T
;

dice que el producto interno (R; eki) no puede ser cero para toda k y toda i: Para
ver porque esto es cierto, suponga que a1; a2; :::; an es un subconjunto linealmente
independiente de eki. Tal conjunto existe, pues eki genera el espacio n-dimensional.
Ahora, sí

(R; ai) = 0 i = 1; 2; ::; n,

entonces
RT
�
a1 a2 ::: an

�
= 0
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o en diferente forma
nX
i=1

Riaji = 0; j = 1; 2; :::; n;

donde Ri es la i-ésima componente de R y aji es la i-ésima componente de aj: Como
los ai son linealmente independientes,

det
�
a1 a2 ::: an

�
6= 0

y por eso Ri = 0; i = 1; 2; :::; n: Como Ri 6= 0, se sigue que (R; eki) 6= 0 para algún
eki, como establecimos primero. Ahora

(R; eki) = RT eki =
�
1 0 ::: 0

�
��1eki

=
�
1 0 ::: 0

�
��1��k�i =

�
1 0 ::: 0

�
�k�i

= �k1�i1

donde �i1 es la primera componente de �i: Si todos los �i1 = 0; se sigue que (R; eki) =
0 y por eso, tenemos demostrado que R = 0, lo cual no es posible por como tomamos
R: De cualquier modo, como R 6= 0, se sigue que, al menos uno de los �i1 no es cero y
el sistema es controlable en el sentido de Gilbert. Tenemos esencialmente demostrado,
que si la matriz

P = [BjABj � � � jAn�1B]
tiene rango n (una cosecuencia directa de la de�nición de controlabilidad de Kalman),
y si los valores característicos de la matriz A son distintos, entonces el sistema es de
estado completamente controlable respecto a la de�nición de Gilbert.
Se sigue que, para un sistema, donde la matriz A, tiene valores propios distintos,

las de�niciones de controlable, dada por Kalman y por Gilbert, son equivalentes.
No obstante, el procedimiento de Gilbert, da información directa de cuales de las
variables de estado, en el sistema diagonalizado, son incontrolables. Esencialmente,
la misma información puede obtenerse de la de�nición de Kalman y determinar,
cuales son las columnas de P que son linealmente independientes y consecuentemente,
generen un subespacio de variables controlables.



Capítulo 6

Observabilidad

Un concepto relacionado con controlabilidad es el de observabilidad. Para cada
sistema, las variables de estado no son generalmente accesibles, para medirlas di-
rectamente. Las cantidades que son posibles medirlas, son la entrada y la salida del
sistema. Una pregunta natural es que, ¿cuando pueden determinarse las variables de
estado por la observación de las variables de entrada y salida del sistema sobre un
intervalo de tiempo?
Esto nos llevará al concepto de observabilidad de un sistema.
Formalmente, se de�ne la observabilidad como sigue. Un sistema con entrada u,

salida y, y el estado x, es llamado completamente observable si y solo si, el estado
inicial x(t0) puede obtenerse por mediciones de y(t) sobre el intervalo de tiempo �nito
t0 � t � t0+T: Notamos, que si el sistema es observable, puede obtenerse x(t0) para
varios valores de t0 y así, obtener una medición de x(t):
Restringiremos nuestra atención en esta sección a sistemas lineales, tiempo in-

variantes y continuos que se describen por

_x = Ax+Bu (6.1)

y = Cx+Du (6.2)

Como el sistema es lineal y de tiempo invariante, podemos tomar t0 = 0; en cuyo
caso, tenemos

y(t) = C�(t)x(0) + C

Z t

0

�(t� �)Bu(�)d� +Du: (6.3)

Podemos reescribir el resultado en la forma

z(t) = C�(t)x(0) (6.4)

60
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donde

z(t) = y(t)� C

Z t

0

�(t� �)Bu(�)d� �Du: (6.5)

Ya suponemos que y y u son conocidos, entonces z es conocido, y la pregunta de
observabilidad del sistema, es entonces, sí podemos encontrar x(0) de (6.4) para un
z conocido sobre el intervalo 0 � t � T: Esta pregunta, es claramente independiente
de u, para el caso u = 0 y u 6= 0, simplemente corresponde a diferentes valores de z;
como vemos de (6.5). Por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer, para
propósitos de investigación, que u = 0, en cuyo caso el sistema de ecuaciones, está
dado por

_x(t) = Ax(t) (6.6)

y(t) = Cx(t) = C�(t)x(0): (6.7)

Por lo tanto, la observabilidad de un sistema, depende solo de A y C, y el caso de
que C sea no singular, el sistema es obviamente observable, ya que x(t) se obtiene
directamente de (6.7).
Consideremos primero el caso donde la salida y es un escalar y(t):
Suponiendo que el grado del polinomio mínimo de A es p, podemos escribir

�(t) =

p�1X
k=0

�k(t)A
k

y consecuentemente, se sigue de (6.7), que

y(t) =

p�1X
k=0

�k(t)CA
kx(0): (6.8)

Como, por pruebas resolvemos para x(0); un vector de n componentes, necesitamos
ordinariamente n ecuaciones involucrando las cantidades xi(0); i = 1; 2; :::; n. Una
técnica bastante usada, para obtener ecuaciones adicionales de (6.8), la cual involucra
a p coe�cientes �k(t); k = 0; 1; :::; p � 1; es formando productos internos de y(t) y
�k(t): El producto interno que utilizamos, está de�nido por

(�i(t); �j(t)) =

Z T

0

��i(t)�j(t)dt (6.9)

donde ��i(t) es complejo conjugado de �i(t) y T es la longitud del tiempo que y(t) es
observado. Por lo tanto, tomando el producto interno de �i(t) y y(t); obtenemos

(�j(t); y(t)) =

p�1X
k=0

(�j(t); �k(t))CA
kx(0); (6.10)

j = 0; 1; :::; p� 1:
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Como y(t) es escalar, la cantidad CAkx(0) es también un escalar. Si ponemos,

CAkx(0) = �k; k = 0; 1; :::; p� 1: (6.11)

(�j(t); y(t)) = �j; j = 0; 1; :::; p� 1 (6.12)

(�j(t); �k(t)) = jk; j; k = 0; 1; :::; p� 1 (6.13)

entonces podemos escribir (6.10) en la forma matricial

� = � (6.14)

donde �; �; y  son matrices con elementos dados por (6.11), (6.12) y (6.13), re-
spectivamente. La matriz  está de�nida como una matriz de Gram y puede ser
demostrado que es no singular, ya que los �k(t) son linealmente independientes. Por
lo tanto la solución de (6.14), está dada por

� = �1�: (6.15)

Substituyendo estos valores de �k sobre (6.11), de un sistema de p ecuaciones en las
n desconocidas x1(0); x2(0); :::; xn(0): En la forma matricial26664

C
CA
...

CAp�1

37775x(0) = �; (6.16)

donde los coe�cientes sobre la matriz en la izquierda es una matriz p � n: Esta
ecuación puede resolverse de forma única para x(0) si y solo si p = n y el rango de
los coe�cientes de la matriz es n: Esto equivale pedir que, la matriz n� n

P = [CT jATCT j:::j(AT )n�1CT ] (6.17)

tiene rango n: Más precisamente, este resultado se establece como un teorema.

Teorema 14 El sistema representado por

_x = Ax; y = Cx;

donde x es n-vector y y es un escalar, es observable si y solo si P dada por (6.17)
es no singular.
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6.1. Un Ejemplo

Anteriormente precedimos al caso general en que y es un m-vector, daremos un
ejemplo en donde el vector estado será determinado para el caso en que y sea un
escalar. Consideremos el sistema

_x(t) =

�
1 0
0 2

�
x(t) +

�
1
1

�
u(t) (6.18)

y(t) =
�
1 1

�
x(t)

con u(t) = 1: La matriz P dada por (6.17) para el sistema, es

P =

�
1 1
1 2

�
la cual tiene rango 2. Consecuentemente el sistema es completamente observable. En
la práctica no requerimos tener una expresión analítica para y(t); pero para ilustrar
el principio complicado, supondremos que

y(t) =
1

2
e2t + 2et � 3=2:

La matriz de transición puede escribirse, en dos maneras

�(t) = diagfet; e2tg;
�(t) = (2et � e2t)I + (e2t � et)A

que puede probarse con fácilidad. Como el sistema es forzado, podemos calcular z(t)
dada por

z(t) = y(t)� C

Z t

0

�(t� �)Bu(�)d�

=
1

2
e2t + 2et � 3=2�

�
1 1

� Z t

0

�
et�� 0
0 e2(t��)

� �
1
1

�
d�

= et:

De la expresión para �(t) obtenemos

�0(t) = 2et � e2t

�1(t) = e2t � et
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y por tanto

00 = (�0(t); �0(t)) =

Z T

0

(2et � e2t)2dt

01 = (�0(t); �1(t)) =

Z T

0

(2et � e2t)(e2t � et)dt

11 = (�1(t); �1(t)) =

Z T

0

(e2t � et)2dt

�0 = (�0(t); z) =

Z T

0

(2et � e2t)etdt

�1 = (�1(t); z) =

Z T

0

(e2t � et)etdt

usando (6.15), la matriz � está dada por�
�0
�1

�
=

1

0011 � 212

�
11 �10
�10 00

� �
�0
�1

�
:

Como A y C son matrices reales, (6.16), puede escribirse como

P Tx(0) = �

y para nuestro caso, se sigue que

x(0) =

�
1 1
1 2

��1
� =

�
2 �1
�1 1

�
�:

Combinando las relaciones anteriores, encontramos que

x1(0) = 2�0 � �1

=
2(11�0 � 10�1)� (�10�0 + 00�1)

0011 � 210

y

x2(0) = ��0 + �1

=
�(11�0 � 10�1) + (�10�0 + 00�1)

0011 � 210
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Llevando a cabo los cálculos necesarios, obtenemos

00 =
1

4
e4T � 4

3
e3T � 2e2T � 11

12

01 = �1
4
e4T + e3T � e2T +

1

4

11 =
1

4
e4T � 2

3
e3T +

1

2
e2T � 1

12

�0 = �1
3
e3T + e2T � 2

3

�1 =
1

3
e3T � 1

2
e2T +

1

6
:

Las cantidades necesitadas para determinar x(0) son encontradas:

11�0 � 10�1 = �10�0 + 00�1 = 0011 � 210

=
1

72
e6T � 1

8
e4T +

2

9
e3T � 1

8
e2T +

1

72
:

Usando estos valores, tenemos

x(0) =

�
1
0

�
Es fácil veri�car que este sistema con su estado inicial encontrado, su salida es la
antes dada.
Para este ejemplo el vector estado también puede determinarse totalmente fácil

de (6.4). En este caso tenemos

et =
�
1 1

� �et 0
0 e2t

� �
x1(0)
x2(0)

�
= etx1(0) + e2tx2(0):

Comparando los coe�cientes de ambos lados vemos que x1(0) = 1 y x2(0) = 0:

6.2. El Caso General

Es buen momento para probar un teorema, dando una condición de observabilidad
cuando la salida y(t) es un m-vector. Este teorema es una extensión del teorema
previo que toma la sálida escalar y, como uno debe esperar, la prueba es muy similar.
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Teorema 15 El sistema representado por

_x = Ax+Bu; (6.19)

y = Cx+Du;

donde x es un n-vector y y es un m-vector, es completamente observable si y solo si,
la matriz

P = [CT jATCT j � � � j(AT )n�1CT ]
es de rango n.

Demostración. Podemos tomar u = 0 sin pérdida de generalidad, como hemos
visto antes, para dicho caso y, usando la expansión de eAt; está dada por

y(t) =

p�1X
k=0

�k(t)CA
kx(0):

Si denotamos al i-ésimo renglón de C por Ci; la i-ésima coordenada yi(t) de y(t) es

y(t) =

p�1X
k=0

�k(t)CiA
kx(0); i = 1; 2; :::;m:

Como antes, podemos tomar productos internos de �j(t) con y(t) y así obtener pm
ecuaciones en las pm desconocidas CiAkx(0): De�niendo las cantidades

CiA
kx(0) = �ki;

(�j(t); yi(t)) = �ji

(�j(t); �k(t)) = jk

las ecuaciones mencionadas arriba, pueden escribirse

p�1X
k=0

jk�ki = �ji; j = 0; 1; :::; p� 1;

i = 1; 2; :::;m:

Si denotamos por �i y �i las i-ésimas columnas de las matrices � = [�ki] y � = [�ji];
respectivamente, la última ecuación puede escribirse en la forma matricial

�i = �i; i = 1; 2; :::;m:
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Como un caso previo de la matriz de Gram,  es no singular y podemos escribir

�i = �1�i:

Teniendo determinadas las cantidades �ki; estaremos dispuestos ahora considerar
nuevamente las ecuaciones

CiA
kx(0) = �ki; i = 1; 2; :::;m; j = 0; 1; :::; p� 1;

o la ecuación matricial equivalente2666664
C
CA
CA2

...
CAp�1

3777775x(0) =
2666664
b0
b1
b2
...

bp�1

3777775
donde bj es la tranpuesta del (j+1)-ésimo renglón de �: Este es un sistema de mp
ecuaciones con n desconocidas y el vector x(0) puede determinarse únicamente si y
solo si, el rango de la matriz de coe�cientes mp � n es n: En este caso p = n; la
matriz de coe�cientes es P T donde P está dada en (6.17). Cuando p < n se sigue
que las últimas m(n� p) columnas de

P = [CT jATCT j � � � j(AT )p�1CT j � � � j(AT )n�1CT ]

son combinaciones lineales de las columnas (AT )kCT ; k = 0; 1; :::; p� 1: Por lo tanto,
el rango de la matriz P es n; la cual es la condición de controlabilidad. Esto completa
la prueba del teorema.

Ejemplo 15 Considere el sistema

_x =

�
0 1
�3 �4

�
x+

�
1
�3

�
u

y =

�
2 2
1 1

�
x:

La matriz P está dada como

P =

�
2 1 �6 �3
2 1 �6 �3

�
:

El rango de P es 1 y consecuentemente el sistema, no es completamente observable.



Observabilidad 68

6.3. De�nición de Gilbert

El concepto de observabilidad, considerado en la sección previa se debe a Kalman,
también Gilbert tiene una de�nición de observabilidad (la cual es diferente a la que
introduce Kalman). De acuerdo a Gilbert, el sistema diagonalizado con distintos
valores propios, dado por

_x = �x+ �u (6.20)

y = x+Du

donde � = diag(�1; �2; :::; �n); es observable si  tiene todas sus columnas son difer-
entes de cero. Las xi correspondientes a una columna cero de  se llaman inob-
servables, y las no cero, observables. Claramente una coordenada inobservable, no
aparece en la salida y por lo tanto su valor no puede determinarse, por observaciones
de la salida.

Ejemplo 16 Como un simple ejemplo, consideremos el sistema

_x =

�
�1 0
0 �2

�
x+

�
1
0

�
u

y =
�
0 1

�
x:

De acuerdo a la de�nición de Gilbert, la coordenada x1 es inobservable y x2 es ob-
servable ya que la primera columna de la matriz  es cero y la segunda columna no
es cero. La matriz P para este sistema, usando la de�nición de Kalman, es

P =

�
0 0
1 �2

�
:

Esta, tiene rango 1, por eso el sistema es inobservable.

Ejemplo 17 Como otro ejemplo, el sistema (6.18), es observable. Ya que A = � y
 = [1 1] no tiene columnas cero.

Hemos visto que, para sistemas son distintos valores propios, las dos de�niciones
de controlabilidad debidas a Kalman y a Gilbert, son equivalentes. Las de�nicones de
Gilbert sobre controlabilidad y sobre observabilidad, son totalmente similares, con
los renglones de � jugando el mismo papel que las columnas de  en observabilidad,
y el criterio en controlabilidad de Kalman envuelve los rangos de las matrices dadas
en (5.2) y (6.17), son muy similares.
Por tanto, podríamos esperar que las dos de�niciones de observabilidad son equiv-

alentes, como fue el caso para controlabilidad. Es un hecho el caso, y podemos es-
tablecer un teorema que trata de observabilidad, el cual es análogo al teorema (13).
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Teorema 16 Sean ci; i = 1; 2; :::;m las columnas de CT : El sistema (6.19) es ob-
servable en el sentido de Gilbert, si y solo si, A tiene valores propios distintos y los
vectores

eki = (A
T )kci; i = 1; 2; :::;m; k = 0; 1; :::; n� 1;

generan el espacio n-dimensional.

Demostración. La demostración de este teorema, es muy similar a la dada para
el caso de controlabilidad en el teorema (13). Consecuentemente, solo indicaremos la
dirección tomada y dejamos los detalles, por ser muy parecidos, en este caso

eki = (AT )kci = [(���
�1)T ]k(Ti �

�1)T

= (��1)T (�T )k�T (��1)Ti
= (��1)T (�T )ki

donde T = [1 2:::m]: Como  no tiene columnas cero; entonces 
T no tiene

renglones cero y podemos formar el vector + = k11+k22+ :::+kmm, ninguna de
las componentes, es cero. Los pasos tratados, son los mismos, como el teorema (13).
Como los eki son las columnas de P en (6.17) y generan el espacio n-dimesional, la
matriz P deberá tener rango n: Por ello, en el caos de que A tiene distintos valores
propios, los criterios de Gilbert y Kalman son equivalentes.

6.4. Principio de Dualidad

Como previamente notamos, la estructura de las matrices las cuales se necesitan
para determinar si un sistema es observable y controlable, son muy similares. Esta
similaridad, sugiere que hay una analogía entre controlabilidad y observabilidad. Está
analogía es claramente exhíbida por el principio de dualidad debida a Kalman, el cual
se establece como un teorema.

Teorema 17 Considere el sistema S1 de�nido por

_x = Ax+Bu

y = Cx;

donde x es un n-vector, u es un r-vector,y y es un m-vector, y el sistema dual S2
de�nido por

_� = AT � + CTv

� = BT �;
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donde � es un n-vector,v es un m-vector, y � es un r-vector. El principio de dualidad
establece el sistema S1 es completamente de estado controlado (observable) si y solo
si el sistema S2 es completamente observable (de estado controlable).

Para probar este teorema, escribimos abajo las condiciones necesarias y su�cientes
de los teoremas (12) y (15) que debemos satisfacer. El sistema S1 es completamente
de estado controlable, si y solo si, la matriz n� nr

[BjABj:::jAn�1B]

tenga rango n: Esto es precisamente, la condición necesaria y su�ciente, que el sistema
S2 sea completamente observable. La condición necesaria y su�ciente, para que el
sistema S1 sea completamente observable, es que la matriz n�mn

[CT jATCT j:::j(AT )n�1CT ]

tenga rango n: Esto es, también la condición necesaria y su�ciente, para que el sistema
S2 sea de estado completamente controlable y el teorema es probado.
En seguida, se menciona un sistema de ecuaciones que ocurren muy frecuente-

mente, en algunos problemas de sistemas dinámicos, a la hora de discretizar dicho
sistema.

6.5. La Ecuación TA-BT=C

En esta sección se encuentra un resultado de la teoría de matrices,que se usará
adelante en un ejemplo.
La ecuación matricial

TA�BT = C (6.21)

juega un papel muy importante en la teoría de estabilidad y en observabilidad, así
como otras líneas de investigación, como análisis de sistemas. En esta ecuación A y
B son matrices cuadradas de orden m y n; respectivamente, y consecuentemente T
es una matriz n �m: Demostrare que sí A y B no tienen valores propios comunes,
entonces (6.21), tiene una solución única T .
1. Probare que TA�BT = 0 tiene solo la solución trivial.
2. Entonces probaremos que TA�BT = C; tiene solución única.
Consideremos la parte 1. Por álgebra lineal, sabemos que las matrices A y B

son similares, a matrices en su forma canónica de Jordan. Supongamos que la forma
canónica de Jordan, de la matriz A es dada por

JA = P�1AP = diag(Jm1; Jm2; :::; Jmp) (6.22)
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donde el orden de Jmk
es mk y m1 +m2 + :::+mp = m; y B es similar a

JB = Q�1BQ = diag(Jn1; Jn2; :::; Jnq) (6.23)

donde el orden de Jnk es nk y n1 + n2 + ::: + nq = n: El valor propio de A asociado
a Jmi

es �i y el valor propio de B asociado a Jnj es �j: Podemos resolver para A y
B en (6.22) y (6.23), y entonces sustituir estos valores en la ecuación

TA�BT = 0: (6.24)

La ecuación por tanto, que se obtiene es

TPJAP
�1 �QJBQ

�1T = 0:

Multiplicando esta ecuación por Q�1 sobre el lado izquierdo y por P sobre el lado
derecho, tenemos

Q�1TPJA � JBQ
�1TP = 0:

Sea ahora
X = Q�1TP; (6.25)

entonces, puede escribirse
XJA � JBX = 0: (6.26)

Notemos que (6.26), es meramente un caso especial de (6.24), donde en (6.26), las
matrices conocidas, están en su forma canónica de Jordan. Si podemos resolver (6.26)
para X, entonces podemos obtener T; de la ecuación

T = QXP�1: (6.27)

Como JA y JB son esencialemente matrices particionadas, será conveniente parti-
cionar la matriz X, tal que los productos XJA y JBX están de�nidos. Consecuente-
mente, será una matriz particionada q � p; esto es, la submatriz Xij será matriz
ni� nj: Cuando llevamos la multiplicación como en (6.26), usando las matrices par-
ticionadas, obtenemos las ecuaciones

XijJmj
= JniXij; i = 1; 2; :::; q; j = 1; 2; :::; p (6.28)

La matriz Jmj
; mj �mj; tiene la forma266664

�j 1 0 0 � � � 0 0
0 �j 1 0 � � � 0 0
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 0 � � � �j 1
0 0 0 0 � � � 0 �j

377775
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mientras la matriz ni � ni; Jni ; tiene la forma266664
�i 1 0 0 � � � 0 0
0 �i 1 0 � � � 0 0
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 0 � � � �i 1
0 0 0 0 � � � 0 �i

377775 :
Introduciendo la matriz s� s266664

0 1 0 � � � 0 0
0 0 1 � � � 0 0
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 � � � 0 1
0 0 0 � � � 0 0

377775 ;
podemos entonces escribir

Jmj
= �jI +Hmj

; j = 1; 2; :::; p;

y
Jni = �iI +Hni ; i = 1; 2; :::; q:

Substituyendo esta expesión sobre (6.28), tenemos

(�j � �i)Xij = HniXij �XijHmj:
(6.29)

Ahora multipliquemos esta expresión, por (�j � �i),obtenemos

(�j � �i)
2Xij = Hni(�j � �i)Xij � (�j � �i)XijHmj:

(6.30)

Ahora, substituyendo (6.29) en (6.30), obtenemos

(�j � �i)
2Xij = (Hni)

2Xij � 2HniXijHmj
+Xij(Hmj

)2:

Continuando este proceso, puede mostrarse, por inducción que

(�j � �i)
rXij =

rX
k=0

(�1)r�k
�

r

r � k

�
(Hni)

kXij(Hmj
)r�k:

AL tomar r � ni+mj�1; entonces, como r = k+(r�k); se sigue que, o bien k � ni
o r � k � mj: Como Hs es una matriz nilpotente de índice s; o bien (Hni)

k = 0 o
(Hmj

)r�k = 0: Consecuentemente, tenemos

(�j � �i)
rXij = 0
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y como �j 6= �i para i = 1; 2; :::; q; j = 1; 2; :::; p;debemos tener

Xij = 0; i = 1; 2; :::; q; j = 1; 2; :::; p:

Por lo tanto, solo la solución trivial, es la única que tiene (6.26). Sí X = 0; se sigue
que, de (6.27), T = 0 es solo la solución de (6.24).
Ahora que tenemos establecida la parte 1, estaremos listos para tomar la parte

2. Probaremos que sí, A y B, no tienen valores propios comunes, el sistema (6.21),
tiene una única solución T: Tomando el elemento cij de cada lado de (6.21), tenemos

mX
k=1

tikakj �
nX
k=1

biktkj = cij; (6.31)

i = 1; 2; :::; n; j = 1; 2; :::;m:

Este es el sistema lineal de mn ecuaciones desconocidas trs; r = 1; 2; :::; n; s =
1; 2; :::;m: Este sistema no es homogéneo, pero tiene solución única, si y solo si, el
determinante de los coe�cientes no es cero. El correspondiente sistema homogéneo
es (6.24), el cual tiene la misma matriz como (6.21). Ya que la solución del sistema
homogéneo es la solución trivial, se sigue que el determinante de la matriz de coe�-
cientes no es cero. por lo tanto, la matriz de coe�cientes no es singular y el sistema
(6.31) o (6.21) tiene solución única T para cada matriz C:

Ejemplo 18 Considere

A = [2]; B =

�
1 1
0 �1

�
; C =

�
1
0

�
:

El valor propio de A es 2, y valores propios de B; son 1 y -1. Por tanto, hay una
solución única de (6.21), para este caso. Resolviendo el sistema�

t11
t21

�
[2]�

�
1 1
0 �1

� �
t11
t21

�
=

�
1
0

�
para t11 y t21: Ecuación correspondiente de elementos que se obtinen

t11 � t21 = 1

3t21 = 0:

Por tanto t21 = 0 y t11 = 1 y la solución única es

T =

�
1
0

�
:



Capítulo 7

Conclusiones

Los resultados de la tesis muestran que podemos aplicar el método de identi�-
cación propuesto a sistemas dinámicos lineales estables. Esto, primero se probó para
los sistemas cuyas matrices de tamaño n�n tenían n valores propios diferentes, luego
abordamos el caso donde las matrices eran más generales, de valores propios no nece-
sariamente todos diferentes entre sí. Fue demostrado que la probabilidad de tener
identi�cación no única es igual a cero, esto es, que la identi�cación de los coe�cientes
del sistema dinámico propuesto (2.1) es única, con probabilidad de uno. Estas ideas
surgieron gracias a la similitud que existe con los problemas de la Teoría del Control,
en nuestro caso, el problema en su forma discreta requiere de condiciones similares
impuestas a las de la teoría del Control.
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