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Resumen

La tesis estd dedicada al estudio de la identificacién simultdnea de los coeficientes
de un sistema dindmico estable y de las amplitudes de fuerza armoénica a través de
la respuesta en salida estacionaria (de este sistema dindmico estable). Este problema
surge en varias ramas, particularmente en la ingenierfa, como mecénica, eléctrica,
etc. Estos problemas son el resultado de la modelaciéon de sistemas mecdnicos, que
requieren de herramientas como &dlgebra lineal, cdlculo de varias variables y del anéli-
sis de sistemas de ecuaciones diferenciales, y para poder simplificarlos se analizan solo
las propiedades de las soluciones. Se ve s el sistema dindmico es estable o no, o si
cumple ciertas condiciones es linealizado (en el caso de ser un sistema mas complejo),
entre otras cosas; ya que no hay manera de resolverlos explicitamente. El problema
de identificacién ayuda a determinar los pardmetros que describen el estado de un
sistema dindmico lineal estable o el comportamiento que éste tiene cuando sufre
perturbaciones estocéasticas.
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Introduccion

La tesis estd dedicada al estudio de la identificacién simultédnea de los coeficientes
de un sistema dindmico estable, bajo la accién de una fuerza armoénica, y de las ampli-
tudes de la fuerza armonica, a través de las amplitudes de la salida estacionaria. Estos
tipos de problemas surgen, en muchas ramas, especialmente en ingenierfa mecénica,
eléctrica, entre otros. Una aplicacién importante de la tesis, es la identificacién de los
coeficientes del sistema que rige el movimiento de un rotor dindmico, dicho sistema
es de segundo orden y la parte derecha de este sistema de ecuaciones diferenciales
es una fuerza arménica que satisface las condiciones de resolucién, donde la primer
componente de dicha fuerza es aleatoria y todas sus demds entradas son conocidas;
entonces puede aplicarse directamente el algoritmo establecido en esta tesis para la
identificacién simultdnea de los coeficientes del sistema. Este modelo se considera en
los articulos [25] y [4], ¥ la investigacién matemédtica de este problema lo estudia el
articulo [24].

El problema de identificacién estd relacionado con la teorfa de control. Se demostré
que, la identificacion de estos coeficientes es tnica si se satisface la condicién de con-
trolabilidad generalizada. También consideré la influencia de perturbaciones estocds-
ticas en este sistema dindmico lineal estable.

La tesis consta de 5 capitulos, y cada capitulo estudia temas que son necesarios
para el estudio de la identificacion de coeficientes en los sistemas dindmicos lineales,
en el primer capitulo se escribe un resumen del contenido en el articulo [24], ademés
escribo las demostraciones de éste en una forma maés clara, indicando y precisando
con més detalle los resultados de cuales se hacen uso, también agregué un breve
recordatorio de las propiedades (y de la definicién) de un sistema dindmico; en los
capitulos sequndo y tercero se dan algunas propiedades de las perturbaciones estocds-
ticas de acuerdo con el Teorema de Limite Central, en los capitulos cuarto y quinto se
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escriben dos nociones importantes de la teorfa del control, como son la observabilidad
y la controlabilidad para los sistemas dindmicos.



Capitulo 2

Identificacién de Coeficientes para
Sistemas Dinamicos Lineales

2.1. Definicion del Problema

Un sistema dindmico da una descripcién funcional de la solucion de un prob-
lema fisico o de un modelo matemético que rige a un sistema fisico. Por ejemplo,
el movimiento de un péndulo es un un sistema dindmico en el sentido de que el
movimiento del péndulo se describe por su posicién y velocidad como funciones del
tiempo, y de las condiciones iniciales.

Matemédticamente hablando, un sistema dindmico es una fincién ¢(¢, ), definida
para todot € Ry z € E C R", que describe el movimiento o como se mueven los
puntos x € E con respecto al tiempo.

Un sistema dindmico sobre E es una funcién ¢ : R xE — E de clase O donde
E es un subconjunto abierto de R™ y si ¢,(z) = ¢(t,x) entonces ¢, satisface las
siguientes propiedades; (1) ¢o(xz) = x para todo x € E, y (2) ¢, 0 ¢ (x) = ¢, ()
para cada x € E y para cada t,s € R. Por ejemplo, si A es una matriz n X n entonces
la funcién ¢(t,r) := e*x define un sistema dindmico sobre R", ya que para cada
zo € R™, ¢(t, x0) es la solucién del problema de valor inicial

r = Az,
z(0) = xo.

En general, si ¢(t,z) es un sistema dindmico sobre £ C R", entonces la funcién
f(@) = £¢(t,2) |;—o define un campo vectorial (de tangentes a la curva ¢(t,z)) y
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que para cada zg € R™, ¢(t, ) es la solucién del problema de valores iniciales

= flz)
z(0) = .

Poe eso, cada sistema dindmico puede verse como el conjunto solucién de una ecuacion
diferencial ordinaria en un espacio vectorial (como por ejemplo R™). Reciprocamente,
dada una ecuacién diferencial # = f(x) con f € C'(E) y E C R" abierto, la solucién
¢(t, o) del problema de valor inicial

i = f(z)
z(0) = mo,

donde zy € F, es un sistema dindmico sobre F.

En el presente capitulo hablaré de la identificaciéon de coeficientes de un sistema
dindmico que corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria lineal, pues como
sabemos también hay ecuaciones diferenciales no lineales.

Consideremos las vibraciones de un sistema dindmico lineal estable en R" bajo
una fuerza arménica

C;—gt/ = Ay + F(w)e™! (2.1)

donde y(t) € C", A es matriz nzn, y la amplitud F'(w) es un polinomio en la variable

w, esto es, F(w) = Z;:o fiw?, con f; € C". Por ejemplo, los polinomios F'(w) ocurren

en problemas de vibracién que estan sujetos a desbalanceos perturbaciones [1],[2].
La solucién general del sistema (2.1) es [3]

y(t) = jlw)e™ + Z eM'Q,(t), (2.2)
§(w) = (iwl — A)"'F(w); (2.3)

donde q es el nimero de valores propios diferentes de la matriz A, y el grado del vector
polinomial @;(t) es menor o igual a la multiplicidad algebraica v; del valor propio A;.
Para sistemas estables Re \; < 0. Sf para todos los A\;, Re \; < 0, cuando t — +o0 la
solucién del sistema (2.2) tiende a la solucién estacionaria g(w) := §(w)e™! a pesar
del valor inicial cuando t — +o0.

Para varios sistemas reales, el valor inicial y los coeficientes f; son desconocidos,
y solo podemos medir las amplitudes 7(w) de la solucién estacionaria en diferentes

frecuencias w. Ademds, varios sistemas dindmicos reales no son lineales y pueden
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representarse por el modelo lineal (2.1) después de procesos transitorios. Por ejem-
plo, frecuentemente estos sistemas dindmicos ocurren en los modelos de sistemas
mecanicos, como un rotor que funciona con chumaceras de aceite [1],[2].

Por lo tanto, para tales sistemas, es muy natural determinar (los coeficientes
de) la matriz A por medio de valores que arroja la salida estacionaria §(w;) para
diferentes frecuencias wj; j = 1,2,...,1; | > n [4]. En general, existen tres maneras
para determinar los coeficientes de un sistema dindmico lineal, las cuales se describen
en seguida:

1. Si se considera que conocemos las fuerzas armoénicas f* entonces pueden cal-
cularse los coeficientes de la matriz A a través de los valores que arroja la salida
estacionaria y(w;),

2. Si supone que conoce las entradas de la matriz A entonces pueden calcularse
las fuerzas armonicas fi' a través de los valores de la salida estacionaria g(w;), y

3. Si ahora se conocen unicamente los valores de la sdlida estacionaria §(w;)
entonces podemos calcular las entradas de la matriz A y las fuerzas arménicas f;' solo
cuando se tengan mds frecuencias w; y asf tener mds valores de la sélida estacionaria.

A este tltimo problema vamos a llamarle el problema de identificacién simtltanea.

Al extender la clase de matrices recuperables A, es recomendable considerar
varios problemas (2.1) con la misma matriz A pero diferentes amplitudes F'*(w) =
> j—o f{w; de la fuerza arménica. Las amplitudes g, (w;) de la salida estacionaria,
se obtienen de las frecuencias wy, ..., w; para el conjunto de coeficientes { f§', ..., f'}.
Sean Aj; j =1,...,q; los valores propios de la matriz A. Supongamos que existen b,
bloques de Jordan de dimensién més que cero y a; bloques de Jordan de dimensién
igual a cero, asociados al valor propio correspondiente A;. Note que los vectores
propios correspondientes a un bloque de Jordan con dimensién cero, no tiene vectores
adjuntos. Definimos a sr4,como

»a = max {(b; +a;)} (2.4)

Obviamente 54 < n. Denotemos como P4 al polinomio minimo de la matriz A y
degP, como su grado.

Definicién 1 La identificacion simultdnea de la matriz A y de los coeficientes f;*,0 <
J<v; 1 <a<sx(para x> x4) a través de las amplitudes que resultan en la salida
estacionaria o (w;), paral diferentes frecuenciasw;; j =1,...,1;1 > deg P4+ (r+1),
se le conoce como el problema inverso para el sistema (2.1) con diferentes ampli-
tudes F*(w), a =1, ..., .

Hay muchas publicaciones sobre el problema de identificaciéon de coeficientes
[5],16],[7],[8],[9],[10],[11], etc. Algunos de ellos se refieren a la teoria del control, otras
usan procesos de transiciéon de valores para la identificacion.
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La teoria del control considera sistemas de la forma

d
d—f = Ax + Fu(t), (2.5)
y = Cu,

1‘(0) = z9 € R",

aqui, A es una matriz constante (n x n); F' es una matriz constante (n X ) y C es
una matriz constante (r x n); con 7 < n. A la funcién vectorial u(t) € R*, s < n,
se conoce como la funcién de control (la entrada) y a la funcién y(t) € R, r <mn, es
llamada la salida. La funcién (matricial) de transferencia para el sistema (2.5) es

H(z) =C(zI — A)'F. (2.6)

Evidentemente que las matrices CT~1, TAT! y TF tienen la misma funcién ma-
tricial de transferencia para cualquiera que sea T' € GL(n, R). Por lo que la teorfa
del control estudia a las clases de matrices C, A y F', que corresponden a una misma
funcién matricial de transferencia [6], [7].

Asi pues, para la identificacién unica de las matrices a través de su funcién de
transferencia se necesita pedirles ciertas condiciones. Por ejemplo, en algunos libros
como [6] y [7] afirman que las matrices C, A y F' deberédn satisfacer las condiciones
de observabilidad y controlabilidad (teorema de Kalman).

Si F(w) = Fo+...+F,w" es una matriz (n x »), cuyas columnas de las matrices Fj’s
son los vectores [, a = 1,..., >z. En este caso, el problema inverso bajo consideracién
es equivalente al problema de identificacién de las matrices A, F;, j = 0,...,v, a
través de los valores de la funcién matricial de transferencia [iwl — A]~" F(w), en un
nimero finitos de frecuencias w; (en el dominio de frecuencias). Estas matrices A y
F;, j=0,...,v, pueden determinarse como una solucién de un sistema algebraico.

Para garantizar la unicidad de la identificacién, se introduce una condicién de
resolucién (2). Si F(w) = Fy, entonces esta condicién de resolucién es precisamente
la condicién de controlabilidad [6].

Suponga que la matriz A es fija y que las matrices F;, j = 0,...,v se eligen
aleatoriamente. En este caso, se demostrard en el teorema (1) que, con probabilidad
igual a 1, las matrices Fj, j =0, ...,v satisfacen la condicion de resolucion y por lo
tanto, bajo esta eleccion aleatoria de las Fj, j =0, ...,v , el problema inverso siempre
tiene solucion unica con probabilidad de uno.

Hay muchas definiciones del problema inverso para sistemas continuos [14],[15].
El método propuesto de identificaciéon puede usarse para resolver algunos problemas
inversos, para sistemas continuos después de su discretizacién. Por ejemplo este méto-
do puede aplicarse para la identificacion de elasticidad y coeficientes de conduccién
en problemas unidimensionales y bidimensionales.
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Algunos sistemas lineales dindmicos tienen matrices de particular estructura (por
ejemplo las matrices de Jacobi) que pueden identificarse a partir de su vibracién
espectral (con matrices original y modificada) [16],[17],[18]. De cualquier modo, este
método no puede aplicarse para matrices con estructuras complicadas.

2.2. Algoritmo para la Identificacion

Primero se considera el problema inverso con solo una fuerza F'(w) y se describe
el algoritmo para la identificacién de los coeficientes de la matriz A y del conjunto de
coeficientes (vectoriales) f;, j = 0, ..., v del polinomio F(w), a partir de las amplitudes
de la salida estacionaria g(wy), k=1, ..., (n + v + 1) (evidentemente, (n + v + 1) >
deg Py +v +1).

Como g(w) = (iwl —A) ' F(w), se obtiene, el siguiente sistema lineal con respecto
a los elementos de la matriz A y los coeficientes vectoriales f;

donde los valores (wy) son conocidos.
Se denotan por yg,, m=1,...n, k=1,....(n+ v+ 1), a las componentes de los

vectores §(wy) v sea ||Ykm|| la matriz con renglones §(wy). Entonces el sistema (2.7)
puede reducirse al sistema lineal con respecto a los renglones a;,,,, [ = 1,...,n, de la
matriz A y las componentes fj,,, m = 1,...,n, del vector f; :

Z Yk Al + Z Wisz = 1WEYk (2.8)
m=1 7=0

donde k = 1,...,(n + v + 1). Sea el indice [ fijo, y los indices k,j y m variables;
entonces el sistema (2.8) es sistema lineal con respecto a las (n+ v + 1) desconocidas
ap,...s Qi fol, -5 fu1, con la matriz:

Y11 e Yin L w Wy

(2.9)

v
Yn4v+1)1 " Yntv+)n 1 Wntv41 0 Whipya

De esto se sigue que, se pueden determinar los coeficientes de la matriz a;; y los
vectores f; variando el indice [ desde 1 hasta n en el sistema (2.8). Note que para
valores exactos de §(w;) el sistema (2.8)siempre tiene una solucién (los coeficientes
f; v la matriz original A). El problema bdsico es determinar las condiciones para
garantizar la unicidad de la solucién.



Identificacién de Coeficientes para Sistemas Dindmicos Lineales 8

Durante las mediciones de las amplitudes 7(w;) algunos errores se generan ex-
perimentalmente. Para reducir sus influencias, uno puede resolver el sistema (2.8)
(el cual es generalmente sobredeterminado) numéricamente por el método de mini-
mos cuadrados. Suponga que exactamente el sistema (2.8) tiene una solucién tunica
para cada diferentes (deg P4 + v + 1) frecuencias. En este caso, el método de min-
imos cuadrados [5] en (n + v + 1) o més frecuencias dan la misma solucién tnica
para los valores exactos de (salida) estacionaria. Por lo tanto, el método de minimos
cuadrados reduce la influencia de errores experimentales presentados en el uso de
informacién experimental (datos). Cuando los errores experimentales son suficiente-
mente pequenos el método de minimos cuadrados nos da la solucién, como tnica.

Se observa que para una matriz arbitraria A es imposible, generalmente, obtener
la solucién tnica del sistema (2.7) al restringir solo los coeficientes f,, ..., f,. Por lo
tanto, es necesario considerar s sistemas (2.7) con diferentes amplitudes de entrada
F*(w), a =1,..., 5; esto es,

Agja(wk) + Fa(wk) = iwkﬂa(wk), (210)

donde k =1,....(n+v+1)y 1< a< s Este nimero s es tal que 5 > 54, donde
el nimero 4 estd definido en (2.4).

Sea C™*("+1) ¢] espacio de coeficientes [0 =0, v a=1,.,5xysea & €
C™*(v+1) ¢] vector unitario que estd definido como

1 % 1 >
o7 (o SO S ST (2.11)
U T g

donde

U* = \/Z S s Ja), donde f;* € C" para j =0,...,v; a=1,.., s
a=1 j=0

Evidentemente, ®* € §2"*(+D-1 donde S2"*("+1)-1 ¢g la esfera unitaria de dimen-
sién real 2nsc(v + 1) — 1. Definimos med como la medida uniforme sobre la esfera
St D)=1 "esto es, si A es la medida de Lebesgue sobre los subconjuntos borelianos
de esta esfera, entonces med (A) := /\(52+’31)_1) para cada A C §2#(*+1)~1 hore-
liano.

El determinante del sistema (2.10), es una funcién analitica con respecto a a;;,
fj, wg. Més atin, este determinante, es una funcién homogénea de primer orden
con respecto a los coeficientes ff, j = 0,...,v; @ = 1,...,5¢. Por lo tanto, para
determinar las condiciones tales que el determinante del sistema (2.10) no sea cero,
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es suficiente considerar las componentes del vector unitario ®* en el espacio de
coeficientes C*(+1),

Al conjunto de vectores ®* € S?*(*+1)~1 tales que el sistema (2.10) no tiene solu-
cién tnica se define como N, (A). Mds adelante se demuestra que, el conjunto N,.(A)
no depende de la eleccién de las frecuencias (no resonantes) wi,...,wWpipr1 ¥ que
med(N,(A)) = 0. Esto significa que, el problema inverso tiene siempre una solucién
unica para casi todos los conjuntos de coeficientes {f]‘?‘,j =0,..,v;a=1,.., x> %A}
que elijamos aleatoriamente y para cualquier seleccién de frecuencias arbitrarias
W1y eeey Wyt 1-

2.3. Resultados Principales

Primero analizaré la resolucién del sistema (2.8) en el caso cuando la matriz A,
del sistema (2.1), tiene n diferentes valores propios. Obviamente, en este caso 4 = 1
y por ello, el problema inverso solo considera a los sistemas (2.7) y (2.8).

Lema 1 Suponga que n > 1, y que la matriz A (n X n) y su matriz complejo con-
Jugada A* tienen n diferentes valores propios \;, j = 1,...,n,y j\j, j =1..n,
respectivamente. Sean e;, €} los vectores propios de las matrices A y A* respectiva-
mente, i.e. A*e} = \jej; Ae; = N\je;; j =1,...,v. Suponga que ;, €] se eligen en tal
forma que (e;,ef) = 6;;. Se definen en el espacio de coeficientes C***1) los planos
mr de dimension {2n(v + 1) — 1} que satisfacen la siguiente condicion:

T - (Z(—i)jAjfj,eZ) =0, k=1,..,n; esto es, (F(—iA),e;) =0 paral <k <n.
=0
(2.12)

y definimos el conjunto N,(A) como:N,(A) := Ul_ .

I) Suponga que se tienen j(w;) = [iw;] — A" F(w;) en (n+ v + 1) frecuencias
no resonantes w;, entonces:

1. El sistema, (2.7) tiene tinica solucion si y solamente si ' ¢ N,(A)NS2F+1-1,

2. El conjunto N,(A) := N,(A) N S?"¥*+tD-1 tiene medida cero.

3. El coeficiente f, puede determinarse univocamente de los sistemas (2.7) y (2.8);

4. El kernell del sistema

Ag(w;) + F*(wj) =0, j=1,....,(n+v+1) (2.13)

con respecto a Ay, i, ..., [, no depende de la eleccion de frecuencias no resonantes
Wwij.
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II) Para cualquier conjunto de valores §(w;), j = 1,...,(n+ v+ 1), tal que si el
rango de la matriz (2.9) es (n + v + 1), se tiene que existe una matriz A inica y
coeficientes f, ..., [ dnicos, tales que

J(w;) = liw;] = A" F(w;) j=1,....,(n+v+1).

En este caso, la matriz A y los coeficientes f§, ..., [ satisfacen la condicion ®' ¢
N,.(A).

II1) Si la dimension n, es igual a 1, entonces:

1. La matriz A € C, y la fuerza armdnica F(w) € C" = C, y asi los coeficientes
fo, -y fu del polinomio F(w) junto con la matriz A pueden determinarse de forma
tinica siy solo si, F(—iA) # 0 en las (n+v+1) = (v+2) frecuencias no resonantes
wj. Es decir, la condicion ®' ¢ N,(A) se reduce en el caso unidimensional a que
F(—iA) #£0.

2. En el caso cuando el rango de la matriz (2.9) sea igual a (v + 2) existe un
tnico nimero complejo A y existen tinicos numeros complejos fj, ..., f que son los

coeficientes que definen a F(w), tales que:
(iw = A)F(w)|w=w; =y; y F(—iA) # 0, donde y; := j(w;).

Demostracién. I) Es conocido el hecho [19] que, si la matriz A de tamafio n x n
tiene n diferentes valores propios A;, j = 1,...,n, entonces la matriz A* también
tiene n diferentes valores propios 5\]-, J =1,...,n. Los vectores propios e;, j = 1,...,n
(e5,j = 1,..,n),de la matriz A (matriz A*) son linealmente independientes. Mds
atn, ellos pueden elegirse de tal manera que (e, e}) = ;.

Por lo tanto el vector §j(w) = [iwl — A]"'F(w), se puede ver como

w) =Y ) ei)er (2.14)

w— A
k=1 k

La matriz A y la entrada F'(w) = >_"_ w®* f, satisfacen los sistemas lineales (2.7) y
(2.8) con los valores g(wy).

El determinante de la matriz (2.9) no es cero, si y solo si el sistema (2.8) tiene
solucion tunica. Ahora, la tarea es investigar la unicidad de las soluciones para los
sistemas (2.7) y (2.8).

Suponga que el sistema (2.7) tiene dos soluciones diferentes, digamos la inicial
A; fa,a = 0,..,v y alguna otra solucién A;; f¥ a = 0,..,v. Sustituyendo la ex-
presién (2.14) con la solucién A, f,,a = 0,..,v en el sistema (2.7) y sustituyendo
la expresion (2.14) con la otra solucién Ay; fX,a = 0,..,v en el sistema (2.7), nos
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dan dos expresiones diferentes. Sustrayendo de la primera expresién la segunda, se
obtiene

S (Flwy). >M T (F(wy) — F*(wy) = 0. (2.15)

-
k=1 k

donde F*(wj) =3 (fowiyj=1,...,(n+v+1).
Ahora, al tomar los siguientes polinomios

n

=[G = N) y Buliw) == [] Gw—Ny), (2.16)

j=1 J=Lj#k

se tiene que al multiplicar la relacién (2.15) por los polinomios ®(iw;), j =1,...,(n+
v+ 1), el polinomio

Z Oy (iw)(F(w), er) (A — Ar)e, + (F(w) — F(w*))®(iw) =0 (2.17)

de grado (n+ v) tiene (n+ v+ 1) diferentes raices, wy, ..., wn1,41. Por tanto, se sigue
que, el polinomio del lado izquierdo en (2.17) es el polinomio idénticamente cero.
Esto implica que, todos los coeficientes del polinomio en (2.17) son iguales a cero.
Note que el coeficiente de este polinomio en el término w™"”, es igual a la diferencia
(fu — fr), v asi f, = f*. Esto completa la prueba del punto I.3.

Ahora se considera la ecuacién (2.17) eniw = \;, j = 1, ..., n. Ya que el polinomio
(2.16), es idénticamente cero, se obtiene

(Zfa (—i))) ) (A—A)e; =0, j=1,...,n. (2.18)
Obviamente, la ecuacién del plano 7y, puede escribirse en la forma

(Z;:o(_i)jAjfj’ew = (Zj 0(—i)jfj7(z4*)je7;) (2.19)
- (Z fi(= ])‘?wek) = 0.

Por lo tanto, si ®* ¢ N,.(A) entonces los primeros n factores de las n ecuaciones en
(2.18) no son iguales a cero, y se obtiene

(A—A)e, =0, I=1,....n. (2.20)
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Como los vectores propios {ey,...,e,} de la matriz A forman una base de R". De
(2.20) se sigue que A = A; cuando tenemos que ®! ¢ N,(A). Esto termina la prueba
de la parte I.1.

Se sigue de (2.18) que para ®! ¢ N,(A), la ecuacién (2.17) se puede reducir a

(F(w) — F*(w))®(iw) =0, w € R (2.21)

La ecuacién (2.21) implica que F(w) = F*(w), es decir, los coeficientes fo, ..., f,,
también pueden determinarse de manera unica cuando ®' ¢ N,.(A).

Para completar la prueba del punto 1.2, es suficiente en notar que el conjunto
NT(A) es unién de n planos, y como los planos tienen medida de Lebesgue cero en
el espacio de coeficientes C2"(**1) pero como N,.(A) := N,(A) N S?*+H-1 entonces
se tiene que med (N, (A)) = 0.

Ahora se investiga el micleo del sistema (2.8). En seguida se probara que para
d! € N,(A), la solucién del sistema (2.8) no es tinica. Suponga que ®' € N,(A),
entonces

<Z;:o fﬁ(—i)\k)ﬁ7e;> = 0, paraj=1,...,q; (2.22)
(Z;ZO fﬁ(_i/\k)6792) # 0, para k= (¢ +1),...,n.

De (2.22) se tiene que

v v—1
B o) — 29 P R
(2520 fs(w) ,ej) = (w+1i\)) (Zaz(] Qjow > , para j =1,...,q.
Aqui los niimeros a;, no dependen de las frecuencias wy, ..., wp4,41. Evidentemente
Q) (iw)(w+1iX;) = —iP(iw). Asi es que, la ecuacién (2.17) (la cual equivale al sistema
(2.15)) es equivalente al siguiente sistema:

-y "

J=

(A= Aej + (fu—f2) = 0, (2.23)
(A—Al)ek = O,

donde =0, ...,v; k = (¢+1), ..., n. Este sistema determina la dimensién del nicleo (o
kernel) de (A— A;), (foa— f) del sistema homogéneo, del problema (2.13). Evidente-
mente el kernel para este 1iltimo sistema no depende de las frecuencias wy, ..., Wy 11
que consideremos. Esto prueba la parte 1.4.

IT) Si el rango de la matriz (2.9) es igual a (n + v + 1), entonces existe una unica
matriz A y coeficientes vectoriales fo, ..., f, que satisfacen las ecuaciones (2.7) y (2.8).
Esto implica que §(w;) = [iw; ] — A] "' F(w,). Por lo tanto, del punto I.1 de este lema,
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se tiene que el vector ®!, correspondiente a los coeficientes fy, ..., f,, no pertenece a
N, (A).
III) El caso unidimensional (esto es, n = 1) es un caso particular del punto I. m
Ahora se considera el problema inverso para una matriz arbitraria A. En segui-
da recordaré algunos resultados de la teoria de matrices [19] e introduciré algunas
notaciones.
Sea A una matriz que tiene g diferentes valores propios )\], j=1,....q;q <n,
y que existen v; bloques de Jordan sz de orden kl t =1,...,v;, asociados al valor
propio A;. Por definicién, el orden del bloque de Jordan sz es el nimero de vectores

adjuntos (este orden es uno menos a la dimensién de la ‘matriz de Jordan de este
bloque). Sin pérdida de generalidad puede asumirse que vy > ... > v, > v, y que
para un indice fijo j, los bloques se ordenan de manera que kzjl > l{:? > > k;;j,
Jj = 1,...,q. Note que el nimero mas grande de bloques de Jordan corresponde al
valor propio Ay (es decir, v1 := méx;<j<,{v;}).

Por lo que se obtiene

q
deg Pa=> kj+q.

J=1

Sea U, = {ef : B =1,...,a5 j fijo} el conjunto de los vectores propios de la ma-

triz A asociados al valor propio \;, tal que ellos no tengan vectores adjuntos. Por

construccion, el dltimo bloque J,»; asociado al valor propio A;, le corresponden los
J

vectores propios e?, B =1,...,a;,y por definicién k;jj = 0siv; # 9. Note que k;; >0
para i < v; y k;’j > 0. Se denota por C(v,) al espacio generado por los vectores ef ,
B =1,...,a;. Evidentemente, C(¥,) es un subespacio invariante de la matriz A. Si
¥; = @, entonces k;j > 0.

Abajo, se definen los subespacios invariantes correspondientes a los bloques de
Jordan de orden k:; > 0. Si k; > (), entonces existe un vector propio designado como

ef}“ (es decir, Aek;Jr = \je;; o+ ), v existen vectores adjuntos ef;, [ = 1,...,k} (es
decir, (A — \;1)el; = el tal que
Kitlgl
(A— NI el = 0, (2.24)

l !
(A=Xil)e ilj = ez';r17
conl=1,.., k.
Se denota por C(i, j) al espacio lineal generado por los vectores {eéj l=1,..., k§+
1}. Obviamente, C(3, j) es el subespacio invariante de la matriz A, y sobre el espacio
C(i,j) la matriz (A — A\;I) es la matriz bloque de Jordan Jyi de orden ki > 0. Si
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k;’ = 0, entonces por definicién J ki €S la matriz cero en el espacio C(v,). De (2.24)

se tiene que

1 ! i i
el = i e, l=1,..kj, parak; > 0. (2.25)
Por (-,-) se denota al nuevo producto escalar en C" tal que el producto escalar de
los vectores propios y los vectores adjuntos de la matriz A, sean ortonormales con
respecto a este producto escalar. Si ¥; # &, entonces el teorema de Jordan [19]
implica que
n R
C" = G93’:1 EBzil C(Zaj) @ C<19J)7 (226)

y si ¥; = @ para todo j, entonces el teorema de Jordan implica que
C" =&, &2, C(i, ).

Ahora se denota por [;; la matriz idéntidad sobre C(i,j). Se sigue del teorema
J
de Jordan, que la matriz A relativa a la base de sus vectores propios y sus vectores
adjuntos tiene la forma

Tgh+J, 0 0
0 0
0 I»mA J .,
SAS™! = AT (2.27)
: : : : 0
0 0 0 o Ly + T,

Aqui S~ manda los nuevos bésicos a la base inicial.
Sea sz la proyeccion ortogonal sobre el subespacio C(i,j). Si ¥; # O, entonces
C(j) esta definido como una suma directa

C) = Ci(y) & C(9;)

donde Cy(j) es el espacio generado por los vectores {e}j 11 <4 <v;—1, el indice
Jj es fijo}; y si V; = @, entonces por definicion, C(j) es un espacio generado por los
vectores {e}j 11 <i<wjy, el indice j es fijo}. Evidentemente, la dimension de C(j)
es (a; +b)).

Ahora, se considera al conjunto de amplitudes F'*(w) = >°7_ ffw’, donde a =
L., 56 0 > 24 [ € C7, definimos L* como el espacio lineal generado por los
vectores SF*(—iA) = S 7 ((—i) A f, para a = 1,...,5c. Se denota por 7/ la
proyeccién ortogonal de C™ sobre C(j).



Identificacién de Coeficientes para Sistemas Dindmicos Lineales 15

Definicién 2 El conjunto de coeficientes vectoriales {fj‘?‘ ca=1,...,: j=0,..,v}
y la matriz A, satisface la condicion de resolucion, si

mL* = C(j), para j=1,...,q. (2.28)

En [6] fue demostrado que, la condicién de resolucién es equivalente a la condicién

rank[F(—iA) P AF(—iA) '} --- I A" F(—iA)] = n. (2.29)

Aquif las columnas de la matriz F'(—iA) son los vectores Y " (—i)’ A7 f&'. Eviden-
temente que la condicién (2.29) es invariante con respecto a las transformaciones
T~YAT, T7'F(w) para todo T € GL(n,C).

Enseguida se da otra definicién de la condicién de resolucién. Sea {e” : 3 =
1,...,(aj +b;)} una base de C(j) y definamos la matriz D, como

D; = ||[(F*(—=i);), 5*e%)|, (2.30)

donde av = 1,...,5¢; f =1,....(a; + b;). Por lo tanto, la condicién de resolucién es
equivalente a las condiciones

rank D; = a; +b;, 7 =1,...,q. (2.31)

Para probar esto, basta probar que los vectores {S*e” : 3 = 1,..., (a; + b;)} son
los vectores propios de la matriz A*.

Abajo se usa el vector unitario ®* que esta definido en (2.11), y N,(A) denota al
conjunto de vectores ®* cuyas componentes no satisfacen la condicién de resolucion.

Ahora estamos preparados para probar el siguiente teorema principal.

Teorema 1 1) Suponga que para alguna matriz A (que satisface (2.27)) y para los
coeficientes f1, se tiene que los valores §o(w;), en (deg Pa+v+1) o mds frecuencias
no resonantes w;, estan dados por

G (w;) = (iw; I — A) 7T (wy), (2.32)

donde o =1, ...,5t; 3¢ > 245 4 =0, ...,v. St la dimension n > 2, entonces:

1. El sistema (2.10) tiene solucion tinica A, f siy solo si el vector ®* ¢ N,(A);

2. El conjunto N,.(A) es un cerrado y med(N,(A)) = 0;

3. El nicleo del sistema (2.10) no depende de la eleccion de frecuencias no reso-
nantes w;j.

II) Si para algin conjunto de valores {Jo(w;) : j=1,....,d; d > (deg Pa+v+1)},
la matriz A y los coeficientes fi', k = 0,...,v; a = 1,..., 3¢ satisfacen la ecuacion
(2.10) y esta solucidon es unica, entonces la matriz A y los coeficientes [ satisfacen
la condicion de resolucion.
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Demostracién. I) La matriz A satisface (2.27), por lo tanto la matriz
puede expresarse como matriz diagonal por bloques

_1
iwl—A

=S|t o S
0 aqu

donde

a, = ,parar=1,...,q; [ =1,...,v,

(i — AT — Ty

Ya que J;, = 0 para s > kL, se obtiene la siguiente representacién por series de
s
matrices a;, con respecto a Ji /(iw — A,) :

Kl
1 1 I T . T
(lw—A)I = (iw— \,) (iw—A) 7 (iw— A )

parar =1,...,q; l = 1,...,v,. También, como los vectores 7z(w;,) satisfacen (2.3), se
obtiene:

ii( 1PlSFﬁ(wk) - SlJﬁf(PfSFﬁ(”k))> L (2.33)

. T
r=1 1=1 Wk — (iwp — A,) 71

para § = 1, ..., sc. El sistema (2.10) es equivalente a la unién de los sistemas (2.7) en
F(w) = FP(w), B = 1,..., >z. Nétese que, el sistema (2.10) siempre tiene una solucién:
La matriz inicial A y el conjunto de vectores iniciales fﬁ Ahora, substituyendo la
expresion (2.33) para §s(wy) y suponiendo que A; y f*ﬁ es alguna otra solucién
del sistema (2.10). Substrayendo la expresién (2. 10) con los valores iniciales A y
coeficientes fﬁ de (2.10) con la otra solucién Ay, f , se obtiene

) S LPLS B (wy) (A— A)S~ LI5S PLSFO (wy)

Zq Z”r (A — Al r + + KL r +
r=1£—1=1 Wk — A iwk — Ap

(2.34)

+(FP(wi) — F*P(wy)) = 0,

para 8 = 1,...,5¢; ¢ > 24,y k = 1,...,(deg P4 + v + 1). La ecuacién (2.34) puede
reducirse a polinomios que se hacen cero, en los puntos wy, k =1, ..., (deg P4 +v+1).
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Con este objetivo en mente se definen los siguientes polinomios

o(iw) : =] i = AR, (2.35)

Jj=

O 0(iw) = = (iw—A) T

Sy KL+l
j:Lj;éT(lw )\]) )

donde r = 1,...,q; @ = 0, ..., k!. Evidentemente, los polinomios @, ,(iw) son lineal-
mente independientes.
Multiplicando la ecuacién (2.34) por ®(iwy) k =1, ..., (deg P4+ v +1), se obtiene

S S L (A= A)STI(PISFA @) @aliw))+ (236)
P (iw) Zu:()(fg [0t =0, para 8 =1,..., 56 3¢ > 4.

Del lado izquierdo de esta ecuacién (2.36), se sigue que, el polinomio de orden
(deg P4 + v) es igual a cero en (deg P4 + v + 1) diferentes puntos w;. Esto im-
plica que el polinomio del lado izquierdo de (2.36) es idénticamente igual a cero.
Evidentemente, la ecuacién (2.36) es equivalente a la ecuacién (2.34).

Ahora se considera la ecuacién (2.36) en iw = A;. Ya que k; son ordenados de tal
forma que kjl > l{;]? > > k’;j, se tiene

(A—Ay) {ZS 1J:§PfSFﬁ(—z'/\1)} =0, para 3 =1,..., 5. (2.37)

De (2.37), se sigue que (iw — A1) divide a (2.36). Dividiendo (2.36) por (A\; —iw) para
iw = A1, se tiene

(A—A) {ZS Jh ‘1PiSF/3(—M1)} =0, para f=1,..., 5 (2.38)

De (2.38), se sigue que (\; — iw)? divide a (2.36), etcétera. Por induccién sobre los
indices 7, 7 se obtienen

1) {Z S‘ljg _anSFﬁ(—Mj)} =0, (2.39)
=1

donde = 0,....kj; f=1,...,5c; j = 1,...,q, y por definicién J); = L.
J

A )
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Ahora, de (2.39) se sigue que, la matriz (A — A;) es igual a la matriz cero sobre
el espacio lineal generado por los vectores

ST T PISER (=), (2.40)
paraa =0,....kj; f =1,..,3 j = 1, ..., q. Evidentemente, los vectores (2.40) pueden

expresarse como
Vi

(A=) " PISFA(—i;). (2.41)
i=1
Se denota por L(A,F) al espacio lineal generado por los vectores (2.40). Si
L(A,F) # C", entonces sea L (A, F) el complemento ortogonal no trivial en C".
Evidentemente, en este caso, la ecuacién (2.36) tiene una solucién no trivial

L= 150 (A= A)|par =0y arbitraria (A — Ay)|pear.  (242)

Por lo tanto, si probamos que para ®* € N,.(A) el conjunto L*(A, F) es no vacio,
entonces la ecacién (2.36) tendra un kernel no vacio. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ® € N,.(A) y 7' L* # 7' C". Recalcando que las definiciones
de proyecciones 7', P/ implican que

1 YIooiy Iy 11
() P) = (), P)rt=n, (2.43)

V1 . Vi . .
Wl(z Pj) = (Z P! =0, para j # 1.

=1 i=1

Por la definicién de matrices J,: se tiene que
(J,Z”P;C”) L (#'C™), para m > 0. (2.44)
J

La condicién 7' L* # 7'C" implica que, existe un vector ortogonal e € 7!C" ortogo-
nal a 7' L*. El vector e € C/, por eso e = Z(Baifb” ) e’cs. Como los vectores S*e” son

los vectores propios de la matriz A* correspondiente al valor propio Xj, se obtiene

a1+by
0 = (7'SF(—iA),e) = > &5(SF"(—iA),S"e")
B=1
a1+by
= ) es(SF(=i)y), e”) = (SF*(=i\)),e).
B=1
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Por lo tanto, la ecuacién (2.30) implica que el vector e es ortogonal al espacio
generado de los vectores {m'SF?(—i)\)|3 = 1, ..., 5¢}. Las relaciones (2.43) y (2.44)
implican que el vector S*e es ortogonal a L(A, F'). Esto significa que L(A, F) # @
y obtenemos que la ecuacién (2.36) tiene una solucién no trivial (2.42).

Ahora, suponga que la condicién de resolucién es cierta (esto es,®* ¢ N,.(A)).
En seguida, probaremos que el espacio generado por los vectores (2.40) es igual a
S (@;?,C(i,7)) para el indice fijo j.

Suponga que k;j = 0, entonces es facil ver que los vectores propios ef ,B=1,..q
(definido arriba), pueden generarse como una combinacién lineal de los vectores
PSF*(—i)j) con v = 1,..., .

Ahora, suponga que k;.}j > 0. Se sigue de la condicién de resolucién que existen
coeficientes y,,; tal que para algunos coeficientes z,; se tiene que

s kJL U3 P
ez‘l,j + Z Z Za,iJ]%ez‘l,j = Z sz Z yu,iSF”’(—z'/\j). (2.45)
=1 pn=1

i=1 a=1

Usando (2.45) y (2.41), se obtiene que el espacio generado por los vectores (2.39)
contiene a los vectores de la forma

Vj k;
S~ e+ 57 ZZza,ng“mel donde m = 0,1,...k%; i =1,..,v;. (2.46)

i,j’ ) Vg
=1 a=1

Afirmamos que el vector de la forma

v k;
S_le,ij + 57t Z szl(];;o‘el donde vy =1, ..., k:;, i=1,..,, (2.47)

i?]’
=1 a=1

se puede obtener como una combinacién lineal de los vectores (2.46). En efecto, para
v = 1 se sigue directamente de (2.46) para m = 0, 1. Para 7 > 1 puede probarse por
induccién.

Como J,‘% = (0 para o > k;, se obtiene que el espacio, generado por los vectores

(2.40) contiene a los vectores e} ;» obteniendo asf que, la aplicacién de las matrices

(A=XND)™ m=0,1,.., k;, a vectores (2.40) generan a todos los espacios

S_l(@f;@(z,j)), COIlj = 17"'7Q'

Por lo tanto, la ecuacién (2.39) implica que la matriz (A — A;) es igual a la matriz
cero en el espacio total C". Por ello, A = A; si & ¢ N,.(A).
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Se sigue de (2.36) que, ZZ:OUZ? - f:ﬁ)w“ =0 para 8 =1,...,3c 3 > 34. Por lo
tanto, f = f+’ si ®* ¢ N,(A). Esto completa la prueba del punto L1.

El punto 1.2 no lo probare aqui, puede ver la referencia [20] para su demostracion.

Ahora, considere el punto 1.3. El kernel del sistema (2.10) es una base para el
conjunto de soluciones de (2.36) (matrices A; y coeficientes f{¥). Pero esta ecuacién
no depende de la eleccién de frecuencias no-resonantes wy, ..., w;, [ > (deg Pa+v+1).
Por tanto el kernell no depende de la eleccién de las frecuencias wj’s.

IT) Si el sistema (2.10) tiene solucién unica, entonces por el punto 1.1 de este
teorema se obtiene que la matriz A, y los coeficientes f' satisfacen la condicién de
resolucién. m

2.4. Sistemas de Segundo Orden

Considere el siguiente sistema de segundo orden
M—=+C—= + Ky = F(w)e“", (2.48)

donde y € C™; F(w) = ZZ:O fuwt, f, € C" y M, C'y K son matrices n X n tales
que K~' y M~ existan.
Es posible reducir (2.48) a un sistema de primer orden:

-1, 0 e
t ) ' _
{ % =—CM 'z — Ky+ F(w)e™" ’ 4 [_K _CM—1:| : (2.49)

Obviamente, si los s vectores

v

Fo(—iA) =) (—iA) f?, (2.50)

Jj=1

satisfacen la condicién de resolucién del lema (1), donde fj =0, /) a=1,..5
j = 1,..,q, aquf estos f provienen del polinomio original F'*(w) = ZZ:O Jawh,
entonces el lema (1) es vélido para el sistema (2.49) en (2n + v + 1) frecuencias w;.
~ En este caso, se tiene una restriccion natural sobre los coeficientes vectoriales
f5. A saber, sus primeras n componentes son iguales a cero; y en lugar de la es-

fera S4n=(+1)-1 o9 necesario considerar la condicién de resolucién sobre la esfera
SQn%(v-‘,—l)—l
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Aqui, se considera el caso cuando la matriz A tiene 2n valores propios Ay, ..., Az,
diferentes. Por lo tanto, se puede aplicar el lema (1). Sea N,.(A) el conjunto definido
como la unién de los 2n planos 7y, es decir

T = (Z ﬁ(—Mk)@eZ) , No(A) = U=ty (2.51)
j=0
Aqui Ae; = A\rej. Ahora considere el vector ¢ definido como

_ fO fv . -
d = (67 sy a) ) \IJZ - Z(fj?fj)? (252)

Jj=1

sobre la esfera unitaria real S?"("*1)~1 de dimensién 2n(v + 1) — 1 en el espacio de
coeficientes fo, ..., f,. Por definicién, pongamos N,(A) = N,(A)N S?“+D-1 Eyiden-
temente, med(N,(A)) = 0y el conjunto N,(A) es cerrado [20]. Note que, si definimos
el conjunto N, (A) como N,(A) := N,(A) N S2"@+H-1 " entonces podemos aplicar el
lema (1) a (2.49). Esto se prueba directo.



Capitulo 3

Funciones Caracteristicas

Una solucién simple para una amplia gama de problemas de la teorfa de
probabilidad, especialmente aquellos asociados con la suma de variables aleatorias
independientes, se obtiene por medio de funciones caracteristicas. Dicha teorfa, la cual
fue desarrollada en anilisis, es conocida por el nombre de transformaciones de Fourier.
En este capitulo se dan algunas propiedades bédsicas de funciones caracteristicas.

3.1. Definicion y Propiedades de las Funciones
Caracteristicas

La funcién caracteristica de una variable aleatoria & es definida como la esperanza
de la variable aleatoria e®*. Si F'(x) es la funcién de distribucién de la variable &, la
funcién caracteristica es

() = / ¢ dF (z) (3.1)

Acordemos ahora en adelante, para denotar a la funcién y la correspondiente
funcién de distribucién por las mismas letras, el caso de mintscula para el primero
y el caso de mayiscula para el tltimo.

Del hecho que [¢?®] = 1V t € R, se sigue la existencia de la integral (3.1) para
todas las funciones de distribucién: por lo tanto, una funcién caracteristica puede
verse como una variable aleatoria.

Teorema 2 Una funcion caracteristica es uniformemente continua sobre toda la
linea y satisface las siguientes relaciones:

fO)=L[f(OI <1  (-o0<t<o0) (3.2)

22
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Demostracién. La relacién (3.2) se sigue de la definicién de una funcién carac-
teristica. Por (3.1)

f(O):/l'dF(a:):ly

/ ¢ dF (z)

Resta probar la continuidad uniforme de la funcién f(t). Para este propésito, se
considera la diferencia

F(E+h) - f(t) = / ¢t (e — 1)dF (x)

F(0)] =

g/‘em‘dF(x): dF(z) = 1.

y ahora se estima su valor absoluto. Se tiene

6+0) = 70 < [ Jet < 1] dF @)
Sea € > 0 arbitrario; eligiendo a A suficientemente grande tal que
/ dF(z) < ¢ /4
|z|>A
y seleccionamos h tan pequeno para que si,|z| < A
e — 1] < /2
Entonces
A .
lft+h)— f(t)] < / e — 1| dF (z) + 2 / dF(z) <e
- ja/>A
Esta desigualdad prueba el teorema. m

Teorema 3 Sin = al + b, donde a y b son constantes, entonces

Falt) = fe(at)e™

donde f,(t) y fe(t) denotan las funciones caracteristicas de las variables n y &,
respectivamente.



Funciones Caracteristicas 24

Demostraciéon. En efecto,
fn(t) _ Meitn _ Meit(aerb) _ eithei(ta)f _ €ibtf£(&t>
[ ]

Teorema 4 La funcion caracteristica de la suma de dos variables aleatorias inde-
pendientes es igual al producto de sus funciones caracteristicas.

Demostracién. Sean ¢ y n variables aleatorias independientes y sea ( = &+n.
Entonces, claramente, e y €/ son también variables aleatorias con respecto a £ y
1. De esto se sigue inmediatamente que

M eit( - M eit(§+n) - M ez’tg eitn - M eitg ‘M eitn
Esto prueba el teorema. m

Corollary 5 Si & =&, + &, + ... + &, y cada término es independiente de la suma
de sus predecesores, entonces la funcion caracteristica de la variable & es igual al
producto de sus funciones caracteristicas que conforman la suma.

La aplicacion de funciones caracteristicas hace muchas referencias a la propiedad
formulada en el teorema (4). Como sabemos, la suma de las variables aleatorias
independientes conduce a una operacién sumamente complicada, la convolucién de
la funcién de distribucién de cada uno de los sumandos. Con referencia a las fun-
ciones caracterfsticas, esta operacién compleja es reemplazada por una mas simple,
la multiplicacién de las funciones caracteristicas.

Teorema 6 St una variable aleatoria & tiene un momento absoluto de orden n-ésimo,
entonces la funcion caracteristica de la variable & es diferenciable n veces y cuando
k<n

F®(0) = i*Mer, (3.3)

Demostraciéon. En efecto por diferenciaciéon formal de la funcién caracteristica
k veces (k < n) se tiene la ecuacién

FO(p) = i / el dp(z) (3.4)

‘/xkeitxdF(x)

Pero

< / |2*| dF (z)
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y, consecuentemente, por hipétesis del teorema, esto es acotado. Se sigue de lo tltimo
que, (3.4) existe y la diferenciacién es legitima. Al tomar ¢ = 0 en (3.4) se encuentra
que

f®(0) = zk/mde(x)

La esperanza y la varianza son simplemente expresadas por medio de sus derivadas
del logaritmo de la funcién caracteristica. En efecto, definase

Y(t) = log f(t)

Entonces )
’ 70 - 0 = [FOP

Tomando la informacién de la ecuacién (3.3) y que f(0) = 1, se encuentra que

'(0) = f(0) = iMg

y
Y"(0) = £7(0) — [f'(0))* = "ME” — [iME]* = D¢
De donde
Mg = /(0) (35
D¢ = —4"(0).

La k-ésima derivada del logaritmo de la funcién caracteristica en el punto 0, multipli-
cado por ¥, es llamado acumulado (semi-invariante) del k-ésimo orden de la variable
aleatoria. Se sigue directamente del teorema (4), se agregan variables aleatorias sus
acumulados también se agregan. Hemos visto justamente que los primeros dos acu-
mulados son la esperanza y la varianza, esto es, el primer momento y una funcién
racional de los momentos, 1° y 2° orden. Esto se puede facilmente, por medio de
de operaciones, asi el acumulado de cualquier orden k es enteramente una funcién
racional de los primeros £ momentos. A manera de ilustraciéon, damos las expresiones
explicitas de los acumulados 3° y 4° orden:

wW"(0) = —{ME —3ME* M¢ + 2[MEJ’}
" (0) = Mg' - 4ME® - ME - 3[ME + 12ME7[MEJ? - 6[Me]".
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[ |
Consideremos unos cuantos ejemplos de funciones caracteristicas.

Ejemplo 1 Una variable aleatoria & tiene una distribucion con ley normal de media
p y varianza o*. Entonces la funcz’o’n caracteristica de la variable & es

(w a)
gO(t ztm— l’.

oV 21

Por la sustitucién z = ==* — ito, ¢(t) se reduce a la forma

+oo—ito

V 27T /oo-i—zto’

Esto es conocido que Vo € R se cumple

+oo—1ito 2
/ e 2dz = V2.

—oo+ito

tJtQ

p(t) =e¢' dz.

iat—ﬁ

Por lo tanto, ¢(t) = e 2.
Usando el teorema (6) pueden calcularse facilmente los momentos centrales para
la distribucién normal y en esta forma alternativa obtener, el resultado muy conocido

2 -1 k+1 2 k1 k—1
e = My = %0k22F(T):\/;22( 5 )lo*

Ejemplo 2 Encontrar la funcion caracteristica de una variable aleatoria & que tiene
distribucion de Poisson.

Por hipétesis la variable toma solo valores enteros, y

)\k —A

P{e=k} = (k=0,1,2,...)

donde A > 0 es una constante.
La funcién caracteristica de la variable ¢ es

f(t) _ Meit{ _ Z zktp{g _ k?} Z zkt)‘k -

k=0

e 7,t
—)\ E /\ —)\—&-e”)\
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De acuerdo a (3.5), se encuentra que

Mé = L4/(0) = A, DE = —(0) = A.

La primera de estas ecuaciones se obtiene facilmente de la definicién de esperanza
y la otra andlogamente.

Ejemplo 3 Una variable aleatoria & tiene una distribucion uniforme sobre el inter-
valo (—a,a). La funcidn caracteristica es igual a:
* . dr sinat
t) = et — = .
/) / a 2a at
Ejemplo 4 Encontrar la funcion caracteristica de la variable p, la cual es igual al

numero de ocurrencias de un evento A en n ensayos independientes, en cada uno la
probabilidad de que A ocurra es p.

La variable p puede representarse en la forma de una suma

=g+ py ety

de n variables independientes, cada una de las cuales toma solo uno de los dos
valores,0 y 1,con probabilidad ¢ = 1 — p y p, respectivamente. La variable p, toma
el valor 1 si el evento A ocurre en el k-ésimo ensayo y toma el valor 0 si el evento A
no ocurre en el k-ésimo ensayo.

La funcién caracteristica de i, es igual a

Felt) = Meitte = ¢0g + ¢ty = ¢ + pett.

De acuerdo al teorema (4), la funcién caracteristica de la variable u es

F@&) =TT ) = (g +pe)".

Se encuentra también la funcién caracteristica de la variable 1 = “‘T\/%’.
Por el teorema (3), esto es
. 3 . [0 -t
fn(t) = e_lt \% ff( ) = e_lt Tp( _|_ pez npq )TL

N

Ejemplo 5 La funcion caracteristica para una variable aleatoria satisface la ecuacion
f(=t) = ().

En efecto,
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3.2. La Férmula de Inversién y el Teorema de Uni-
cidad

Hemos visto que de la funcién de distribuciéon de una variable aleatoria &, esto
es, F'(x), siempre es necesaria para encontrar su funcién caracteristica. También es
importante que la proposicién reciproca se cumpla; en otras palabras, una funcién
de distribucién es determinada de manera tinica por su funcién caracteristica.

Teorema 7 Sean f(t) y F(x) la funcidn caracteristica y la funcion de distribucion,
respectivamente, de una variable aleatoria &. Si x1 y xo son puntos de continuidad
de la funcion F(x), entonces

1 c eitzl _ eitrg

F(xg) — F(z1) = — lim o

27 c—oo J

F(t)dt (3.6)

c

Demostracion. De la definicién de una funcion caracteristica se sigue que la

integral
1 c jitry __ itz
Jo=— %f(t)dt es igual a

2r J_ 1
1 ¢ 1. . )
Jc _ T pit(z—x1) _ it(z—x2) dF dt
L ) dF(2)

El orden de integracién puede cambiarse en esta iltima integral, ya que la integral
converge absolutamente con respecto a z, y los limites de integracién son finitos con
respecto a t. Por lo tanto,

1 c eit(zfml) _ eit(zfxz)
Jo = — , dt|dF
1 — P (2)

1 ¢ it(z—z1) _ p—it(z—z1) _ pit(z—x2) _ —it(z—x2)

- [/ ¢ ¢ _° ¢ dt|dF(2)
27 0 1t

_ 1 /°° c[sint(z — 1)  sint(z — x2)]dtdF(z)
T J_Jo t t

Del anilisis es conocido el hecho, que cuando ¢ — oo

1 [“sinat 1/2 si a>0
_/0 / dt — {—/1/2 si Z<0 (3.7)

™
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y esta convergencia es uniforme con respecto a « en cada region « > § > 0 (o
a < —0) y cuando |a| < 4, Ve,

1 [
1 / Smtatdt‘ <1 (3.8)
0

™

Suponga que x, > x7 y represente la integral J. como sigue:

r1—0 r1+46 To—0 To+0 +o00
Jc:/ -l—/ +/ +/ + Y(e, z;x1, 29)dF (2)
—00 x1—0 x1+0 To—0 To+0

Donde por brevedad se usa la notacién

1 /C sint(z —xy) sint(z — x2)]dt
0

t t

Y(c, 2521, 29) = p
y 0 > 0 es escogido tal que x1 + 6 < z9 — 0.
Las desigualdades z — x; < —d y 2 — 29 < —0 se tienen en la region —oo < z <
r1 — 0.
Por lo tanto, concluimos en base a (3.7), que cuando ¢ — c©

xr1—0
/ Y(c, 231, w2)dF (2) — 0.

—0o0
Similarmente, cuando x5 + 0 < 2z < 0o y cuando ¢ — o0,

+o0
(e, z; 1, x9)dF(2) — 0.
xo+0
Ademds, ya que en la regiéon x; + 0 < z < 29 — ¢ las desigualdades z —x1 > 6 y
z — x5 < —4§ son validas, se sigue de (3.7) que cuando ¢ — +o0,

xo2—0 To—0
/ (e, z;wq,x2)dF (2) — dF(z) = F(zy —60) — F(x1 4+ 9).
z1+9 x1+6

Finalmente por (3.8) se pueden estimar las restantes integrales

T1+0
<2 / dF () = 2[F (21 + 8) — F(ar — 0)]
T1—0

x1+0
/ (e, z; w1, 19)dF(2)

1—0

< 2/x2+6dF(z) =2[F(z2+0) — F(xg — )]

To+0
/ (e, z; 21, 9)dF(2)

2—46
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Por tanto, se encuentra que Voo > 0

limsup,_, J. = F(xa — ) — F(x1 +0) + R1(0, 21, x2),
liminf, .o J. = F(xg — ) — F(x1 4+ 6) + Ra2(d, 1, x2),
donde

|Ri(0,x1,20)] < 2{F(z1+0)— F(x; —06)+ F(za+9) — F(xs — )}
i = 1,2).

Ahora sea d — 0. Del hecho que x1 y x5 son puntos de continuidad de la funcién
F(z) se sigue que
%ir% F(x1+9) = %ir% F(zy —6) = F(xy)

CISIL%F(.TQ +0) = (lsli)TéF(iﬁg —0) = F(x2).

Y como J. no depende de 9, se sigue que lim._,o. J. = F(z3) — F(z1). m
La ecuacién (3.6) es llamada la férmula de inversién. Usaremos esto para derivar
la siguiente proposicién importante (el teorema de unicidad).

Teorema 8 Una funcion de distribucion estd unicamente determinada por su fun-
cion caracteristica.

Demostracién. En efecto, se sigue directamente del teorema (7), que la férmula
se tiene en cada punto de continuidad de la funcién F(z) :
1 +c e—ity o 6—itac

F(z)=— lim lim — f(t)dt

2T y——00 c—+0o0 e 1t

donde el limite en y se evaliia con respecto a cualquier conjunto de puntos y que son
puntos de continuidad de la funcién F(x). =

Como una aplicacion del dltimo teorema pueden probarse sin dificultad, las sigu-
ientes proposiciones.

Ejemplo 6 Si las variables aleatorios independientes £, y &, son normalmente dis-
tribuidas, entonces su suma £ = &, + &, tiene también distribucion normal.

En efecto, si
M¢, = a;, D¢, = 0], M&, = a5, DE, = 03,

entonces las funciones caracteristicas de las variables &; y &, son

Jill) = @3t fo(t) = et maod
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Por el teorema (4), la funcién caracteristica f(t) de la suma es igual a

F(t) = fi(t) - folt) = ellara)i=s(ettod)s?

Esta es la funcién caracteristica de una ley normal con esperanza a = a; + as y
varianza 02 = 02 + o2 sobre la base del teorema de unicidad, concluimos que la
funcién de distribucién de la variable £ es normal.

La proposicién reciproca debida a H. Cramer, puede establecerse como sigue en

términos de funciones caracteristicas: si fi(t) y f2(t) son funciones caracteristicas y

filt) - folt) = /2

entonces
2)42

filt) = €5 fy(1) = e (0 < 0 < 1)

Ejemplo 7 Si las variables aleatorias independientes £; y &, tienen distribucion de
acuerdo a la ley de Poisson, y

)\k -1 )\k —A2

P{fl—k}— P{§2_k}—

Entonces la variable aleatoria & = &, —I—f2 tiene distribucion de Poisson con pardmetro
A=A+ Ao

En efecto, en el ejemplo (2) de la seccién precedente se encuentra que, las funciones
caracteristicas de las variables aleatorias £; y £, son

filt) = DL fo(t) = e

Por el teorema (4) de la seccién precedente, la funcién caracteristica de la suma
=& +&es )
F(t) = fi(#) - falt) = e,

esto es, su funcién caracteristica es de alguna ley de Poisson. Por el teorema de
unicidad, solo la distribucién con f(¢) como funcién caracteristica, es ley de Poisson,

para la cual .
—(A1+A2
D. A. Raikov probé la proposicién reciproca més profunda:
Si la suma de dos variables aleatorias independientes son distribuidas con una ley
de Poisson, entonces cada sumando es también distribuido de acuerdo con la ley de
Poisson.

(k= 0)
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Ejemplo 8 Una funcion caracteristica es real si y solo si la correspondiente funcion
de distribucion es simétrica, esto es, cuando la funcion de distribucion satisface la
ecuacion

F(z)=1—F(—z+0)

para todo .

Si la funcién de distribucién es simétrica, entonces su funcién caracteristica es
real. Si £ tiene una funcién de distribucién simétrica, entonces ambas & y —& son
idénticamente distribuidos, por lo tanto la ecuacién

£(t) = Me™ = Me ™™ = f(~t) = (1

se sigue de aqui que f(t) es real.
Para probar la proposicién reciproca, consideremos la variable aleatoria n = —¢.
La funcién de distribucién de variable 1 es

Gx)=P{n<z}=P{> -2} =1—-F(—x+0).
Las funciones caracteristicas de las variables £ y 77 son conectadas por la relaciéon
g(t) = Me'™ = Me " = Meit€ = f(t).

Ya que por hipétesis, f(t)es real, se sigue que f(t) = f(t) y por lo tanto g(t) = f(¢).
Del teorema de unicidad, ahora concluimos que la funciones de distribuciones de
las variables £ y 7 coinciden, esto es, que

flx)=1—=F(—xz+0),

y esto completa la prueba.



Capitulo 4

El Teorema de Limite Clasico y
sus Aplicaciones

4.1. Definiciéon del Problema

El teorema de la integral de DeMoire-Laplace servird como el origen a un amplio
rango de investigaciones de fundamental importancia ambos para la teorfa de prob-
abilidad misma y para sus multiples aplicaciones en la ciencia natural, tecnologia
y la ciencia econémica. Para dar una idea de la tendencia de estas investigaciones
analizaremos el teorema de DeMoire-Laplace en alguna otra forma. A saber, si, como
frecuentemente tenemos el hecho, denotaremos por i, el nimero de ocurrencias de un
evento A en el k-ésimo ensayo, entonces el niimero de ocurrencias de A en n sucesivos
ensayos es igual a > ', f;,. Ademds, de probabilidad se sabe que M(> "7, ;) = np
y D(>_p_; 1) = npg. Por lo tanto, el teorema de DeMoire-Laplace puede escribirse

como sigue:
n _ M 1 b 22
B { o Sl = M) _ b} N (4.1
V2T Ja

V ZL Dy,

cuando n — oo. En palabras: la probabilidad que la suma de desviaciones de variables
aleatorias independientes —las cuales toman solo dos valores, 0 y 1, con probabili-
dades respectivamente igual a gy p=1—¢q (0 < p < 1) —de sus valores esperados
(esperanzas) divididas entre la raiz cuadrada de la suma de las varianzas de los
sumandos que se encuentran entre los limites de a a b tiende a la integral

1 2.
— e 2az
\/27T/a

33
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uniformemente en a y b. Cuando el nimero de sumandos crece al infinito.

Las preguntas naturales inmediatas son: jcémo atar estrechamente la ecuacién
(4.1) con la eleccién especial de sumandos p,7 jesto no se tiene en caso de debilitar
las restricciones impuestas a las funciones de distribuciones de los sumandos?. Las
afirmaciones de estos problemas y también sus soluciones corresponden en principio
a P. L. Chebyshev y sus alumnos A. A. Markov y A. M. Lyapunov. Sus investiga-
ciones mostraron que debiamos imponer sobre los sumandos, solo las restricciones
generales, el significado del cual depende sobre el hecho que los sumandos separados
deberdn ejercer un efecto significante sobre la suma. En la seccién siguiente daremos
una afirmacién precisa de esta condicién. Las razones por que estos resultados son
inmensamente importantes en aplicaciones estdn en la gran esencia de fenémenos de
escala-masa, el estudio de las regularidades de las cuales es, como ya tenemos ocasién
para decirlo, es el sujeto actual de la teorfa de la probabilidad.

Uno de los més importantes proyectos usados para explotaciéon de los resultados
de teorfa de la probabilidad, en la ciencia natural y tecnologfia, consiste en lo siguiente.
Se supone que un proceso ocurre bajo la influencia de un nimero grande de factores
aleatorios operando independientemente, cada uno de los cuales solo causan una
modificacién insignificante en el curso del fenémeno o proceso. El investigador quien
es interesado en el proceso, como un todo y no en la operacién de separar los factores,
observa solo la operacién general de estos factores. Ilustraremos con dos ejemplos
tipicos.

Ejemplo 9 Sea a una cantidad medible. En cuyo resultado es inevitable la influencia
por gran numero de factores que generan errores en la medicion. Fstos errores se
deben a las condiciones en las que estan los instrumentos de medida, los cuales
podrian cambiar en forma abrupta las mediciones bajo los efectos de varios factores
atmosféricos y mecdanicos. Hay errores que se cometen por el humano, causados por
la vision y el oido, y también estos pueden alterarse insignificantemente por lo fisico
o el estado fisico del observador y cosas asi. Cada uno de estos factores, deberia
generar un error insignificante. Pero la medicion es afectada en una sola vez por
todos estos errores, el resultado es un error total general. En otras palabras, los
errores observados en mediciones actualmente seran una variable aleatoria —la suma
de un enorme numero de cantidades pequenas que son variables aleatorias. Y aunque
estas cantidades son desconocidas, como también sus distribuciones, sus efectos sobre
los resultados de las mediciones son notables y por esta razon deberd ser el sujeto de
estudio.

Ejemplo 10 En muchas grandes hornadas o lotes industriales de articulos idénticos
se producen por los procesos de masa-produccion. Consideramos alguna caracteristica
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numérica del producto que estemos interesados. En la medida en que el articulo se
ajusta a cierta técnica estandar, hay un cierto valor estindar de la caracteristica que
elegimos. En la actualidad, de cualquier modo, siempre existe una cierta desviacion
de este wvalor estandar. En un proceso de produccion propiamente organizado tales
desviaciones pueden ser generadas debido a factores aleatorios, cada uno de los cuales
produce un efecto innotable. La accion total, de cualquier modo genera una desviacion
notable de la normal.

Cualquier nimero de tales ejemplos serdn mencionados, por lo tanto, asf nos deja
el problema de estudiar las peculiaridades de las regularidades de la suma de un gran
nimero de variables aleatorias independientes, cada una de las cuales ejerce un efecto
insignificante sobre la suma. Después sobre la marcha daremos el significado de los
requerimientos mds precisos. En lugar de estudiar la suma de un gran mimero finito
de sumandos, consideramos la suma de gran niimero de elementos y supongamos que
las soluciones de los problemas son dadas por limites de funciones de distribuciones
por una sucesién de funciones de distribucién de la suma. Esta clase del paso de una
condicién finita del problema a una condicién de limite es una costumbre ambos de
matemadticas modernas y en varias divisiones de la ciencia natural.

Hemos arribado el siguiente problema: dada una sucesién de variables aleatorias
independientes &, &,, ..., &, ... las cuales se suponen que tiene esperanzas y varianzas
finitas. De ahora en adelante adherimos las siguientes notaciones:

ar =M, b =D&, Bl =) bhi=D) &,
k=1 k=1

La pregunta es: ;jqué condiciones se deberdn imponerse a las variables &, tal que las
funciones de distribuciones o distribuciones de la suma

n

1

B. > (& — ) (4.2)

converja a una ley de distribucién normal. En la siguiente seccién veremos que
para esta proposicién es suficiente que la condicién de Lindeberg se satisfaga: para
cualquier 7 > 0

15
nILIEO 7 Z / (z — ag)?dFy(z) =0

n op_
k_1|m—ak|>TBn

donde F(z) denota a la funcién de distribucién de la variable &,.
Clasificaremos el significado de esta condicién.
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Denotemos por A el evento el que consiste en el hecho
&, —ag| > 7B, (k=1,2,...,n)
y estimamos la probabilidad

P{méx |§, — ax| > 7B},

1<k<n

ya que
P{méx ’fk—ak|>7‘Bn}:P{A1UA2U"'UAn}

1<k<n

P{AUAU---UA} <> P{A}.
k=1

Por notacién que

T R I ]

|xt—ag|>7Bn |x—ag|>7Bn

se puede encontrar la desigualdad

1<k<n

P{méx ¢, — a)l > 7B,} < ﬁ > / (2 — a)?dFy(z)

“Yaz—ap|>7Bn

En virtud de la condicién de Lindeberg, la tltima suma tiende a cero cuando n — oo

para cualquier constante 7 > 0. Por lo tanto, la condicién de Lindeberg es una clase
peculiar de demanda o condicién para la convergencia uniforme de los pequenos
términos5-(§;, — ax)en la suma (4.2).

Notemos una vez mds que el significado de las condiciones que garantizan la
convergencia de las distribuciones de la suma (4.2) a la ley normal estdn totalmente
eludidas en las investigaciones de A. A. Markov y A. M. Lyapunov.

4.2. Teorema de Lyapunov
Comenzaremos por la demostracién de la suficiencia de la condicién de Lindeberg.

Teorema 9 Si una sucesion de variables aleatorias mutuamente independientes &, ..., &,,, ...
tales que para cualquier constante T > 0 satisface la condicion de Lindeberg
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; 1
Jim 5z > / (z — ax)*dFy(x) =0 (4.3)
" k=1
|zt—ag|>7Bn

entonces cuando n — oo

n

Z(fk —ag) <z} — \/%_W /_93 e 7 dz (4.4)

" k=1

1

P{B

uniformemente en .
Demostracién. Por brevedad se introducen las siguientes notaciones:

_ §r, — ak
gnk: - Bn 3

Es obvio que M¢,,,. =0, D¢, = %Df &, Y consecuentemente,

> D¢ =1 (4.5)
k=1

Es fécil ver que en estas notaciones, la condiciéon de Lindeberg estd dada por

lim > / 22dF,.(x) = 0. (4.6)

n
kzl\x|>7’

La funcién caracteristica de la suma

Bi Z(fk —ax) = ank
" k=1 k=1

es igual a ¢, (t) = II}7_, fur(t).
Se tiene que probar que

+2
lim ¢, (t) =e 2.

n—oo

Para este propdsito primero se establece que los factores f,x(t) tienden a 1 uni-
formemente respecto a k (1 < k < n) cuando n — oo. En efecto, tomando de acuerdo
a la ecuacién M¢,,,. = 0, se encuentra que

fue(t) — 1= /(e“x — 1 — itx)dF,(x)



El Teorema de Limite Clasico y sus Aplicaciones 38

Ya que para cualquier real o de la férmula de Taylor, se sigue!
2
e —1—ia] < . (4.8)

De esto se sigue que

| frr(t) — 1] < %/xQank(x)

Sea € > 0 arbitrario; entonces, claramente

/ 22 dF,(r) = / 2 dF(7) + / P2dF(r) <& + / 2 dFp ()

|z|<e |z|>e |x|>e

Para n suficientemente grande y el ultimo sumando puede, por (4.6), hacerse
menos que 2. Por lo tanto, para n suficientemente grande y ¢ en cualquier intervalo
finito |t| < T se llega a que

‘fnk(ﬂ - 1’ < 82T2

uniformemente en k(1 < k < n). De esto se concluye que

lim fou(t) = 1 (4.9)

n—oo

uniformemente en k(1 < k < n). Entonces para n suficientemente grande, para t
dentro de un intervalo finito |t| < T'se tiene la desigualdad:

1

[fur(t) =1 < 5. (4.10)

IEsta desigualdad y una serie de pasos similares puede deducirse como lo que sigue,

@ .
/ e“dx
0

e —1| = <a (a>0)

tenemos la desigualdad

. @ a2
e’ =1 —ia| = / (e —1dx| < —
0 2
de esta ultima desigualdad se sigue que
ew‘—l—ioz—&—? = / T —1—iz)dx / |e“E 1 —ix|dz (4.7

X
<7:
<[5
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Podemos, por lo tanto, en el intervalo |¢t| < T escribir la expansion (log representa
el valor principal de logaritmo natural):

logp,(t) = Zlogfnk ZlogH (fur(t) = D] (4.11)

I
-1
=
o
—~
=
|
=
_l’_
=
S

donde

En virtud de (4.10) se obtiene

"> s 1 a | fn (t>_1|2
LA 9 SE R e W T O

k=1 s=2

< 31wt 1.
k=1

Ya que
k() — 1] = et — 1 — itz dF( / 2an —
GRS MEu)| < 5 3 [t = 5

de aqui se sigue que

R < & e 1) - 1.

De (4.9), se sigue que, en un intervalo finito arbitrario |¢| < 7', cuando n — oo
R,—0 (4.12)

uniformemente en t. Pero

n

S ) - = L 4, (4.13)

2
k=1

donde

n 2

pn:Z/( 1 —ita)dFop(z) + %

k=1
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Sea e > 0 arbitrario; entonces por (4.5)

Z/ (€™ — 1 — itz ( i _|_Z/ + e — 1 —ita)dFop(z).

|$‘<5 |x\>6

Las desigualdades (4.8) y (4.7) permiten obtener la siguiente estimacion

t
o] < || Z/|x| dFu(x +t22/xank

\m|<s \x|>s
It]?
< F Z/ 22 dFy( +t22/xank
|95|<€ \$|>5
Iltl3 2 9
= 5 e+t Z 2 dF, (@
|:p\>€

De acuerdo a la ecuacion (4.6), el segundo sumando puede hacerse mas pequeno
que 1 > 0 para cualquier € > 0, asf elegimos n suficientemente grande, y como € > 0
es arbitrario, podemos elegirlo tan pequeno, sin importar como son n > 0y 7', tal
que la siguiente desigualdad se satisface para todo ¢ dentro del intervalo |t| < T

Pl <21 (n = no(e,n, T)).
Esta desigualdad muestra que

lim p, =0 (4.14)

uniformemente en cualquier intervalo finito de valores t. Reuniendo las relaciones
2

(4.11), (4.12), (4.13) y (4.14)finalmente encontramos lim,, .., log ¢, (t) = —% uni-

formemente en cualquier intervalo finito de t. Queda finalmente demostrado el teo-

rema. W

Corollary 10 Si las variables aleatorias mutuamente independientes £, ..., &,,, ...son
idénticamente distribuidas y tienen varianza diferente de cero, entonces cuando n
tiende a infinito

Plg e -a) <= o= [ %

k=1

uniformemente en x.
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Demostracion. Es suficiente probar que la condicién de Lindeberg se satisface
bajo la suposiciones dadas. Para este propdsito se nota que en nuestro caso B,, = by/n
donde b? es la varianza de uno de los sumandos. Si M&, = a puede escribirse la
siguiente ecuacién obvia:

o [ -arEe = o [ et

|x—a|>7TBn |x—a|>7TBn

1
= = / (v — a)*dFy(x).
|xt—a|>7TBn

De la suposicién que la varianza es finita y positiva concluimos que la integral
del lado derecho de esta ecuacién tiende a cero cuando n — co. m

Teorema 11 (Teorema de Lyapunov) Si para una sucesion de variables aleatorias

mutuamente independientes &4, ...,&,,, ... es posible escoger un 6 > 0 tal que cuando
n — oo

1 — 5
o 2o Mg — a0, (4.15)
n k=1
entonces cuando n — o0
1 — 1 T
P{— —ap) <y — —— e 2dz
{5, (6~ <7} =/

uniformemente en x.
Demostracién. Nuevamente, serd suficiente que la condicién de Lyapunov [condi-

cién (4.15)] implica la condicién de Lindeberg. Pero, esto es claro del siguiente cambio
de desigualdades

% Z / (z — ar)’dFy(z) < m ; / |z — ap|*"° dFy(x)

" k:1|1’—ak|>TBn = \x—ak\>7—Bn
(i)ZZ:lf’x _ak‘2+6 dFk(x) —0
7—5 B’r21+6 ’
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En el capitulo (1) fue considerado el sistema lineal (2.1) bajo la accién de fuerzas
aleatorias. Es por eso la necesidad de estudiar el siguiente sistema. Sin pérdida de
generalidad, se puede considerar la ecuacién de n-ésimo orden

2™ a4 e = (1) (4.16)

con coeficientes aj, = ay(t).
Sea w(t, s) es la solucién del problema

n n—1

%w(t, s) + ale(t, s)+ ... +a,w(t,s) =0
d*w a1
W(t, 8)|t=s :O, k:O,l,,n—2, WU)(t, S)|t:s =1. (417)

Los calculos directos [22] muestran que la solucién del problema no-homogéneo (4.16)
con valores iniciales cero, puede presentarse de la siguiente manera

a:(t):/o w(t, s)f(s)ds. (4.18)

Ahora se considera el sistema (4.16) bajo la accién de fuerzas aleatorias
F=) 0 Ant)d(t —ty), (4.19)
k=1

donde Arn(ty) para k = 1,2, ... son valores aleatorios independientes que tienen las
propiedades siguientes

MAn(tk) = akAtk, DAn(tk) = bkAtk
Atk .= tk — tk—l-

Entonces, en el limite, el estado de muestra del sistema lineal (4.16) sera la funcién
aleatoria £(t) que tiene esperanza

t
M(Ep,(t) = lim w(t, ty)a(ty) Aty :/ w(t, s)a(s)ds (4.20)
- 0
y varianza

Déy(t) = lim > w(t, te)b(te) Aty = /0 th(t,s)b(s)ds. (4.21)

O<trp<t
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M[A?’](tk)]2 = bkAtk + [a(tk)Atk]Q — 081 At — 0. (422)

En este caso .
> DAgty) = > b(tk)Atk—>/ b(s)ds.
O<tp<t O<ti<t 0

Suponiendo que

> M[An(t)]* — 0, (4.23)

0<trp<t

segun el teorema de limite central, se obtiene que

1 T e-ay?
P{a' <&p00) <2} = e 25 dr (4.24)
o o Vo2rB Ju

donde
A:/O w(t,s)a(s)ds y B :/o w?(t, 5)b(s)ds.

4.3. Definicién Exacta del Integrando Estocastico

El proceso estocdstico 7(t) se llama un proceso con incremento sin correlacion si
los valores aleatorios n; = n(t1) —n(s1) y 1y = n(t2) —n(s2) tal que s; <t < s9 < £y,
satisfacen la relacion

M<771 - Mﬁl)(% - M772) =0.

Ahora considere el proceso estocdstico n(t), para ¢; < t < ¢o, con incrementos sin
correlacién y tal que

M) —n(s)] = / a(u)du; Dly(t)—n(s)] = / b(u)du.

Sea primero a = 0. Entonces, para la funcién simple ¢(t) en [c1, ¢a] que toma el valor
de yx_1 en [ty_1, ;] la integral estocdstica es

n

[ ettant = S mn(n). (4.25)

‘a k=1

Es evidente que, para la funcién simple ¢, el integrando estocéstico (4.25) no depende
de la eleccién de los intervalos [t;, ¢,41], donde ¢(t) es constante.
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Por eso, para cualesquiera dos funciones simples ¢ y 1, se obtiene:

Cc2

/ " Dae(t) + At (Oldn(t) = A /

Cc1 Cc1

M/ S()dn(t) = 0.

Ahora se toman en consideracién los procesos aleatorios complejos. Se toma

S(B)dn(t) + Ao / " (tydn(t).

Evidente que

Dy = M|n — My|*.
Las funciones aleatorias 7, y 7, estdn no-correlacionadas si
M(n; — Mmny)(n, — Mn,) = 0.

En adelante, se considerara el proceso aleatorio como complejo y con 1ncrementos
sin correlacion tal que M(n(t)—n(s)] = [ a(u)du y D[n(t) = ["b(u
Sean ¢ y 1 funciones complejas definidas en [cy,cs]. Entonces

M | " o(t)dn() / (t)dn(t)] = / " o)D)t (4.26)

En particular, se obtiene

2

M

/ N o(t)dn(t)

C1

-/ e bt

C1

Ahora, es introducida la norma

/ " o(tydn(t)

Entonces, la norma de (§ — ), donde

6/ t)dn(t) n—/¢dn)

€ —nll? = / () — ()P ()t

c1

2
=M

2

/ " otydn(t)

Cc1

_ / Clo@P b (4.27)

Cc1

resulta
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En este momento, se introduce el espacio de funciones en Ls[b(t)dt] con la norma

Hﬂu2=</thﬂFMﬂﬁ)? (4.28)

C1

Suponga que para la funcion ¢ € Lo[b(t)dt] existe la sucesién de funciones simples
©n(t) — @(t) en norma, es decir [|p, — |, — 0 (n — oo) uniformemente. (Si
b(t) es acotada uniformemente y medible, esta propiedad se cumple para cualquier
funcién f € Lo[b(t)dt].) La sucesién de integrales correpondientes satisface que, si

g:/m%mmw

se tiene
Hg—&ﬂhz/‘WA&—%ﬁWMWﬁHOQmm—wn
C1

En virtud de la completes del espacio de funciones aleatorias, con norma (4.28),
existe una funcién aleatoria &, para la cual

1€ = &nllz, = 0(n — o0).

Este limite ¢ se le llama la integral estocdstica y se designa como

s:/wwwmw.

La funcién aleatoria £ estd definida para cada evento elemental y con probabilidad
1 y no depende de la eleccién de la sucesién de funciones ¢, (t) — ¢(t).

Es un buen momento ahora para determinar la integral estocéstica cuando Mn(t) #
0.

Sea

y sea ¢(t) € Ly[b(t)dt] una funcién, tal que

tf%ﬂwmﬁ<my/ﬂﬂm%@ﬁ<w

Cc1 C1
se definen

/Qﬂwmuw:/”wwm%w+/m¢@wwﬁ,

c1 c1 c1

donde n°(t) = n(t) — Mn(t).
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4.4. Convergencia a Proceso Estacionario

Sean los coeficientes del sistema (4.16) no dependientes del tiempo y sea el sistema
(4.16) estable. Es decir, para los valores caracteristicos A del polinomio caracteristico
N+ a A"+ ...+ a, = 0 son todos de parte real negativa. (Re A < 0.)

Entonces, en [22] fue demostrado que, el proceso aleatorio

t
&t = [ ult - s)dn(s)
to
para el caso a(t) = a y b(t) = b, converge cuando ¢t — oo en probabilidad al proceso
)= [ wit=s)in(s)

es decir, [[£ — £°|;== 0.



Capitulo 5
Controlabilidad

5.1. Estado Controlable y el Criterio de Kalman

En varios problemas, se llega a un sistema dindmico que necesitamos conocer
a su estado y su salida, en otras palabras, queremos saber si estos sistemas son
controlables. Estos sistemas son de la forma:

&t = Axr+ Bu (5.1)
y = Cx+ Du,

donde el vector de estado x, es un n-vector; el vector control u, es un r-vector; y la
salida y, es un m-vector; es decir, x, y, u en R”, R™ R", respectivamente o en C",
C™, C" y las matrices A, B,C' y D son matrices con entradas reales o complejas.
Nos cuestionamos:

1.;Puede el estado inicial x(t) transferirse a cualquier estado deseado en un
intervalo de tiempo finito?

2.;Puede el estado inicial z(ty) determinarse por observaciones de la salida y(t)
sobre un intervalo de tiempo finito?

Para responder a estas preguntas, Kalman introdujé los conceptos de controla-
bilidad y observabilidad, asi como condiciones que involucran las matrices A, B, C;
las cuales sirven para dar respuesta o no. Estos conceptos, son de gran importancia
en la teorfa de control moderna; en varios casos ellos preven condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de una solucién en algunos problemas de control.

Un sistema representado por (5.1), es llamado de estado completamente contro-
lable, si para cualquier tiempo t, es siempre posible contruir un vector control u(t)
sin restricciones el cual tranfiere al estado inicial x(ty) a un estado final arbitrario
x(ty)en un intervalo de tiempo finito, to <t < t;.

47
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Si el sistema (5.1) es de tiempo-invariante, puede desarrollarse un simple criterio
para el cual determinarse si el sistema es o no es completamente de estado controlable.
Esta condicion es establecida en el siguiente teorema.

Teorema 12 (Criterio de Kalman) Un sistema de tiempo continuo descrito por la
ecuacion (5.1), donde A y B son matrices constantes. El estado es completamente
de estado controlable si, y solo si, la matriz n X nr compuesta

P = [B|AB|---|A"'B] (5.2)
es de rango n.

Demostracién. La solucién de (5.1), suponiendo ¢y = 0, es
t
z(t) = e'[z(0) —|—/ e~ Bu(t)dr] (5.3)
0

Se demuestra primero que, se puede tomar el estado final como el origen del
espacio estado, sin pérdida de generalidad. Para el caso que el tiempo final ¢y = T,
entonces ya que e es no singular, se puede escribir (5.3), en la forma de

e Ma(t) — x(0) = /0 e 7 Bu(t)dr

Ya que para vectores x(0) y z(T) arbitrarios, el vector e~z (t) — x(0) es también
arbitrario, entonces puede tomarse z(7) = 0. El problema es entonces reducido a
determinar condiciones sobre A y B, tal que se pueda construir un vector de control
u(t), tal que

—x(O):/O e~ Bu(t)dr (5.4)

para cualquier arbitrario z(0).
Considérese el caso donde el sistema es de estado completamente controlable.
Como sabemos de dlgebra lineal, podemos escribir

e AT = Z i (1) A", (5.5)

donde p < n, es el grado del polinomio minimo de A, y a; son escalares. En términos
de vectores e;, puede escribirse

u(t) = Z ui(t)e;, (5.6)
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donde u;(t) es la i-ésima componente de u(t). Substituyendo (5.5) y (5.6) en (5.4),
se tiene

—0) = [ (T a@aBY u(re)ar

= Y3 aluraniase,

i=0 j=1 70

Note que Be; = Bj, es la j-ésima columna de B, y al definir la cantidad

Yij = /OT a; (T)u;(7)dr,

puede escribirse
p—1 r

—z(0) = Z Z vi; A" Bj. (5.7)
i=0 j=1

Ya que el sistema es completamente de estado controlable, y cualquier estado inicial
puede transferirse al origen.esto significa que el conjunto de pr vectores A'B;,i =
0,1,2,....,p—1;5 = 1,2, ...,r,deberd generar el espacio n-dimensional. Consecuente-
mente este contiene un subconjunto de n vectores linealmente independientes y forma
una base para el espacio de estado. El hecho que un subconjunto de pr vectores for-
man una base para el espacio estado n-dimensional, esto significa que la matriz n x pr

Q = [B|AB|...|A» ' B|

tiene rango no menos que n.Ya que el rango méximo de cualquier matriz con n
renglones es n. Por lo tanto la matriz ) tiene rango n, y por eso la matriz P estd
dada por

P = [B|AB|...|A" ' B]

Ahora suponga que la matriz P tiene rango n. Esto significa que P tiene n
columnas linealmente independientes. Estas columnas también serdn columnas de
Q. Si p < n, entonces, se sigue que

p—1

AP = A

=0

ya que el polinomio minimo de A tiene grado p. Por lo tanto las columnas de A*B,
k =p,p+1,...,n—1 son combinacién lineal de B, AB, ..., AP"1 B y consecuentemente
(@ deberd contener n columnas linealmente independientes.
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Regresando a (5.7), los vectores columna A'B;, i = 1,2,...,p—1, j = 1,2,...,r
tiene un subconjunto el cual forma una base del espacio estado n-dimensional y por
tanto cualquier n-vector puede representarse como (5.7). En otras palabras cualquier
x(0) puede escribirse en la forma (5.7). Ahora solo se necesitan encontrar las fun-
ciones u;(7) tal que la matriz v,; cumple (5.7). Por lo que, el sistema es de estado
completamente controlable.

Esto completa la prueba. =

Ejemplo 11 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales
.11 L
=1 0) T+ || v

11
P= 0 1}
cuyo rango es 2. Como n = 2 el sistema es completamente de estado controlable. En
otras palabras, por el teorema anterior, el estado del sistema puede tranferirse de
cualquier estado inicial al origen en un intervalo de tiempo finito T. Pero, no nos da
informacion a cerca del vector control que hace esta tranferencia.

La matriz P = [B|AB] es

Ejemplo 12 Consideremos ahora el siguiente sistema

i = {_01 :;] T+ H u (5.8)

La matriz P que se encuentra es
1 =2
o L _2} .

Ya que el rango de P es 1, se sigue de aqui que el sistema no es completamente de
estado controlable. Este criterio nos da informacion explicita acerca de que estados
son controlables. Una examinacion de (5.7) revela que los vectores B y AB generan
un espacio unidimensional generado por el vector B = [1 1]T.

Ejemplo 13 Consideremos el sistema obtenido de la ecuacion diferencial con coefi-
cientes constantes
T+ asd + a1& + agr = u(t),

en donde las variables de estado son seleccionadas para ser variables fase x;(t) =
D 1x(t), 1 =1,2,3.
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Las matrices A y B en la ecuacién de estado son

0 1 0 0
A=l 0o o 1 |.B=]o0
—Qap —a; —Aas 1
La matriz P = [B|AB|A%B] es dada por
0 O 1
P = 0 1 —as

2
1 —ay —aj+a;

Su determinante es diferente de cero, y asf el sistema es de estado completamente
controlable.

Podemos generalizar la ecuacién diferencial en este 1ltimo ejemplo y considerar
la ecuacién diferencial de orden n.

Z ap D2 (t) = u(t), a, = 1.
k=0

Nuevamente usando las variables fase
zi(t) = D" a(t), i =1,2,...n

Las matrices A y B son

0]
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
e . B=| .
o 0 0 - 0 1 :
—Gp —aip —az —Qp—2 —Ap—1 (1)
Encontramos que la matriz P tiene la forma
[0 1 0 e 0 0
0 0 1 . 1 — 1
0 0 1 Pn—2mn-1 Pn-2n
0 1 —Qp—1 Pn—1n—1 Pn—1n
| —1 —Qp—1 —Qp_9 + a%_l Pnn—1 Pnn

donde los p;;s son determinados de los a;s. Esto puede verse totalmente fécil, que
el determinante de P es (—1)""*3)/2 y consecuentemente el sistema estd en estado
completemente controlable.
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5.2. El criterio de Gilbert

Gilbert define controlabilidad en alguna forma diferente a la definicién previa, da-
da. Como se mostrard en la seccién (5.3), las definiciones son equivalentes, cuando los
valores propios de la matriz A son distintos. Al considerar esta definicién de Gilbert,
que los valores propios A;, i = 1,2,...,n, son distintos, entonces se puede encontrar
una matriz no singular o de orden n-ésimo, la cual diagonaliza a A. Definiendo las
coordenadas normales de las componentes del vector estado n-dimensional z (visto
como un vector columna)

T = pz, (5.9)

la nueva ecuacién de estado, estd dada por
z=Az+ Pu (5.10)
donde
A = ptAp=diag(A, Mgy An),
B = p'B
Segin Gilbert, el sistema representado por (5.10) es controlable si 5 no tiene ren-
glones que son cero. Las coordenadas z; correspondientes a renglones no cero de f3,

son llamadas controlables; las coordenadas correspondientes a renglones cero de 3
son llamadas incontrolabes. Cada coordenada z; satisface la ecuacién diferencial

G=Nzi+ > Byu(t), i=1,2,..n. (5.11)

j=1

Si el i-ésimo renglén de 3 es no cero, entonces, como puede verse de (5.11) la i-ésima
coordenada puede ser influenciada por la entrada y consecuentemente controlada. Si
el i-ésimo renglén de 5 es cero, entonces la i-ésima coordenada normal no es afectada
por la entrada pero es determinada tinicamente por su valor inicial.

Ejemplo 14 Considerese como un ejemplo, el siguiente sistema dado en (5.8),

. =1 -1 n 1

T=10 _o|® 1|
Como la matriz A es triangular sus valores propios son los de la diagonal, A\ =
—1, A= —=2. Los correspondientes vectores propios son

=)= L]
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y por lo tanto la matriz de transformacion la cual diagonaliza el sistema es

o 1]
=T
Z-,:hl _OQ]HM .

Como podemos ver el sistema diagonalizado, la coordenada normal z; no puede ser
controlada. Ya que la coordenada z, satisface la ecuacion diferencial:

Ya que

el sistema diagonalizado es

21 = —%1,

tenemos
z1(t) = 21(0)e™".

Solo el estado que puede transferirse al origen son estados para el cual z,(0) = 0.
Ya que la coordenada zo es controlable, podemos encontrar una funcion control u(t)
para la cual cambia 25 de cualquier valor inicial a cer en cualquier tiempo finito.

Es posible mostrar que, en esta funcion control se puede considerar como con-
stante sobre el intervalo especifico. La ecuacion diferencial la cual determina el com-
portamiento de z3(t) es

Resolviendo esta ecuacion, tenemos

2(T) = e *[2,(0) + /0 e*u(t)dt].

Ahora suponiendo que z3(T) = 0 y u(t) = K, una contante, para 0 <t < T.
Entonces lo siguiente se tiene

T
—2(0) = K/ e2dt
0

= K -1).
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Por lo tanto se tiene
222(0)

u(t)zl—eQT’ 0<t<T.

Consideremos ahora qué le sucede al vector de estado original x. Ya que de (5.9)
tenemos
Z=p

2 1 -1 T
z9 o 0 1 i) ’
las coordenadas son dadas por las ecuactones

21 = X1 — T9, (512)

Z9 = X2

Ya que 21(0) = 0 es la primera coordenada del estado controlable en el sistema de
coordenadas normal, se sigue de (5.12), que las coordenadas del estado controlable
en el sistema original de coordenadas satisfacen

x1(0) — 22(0) = 0.

Este conjunto de estados iniciales, es un espacio de una dimension generado por el
vector [11]7] el cual es el mismo resultado usando el criterio de Kalman.

Muy pronto, se podrd decir que un sistema es de estado controlable usando el
criterio de Kalman o el de Gilbert. De cualquier modo, no puede darse informacién
acerca de la funcién de control, pero que, es muy distinto, preguntarnos sf la funcién
control existe, si no se consideran ningunas restricciones sobre las magnitudes de
sus componentes. Ahora mostrare que si, el sistema es controlable en el sentido
de Gilbert, y si u(t) es escalar, entonces puede encontrarse una funcién de control
(escalonada), la cual tranferird el estado del sistema, de cualquier estado inicial al
origen, en algin tiempo finito 7. Para este caso, las ecuaciones diferenciales en (5.11)
tienen la forma

Z; = )\izi + ﬁiu, 1= 1, 2, N,

donde f3; es la i-ésima componente de . La solucién entonces es

t
24(8) = Mz(0) + B, / eNTu(r)drl, i = 1,2, .
0
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Si z(T) =0,i=1,2,...,n, entonces como e* # 0 deberd determinarse u(t) de la
expresion:

t
—2z(0) = Bl/ e MTu(T)dr (5.13)
0
Ahora mostrare que u(7) puede ser funcién escalonada, definida por
T T
wr)=K;, j—1)—<7<j—, j=12,..n. (5.14)
n n

Sustituyendo esta expresiéon de u(t) sobre (5.13), tenemos:

I

ORI R
=1 w

(-1

Haciendo el cambio

T

la ecuacién de arriba

n r
—2(0) = @ZKJ'/ e Hite MG gt (5.15)
j=1 0
T

— &ZKJE_MU_”TTL / e Mtdt
j=1 0

T n

"X (-1 ZL

= Bi/o e tth Kje =D,
j=1

Ya que 5; # 0, ¢« = 1,2,...,n puede escribirse el sistema de n ecuaciones dada en
(5.15),para i = 1,2, ...,n en la forma

MK = ~ (5.16)

Donde M = [my;], i,j = 1,2,...,n, con m;; = e MUY K = [K) Ko K, y
Y =D 72 Yl con

3= =B (O [ T ey

Este sistema tiene siempre solucién dinica para cualquier estado inicial z(0) arbitrario
cuando el determinante de la matriz de coeficientes M no es cero. Este es siempre el
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caso, ya que M es la transpuesta de la matriz de Vandermond

1 6_)\1% e—)q% . e—Al(n_l)%

T )\, 2T _ _1\T

Yo |1 eE eE L eneend
T 2T T

1 6_/\"5 €_>\"T . €_>‘"(n_1)TL

det(M) = H [e—Ai% B e”\f%]

ij=1
i>]

el cual no es cero cuando los valores propios son distintos.Esta es una manera de
resolver (5.16) para las K[s, y sustituyendo estos valores sobre (5.14) se obtiene la
funcién de control, la cual, transferird el estado del sistema z(0) a la posicién de
equilibrio (al origen).

A modo de ilustracién, considérese el sistema diagonalizado

. -1 0 1
T = [ 0 _2} T+ [2] u (5.17)
y elija una funcién de control constante por trozos:

ult) = K;,0<t<1,
Ky 1<t<2,

la cual tranfiere el estado inicial z(0) = [a b]” al origen en 2 segundos. Para este
caso, las ecuaciones en (5.15) son

1

—a = (1) | edt[K, + Kye]

1

J
J

—-b = (2) €2tdt[K1 + K2€2]
o en forma simplificada
K1 + K26 = —CL(@ — 1)71
Kl + K2€2 = —b(€2 — 1)_1.

Resolviendo estas ecuaciones para K7 y K, encontramos la funcién control requerida
y es:
u(t) = [~ae+ble+1)/(e—1)2 0<t <1,
= Ja—ble+1) "/ ele—1)} 1<t <2
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5.3. Equivalencia de criterios de Kalman y Gilbert

Cuando los valores propios de A son diferentes, el criterio de Kalman y Gilbert
son equivalentes. Este resultado se establecerd en la forma de un teorema.

Teorema 13 Sean B;,i = 1,2,...,7, las columnas de B. Un sistema como (5.1) es
controlable en el sentido de Gilbert si y solo si la matriz A tiene diferentes valores
propios y vectores ey; = A¥B;,i=1,2,...,r, k=0,1,...,n—1, que generan el espacio
n-dimensional.

Demostracién. Suponga que el sistema es controlable en el sentido de Gilbert.
Ya que A = p~tAp, se sigue que

€L, = Asz = (pAp_l)kBZ
= pA*p7'B;
= PAkBi

donde 3, es la i-¢sima columna de 3 = p~'B. Ya que /3 no tienen renglones cero, es
posible formar un vector

Bt =Y KB,
=1

el cual no tiene componentes cero.

Primero se probard que, el conjunto de vectores e = pA*S" k=0,1,...,n — 1,
son linealmente independientes y por lo tanto generan el espacio n-dimensional. Esto
es posible, si podemos verificar que detleZ...e ;] # 0. Ya que puede escribirse

et 4] = [pBT|pABT|---|pA" 57
B MBT - ATBY
— p N “ e P “ e

= pldiag(By, B3, B,V

donde V es la transpuesta de la matriz de Vandermonde

D VRPN
V=] o . ...
D VD
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Usando la propiedad de que el determinante de un producto de matrices n x n
es igual al producto de los determinantes, se obtiene

det[eg...e; ;] = (det p)(ﬁ B) det V #£0

i=1

ya que Py V son no singulares y 3] # 0 para i = 1,2, ...,n. En seguida, se prueba
que el espacio generado por los vectores €], k = 0,1,...,n — 1, es un subespacio del
espacio que generan los vectores eg;, Kk =0,1,....n—1,7=1,2,...,r. Estos espacios
son generados, respectivamente, de los elementos de la forma

Zakek = ZZakK pA* B, (5.18)

k=0 i=1

3
._.

T

n—1 r
Z QkiChki = Z Z aripA* s, (5.19)

0 =1 k=0 =1

£
I

donde los K;, 1 = 1,2, ..., son constantes. Claramente, cada vector que pertenece al
espacio determinado por (5.18) para arbitrarios oy, esté en el espacio determinado por
(5.19) para arbitrarios ay;. Ya que los vectores €], k = 0, 1,...,n— 1, son linealmente
independientes y generan un subespacio del espacio generado por los vectores ey,

=0,1,....,n—1,72=1,2,...,7 se sigue que, el espacio generado por e;; es el espacio
de coordenadas n-dimensional. (Consecuentemente la matriz

= [BIAB|---|A"B]

deberd tener rango n).
Suponga que, los ey; generan el espacio n-dimensional. Entonces, para cualquier
R #0,
R=(p")'[1 0 .. 0]",

dice que el producto interno (R, eg;) no puede ser cero para toda k y toda i. Para
ver porque esto es cierto, suponga que ai,as,...,a, es un subconjunto linealmente
independiente de e;. Tal conjunto existe, pues e;; genera el espacio n-dimensional.
Ahora, si

(Rya;) =0i=1,2,..,n,

entonces

RT [al as ... an}:O
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o en diferente forma

ZRiaji = 0, j = 1,2, ., n,
1=1

donde R; es la i-ésima componente de R y a;; es la i-ésima componente de a;. Como
los a; son linealmente independientes,

det [al as ... an]%o

y poreso R; = 0,7 =1,2,....,n. Como R; # 0, se sigue que (R, ex;) # 0 para algin
eri, como establecimos primero. Ahora

(R,eki) = RTe;m»:[l 0 .. 0] p_leki
[1 0 ... 0]p'pAfB,=[1 0 ... 0]A*B,
= /\Ilcﬁz‘l

donde f3;; es la primera componente de 3;. Si todos los 3,; = 0, se sigue que (R, ;) =
0 y por eso, tenemos demostrado que R = 0, lo cual no es posible por como tomamos
R. De cualquier modo, como R # 0, se sigue que, al menos uno de los 3,; no es ceroy
el sistema es controlable en el sentido de Gilbert. Tenemos esencialmente demostrado,
que si la matriz

P = [B|AB|---|A"B]

tiene rango n (una cosecuencia directa de la definicién de controlabilidad de Kalman),
y si los valores caracteristicos de la matriz A son distintos, entonces el sistema es de
estado completamente controlable respecto a la definicién de Gilbert. m

Se sigue que, para un sistema, donde la matriz A, tiene valores propios distintos,
las definiciones de controlable, dada por Kalman y por Gilbert, son equivalentes.
No obstante, el procedimiento de Gilbert, da informacién directa de cuales de las
variables de estado, en el sistema diagonalizado, son incontrolables. Esencialmente,
la misma informacién puede obtenerse de la definicién de Kalman y determinar,
cuales son las columnas de P que son linealmente independientes y consecuentemente,
generen un subespacio de variables controlables.



Capitulo 6
Observabilidad

Un concepto relacionado con controlabilidad es el de observabilidad. Para cada
sistema, las variables de estado no son generalmente accesibles, para medirlas di-
rectamente. Las cantidades que son posibles medirlas, son la entrada y la salida del
sistema. Una pregunta natural es que, jcuando pueden determinarse las variables de
estado por la observacion de las variables de entrada y salida del sistema sobre un
intervalo de tiempo?

Esto nos llevard al concepto de observabilidad de un sistema.

Formalmente, se define la observabilidad como sigue. Un sistema con entrada u,
salida y, y el estado x, es llamado completamente observable si y solo si, el estado
inicial z(to) puede obtenerse por mediciones de y(t) sobre el intervalo de tiempo finito
to <t < to+T. Notamos, que si el sistema es observable, puede obtenerse x(t) para
varios valores de ¢ y asf, obtener una medicién de z(t).

Restringiremos nuestra atencién en esta seccién a sistemas lineales, tiempo in-
variantes y continuos que se describen por

& = Ax + Bu (6.1)

y=Cz+ Du (6.2)

Como el sistema es lineal y de tiempo invariante, podemos tomar t, = 0, en cuyo
caso, tenemos

y(t) = Co(t)z(0) + C'/ ¢(t — 7)Bu(r)dT + Du. (6.3)
0
Podemos reescribir el resultado en la forma
z(t) = Co(t)x(0) (6.4)

60
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donde
z(t) = y(t) — C/O ¢(t — 7)Bu(1)dT — Du. (6.5)

Ya suponemos que y y u son conocidos, entonces z es conocido, y la pregunta de
observabilidad del sistema, es entonces, si podemos encontrar z(0) de (6.4) para un
z conocido sobre el intervalo 0 < ¢t < T'. Esta pregunta, es claramente independiente
de u, para el caso u = 0 y u # 0, simplemente corresponde a diferentes valores de z,
como vemos de (6.5). Por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer, para
propésitos de investigacion, que u = 0, en cuyo caso el sistema de ecuaciones, estéd
dado por
x(t) = Ax(t) (6.6)
y(t) = Cu(t) = Co(t)x(0). (6.7)
Por lo tanto, la observabilidad de un sistema, depende solo de A y C, y el caso de
que C sea no singular, el sistema es obviamente observable, ya que x(t) se obtiene
directamente de (6.7).
Consideremos primero el caso donde la salida y es un escalar y(t).
Suponiendo que el grado del polinomio minimo de A es p, podemos escribir

o) = 3 aglr) A4

y consecuentemente, se sigue de (6.7), que

y(t) = i g ()0 AFz(0). (6.8)

Como, por pruebas resolvemos para x(0), un vector de n componentes, necesitamos
ordinariamente n ecuaciones involucrando las cantidades z;(0), ¢ = 1,2,...,n. Una
técnica bastante usada, para obtener ecuaciones adicionales de (6.8), la cual involucra
a p coeficientes ay(t), k = 0,1,...,p — 1, es formando productos internos de y(t) y
a(t). El producto interno que utilizamos, estd definido por

(ai(t),aj(t)):/o a;(t)oy(t)dt (6.9)

donde @;(t) es complejo conjugado de a;(t) y T es la longitud del tiempo que y(t) es
observado. Por lo tanto, tomando el producto interno de «;(t) y y(t), obtenemos

(a(t).y(t) = ) (a;(t), au(t))CA*(0), (6.10)

k=0
i = 0,1,..,p—1
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Como y(t) es escalar, la cantidad C'A*z(0) es también un escalar. Si ponemos,

CA*z(0)=p,, k=0,1,...p— 1. (6.11)
(aj(t)7y(t)> = Ky, ]:0717717_1 (612)
(aj(t)vak(t)) :,lemjakl:ovla“'ap_ 1 (613)
entonces podemos escribir (6.10) en la forma matricial
=B (6.14)

donde S, 1, y v son matrices con elementos dados por (6.11), (6.12) y (6.13), re-
spectivamente. La matriz v estd definida como una matriz de Gram y puede ser
demostrado que es no singular, ya que los a4(t) son linealmente independientes. Por
lo tanto la solucién de (6.14), esta dada por

B=7"n (6.15)

Substituyendo estos valores de 3, sobre (6.11), de un sistema de p ecuaciones en las
n desconocidas x1(0), z2(0), ..., 2,,(0). En la forma matricial

C
CA
.| z(0) =5, (6.16)
CAr-1

donde los coeficientes sobre la matriz en la izquierda es una matriz p x n. Esta
ecuacion puede resolverse de forma unica para 2(0) si y solo si p = n y el rango de
los coeficientes de la matriz es n. Esto equivale pedir que, la matriz n x n

P =[CT|ATCT|..|(AT)"*CT) (6.17)
tiene rango n. Mds precisamente, este resultado se establece como un teorema.
Teorema 14 FEl sistema representado por

= Ax, y=Cux,

donde x es n-vector y y es un escalar, es observable si y solo si P dada por (6.17)
es no singular.
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6.1. Un Ejemplo

Anteriormente precedimos al caso general en que y es un m-vector, daremos un
ejemplo en donde el vector estado serd determinado para el caso en que y sea un
escalar. Consideremos el sistema

. 10 1
©(t) = {0 2} x(t) + L} u(t) (6.18)
y(t) = [1 1]x(t)
con u(t) = 1. La matriz P dada por (6.17) para el sistema, es
11
P-lia
la cual tiene rango 2. Consecuentemente el sistema es completamente observable. En

la practica no requerimos tener una expresién analitica para y(t), pero para ilustrar
el principio complicado, supondremos que

1
y(t) = 56% + 2¢' — 3/2.

La matriz de transicién puede escribirse, en dos maneras

o(t) = diag{e', e},
p(t) = (2" — )+ (e —e')A

que puede probarse con fécilidad. Como el sistema es forzado, podemos calcular z(t)
dada por

z(t) = y(t) — C/O o(t — 7)Bu(r)dr

1, ., let=m 0 1
— 56 +2€ —3/2— |:1 1]/0 0 62(1577_) 1 dT

= et.

De la expresion para ¢(t) obtenemos

ap(t) = 2e' —e*

a(t) = e —e
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y por tanto
T
Yoo — ( = / th
0
T
Yo = (@0 = / 2¢! —e* —e')dt
0
T
Tu = ( /
0

o = (ag(t),z):/O (2e" — e*)e'dt
Hy = (al(t),z):/o (e — eheldt

usando (6.15), la matriz 8 estd dada por

Vo} _ 1 [711 _710} {Mo} _

b5y Yoo¥1r — V2 L=Y10 Yoo | [

Como A y C son matrices reales, (6.16), puede escribirse como
P'a(0) =3

y para nuestro caso, se sigue que
1 1] 2 —1
2(0) = [1 2] b= [—1 1}5'
Combinando las relaciones anteriores, encontramos que

901(0) = 250 - 51
2(711#0 - 710#1) - (_’Ywﬂo + 700#1)
Yoo V11 — 7%0

552(0) = —ﬁo + ﬁl
—(Y11to — Y1ok1) + (—V10to + Yookt1)

Yoo V11 — 7?0
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Llevando a cabo los célculos necesarios, obtenemos

1 4 11
Yoo = Z64T_§€3T_262T_E
_ 1 AT 3T 2T 1
T = € +e e +4
1 2 1 1
Yy = Z€4T_§€3T+§€2T_E
1 3T 2T 2
= = + N
Ho 3¢ € 3
1 1 1
My = gGST — §€2T + 6

Las cantidades necesitadas para determinar z(0) son encontradas:

Y1ilo — Yiok1 = —Violo T Yook = Yoo V11 — 730
_ Vgr Ly 230 1o 1
= mt Tgf Tyt T3¢ Tw

Usando estos valores, tenemos

-

Es facil verificar que este sistema con su estado inicial encontrado, su salida es la
antes dada.

Para este ejemplo el vector estado también puede determinarse totalmente fécil
de (6.4). En este caso tenemos

=y b )
= ey (0) + €%z,5(0).

Comparando los coeficientes de ambos lados vemos que z1(0) = 1 y x2(0) = 0.

6.2. EIl Caso General

Es buen momento para probar un teorema, dando una condicién de observabilidad
cuando la salida y(t) es un m-vector. Este teorema es una extensién del teorema
previo que toma la sdlida escalar y, como uno debe esperar, la prueba es muy similar.
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Teorema 15 FEl sistema representado por

&t = Ax+ Bu, (6.19)
= Cz+ Du,

donde x es un n-vector y y es un m-vector, es completamente observable si y solo si,

la matriz
P = [CT]ATC"| - | (A7) O]

es de rango n.

Demostraciéon. Podemos tomar u = 0 sin pérdida de generalidad, como hemos
visto antes, para dicho caso y, usando la expansién de e??, estd dada por

y(t) = 2_: o (t)C A*z(0).

k=0

Si denotamos al i-ésimo renglén de C' por O}, la i-ésima coordenada y;(t) de y(t) es

p—1
y(t) =Y an(t)CiA*z(0), i =1,2,...,m.
k=0

Como antes, podemos tomar productos internos de a;(t) con y(t) y asi obtener pm
ecuaciones en las pm desconocidas C;A*z(0). Definiendo las cantidades

Oz‘Ak$(0) = B>

(a(t),ui(t)) = Hjs
(a;(t), ar(t)) = v

las ecuaciones mencionadas arriba, pueden escribirse
p—1
k=0

= 1,2,...,m.

Si denotamos por f3; y p; las i-ésimas columnas de las matrices 8 = [By;] y 1 = [p4],
respectivamente, la iltima ecuacién puede escribirse en la forma matricial

7/62 - /.L,”Z - 1,27 ...,m.
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Como un caso previo de la matriz de Gram, v es no singular y podemos escribir

B = 7_1ﬂi-

Teniendo determinadas las cantidades [3,,, estaremos dispuestos ahora considerar
nuevamente las ecuaciones

CiA*z(0) =B i=1,2,...m; j=0,1,...,p—1,

o la ecuacién matricial equivalente

C bo
CA by
CA? 2(0) = | b2

At byt

donde b; es la tranpuesta del (j+1)-ésimo renglén de /5. Este es un sistema de mp
ecuaciones con n desconocidas y el vector z(0) puede determinarse inicamente si y
solo si, el rango de la matriz de coeficientes mp x n es n. En este caso p = n, la
matriz de coeficientes es PT donde P estd dada en (6.17). Cuando p < n se sigue
que las ultimas m(n — p) columnas de

P = [CTJATCT |- |(ATACT) (A7)

son combinaciones lineales de las columnas (AT)*CT | k =0,1,...,p— 1. Por lo tanto,
el rango de la matriz P es n, la cual es la condicién de controlabilidad. Esto completa
la prueba del teorema. m

Ejemplo 15 Considere el sistema

2 2
y = |1 1l
La matriz P estd dada como

2 1 -6 -3
P:[z 1 —6 —3]

El rango de P es 1 y consecuentemente el sistema, no es completamente observable.
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6.3. Definicion de Gilbert

El concepto de observabilidad, considerado en la seccién previa se debe a Kalman,
también Gilbert tiene una definicién de observabilidad (la cual es diferente a la que
introduce Kalman). De acuerdo a Gilbert, el sistema diagonalizado con distintos
valores propios, dado por

T = Ax+fu (6.20)
y = vyx+ Du

donde A = diag(\i, g, ..., A\y), es observable si v tiene todas sus columnas son difer-
entes de cero. Las x; correspondientes a una columna cero de ~ se llaman inob-
servables, y las no cero, observables. Claramente una coordenada inobservable, no
aparece en la salida y por lo tanto su valor no puede determinarse, por observaciones
de la salida.

Ejemplo 16 Como un simple ejemplo, consideremos el sistema

- [ 2l
y = [0 1]

De acuerdo a la definicion de Gilbert, la coordenada x1 es inobservable y xo es ob-
servable ya que la primera columna de la matriz v es cero y la sequnda columna no
es cero. La matriz P para este sistema, usando la definicion de Kalman, es

%)

Esta, tiene rango 1, por eso el sistema es inobservable.

Ejemplo 17 Como otro ejemplo, el sistema (6.18), es observable. Ya que A = A y
~v = [1 1] no tiene columnas cero.

Hemos visto que, para sistemas son distintos valores propios, las dos definiciones
de controlabilidad debidas a Kalman y a Gilbert, son equivalentes. Las definicones de
Gilbert sobre controlabilidad y sobre observabilidad, son totalmente similares, con
los renglones de [ jugando el mismo papel que las columnas de v en observabilidad,
y el criterio en controlabilidad de Kalman envuelve los rangos de las matrices dadas
en (5.2) y (6.17), son muy similares.

Por tanto, podriamos esperar que las dos definiciones de observabilidad son equiv-
alentes, como fue el caso para controlabilidad. Es un hecho el caso, y podemos es-
tablecer un teorema que trata de observabilidad, el cual es andlogo al teorema (13).



Observabilidad 69

Teorema 16 Sean c;, i = 1,2,...,m las columnas de CT. El sistema (6.19) es ob-
servable en el sentido de Gilbert, si y solo si, A tiene valores propios distintos y los
vectores

eri = (ADre;; i=1,2,...,m; k=0,1,...,n — 1,

generan el espacio n-dimensional.

Demostracion. La demostracién de este teorema, es muy similar a la dada para
el caso de controlabilidad en el teorema (13). Consecuentemente, solo indicaremos la
direccion tomada y dejamos los detalles, por ser muy parecidos, en este caso

= (AN = [(pAp™) 1 (77 p™ T
= () A ()
(P~ H)T(AT)"y,
donde ~T = ..7,.]. Como v no tiene columnas cero, entonces v/ no tiene
Y Y1 V2o Tm Y v

renglones cero y podemos formar el vector v© = k1y, + kayy + ... + kimY,,, ninguna de
las componentes, es cero. Los pasos tratados, son los mismos, como el teorema (13).
Como los eg; son las columnas de P en (6.17) y generan el espacio n-dimesional, la

matriz P deberd tener rango n. Por ello, en el caos de que A tiene distintos valores
propios, los criterios de Gilbert y Kalman son equivalentes. m

€k

6.4. Principio de Dualidad

Como previamente notamos, la estructura de las matrices las cuales se necesitan
para determinar si un sistema es observable y controlable, son muy similares. Esta
similaridad, sugiere que hay una analogia entre controlabilidad y observabilidad. Esta
analogfa es claramente exhibida por el principio de dualidad debida a Kalman, el cual
se establece como un teorema.

Teorema 17 Considere el sistema S7 definido por

= Az + Bu
= Chu,
donde x es un n-vector, u es un r-vector,y y es un m-vector, y el sistema dual S,
definido por
AT¢ + CTw
= B¢,

M-
I
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donde & es un n-vector,v es un m-vector, yn es un r-vector. El principio de dualidad
establece el sistema Sy es completamente de estado controlado (observable) si y solo
si el sistema Sy es completamente observable (de estado controlable).

Para probar este teorema, escribimos abajo las condiciones necesarias y suficientes
de los teoremas (12) y (15) que debemos satisfacer. El sistema S; es completamente
de estado controlable, si y solo si, la matriz n x nr

[B|AB|...|A" ' B]

tenga rango n. Esto es precisamente, la condicién necesaria y suficiente, que el sistema
S, sea completamente observable. La condicién necesaria y suficiente, para que el
sistema S; sea completamente observable, es que la matriz n x mn

[CT|ATCT|...|(AT)"1CT]

tenga rango n. Esto es, también la condicién necesaria y suficiente, para que el sistema
S5 sea de estado completamente controlable y el teorema es probado.

En seguida, se menciona un sistema de ecuaciones que ocurren muy frecuente-
mente, en algunos problemas de sistemas dindmicos, a la hora de discretizar dicho
sistema.

6.5. La Ecuaciéon TA-BT=C

En esta seccién se encuentra un resultado de la teorfa de matrices,que se usard
adelante en un ejemplo.
La ecuacién matricial

TA- BT =C (6.21)

juega un papel muy importante en la teoria de estabilidad y en observabilidad, asf
como otras lineas de investigacién, como analisis de sistemas. En esta ecuacién A y
B son matrices cuadradas de orden m y n, respectivamente, y consecuentemente 1’
es una matriz n X m. Demostrare que si A y B no tienen valores propios comunes,
entonces (6.21), tiene una solucién tnica 7.

1. Probare que TA — BT = 0 tiene solo la solucién trivial.

2. Entonces probaremos que T'A — BT = (| tiene solucién unica.

Consideremos la parte 1. Por dlgebra lineal, sabemos que las matrices A y B
son similares, a matrices en su forma canénica de Jordan. Supongamos que la forma
canodnica de Jordan, de la matriz A es dada por

Ja =P YAP = diag(Jm1, I, s Jimp) (6.22)
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donde el orden de J,,, es my y mi +mg + ... +my, = m, y B es similar a
Jp = Q 'BQ = diag(Ju1, Jna, - Jng) (6.23)

donde el orden de J,, es ny y n1 + ng + ... + n, = n. El valor propio de A asociado
a Jm, es A; y el valor propio de B asociado a J,, es p1;. Podemos resolver para Ay
B en (6.22) y (6.23), y entonces sustituir estos valores en la ecuacién

TA— BT =0. (6.24)
La ecuacién por tanto, que se obtiene es
TPJAP™' —QJQ 'T =0.

Multiplicando esta ecuacién por Q! sobre el lado izquierdo y por P sobre el lado
derecho, tenemos

Q 'TPJy— JgQ 'TP =0.
Sea ahora
X =Q'TP, (6.25)
entonces, puede escribirse
XJy—JgX =0. (6.26)

Notemos que (6.26), es meramente un caso especial de (6.24), donde en (6.26), las
matrices conocidas, estan en su forma canénica de Jordan. Si podemos resolver (6.26)
para X, entonces podemos obtener 7', de la ecuacién

T=QXP" (6.27)

Como J4 y Jp son esencialemente matrices particionadas, serd conveniente parti-
cionar la matriz X, tal que los productos X .J, y JgX estdn definidos. Consecuente-
mente, serd una matriz particionada ¢ X p; esto es, la submatriz X;; serd matriz
n; X n;. Cuando llevamos la multiplicacién como en (6.26), usando las matrices par-
ticionadas, obtenemos las ecuaciones

Xiijj = anXZj7 1= 1,2, .. q, j = 1,27 P (628)

La matriz Jy,,;, m; x my, tiene la forma

A 100 0 0
0 A 1 0 0 0
0 0 0 0 PR |

S
S
e}
e}
e}
>
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mientras la matriz n; x n;, J,,, tiene la forma

w; 1 0 o --- 0 0
0 pu 1 o --- 0 0
0 0 0 0 w; 1
0 0 0 0 0
Introduciendo la matriz s X s

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

podemos entonces escribir
ij - >\j-[+ Hmja j - 172a e Py

y
I, = pl +Hy,, 1=1,2,...,q.

Substituyendo esta expesién sobre (6.28), tenemos
(Aj = ) Xy = Hn, Xij — Xij H, (6.29)
Ahora multipliquemos esta expresion, por (\; — f,;),0btenemos
(N = 1:)° X5 = Hpo (N — 1) Xij — (N — 1) Xij Hom, (6.30)
Ahora, substituyendo (6.29) en (6.30), obtenemos
(N — 1) X = (Hu, ) Xij — 20, XijHpmy + Xij(Hin, )"

Continuando este proceso, puede mostrarse, por induccién que
T - T— r r—
O = X = S0 (7 )8 0,
k=0

AL tomar r > n; +m; — 1, entonces, como r = k+ (r — k), se sigue que, o bien k > n;
or —k > m;. Como H, es una matriz nilpotente de indice s, o bien (H,,)* = 0 o
(Hm,)" % = 0. Consecuentemente, tenemos

(Aj — ;)" X5 =0
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y como \; # p; parai =1,2,....,q; j =1,2,...,p,debemos tener
X;:i=0,i=1,2,....,q; j=1,2,...,p.

Por lo tanto, solo la solucién trivial, es la tinica que tiene (6.26). Si X = 0, se sigue
que, de (6.27), T = 0 es solo la solucién de (6.24).

Ahora que tenemos establecida la parte 1, estaremos listos para tomar la parte
2. Probaremos que si, A y B, no tienen valores propios comunes, el sistema (6.21),
tiene una tnica solucién 7. Tomando el elemento ¢;; de cada lado de (6.21), tenemos

Z tikak]’ - Z biktkj = Cij, (631)
k=1 k=1

1=1,2,...n; 7=1,2,....m.

Este es el sistema lineal de mn ecuaciones desconocidas t,,, r = 1,2,...,n; s =
1,2, ...,m. Este sistema no es homogéneo, pero tiene solucién nica, si y solo si, el
determinante de los coeficientes no es cero. El correspondiente sistema homogéneo
es (6.24), el cual tiene la misma matriz como (6.21). Ya que la solucién del sistema
homogéneo es la solucién trivial, se sigue que el determinante de la matriz de coefi-
cientes no es cero. por lo tanto, la matriz de coeficientes no es singular y el sistema
(6.31) o (6.21) tiene solucién unica T para cada matriz C.

Ejemplo 18 Considere

A=[2, B= B _11} C— H

El valor propio de A es 2, y valores propios de B, son 1 y -1. Por tanto, hay una
solucion unica de (6.21), para este caso. Resolviendo el sistema

tll [2] - 1 1 Z511 — 1
t21 0 —1 tgl 0
para ti11 Yy to1. Ecuacion correspondiente de elementos que se obtinen

t11 — to1 1
3t21 - 0

Por tanto to1 = 0 y t11 = 1 y la solucion unica es

r-[]
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Conclusiones

Los resultados de la tesis muestran que podemos aplicar el método de identifi-
cacién propuesto a sistemas dindmicos lineales estables. Esto, primero se probé para
los sistemas cuyas matrices de tamano n X n tenfan n valores propios diferentes, luego
abordamos el caso donde las matrices eran més generales, de valores propios no nece-
sariamente todos diferentes entre si. Fue demostrado que la probabilidad de tener
identificacién no unica es igual a cero, esto es, que la identificacién de los coeficientes
del sistema dindmico propuesto (2.1) es tnica, con probabilidad de uno. Estas ideas
surgieron gracias a la similitud que existe con los problemas de la Teorfa del Control,
en nuestro caso, el problema en su forma discreta requiere de condiciones similares
impuestas a las de la teorfa del Control.

74
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