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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta una contribucion tanto teérica como expe-
rimental para describir y caracterizar el funcionamiento de la red neuronal Alfa-
Beta sin pesos, denominada CAINN.

Este modelo combina las caracteristicas inherentes a las redes neuronales sin
pesos con la teorfa subyacente de las memorias asociativas a3, logrando asf un
modelo competitivo.

Se introducen 9 definiciones, asi como la demostracién de 7 lemas y 10 teore-
mas que nos permiten construir la base para establecer las condiciones suficientes
que exhiban y expliquen formalmente la recuperacién del conjunto fundamen-
tal completo, asi como para proponer un algoritmo alternativo cuyo nimero
de operaciones y tiempo de procesamiento, es menor al necesitado para el fun-
cionamiento del algoritmo original de CAINN.

Adicionalmente se realizan experimentos sobre recuperacién y clasificacién
de patrones entre CAINN y ADAM utilizando bases de datos contenidas en el
repositorio de la Universidad de California en Irvine (UCI Machine Learning
Repository). Estos experimentos son comparados contra algunos otros modelos
inmersos en la literatura.

Los resultados obtenidos permiten colocar a la red neuronal Alfa-Beta sin pe-
sos como una buena alternativa para clasificaciéon y reconocimiento de patrones.



Abstract

This work presents an experimental and theoretical contribution to describe and
characterize the behavior of the Weightless Alpha-Beta Neural Network, denoted
CAINN.

This model combines the inherent properties of the weightless neural networks
with the underlying theory of the af associative memories to obtain, thus, a
competitive model.

Also, 9 definitions, and the proof of 7 lemmas and 10 theorems which let
us build the sufficient conditions that formally exhibit and explain the correct
recalling for the entire fundamental set are proposed. In addition, this formalism
is used to propose an alternative algorithm that reduces the time and number
of operations needed for the CAINN original algorithm.

Furthermore, there were made experiments based on pattern recognition and
classification between CAINN and ADAM, where two datasets included in the
UCI Machine Learning Repository were used. That latter experiments are also
compared versus some other models in the literature.

The results here obtained, allow the Weightless Alpha-Beta Neural Network
to be a good alternative for pattern recognition and classification.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo de tesis tiene como aportacién principal la fundamentacién
tedrica y formal para la recuperacién de patrones del modelo de redes neuronales Alfa-
Beta sin pesos denominado con el acrénimo CAINN (Computer Artificial Intelligence
Neural Network), creado en 2007 en el CIC-IPN [1]. Este algoritmo combina la fle-
xibilidad y adaptabilidad de las redes neuronales sin pesos, tomando provecho de la
sencillez y robustez de los algoritmos de las memorias asociativas Alfa-Beta creadas
también en el CIC-IPN en 2002 [2].

Adicionalmente, se presenta un algoritmo alternativo que permite al modelo CAINN
reducir el tiempo requerido tanto para su fase de aprendizaje como para la de recu-
peracion, asi como disminuir el nimero de operaciones necesarias para estas fases.

1.1. Antecedentes

El cerebro humano continuamente recibe senales del entorno en que se desenvuelve
cada individuo; dichas senales son procesadas para poder emitir una respuesta ante
cada una de ellas. Nuestro cerebro posee millones de neuronas que se interconectan
formando redes neuronales, que son las responsables de llevar a cabo dichos procesos.
Las neuronas se comunican entre si mediante un proceso llamado sinapsis en el cual
una neurona envia un neurotransmisor a otra produciendo un efecto de excitacién o
de inhibicién en esta tltima[3,4].

El desarrollo en la investigacién de las Redes Neuronales Artificiales (ANN) ha sido
motivado e inspirado para crear modelos matemédticos y computacionales que simulen
el comportamiento de las redes neuronales biolégicas [3]. La idea original del concepto
de redes neuronales artificiales, surge como un intento para comprender y explicar el
funcionamiento del cerebro humano.

La historia de las ANN comienza con la investigacién realizada por los cientificos
Warren S. McCulloch y Walter Pitts, quienes en sus trabajos pioneros desarrollaron
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el primer modelo de neurona artificial en 1943 [4]. Por su parte, el neuropsicélogo
canadiense Donald Hebb propuso la primera idea para el aprendizaje artificial [5],
cuya teoria afirmaba que dentro de nuestro cerebro, el aprendizaje estd basado en la
modificacién de los pesos en las conexiones sindpticas de las neuronas.

Posteriormente, el psicélogo de la Universidad de Cornell, Frank Rosenblatt, desa-
rroll6 el Perceptron [6], que constituiria la primera méquina de aprendizaje automatico,
dando asf lugar a que en 1960, Widrow y Hoff llegaran a la creacién del modelo ADA-
LINE (Adaptive Linear Element) que consistia en un Perceptron simple, aplicando la
regla delta de aprendizaje [7]. Todo parecia ir viento en popa, pero fue en 1969 cuando
los prestigiados cientificos Marvin Minsky y Seymour Pappert del MIT publican su
libro Perceptrons [8], en el cual evidencian de manera muy pesimista las limitaciones
del Perceptron de Rosenblatt. Como consecuencia de este hecho, el desarrollo de las
redes neuronales fue decayendo, a tal grado que muchos de los investigadores del drea
prefirieron enfocarse hacia otro campo.

A la par, investigadores como Steinbuch, Willshaw, Buneman & Longuett-Higgins,
Anderson & Kohonen, Kaoru Nakano y Shun-Ichi Amari; realizaron grandes desarrol-
los en cuanto a las memorias asociativas, saliendo a palestra modelos tales como la
Lernmatriz [9], el Correlograph [10], el Linear Associator [11,12], el Associatron [13]y
las Self-Organizing Nets of Threshold Elements [14], convirtiéndose algunos de éstos en
modelos clésicos; pero fue realmente el reconocido fisico estadounidense John Hopfield
quien, en 1982, publica un articulo en la prestigiada y respetada National Academy of
Sciences, proponiendo un modelo capaz de funcionar como red neuronal y memoria
asociativa a la vez [15], el cual marcarfa un hito en el desarrollo de las memorias aso-
ciativas y terminaria con la época de oscurantismo de las redes neuronales, propiciando
su resurgimiento. Dos anos después publicarfa otro articulo, en el cual presenté una
extensién a su modelo original [16]. Asi, Hopfield es el responsable de haber revivido
el interés en las redes neuronales, después de un perfodo de estancamiento de més de
una década.

Las memorias asociativas tienen como propésito esencial recuperar patrones com-
pletos a partir de patrones de entrada, los cuales pueden presentar alteraciones. Por
su naturaleza, los modelos de las memorias asociativas se dividen en dos fases: la fase
de aprendizaje, que constituye la generacién de la memoria a través de la asociacién
de patrones de entrada con un respectivo patrén de salida y la fase de recuperacién,
que es en donde la memoria asociativa opera para recuperar los patrones. Si en cada
asociacién en la fase de aprendizaje, ocurre que el patrén de entrada es igual al de
salida, la memoria es autoasociativa; de otro modo, la memoria es heteroasociativa [2].

Entre los modelos de memorias asociativas, sélo existen dos de éstos que se desen-
vuelven dentro de una teorfa distinta al modelo de neurona propuesto por McCulloch
y Pitts. En primera instancia, podemos mencionar las Memorias Asociativas Mor-
folégicas [17], cuyo funcionamiento es superior al de los modelos existentes en la fecha
en que se crearon. Asi mismo, se encuentran las Memorias Asociativas Alfa-Beta [2],
desarrolladas en 2002, en el CIC-IPN. Este modelo se basa en los operadores Alfa y
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Beta, creados ex profeso por el autor de ese modelo. Cabe mencionar que las memo-
rias asociativas Alfa-Beta constituyen uno de los modelos con mejor rendimiento hasta
nuestros dfas.

Paralelamente al desarrollo de las memorias asociativas, se desarrollé un nuevo
paradigma dentro de las redes neuronales; las denominadas Redes Neuronales sin Pe-
sos (WNN), cuya base se fundamenta en el uso de dispositivos de memoria RAM
para llevar a cabo sus funciones. Este desarrollo surge con el trabajo de Bledsoe y
Browning, quienes, a finales de la década de los 50, proponen un método binario para
el reconocimiento de patrones, llamado n-tupla, que es concebido como una memo-
ria distribuida que almacena informacion a través de la cual se derivan subpatrones
que estan relacionados con determinadas clases. [18]. Al realizar la clasificacién de
nuevos patrones, la clase de salida se define como aquella para la cual los patrones de
aprendizaje son mds comunes con el patrén presentado [19].

Este método propicié el desarrollo de las WNN con investigadores como Wilkie,
Stonham & Aleksander, Austin y Kanerva, quienes tuvieron a bien sacar a la luz
algunos de los modelos deWNN; tales como la maquina de reconocimiento denominada
WISARD (Wilkie, Stonham & Aleksander Recognition Device), método en el cual se
implementaron las méquinas n-tupla utilizando dispositivos RAM convencionales [20];
el modelo ADAM (Advanced Distributed Associative Memory) [21], desarrollado con
el fin de mejorar las redes asociativas de Willshaw [10]; la SDM (Sparse Distributed
Memory) [21]; y recientemente el modelo CAINN (Computer Artificial Intelligence
Neural Network) [1], del cual se deriva este trabajo de tesis.

Las redes neuronales sin pesos, como lo sugiere su nombre, no presentan pesos entre
nodos. Las funciones de las neuronas son almacenadas en tablas de busqueda, cuyo
contenido debe ser actualizado para llevar a cabo el aprendizaje. Las WNN poseen
algoritmos one-shot (no iterativos), a diferencia de las ANN cuyos algoritmos son
iterativos, ademds de que los algoritmos de las WNNs son facilmente adaptables como
sistemas direccionables por contenido.

1.2. Justificacion

La efectividad de los modelos de WNN aplicados a varios problemas reales ha si-
do evidenciada en un gran nimero de estudios experimentales [26-32]. Asi mismo, se
ha demostrado que el hecho de fusionar las WNN con la teorfa formal de los algo-
ritmos Alfa-Beta, ha aportado a la ciencia un modelo sencillo, flexible y eficaz para
ser aplicado en la solucién de una gran diversidad de problemas de reconocimiento de
patrones presentes en la vida real. Sin embargo, el algoritmo del modelo CAINN de re-
des neuronales Alfa-Beta sin pesos ain no ha sido caracterizado. Es necesario realizar
un estudio minucioso de este algoritmo para que, a partir de esto, pueda realizarse la
formalizacion de las condiciones suficientes que expliquen la correcta recuperacién de
patrones.
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1.3. Objetivo

En este trabajo de tesis se desarrollard una investigacion tedrica y experimental
que nos permita encontrar las condiciones suficientes que muestren la recuperacién
correcta de patrones en el modelo CAINN; aunado a esto, se propondrd un algoritmo
alternativo que reduzca la cantidad de tiempo y operaciones necesarias para que el
algoritmo CAINN lleve a cabo sus funciones.

1.4. Resultados esperados

Con esta investigacién, se espera la obtenciéon de las condiciones suficientes que
expliquen la correcta recuperacion de patrones en el modelo CAINN; ademds, se pre-
tende que de este modelo se desprenda un nuevo algoritmo, que sea capaz de aprender
y recuperar patrones en una cantidad de tiempo menor sin perder ninguna de sus
caracteristicas.

1.5. Organizacién del documento

El documento estd organizado como sigue:

FEn el Capitulo 1 se presenta una breve introduccién a los antecedentes del presente
trabajo de tesis, asi como la justificacién, los objetivos y los resultados que se pretenden
obtener. El Capitulo 2 contiene algunos de los modelos mas representativos de las redes
neuronales sin pesos asi como de las memorias asociativas.

Dentro del Capitulo 3, se incluye la explicacién del modelo CAINN y de las memo-
rias asociativas Alfa-Beta, cuya teoria es de vital importancia al ser éstos los principales
pilares sobre los cuales se desprende el presente trabajo de tesis. Estos modelos nos
dan la pauta a seguir para desarrollar el contenido del capitulo 4, en donde se incluyen
varias definiciones, y de demuestran los lemas y teoremas necesarios para obtener los
resultados esperados en esta investigacion.

En el Capitulo 5 se incluye una serie de experimentos realizados para ejemplificar
las demostraciones anteriores, realizando un andlisis comparativo de recuperacion y
clasificacién de patrones entre CAINN y el modelo ADAM, asi como contra otros
clasificadores dentro de la literatura. Seguido de esto, en el Capitulo 6 se muestran las
conclusiones de la tesis y el trabajo a futuro. Finalmente, se presentan las referencias
bibliograficas.



Capitulo 2

Estado del Arte

En este capitulo se hace una revisién de la literatura, ubicando los modelos maés
representativos en el &mbito de las memorias asociativas, asi como también los princi-
pales modelos que existen dentro de las redes neuronales sin pesos.

2.1. Memorias Asociativas

En esta seccién se presentaran algunos conceptos tomados de [2,52-55] y que son
fundamentales para comprender el funcionamiento de las memorias asociativas. A su
vez, se explicardn algunos modelos representativos de las memorias asociativas.

2.1.1. Conceptos Basicos

Por su naturaleza, el funcionamiento de una memoria asociativa se escinde en dos
fases claramente distinguibles:

1. Fase de aprendizaje (generacién de la memoria asociativa).

2. Fase de recuperacién (operacién de la memoria asociativa).

El propésito fundamental de una memoria asociativa es recuperar patrones com-
pletos a partir de patrones de entrada que pueden presentar alteraciones aditivas,
sustractivas o mezcladas. De acuerdo con esta afirmacién, una memoria asociativa M
puede formularse como un sistema de entrada y salida, idea que se esquematiza a
continuacion:

X— M |«<Vy X~ M >y

(2.1)

Fase de aprendizaje Fase de recuperacion
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El patrén de entrada estd representado por un vector columna denotado por x y
el patrén de salida, por el vector columna denotado por y. Cada uno de los patrones
de entrada forma una asociacién con el correspondiente patrén de salida. La notacién
para esta asociacion es similar a la de una pareja ordenada; por ejemplo, los patrones
x ey del esquema forman la asociacién (x,y).

Para facilitar la manipulacién algebraica de los patrones de entrada y de salida,
los denotaremos con las mismas letras, x e y, agregdndoles nimeros naturales como
superindices para efectos de discriminaciéon simbdlica. Por ejemplo, a un patrén de
entrada x' le correspondera un patrén de salida y!, y ambos formardn la asociacién
(x!,y"); del mismo modo, para un nimero entero positivo k especifico, la asociacién
correspondiente serd (x*, y*).

La memoria asociativa M se representa mediante una matriz generada a partir
de un conjunto finito de asociaciones conocidas de antemano: éste es el conjunto fun-
damental de asociaciones, o simplemente conjunto fundamental. Se denota por p la
cardinalidad del conjunto fundamental, donde p € Z*.

Si p es un indice, el conjunto fundamental se representa de la siguiente manera:

{*y") lp=1,2,....p} (2.2)

A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto fundamental, se les
llama patrones fundamentales.

Es posible que los patrones fundamentales sean alterados con diferentes tipos de
ruido. Para diferenciar un patrén alterado del correspondiente patrén fundamental,
usaremos la tilde en la parte superior; asi, el patrén X* es una versién alterada del
patrén fundamental x*, y el tipo de alteracién que representa xX* se evidenciars en el
contexto especifico donde se use.

Con el fin de especificar las componentes de los patrones, se debe dejar en claro
cudl serd la notacién para dos conjuntos a los que llamaremos arbitrariamente A y
B. Las componentes de los vectores columna que representan a los patrones, tanto de
entrada como de salida, serdn elementos del conjunto A, y las entradas de la matriz
M serédn elementos del conjunto B.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la eleccién de estos dos con-
juntos, por lo que no necesariamente deben ser diferentes o poseer caracteristicas es-
peciales. Esto significa que el nmimero de posibilidades para escoger A y B es infinito.

Por convencién, cada vector columna que representa a un patrén de entrada tendra
n componentes cuyos valores pertenecen al conjunto A, y cada vector columna que
representa a un patrén de salida tendrd m componentes cuyos valores pertenecen
también al conjunto A con n,m € Z*. Es decir:

xte A" eyt e A™, Ve {1,2,...,p} (2.3)
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La j-ésima componente de un vector columna se indicard con la misma letra
del vector, pero sin negrilla, colocando a j como subindice (57 € {1,2,...,n} 0 j €
{1,2,...,m} segun corresponda). La j-ésima componente del vector columna x* se
representa por:

w
2 (2.4)

Definicién 2.1 Sea x € A™ un patrén fundamental de entrada para una memoria
asociativa af. El patrén x puede ser alterado, para dar lugar a un vector X ,
por tres tipos de alteraciones:

1. Alteracién aditiva, si x < X. Esto significa que todos los posibles cambios en los
valores de las coordenadas de x para obtener X consisten en colocar un valor 1
donde habia un valor 0.

2. Alteracién sustractiva, si x > X. Esto significa que todos los posibles cambios en
los valores de las coordenadas de x para obtener X consisten en colocar un valor
0 donde habia un valor 1.

3. Alteracién combinada o mezclada, si la alteracién es una mezcla de aditiva con
sustractiva. En este caso no es posible establecer un orden entre el patrén limpio
y el alterado, dado que los valores podrdn ser cambiados aleatoriamente, sin
respetar necesariamente las reglas de los items 1 y 2.

La naturaleza del conjunto fundamental proporciona un importante criterio para

clasificar las memorias asociativas. Si se cumple que x* = y* Vu € {1,2,...,p}, se dice
que la memoria es autoasociativa; por lo que uno de los requisitos que debe cumplir
es que n = m. Una memoria es heteroasociativa si 3u = {1,2,...,p} para el que se

cumple que x* # y*. Nétese que pueden existir memorias heteroasociativas con n = m
[12].

Una vez habiendo descrito estos conceptos bésicos y con la notacién anterior, es
posible expresar las dos fases de una memoria asociativa:

1. Fase de Aprendizaje: encontrar los operadores adecuados y una manera de
generar una matriz M que almacene las p asociaciones del conjunto fundamental
{(xl,yl) , (x2,y2) ey (xp,yp)}, dondex¥ € A™ e y* € A™ VYu € {1,2,...,p}.
Sidu e {1,2,...,p} tal que x* # y*, la memoria serd heteroasociativa; sin = m
y xt =y Vu e {1,2,...,p}, la memoria serd autoasociativa.

2. Fase de Recuperacion: hallar los operadores adecuados y las condiciones su-
ficientes para obtener el patréon fundamental de salida y*, cuando se opera la
memoria M con el patréon fundamental de entrada x*; lo anterior para todos
los elementos del conjunto fundamental y para ambos modos: autoasociativo y
heteroasociativo.
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Se dice que una memoria asociativa M exhibe recuperacién correcta si al presen-
tarle como entrada, en la fase de recuperacién, un patrén x* con w € {1,2,...,p},
ésta responde con el correspondiente patrén fundamental de salida y*. Teniendo to-
dos estos conceptos claros, podemos continuar explicando algunos de los modelos de
memorias asociativas mas representativos.

2.1.2. Lernmatrixz de Steinbuch

Karl Steinbuch fue uno de los primeros investigadores en desarrollar un método
para codificar informacién en arreglos cuadriculados conocidos como crossbar [2]. La
importancia de la Lernmatriz [9,56] se evidencia en una afirmacién que hace Kohonen
[12] en su articulo de 1972, donde apunta que las matrices de correlacién, base funda-
mental de su innovador trabajo, vinieron a sustituir a la Lernmatrix de Steinbuch.

La Lernmatrix es una memoria heteroasociativa que puede funcionar como un
clasificador de patrones binarios si se escogen adecuadamente los patrones de salida;
es un sistema de entrada y salida que al operar acepta como entrada un patrén binario
xt e A", A = {0,1} y produce como salida la clase y* € A™ que le corresponde (de
entre p clases diferentes), codificada ésta con un método que en la literatura se le ha
llamado one-hot [57], a saber: para representar la clase k € {1,2,...,p}, se asignan
a las componentes del vector de salida y* los siguientes valores: yZ =1l ey; =
Vi=A{12,....,k—1,k+1,...,p}.

Fase de aprendizaje

Se genera el esquema (crossbar) al incorporar la pareja de patrones de entrenamien-
to (x*,y*) € A" x AP. Cada uno de los componentes m;; de M, en la Lernmatrix de
Steinbuch, tiene valor cero al inicio, y se actualiza de acuerdo con la regla m;; + Am,;,
donde:

Am;j = —e si :1:7 =ley'=0 (2.5)
0  en otro caso

donde ¢ es una constante positiva elegida con antelacién. Es usual que el valor de
€ sea igual a 1.

Fase de recuperacién

La fase de recuperacion consiste en obtener las coordenadas del vector y¥ € AP
que le corresponde al patrén x*. La i-ésima coordenada y;’ del vector de clase y* € AP
se obtiene como lo indica la siguiente expresién, donde \/ es el operador maximo:

o 18t 3 Bymyg -2 =V 2y 120 0 mey - 2 (2.6)
0 en otro caso
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2.1.3. Correlograph de Willshaw, Buneman y Longuet-Higgins

El correlograph es un dispositivo éptico elemental capaz de funcionar como una
memoria asociativa. En palabras de los autores “el sistema es tan simple, que podria
ser construido en cualquier laboratorio escolar de fisica elemental” [10,58].

Fase de aprendizaje

La red asociativa se genera al incorporar la pareja de patrones de entrenamiento
(xt,y*) € A" x A™. Cada uno de los componentes m;; de la red asociativa M tiene
valor cero al inicio, y se actualiza de acuerdo con la regla:

1 siyl! =1=2al
Ay — i J 2.7
i { 0 otro caso (2.7)

Fase de recuperacién

Se le presenta a la red asociativa M un vector de entrada x¥ € A™. Se realiza el
producto de la matriz M por el vector x“ y se ejecuta una operaciéon de umbralizado,
de acuerdo con la siguiente expresion:

go= {1 s hymy e > (2.8)
’ 0 en otro caso '

donde u es el valor de umbral. Una estimacién aproximada del valor de umbral «
se puede lograr con la ayuda de un nimero indicador mencionado en el articulo [10]
de Willshaw et al. de 1969: log2n.

2.1.4. Linear Associator de Anderson-Kohonen

El Linear Associator tiene su origen en los trabajos pioneros de 1972 publicados
por Anderson y Kohonen [11,12,59].

Es curiosa la manera en cémo James A. Anderson y Teuvo Kohonen obtuvieron
resultados asombrosamente similares a pesar de que trabajaron independientemente y
sin tener noticia uno del otro, hasta tiempo después de que aparecieron los articulos;
ademads, estos autores tienen formaciones profesionales totalmente diferentes: Anderson
es neuropsicologo y Kohonen es fisico e ingeniero eléctrico.

Para presentar el Linear Associator consideremos de nuevo el conjunto fundamen-
tal: {(x,y") |p=1,2,...,p}
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Fase de aprendizaje

o . t
1. Para cada una de las p asociaciones (x*,y*) se encuentra la matriz y* - (x*)" de
dimensiones m X n.

2. Se suman las p matrices para obtener la memoria:

M ="y () = [mig] s, (2.9)
pn=1

de tal forma que la ij-ésima componente de la memoria M se expresa:

p

mig=y _yl' o (2.10)
pn=1

Fase de recuperacién

Esta fase consiste en presentarle a la memoria un patrén de entrada x*, donde
we {1,2,...,p} y realizar la operacion:

P
M. x¥ = Zy“ (x| x¥ (2.11)
pn=1

2.1.5. La memoria asociativa Hopfield

El articulo de John J. Hopfield de 1982, publicado en los proceedings de la pres-
tigiosa y respetada National Academy of Sciences, impacté positivamente y trajo a
la palestra internacional su famoso modelo, capaz de funcionar como red neuronal y
memoria asociativa a la vez [15].

En el modelo que originalmente propuso Hopfield, cada neurona x; tiene dos posi-
bles estados, a la manera de las neuronas de McCulloch-Pitts: z; = 0 y x; = 1; sin
embargo, Hopfield observa que, para un nivel dado de exactitud en la recuperacién
de patrones, la capacidad de almacenamiento de informacién de la memoria se puede
incrementar por un factor de 2, si se escogen como posibles estados de las neuronas
los valores x; = 0y ; = —1 en lugar de los valores originales z; =0y x; = 1

Al utilizar el conjunto {—1, 1} y el valor de umbral cero, la fase de aprendizaje para
la memoria Hopfield serd similar, en cierta forma, a la fase de aprendizaje del Linear
Associator. La intensidad de la fuerza de conexién de la neurona z; a la neurona z; se
representa por el valor de m;;, y se considera que hay simetrfa, es decir, m;; = my;.
Si z; no estd conectada con xj entonces m;; = 0; en particular, no hay conexiones
recurrentes de una neurona a si misma, lo cual significa que Vi, m;; = 0. El estado
instantdneo del sistema estd completamente especificado por el vector columna de
dimensién n cuyas coordenadas son los valores de las n neuronas.
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La memoria Hopfield es autoasociativa, simétrica, con ceros en la diagonal princi-
pal. En virtud de que la memoria es autoasociativa, el conjunto fundamental para la
memoria Hopfield es {(x*,x")|p=1,2,...,p} con x* € A" y A= {-1,1}.

Fase de aprendizaje

La fase de aprendizaje para la memoria Hopfield es similar a la fase de aprendizaje
del Linear Associator, con una ligera diferencia relacionada con la diagonal principal
en ceros, como se muestra en la siguiente regla para obtener la ij-ésima componente
de la memoria Hopfield M:

P

T s

g T T sii##j
1

- (2.12)
0 sii=j

mij =

Fase de recuperaciéon

Si se le presenta un patrén de entrada X a la memoria Hopfield, ésta cambiard su
estado con el tiempo, de modo que cada neurona z; ajuste su valor de acuerdo con el

n
resultado que arroje la comparacién de la cantidad E m;; x; con un valor de umbral,
Jj=1
el cual normalmente se coloca en cero.

Se representa el estado de la memoria Hopfield en el tiempo ¢ por x (t); entonces
x; (t) representa el valor de la neurona z; en el tiempo t y z; (¢t + 1) el valor de z; en
el tiempo siguiente (¢ 4 1).

Dado un vector columna de entrada X, la fase de recuperacién consta de tres pasos:

1. Para t =0, se hace z (t) = X; es decir, z; (0) = 74, Vi € {1,2,...,n}.

2. Vie{1,2,...,n} se calcula x; (t + 1) de acuerdo con la condicién siguiente:
1 Z ?:1 mMij Tj (t) >0
zi(t+1) = ¢ xi(t) >y mij i (t) =0 (2.13)
-1 > ?:1 mi; zj (¢) <0

3 Se compara z; (t+ 1) con z; (t) Vi € {1,2,...,n}. Si x(t+ 1) = x(¢) el proceso
termina y el vector recuperado es x (0) = x . De otro modo, el proceso continia
de la siguiente manera: los pasos 2 y 3 se iteran tantas veces como sea necesario
hasta llegar a un valor t = 7 para el cual z; (t + 1) = z; (1) Vi € {1,2,...,n}; el
proceso termina y el patrén recuperado es x (7).

En el articulo original de 1982, Hopfield habia estimado empiricamente que su
memoria tenfa una capacidad de recuperar 0.15n patrones, y en el trabajo de Abu-
Mostafa & St. Jacques [60] se establecié formalmente que una cota superior para el
nimero de vectores de estado arbitrarios estables en una memoria Hopfield es n.
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2.1.6. Memoria Asociativa Bidireccional (BAM) de Kosko

Bart Kosko, investigador de la University of Southern California, propuso en 1988
la Bidireccional Associative Memory (BAM) [14] para subsanar la clara desventaja
de la autoasociatividad de la memoria Hopfield. La BAM maneja pares de vectores
(A1,B1),...,(Am, Bn), donde A € {0,1}" y B € {0,1}".

Al igual que Austin ensamblé dos redes asociativas de Willshaw para disenar su
ADAM [61], Kosko ide6 un arreglo de dos memorias Hopfield, y demostré que este
diseno es capaz de asociar patrones de manera heteroasociativa.

La matriz M es una memoria Hopfield con la tnica diferencia que la diagonal
principal es diferente de cero. M es la matriz transpuesta de M que, ahora como
entrada, recibe a B y la salida serd A. El proceso bidireccional anteriormente ilustrado
continda hasta que A y B convergen a una pareja estable (A;, B;) .

A—- M —B
Ar— MT B
Al— M — By
At — MT — By

A — MT — B

Kosko descubrié que su memoria funcionaba mejor con patrones bipolares que con
patrones binarios (a la manera de Hopfield), por tanto: A € {—1,1}" y B € {—1,1}".
Para la codificacién de la BAM se superponen las m asociaciones sumédndolas para
formar la matriz de correlacion:

M=> AlB (2.14)

y la memoria dual M” que esta dada por:

M7=3"(ATB) =Y BT A; (2.15)

7 (3

En el proceso de decodificacién, cada neurona a; que se encuentra en el campo
A y cada neurona b; localizada en el campo B, de forma independiente y asincrona,
examina la suma de entrada de las neuronas del otro campo, entonces puede o no
cambiar su estado si la suma de entrada es mayor, igual o menor que un umbral dado.
Si la suma de entrada es igual al umbral, entonces la neurona no cambia su estado.

La suma de entrada para b; es el producto interno columna:

AMj:Zai mij (2.16)
%



2. Estado del Arte 15

donde MY es la j-ésima columna de M. La suma de entrada para a; es, de manera
similar,
BM =Y b my (2.17)
J
donde M; es la i-ésima fila de M. Se toma el 0 como el umbral para todas las
neuronas. Las funciones de umbral para a; y b; son:

[ si BM! >0
“T\ -1 siBMI <0

b {1 si AMY > 0
-1 si AMJV <0

Cuando se le presenta un patrén (A, B) a la BAM, las neuronas en los campos A
y B se prenden o se apagan de acuerdo a la ocurrencia de 1’s y 0’s en los vectores de
estado A y B. Las neuronas continian sus cambios de estado hasta que se alcance un
estado estable bidireccional (A¢, By).

2.1.7. Memorias Asociativas Morfoldogicas

La diferencia fundamental entre las memorias asociativas cldsicas (Lernmatriz,
Correlograph, Linear Associator y Memoria Asociativa Hopfield) y las memorias aso-
ciativas morfoldgicas radica en los fundamentos operacionales de éstas tultimas, que
son las operaciones morfolégicas de dilatacidn y erosidn; el nombre de las memorias
asociativas morfoldgicas estd inspirado precisamente en estas dos operaciones bésicas.

Estas memorias rompieron con el esquema utilizado a través de los anos en los
modelos de memorias asociativas cldsicas, que utilizan operaciones convencionales en-
tre vectores y matrices para la fase de aprendizaje y suma de productos para la recu-
peracién de patrones.

Las memorias asociativas morfolégicas cambian los productos por sumas y las
sumas por maximos o minimos en ambas fases, tanto de aprendizaje como de recu-
peracién de patrones [17,62,63].

Hay dos tipos de memorias asociativas morfoldgicas: las memorias mazx, simbolizadas
con M, y las memorias min, cuyo simbolo es W; en cada uno de los dos tipos, las
memorias pueden funcionar en ambos modos: heteroasociativo y autoasociativo.

Se definen dos nuevos productos matriciales:

El producto mdzimo entre D y H, denotado por C = DVH, es una matriz [c;;]
cuya ¢j-ésima componente c;; es:

mxn

r

Cij = \/ (dik + huj) (2.18)
k=1
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El producto minimo entre D y H, denotado por C = DAH, es una matriz [c;;]
cuya ij-ésima componente c;; es:

mxn

r

cij = N\ (dik + hij) (2.19)
k=1

Las operaciones anteriores contienen a los operadores méximo \/ y minimo A, los
cuales estdn intimamente ligados con los conceptos de las dos operaciones bdsicas de
la morfologia matematica: dilatacion y erosion, respectivamente.

Memorias heteroasociativas morfolégicas

Algoritmo de las memorias morfoldgicas max

Fase de aprendizaje

1. Para cada una de las p asociaciones (x*,y*) se usa el producto minimo para

crear la matriz y*A (—x“)t de dimensiones m x n, donde el negado transpuesto

del patrén de entrada x* se define como (—x*)" = (—af, —ah, ..., —xh).

2. Se aplica el operador maximo \/ a las p matrices para obtener la memoria M.
p
M= \/ [y"A(—x")"] (2.20)
pn=1

Fase de recuperaciéon Esta fase consiste en realizar el producto minimo A de la
memoria M con el patrén de entrada x*, donde w € {1,2,...,p}, para obtener un
vector columna y de dimensién m:

y=MAx¥ (2.21)

Las fases de aprendizaje y de recuperacién de las memorias heteroasociativas mor-
foldgicas min se obtienen por dualidad.

Memorias autoasociativas morfolégicas

Para este tipo de memorias se utilizan los mismos algoritmos descritos anterior-
mente y que son aplicados a las memorias heteroasociativas; lo tinico que cambia es el
conjunto fundamental. Para este caso, se considera el siguiente conjunto fundamental:

{(x*,x") |x* € A, donde p =1,2,...,p}
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2.1.8. Memorias Asociativas Alfa-Beta

Las memorias asociativas Alfa-Beta [64] utilizan méximos y minimos, y dos opera-
ciones binarias inventadas exprofeso: a y 8 de las cuales heredan el nombre.

Debido a que los operadores « y 8 son base fundamental para el desarrollo del mo-
delo CAINN, el fundamento teérico de las memorias asociativas Alfa-Beta se presenta
en el siguiente capitulo de forma mds completa.

2.2. Redes Neuronales sin Pesos

El desarrollo en la investigacién de las Redes Neuronales Artificiales ha sido moti-
vado, en primera instancia, por la intencién de crear modelos matema&ticos y computa-
cionales que simulen con la mayor precisién posible el comportamiento de las redes
neuronales bioldgicas [3].

La idea original del concepto de redes neuronales artificiales, surge como un inten-
to para comprender y explicar el funcionamiento del cerebro humano. Dentro de las
caracteristicas propias de las redes neuronales artificiales (ANN), podemos mencionar
la adaptabilidad, la habilidad de ser entrenadas mediante patrones de aprendizaje,
y a partir de ellos, proporcionar una respuesta ante nuevos patrones de entrada, su
velocidad y su robustez [22].

Las Redes Neuronales sin Pesos (WNN), como lo sugiere su nombre, no poseen
pesos ajustables entre sus nodos. Estos modelos se caracterizan por presentar tanto
entradas como salidas binarias; es decir, las neuronas sélo pueden tener dos estados:
conectadas o no conectadas.

Las funciones que realiza cada neurona son almacenadas en tablas de bisqueda, que
bien pueden ser implementadas al usar cualquier dispositivo de memoria RAM con-
vencional. El aprendizaje en este tipo de redes neuronales se lleva a cabo al modificar
los valores de las entradas en las tablas de bisqueda, con la posibilidad de ser imple-
mentadas en paralelo, lo que se traduce en algoritmos altamente flexibles y rdpidos
[23,24].

2.2.1. El nodo RAM

Elnodo neuronal basado en RAM surge a partir del trabajo de Bledsoe & Browning,
a finales de la década de los 50, cuya aportacion radica en el desarrollo de un método
para el reconocimiento de patrones denominado método de n-tuplas [18], que puede
ser concebido como una memoria distribuida la cual almacena informacién, derivando
subpatrones cuya funcién es relacionarse con determinadas clases.
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Cuando se necesita clasificar patrones nuevos, la clase de salida es definida como
aquella cuyos ejemplos de aprendizaje son méds comunes con el nuevo patrén presentado
[19].

Este método basa su funcionamiento en el principio de que el proceso de apren-
dizaje para reconocer un patrén puede verse como el conjunto de funciones légicas
que describan algin problema. Las funciones légicas mencionadas, evaluardn como
verdaderos a todos los patrones que pertenezcan a la clase que esté representada por
dicha funcién, y como falso a todas las demds clases.

Para patrones desconocidos, el conjunto de funciones légicas que tenga la mayorfa
de funciones evaluadas verdaderas, indicard la clase de dicho patrén [23].

donde:
E, :lineas de
direcciones

C[E]: localidades
de memoria

EA: estrategia de
aprendizaje

n: no. de entradas

d: entrada de datos

S: salida de datos

Figura 2.1: El Nodo RAM

De acuerdo con [23], en la Fig. 2.1, se describe un nodo neuronal basado en RAM
con n entradas, el cual posee 2" espacios de memoria, que serdan direccionados por un
vector de n bits denotado por @ = {a',a?,...,a"}, donde una sefial binaria descrita
por E = {E1,Es,...,E,} en las lineas de entrada sélo tendra acceso a una de las
localidades del nodo. Es decir, una para la cual a = E. El bit C[E], que fue almacenado
en la fase de entrenamiento, activa la terminal FA y utiliza la salida S en la fase de
recuperacion.

No obstante que el nodo RAM per se, no es capaz de proporcionar generalizacion
en la clasificacion, si existe la generalizacion dentro de las redes compuestas por nodos
RAM; ésta puede ser introducida considerando la distancia de Hamming existente
entre los patrones desconocidos y los patrones del conjunto de entrenamiento[25].

En las redes neuronales basadas en RAM, cada nodo RAM responde con un 1
solamente a aquellos patrones que se encuentren presentes dentro del conjunto de
aprendizaje. De tal suerte que si se le presenta un patrén desconocido (que no estd
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contenido en la red), éste se clasificard en la misma clase del conjunto de aprendizaje
en donde todas las salidas posibles de las RAM entreguen un 1 como resultado.

Esta arquitectura divide el conjunto de todos los posibles patrones en aquellos en
los que puede darse la generalizacién y en los que no. Si se llegasen a requerir méas de 2
clases, el camino a seguir serd utilizar en conjunto varias redes basadas en RAM. Cada
una de estas redes deberd ser entrenada para responder ante una clase de patrén [23].

2.2.2. Red neuronal WISARD

Para la década de los 70s, fue desarrollada la méquina denominada WISARD
(Wilkie, Stonham & Aleksander Recognition Device) [20,33]. Este modelo implement6
las maquinas n-tupla, y a su vez, utilizaba grupos de nodos RAM denominados dis-
criminadores de clase, llamados asf por el hecho de poder ser entrenados para elegir
a la clase a la que pertenece cada una de las entradas. Estos discriminadores se con-
forman de una capa de k RAMs con n entradas cada una. Cada RAM almacena 2"
palabras de 1 bit. La estructura de WISARD est4 representada en la Fig. 2.2.

Vector de
entrada
n-tupla
= Nodos sin pesos
— dn
—>d; e
pr— - |\Ar1
__.—-}aln 1
pm—
—\ Respuesta de la
d21 red neuronal
—\ S22 | sin pesos

Figura 2.2: Red neuronal WISARD
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Previo a la fase de aprendizaje, todas las k2™ palabras deben igualarse a cero. Asi,
la fase de aprendizaje da inicio al presentarle al dispositivo n-tuplas seleccionadas de
forma aleatoria desde un vector de valores binarios (vector de entrada).

Lo anterior se conoce como mapeo de entrada o patrén de conectividad; éste patrén
representa un pardmetro fijo de la red ain cuando se elije de forma aleatoria. Cada una
de las salidas del discriminador estd conectada a un dispositivo sumador, que toma las
salidas de cada RAM y produce lo que se denomina la respuesta del discriminador.

El aprendizaje es llevado a cabo al presentarle al discriminador un patrén v con kn
entradas, colocando en 1 todas las palabras a las que v tuvo acceso en los k£ nodos. Si
el patron v fuera presentado un tiempo después, tendrian que volverse a acceder todas
las localidades que se escribieron previamente y cada uno de sus nodos responde con
un 1.

Cuando se presenta una version alterada u del patrén v, r actiia como una funcién
del nimero de localidades previamente escritas a las que u accede, lo cual da una
proporcién de la similitud entre v y u. Asi, el discriminador WISARD es capaz de
clasificar patrones desconocidos de acuerdo con el conocimiento adquirido en esta fase.

El aprendizaje finaliza al presentar todos los vectores con las n-tuplas que definirdn
su clase representativa durante la fase de recuperacion.

Al concluir el aprendizaje de forma individual para todas las clases, el reconocimien-
to de un patrén desconocido u se realiza mediante la presentaciéon concurrente de u en
todos los discriminadores y revisando cada respuesta r. El patrén se asigna a la clase
contenida en el discriminador que presenta la respuesta r méds alta.

La respuesta que n-tupla ofrece respecto del rendimiento depende principalmente
de la eleccién del tamano de n [34-37]. Resultados muestran que a mayor n la respuesta
es mejor [35-38].

2.2.3. ADAM

Dentro de las redes basadas en RAM que utilizan métodos de n-tupla en memo-
rias asociativas, podemos mencionar la arquitectura denominada ADAM (Advanced
Distributed Associative Memory). Este modelo fue creado por Jim Austin en 1986,
las consideraciones del diseno y un andlisis detallado de su desempeno pueden ser
encontrados en [42,43].

Con una estructura similar a la de la memoria asociativa no-holografica de Will-
shaw [10], Austin desarroll6 este modelo con el fin de mejorar las redes asociativas de
Willshaw. En realidad, ADAM es un arreglo de dos redes asociativas, a las cuales les
agregé un sistema de vectores denominado cédigos de clase [44]. Es una red neuronal
que se construye a partir de su componente principal denominada memoria de matriz
de correlaciéon (CMM), como se muestra en la Fig. 2.3.
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Vector de
ada

Separador

de clases

&
Salida

Figura 2.3: Arquitectura de la red Neuronal ADAM.

Para describir el modelo de manera analitica, considérese A = {0,1} y el conjunto
fundamental {(x*,y")|x* € A", y* € A™ donde p=1,2,...,p}

ADAM es un sistema de entrada y salida que opera teniendo como entrada un
patrén binario x* y produce como salida el patrén y*. En ambas fases, de aprendizaje
y recuperacion, para cada pareja de patrones de entrada y salida, se requiere un cédigo
de clase, el cual es un patrén z* € A¥, donde k € Z*; cada cédigo de clase contiene r
componentes con valor 1y k — r componentes con valor 0, donde r € Z*.

Antes de llevar a cabo las fases de aprendizaje y recuperacion, respectivamente, es
preciso llevar a cabo dos pasos previos:

1. Elegir un valor » < k para poder crear los cédigos de clase.

2. Crear dos matrices nulas (llena de valores en 0): P = [pi;],.... ¥ Q = [¢ij],,,«x

Fase de aprendizaje

Se introduce el patrén de entrada al dispositivo decodificador de funciones n-tupla;
la salida de dicho decodificador se utiliza para entrenar a la primera CMM junto con el
codigo de clase propuesto. Los componentes de la matriz P se actualizaran de acuerdo
con la siguiente regla de aprendizaje:

1 si z; = w;
o= . 2.22
Pij { valor anterior otro caso ( )

El patrén a recordar se almacena en la segunda CMM y los componentes de la
matriz Q serdn actualizados de acuerdo con la siguiente regla:

_ 1 sl y; = zj
Gij = { valor anterior otro caso (2.23)
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Al final de la fase de entrenamiento del modelo ADAM, se obtienen las dos redes
asociativas de Willshaw Py Q [45].

Fase de recuperacién

Para realizar la fase de recuperacién se considera un patrén de entrada X donde
w e {1,2,...,p} (si x*¥ = x¥ el patrén no ha sido alterado y pertenece al conjunto
fundamental) y se lleva a cabo el siguiente procedimiento:

1. Se inicia sumando el nimero de asociaciones activas obtenidas en la fase previa,
es decir:

3

(P, = Loppdy,  Vie {12 k) (2.24)
J

2 El valor de r serd sustituido por el valor médximo de la suma de asociaciones
activas de la matriz P en la primera CMM. Asi recuperaremos, empleando el
método de umbral Willshaw, el cédigo de clase que serd utilizado para recobrar
el patrén contenido en la segunda red asociativa de Willshaw. De tal forma que:

. ~ k T
w_ )1 st Py = Vg [Z?ﬂ Phjf’fﬂ (2.25)
0 en otro caso

3 Una vez conocido el cédigo de clase z*, se procede a calcular el patrén de salida,

asi:
k
Q- Zw)z- => qijz;-", Vie{l,2,...,m} (2.26)
j=1
Se espera que el vector Q - z¥ sea precisamente el patréon fundamental de salida
ye.
2.2.4. PLN

El modelo de Neurona Légica Probabilistica (Probabilistic Logic Neuron, o PLN)
fue desarrollado en 1987 por los investigadores Aleksander y Kan [39]. En este modelo,
el nodo utiliza un niimero de dos bits alojado en una localidad de memoria. El contenido
de las localidades de memoria se convierte en la probabilidad de disparo, es decir
cuando se presenta un 1 a la salida del nodo [40]. En la Fig.2. 4 se muestra la manera
en la cual estd constituida la red neuronal PLN.

Para n entradas binarias, cada direccién en el nodo PLN corresponde a una de las
2™ localidades. Los nodos simples de RAM entregan directamente a la salida el valor
almacenado. Este valor almacenado en la localidad de memoria, es pasado a través
de una funcién de salida, la cual serd la encargada de convertir este contenido en una
salida binaria del nodo. Dicho contenido puede ser 1, 0 o u, donde u se toma como un
estado indefinido.
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Cuando se accede a un estado u en la RAM, la salida de la RAM entregard un 0 o
un 1 de manera equiprobable. Asi cualquiera que sea el patrén de entrada, permitira
obtener un resultado a la salida. La respuesta dada por el nodo PLN se define a
continuacion:

0 si O[] =0
r= 1 siC[I]=1 (2.27)
random (0,1) siC[l]=wu

Donde C[I] indica el contenido de la direccién asociada con el patrén de entra-
da I y random(0, 1) es una funcién aleatoria que genera ceros y unos con la misma
probabilidad.

Vectores nodos
de sin pesos
Entrada

capal capa2 capa3

e NN
b4
e |t \

—

y

Figura 2.4: Red neuronal PLN

El hecho de usar el estado no definido para este tercer valor 16gico u, hace posible
el uso de estados desconocidos en la operacién de redes neuronales sin pesos. Este valor
es el estado que contienen todas las localidades de memoria, previo a realizarse la fase
de aprendizaje, creando un estado de “ignorancia” en la red neuronal.

Al llevarse a cabo el aprendizaje, las localidades de memoria tienen un valor de
u, con lo que se asegura que el comportamiento de la red sea imparcial. El proceso
de aprendizaje en las redes PLN reemplaza los estados indeterminados u por ceros y
unos; asi, y de manera regular, es como la red produce patrones de salida correctos en
respuesta a los patrones de aprendizaje en la entrada [1].
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Las redes neuronales de arquitectura multicapa (denominadas pirdmides), que uti-
lizan el nodo PLN, sugeridas por Aleksander [41], presentan un nimero fijo de neuronas
por capa, con un conjunto de conexiones de entrada (fan-in) y una conexién de salida
(fan-out). Al utilizar los mismos patrones de entrada, se observé que la funcionalidad
presente en las arquitecturas de pirdmide es menor que la presentada por un nodo
RAM [39].

2.2.5. SDM

La SDM (Sparse Distributed Memory) fue desarrollada por el finlandés Pentti Ka-
nerva en 1988 [21] como un modelo matematico de la memoria humana a largo plazo.

La estructura bésica del SDM consta de un gran nimero de direcciones de ubi-
cacién a las cuales se les asigna una direccién binaria. Cada direccién de ubicacién es
elegida aleatoriamente de un conjunto de 2" posibles patrones del espacio de direc-
ciones binarias con longitud n, de tal forma que cualquier decodificador o cualquier
localidad H, pueda ser accedida desde cualquier lugar del espacio con la distancia de
Hamming dentro de 7, bits desde su direccién de base.

(n-1) 01 (U-1)

|\rectordeentrada| ‘ I | | I | ‘entradadedatusl | ‘ ‘

IH
4§ KEES ey 4 G sV i s 1o

0 | @ [
1 | @ [
| @ [
— @_' —|
— | @ [
Sparse Decoders (S) . . Ubicaciones (H)
— | @—{
——» | @
— | @—
— | @ [
{M-1} . S @.—- —p : & s
Distancia deJ T llll l llll
Hamming vIIIrr - 111 salida

umbral=r, ﬁ?? T ﬁﬁ‘—del umbral

o[ ]]] ] salidade datos

Figura 2.5: Esquema de la SDM

En la Fig. 2.5 podemos observar un esquema del funcionamiento de la SDM, donde
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el vector de entrada d es el portador de los resultados de las distancias calculadas entre
el vector de entrada I y todas las direcciones base de los M decodificadores.

Un elemento de umbral entre los vectores d e y es el encargado de activar sus salidas
si la distancia es de 0 < d < 7p; esto se lleva a cabo asigndndoles un 1 a las salidas.
Asi, solamente se hacen asociaciones entre las direcciones de ubicacién accedidas por
el vector I y los elementos activos del vector y. Estos elementos se almacenan en una
matriz H cuya regla de actualizacién es H = Z y (w)7.

En la fase de recuperacién, para recuperar un patrén almacenado dada una di-
reccién del vector I, se lleva a cabo un proceso de umbralizado al vector de salida
v=yHT [23].

2.2.6. MPLN y pRAM

La red PLN de m-estados o MPLN fue desarrollada por Myers & Aleksander en
1989 [46,47]. Este modelo, esquematizado en la Fig. 2.6, almacena un extenso rango de
valores discretos en cada componente de memoria. La funcién de salida puede manejar
funciones probabilisticas, lineales o sigmoidales. Cada una de las localidades del nodo
puede almacenar las probabilidades de salida que estdn clasificadas.

Figura 2.6: Nodo pRAM con el proceso de computo a la salida.

A su vez, Taylor propuso un modelo de neurona ruidosa [48] que incluia ecuaciones
que incorporaban la formalizacién de muchas de las propiedades conocidas en las
neuronas reales. La evolucién de este modelo es equivalente a las redes RAM ruidosas
o pRAMs (probabilistic RAMs).

El valor almacenado en C[E] representa la probabilidad de que un pulso de corta
duracién y de amplitud 1 se produzca en la linea de salida S, dada la entrada E. El
contenido de la localidad de memoria proporciona el valor promedio, es decir y = C[E].
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El modelo del nodo pRAM fue propuesto por Gorse & Taylor en 1989 [49], y al igual
que las MPLN, las pRAMs también son una extensién del PLN, con la diferencia que
en las pRAMs pueden almacenarse las probabilidades continuas, en el rango de valores
de 0y 1. Las pRAMSs fueron extendidas en mayor medida, hasta ser capaces de mapear
entradas continuas en salidas binarias. Como ejemplos de dicha extensién existen la
denominada pRAM integradora (i-pRAM) [50] y otra unidad booleana denominada
nodo ciibico [51].

2.2.7. CAINN

El objeto de estudio del presente trabajo de tesis es la formalizacién y anslisis
de este modelo, por lo que su funcionamiento se explicard a detalle en el siguiente
capitulo.



Capitulo 3

Materiales y Métodos

3.1. Memorias Asociativas Alfa-Beta

Las memorias asociativas Alfa-Beta [2] utilizan mdximos y minimos, y dos opera-
ciones binarias originales a y § de las cuales heredan el nombre.

Para la definicién de las operaciones binarias « y 8 se deben especificar los con-
juntos A y B, los cuales son:

A=1{0,1}y B=1{0,1,2}

La operacién binaria o : A X A — B se define como:

y | az,y)
0] 1
1| o0
0
1

2
1
Tabla 3.1 o : Ax A— B

=l—lololg

La operacién binaria 3 : B x A — A se define como:

B(x,y)

NN ==lololR
=l K=l Nl el By Nenl Neg
=l Rl B K] K=>) Ran)

Tabla 8.2 6: Bx A— A

27
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Los conjuntos A y B, las operaciones binarias « y 3, en conjunto con los operadores
/\ (minimo) y \/ (méaximo) usuales, conforman el sistema algebraico (A,B,«,5,A,\)
en el que se encuentran inmersas las memorias asociativas Alfa-Beta.

Se requiere, también, la definicién de cuatro operaciones matriciales, de las cuales
se usaran sélo 4 casos particulares:

T

X donde f;; = \/ a (Pik,qk;)
k=1

Operacion a max: Ppxr Va Qrxn = [ 3
IdmX

Operacién 8 max: Ppxr Vg Qrxn = [fg

ImX

g donde fg = \/ B (Pik-qk;)
k=1

T

Operacion o min: Pxr Do Qrxn = [h% , donde Af; = /\ o (Pik k)

Imxn
k=1

Operacién B min: P, Ag Qrxn = [hg

dmXn

, donde hfj = /\ B (pik»arj)
k=1

Nota k es un entero positivo que puede tomar valores entre 1 y r inclusive.

Restricciones:

= Ninguna de las cuatro operaciones estd definida si dj, k tales que gi; = 2.

» Las operaciones 7, y A, no estén definidas si 31, j, k tales que p;; = 2 o q; = 2.

Estas restricciones aparentan ser causa de potenciales problemas que podrian
aparecer al usar las operaciones anteriores; sin embargo, las memorias asociativas estan
disenadas de modo que nunca ocurra algin caso prohibido.

Lema 3.3 (Lema 3.9 de acuerdo con [2]). Sea x € A" e y € A™; entonces y Vo X'
es una matriz de dimensiones m X n, y ademds se cumple que:

Y Va xt = y Aa x!
Demostracion
Y1
. Y2
YVaX = : Va(ftbl’%---;xn)

Ym
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<~
<=
<=

a(y1, 1) a(yr,z2) ... \/ a(yi,zy)

B
Il
—
=
Il
—
=

Il

1

1
a(y2, z2) ... \/ a (Y2, Tn)

|
<~
<=

« (y2a$1)

B
Il
—
=
Il
—
=
Il
—

1

: 1 : :
\/ nynxl \/ « ym,332 \/ O‘(ymaxn)

k=1 k=1 k=1 mxn
a(y, 1) oy, x2). ..o (y,Tn)
B a(y2, 1) a(y2,22)...a(y2,zn)
O‘(ymaajl) a(ymax2)a(ym7$n) mxn
1 1 1
A enz) N\ a(,z)... \ o,z
k=1 k=1 k=1
1 1 1
N ez, 21) N a(ya,z2)... )\ @ (y2,20)
= k=1 k=1 k=1
1 1 1
/\ (ym7331) /\ a(ymaxQ) /\ a(ymvﬂfn)
k=1 k=1 k=1 mxn

En efecto, resulta que y v/, X! es una matriz de dimensiones m xn, y que y Vo x' =
¢
y Ay X

Dado el resultado del lema anterior, es conveniente escoger un simbolo tnico, por
ejemplo X, que represente a las dos operaciones v/, v A\, cuando se opera un vector
columna de dimensién m con un vector fila de dimensién n, de tal forma:

yVax =y Rxl =y A, x! (3.1)
La ij—ésima componente de la matriz y X x!, estd dada por:

Dado un indice de asociacién u, la expresién anterior indica que la ¢j—ésima com-
ponente de la matriz y X x, se espresa de la siguiente manera:

V'R (x")],; = a (yi‘, ?) (3.3)
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Ahora se analizara el caso en el que se opera una matriz de dimensiones m X n con
un vector columna de dimensién n utilizando las operaciones Vo ¥ . En los lemas
3.11 y 3.12 de [2], se obtiene la forma que exhibirdn las i—ésimas componentes de
los vectores columna resultantes de dimensién m, a partir de ambas operaciones V/,
v Ag.

Lema 3.4 (Lema 3.11 de acuerdo con [2]). Sean x €A™ y P una matriz de dimen-
siones m x n. La operacién P, x, \/g X da como resultado un vector columna de
dimensién m, cuya i—ésima componente tiene la siguiente forma:

n
(Pmxn Vs X)i = \/ B (pij, ;)
j=1
Demostracion
b1 P12 ... Pin r1
P21 p22 ... DPon x9
Pnxn Vp X = L o VB
Pm1  Pm2 v+ DPmn T
n
\/ B (p1j,z5)
j=1
(pllvxl) \/ (p127$2) \/ .. \/ ﬁ(plmxn) n
B (pa1,z1) V B (pzz,xg) V ...V B(pn,xn) \/ B (p2j, ;)
- : : - : — | =t
(pmlaxl) v B(pm2ax2) v . v B(pmnwfn) n

7j=1

Se obtiene un vector columna de dimensién m cuya i—ésima componente es:

n

(Pinxn Vg X), \/ (pij, x5) (3.4)
7=1

Lema 3.5 (Lema 3.12 de acuerdo con [2]). Sean x €A™ y P una matriz de dimen-
siones m x n. La operacién Py, x, Agx da como resultado un vector columna de
dimensién m, cuya i—ésima componente tiene la siguiente forma:

n

( mxn ABX /\ ngawj
7=1
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Demostracion
P11 P12 ... Pin 1
P A x — p2'1 p%z ‘ p'2 Ay 2
Pm1i Pm2 .-+ Pmn Tn
N B (p1j,z5)
j=1
B (p11,21) N\ B(p12,22) A -.. A\ B(Pin,Tn) n
B(p21,21) N\ B (p22,$2) A - A\ B(p2ns ) N\ B (2, 5)
- : : . : — | =
(pmlywl) /\ 5(pm27372) /\ /\ B(pmnaxn) n
/\ B (Pmj» ;)
j=1

Se obtiene un vector columna de dimensién m cuya i—ésima componente es:

n

( mxn AB X); /\ ngaxj (3'5)
7=1

3.1.1. Memorias heteroasociativas a3

Se tienen dos tipos de memorias heteroasociativas af: tipo \/ y tipo A. Para la
generacién de ambos tipos de memorias se usard el operador X, de la siguiente forma:

[yux(xu)t]ij:a@;ﬂxy); pefl,2,....p}, ie{l,2,....m}, je{1,2,...,n}
(3.6)

3.1.2. Memorias heteroasociativas af tipo \/

El algoritmo de las memorias heteroasociativas af tipo \/ se describe a conti-
nuacion:

Fase de aprendizaje

La fase de aprendizaje consta de dos pasos; en el primero se utiliza el operador X,
mientras que en el segundo paso echaremos mano del operador méximo \/.
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1. Para cada u =1,2,...,p, a partir de la pareja (x*,y*) se construye la matriz
438 (], (.1

2 Se aplica el operador binario mdzimo \/ a las matrices obtenidas en el paso 1:
p
v=\/[y"®x"] (3.8)
pn=1

La entrada ¢j—ésima estd dada por la siguiente expresién:

p

Vij = \/ a (yf,:né‘) (3.9)

p=1

y de acuerdo con la definicién de o : A x A — B, es posible observar que v;; € B,
Vie{l,2,....,m}, V5 €{1,2,...,n}

Fase de recuperaciéon

La fase de recuperacion tiene dos posibles casos. En el primer caso, el patrén de
entrada x“ es un patrén fundamental, es decir w € {1,2,...,p}. En el segundo caso, el
patrén de entrada no es un patrén fundamental, sino que se entiende como una versién
distorsionada de al menos uno de los patrones del conjunto fundamental. Es decir, para
el patrén alterado X, debe existir por lo menos un valor de indice w € {1,2,...,p}
correspondiente al conjunto fundamental, para el cual X es una versién con alguno de
los tres tipos de alteracién considerados en la Definicion 2.1.

Caso 1: Patrén fundamental Se presenta un patrén x“, con w € {1,2,...,p}, ala
memoria heteroasociativa o tipo \/ y se realiza la operacién Ag:

V Agx (3.10)

Dado que las dimensiones de la matriz V son m X n y x* es un vector columna
de dimensién n, el resultado de la operacién anterior debe ser un vector columna de
dimensién m, cuya i—ésima componente es posible obtener como sigue:

(VAgxY), = /\ B (vij, %) (3.11)
j=1
n p
v asx), = 63 |V (et} | g (3.12)

7=1 pn=1
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Teorema 3.6 (Teorema 4.7 de acuerdo con [2]). Sea {(x*,y*)|p € 1,2,...,p} el
conjunto fundamental de una memoria heteroasociativa af representada por V.
Si w es un valor de indice arbitrario tal que w € {1,2,...,p}, y si ademds para
cada i € {1,2,...,m} se cumple que 3j = jo € {1,2,...,n}, el cual depende
de w y de 1, tal que vj, = « (yf,x%), entonces la recuperacion 'V Ag x“ es
correcta, en términos de que V Agx® = y¥.

Demostracién Ver detalles de la demostracién en [2].

Caso 2: Patrén alterado Se presenta un patrén binario X que es un vector columna
de dimensién n, a la memoria heteroasociativa a3 tipo \/ y se realiza la operacién

Ag:
V Agx (3.13)

Al igual que en el caso 1, el resultado de la operacién anterior es un vector columna
de dimensién m, cuya ¢—ésima componente se expresa de la siguiente manera:

(V Apx), /\ (Vij, X;) (3.14)
7=1

p
(VAgX), = /”\ \/ a (yf,:z:é‘) , T (3.15)
j=1 pn=1

Teorema 3.7 (Teorema 4.13 de acuerdo con [2]). Sea {(x*,y*)|pe€1,2,...,p} el
conjunto fundamental de una memoria heteroasociativa o3 representada por V,
y sea X € A" un patrén con alteracion aditiva respecto de algin patrén funda-
mental x¥ con w € {1,2,...,p}. Si se presenta X a la memoria 'V como entrada,
y si ademds para cada i € {1,2,...,m} se cumple que 35 = jo € {1,2,...,n},
el cual depende de w y de i, tal que v;j, < a(y¥,T;,), entonces la recuperacion

V Agx“ es correcta, en términos de que V Ag X = y*.

Demostracién Ver detalles de la demostracién en [2].

3.1.3. Memorias heteroasociativas af tipo A

El algoritmo de las memorias heteroasociativas af tipo A se describe a conti-
nuacion:
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Fase de aprendizaje

La fase de aprendizaje consta de dos pasos; en el primero se utiliza el operador X,
mientras que en el segundo paso echaremos mano del operador minimo A.

1. Para cada p=1,2,...,p, a partir de la pareja (x*,y") se construye la matriz:
[y = (3.16)

2 Se aplica el operador binario minimo ) a las matrices obtenidas en el paso 1:

A= N\ [y"Rx")] (3.17)
pn=1

La entrada 75 —ésima estd dada por la siguiente expresion:

ij = /"\ @ (yf,x?) (3.18)

p=1

y de acuerdo con la definicién de o : A x A — B, es posible observar que \;; € B,
Vie{l,2,...,m}, Vj€{1,2,...,n}

Fase de recuperaciéon

Al igual que con las memorias heteroasociativas a5 tipo \/, la fase de recuperacion
para las memorias heteroasociativas a5 tipo /\ tiene también dos posibles casos.En
el primer caso, el patrén de entrada x“ es un patréon fundamental, es decir w €
{1,2,...,p}. En el segundo caso, el patrén de entrada no es un patrén fundamental,
sino que se entiende como una version distorsionada de al menos uno de los patrones
del conjunto fundamental. Es decir, para el patrén alterado X, debe existir por lo
menos un valor de indice w € {1,2,...,p} correspondiente al conjunto fundamental,
para el cual X es una versién distorsionada con alguno de los tres tipos de alteracién
considerados en la Definicion 2.1.

Caso 1: Patrén fundamental Se presenta un patrén x“, con w € {1,2,...,p}, ala
memoria heteroasociativa o tipo /\ y se realiza la operacién v/a:

A s x” (3.19)

De manera andloga a lo que sucede con las memorias heteroasociativas a3 tipo \/,
las dimensiones de la matriz A son m x n y x* es un vector columna de dimensién
n; por lo cual, el resultado de la operacién anterior debe ser un vector columna de
dimensién m, cuya i—ésima componente es posible obtener como sigue:

(AvpxY), = \/ B (Nij,2%) (3.20)
j=1
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n p
(AvpxY), = \/ Ié] /\ « <yf,x7> , x5 (3.21)

j=1 p=1

Teorema 3.8 (Teorema 4.20 de acuerdo con [2]). Sea {(x*,y*)|pe€1,2,...,p} el
conjunto fundamental de una memoria heteroasociativa af representada por A.
Si w es un valor arbitrario fijo tal que w € {1,2,...,p}, y si ademds para cada
i€{1,2,...,m} se cumple que 3j = jo € {1,2,...,n}, el cual depende de w y
de i, tal que Nij, = o |y, 2% ), entonces la recuperacion A \7p x* es correcta;
es decir que A 7gx¥ = y*.

Demostracién Ver detalles de la demostracién en [2].

Caso 2: Patrén alterado Se presenta un patrén binario X (patrén alterado de algin
patrén fundamental x*) que es un vector columna de dimensién n, a la memoria
heteroasociativa af tipo /\ y se realiza la operacién v/3:

Avsx (3.22)

Al igual que en el caso 1, el resultado de la operacién anterior es un vector columna
de dimensién m, cuya ¢—ésima componente se expresa de la siguiente manera:

(A v x), \/ Aij> Zj) (3.23)
j=1
n P
(Ave), =\ B | Ao (st a)| .5 (3.24)
j=1 pn=1

Teorema 3.9 (Teorema 4.23 de acuerdo con [2]). Sea {(x*,y*)|pn€1,2,...,p} el
conjunto fundamental de una memoria heteroasociativa af representada por A,
y sea X € A™ un patrén con alteracion sustractiva respecto de algin patrén
fundamental x* con w € {1,2,...,p}. Si se presenta X a la memoria A como
entrada, y si ademdas para cada i € {1,2,...,m} se cumple la condicion de que
3j = jo € {1,2,...,n}, el cual depende de w y de i, tal que Nij, > a (y¥,Zj,),

entonces la recuperacion A <7g X es correcta; es decir que A \7gX =y*.

Demostracién Ver detalles de la demostracién en [2].
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3.1.4. Memorias autoasociativas of

Si a una memoria heteroasociativa se le impone la condicién de que y* = x* Vu €
{1,2,...,p}, entonces deja de ser heteroasociativa y se le denomina autoasociativa. A
continuacién se muestra una lista de algunas de las caracteristicas de las memorias
autoasociativas af3

1. El conjunto fundamental toma la forma {(x*,x") | p=1,2,...,p}

2. Los patrones fundamentales de entrada y salida son de la misma dimensién,
denotada por n.

3. La memoria es una matriz cuadrada, para ambos tipos \/ y A. Si x* € A",
entonces V = [v;] y A= [\j]

nxn nxn

3.1.5. Memorias autoasociativas af tipo \/

El algoritmo de las memorias autoasociativas a3 tipo \/ se describe a continuacién:

Fase de aprendizaje
La fase de aprendizaje, al igual que las memorias heteroasociativas «f anterior-

mente descritas, consta también de dos pasos, a saber:

1. Para cada p=1,2,...,p, a partir de la pareja (x*,x") se construye la matriz

[x# & (x")'] (3.25)

nxn

2 Se aplica el operador binario mdzimo \/ a las matrices obtenidas en el paso 1:

v=\/[x"&x"] (3.26)
pn=1

La entrada 7j—ésima de la memoria estd dada asf:

p

Vij = \/ e (wﬁ,wé‘) (3.27)

p=1

y de acuerdo con la definicién de o : A x A — B, es posible observar que v;; € B,
Vie{l,2,...,n}, Vj€{1,2,...,n}
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Fase de recuperacién

La fase de recuperacion de las memorias autoasociativas af tipo \/ tiene dos posi-
bles casos, similarmente a como sucede con las memorias heteroasociativas o/3. En el
primer caso el patrén de entrada es un patrén fundamental; es decir, la entrada es
un patrén x*, con w € {1,2,...,p}. En el segundo caso, el patrén de entrada NO es
un patrén fundamental, sino una versién distorsionada de por lo menos uno de los
patrones fundamentales; lo anterior significa que si el patrén de entrada es X, debe
existir al menos un valor de indice w € {1,2,...,p}, que corresponde al patrén fun-
damental respecto del cual X es una version distorsionada con alguno de los tres tipos
de alteracién considerados en la Definicion 2.1.

Caso 1: Patrén fundamental Se presenta un patrén x“, con w € {1,2,...,p}, ala
memoria autoasociativa af tipo \/ y se realiza la operacién Ag:

V Agx¥ (3.28)

El resultado de la operacién anterior serd un vector columna de dimensién n, cuya
1—ésima componente es posible obtener como sigue:

n

(V2sx), = N\ B (vij, =) (3.29)
j=1
n P
(VAgx¥), = /\ B \/ o (a:ff,m"i) , x5 (3.30)
7=1 p=1

Lema 3.10 (Lema 4.27 de acuerdo con [2]). Una memoria autoasociativa af tipo \/
tiene unicamente unos en su diagonal principal.

Demostracién La ij—ésima entrada de una memoria autoasociativa a8 tipo \/ estd
P

dada por v;; = \/ « (ajé‘ , :17’; ) de acuerdo con la fase de aprendizaje. Las entradas
pn=1
de la diagonal principal se obtienen de la expresién anterior haciendo i = j, de

tal forma que:
P

vie =\ a(=l o), vie{1,2,...,n} (3.31)
pn=1
Debido a la propiedad de isoargumentos en «, de acuerdo con la definicién de «
dada en la Tabla 5.1, se tiene que (24, z') = 1, por lo que la expresién anterior, se
transforma en:

p
vi=\/ (1) =1, Vie {1,2,...,n}

p=1
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Teorema 3.11 (Teorema 4.28 de acuerdo con [2]). Una memoria autoasociativa o3
tipo \/ recupera de manera correcta el conjunto fundamental completo; ademds,
tiene mdxima capacidad de aprendizaje..

Demostracién Sea w € {1,2,...,p} arbitrario. De acuerdo con el Lema 3.10, para
cada i € {1,2,...,n} escogida arbitrariamente:

vii =1=a(a¥,z¥)

Es decir, para i € {1,2,...,n} escogida arbitrariamente, 3jo = i € {1,2,...,n}
que cumple con:

L= w w
Vijo = & <LITZ ,ij>

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 3.6

V AgxY =x¥ VYwe{l,2,...,p}

Esto significa que la memoria autoasociativa af tipo \/ recuperard de manera
correcta el conjunto fundamental completo. Ademads, en la demostracién de este Teo-
rema, no aparece restriccién alguna sobre p, el cual es la cardinalidad del conjunto
fundamental; esto quiere decir que el conjunto fundamental puede crecer tanto como
se desee. La consecuencia directa es que el nimero de patrones que puede aprender
una memoria autoasociativa af tipo \/, con recuperacién correcta, es maximo.

|

Caso 2: Patrén alterado Se presenta un patrén binario X, (patrén alterado de al-
gun patrén fundamental x“) que es un vector columna de dimensién n, a la
memoria autoasociativa af tipo \/ y se realiza la operacién Ag:

V AgX (3.32)

Al igual que en el caso 1, el resultado de la operacién anterior es un vector columna
de dimensién n, cuya ¢—ésima componente se expresa de la siguiente manera:

(V2gx), = N\ B i, %)) (3.33)

j=1

(VAs%), = ;\5 \ a (a2t 3 (3.34)

7=1 pn=1
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Teorema 3.12 (Teorema 4.30 de acuerdo con [2]). Sea {(x*,x") | p € 1,2,...,p} el
conjunto fundamental de una memoria autoasociativa af representada por V, y
sea X € A™ un patrén con alteracidén aditiva respecto de algin patron fundamental
x¥ con w € {1,2,...,p}. Si se presenta X a la memoria V como entrada, y si
ademds para cada i € {1,2,...,n} se cumple la condicion de que Ij = jo €
{1,2,...,n}, el cual depende de w y de i, tal que vy, < o (x¥,Z;,), entonces la
recuperacion V Ag X = x*.

Demostracién Por hipétesis se tiene que y* = x* Vu € {1,2,...,p} y, por ende
m = n. Al establecer estas dos condiciones en el Teorema 3.7, se obtiene el
resultado: V Agx = x¥

3.1.6. Memorias autoasociativas o tipo A

Las fases de aprendizaje y recuperacién son similares a las ya discutidas para las
memorias heteroasociativas af3.

Fase de aprendizaje

1. Para cada u =1,2,...,p, a partir de la pareja (x*,x*) se construye la matriz

[x" & (x*)'] (3.35)

nxn

2 Se aplica el operador binario minimo /\ a las matrices obtenidas en el paso 1:

p
/\ [x" & (x)f (3.36)

La entrada ¢j—ésima de la memoria estd dada asf:

Aij = ”/i\l a (:ﬂf, x?) (3.37)

y de acuerdo con la definicién de o : A x A — B, es posible observar que \;; € B,
Vie{l,2,...,n}, Vj€{1,2,...,n}

Fase de recuperacién

La fase de recuperacién de las memorias autoasociativas a5 tipo /\ tiene dos posi-
bles casos, similarmente a como sucede con las memorias heteroasociativas a; en el
primer caso el patréon de entrada es un patréon fundamental; es decir la entrada es
un patrén x*, con w € {1,2,...,p}. En el segundo caso, el patrén de entrada NO es
un patrén fundamental, sino una versién distorsionada de por lo menos uno de los
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patrones fundamentales; esto significa que si el patrén de entrada es X, debe existir
al menos un valor de indice w € {1,2,...,p}, que corresponde al patrén fundamen-
tal respecto del cual X es una versién distorsionada con alguno de los tres tipos de
alteracién considerados en la Definicion 2.1.

Caso 1: Patrén fundamental Se presenta un patrén x“, con w € {1,2,...,p}, ala
memoria autoasociativa af tipo / y se realiza la operacién 1/4:

A s x” (3.38)

El resultado de la operaciéon anterior serd un vector columna de dimensién n, cuya
1—ésima componente es posible obtener como sigue:

(A 75 % \/ (Aij, %) (3.39)

n

(A g x¥ \/ /’\ a <:Bf, x?) , x5 (3.40)

: #:1

Lema 3.13 (Lema 4.31 de acuerdo con [2]). Una memoria autoasociativa af tipo )\
tiene unicamente unos en su diagonal principal.

Demostracién La ij—ésima entrada de una memoria autoasociativa a3 tipo /\ estd
P

dada por \;; = /\ « (m“ ! ) de acuerdo con la fase de aprendizaje. Las entradas

p=1
de la diagonal principal se obtienen de la expresién anterior haciendo 7 = j, de

tal forma que:

)

= /’\ (! 2"y, Vie {1,2,...,n} (3.41)

Debido a la propiedad de isoargumentos en «, de acuerdo con la definicién de «
dada en la Tabla 3.1, se tiene que « (2!, z') = 1, por lo que la expresién anterior, se

transforma en:

p

= ANM=1vie{1,2,...,n}

p=1

Teorema 3.14 (Teorema 4.32 de acuerdo con [2]). Una memoria autoasociativa of3
tipo \ recupera de manera correcta el conjunto fundamental completo; ademds
tiene mdxima capacidad de aprendizaje.
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Demostracién Sea w € {1,2,...,p} arbitrario. De acuerdo con el Lema 3.13, para
cada i € {1,2,...,n} escogida arbitrariamente:

Xi =1=a(z¥,z¥)

Es decir, para i € {1,2,...,n} escogida arbitrariamente, 350 = i € {1,2,...,n}
que cumple con:

L. = w w
Aijo = @ (:18z ,J:j0>

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 3.8

Avypx¥=x% VYwe{l,2,...,p}

Esto significa que la memoria autoasociativa a5 tipo /\ recupera de manera correc-
ta el conjunto fundamental completo. Ademads, en la demostracién de este Teorema, no
aparece restricciéon alguna sobre p, el cual es la cardinalidad del conjunto fundamental;
esto quiere decir que el conjunto fundamental puede crecer tanto como se desee. La
consecuencia directa es que el nimero de patrones que puede aprender una memoria
autoasociativa af tipo A, con recuperacién correcta, es maximo.

Caso 2: Patrén alterado Se presenta un patrén binario X (patrén alterado de algin
patrén fundamental x¥) que es un vector columna de dimensién n, a la memoria
autoasociativa af tipo A y se realiza la operacién 1/ 4:

A V3 X (3.42)

Al igual que en el caso 1, el resultado de la operacién anterior es un vector columna
de dimensién n, cuya ¢—ésima componente se expresa de la siguiente manera:

(Avpx); =\ BN, 7)) (3.43)
j=1
n p
(Avs%), =\ BY [N (tah)| .5 (3.44)
j=1 pn=1

Teorema 3.15 (Teorema 4.33 de acuerdo con [2]). Sea {(x*,x") | p€1,2,...,p} el
conjunto fundamental de una memoria autoasociativa of representada por A,
y sea X € A™ un patrén con alteracion sustractiva respecto de algin patrén
fundamental x* con w € {1,2,...,p}. Si se presenta X a la memoria A como
entrada, y si ademds para cada i € {1,2,...,n} se cumple la condicién de que
3j =jo € {1,2,...,n}, el cual depende de w y de i, tal que Ny > o (a¥,Zj,),
entonces la recuperacion A \7gxX = x%.
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Demostracién Por hipétesis se tiene que y* = x* Vu € {1,2,...,p} vy, por ende
m = n. Al establecer estas dos condiciones en el Teorema 3.9, se obtiene el
resultado: A y/gx = x“

3.2. CAINN

A fin de describir el algoritmo utilizado por CAINN, es preciso presentar las tres
operaciones originales: ay, 0o y 0.

3.2.1. Operacién o

Para la caracterizacién del modelo usando las operaciones Alfa y Beta, se requiere
la definicién de una nueva operacion, a la que se le denominaréd: Alfa Generalizada y
que denotaremos con el simbolo . Esta nueva operacién, como su nombre lo indica,
es una generalizaciéon de la operacién binaria Alfa original, de tal forma que pueda
aceptar valores reales como argumentos, entregando a la salida valores del conjunto
B =1{0,1,2}, es decir, ¢y = R x R — B; y se define de la siguiente manera:

0 siz<y
ag=<¢ 1 siz=y (3.45)
2 sixz>y

Por ejemplo, si a = 5,3, b = 15, ¢ = —2,9, d = 5,3, se obtendrian los siguientes
resultados:

m oy (a,b) =0
n oy (a,c) =2
" ay(a,d)=1
m oy (bc) =2
" oy (c,d)=0

3.2.2. Operaciones o, y 03

Estas dos operaciones se definen y ejemplifican de la siguiente manera:

r

, donde f% = > a(pik, qrj)
n k=1

= Operacién Sigma-Alfa: Prxr0aQrxn = |ff

mX
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1

T
» Operacién Sigma-Beta: Py, xr08Qrxn = g donde fg =Y B Pk qrj)
k=1

mXx

Dados los vectores columna x € A" e y € A™, con el conjunto A = {0,1}, y o, x*
es una matriz de dimensiones m x n. La ij—ésima componente de la matriz yo,x!
estd dada por:

(yaaxt)ij = a (yi, xj) (3.46)

A continuacion se presenta un caso en el que se opera una matriz de dimensiones
m X n con un vector de columna de dimensién n usando la operacién o,.

La operacién P, «n0.x da como resultado un vector columna de dimensién m,
cuya i—ésima componente tiene la siguiente forma:

n

(meno'ozx)l‘ = Z a (pija $j) (347)
=1

Como ejemplo de los resultados para la operacion P, x,0.X, tenemos:

1 000 1 2
P=]0011]|yx= e entonces Po,x = | 3
1 010 0 3

Dados los vectores columna x € A" e y € A™, con el conjunto A = {0, 1}, yopx'
es una matriz de dimensiones m x n. La ij—ésima componente de la matriz yosx' estd
dada por:

(yaﬁxt)zj = B (yi,zj) (3.48)

A continuacién se presenta un caso en el que se opera una matriz de dimensiones
m x n con un vector de columna de dimensién n usando la operacién og.

La operacién P,,x,05x da como resultado un vector columna de dimensién m,
cuya i—ésima componente tiene la siguiente forma:

(Prixnopgx); = Z B (pij, ;) (3.49)
j=1

Como ejemplo de los resultados para la operacion Py, x, 05 X, tenemos:

1 000 1 1
P=|0011]|yx= E entonces Pogx = | 1
1 010 0 2
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3.2.3. Algoritmo de la red neuronal Alfa-Beta sin pesos

Con la finalidad de describir el nuevo modelo denominado con el acrénimo CAINN
(Computing Artificial Intelligence Neural Network), se define el conjunto A = {0,1} de
donde toman los valores los patrones tanto de entrada como de salida, y sea su conjunto
fundamental como sigue: {(x*,y*) |x* € A" e y* € A™, donde p=1,2,...,p}.

En las fase de aprendizaje como en la de recuperacidon, se requiere un cddigo de
clase para cada pareja de patrones de entrada y salida, el cual estd dado por un
patrén z* € AF, donde k es la dimensién de un vector one-hot que corresponde al
valor decimal del patrén binario x*, considerando el bit 2} como el més significativo.

Fase de aprendizaje de CAINN

1. Se crean dos matrices nulas (llenas de valores 0) P = [pij],.., v Q = [aij],, s x-

2. Se denota por p;; (0) y g5 (0) alos valores 0 iniciales de las componentes ij—ésimas
de las matrices P y Q, respectivamente.

3. Para cada p = {1,2,...,p} se denotan por p;; (1) y qij (1) los valores que
adquieren las ij—ésimas componentes de las matrices P y Q como consecuencia
de las operaciones realizadas en la fase de aprendizaje, de acuerdo con las reglas
descritas a continuacién:

a) Se propone el cédigo de clase z# € A*

b) Se actualiza la matriz P de acuerdo con la siguiente regla de actualizacién
para los componentes p;;

pij (1) = B (e (pis (0= 1),0),.8 (&', 21) ) (3.50)

¢) Se actualiza la matriz Q de acuerdo con la siguiente regla de actualizacién
para los componentes g;;

@i (1) = 8 (o (1= 1),0).8 (41,21 ) (3:51)

d) Se genera un vector columna adicional s € A™, que contiene en su i—ésima
componente, la suma de los valores positivos en el i—ésimo renglén de la
matriz P [65,66]. Es decir

k
8; = Zpij’ tal que p;; >0 (3.52)
j=1
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Fase de recuperacién de CAINN

Considere un patrén de entrada X € A", conw € {1,2,...,p} (si sucede que x¥ =
x%, el patrén es del conjunto fundamental) y se lleva a cabo el siguiente procedimiento:

1. Se realiza la operacién Pogx®; es decir,
(Pogx®), ZB pij, X¥), Vi€ {1,2,...,k} (3.53)

2. Se calcula el correspondiente vector de transicién t“ del cédigo de clase z* como
sigue

n k n
> B a), DB )| |, Vie{l,2,....,k}  (3.54)
j=1 h=1 | j=1

3. Se define el conjunto H como sigue

n k n
H=h| Y oy =\ |D pwa | ¢, Vie{1,2,...,k} (3.55)
j=1

h=1 | j=1

4. Se calcula el cédigo de clase z“ de la siguiente manera

@ =pag 1) a9 [ N\ |D pni| D> pis ||, Vie{l,2,....k} (3.56)
j=1

heH |j=1

5. Una vez calculado el cédigo de clase z“, se realiza la operacién Qo gz, es decir,

k

(Qaﬁzw)i = ZB (%]7 Zj ) Vi e {1,2,. m} (3.57)

J=1

6. Finalmente, se calcula el vector y* como sigue

m

k
Z/B(qu j \/ tha ] ) Vi € {1727”'7m} (358)
j=1

Se espera que el vector y*¥ sea precisamente el patrén de salida, del conjunto
fundamental, correspondiente a x“.
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3.2.4. El funcionamiento de CAINN

Con la finalidad de ilustrar el funcionamiento del algoritmo CAINN, llevaremos a
cabo el siguiente ejemplo, para el cual echaremos mano de lo establecido anteriormente.
Para realizar este ejemplo, los patrones de entrada y salida son dados como sigue:

x! = yi=[ 0 |;x*= V=1 |;x}= yi=10
1 0 1 0 1 1
0 0 1

Fase de aprendizaje

De acuerdo con los patrones mostrados previamente, podemos obtener los si-
guientes valores: n =4, m=3, k=16, p=3

1 Creacién de las matrices nulas

000 0

000 0

000 0

0000

0000

000 0

000 0

0000

Poa =110 0 0 0

000 0

000 0

000 0

000 0

000 0

0000

000 0
000000DO0O0OOO0OOGOOO0GO0O0
Quxxk=|000000000000O0OTO0GO0O
00000O0DO0O0OOO0OOGOOO0GO0O0
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2 Generacién de los cédigos de clase

O OO OO OO OO OO HO O OO

™
N

O O OO OO OO OO OO oo —HO

3\
N

O O OO OO OO OO HOO O OO

3 Se actualizan las matrices de acuerdo con la regla de actualizacién

0 00O
0000
0 00O
0000
0 00O
00 00
00 00
0000
00 00
0000
1 010
1 011

00 00
0 00O
1 110
0 00O

Pan

|

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0O1IO0SO0OO0OO0OOQO0
00 00O0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OO0OT1IOQO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O1TO0O0OO0ODQO0

|

mek
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4 Se genera el vector columna s

O W OO WNODODODODOoOOoOoOo oo o

Fase de recuperacién

En esta fase probaremos el algoritmo con los patrones del conjunto fundamental.
En este caso, sea X¥ = x!

1 Se aplica la operacién Pogx®

0000 0
0000 0
000 0 0
0000 0
000 0 0
0000 0
000 0 1 0
Pogze— | 0000 Sl |0
000 0 1 0
0000 0 0
1010 2
1011 2
0000 0
000 0 0
1110 2
000 0 0
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2 Célculo del vector de transicién t¥

S oo o oo oo oo -H—-HO O —H O

N~~~ o~~~

N I — D N N D N T

3 Se define el conjunto H

;J] }, de tal forma que

T
{11,12,15}

k n
v {z
i=1 | j=1

~w
Zj

n
AN
=1

4 Se calcula el cédigo de clase z¢

H

H =

co—H o0 oo oo
1 A
A~ NN AN NN N TN

T — — — — —

NafsRLs R s R R RS R o]
1 L | VI B |

P i e R e R
e i e e e i e

R — — — —

e L i s i i R e

— N N

R — N N N N N

Najihaficaficaflra fira firafica g
1 { | |
3039350383833 3238
R IR SIS S S SR SR Y

SCoocoococoo o

TN o~~~ o~~~

A N e e

Voo Q
L A T T

N o~ o~~~ o~~~
N~~~ o~~~

e — —

AN o~~~ o~~~

~— T

S N
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De lo anterior tenemos que

S OO OO oo oo

S —H O O O OO

3
N

5 Se ejecuta la operacién Qo gz”

SO OO OO OO OO HOO O OO

000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OOOTO0OT1IT®O0 og
000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0O0OO0OOQO0

000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O1TO0O0OO0OO0OOQO0

(
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6 Por tltimo, se calcula el vector de salida y“

yf:ag Zﬂ(q”,zf>,\/ﬁ(qh],zj> y VZE{LQ: 7m}
j=1 h=1

yiu = Qy (17\/ (17070)) = Qg (17 1) =1

yéj = Qy (07\/ (17070)) =y (07 1) =0

¥y = oy (0, (1,0,0)) = ay (0,1) = 0
1

De tal suerte que y* = | 0 | =y! .. la recuperacién es correcta.

0

Tomemos ahora el caso para el cual el vector X¥ = x>

1 Se aplica la operaciéon Pogx®

0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 1 0

~ 0000 1 0

Posx®=1 05000 |% | 1|7 |o
0000 0 0
1010 2
101 1 9
0000 0
0000 0
1110 3
0000 0

2 (Calculo del vector de transicién t¥
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coo0 oo Oo —HO

o~ TN N N N N N

T — — — — — ' —

NafsRLs R s R R RS R o]
1 L | VI B |

P i e R e R
e i e e e i e

X — —

e L i s i i R e

= elalalalalaolBololeolel=Ralall =

] }, de tal forma que
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg

R — N N N N N

{15}

N N NN

J

<

<Y SCoocoococoo o
Zﬂ :__:__________
;J \)\l/\l/\l/\l/\l/\l/\l/

N N N N N N N N N N N N

Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
k
V
=1
H
n

A N e e

Voo Q
L A T T

N o~ o~~~ o~~~
N~~~ o~~~

e

AN o~~~ o~~~

~— T

S N

4 Se calcula el cédigo de clase z*

3 Se define el conjunto H
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De lo anterior tenemos que

S OO OO OO OO oo oo

S - O

5 Se ejecuta la operacién Qogz®

eohelelalaoleolholhaleohohaBohaoRal i =

0000O0OO0OOOOOOOOO0OT1O0/|os
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0O0OO0OOQO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0OSO0OO0OSO0OQO0

(
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6 Por tltimo, se calcula el vector de salida y“

yf:ag Zﬂ(q”,zf>,\/ﬁ(qh],zj> y VZE{LQ: 7m}
j=1 h=1
yiu = a!] (07\/ (07 170)) - Oég (07 1) =0
ys =g (1,V(0,1,0) =a4(1,1) =1
v = g (0,1 (0,1,0)) = g (0,1) = 0
0
De tal suerte que y* = [ 1 | =y? .. la recuperacién es correcta.
0
Ahora sélo resta realizar la fase de recuperacién para el caso en que el vector
XY = X3

1 Se aplica la operacién Pogx®

000 0 0
000 0 0
000 0 0
000 0 0
000 0 0
000 0 0
000 0 1 0
Paﬂiwzooooa ol_1]o
0000 | 0
000 0 1 0
101 0 2
1011 3
000 0 0
000 0 0
1110 2
000 0 0

2 Célculo del vector de transicién t¥
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cCcoo o0 oo o

o~ TN N N N N N

T — — — — — — —

NafsRLs R s R R RS R o]
1 L | VI B |

P i e R e R
e i e e e i e

X — —

e L i s i i R e

S O OO OO OO oo HO O OO

] }, de tal forma que
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg

R — N N N N N

{12}

N N NN

J

<

<Y SCoocoococoo o
Zﬂ :__:__________
;J \)\l/\l/\l/\l/\l/\l/\l/

N N N N N N N N N N N N N

Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
Qg
k
V
=1
H
n

A N e e

Voo Q
L A T T

N o~ o~~~ o~~~
N~~~ o~~~

e

AN o~~~ o~~~

~— T

S N

4 Se calcula el cédigo de clase z*

3 Se define el conjunto H
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De lo anterior tenemos que

O OO O OO OO oo

S —H O O OO

3
N

5 Se ejecuta la operacién Qogz®

SO oo oo oo oo HO0 o0 oo

0000O0OO0OOOOOOOOO0OT1O0/|os
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0O0OO0OOQO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0OSO0OO0OSO0OQO0

(
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6 Por tltimo, se calcula el vector de salida y“

y;u:ag Zﬂ(q”,z;">,\/ﬂ(qh],zj> y VZG{]«:Q: 7m}
j=1 h=1
¥ = a (0, (0,0,1)) = ay (0,1) = 0
yéj = Qy (07\/ (0707 1)) =y (07 1) =0
y?’: = O‘g (17\/ (0707 1)) = O‘g (17 1) =1
0
De tal suerte que y* = [ 0 | =y3 .. la recuperacién es correcta.



Capitulo 4

Modelo propuesto

En este capitulo daremos a conocer las aportaciones originales de la tesis. Tras
haber definido ciertos conjuntos y operadores, comenzaremos la seccién demostrando
una serie de lemas y teoremas que servirdn como fundamentacién para que posterior-
mente se proponga un algoritmo alternativo que optimiza el tiempo de procesamiento
de CAINN. Finalmente, se evidenciardn las condiciones suficientes para la recuperacién
correcta de patrones del conjunto fundamental y para patrones desconocidos.

4.1. Definiciones, Lemas y Teoremas

Durante todas las definiciones y demostraciones echaremos mano de la siguiente

notacioén:

= A={0,1}

= B={0,1,2}
= neZt

" meZt

m keZ"

m k=2"
»peZt

m u=1,2,...,p

we{l,2,...,p}

58
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Notacién 4.1 Las matrices que utilizaremos se representan con esta notacion: si m,
n y k son niumeros enteros positivos, P = [pij]an representa una matriz de
dimensiones k xn, cuya ij—ésima entrada es p;j y Q = [qijl,, ., representa una
matriz de dimensiones m X k, cuya ij—ésima entrada es g;j.

Nota 4.2 De acuerdo con las operaciones que el modelo CAINN realiza, los valores
de las componentes p;; y qi; pertenecen al conjunto A.

Definicién 4.3 [66] Sea z¥ € A", un patron de entrada. La suma de los valores
positivos de los componentes de dicho patron es:

n
Upw = fo, tal que x7 >0
i=1

Ejemplo 4.4 Sea 2! = ; entonces Uy,n = 3

— O = =

Definicién 4.5 Sea y“ € A™, un patron de salida. La suma de los valores positivos
de los componentes de dicho patrén es:

m
Uy = Zy‘f, tal que y;” >0
i=1

Ejemplo 4.6 Sea y° = ; entonces Uyo = 2

= o O =

Definicién 4.7 Sean x%,z° € A™ dos vectores; entonces:

x? < x0 Vi, x?ﬁx?y3j|x§<x§’-
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Ejemplo 4.8 22 =

=0 O =
AN
8
—
Il
_ == O =

Definicién 4.9 Sean 2%, z° € A™ dos vectores; entonces:

x4 <xPe— a2t <ali={1,2,...,n}

Ejemplo 4.10 23 =

_— =0 O =
IN
8
—
I
_— == O =

Ejemplo 4.11 23 =

= =0 O =
IN
8
[N
Il
= =0 O =

Definicién 4.12 Sea z% € A", un patrén fundamental de entrada. Si tomamos como
digito menos significativo a x% y como el mds significativo a xf, denotaremos
con el simbolo d¥ el correspondiente valor decimal del vector =% + 1.

Ejemplo 4.13 Sea 2! = . entonces d* = 14

—_ O = =

Ejemplo 4.14 Sea z° = . entonces d? = 10

_ o O =
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Ejemplo 4.15 Sea 23 = . entonces d> = 16

—_ = = =

Definicién 4.16 FEl conjunto de todos los valores de d* serd denotado por D, es decir

D={du=1.2...,p}

Ejemplo 4.17 Tomando en cuenta el Ejemplo 4.13, el Ejemplo4.14 y el Ejemplo4.15
como patrones fundamentales, entonces: D = {14,10,16}

Lema 4.18 Sea x* € A™ un patrén fundamental de entrada tomado arbitrariamente.
Durante la fase de aprendizaje, x* sélo contribuye en la i—ésima fila de la matriz
P con i = d¥, y contribuye con exactamente Uyw 1's y n — Upw 0's. Es decir:

x;‘?:1—>p¢j:1,i:d“’

Demostracién. De acuerdo con la fase de aprendizaje, la matriz P se actualiza
con la sig regla:

pis (1) = 5 (o (i (0= 1),0),. 5 (=1 %))

Si el valor de p;j (1 — 1) = 1, automédticamente p;; (1) = 1 dadas las definiciones
de ay f.

Por otro lado, si p;j (1t — 1) = 0, p;j (1) = 1 s6lo podria obtenerse en las posiciones
de 7,7 en las cuales ¥ =1 e 1 = d*. Asi pues, la matriz P sélo es afectada por el
vector de entrada x“ en su ¢—ésima fila, cuando i = d“.

Ademsds, puesto que la matriz P sélo es modificada cuando ¢ € D y de acuerdo con
la Definicion 4.12, el conjunto D posee un tnico valor d* para cada patrén fundamental
de entrada, entonces x* contribuird en una y sélo una fila de P con tantos 1’s como
éste tenga y en las mismas posiciones, i.e., con Uyw 1's y con n — Uy 0's. ®

Lema 4.19 Sea s el vector construido en la fase de aprendizaje. Para cada una de las
componentes de s:
de = Umw

Demostracién. De acuerdo con la fase de aprendizaje, el vector s se calcula
como:

n
$i = ) Pij (4.1)
j=1
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Sabemos por el Lema 4.18 que x“ sélo contribuye en la i—ésima fila de P cuando
1 = d%“, por lo que podemos decir que

Vj, a7 =1 — pawj =1 (4.2)

Tomando en cuenta la expresién 4.2 podemos reescribir la expresién 4.1 como

n
Sqw = Z pd“’j
Jj=1
pero ademés también sabemos que la i—ésima fila tendrd tantos 1’s como tenga
x¥ cuando ¢ = d¥, es decir, tendrd Uz~ 1's, asi pues:

de = wa

Lema 4.20 Sea z¥ un cddigo de clase y t* su respectivo vector de transicion, obtenidos
en la fase de recuperacion de CAINN . Durante esta fase, el algoritmo pondrd
en 0's todas las componentes de z* excepto aquella en donde la i—ésima com-
ponente del vector s obtenido en la fase de aprendizaje, es minima para las filas
en las que el vector t¥ vale 1, esto es:

k
w_ )1 siosi= A sn
Zp = heH
0 otro caso

Demostracién. De acuerdo con la fase de recuperacion de CAINN, z“ se calcula
de la siguiente manera:

= <ag (t.1), o (hé\H Léphj] ,]épij)) Cie{l2... .k} (43)

Si tyY = 0, el resultado para zy” serfa 0 dadas las definiciones de ay y 3. Por otro
lado si ty =1,
oy (t9,1) = 1 (4.4)

sustituyendo la expresion 4.4 en 4.3, tenemos que

Jj=1

z;v—ﬂ<1,ag ( A [iphj] ,ipij», ie{1,2,... .k} (4.5)

heH |j=1 j

dada la expresién 4.5 y de acuerdo con la definicién de B y ag4, 2’ = 1 sélo podria
ser obtenido en las filas para las cuales

n n
A [Z phj] = > Dpij
heH |j=1 Jj=1



4. Modelo propuesto 63

En la fase de aprendizaje de CAINN se construye el vector s de forma tal que
n
Si = ) Dij (4.6)
j=1
sustituyendo la expresién 4.6 en 4.5 tendremos que

4:5(1,%(/\ [sh],si>>, ie{1,2,....k} (4.7)

heH

Por lo tanto, para que 2’ = 1, s; debe ser mfnimo cuando t¥ = 1. Dado que el
conjunto H contiene los valores para los cuales ¢ = 1 La expresién 4.7 ahora queda
como

k
w_ )1 siosi= A sn
A= heH

0 otro caso

Teorema 4.21 Sea x¥ € A™ un patrén que se presenta como entrada a P. Durante la
fase de recuperacion se realiza la operacion P og x¥, cuyo resultado sélo podrd
tener valores iguales a cero en los indices i que correspondan a la i—ésima fila
de P, cuando ésta no fue modificada por algin patrén x*. Puesto de otra forma:

(Pogx¥),=0c—1i¢D
Demostracién. Sabemos por el Lema 4.18 que x* modifica la i—ésima fila de

P cuando ¢ = d¥, y que, dado esto, la matriz P sélo es modificada cuando i € D.

Es decir que si i ¢ D, la matriz P s6lo contendrad Os en su i—ésima fila, de forma tal

que al realizar la operacién og entre P y x“, el resultado siempre serd 0 dadas las

definiciones de B y de 03. ®

Teorema 4.22 Sea x¥ € A™ un patron fundamental de entrada y sea la matriz Pryy,
construida durante la fase de aprendizaje de CAINN. Dada la forma en que esta
matriz se utiliza a lo largo del algoritmo, el tamano de la misma puede reducirse
hasta ser una matriz con dimensiones pxn, donde p es el niimero de asociaciones
entre los patrones fundamentales.

Demostracién. Dado el Teorema 4.21, hemos observado que:

(Pogx¥),=0c—i¢gD
es decir que la matriz P tendrd filas llenas de ceros en aquellos indices de filas que
no fueron modificadas por un patrén fundamental de entrada. Por otro lado, por el
Lema 4.18 sabemos que cada uno de los patrones fundamentales de entrada contribuye
Unicamente en una y solo una fila de P de tal forma:

x;):1—>pi]‘:1, 1=d"
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Por lo tanto la matriz P tiene tantas filas ttiles como patrones fundamentales existan,
luego entonces la matriz P puede ser reducida de un nimero de k filas, a sélo p filas,
donde p es el nimero de asociaciones del conjunto fundamental. m

Lema 4.23 Sea y¥ € A™ un patrén fundamental de salida tomado arbitrariamente.
Durante la fase de aprendizaje, y“ sdlo contribuye en la j—ésima columna de la
matriz Q con j = d¥, y contribuye con exactamente Uy 1's y m — Uy 0's. Es
decir:

yf:1—>q”:1, j:dw

Demostracién. De acuerdo con la fase de aprendizaje, la matriz Q se actualiza
con la sig regla:

ais () = 6 (o (aig (= 1),0),5 (48,2

Si el valor de ¢;; (u — 1) = 1, automédticamente g;; (1) = 1 dadas las definiciones
de ay f.

Por otro lado, si ¢;; (1 — 1) =0, gi; (1) = 1 s6lo podria obtenerse en las posiciones
de 7,7 en las cuales y¥ =1y z7 =1, ¢es decir que j = d“. Asi pues, la matriz Q sélo
es afectada por el vector de entrada y* en su j—ésima columna, cuando j = d“.

Ademsds, puesto que la matriz Q sélo es modificada cuando j € D y de acuerdo
con la Definicion 4.12, el conjunto D posee un tnico valor d¥ para cada patrén funda-
mental, entonces y“ contribuird en una y sélo una fila de Q con tantos 1’s como éste
tenga y en las mismas posiciones, i.e., con Uy 1’s y con m — Uy 0's. m

Teorema 4.24 Sea y¥ € A™ un patron que se utiliza para calcular la matriz Q.
Durante la fase de aprendizaje se realiza la actualizacion de Q; durante esta
actualizacion su j—ésima columna estard llena de valores iguales a cero cuando
j no pertenezca al conjunto D. Puesto de otra forma:

qij =0—3j¢D

Demostracién. Sabemos por el Lema 4.23 que y* modifica la j—ésima columna
de Q cuando j = d¥, y que, dado esto, la matriz Q sélo es modificada cuando j € D. Es
decir que si j ¢ D, la matriz Q seguird estando llena de ceros en su j—ésima columna
dadas las definiciones de 8y de 05. ®

Teorema 4.25 Sea y* € A™ un patrén fundamental de salida y sea la matriz Qpxk
construida durante la fase de aprendizaje de CAINN. Dada la forma en que
esta matriz se utiliza a lo largo del algoritmo, el tamano de la misma puede
reducirse hasta ser una matriz con dimensiones m X p, donde p es el nimero de
asoctaciones entre los patrones fundamentales.
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Demostraciéon. Dado el Teorema 4.24, hemos observado que

es decir que la matriz Q contendra sélo ceros en aquellas columnas en donde su indice
no pertenezca al conjunto D dado en la Definicién 4.16. Por otro lado, el Lema 4.23
nos dice que cada uno de los patrones fundamentales de salida contribuye tinicamente
en una y solo una columna de Q, de tal forma:

v =1—qj=1, j=d*

Por lo tanto la matriz Q tiene tantas columna itiles como patrones fundamentales
existan, luego entonces la matriz Q puede ser reducida de un nimero de k£ columnas,
a sélo p columnas, siendo p el nimero de asociaciones del conjunto fundamental. m

Nota 4.26 Dado que los vectores s, t y z son construidos a partir de las matrices P
y Q, dichos vectores reducen también su dimension de k a p.

Notacién 4.27 De acuerdo con el Teorema 4.22 y con el Teorema 4.25, de ahora en
adelante diremos que: si m,n y p son niumeros enteros positivos, P = [pij]an
representa una matriz de dimensiones pXmn, cuya ij—ésima entrada es p;; y Q =
[qij]mxp representa una matriz de dimensiones m X p, cuya ij—ésima entrada es

qij -

Definicién 4.28 De acuerdo con la Notacion 4.27, redefiniremos la manera en que
se proponen los cddigos de clase z*, de tal forma que se calculen como

o 1 si i1=p
v 0 otro caso

Teorema 4.29 Sea x“ € A™ un patrén fundamental de entrada tomado arbitraria-
mente; durante la fase de aprendizaje, X¥ sdlo contribuye en la w—ésima fila de
la matriz P, y contribuye con exactamente Uy 1's y n — Upw 0's. Es decir:

W __

Zj

1—>pwj:1

Demostracién. Tomando en cuenta el Teorema 4.22 y la Notacidn 4.27, y de
acuerdo con la fase de aprendizaje, la matriz P se actualiza con la sig regla:

pis () = B (o i (= 1),0),8 (<2 2%))

Si el valor de p;j (n — 1) = 1, automédticamente p;; (1) = 1 dadas las definiciones
de a y B. Por otro lado, si p;j (k. —1) = 0, p;j (1) = 1 sélo podria obtenerse en las
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posiciones de ¢, j para las cuales 27 = 1 = 2. Dado que z;7 = 1 siempre y cuando
1 = w, podemos decir que la matriz P sélo es modificada por el vector de entrada x*
en su w—eésima fila y que, ademds, el vector x* sélo contribuird en una y sélo una fila
de P con tantos 1’s como éste tenga y en las mismas posiciones, i.e., con Uy 1's y
conn — Uz 0's. m

Teorema 4.30 Sea y¥ € A™ un patron fundamental de salida tomado arbitraria-
mente; durante la fase de aprendizaje, y* sdlo contribuye en la w—ésima colum-
na de la matriz Q, y contribuye con exactamente Uyw 1's y m — Uy 0's. Es
decir:

Demostracién. Tomando en cuenta el Teorema 4.25 y la Notacidn 4.27, y de
acuerdo con la fase de aprendizaje, la matriz Q se actualiza con la sig regla:

aig (1) = B (el (= 1),0).5 (422

Si el valor de ¢;; (1 — 1) = 1, automédticamente g;; (1) = 1 dadas las definiciones
de a y . Por otro lado, si ¢;; (1 —1) = 0, gi; (1) = 1 s6lo podria obtenerse en las
posiciones de %, j para las cuales y¥¥ =1 = z7. Dado que 2z = 1 siempre y cuando
j = w, podemos decir que la matriz Q sélo es modificada por el vector de salida y* en
su w—eésima columna y que, ademds, el vector y*¥ sélo contribuird en una y sélo una
columna de Q con tantos 1’s como éste tenga y en las mismas posiciones, i.e., con Uye
I'syconm—Uy 0's. m

Teorema 4.31 Sea s el vector construido en la fase de aprendizaje. Para cada una
de las componentes de s:
Sw — wa

Demostracién. De acuerdo con la fase de aprendizaje, el vector s se calcula
como:

$i = ) Pij (4.8)
i=1

Sabemos por el Teorema 4.29 que x“ sélo contribuye en la w—ésima fila de P, de
tal forma que
Vj, x5 =1 —py; =1 (4.9)

Tomando en cuenta la expresién 4.9 y la Notacion 4.27, podemos reescribir la
expresion 4.8 como

n
Sw = Z Pwj
j=1

pero ademds también sabemos que la w—ésima fila tendrd tantos 1’s como tenga
x%, es decir, tendrd Uz 1's, asi pues:

Sy = Upw
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Tomando en cuenta la Notacidn 4.27 modificaremos la expresién del primer paso
de la fase de recuperacién, de tal forma que quede adaptada a la nueva notacién
propuesta. Asi pues tenemos la siguiente definicién:

Definicién 4.32 Sea x¥ € A™ un patrén que se presenta como entrada a P. En el
primer paso para llevar a cabo la fase de recuperacion se realiza la operacion
Pogx® cuya i—ésima componente queda expresada como:

PO‘BX Zﬁ pij, X7), Vie {1,2,...,p}

Lema 4.33 Sea t“ el vector de transicion obtenido en la fase de recuperacion. FEl
vector t* tendrd 1s en su i—ésima componente, siempre y cuando (P og iw)i
sea mdximo, es decir:

n
w_J 1 s B (i) =
— =

7

|I <l

[é (pij,%;ef)]  he{1,2...p)

0 otro caso

Demostracién. Dada la fase de recuperacién de CAINN y tomando en cuenta la
Notacion 4.27, t¥ se calcula de la siguiente manera:

ZB ph]> j \/ Eﬁ pl]> j 7h’€{1727"'7p}

=1 | j=1

De acuerdo con la definicién de ay, ¥ = 1 sélo puede ser obtenido cuando

7

iﬁ(pijﬁ?): V [ZB(}?U, ])]

j=1 h=1 |J

Es decir que el resultado de la operacion E I5} (sz> j> debe ser méaximo. En el
j:
caso de que Z 15} (pzj, ;") no sea maximo (es decir, menor que el maximo), el resultado
7=1
serfa 0 dada la definicién de ay. Puesto de otra forma:

w_ )1 s éjlﬁ(phj,fy) \/Lzﬁ@m, )],he{l,Z,...p}

7 i=1

0 otro caso



4. Modelo propuesto 68

Lema 4.34 Sea X € A™ un vector que se presenta como entrada a P. Para el caso

n
de la fase de recuperacion en CAINN, la operacion », 3 (pg,f‘f) es equivalente
i=1
. . J
a la operacion ) pij - .
j=1

Demostracién. De acuerdo con el Teorema 4.29, el vector X* sélo contribuye
en la w—ésima fila de P con tantos 1’s como este tenga; como x¥ € A", entonces
las componentes de P sélo podrén ser valores del conjunto A, es decir, 0 o 1. Si
multiplicamos la matriz P por el vector X¥:

pij - Zj (4.10)
obtendremos como resultado un 1 siempre y cuando
pij =1=71Y (4.11)

de otra forma tendremos como resultado un 0. De la misma manera, si realizamos
la operacién
B (pij» %) (4.12)

dada la definicién de S y al igual que para la expresion 4.10, obtendremos como
resultado un 1 siempre y cuando

o un 0 en cualquier otro caso dado que sélo podemos tomar valores dentro del
conjunto A, es decir: 0/s y 1’s. Dicho esto, y de acuerdo con las expresiones 4.11 y
4.13, podemos relacionar las expresiones 4.10 y 4.12, de tal forma que:

pij - T = B (pig, T5)

Teorema 4.35 Sean t“ y H un vector de transicion y un conjunto, respectivamente,
obtenidos en la fase de recuperacion de CAINN. El conjunto H contendrd los
indices para los cuales t = 1. Es decir:

h=1 |j=1

H—iljilﬁ(pij,ff) = \Z} [iﬁ(phj,ff)]

Demostracién. De acuerdo con la Notacion 4.27 y la forma en cémo se obtiene
H, tenemos que:

n P n
H=h| > py-35=\|Dp 3| . i€{l2.....p}
j=1 1

i=1 | j=
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es decir, H tomar4 los indices para los cuales haya un maximo en la operacién
n
~w
2. Pij - Tj
J=1

Por otra parte, el Lema 4.33 nos dice que t¥ = 1 siempre y cuando encontremos
un maximo al realizar la operacién

> 8 (b 55)

Jj=1

Pero ademds, sabemos por el Lema 4.34 que p;; - E‘j*’ =0 (pij, E‘;’) por lo tanto, H
tomard todos aquellos valores en los que t¥ = 1. Puesto de otra forma,

H =] anﬁ(pijvff) = \p/ [Zn: (phjv*%;))]

Teorema 4.36 Sea z* un cddigo de clase y t“ su respectivo vector de transicidn,
obtenidos en la fase de recuperacion de CAINN . Durante esta fase, el algoritmo
pondrd en 0's todas las componentes de z* excepto aquella en donde la i—ésima
componente del vector s obtenido en la fase de aprendizaje, es minima para las
filas en las que el vector t¥ vale 1 (es decir, las filas cuyo indice esté contenido
en H), esto es:

P
w_ 1 si si= A sn
R = heH
0 otro caso

Demostracién. De acuerdo con la fase de recuperacién de CAINN y tomando en
cuenta la Notacidn 4.27, z¥ se calcula de la siguiente manera:

& =p <ag (#.1), 0, (hé\H [éphj] , épm)) Cie{lL2..p)  (414)

Si t¢ = 0, el resultado para z{’ serfa 0 dadas las definiciones de a4 y 3. Por otro
lado si t¥ =1,
ag(t7,1) =1 (4.15)

sustituyendo la expresién 4.15 en 4.14, tenemos que

o (1,% ( A [A" phj] , ipij>> , ie{L2....p) (4.16)
heH |j=1 Jj=1

dada la expresién 4.16 y de acuerdo con la definicién de 8 y ay, 2”7 = 1 sélo podrid
ser obtenido en las filas para las cuales

A [n phj] = Zn:pij
1 7=1

heH |j=
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En la fase de aprendizaje de CAINN se construye el vector s de forma tal que
n
si= > pij (4.17)
j=1

sustituyendo la expresién 4.17 en 4.16 tendremos que

heH

2725(1,a9</\ [sh],si>>, ie{1,2,....p} (4.18)

Por lo tanto, para que 2z = 1, debemos tener A [sp] = s, es decir que s; debe
heH
ser minimo cuando h € H. Dado esto, la expresién 4.18 ahora queda como

P

w 1 si si= A sn

i T heH
0 otro caso

Tomando en cuenta la Notacion 4.27 modificaremos la expresién del iltimo paso
de la fase de recuperacion, de tal forma que quede adaptada a la nueva notacién
propuesta. Asi pues tenemos la siguiente definicién:

Definicién 4.37 Sea z¥ € AP un cédigo de clase que se opera con la matriz Q para
realizar el cilculo del vector de salida y* € A™. En el dltimo paso para llevar
a cabo la fase de recuperacion se realiza la operacion Qogz” cuya w—ésima
componente queda expresada como:

p

v =D B4, ), Vie{1,2,...m}

=1

4.2. Optimizacién del algoritmo

Fase de aprendizaje de CAINN

1. Se crean dos matrices nulas (llenas de 0s) P = [p;;] .., =0y Q =[gij],,,», = 0.
Se denota por p;; (0) y ¢;; (0) alos valores 0 iniciales de las componentes ij—ésimas
de las matrices P y Q, respectivamente.

2. Se proponen los cédigos de clase z# € AP de acuerdo con la Definicion 4.28 como
sigue:

1 si 1=pu
T
T { 0 otro caso (4.19)

3. De acuerdo con el Teorema 4.29 ,se actualiza la matriz P de tal forma que

Puwj = 2, Yw € {1,2,...p} (4.20)
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4. De acuerdo con el Teorema 4.30, se actualiza la matriz Q de tal forma que

Qiw = yf,Vw € {1727 . 'p} (421)

5. Por el Teorema 4.81, se genera un vector columna adicional s € AP, que contiene
en su w—eésima componente, la suma de los valores del w—ésimo renglén de la
matriz P, entonces:

n
Sw= Puj (4.22)
j=1

Fase de recuperacion de CAINN

Considere un patrén de entrada x* € A", conw € {1,2,...,p} (si sucede que X¥ =
x%, el patrén es del conjunto fundamental) y se lleva a cabo el siguiente procedimiento:

1. Por la Definicion 4.32, realizamos la operacién Pogx®; es decir,
(Posx¥), Z,B pij, X9), Vi€ {1,2,...,p} (4.23)

2. Se calcula el conjunto H, de tal forma que, por el Teorema 4.35, queda como:
n

H =i Y B(pij, 1) = \/1 LZ B (phy, J)] (4.24)

Jj=1 h=

3. Por Teorema 4.36 calculamos el cédigo de clase z¥ € AP de la siguiente manera:

P
1 sios; = S

z = Z hé\H " (4.25)
0 otro caso

4. Una vez calculado el cédigo de clase z“, se calcula el vector de salida y* =
Qo 3z, que por la Definicion 4.37 queda como:

p

v =3B (a5, 7) Vie {1,2..m) (4.26)

=1

Se espera que el vector y¥ sea precisamente el patrén de salida, del conjunto
fundamental, correspondiente a x*.
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4.3. Condiciones suficientes para la recuperaciéon comple-
ta del conjunto fundamental

Lema 4.38 Sea x¥ € A™ un patron fundamental tomado arbitrariamente que se pre-
senta como entrada a la matriz de aprendizaje P. Durante la fase de recuperacion
de CAINN, se construye el vector t*, el cual sélo presenta 1's en cada compo-
nente cuyo indice i es el indice de las filas de P que fueron modificadas por un
patron x? del conjunto fundamental que es mayor o igual a x¥. Puesto de otra
forma:

w=1—x">x"
Demostracién. Dada la fase de recuperacion de CAINN, sabemos que t¥ =1 —
n k n

ZB (pg,:ﬂf) = \/ Zﬁ (phj,x;‘?) ; Como la operacién <pij,:z:;‘~’) no toma en

j=1 h=1 | j=1

cuenta los valores de las componentes p;; para los cuales =% =

7 =0, ¢l resultado maximo

n
de Z 153 <p¢j, x;’) serd para los patrones del conjunto fundamental que tengan 1’s en
j=1

las mismas componentes que x¥, sin importar el valor de las demds componentes; es
decir, el resultado maximo serd para x“, asi como para los patrones x que posean 1’s
en las posiciones donde x* = 0. Entonces, t¥ = 1 también para los patrones que sean
mayores que el correcto, asi:

¥ =1,x" #x¥ — x/ > x¥ (4.27)

Teorema 4.39 Sea P la matriz de aprendizaje de CAINN, x* € A™ los patrones de
entrada, z* € AP sus correspondiente cddigo de clase e y* € A™ los patrones de
salida, del conjunto fundamental; con n,m,p € Z ;= {1,2,...,p}. Cuando se
presenta un patron fundamental x¥ como entrada a la matriz P, el algoritmo
de CAINN siempre obtendrd el correspondiente patron y* sin ambigiiedad. Dado
que y¥ se eligic de manera arbitraria, CAINN siempre recupera el conjunto
fundamental completo.

Demostraciéon. Por el Lema 4.20 sabemos que z* puede ser calculado de la
siguiente manera:

k
w_ )1 si si= A sn
% = heH

0 otro caso

Para que el algoritmo fallase, tendria que existir algin valor s; menor o igual a
sj cuando t¥ = 1 = t;f’; i,j € {1,2,...,k},i # j; esto puede ser demostrado por

contradiccién. Primero, asumamos que z¥ es el cédigo de clase correcto y que z’ es
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algin cédigo de clase erréneo. Cada uno con su propio valor del vector s; denotado por
Sqw Y Sq0, respectivamente. Asumamos ahora lo contrario a lo que queremos demostrar

Sq40 < Sdw (428)

Por el Lema 4.19 sabemos que s; es la sumatoria de las componentes del vector

x“, es decir Uyw. De tal forma que sqw = Uye v sg0 = U,e, asf pues, tenemos:

U.

T

0 < Upe (4.29)

Por otra parte, el Lema 4.38 muestra que el vector de transicién presenta 1’'s en
cada componente cuyo indice 7 es el indice de las filas de P que fueron modificadas por
x“ asi como por un patrén fundamental x? que es mayor o igual al patrén correcto
x¥, es decir que si x? # x“, entonces:

x> x¥ (4.30)

Por la Definicion 4.7 sabemos que x¥ < x? «— Vi, xy < :cf y 35 | ry < .’L‘?.
Esto significa que x? tendra al menos una componente estrictamente mayor que x“.
Como x¥,x? € A", todas sus componente son binarias y solamente pueden tomar dos
valores posibles: 0 o 1. Entonces, para que esto iltimo pudiera ocurrir, es necesario
que ¥ =0 A :B? = 1. Asi, x? tendria al menos un 1 més que x¥, y por la Definicion
4.3, esto implica que:

Uyo > Upe (4.31)

De acuerdo con la ecuacién 4.29: U, < Uy, lo cual, teniendo en cuenta la expresion
4.31, es una contradiccién. Asi pues, U,o < Uzw no puede ser cierto, por lo tanto U,e >
Uy~ y consecuentemente, sz > sqw, €s decir que z“ siempre se recupera correctamente;
de tal forma aseguramos la correcta recuperacién de y“ debido a la forma en que
éste se calcula. Como x“ fue elegido de manera arbitraria, se garantiza la correcta
recuperacion del conjunto fundamental completo. m

4.4. Ejemplo del fundamento de CAINN

Con el fin de ilustrar los lemas y teoremas que dan fundamento al algoritmo
CAINN, llevaremos a cabo el siguiente ejemplo. Para la realizacién de dicho ejem-
plo, los patrones de entrada y salida son dados como sigue:

x! = yi=10 | x*= V=11 |;x*= yi=1 0
1 0 1 0 1 1
0 0 1
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Fase de aprendizaje

De acuerdo con los patrones mostrados previamente, podemos obtener los si-
guientes valores: n =4, m=3, k=16, p=3

1 Creacién de las matrices nulas

kan =

OO OO DD DD DO OO OO0 o oo
OO OO DD DO DODDOD DO DD OO0 0o 0o
OO OO OO OO OO OO oo oo
OO OO OO DD DODOD O OO oo oo

o O O
o O
o O
o O
o O

o O O

mek =

o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O

2 Generacién de los cédigos de clase
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—
|

O OO DD O R OO ODODOOOoO o oo
%)
|

O H O O OO OO OOOO oo oo
w
|

O O OO H OO ODODOOO oo oo

3 Se actualizan las matrices de acuerdo con la regla de actualizacién. En el cdlculo
de la matriz P veremos reflejado lo demostrado por el Lema 4.18, mientras que
para Q serd lo establecido en el Lema 4.23 lo que formalice su obtencién.

Pan =

O R OO R P OO oo o
O R OO OO DODDODODODODOoOOo oo oo
O P OO R P OOOOoODOoOOoOo o oo
SO OO R OO DODODODOO oo oo

@)
=)
)
@)

mek =

o O O
o O O
S O O
S O O
o O O
— O
S O O
oS O O
S = =
S O O

o O O
o O
o O
o O
o O
o O =
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4 Se genera el vector columna s, que dado el Lema 4.19 y la Definicion 4.3 queda
como

O WO O WNODODODODOoOOoOo o oo

Fase de recuperaciéon

En esta fase probaremos el algoritmo con los patrones del conjunto fundamental.
En este caso, sea X¥ = x!

1 Se aplica la operaciéon Pogx“.

0000 0
0000 0
000 0 0
0000 0
000 0 0
0000 0
000 0 1 0
Pogze— | 0000 Sl o
000 0 1 0
0000 0 0
1010 2
1011 2
0000 0
000 0 0
1110 2
000 0 0



4. Modelo propuesto 7T

2 Célculo del vector de transicién t“. En este ejemplo podemos apreciar lo estable-
cido en el Lema 4.38.

ay (0,2) 0

ay (0,2) 0

ay (0,2) 0

ay (0,2) 0

ay (0,2) 0

ay (0,2) 0

ay (0,2) 0

e | a2 || o
| ag02 | T 0
ag(0,2) 0
ag(2,2) 1
ay(2,2) 1

ay (0,2) 0
ay(0,2) 0
ag(2,2) 1
0,2) 0

3 Se define el conjunto H
k
H=qh] thjf}d = \/ Epijfz? , de tal forma que

H = {11,12,15}

4 Se calcula el cédigo de clase z*. Como se dijo en la demostracién del Lema 4.20,
entonces:

k
w_ )1 si si= A sn
Zp = heH

0 otro caso

28 =0 211=1
zf =0 2% =0
22 =0 2i3=0
2 =0 23,=0
22 =0 215=0
2§ =0 25=0
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De lo anterior tenemos que

S OO OO oo oo

S —H O O O OO

3
N

5 Se ejecuta la operacién Qo gz”

SO OO OO OO OO HOO O OO

000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OOOTO0OT1IT®O0 og
000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0O0OO0OOQO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0O1TT1IO0O0OT1OQ0

(
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6 Por 1ltimo, se calcula el vector de salida y“, que como dice el Teorema 4.39,
siempre se recuperard correctamente

k m
y;j:ag Zﬁ<QU>ZJ>7\/ﬁ<QhJ7'ZJ> » VZ€{1727 7m}
j=1 h=1
y(f = Qy (17\/ (17070)) =y (17 1) =1
yg’ = Qy (07\/ (17070)) = Qg (07 1) =0
ygj = Qy (07\/ (17070)) =y (07 1) =0
1
De tal suerte que y¥ = [ 0 | = y! .". la recuperacién es correcta.
0

Tomemos ahora el caso para el cual el vector X¥ = x?

1 Se aplica la operaciéon Pogx®

0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 1 0

_ 0000 1 0

Posx® =10 000 || 1|7 |0
0000 0 0
1010 2
101 1 9
0000 0
0000 0
1110 3
0000 0

2 Calculo del vector de transicién t¥. En este ejemplo podemos apreciar lo estable-
cido en el Lema 4.58.
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ag (0,3) 0
ag (0,3) 0
ag (0,3) 0
ag (0,3) 0
ag (0,3) 0
ag (0,3) 0
ag(0,3) 0
t¥ = Qg (07 3) — 0
ay(0,3) 0
ag (0,3) 0
ag(2,3) 0
ag(2,3) 0
ag (0,3) 0
ag (0,3) 0
ay(3,3) 1
0,3) 0

3 Se define el conjunto H

n k n
H=<{h| thjsz = \/ Zpijiz? , de tal forma que
j=1 i=1 | j=1

H = {15}

4 Se calcula el cédigo de clase z*. Como se dijo en la demostracion del Lema 4.20,
entonces:

k
= 1 si si= A sn
i = heH
0 otro caso

3 11

zf =0 2% =0
22 =0 2i3=0
2 =0 23,=0
28 =0 255=1
2§ =0 25=0
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De lo anterior tenemos que

S OO OO OO OO oo oo

S - O

5 Se ejecuta la operacién Qogz®

eohelelalaoleolholhaleohohaBohaoRal i =

0000O0OO0OOOOOOOOO0OT1O0/|os
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0O0OO0OOQO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0O1TT1O0O0OT1OQ0

(
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6 Por 1ltimo, se calcula el vector de salida y“, que como dice el Teorema 4.39,
siempre se recuperard correctamente

k m
?/;U:ag Z/B(Qij,27>,v/B(th,Z]> ) vz€{1727’m}
j=1 h=1
Y1 = Oég (17\/ (17 170)) - a!] (17 1) =1
Yo = Oy (17\/ (17 170)) =y (17 1) =1
Yz = Oy (07\/ (17 170)) = Oy (07 1) =0
1
De tal suerte que y¥ = [ 1 | = y? .. la recuperacién es correcta.
0
Ahora sélo resta realizar la fase de recuperacién para el caso en que el vector
X = x3

1 Se aplica la operacién Pogx®

0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 0
0000 1 0
Pogge— | 0000 f f0 ) |0
0000 1 0
0000 1 0
1010 2
1011 3
0000 0
0000 0
1110 2
0000 0

2 Calculo del vector de transicién t¥. En este ejemplo podemos apreciar lo estable-
cido en el Lema 4.38.



4. Modelo propuesto 83

W WWWWWWwWWwWwwwwwwww
NSANGANGANGINGANGA NG I NSNS IS NGNS

t =

OCNOOWNODODOOOo0O0 0o oo

O O OO H OO DODODODOOOoO o oo

s}
AN AN AN AN AN AN AN N N N N N N N N N

3 Se define el conjunto H

n k n
H=<{h| thjsz = \/ Zpijiz? , de tal forma que
j=1 i=1 | j=1

H = {12}

4 Se calcula el cédigo de clase z*. Como se dijo en la demostracion del Lema 4.20,
entonces:

k
= 1 si si= A sn
i = heH
0 otro caso

3 11

zy =0 25 =1
22 =0 2i3=0
2 =0 23,=0
22 =0 215=0
2§ =0 25=0
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De lo anterior tenemos que

O OO O OO OO oo

S —H O O OO

3
N

5 Se ejecuta la operacién Qogz®

SO oo oo oo oo HO0 o0 oo

0000O0OO0OOOOOOOOO0OT1O0/|os
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TO0O0OO0OOQO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0O1TT1O0O0OT1OQ0

(
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6 Por 1ltimo, se calcula el vector de salida y“, que como dice el Teorema 4.39,
siempre se recuperard correctamente

h=1

S5 (0 ) o\ 8 () | e (2
j=1

y¥ =g (1,V (1,0,1)) = oy (1,1) =1
Y5 =g (0,V(1,0,1)) = ag (0,1) =0
y3_a9(17\/(7 )) Oég(l,l)zl
1
De tal suerte que y¥ = [ 0 | =y .". la recuperacién es correcta.
1

4.5. Ejemplo del modelo CAINN Optimizado

Con el fin de traer a un nivel ilustrativo todo el anterior bagaje matemético de-
sarrollado sobre el algoritmo CAINN, llevaremos a cabo el siguiente ejemplo. Para la
realizacién de este ejemplo, los patrones de entrada y salida son dados como sigue:

! 1 ! 1 ! 1

x! = yi=[ 0 |;x*= V=1 |;x}= yi=10
1 0 1 ; 1 |
0 0 1

Fase de aprendizaje

De acuerdo con los patrones mostrados previamente, podemos obtener los sigu-
ientes valores: n =4, m=3, p=3

1 Creacién de las matrices nulas P = [p;;] pxn =0

Q

0000
Pixn=10 0 0 0
0000
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2 Generacién de los cédigos de clase, como lo indica la Definicion 4.26.

1 0 0
7' = 0 7% = 1 7% = 0
0 0 1

3 De acuerdo con el Teorema 4.29 y el Teorema 4.30, se actualizan las matrices
de acuerdo con la regla de actualizacién propuesta

10 1
Ppxn=| 111
10 1

_ o O

1 11
Qusxp=| 0 1 0
0 0 1

4 Por el Teorema 4.31, generamos el vector columna s

Fase de recuperaciéon

En esta fase probaremos el algoritmo con los patrones del conjunto fundamental.
En este caso, sea X* = x!

1 Se aplica la operaciéon Pogx", dada la Definicion 4.32.

1 01 0 é 2
Pogx® = 1 110 o3 1 =1 2
1 01 1 0 2

2 Se define el conjunto H como dice el Teorema 4.35:

H =i zn: B (pij, 1) = \1’/ [ ”15 (phj,f;])]
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de tal forma que
H=1{1,2,3}

3 Por el Teorema 4.36 se calcula el c6digo de clase z¥

P
w_ 1 si ;= A sn
R = heH
0 otro caso

2 =1
25 = 0
zg5 = 0
De lo anterior tenemos que
1
z° =10
0

4 Finalmente, dada la Definicion 4.37, se ejecuta la operacion Qogz®

111 1 1
y'=(101 0 og 0 ] =0
0 01 0 0
1
De tal suerte que y* = [ 0 | =y .. la recuperacién es correcta.
0

Tomemos ahora el caso para el cual el vector X¥ = x2

1 Se aplica la operacién Pogx®, dada la Definicion 4.32.

1 01 0 1 2
Pogx®” = 1 110 og 1 =1 3
1 01 1 0 2

2 Se define el conjunto H como dice el Teorema 4.35:

H =i zn: B (pij, 1) = \1’/ [ ”15 (phj,f;])]
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de tal forma que
H={2}

3 Por el Teorema 4.36 se calcula el c6digo de clase z¥

p
w_ )1 si si= A sn
R = heH
0 otro caso

2 =0
zg =1
25 = 0
De lo anterior tenemos que
0
z¥ =11
0

4 Finalmente, dada la Definicion 4.37, se ejecuta la operacién Qo zz®

111 0 1
y'=(101 0 og| 1 |=11
0 01 0 0
1
De tal suerte que y* = | 1 | =y? .. la recuperacién es correcta.
0

Ahora sélo resta realizar la fase de recuperacién para el caso en que el vector
3

XY =x

1 Se aplica la operaciéon Pogx", dada la Definicion 4.32.

1 01 0 (1) 2
Pogx®” = 1 110 og 1 =1 2
1 01 1 1 3
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2 Se define el conjunto H como dice el Teorema 4.35:
n p

=550 00) = 0 | 000

j=1 h=1 |j=

de tal forma que

H = {3}

3 Por el Teorema 4.36 se calcula el cédigo de clase z¥

p
w_ )1 si si= A sn
Zp = heH
0 otro caso
2 =0
z5 = 0
zg =1
De lo anterior tenemos que
0
z2 =10
1

4 Finalmente, dada la Definicion 4.37, se ejecuta la operacion Qogz®

111 0 1
y“=10 10 og 0 ] =0
0 0 1 1 1
1
De tal suerte que y* = | 0 | =y3 .. la recuperacién es correcta.



Capitulo 5

Resultados y discusién

Es en este capitulo donde se pone en evidencia la eficacia de la red neuronal Alfa-
Beta sin pesos al recuperar y clasificar patrones. Se llevaron a cabo una serie de
experimentos que ilustran el comportamiento de este modelo.

FEn la seccién 5.1, se describirdn brevemente las bases de datos que fueron utilizadas
para esta fase experimental. Dichas bases de datos, estdn disponibles al ptiblico en
general en el repositorio de bases de datos de la Universidad de California en Irvine
(UCI Machine Learning Repository) [67].

En la seccién 5.2, se muestran los resultados obtenidos para los indices de recu-
peracién de patrones del conjunto fundamental.

De igual forma, en la seccién 5.3 se presenta el desempeiio alcanzado por el algo-
ritmo al momento de realizar clasificacién de patrones.

5.1. Bases de datos y equipo utilizado

Durante la realizacién de esta fase de experimentacion, se usaron dos conjuntos de
datos que fueron tomados de [67]. En estas bases de datos, cada renglén representa
un patrén, y cada patrén estd dividido en columnas que indican la clase a la cual
pertenece cada uno de éstos, asi como sus caracteristicas propias.

5.1.1. Iris Plant Data Set

Esta es, probablemente, la base de datos mas conocida que se encuentra dentro de
la literatura del reconocimiento de patrones. El conjunto de datos contiene 3 clases
de 50 instancias cada una, donde cada clase hace referencia a un tipo de planta de
iris: Iris Setosa, Iris Versicolor e Iris Virginica. Cada patrén que representa una planta
de Iris tiene 4 atributos mas uno que representa la clase. En esta base de datos una
clase es linealmente separable de las otras dos; pero estas ultimas no son linealmente
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separables entre si, los rasgos que representan el largo y ancho de los pétalos estan
altamente correlacionados. La Tabla 5.1 nos muestra la forma en cémo se compone
cada patrén en este conjunto de datos.

Caracteristica Descripcién
1 Clase: 1: Iris Setosa, 2:Iris Versicolor, 3:Iris Virginica
2 Largo del sépalo en centimetros
3 Ancho del sépalo en centimetros
4 Largo del pétalo en centimetros
) Ancho del pétalo en centimetros

Tabla 5.1: Caracteristicas del primer conjunto de datos usado

5.1.2. Contraceptive Method Choice Data Set (CMC)

Este conjunto de datos consiste en un subconjunto de la Encuesta Nacional de
Control Anticonceptivo en Indonesia en 1987. Cada uno de los patrones representa
informacién acerca de una mujer casada que no estd embarazada, o por lo menos
ignora estarlo, al momento de la entrevista. Esta base de datos fue utilizada para
predecir la eleccién en el uso de métodos anticonceptivos en mujeres, tomando en
cuenta sus caracteristicas socio-econémicas y demograficas. Estos datos se agrupan en
3 clases: la clase 1 para quienes no usan algin método con 629 patrones; la clase 2 para
quienes usan un método a largo plazo con 333 patrones y la clase 3 para aquellas que
usan un método a corto plazo con 511 patrones, sumando un total de 1473 patrones
cuyas caracteristicas son ilustradas en la Tabla 5.2.

Caracteristica Descripcion
1 Clase
Edad
Grado educativo
Grado educativo de la pareja

Cantidad de nifios ya concebidos

Religién
Trabajo
Ocupacién de la pareja
Indice del estdndar de vida
Riesgo de vida

O O[O =W N

—_
=)

Tabla 5.2: Caracteristicas del segundo conjunto de datos usado
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5.1.3. Equipo de cémputo utilizado

Los experimentos se realizaron en una computadora personal, que cuenta con un
procesador Intel Pentrium D a 3.40 GHz, 2048 MBytes de memoria RAM y 109.5
GBytes de espacio libre en disco duro. Se usé el sistema operativo Windows XP Profe-
sional de Microsoft y se utilizé un software disefiado e implementado en Borland C++
Builder 6.0, ex-profeso para este fin.

5.2. Recuperacion de patrones

Para la realizacién de los experimentos, se tomaron en cuenta los mismos aspectos
para la recuperacién de patrones que han sido usados en la literatura, donde esencial-
mente lo que interesa es el indice de recuperacién correcta.

5.2.1. Recuperacion del conjunto fundamental completo

En primera instancia se probé6 el modelo de red neuronal Alfa-Beta sin pesos sobre
el conjunto fundamental completo para tratar de recuperarlo. Esto se llevé a cabo
al aprender el primer patrén y tratar de recuperarlo, aprender el segundo patrén
e intentar recuperar los dos patrones aprendidos, continuando de la misma manera
hasta haber aprendido e intentado recuperar el conjunto de aprendizaje completo.

Con el fin de obtener resultados confiables del indice de recuperacién que se obtiene
en ambos conjuntos de datos, este procedimiento se realizé 50 veces para cada conjunto
de prueba, y ademds, en cada una de estas ocasiones se seleccioné de manera aleatoria
el orden de los patrones del conjunto fundamental. De tal manera que para la Iris
Plant se realizaron 7,500 intentos de recuperacion y para la CMC se realizaron 73,650
intentos.

Una vez que este procedimiento de aprendizaje y recuperacién ha sido realizado,
se reportan los resultados en la Tabla 5.3, en la cual se obtiene el promedio de los
intentos de recuperacién, para cada uno de los conjuntos de prueba.

Iris CMC
ADAM | 9% 8%
CAINN | 100% | 100 %

Tabla 5.3: Indice de recuperacion del conjunto fundamental

Es por demaés claro que el desempeno de CAINN es altamente superior al alcanzado
por el modelo ADAM.
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Indice de recuperacion en Iris Plant
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Figura 5.1: Indice de recuperacion en Iris Plant

Los resultados de la Tabla 5.3, se muestran grificamente en la Figura 5.1 asi{ como
en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Indice de recuperacion en Contraceptive Method Choice

De igual manera, pudimos observar que ADAM sufre de problemas de saturacién
temprana, provocando que al realizar la fase de recuperacién existan condiciones de
ambigiiedad para los patrones involucrados, haciendo imposible su recuperacién, dado
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que una recuperacién correcta se da al recuperar todos los bits que conforman un
patroén.

5.2.2. Recuperacion del conjunto fundamental por particiones

Para realizar una segunda estimacién del desempenio del modelo CAINN, se llevé
a cabo la recuperacién del conjunto fundamental por particiones; esto consistié en
aprender el 70 % del conjunto fundamental e intentar recuperar el 30 % restante.

Con el fin de obtener resultados confiables del indice de recuperacién que se ob-
tiene en ambos conjuntos de datos, este procedimiento se realizé 50 veces para cada
conjunto de prueba seleccionando los patrones de manera aleatoria en cada una de
estas ocasiones; los resultados son reportados obteniendo el promedio de los intentos
de recuperacién para cada conjunto de prueba, y estdn reflejados en la Tabla 5.4.

Iris | CMC
ADAM | 17% | 12%
CAINN | 714% | 2%

Tabla 5.4: Indice de recuperacién por particiones 70 /30

Los resultados anteriormente expuestos, se muestran de manera gréfica en la Figura
5.3 y en la Figura 5.4.
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Figura 5.3: Indice de recuperacion en Iris Plant (70/30)
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indice de recuperacion en CMC
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Figura 5.2: Indice de recuperacion en Contraceptive Method Choice (70/30)

5.3. Clasificacién de patrones

Para la realizacién de los experimentos, se tomaron en cuenta los mismos aspectos
para la clasificacion de patrones que han sido usados en la literatura, donde esencial-
mente lo que interesa es el indice de clasificacién correcta.

5.3.1. Clasificacién del conjunto fundamental completo

Para realizar esos experimentos, se tomaron las mismas bases de datos utilizadas
para la recuperacién, con la diferencia de que para la clasificacién, cada uno de los
experimentos se llevé a cabo de la siguiente manera: primeramente, se tomaron de
manera aleatoria el mismo nimero de patrones de entrada para cada clase; esto con
la finalidad de obtener un conjunto de prueba balanceado. Posteriormente, se tomo
dicho conjunto de prueba para su clasificacion.

Con el fin de obtener un indice de clasificacién confiable, este procedimiento se
realizé 50 veces para ambos conjuntos de datos, y los resultados son mostrados en la
Tabla 5.5. Es pertinente mencionar que, si bien los indices de clasificacién en el modelo
ADAM mejoraron notablemente con respecto de sus resultados obtenidos para el pro-
ceso de recuperacion, los resultados para el modelo CAINN nuevamente aventajan al
modelo ADAM al realizar la clasificacién correcta del conjunto fundamental completo.
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Iris CMC
ADAM | 70% | 65%
CAINN | 100% | 100 %

Tabla 5.5: Indice de clasificacién del conjunto fundamental

Los resultados anteriormente expuestos, se muestran de manera grifica en la Figura
5.5 y en la Figura 5.6.
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Figura 5.5: Indice de clasificacion en Contraceptive Method Choice



5. Resultados y discusién 97

5.3.2. Clasificacién del conjunto fundamental por particiones

Para realizar la cuarta estimacion del desempenio del modelo de red neuronal Alfa-
Beta sin pesos, se llevé a cabo la clasificacién del conjunto fundamental por particiones;
esto fue llevado a cabo al aprender el 70 % del conjunto fundamental e intentar clasificar
el 30 % restante.

Con la finalidad de obtener resultados confiables para indice de clasificacién que se
obtiene en ambos conjuntos de datos, este procedimiento se realizé 50 veces para cada
conjunto de prueba seleccionando los patrones de manera aleatoria en cada una de
estas ocasiones; los resultados son reportados obteniendo el promedio de los intentos
de clasificacién para cada conjunto de prueba, y son mostrados en la Tabla 5.6.

Iris | CMC
ADAM | 58% | 42%
CAINN | 89% | 81%

Tabla 5.6: Indice de clasificacién por particiones 70/30

Los resultados expuestos en la Tabla 5.6 se muestran de manera gréfica en la Figura
5.7 y en la Figura 5.8.
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Figura 5.7: Indice de clasificacion en Iris Plant (70/30)
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indice de clasificacion en CMC

T 100 7
i 80 +
]
o |~ B CAINN
[T 60
i CaDAM
o 40 1
= 20
|:| =+

Figura 5.8: Indice de clasificacion en Contraceptive Method Choice (70/30)

Una vez teniendo los resultados anteriores, se realizé una comparacién con algunos
de los modelos reportados en la literatura. Para ello, en la Tabla 5.7 hemos incluido
los resultados obtenidos anteriormente, asi como los que han sido reportados en [68]
para Iris, y en [69] y [70] para Iris y CMC.

Iris | CMC
ADAM 58% | 42%
CAINN 89% | 81%

RAMP [68] | 97% -
STEP [68] | 7T7% -

SVM [68][69] | 96% | 54 %

KNN [68][69] | 96% | 48 %

MLP [68][69] | 95% | 53%
RM [69] 97% | 55%

C4.5 [70] 94% | 63%

C4.5+m [70] | 93% | 66 %

Tabla 5.7: Comparacion de los indices de clasificacion

Con respecto a la base de datos de Iris Plant, es claro que CAINN supera am-
pliamente a ADAM en cuanto al indice de clasificacién, superando también a la red
neuronal STEP, aunque ante otros clasificadores no presente tan buen desempeno
(RAMP, SVM, kNN, MLP, RM, C4.5 y C4.5+m), se aproxima a sus resultados. Esta
desventaja mostrada con respecto al dltimo conjunto de clasificadores es resarcida en
la base de datos CMC, en donde supera a todos los clasificadores incluidos en la tabla
por un margen de 15% de diferencia comparado con el clasificador C4.54+m, cuyos
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resultados fueron los més aproximados a los de CAINN. Por supuesto, este compor-
tamiento no es para nada extrano, puesto que el teorema del No Free Lunch [71][72]
nos indica que aun cuando un algoritmo de clasificacién sea muy bueno con ciertos
tipos de problemas, puede o debe no ser tan bueno con otros. Los resultados de esta
comparacién se grafican en la Figura 5.9.

Comparacion en la clasificacion
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Figura 5.9: Comparacion en el indice de clasificacion con otros clasificadores

Por otra parte, cabe mencionar que todos los algoritmos presentes en la Tabla 5.8,
y que muestran un mejor desempeno que CAINN con respecto a la base de datos
Iris Plant, tienen también una mayor complejidad siendo varios de ellos algoritmos
iterativos. Asf pues, a pesar de ofrecer un indice de clasificacién alrededor de un 5%
menor que dichos clasificadores, CAINN ofrece las ventajas de ser un algoritmo one—
shot y relativamente més simple.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Este ltimo capitulo consta de dos partes. Por un lado se presentan las conclusiones
a las que se ha llegado a partir de los resultados obtenidos en el presente trabajo de
tesis, las cuales reflejan la consumacién de los objetivos planteados al inicio de esta

investigacion.

Asi también, hemos de proporcionar algunos posibles trabajos que pudieran desa-
rrollarse en pos de continuar con las ideas propuestas en el presente trabajo, dando
la pauta para que futuros investigadores tengan elementos para seguir desarrollando

esta linea de investigacién.

6.1. Conclusiones

1. La proposicién y demostracién de un total de 9 definiciones, 7 lemas y 10 teore-
mas cuya finalidad es servir como fundamento para la caracterizaciéon y forma-

lizacién del algoritmo de redes neuronales Alfa-Beta sin pesos.

2. Se establecieron las condiciones suficientes que exhiben la recuperacién de pa-

trones del conjunto fundamental.

3. Se demostré mediante lemas y teoremas que la red neuronal Alfa-Beta sin pe-
sos denominada CAINN es capaz de recuperar y clasificar de forma correcta el

conjunto fundamental completo.

4. El desempeno que mostré este modelo, al realizarse los experimentos y estudios
comparativos sobre las bases de datos Iris Plant y CMC, es superior al alcanzado

por el modelo ADAM y otros modelos inmersos en la literatura.

5. Propuesta y fundamentaciéon de un algoritmo alternativo que optimiza el fun-
cionamiento de CAINN, tanto en la fase de aprendizaje como en la de recu-

peracion.

100
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6.

6.2.

Se redujo la dimensién desde 2" hasta p de las matrices y vectores que son
utilizados en CAINN, siendo n la dimensién de los patrones de entrada y p el
nimero de asociaciones en los patrones fundamentales.

La implicacién directa de la conclusién anterior es la disminucién en el tiempo y
operaciones requeridas para llevar a cabo las fases de aprendizaje y recuperacién
del algoritmo.

Trabajo a futuro

. Realizar experimentos de manera exhaustiva comparando los resultados obtenidos

con aquellos que presentados por otros algoritmos recuperadores y clasificadores
de patrones.

. Experimentar con modificaciones en los dominios A y B; esto con la finalidad de

buscar nuevos modelos que se basen en el marco tedrico creado por los operadores
ay pb.

La generalizacién del operador 3 para que, al igual que el operador «, también
acepte entradas en el dominio de los ndmeros reales R.

. La matematizacién del comportamiento del algoritmo ante patrones desconoci-

dos.

Realizar un estudio exhaustivo cuyo objetivo sea cuantificar el comportamiento
del modelo ante alteraciones en patrones fundamentales.

Llevar a cabo una comparacién, en cuanto a tiempo y densidad aritmética, entre
el modelo CAINN original y el propuesto en este trabajo.
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