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RESUMEN

La transformacion lineal es un tema de mucha importancia para las carreras de las
areas de fisica y matematicas en el nivel superior; su dominio requiere de una
correcta integracion de conceptos tedricos y practicos que en muchas de las
ocasiones se da de manera poco eficiente y por ello surge la dificultad en su

aprendizaje.

La presente investigacioén tuvo como finalidad identificar y comparar, bajo el marco
teérico de la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD) y de los modelos
intuitivos, las ideas, procedimientos, técnicas y teorias que los estudiantes
emplean cuando resuelven tareas especificas respecto a este concepto del
Algebra Lineal (AL).

Para analizar la informacion respecto de los conceptos que movilizan y aplican
los alumnos se ha empleado el método comparativo, el cual a través de sus
diferentes etapas nos da la oportunidad de conocer las semejanzas y diferencias
que muestran dichos estudiantes cuando dan respuesta a las preguntas

asignadas, referentes a la transformacion lineal.
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ABSTRACT

The linear transformation is a topic of a lot of importance for the careers of the
Physics and Mathematics areas in the superior level; their domain requires of a
correct integration of theoretical and practical concepts which are not in a very

efficient way in many of the occasions and for it arises it the difficulty in its learning.

The present research had as purpose to identify and to compare, under the of
theoretical framework of the Anthropological Theory of the Didactic thing (TAD) and
of the intuitive models; the ideas, procedures, technical and theories that the
students use when they solve specific tasks regarding this concept of the Linear
Algebra (AL).

Regarding the analysis of concepts that students need to know, to use and the
practice it is necessary to apply the comparative method which trough its different
stages it gives us the opportunity to know the likeness and differences that those
student show when they give answer to the specific questions about linear

transformation.
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INTRODUCCION

En el proceso de aprender conceptos matematicos, los estudiantes a su paso por
las instituciones educativas van adquiriendo conocimientos, como: experiencias,
procedimientos, técnicas; y en general obtienen una formacion académica que
van adaptando y aplicando segun sus necesidades para ir aprendiendo

conceptos mas complejos.

En particular los estudiantes de nivel superior de las areas de fisica y
matematicas, asi como de las ingenierias cursan dentro de sus mapas curriculares
al menos una asignatura de algebra lineal en la cual se aborda la Transformacién
Lineal (TL). Este tema ha sido relevante como objeto de estudio ya que en
diferentes investigaciones se ha observado que dado su nivel de abstraccién

representa dificultades en su aprendizaje para los estudiantes.

Con la intencién de conocer las causas de dichas dificultades sobre el aprendizaje
del tema es que se desarrolla nuestro trabajo, donde Ila idea fundamental es
identificar las técnicas, tecnologias y teorias’ que utiliza un grupo de estudiantes
para dar respuesta a tareas asignadas y con ello ganar elementos que
proporcionen informacion para comprender las problematicas a las que se
enfrentan estos estudiantes en el proceso de aprender el concepto de la

transformacion lineal.
En el capitulo 1 explicamos el objetivo de la investigacion.
Por otra parte, en el capitulo 2 se exponen algunas investigaciones realizadas que

se relacionan con este trabajo, comentando la metodologia empleada, los analisis

y resultados obtenidos.

! Las técnicas, tecnologias, teorias son elementos pertenecientes a la Teoria Antropolégica de lo
Didactico (TAD) que se describen en el apartado marco tedrico.
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En el capitulo 3, “Marco tedrico”, se discuten los elementos tedricos considerados
en este trabajo: la intuicién y los modelos intuitivos, de Fischbein (1987 y 1989) y

la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, propuesta por Chevallard (1999).

El método comparativo, que se ocupa en la investigacién, se explica en el capitulo
4, alli se realiza una descripcion de cada etapa de éste para identificar la funcion

que tienen en el analisis que se realiza.

En el capitulo 5 se muestran las conclusiones obtenidas, las cuales son resultado
de aplicar el método comparativo bajo las consideraciones tedricas de la intuicion
y la TAD.
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CAPITULO 1
OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

En la presente investigacién se utilizé el método comparativo para contrastar las
respuestas dadas por un grupo de estudiantes a seis preguntas relacionadas con
la transformacion lineal en R?. El propdsito de plantear la comparacion fue dar una

respuesta a la pregunta:

¢Cuales son las semejanzas o diferencias, en las concepciones que tienen
estudiantes de una institucion educativa concreta, respecto a la transformacion

lineal?

Una respuesta se puede encontrar al analizar los discursos de los estudiantes al
responder las preguntas, enfocando la “mirada” en reconocer y hacer explicitas las
similitudes y diferencias de, las tareas, técnicas, tecnologias y teorias que

manifiesten, si lo hacen.

Los términos: tarea, técnica, tecnologia y teoria, son retomados de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD), ver Chevallard (1999). Estos se discuten en

el marco teorico.

Para hacer explicitas las similitudes y diferencias entre esos elementos,
empleamos el método comparativo, se procedid utilizando el propuesto en

Raventos (1983), el cual es explicado en el apartado “Método”.

Las respuestas comparadas provienen de las transcripciones de preguntas
planteadas en entrevistas del trabajo de Molina (2004), por tal razén, al mirarlo
desde la perspectiva de la teoria antropoldgica no se perciben explicitamente cual

es la tarea, este asunto se discute en el marco tedrico.
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Tales preguntas son:

A) ;Qué entiendes por transformacion lineal?

B) Propdén un ejemplo de una transformacion no lineal y argumenta por qué es
no lineal.
C) ¢ Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores

de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2?7 Argumenta por qué.

; t B
f
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Figura 1 Figura 2

D) ¢Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los vectores

de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2?7 Argumenta por qué.
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Figura 1 Figura 2
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E) ¢(Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores

de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.
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F) ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores

de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2?7 Argumenta por qué.

&T 2
—

Figura 1 Figura 2
Estas cuestiones se han empleado para identificar las nociones intuitivas de
estudiantes, acerca de la transformacion lineal. Se realizaron entrevistas a jovenes
que recientemente habian terminado la carrera de licenciatura en ensefianza de la

matematica.

En forma natural surge las preguntas, ¢por qué se realizé esta investigacion?, o
concretamente, ;por qué nos resultdé importante realizar una comparacion entre
las respuestas de estos estudiantes? Este asunto se discute en el siguiente

apartado.
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JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

La transformacién lineal es un concepto muy importante dentro de los mapas
curriculares de varias carreras universitarias de las areas de fisica y matematicas,

como las ingenierias.

En diversos trabajos de investigacién se ha reportado que el algebra lineal tiene
asociadas muchas dificultades para su aprendizaje, dado su alto nivel de

abstraccion.

Una amplia revisién de este asunto se puede consultar en el trabajo de Andreoli
(2009) el cual se muestra al final en la seccién de anexos, donde se describen

los resultados obtenidos al realizar una investigacion al respecto.

Los estudiantes, en el proceso de aprender la matematica van dando significados,
construyendo ideas que relacionan con los conceptos. En ocasiones estos
significados estan relacionados con experiencias previas y con su intuicién, y

llegan a ser interpretaciones que difieren de los conocimientos formales.

La importancia que tiene conocer cuales son estas ideas e interpretaciones radica
en que permite obtener informacion para darles orientacion. Con esta informacion
un profesor podria ganar elementos para modificar su forma de dar clase y
procurar en el estudiante un aprendizaje apropiado acerca de un concepto
matematico. Pero ¢Cuales son las concepciones que sobre la Transformacién
Lineal tienen los estudiantes de una institucién educativa concreta, se asemejan o

difieren?, Un estudio comparativo podria dar una respuesta.

Consideramos que en el trabajo de Molina (2004) aunque se discute que los
entrevistados manifestaron en sus argumentos la presencia de ciertos modelos, no

se realiz6 un estudio comparativo detallado, por tanto la investigacion que
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proponemos complementaria el trabajo previo y nos da la oportunidad de probar el

método comparativo para analizar situaciones concretas.



Pagina |12

CAPITULO 2
ANTECEDENTES SOBRE APLICACION DEL METODO

En esta seccion se describe una investigacion en la que se aplica el método
comparativo para analizar producciones de estudiantes; aunque el tema
matematico es distinto, el trabajo nos resulta pertinente por la aplicacion que se
hace del método. Asimismo la revision de otras investigaciones que se han
realizado sobre el tema de la transformacion lineal en nuestra disciplina se pueden
consultar en la seccion de anexos, pues aunque tratan sobre la TL, pueden

romper la continuidad de la exposicion de las ideas.

La investigacion realizada por Martinez (2011) se enfocé a estudiar las dificultades
que alumnos enfrentan cuando resuelven problemas que se les plantean acerca
de calculo aplicado. Para obtener la informacion y analizarla se disefiaron
problemas y se aplicé un cuestionario a los estudiantes para posteriormente hacer

la recoleccion de los datos.

Los alumnos debian proponer una metodologia de solucion y argumentar las
razones por las que eligieron esa metodologia, valorar si los pasos que siguieron
les condujeron a la solucion y si ésta fue correcta. Asimismo se buscé identificar
cuales eran los tipos de conocimientos que ponian en practica. A saber, de

aritmética, algebra, precalculo o bien procedimientos basicos de calculo.

El objetivo de la investigacion fue identificar las diferencias metodoldgicas y
cognitivas en los procedimientos utilizados por alumnos al resolver problemas de
célculo aplicado, la investigadora aplicoé la metodologia de comparacion propuesta
por Raventos (1983), en el siguiente parrafo se explica su interpretacién del

método.

Dicha metodologia consta de 4 etapas: En la descripcion se proporciona un

conocimiento amplio y completo de lo que se pretende comparar; en este caso el
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tipo de conocimientos aplicados (aritmética, algebra, precalculo o bien
procedimientos basicos de calculo ) lo que fue considerado como el objeto de
comparacion, esto se logra mediante su observacion, el estudio de la informacién
que se tiene respecto a él y el contacto personal con el mismo; la interpretacion,
aqui se pretende detectar y por consiguiente eliminar errores, analizar e interpretar
la informacion surgida en la etapa anterior. Esto con el fin de explicar las causas y
factores que dieron origen o que afectan los objetos de comparacién; la
yuxtaposicion, en esta etapa se relaciona y se confronta toda la informacién sobre
los objetos de comparacion, su finalidad es establecer una hipétesis que exprese
lo que suponemos provoca los hechos que nos interesa explicar, una respuesta
anticipada o la posible solucién que creemos pueda satisfacer a las preguntas
iniciales; y por ultimo la comparacion, es donde se valoran, se critican y por
consecuencia se extraen conclusiones de la informacién, de las explicaciones a
los objetos de comparacion, arrojada en las anteriores etapas (Martinez, 2011,
p.32).

Los resultados obtenidos en esta investigacion son que los alumnos mostraron
diferencias significativas en el contexto cognitivo ya que algunos de ellos
emplearon soélo una parte de sus conocimientos previos como aritmética, otros
utilizaron ademas algebra y precalculo y s6lo uno aplica el calculo; sin embargo se
pudo comprobar que aunque existe una diferencia importante en los métodos
aplicados entre alumnos principiantes y los de semestres avanzados; estos
ultimos aplican mejor los conocimientos previos pero no tienen una preparacion
matematica bien fundamentada ya que mostraron errores al aplicar sus
conocimientos.

A través de esta metodologia el investigador tuvo la oportunidad de observar,
detectar, valorar y determinar tanto las diferencias como las semejanzas en las
procedimientos empleados y los procesos cognitivos que mostraron los
entrevistados con lo cual, para nuestro trabajo aporté el conocimiento sobre la

aplicaciéon del método comparativo.
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CAPITULO 3
MARCO TEORICO

Como se menciond, el propésito de esta investigacion es reconocer y hacer
explicitas las similitudes y diferencias de las tareas, técnicas y tecnologias que
manifestaron los estudiantes al responder preguntas relacionadas con la
transformacion lineal en R?. Estos términos son retomados de la teoria
antropoldgica de lo didactico, y son elementos de lo que Chevallard (1999) llama

praxeologia matematica; que a continuacion los explicamos.

Tareas y tipos de tareas

Las tareas (y los tipos de tareas) en el contexto de la escuela, son consignas que
se solicitan para que lleve a cabo el alumno, y éstas se expresan mediante un
verbo.

En el siguiente ejemplo, la tarea no es explicita por el marco tedérico en que fue
construida la pregunta, sin embargo, visto desde la TAD, la tarea consiste en que
el estudiante produzca una técnica, algoritmo, una demostracién o bien un
discurso tecnoldgico en el cual fundamente y su respuesta del por qué si o por

qué no, existe una Transformacion Lineal.

¢ Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la

Figura 1 en los vectores de la Figura 2?7 Argumenta por qué.
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Tarea 1
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Ahora bien, un tipo de tarea T es un trabajo no tan especifico como la tarea t y se
expresa también con un verbo: “Verificar la existencia de la transformacion lineal”.
La tarea t tiene cabida en el tipo de tarea T y se puede decir que t € T. Por otra

parte, la expresién “Verificar” se considera un género de tareas.

Por ultimo, tareas, tipos de tareas, géneros de tareas no son datos de la
naturaleza, son “artefactos”, “obras”, construcciones institucionales, cuya
reconstrucciéon en tal institucion, por ejemplo en tal clase, es un problema

completo, que es el objeto mismo de la didactica, Chevallard (1999).

Las técnicas

Una tarea para ser realizada requiere de una manera de hacerla, a esto se le
llama técnica. Por ejemplo, la tarea 1, mencionada en el apartado anterior podria
ser resuelta analizando si en la situacidn presentada se cumplen las dos
propiedades que definen la transformacion lineal: si k es un escalar, T(kA) =
kT(A)yT(A+ B) =T(A) + T(B). Dado el planteamiento, aqui las propiedades de
la TL son parte de una técnica para resolver estos tipos de tareas, esta

consideracion conduce a plantear la siguiente pregunta:

* ;Qué elementos de la praxeologia relativa a esta tarea emergen en las

respuestas que dan los estudiantes a ella?

Las tecnologias
“Se entiende por tecnologia, y se indica generalmente por 6, un
discurso racional —el logos- sobre la técnica -la tekhné-t, discurso
cuyo primer objetivo es justificar “racionalmente” la técnica t, para
asegurarse de que permite realizar las tareas del tipo T, es decir,

realizar lo que se pretende.
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El estilo de racionalidad puesto en juego varia por supuesto en el
espacio institucional y, en una institucién dada, al filo de la historia
de esta institucion, de manera que wuna racionalidad
institucionalmente dada podra aparecer... como poco racional en
otra institucién” (Chevallard,1999, p.226).

Por ejemplo, considerando la técnica de utilizar las propiedades de la TL para
realizar la tarea 1, una tecnologia para explicar por qué tal técnica funciona es el
siguiente discurso del profesor:

“Por la definicidon de transformacion lineal, debe existir la TL si se cumplen las dos

propiedades”.

Las teorias

Por esta nocion entendemos una explicacion detallada de las afirmaciones hechas
en el discurso tecnoldgico, una demostracidén matematica formal de la afirmacion
de que se trate. Estamos conscientes de que esta componente dificiimente
aparezca, por lo siguiente, las preguntas fueron planteadas desde el marco teérico
de la intuicién, por tanto promueven argumentos intuitivos, los cuales son distintos
a lo formal; segun las ideas de la intuicién que se retoman en el trabajo de Molina
(2004), los estudiantes tienden a preferir lo intuitivo que lo formal, por ello se
puede observar que en las respuestas a cada tarea asignada prevalecen el
argumento o discurso tecnoldgico que la demostracion formal que es lo que

corresponderia a la teoria bajo el enfoque de la TAD.

Por ejemplo la demostracién formal de la existencia de la TL en la tarea 1, viene a

ser la teoria:

Por construccion, se observa que B = kA, donde k es un escalar real y Ay B son
vectores en R2. Por otra parte, por construccion se observa que T(B) = wT(4), en

donde w es un escalar y T una transformacién en R?, T(4) y T(B) son imagenes
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de A y B bajo la transformacién T. Entonces T(B) = T (kA) = wT (A). De alli que si
k = w, se cumple la propiedad y la transformacién lineal existe, la construccion
sugiere que k = w.

Un procedimiento semejante se requeriria para verificar que se cumpla la

condicion T(A+ B) =T(A) + T(B).

En relacion a la intuicion y a los modelos intuitivos

Dado que este trabajo retoma elementos de la investigacion de Molina (2004), se
requiere la discusion de algunos de los términos tedricos empleados en ese
trabajo. Son una explicacion sobre la intuicion y modelos intuitivos propuestos por
Fischbein (1989, 1987).

Respecto a la intuicidon, Fischbein (1987) menciona que no hay estrictamente
definicion unica, y se refiere a este concepto en el sentido de que son las ideas
que las personas aceptan como ciertas porque les resultan evidentes por si
mismas, y no ven la necesidad de algun tipo de argumentacién para aceptarlas, a

este tipo de conocimiento le llamaremos conocimiento implicito.

El investigador llama modelos intuitivos a uno de los principales aspectos de la
cognicion tacita, la cual la entiende en el sentido de Polanyi?, como un proceso de
apropiacion del significado (otorgando un significado unitario sobre cierto
conglomerado de datos), y que esta basado en una actividad de integracion
basicamente tacita, es decir, que no se percibe directamente, pero que se puede

suponer o inferir.

Compartimos la opinién de Fischbein (1989) de que estas operaciones tacitas no
son inaccesibles a un analisis explicito, partiendo del supuesto que si el proceso
tacito de integraciéon conduce a una solucion incorrecta, el analisis de la solucién y

de los argumentos de quien resuelve permite explicar estas operaciones tacitas.

’ EL autor cita el trabajo de Polanyi, M. (1969). Knowing and being. Routledge and Kegan Paul: London.
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Segun Fischbein (1987, 1989) las nociones intuitivas poseen las siguientes
caracteristicas: evidencia, certeza intrinseca, perseverancia, son coercitivas,

tienen un estatus de teoria, extrapolacion y globalidad.

Acerca de los modelos

En relacion a los modelos, Fischbein entiende un modelo en el siguiente sentido:

Dados dos sistemas, A y B, B podria ser considerado un modelo de A
si, en la base de cierto isomorfismo entre A y B, una descripcion o una
solucion producida en términos de A puede ser reflejada

consistentemente en términos de B y viceversa (Fischbein, 1989, p.9).

De acuerdo con las investigaciones hechas por el autor, menciona que cada que
una persona se enfrenta a una nocion que es intuitivamente inaceptable, tiende a
generar inconscientemente y en algunas otras ocasiones de manera deliberada,

un sustituto de esa nocidon mas accesible, los cuales llama modelos intuitivos.

Comentaremos algunos de estos modelos relativos a la transformacion lineal.

Aquellos modelos que las personas crean de manera consciente, para facilitarse
la comprension o la solucion de un problema, son llamados modelos explicitos.
Por ejemplo, esta es una representacion de una transformacion lineal en la que

que rota y expanden dos vectores:
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B T

A

Es un modelo explicito porque fue creado en forma consciente para representar
una idea concreta, el efecto de una transformacion lineal concreta sobre dos

vectores.

Sin embargo, segun estas consideraciones tedricas, existen otros modelos que las
personas se forman de manera implicita y que no son perceptibles directamente,
pero que presentan manifestaciones que hacen suponer su existencia, porque
ejercen influencia sobre el entendimiento de las cosas, son los que se han llamado

anteriormente: modelos intuitivos implicitos o tacitos.

Esta distincion de modelos intuitivos tiene una relevancia importante dentro de
nuestra investigacion, pues estos modelos ejercen influencia implicitamente en el

entendimiento matematico del estudiante.

En Fischbein (1987) se menciona que estos modelos llegan a interferir, sustituir,

distorsionar o se imponen al conocimiento formal.

Esta influencia no sélo se da en los niveles elementales de educacién sino que va
prevaleciendo a lo largo de su formacion. Para mostrar la importancia que ejercen

estos modelos implicitos citamos el siguiente caso:
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Por ejemplo, en el trabajo de Molina (2004) se describe cdmo un estudiante piensa
que la transformacion lineal afecta en forma semejante a todos los vectores del
plano, de tal manera que si se le mostraba una figura como la siguiente (Ver

Figura 1):

Figura 1 Figura 2

Dicho entrevistado para contestar la situaciéon planteada, procedié aplicando una
transformacion lineal, digamos una expansién, consideraba que ambos vectores

aumentarian de tamafo, como se muestra en la figura 2.

Esta idea es compatible con este tipo de transformaciones lineales, sin embargo,
cuando se le preguntaba si podria existir una transformacién lineal que mapeara
los vectores de la figura 3 en los vectores de la figura 4, el estudiante respondié
inmediatamente que no, pues habia un vector que no se movia (el vector B) y que

la transformacion deberia afectar a los vectores en la misma forma.

>

i &1

Figura 3 Figura 4

Esta idea del estudiante, que la transformacion lineal afecta en forma semejante a
todos los vectores del plano es una de esas reglas de su modelo intuitivo, y fue la

causante de que el estudiante negara la existencia de la transformacién lineal.
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Modelos paradigmaticos

Un rasgo de los modelos paradigmaticos es que estos objetos pertenecen a la
clase que se quiere representar, y que tienen rasgos comunes (y especiales) a la
clase completa. Por ejemplo “agua” actia como modelo para los liquidos, en el
sentido de que, para que algo se considere liquido debe comportarse como agua
(Fischbein, 1987).

Nuestro interés en este tipo de modelos es porque segun los resultados del trabajo
de Molina (2004), los estudiantes tienen un modelo paradigmatico de la

transformacion lineal considerada.

Considerando los graficos de la figura 3 y 4, para los estudiantes la transformacion
involucrada no era considerada lineal, porque no la podian expresar en términos
de expansiones y rotaciones (o ambas), caracteristicas que podrian ser los rasgos

del modelo paradigmatico en los estudiantes.

El autor habla de que los modelos tacitos poseen rasgos bien definidos que se han
identificado: no son estructuras de pensamiento aisladas, tienen coherencia, son
practicos, son mejor entendibles) o simplificaciones del concepto original. Estos
modelos prevalecen a lo largo del tiempo e influyen en educacién formal de los

estudiantes.

Sin embargo los modelos intuitivos suelen ser modeladores imperfectos que
pueden llevar a dificultar el aprendizaje de la matematica, lo mencionado

anteriormente es un ejemplo de ello.

TAD e Intuicién
Como se observa en el apartado anterior, se esta haciendo referencia a dos

enfoques tedricos distintos. Unas preguntas que surgen son: ¢jpor qué se estan
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considerando estas dos teorias? ;Qué estan aportando al trabajo? A continuacién

expondremos esos asuntos.
En el apartado de “Justificacién de la investigacidon”, planteamos la pregunta:

¢ Cuales son las concepciones que sobre la Transformacion Lineal tienen los

estudiantes de una institucién educativa concreta, se asemejan o difieren?, Un

estudio comparativo podria dar una respuesta.
En primer lugar, las ideas intuitivas que los entrevistados presentan se pueden

analizar de manera indirecta a través de las respuestas que han dado a cada una

de las tareas asignadas3. Es aqui donde empleamos elementos de la TAD, pues

permite organizar la informacién de nuestro estudio.

Partimos de considerar cada una de las preguntas de la entrevista’ como tareas

que se han planteado a los estudiantes, por ejemplo:

¢ Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de

la Figura 1 en los vectores de la Figura 2?7 Argumenta por qué.

4 B

f

B (T ? A

/ o L-".:;‘

A
V ; ;
Figura 1 Figura 2
Tarea C

®Esto se discutié en la seccién “En relacion a la intuicion y a los modelos intuitivos” citando a
Fischbein (1989, p.9).

*Estas preguntas se muestran en la seccién “Objetivo de la investigacion”.



Pagina |23

Por otra parte, se considera a las respuestas que dieron los estudiantes a la Tarea
C, como una solucién a la tarea. Entonces una pregunta en el marco de la TAD es
¢ qué elementos de la praxeologia relativa a esta tarea emergen? Supusimos que

surgirian tareas, técnicas, tecnologias y teorias.

Un estudiante al dar una respuesta o justificacion a la Tarea C, podria usar una
demostracién formal (la cual la consideramos como teoria); al aplicar un
procedimiento en que muestre como resuelve la Tarea C, haria explicita una
técnica. Si el estudiante pone un ejemplo con intencién de verificar su solucion,

esto podria ser considerado como una tecnologia relativa a la Tarea C.

Entonces, de las respuestas que dan los entrevistados, pueden identificarse
cudles son aquellas técnicas, tecnologias o teorias relativas a las tareas. Luego
con estos términos: tareas, técnicas, tecnologias y teorias se da una respuesta a
la pregunta ¢ Cudles son las ideas que sobre la Transformacion Lineal tienen los
estudiantes de una institucion educativa concreta, se asemejan o difieren?, pues al
comunicar las respuestas el estudiante hace referencia a modelos explicitos y
usos de la TL, suponemos que a través de “mirar’ los modelos explicitos que
manifiestan los estudiantes en sus argumentos podemos inferir informacién sobre

las ideas implicitas que ellos pueden tener.

Por otra parte también aporta criterios de analisis, para establecer una

comparacion (esto se explica en el apartado método).
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CAPITULO 4
METODO COMPARATIVO

Para abordar el problema consideramos necesario hacer explicitas las similitudes
y diferencias entre los elementos de la praxeologia relativa a las tareas asignadas
a los estudiantes. Para ello empleamos el método comparativo, propuesto en
Raventos (1983), el cual es explicado en este apartado. Es necesario definir
algunos términos importantes. El primero de ellos es comparar, lo entendemos
como “fijar la atencién en dos o mas objetos para descubrir sus relaciones o
estimar sus diferencias o semejanzas” (Real Academia de la Lengua, 2009), por
otra parte por comparacion entendemos al método con el cual comparar, y a

continuacion exponemos.

Consideramos el método de la comparacion siguiendo ideas de Raventos (1983),
quien hace una exposicion de este método al ser aplicado en la educacion, el
autor senala que esta herramienta no se limita a las ciencias sociales, sino que

puede ser empleado en diversos ambitos.

Raventos (1983) resalta dos aspectos de la comparacién, por una parte “la
considera como un proceso en el que se unen diversas actividades de descripcion,

de analisis y de coordinacion.

Todas ellas forman parte de un conjunto o sistema de interrelaciones...”, por otro

lado la considera en un sentido dinamico, funcional, y de coordinacion.

En su trabajo el autor presenta caracteristicas que fundamentan la comparacion,
sin embargo, en virtud de lo particular del proyecto que nos ocupa, retomamos
sblo algunas de las caracteristicas que son de utilidad siguiendo la pauta del

trabajo de Rosas (2011) quien utiliza esté método en otro estudio.

Los parrafos siguientes describen las bases relacionadas con nuestro trabajo:
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1. Toda comparacién contiene una concepcion aprioristica de desigualdad o

diferencia.

Asumimos que las nociones que los estudiantes manifiestan son distintas. Estas
diferencias podrian deducirse en términos de las tareas, técnicas, tecnologias y

teorias que ellos asocien a las tareas que resuelvan.

2. Cualquier comparacion debe contar de forma indispensable con unos
criterios, ya sean cuantitativos o cualitativos o ambos al mismo tiempo, en
funcién de los cuales sea posible ordenar y relacionar las diferentes

variables objeto de estudio.

Los criterios que consideraremos son: la tarea, la técnica, la tecnologia y la teoria

relativa a cada una de las respuestas de las preguntas que se analizan.

Raventos considera cuatro fases del método comparativo, las cuales abordaremos

mas adelante.

3. La comparacion tiene por finalidad el descubrimiento de las semejanzas, las

diferencias y las diversas relaciones que pueden establecerse.

4. La comparacion es una acciéon de pensar relacionado.
Este punto es muy importante, menciona Raventos; “aplicar la comparacién a
unos datos o hechos concretos sélo puede tener sentido auténtico si se les
considera en relacion con unos parametros o valores de caracter superior”, estos
parametros son: los elementos de la TAD retomados y la teoria de los modelos

tacitos de Fischbein (1989) discutida en nuestro marco tedrico.

5. La comparacién supone una afinidad.
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Consideramos que esta afinidad existe porque los datos analizados

pertenecen a integrantes de una misma institucién educativa.

6. La comparacion acostumbra a tender hacia una unificacibn o

generalizacion.

Esto se busca en la ultima fase de la aplicacion del método, al identificar entre lo
que se compara, aquellos elementos que se mantienen (por lo menos en

estructura).
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Fases del método comparativo

A continuacion se explicitan las fases del método comparativo.

Descripcion e interpretacion

En estas etapas procedemos a reunir informacién sobre aquello que deseamos
comparar. Antes de comparar necesitamos conocer los detalles de los objetos,

sistemas o productos susceptibles de ser comparados.

En lo que respecta al caso concreto de nuestra investigacion, en esta etapa se
considera el trabajo de Molina (2004), que describe y analiza las respuestas dadas

a preguntas de la entrevista aplicada por el investigador.

“La descripcion es el objetivo principal de la comparacion...Se trata aqui de
conseguir un conocimiento amplio y lo mas completo posible de aquello que se
pretende comparar... no debe pensarse uUnicamente en la comparacién de
sistemas educativos extranjeros; sino que en un sentido amplio, los fenémenos
educativos a comparar pueden ser de indole muy diversa: construcciones
escolares, niveles educativos, métodos de ensefianza, libros de texto, programas,

material escolar, teorias pedagdgicas...” (Raventos, 1983, p. 68)

En relacién a la interpretacion, se realiza una evaluacion de la fase anterior, es la
explicacion y comprension de factores y fuerzas que incidieron en los resultados,
este examen lo realizaremos desde el punto de vista de la TAD, lo cual nos
permitira organizar la informacion y determinar criterios para su posterior

comparacion.
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Yuxtaposicion

Esta etapa es propiamente comparativa, se trata de una etapa de caracter
relacionante en la que se confrontan estudios sobre aquello que se desea

comparar.

“‘En la yuxtaposicidon no interesan de forma individual los datos e
informes a que se hacia referencia anteriormente”. Se trata de una etapa
eminentemente relacionante, en la que se confrontan diferentes estudios
sobre aquello que se pretende comparar, a partir de lo que podriamos
designar como conjuntos paralelos.

Es precisamente en esta fase de la yuxtaposicidon cuando puede
detectarse de forma concreta el caracter unificador o generalizador que
hemos citado a propdsito de las caracteristicas que fundamentan la

comparacion...” (Raventos, 1983, p. 70).

Comparacion

En esta etapa se hacen explicitas las conclusiones de las fases anteriores, por

tanto su objetivo principal es el valorar y permitir extraer conclusiones.

“Puede senalarse que se trata mas bien de una etapa de sintesis que

de analisis” (Raventos, 1983, p. 71).
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Descripcion e interpretaciéon

A continuaciéon se muestran en la tabla 1 las preguntas que se han hecho en la

entrevista a los estudiantes a fin de conocer los elementos de la praxeologia que

aparecen en sus argumentos cuando contestan a tales cuestionamientos.

Por otra parte, se realiza la descripcidn e interpretacion de las respuestas

obtenidas, a fin de realizar posteriormente una comparacion con las respuestas

recopiladas.
Tabla 1
Criterios:
Tareas Identificar en la respuesta los elementos
praxeoldgicos.
En cada una de las preguntas nos
referiremos al entrevistado:
Esos elementos podrian ser identificados con
preguntas guia;
1. ¢Contesta con la definicibn de
transformacion lineal? Si ocurre esto, se
A) ¢Qué  entiendes interpreta que recurre a la teoria.
por transformacion
lineal?

2. ¢ Propone ejemplos? ¢ Cuales?
Por ejemplo, si da una férmula es de la forma

Tyl =[¢

Tﬁ] - [Z;] para {a, b, x, y; €R.

b11x
d [y] para{a, b, c, d, x, y} €R, 0

B) Propon un ejemplo
de una
transformacién no
lineal y argumenta
por qué es no
lineal.

1. ¢Propone ejemplos? ¢ Cuales?

2. ¢Recuerda las propiedades que debe
cumplir la transformacién para que sea
considerada lineal?

3. ¢Argumenta por qué su ejemplo no
cumple las dos propiedades del operador
lineal? Al responder podria mostrar una
técnica, al dar su respuesta.

Las siguientes tareas tienen asociada la pregunta:
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¢ Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

C)

@

A

Vel ,

Figura 1 Figura 2

* ;Reconoce que se puede cumplir la propiedad T (kv) = kT (v) donde k es
un escalary v un vector en R?? si es asi, utilizaria una teoria.

* Explica la forma en que afecta la transformacion lineal a los vectores de
la figura 1? Aqui podria mostrar un a técnica y una tecnologia.

D)

= -
A

Figura 1 Figura 2

* ¢ Reconoce la existencia de la transformacién lineal? ; Cémo?
En esa respuesta podrian ser identificados los elementos de interés.

E)

[
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Figura 1 Figura 2

¢, Reconoce la existencia de la transformacién lineal? ; Cémo?

F)

LT 2
—

Figura 1 Figura 2

¢ Reconoce la existencia de la transformacién lineal? ; Cémo?
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Descripcion e interpretacion de las respuestas dadas por los estudiantes

Entrevista 1

GRIS

A) ¢Qué entiendes por transformacioén lineal?

Descripcion
Ante esta pregunta la estudiante contesta:

G1.¢,Una transformacioén lineal?, para mi es una conversion de un conjunto de
vectores a otro conjunto, en el cual pues, eh, vamos a hacer una transformacion,
como una serie de operaciones, que van a ser, este, efectuadas sobre un primer
vector para que te dé otro vector en otro campo, en otra base, bajo esa

transformacion.

Interpretacion

En la respuesta se puede observar lo siguiente: la alumna con la expresion “una
conversion de un conjunto de vectores a otro conjunto”, esta reflejando una tarea que
hace con la TL; No la lleva a cabo porque no se le solicita especificamente por ello es
comprensible que no aparezca una demostracion o definicion bien fundamentada en las
propiedades que deben cumplirse; con la expresion “como una serie de operaciones”
indica la técnica con la cual realiza la tarea. La teoria no se identifica como la

consideramos, sin embargo es aludida.

B) Propén un ejemplo de una transformacién no lineal y argumenta por qué
es no lineal

Descripcion
La entrevistada contesta en este caso:

G 10: Estoy pensando por ejemplo en x* en lugar de x nada mas, haciendo referencia al

N xX+y
la x de la primera componente del ejemplo dado.

i X, x+3 - ,
ejemplo v = y (senalando con el marcador) que agregaria el exponente 2 a
1
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Interpretacion

Aqui la técnica que describe el estudiante para realizar esta tarea consiste en agregarle
un exponente 2 a al ejemplo de transformacion lineal que habia dado en una pregunta
previa.

Por la respuesta obtenida, se puede percibir que, para que no se cumpla la linealidad
deben en la representacion algebraica deben aparecer términos de grado mayor a uno,
esa podria ser una tecnologia que justifica la técnica anterior. En los modelos explicitos
estudiados en la escuela relacionados con lo lineal, esa es una de las caracteristicas
distintivas.
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C) ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumente por qué.

. B
f
Ay 3 -
/ »
Figura 1 figura 2

Descripcion

En esta respuesta, la entrevistada afirma que si existe la transformacion lineal
explicando:

G 58: Si por ejemplo a este componente yo lo multiplico por dos (sefala el vector A en la
figura 1), el otro también lo multiplico por 2 (sefala el vector B en la figura 1), pues va a
tener la misma inclinacion, aja, lo mismo para las componentes en y, entonces considero
que si podria haber una misma combinacién lineal aplicadas a estos dos que me den
estos al mismo tiempo. Por simple vista porque estan alineados, esa seria mi razon para
pensar que si hay.

Interpretacion

La estudiante en la expresion “este componente yo lo multiplico por dos, el otro también lo
multiplico por 2 ”, la entrevistada muestra la técnica de solucién, que puede resumirse
como: multiplicar por el escalar 2 los componentes de cada vector de la figura 1.

En la frase “ Por simple vista porque estan alineados”, sugiere una tecnologia, el discurso
que valida su técnica.

En este momento de la entrevista no se amplia la discusion acerca del término
combinacion lineal, mas adelante en la entrevista se aclara que simplemente equivocé el
término, y en realidad se referia a una TL.

D) ¢Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los
vectores de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por
qué.

& s £ o ot
\ |
Figura 1 Figur; 2

Descripcion
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En esta pregunta se obtuvo la siguiente explicacion:
G 145: Estoy tratando de analizar el comportamiento del vector Ay el B;
G 147: Es que estoy pensando como si las transformaciones fueran multiplicar una

ax
componente por un escalar (escribe ky ), PEro no siempre va a ser eso.

Una transformacion lineal no siempre va a ser de este tipo, o sea, el simple multiplicar
por un escalar, y eso si como que me, crea, me causa un poco de conflicto con lo que
estoy tomando como una transformacion lineal para mostrar nada mas el aumento o la
disminucién de los vectores.

Entonces supongo que me lleva a pensar que si podria existir, o sea, si me voy con eso,

de simplemente el aumento y disminucién de los vectores, de las longitudes x, y, sus
componentes, pues si, ¢no? pero igual puede ser una transformacion lineal no sélo de
este tipo, si no que hay otras formas de transformacion lineal.

Interpretacion

La técnica empleada para dar respuesta a esta tarea es la misma que en el caso anterior,
multiplicar por escalares las componentes de los vectores de la figura 1. Un elemento
tecnolégico asociado a esta técnica podria reflejarse en la expresidon “si me voy con eso,
de simplemente el aumento y disminucién de los vectores”, porque es la justificacién del
por qué se ha de multiplicar por escalares. El estudiante esta consciente de que puede
haber otros tipos de TLS.

E) ¢Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los
vectores de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por
qué.

LT 2 A
—_—

Figura 1 Figura 2

Descripcion
G165: en este caso la respuesta fue, No [...] no., complementando con la siguiente frase:

G 167: Por ejemplo, aqui seria algo, cero, y aqui seria, cero y algo(escribe las
coordenadas (4,0) Y (0,b) para el vector B y A respectivamente en la figura 1), si a éstas
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yo le aplico operaciones, una transformacion (sefiala su expresion (4,0) ), como éste va a
. ., 2x+3 , .
ser cero (sefala el cero de su expresion (a,0)), T aca siempre va a ser cero,
3y
¢no7?.

Al iniciar un dialogo sobre el argumento dado, replantea su idea y cambia su respuesta,
diciendo:

G171:  jA no!, claro, estaba confundiendo, aqui a quien debo mantener en cero es x

(senala el cero en sus expresiones) aunque si podria haber una transformacion lineal,
porque aunque aqui se conserve el cero (sefiala (a,0)).

Interpretacion

Aqui se observa que para dar la respuesta, se lleva a cabo la aplicacion de la misma
técnica referente a la multiplicacién por escalares.

F) ¢ Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

&T 2
—1%>

Figura 1 Figura 2

Descripcion

Aqui la respuesta obtenida fue:

G 179: Estoy tratando de ver como este (sefala un vector dibujado sobre el eje x en la
figura 1 y que corresponde con el lado del cuadrado) vector va a llegar a ser éste (sefala
el vector dibujado sobre el eje y en la figura 1), de qué manera se puede conseguir que
sea este vector, no? [...] Si, si podria ser.

Y sostiene su argumento apoyandose de una operacion donde explica:

G 183: Si podia dar una combinacion lineal para los dos vectores, una transformacion
lineal, perdon, donde seria para las componentes en x multiplicarlo por un valor
fraccionario, por decir un medio y para las y multiplicarlo por un numero entero, o un

y

X

ndmero mayor que uno, podria ser dos (escribe T 2 ), entonces si podria yo conseguir
2y

esto; y, entonces si, si podria yo tomar una transformacion lineal.

Interpretacion

Aqui el estudiante utiliza la misma técnica para realizar la tarea, la multiplicacion por
escalares y propone un modelo explicito para ello.
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Entrevista 2

FABI

A) ¢Qué entiendes por transformacioén lineal?

Descripcion
Aqui la respuesta fue:

F4: Lo unico que pude captar de transformaciones es que eran operaciones, era: tu tienes
un [...] conjunto aca (con la mano izquierda sefala en el espacio una region) de vectores y
[...] tienes aca (con la mano derecha sefala otra region en el espacio) otro conjunto,
entonces a este conjunto (el de la mano izquierda) le puedes aplicar una transformacion y
lo pasas a otro (el de la mano derecha) [...] cdmo se podria decir [...] e, si a otro conjunto,
a otro; como que le aplicas una funcion, asi lo veo. Complementa su respuesta diciendo:

F21: A bueno, pues [...] sé que debe de cumplir dos, dos condiciones ¢no?, o para que
sea una transformacion tenia que cumplir con la propiedad de la suma, y que multiplicado
por un escalar [...] mmm, bueno, la del escalar casi no lo domino, pero si sabia que tenia
que [...] cumplir con la funcion suma, algo asi, deberia tener una propiedad, la
transformacion.

Interpretacion

En este caso podemos observar que la estudiante responde en términos de lo que hace
con la transformacion lineal, transformar un conjunto de vectores en otro. La expresion
‘como que le aplicas una funcién” sugiere que la tarea es evaluar un conjunto de vectores
en una funcion. El argumento implicado es realizar operaciones aunque no especifica el
tipo o caracteristicas de estas operaciones. Puede percibirse un discurso tecnolégico que

le permite validar su explicacion, sin embargo ello no significa que domine el concepto.

Asimismo dentro de su respuesta hace referencia a algunos elementos de teoria, son: la
mencion de la propiedad de suma y la multiplicacién por escalar, sin embargo al no
hacerla explicita no cae dentro de la definicién que utilizamos, al restringirla y no usar la de
Chevallard.

B) Propén un ejemplo de una transformacién no lineal y argumenta por qué
es no lineal.




Pagina |38

Descripcion
La estudiante responde:

F34: jA ver!, mmm, no, de ese si no. O sea, no sabria como [...] cdmo expresar una
transformacion asi.

Tratando de indagar aun mas la razon por la que no puede tenerse un ejemplo de una
transformacién no lineal, la entrevistada dice:

F36: Te podria decir que es ésta (haciendo referencia a una transformacion que si es
lineal), pero te digo que me limito a los [...] a los ejemplos que estan en el libro.

Interpretacion

En este caso la estudiante no tiene el conocimiento acerca de las transformaciones no
lineales. Esto resulta interesante, sin embargo no nos permite ver elementos de la
praxeologia. La dificultad para dar respuesta posiblemente se deba a que es un tema que
no se profundiza en extenso en cursos de algebra lineal de su institucion, posiblemente es
una tarea no escolarizada.
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C) ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

. B
f
iT?
v —
A7
/ »
Figura 1 figura 2

Descripcion

En este caso la respuesta fue:

F81: Estos los veo como si fueran los vectores unitarios (sefiala los vectores de la figura
1).

Luego prosigue explicando:

F85:... hay no sé como expresarlo. Mmm, eh, por ejemplo multiplicarlo [...] este vector A
(de la figura 1) por algun, algun escalar, éste, para que me quede de esta longitud (el A de
la figura 2).

Interpretacion

Para realizar la tarea planteada, se hace referencia a la técnica de la multiplicacion por un
escalar, esto se percibe en la expresion “por ejemplo multiplicarlo”. La frase ”"los veo como
si fueran vectores unitarios”, podria reflejar una tecnologia relativa a la técnica. Porque en
algunos ejercicios de algebra lineal, multiplicando vectores unitarios se pueden generar
vectores del plano.

D) ¢Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los
vectores de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por

qué.
B LT?
e —> |\
\
Figura 1 Figura 2
Descripcion

Ante esta pregunta responde:

F227: O, o, 0, a ver, aqui veo que la rotaste y la hiciste mas grandota; diria que no habria
una transformacion lineal.

Si, no habria, porque le cambiariamos totalmente el sentido a la suma, o sea a la
direccién 4 no?, si, te diria que no habria.
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Interpretacion

La estudiante se apoya en una idea geométrica (la rotacion y la expansion). La
expresion “no habria, porque le cambiariamos totalmente el sentido a la suma” lleva a
considerar el discurso como una tecnologia que la estudiante desarroll6é para justificar su
respuesta. La estudiante desarroll6 el argumento “el sentido de la suma” en una
respuesta previa (no considerada en este andlisis), refiere a que el vector resultante de la
suma de los vectores involucrados en cada figura, debe tener el mismo angulo respecto
al eje x. Con base en lo explicado anteriormente, una técnica implicita en la resolucién de
esta tarea es verificar si se conserva “el sentido de la suma”.

E). ¢ Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

Figura 1 Figura 2

Descripcion

Aqui la entrevistada contesto lo siguiente:
F229: A ver, Ay B [..] Ay B acd me daria la [...] la suma, no, aqui no habria
transformacion lineal.

Al cuestionarle cudl seria la justificacion para que no exista la TL, argumenta:

F 231: Porque, aqui yo busco la suma [...] y me quedaria por aca ¢no?
(Y se apoya en el siguiente dibujo )

-

¢ --%
" .

[ 4

Figura 1

Complementa su explicacion:
...Y aparte [...] bueno, cuando yo lo multiplico por algun escalar [...] no me quedaria aca, o
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sea, no podria hallar algo que me dé esto, estos dos vectores, a menos que haya alguna
proyeccion o algo.

Interpretacion

La estudiante utiliza la técnica de verificar si la suma de los vectores de la figura uno
tienen el mismo angulo que la suma de los vectores de la figura 2, lo que llama “el sentido
de la suma”, la cual la consideramos una tecnologia. Otra técnica que se observa es la de
multiplicar por escalares las componentes de los vectores en la figura 1.

F). ¢ Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

¢T?
—

>

Figura 1 Figura 2

Descripcion

Ante esta pregunta, la estudiante solicita mas informacion, preguntando si tienen la misma
area ya que contesta:

F242: Porque para que yo pueda, para aplicar una transformacion tendria que ser una
que tenga la misma area [...] solamente que haga que crezca, o que le cambie de forma,
multiplicarlo por algo para que me lo cambie de forma. Por ejemplo si es 4 por 4 yo
multiplico 8 por 2 para que me quede, ahi si, si tienen de la misma area si.

Interpretacion

Los modelos explicitos utilizados en esta tarea, sugieren que las figuras 1 y 2 tienen la
misma area, esto fue notado por el estudiante, entonces la conservacion del area se
vuelve un factor que determina su técnica, se desempefia como tecnologia. La técnica
para resolver la tarea es multiplicar por escalares las componentes de los vectores en la
figura 1, de tal forma que se conserve el area. Si lo puede hacer, entonces afirma la
existencia de la TL.

Entrevista 3

NAYE

A) ¢Qué entiendes por transformacién lineal?

Descripcion
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En este caso tenemos como respuesta:
N2: Es, es una funcién que te manda de un espacio vectorial a otro, y bueno, para que sea

una transformacion lineal debe separar sumas y sacar escalares.

Al preguntar mas al respecto para comprender a lo que se refiere, ella empieza a definir la
TL por su notacién para lo cual escribe:

Tw+v)=Tw)+TW)Y T(Av)=AT(v), Yy dice al respecto; bueno ahi T es una funciéon que
manda de un espacio vectorial a otro (anota 7 : 1 — W), sefialando que u,v son elementos
de V y Aes un escalar.

al solicitarle un ejemplo , ella cita:

1 0

2 -1

I 0\/x
Ax =

(2 —1)(y)
Interpretacion

En este caso en la solucion a la tarea se puede percibir el elemento que corresponde a la
teoria dentro de la TAD, ya que al apoyarse en la frase: “es una funcién que te manda de
un espacio vectorial a otro, y bueno, para que sea una transformacién lineal debe separar
sumas y sacar escalares”, se identifica una concepcion bien argumentada acerca de la TL.
Esto se complementa con las definiciones que da. Aqui los elementos de teoria son:
funcion, espacio vectorial y las propiedades T+v)=Tw)+Tv) y T(Av) = AT(v) que

debe cumplir la transformacion para ser lineal.

B) Propéon un ejemplo de una transformacion no lineal y argumenta por qué es
no lineal

Descripcion

Inicialmente la respuesta fue:
N32: una que no sea lineal [...] no recuerdo. Sin embargo reflexiona y dice:

N34: Si, ya, ya tengo una que no es lineal, la cuadratica, ya pensando en lineal como linea
recta, la cuadratica no, no, no separa sumas.

Interpretacion

Para esta tarea, la técnica consiste en utilizar términos cuadraticos para responder. Por
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otra parte la expresion “no separa sumas” es un elemento tecnoldgico, ella sabe que una

funcidn cuadratica no cumple la propiedad T+v)=Tw)+TM), Tal propiedad es un
elemento tedrico implicito en la respuesta.

C) ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores
de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

[ B
4
|A 4".'-"/.' o
/ >
Figura 1 figura 2

Descripcion

En esta pregunta tenemos:
N57: Haciendo el andlisis, si; si yo veo aqui que estos dos son (sefiala la figura 1), eh, B

es multiplo de A o al revés, da igual, los dos son multiplos, éste, aqui también (sefiala la

figura 1), ya al menos sacando el escalar, yo creo que si.

Interpretacion

Por medio de la expresion “B es multiplo de A” la estudiante hace referencia a la técnica
de multiplicar por un escalar. Si se observa la respuesta N2 de esta entrevista (inciso A), la
estudiante con el termino “sacar escalar’ se refiere a que se cumpla la propiedad:

T(Av) = AT(v) | Entonces la verificacion de que se pueda “sacar escalares” es una
tecnologia, y la definicion de la propiedad es el elemento tedrico.

D) ¢Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

\

1 B

Figura 1 figura 2
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Descripcion
La respuesta que se obtuvo fue en este caso:

N151: Seria como regresar al caso de rotar y ademas multiplicar por un escalar, entonces
si, si podria existir una transformacion.

Interpretacion
Aqui la estudiante describe la técnica con la cual construiria la transformacion, es rotar y
multiplicar por un escalar. No aparecen elementos tedricos o tecnolégicos.

E).¢ Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

3 LV L o
—

Descripcion

La respuesta para este caso es:
N153: [...]B lo mantiene al parecer igual y A se mueve, o sea lo transforma.

Al preguntarle mas sobre la razén de su respuesta, la estudiante explica:
N155: [...] Estoy pensado que tal vez si se pueda, o0 sea, estoy pensando en el plano

como algo flexible, para ello dibuja:

Figura 1

Y complementa la explicacién diciendo:

N 159: La suma quedaria también ahi mismo, la multiplicacion por escalares no sé qué
pasaria, supongo que también si se cumple, nuevamente si tomamos el estiramiento como
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transformacion lineal. No, este, aqui no puedo aplicar la rotacion y multiplicar por escalares
porque no estoy rotando este vector.
Termina comentando:

N 177: Me hace pensar que si es una transformacion lineal, no llevé topologia, pero sé que
mientras un cuerpo se estire sin perder caracteristicas se sigue considerando
topolégicamente igual, algo asi, entonces topolégicamente son iguales estos dos, debe
haber alguna funcién que me mande de aqui para aqui, yo creo que si.

Interpretacion

En este caso, la técnica usada para resolver la tarea se compone de 2 partes: en primer
lugar, una en la que la base es considerar el plano como elemento flexible y por otra parte
la de considerar las propiedades de suma y multiplicacién por escalar, pero sin asegurar
que si se verifican. Estirar el plano es la técnica y la verificacién de que las propiedades se
cumplan es un elemento tecnolégico (de este ultimo la estudiante no esta segura). Otro
elemento tecnoldgico es expresado en el siguiente discurso “mientras un cuerpo se estire
sin perder caracteristicas se sigue considerando topolégicamente igual, algo asi, entonces
topolégicamente son iguales estos dos”.

F).; Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los vectores de
la Figura 1 en los vectores de la Figura 27?
Argumenta por qué.

&1 2
—

>

Figura 1 Figura 2

Descripcion

La respuesta para esta pregunta fue:

N 179; Si, como por entrada seria a x sobre dos aproximadamente, o sea a x sobre
algun ks y ay lo mande a un ks por y, se me hace que es como el, la mitad y el doble,
¢0 nada que ver?, no, creo que no, es solo multiplicar, aqui dividir entre un escalar y
aqui multiplicar por un escalar, y seria aplicar la transformacion a todos los puntos que

X
estan dentro y me los manda a todos los puntos de aqui (escribe T(x) = %1 ).
Y k,y
Interpretacion

La técnica presente es la multiplicacion por escalares. El modelo explicito usado en la
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tarea le da informacion sobre cédmo deben ser usados los escalares, y la estudiante
propone otro modelo explicito para representar tal transformacion, este podria ser
considerado un elemento tedrico.

Entrevista 4:

SARA

A) ¢Qué entiendes por transformacioén lineal?

Descripcion

En esta primera pregunta, la estudiante contesta:

S2: Lo que me acuerdo de la transformacion lineal era que por ejemplo dado un vector, se
le puede aplicar, no sé si es correcto decir funcién, o sea, una operacion [...].

S4: Si yo le aplico una operacion a ese vector, entonces yo voy a obtener una
transformacion [...].

Con el fin de obtener una idea mas clara de lo que ella refiere, se le pide que explique con
mayor detalle y para ello responde:

S8: Si yo tengo un vector no?, un vector v en términos, no sé, de x y deyy,

S10: Y me dicen que yo le aplique, por ejemplo esto, x mas y y 2y no?; Y escribe
r xX+y
V= ey - ( )
2y
S12: Esto seria una transformacion, la operacion, yo a esto le llamo operacion.
Al indagar sobre si su ejemplo corresponde a una transformacion lineal ella dice:

S20: transformacion lineal, o sea, lineal es de recta ;no?, un vector es un pedacito de
recta, vaya, entonces, si a este vector yo le aplico esta operacion (sefiala la formula de
S10), entonces yo voy a obtener una transformacién lineal.

Insistiendo sobre el concepto de linealidad para determinar si éste ha sido bien
comprendido se le solicita otro ejemplo de transformacion lineal y ella contesta que su
ejemplo es lineal:

S28: s Porqué le llamo lineal?, pues porque estoy trabajando con vectores. Y apoya su
argumento con:

S32: Yoesodelineal,locomprendoderecta 4no?, ¢lineal? yo lo entiendo asi como de
recta. O sea, un vector pues yo lo veo como un segmento de recta.
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Interpretacion

La estudiante responde indicando qué tarea hace con la transformacién lineal, transformar
un vector en otro (aplicar una funcion o evaluar el vector en una funcién). Una técnica
implicada es la realizacion de operaciones. El concepto de funciéon es un elemento de la
teoria evocado. Al explicar por que considera lineal la transformacién muestra un elemento
tecnolégico que ella ideo, que es lineal si involucra lineas rectas: “o sea, lineal es de recta
¢no?, un vector es un pedacito de recta, vaya, entonces, si a este vector yo le aplico esta
operacion, entonces yo voy a obtener una transformacion lineal”.

B) Propén un ejemplo de una transformacion no lineal y argumenta por qué es
no lineal

Descripcion

S39: Por ejemplo si yo [...] es que lo manejo como funcion, ¢ puedo poner una funcién?....
S41: Ok, si yo tengo ésta (escribe f£(x)), pues yo puedo obtener [...] ésta (agrega = x> a
f(x),¢no?

Aqui (sefala la x en f(x))lo que veria como mi objeto pues serian las x que yo voy a tomar,
mis numeros vaya, entonces si yo aplico‘esto: Dibuja:

2
Hx) = P

Al cuestionarle sobre la razén de por qué su ejemplo no es lineal contesta:

S43: Segun yo porque obtengo una parabola ;no?... Y lo apoya diciendo:
S55: Pues, el grado, este [...] e, la variable en este caso, la x, pues lo que hace, es que a
esta recta, vaya, la trasforme [...] la haga una curva ¢no?, por eso digo que no es lineal.

Interpretacion

Podriamos considerar que la representacion grafica de la curva, corresponde a la técnica de
la que se apoya para resolver la tarea (porque aqui no implica lineas rectas). Un elemento
tecnolégico implicito es que si no involucra rectas no es una TL, y se refleja en su respuesta
“la variable en este caso, la x, pues lo que hace, es que a esta recta, vaya, la trasforme [...]
la haga una curva ¢ no?, por eso digo que no es lineal”.
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C) ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2? Argumenta por qué.

. B
f
¢T? .
v me—
A7
/ »
Figura 1 figura 2

Descripcion

En esta respuesta, la entrevistada menciona que efectivamente se trata de una T.L.
argumentando:

S77: ¢ Una transformacion? Si.

S79: Veo asi, si bueno, estos vectores tienen la misma direccién y puedo decir que son
colineales, ahora, con respecto a esta figura (la figura 2) lo que vemos es que éste, o sea,
el angulo es mayor que el de aca (figura 1), segun esto ¢no?, se ve un poquito mas cerca
con respecto al eje Y.

Luego complementa...

S81: Entonces, si a esto (sefala las figuras 1y 2 ) yo le aplico, no sé, un angulo [...] aca,
obtengo eso ¢no?, mas giradito, ahora para que obtenga ésta pues lo multiplico por un
escalar mayor que la unidad.

Interpretacion

En este caso la técnica ha sido la de verificar la direccién y el angulo de inclinacién para
responder. Aunque también puede verse una referencia al elemento técnico de la
multiplicacion por escalar.

D)¢Es posible que exista una transformaciéon lineal que convierta los
vectores de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2?7 Argumenta por qué.

A va Q? N et
Figura 1 Figur; 2

Descripcion
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Aqui se obtuvo la siguiente respuesta:
S149: Pues igual ¢no? [...] si. Es decir si existe la T.L.

Al preguntarle la razén de porqué si hay una T.L. explica:

S151: Bueno, yo puedo ver, por ejemplo, no sé, ese vector A asi, entonces lo voy a
reflejar aca, o sea, con respecto al eje x y lo voy a prolongar, entonces me quedaria, se
ve que A, es, o sea, la longitud de ese vector A veo que es mayor que ese, entonces
tendria, no sé, alfa veces ese vector, pero como va a quedarme hacia abajo entonces

seria X, -y (escribe 4(x, y)=a(xr,-p)).

Interpretacion

La técnica de solucion es aplicar una TL de reflexion y expansion. Un elemento tedrico
aludido® es la definicion de la transformacion 2(x,y)=a(x,—y)_ Otros objetos a los que

se hace referencia para su respuesta son la reflexién y los vectores.

Figura 1 en los vectores de la Figura 2?
Argumenta por qué.

iT2
— =

Figura 1 Figura 2

E) ¢ Es posible que exista una transformacién lineal que convierta los vectores de la

Descripcion

En este caso la respuesta fue:

vaya. Y completa su argumento diciendo:

S155: Considerando ésta, bueno, aqui pues el vector B, se queda ;no?, se mantiene

® Hacemos una diferencia entre elemento tedrico aludido y elemento tedrico. El primero entra
en la definicion de teoria de Chevallard, por ejemplo cuando la responsabilidad de la
justificacion es cedida a otra instancia, con expresiones como “por las propiedades de la
transformacion lineal...”, aqui s6lo se mencionan tales propiedades, pero no se enuncian. En el
segundo caso, el elemento tedrico se considera presente si es hecho explicito, enunciando
propiedades, dando detalles de los objetos involucrados, por ejemplo, “se escribe

A(x,r)=a(x,-y)) donde x, y,a son numero reales cualesquiera”.
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S157: Entonces si se mantiene para mi vector B que es X, y su transformacién seria
también 4no? la misma, lo dejo igualito, ahora con respecto a A lo que tiene es que esta,
este [...] vaya esta rotado, entonces, como lo voy a cambiar de posicion [...] lo voy a tener
que mover un angulo, ah, pues éste entonces lo roto no?, aca entonces pues se me ocu
[..] ah, vamos a ver qué tal sale, no me acuerdo mucho de esa parte eh, tengo ésta y pues
yo puedo tener r veces el cos 6, r sen8 [escribe:

B(x,y)=(x,7)
/Z(x,y) =a(rCos0,rSenb)

donde 0< 6<§

Interpretacion

La estudiante no resuelve la tarea en su respuesta. La técnica que muestra en sus
argumentos es la multiplicacién por escalares, y la rotacién para indicar la variacion del
angulo. Sin embargo son dos técnicas que las usa por separado, una la aplica al vector A
y otra al vector B. Cuando se le sefala al estudiante que se pregunta por una
transformacién lineal que se le aplique a ambos vectores, el estudiante trata de construir
tal funcion, utilizando multiplicacion por escalares y suma, esta es una técnica que no la
condujo a resolver la tarea.

F) ¢ Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 2?
Argumenta por qué.

A

¢T?

>

Figura 1 Figura 2

Descripcion
Aqui la respuesta obtenida fue:

S195: Vamos a ver, si [...] por ejemplo [...] de esto (sefala la figura 1) tengo que pasar
aca ¢verdad? (sefala la figura 2); si yo consigo buscar estos escalares (escribe

V(x,y)=(ax,Br))y con esa condicion (escribe, 0 <« <1), B es mayor que la unidad
(escribe, g >1) entonces yo voy a obtener esos dos vectores.

S201: Peroy si yo hago la suma de estos dos vectores que voy a obtener, entonces ya
voy a obtener esta diagonal (sefiala la figura 2), entonces, o sea, éste [...] si yo logro
eso, multiplico por uno [...] mayor que uno, entonces me quedaria como por aca ¢no?
ese vector y como aca te digo que es mayor que 1 entonces me va a quedar algo asi
[...] entonces, si hago la suma de estos dos [...] me va a dar, bueno, el vértice, del
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[...] de ese rectangulo (dibuja):

_——
Al tratar de averiguar mas sobre las razones que le llevan a basarse en tales argumentos,
ella se apoya diciendo:

S219: Me estoy acordando de algo, por ejemplo, si yo tengo éste, puedo, o sea [...] si yo
divido éste a la mitad ¢,si?, perpendicular, sobrepongo la figura, tal vez yo obtenga éste de
acal...].

Entonces, pues no sé, si el area, si ya te hablo de area, por ejemplo, es de esta area, o
sea, como la [...] la este, la transformo en una asi, 0 sea, si me imagino que es éste, este
cuadrado que se vuelve rectangulo, se transforma en rectangulo, entonces pudiera
averiguar ¢ no? de que éste cuadrado si yo lo divido en dos partes y esa parte yo la encimo
de la primera, obtendria este de aca.

Interpretacion

La técnica que la estudiante utiliza es la multiplicacidon por escalares de las componentes.
Un elemento tedrico que muestra es la expresion “/ (.r, ) =(a.r,fr)) y con esa condicién
(escribe, 0 <a <1), B es mayor que la unidad (escribe, g >1)" pues es la férmula general

de la transformacion y delimita los valores de los escalares. La descripcion de como
construye la férmula es un elemento tecnolégico, pues justifica su férmula. Otro elemento
tecnolégico asociado a su técnica esta basado en la conservacion del area: “...es de esta
area, o sea, como la [...] la este, la transformo en una asi, 0 sea, si me imagino que es
éste, este cuadrado que se vuelve rectangulo. En este caso como en algunos anteriores
se percibe que la tecnologia empleada no valida su respuesta, sino que solo la justifica:
Hay que tener en cuenta que existen praxeologias, cuyos elementos que la integran no
siempre resultan ser los mas adecuados; es decir, para resolver una tarea especifica, no
solo existe una praxeologia en particular y que ésta sea la correcta sino puede surgir una
que sea incompleta o bien incorrecta.
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Para llevar a cabo esta parte del método se realizdé una confrontacion de las
respuestas obtenidas en cada pregunta y con base a ello se identificaron los
rasgos comunes que muestran los estudiantes en sus argumentos, y asimismo
se determinaron las diferencias en éstos.

A continuacion mostramos las tablas que fueron de utilidad para comparar cada

item.
Primera tarea asignada al estudiante
Tarea A Tareas Técnicas tecnologias teorias
Gris Conversion | Realizar una | NA NA
de un | serie de
conjunto operaciones
de
vectores a
otro
conjunto
Fabi Evaluar un | Realizar NA NA
conjunto operaciones
de
vectores
en una
funcion
Naye NA NA NA Define la
transformacioén
lineal.
Sara Evaluar un | Realizar una | Dado que los | NA
vector en | serie de | vectores son
una operaciones ‘pedazos de
funcién rectas” y la TL

involucra
lineas rectas,
se trata de
TLS




Segunda tarea asignada al estudiante
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Tarea B técnicas tecnologias teorias
Gris Agregar Aparicion de | NA
exponente 2 términos de grado
mayor a 1
Fabi NA NA NA
Naye Utiliza la funcién | Explica “‘No | Propiedad de la
cuadratica separa sumas” suma parala TL
Sara Utiliza la| Si no involucra | NA
representacion rectas es no lineal
grafica de una
parabola
Tercera tarea asignada al estudiante
Tarea C técnicas tecnologias teorias
Gris Multiplicacion por | Porque estan | NA
escalar alineados
Fabi Realizacion de | Por verlos como | NA
multiplicacion por | vectores unitarios
un escalar
Naye Verifica que sea | Porque “saca | Cumplimiento de
posible la | escalares” la propiedad:
propiedad de la T(Av) = AT (v)
multiplicacion por
un escalar
Sara Verificacion  del | Por ser colineales | NA
angulo.
Multiplicar por un
escalar mayor
que la unidad
Cuarta tarea asignada al estudiante
Tarea D técnicas tecnologias teorias
Gris Multiplicar una | Aumento o la| NA

componente por

disminucioén de
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un escalar

los vectores

Fabi

Técnica
geométrica (la
rotacion 'y la
expansion).

No habria, porque
le cambiariamos
totalmente el
sentido a la suma

NA

Naye

Rotar y ademas
multiplicar por un

NA

NA

escalar

Sara

Reflexiéon
expansion

Definicion de la
transformacion

A(x,y)=a(r,-p)

Quinta tarea asignada al estudiante

Tarea E

Técnicas

tecnologias

teorias

Gris

Multiplicacion
por escalares

NA

NA

Fabi

Verificar la
suma de los
vectores y
multiplicacion
por escalar

NA

NA

Naye

Considerar el
plano como
elemento
flexible y las
propiedades de
suma, asi como
multiplicacion
por escalar

Mientras un
cuerpo se estire
sin perder
caracteristicas se
sigue
considerando
topolégicamente
igual

NA

Sara

Multiplicacion
por escalares, y
la rotacién para
indicar la
variacion del
angulo

NA

Las formulas de la TL:
B(x,y)=(x,p)
/Z(x,y) =a(rCos0,rSenb)

donde 0< 6<§




Sexta tarea asignada al estudiante
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Tarea F

técnicas

tecnologias

teorias

Gris

Multiplicarlo  por
un valor
fraccionario, por
decir un medio y
para las y
multiplicarlo  por
un numero entero

NA

NA

Fabi

Multiplicar por
escalares las
componentes de
los vectores en la
figura 1, de tal
forma que se
conserve el area

Conservacion del
area

NA

Naye

Dividir entre un
escalar y
multiplicar por un
escalar

NA

Definicion de la
formula:

T(x)= %1

Y k,y

Sara

Multiplicacion por
escalares de las
componentes

Conservacion del
area: Si me
imagino que este
cuadrado se
vuelve rectangulo

Definicion de la
expresion

V(x,p)=(ax,Bp)
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Comparacién

Una vez mostradas las preguntas hechas bajo el contexto teérico de la intuicion
y analizadas bajo el enfoque de la TAD donde se busca identificar los
elementos praxeologicos que cada entrevistado pone en juego, proseguimos
con la parte metodolégica referente a la comparacion que consiste en
relacionar las ideas afines y aquellas en las que se observan diferencias en
cuanto a los argumentos para cada una de las tareas.

En lo relativo a la tarea 1, se debia responder ;qué entiendes por
transformacioén lineal?; a través de las respuestas se pudieron reconocer los
aspectos teorico-practicos comprendidos por cada uno sobre la Transformacién
Lineal, es decir las técnicas que se produjeron y la forma como las validaron
pudiendo reconocer si hubo la presencia de elementos tecnoldgicos de la
praxeologia.

El resultado fue que tres de ellos respondieron en términos de tareas que
realizan con la transformacién lineal, sus respuestas las interpretamos como
formas diferentes de enunciar la accion de evaluar un conjunto de vectores en
una funcion.

Al parecer, para estos estudiantes, la concepcidén que tienen de funcion es lo
que hacen con ella, en otras palabras, asignan lo que hacen con la funcion al
concepto de funcion. Este problema ha sido reportado en el trabajo de
Sierpinska (1992), se refiere a cuando estudiantes confunden el concepto de
funcion con sus representaciones.

En cuanto a las técnicas identificadas para llevar a cabo la tarea, se observa
que los entrevistados recurrieron a la realizacion de operaciones (multiplicar,
sumar, restar, etc). Tres de los 4 estudiantes no muestran componentes
tecnolégicos, es posible que se deba a la forma en que se plantea la tarea,
pues en ella se solicita una idea o concepcién, no es algo que tengan que
resolver o demostrar.

El caso del estudiante que no manifiesta tareas, técnicas o tecnologias, es
porque al responder, muestra la teoria relativa a la TL, definiéndola.

Todos los estudiantes relacionan la tarea de evaluar un conjunto de vectores
en una funcién con la TL, sin embargo s6lo uno de ellos, Naye, no confunde el
concepto de funcion con las tareas que realiza con la funcion.
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Lo relativo a la tarea 2

Se puede observar que la técnica en comun que los estudiantes asocian a la
transformacion no lineal es aquella expresion algebraica que involucra términos
de segundo grado o expresiones cuadraticas, tanto en el contexto de su
representacion grafica, como analitica; 3 de los estudiantes contestaron en el
sentido de incrementar el exponente o dibujar una curva para dar respuesta a
la tarea asignada. Asimismo las tecnologias que aparecen muestran esta
misma tendencia de concepcién sobre la transformacion no lineal, proponiendo
“para que una transformacion sea lineal, debe involucrar rectas”, entonces para
el estudiante las expresiones que contengan términos cuadraticos quedan
excluidas de esta categoria. Aunque Naye esta en ese grupo de estudiantes,
ella argumenta que tales expresiones no cumplen las propiedades de la TL.

Puede identificarse en este caso, dos de las funciones importantes que
caracterizan a la tecnologia; la primera es facilitar la aplicacion de una técnica
lo cual permite al estudiante utilizarla con eficacia dado que para ellos es
evidente reconocer una transformacion no lineal cuando se trata de
expresiones que contienen exponentes de grado mayor a uno.

La segunda funcion igualmente importante de la tecnologia que aparece en
este caso es la de explicar porqué al aplicar la técnica de agregar exponente
mayor a uno funciona, ya que si bien el argumento es aceptable tiene un
alcance limitado porque no prueba la validez, solo da una legitimacion sin llegar
a mostrar que no se cumple la propiedad de linealidad.

En cuanto a la tarea 3:

La caracteristica en comun que prevalece en las respuestas es la técnica de
multiplicar por un escalar las componentes de los vectores de la figura 1; solo
Naye, asocia esa técnica con una propiedad de la TL.

Se puede observar en este caso que la naturaleza de la técnica no es de tipo
algoritmico, mas bien se pueden percibir elementos tecnoldgicos que se
integran a la técnica; Es decir las explicaciones mostradas tienen una doble
funcién, la de técnica y tecnologia que permiten al mismo tiempo encontrar el
resultado para dar respuesta a la tarea y también da la oportunidad de justificar
por qué la técnica funciona.

Especificamente, dos de los estudiantes mencionan la colinealidad; Naye,
alude el cumplimiento de la propiedad de la multiplicacion por un escalar. Un
estudiante lo relaciona con vectores unitarios, y esta situacion lo hace suponer
que existe la TL, en este caso la tecnologia esta implicita. Tal tecnologia podria
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ser la siguiente: en la clase de algebra lineal, cuando se estudian los vectores
unitarios se suele decir que con dos de éstos, por medio de una combinacion
lineal se puede generar cualquier vector del plano.

Sélo un estudiante hace explicita la teoria.

Lo relativo a la tarea 4

Se aprecia diversidad de técnicas para determinar la existencia de la TL; en
contexto geométrico ocurren tres casos, se mencionan: la reflexién, la
expansion y la rotacion; en dos casos se menciona la técnica de multiplicar las
componentes por un escalar.

En relacién a la tecnologia, en dos casos no aparece explicita, y dos son de
corte geométrico, una de ellas es ideada por el estudiante, el cual percibe que
la imagen de la TL debe mantener la misma inclinacién.

Sélo un estudiante menciona un elemento tedrico, la definicibn de la

—

transformacion: A(x, y)=(x,=r)

Lo relativo a la tarea 5

En todos los casos los estudiantes utilizan la multiplicacion por escalares como
técnica. Un estudiante imagina al plano como algo flexible, entonces a partir de
“estirarlo” genera la transformaciéon mostrada.

Un estudiante verifica el angulo de inclinacion, lo cual consideramos como una
tecnologia propia que él desarrollé. Otra tecnologia mostrada por un estudiante
es manifestada en la siguiente afirmacion “Mientras un cuerpo se estire sin
perder caracteristicas se sigue considerando topolégicamente igual’.

Un estudiante al definir transformaciones concretas, esta haciendo referencia a
elementos tedricos de su praxeologia que ha considerado como suficientes
para explicar su respuesta, sin embargo éstas no justifican de manera formal
la tecnologia que emplea.

Lo relativo a la tarea 6

La técnica que predomina es la de multiplicar por un escalar. En relacion a la
tecnologia, dos estudiantes fundamentaron sus técnicas con la idea de la
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conservacion del area de las figuras mostradas, al observar el cumplimiento de
ésta caracteristica.

Naye vy Sara, escriben, como elemento tedrico, dos férmulas de
transformaciones.

En esta etapa del método comparativo nos permitimos a través de analizar las
respuestas, localizar los elementos comunes respecto a las técnicas
tecnologias y teorias que aparecen en las explicaciones de cada uno de los
entrevistados, dichos elementos se pueden encontrar en los argumentos y
afirmaciones dados por cada estudiante. No solo se trata en esta
investigacion de saber si  se contestd correctamente y se resolvieron las
tareas, sino que al analizar las respuestas esto nos conduce a establecer el
nivel de comprension de la transformacion lineal en un grupo de estudiantes
por medio de la praxeologia que cada uno empleo.

Esto significa que en cada respuesta obtenida al aplicar la teoria antropoldgica

de lo didactico, podemos observar el razonamiento que prevalece para resolver
una tarea, es decir tener informacion sobre la técnica aplicada (el como lo
hace), la tecnologia (el porqué lo hace) y que es la que legitima o justifica a la
técnica y también la teoria (el porqué hace lo que hace) entendiendo ésta
ultima como una justificacion de lo formalmente correcto y validado a manera
demostracion.

Hay que decir por supuesto que el saber—hacer (bloque técnico — tecnolégico)
identificado en cada estudiante no en todos los casos llevé a contestar
correctamente la pregunta. En tal situacion se dice que en general no se sabe
hacer dicha tarea.
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES

Las preguntas que se plantearon a los estudiantes, en el contexto del trabajo
de Molina (2004), tienen el propdsito de identificar modelos intuitivos respecto a
transformaciones lineales en R2. En nuestro trabajo, hemos retomado estas
preguntas y se ha analizado cada una de las respuestas dadas por estos
estudiantes aplicando la teoria antropolégica de lo didactico (TAD).
Abordaremos en primer lugar los resultados relativos al analisis de las
respuestas en términos de la teoria de la intuicion.

Los resultados observados en el trabajo de Molina (2004) muestran que los
estudiantes al enfrentarse a situaciones donde deben argumentar si es que
existe una transformacion lineal, proceden a contestar en términos de explicar
las propiedades de la TL relacionandolas con rotaciones, expansiones,
contracciones y combinaciones de éstas, sin embargo aunque los entrevistados
hicieron referencia a dichas propiedades como lo es la multiplicaciéon por
escalar, se pudo percibir que, en la mayoria de los casos, no habia una
comprension formal y correcta del concepto.

En algunos casos, los estudiantes realizaban una reduccion y simplificacion del
conocimiento, aplicando analogias y explicaciones en las cuales podian
relacionar situaciones cotidianas a su entorno y entendimiento. Es decir, en
comun para los entrevistados resultaba mas sencillo y preferible describir la
existencia de la transformacion lineal empleando caracteristicas tangibles y
observables a su manera, que argumentar por medio de una demostracién y
una explicacion que diera cuenta fehaciente de la comprension del tema.

Esto puede deberse por una parte como se dice en Fischbein (1989), a que “El
estudiante tiende a olvidar las propiedades formales y tiende a mantener en
mente aquellas impuestas por un modelo intuitivo”. En este caso los modelos
intuitivos relacionados con rotaciones, expansiones, contracciones que
prevalecieron no solo ejercian influencia en el aprendizaje del concepto, sino
también ocasionan el efecto de simplificar, o bien sustituir el concepto formal
e imponer una concepcion mas accesible y facil de comprender.

Por otra parte, esta comprension poco eficiente de la TL se puede deber
también a la gran carga de abstraccion del concepto y su integracion apropiada
con otros objetos matematicos necesarios para entenderla, algunos de estos
conceptos asociados a la TL son la combinacion lineal y espacio vectorial; esta
dificultad para poder comprender el concepto de manera integral ha sido
reportado en diversas investigaciones hechas al respecto, las cuales pueden
consultarse los resultados en la seccion de anexos.

Ahora bien, en el contexto de la TAD, estas mismas respuestas que se
analizaron nos dieron la oportunidad identificar cuales elementos de las
praxeologias estaban presentes en cada uno de los entrevistados. Entendiendo
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que una praxeologia especifica representa un modelo del qué, cémo y para
qué se realiza el abordaje de unas tareas asignadas, que en este caso fue
contestar las preguntas de la entrevista.

Partimos de la premisa que bajo la Teoria Antropolédgica de lo Didactico, no
existe una praxeologia en especifico para realizar una tarea, es decir cada
persona para llevar a cabo una tarea que se le demanda, puede proceder en
particular con un bloque concreto del como hacerlo y para qué hacerlo, con lo
que nos referimos asi a la existencia de una dupla particular de (técnica y
tecnologia), la cual pone de manifiesto para darnos informaciéon acerca del
dominio tedrico y practico sobre el tema que se cuestiona. De ahi la razén de la
existencia de diferentes técnicas y tecnologias que se pudieron reconocer:
unas de éstas que solo validan, otras que justifican, las menos que solo
explican pero no se verifican.

A esto es necesario decir que la praxeologia que cada individuo puso en
marcha no resultd ser siempre la mas correcta ni la mas completa para llevar a
cabo cada una de las tareas asignadas. De hecho pudo observarse que en
algunos de los casos no se realizé la tarea de manera completa, asi como
también hubo intentos parciales para realizarla, entendemos esto ultimo como
la presencia de vestigios tecnoldgicos en la praxeologia con el fin de realizar la
tarea. En estos casos decimos la técnica y tecnologia aplicada no fue eficiente
por ello el entrevistado en general no sabe hacer dicha tarea propuesta.

Es importante mencionar que en esta investigacién no se evalué si las tareas
se resolvieron correctamente o de manera integra, sino nuestro objeto de
estudio es el analisis de las respuestas obtenidas y a partir de ellas reconocer
la presencia de los elementos técnicos, tecnoldgicos y tedricos en cada una de
las praxeologias, es decir nos enfocamos a estudiar el discurso y
argumentacion que hubo en la contestacion a cada pregunta, las validaciones y
justificaciones del porqué se eligid una técnica y no otra; identificar aquellas
técnicas y tecnologias que fueron comunes para una misma tarea; en suma,
discernir y explicitar las causas de dichas respuestas desde la teoria
antropoldégica de lo didactico.

Por ello el discurso (argumentacion) en cada respuesta ha sido el elemento
trascendental de estudio ya que nos da la oportunidad de valorar la importancia
que tiene la tecnologia en la produccion de técnicas, tanto es asi que tiene las
siguientes funciones dentro de una praxeologia:

- facilita la aplicacion de la técnica
- explica la técnica

- valida la técnica empleada

- evalua la técnica.
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Respecto a estas funciones y dados los resultados al llevar a cabo la
aplicacién de la TAD en las respuestas, es que se puede observar el sentido y
contexto en el que cada entrevistado desarrolla su argumento lo cual podemos
interpretar como la tecnologia que le permite sustentar sus afirmaciones en
cada tarea que realiza; mas concretamente esto significa que:

Hubo tecnologias que explicaron porqué se aplicé una técnica pero no la
validaron. En esta situacion la tecnologia funciona solamente como una
descripcion de porqué la técnica permite llegar al resultado sin entrar en
detalles de mostrar porqué funciona, es decir no hay una comprobacion desde
el punto de vista de la matematica, sino que la tecnologia viene mas bien de la
aplicacion de una técnica eminentemente practica.

Las tareas donde la técnica es explicada pero no validada son los relativos a la
tarea 1 en la cual predomina el argumento: evaluar un vector o conjunto de
vectores en una funcién: en este caso aunque se indica que se trata de una
funcion, no se especifica que la funcion debe tener caracteristicas en particular
y por supuesto no se comprueba que se cumplan las propiedades.

Otra de las tareas donde prevalece este tipo de argumentacion en la que solo
se explica pero no se valida corresponde a la tarea 2 consistente en mostrar un
ejemplo de transformacion que sea no lineal. En este caso las técnicas
coinciden en dar ejemplos que contengan términos cuadraticos en sus
diferentes contextos: algebraicos y graficos. Puede observarse que para
resolver esta tarea tampoco se da una comprobacion de por qué razéon una
transformacion que contiene términos de segundo grado es no lineal,
simplemente se explica que los términos de segundo grado no se incluyen
dentro de la TL.

En La tarea 3 también se pudo identificar de manera similar esta situacion de
explicar la técnica pero no validarla cuando los entrevistados en comun
responden que se debe multiplicar por un escalar para mostrar que existe la
TL. Esto lleva a inferir que el estudiante aun cuando la propiedad de
multiplicacion por escalar y que es una caracteristica que debe cumplirse, solo
hace referencia a ella y solo se percibe una representacion verbal a partir de la
que se construye un argumento que en términos matematicos no es aceptada
su validez.

Hay que aclarar en este ultimo caso que como se dice en Castela (2008),
existen situaciones en las que algunos elementos tecnolégicos son legitimados
a partir de procesos no tedricos, esto es; no existe una teoria que valide a una
tecnologia en el contexto de las demostraciones formales de la matematica,
sin embargo estas tecnologias provienen de la aplicacién eficiente de técnicas
que han probado su utilidad.

En otros casos de la resolucion de tareas se pudo ver que también se
mostraron ejemplos de tecnologias que probaron su validez pero no explicaban
la técnica, cuando al contestar con una definicidon y probar que las propiedades
de la TL se cumplian se hacia referencia a un argumento de tipo tedrico.
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A manera de sintesis sobre las tecnologias y técnicas que comparten los
estudiantes cuando se enfrentan a situaciones donde deben realizar una tarea
relativa a la transformacién lineal podemos afirmar son las siguientes:

* Es una funcion;

* Su representacién algebraica sélo incluye expresiones de primer grado;

* Se usa para mapear un conjunto de vectores a otro,

* Una técnica que asocian a la TL es multiplicar por escalares.

* La TL la asocian geométricamente con expansiones, contracciones,
rotaciones de vectores;

En cuanto a Las diferencias:

Las diferencias que se identificaron estéan asociadas a las tareas A y B
planteadas, ya que al ser preguntas abiertas éstas dieron origen a argumentos
donde los estudiantes desarrollaron explicaciones de diversa naturaleza, ya
que al solicitar una concepcion, no se pedia en especifico la aplicacion de una
técnica, la comprobacion de las propiedades o bien una definicién, por ello
cada uno procedié desde diferente perspectiva: algunos proporcionando la
definicion, otros dando ejemplos, los demas describiendo y haciendo referencia
a las propiedades de la TL pero sin demostrarlas, mostrando en general
argumentos que desarrollaron pero no reconocidos institucionalmente, como lo
es una demostracion matematica formal. Una diferencia notable es que sélo un
estudiante utiliza correctamente el elemento tedrico para justificar y validar la
respuesta. De ésta ultima observacién de las diferencias se desprende de
manera coincidente lo que se ha mencionado con anterioridad: el hecho de
que para resolver una misma tarea se procede aplicando distintos elementos
de una praxeologia segun las necesidades y complejidad de la tarea, desde
aquellos en los que solo es necesario el enunciar la técnica que debe
emplearse, la tecnologia que demuestra porqué la técnica es correcta y valida.
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ANEXOS

Distintas teorias y metodologias aplicadas por diferentes investigadores han
mostrado que existen dificultades para el aprendizaje de la Transformacién
lineal; el conocimiento de dichos trabajos permite tener un conocimiento mas
amplio de los resultados obtenidos acerca del tema que nos ocupa ya que
tiene asociados diferentes conceptos que en conjunto contienen un alto nivel

de abstraccion y ello ha resultado de dificil comprension para los estudiantes.

La informacion que se tiene al respecto de cuales son las problematicas en el
aprendizaje de la transformacion lineal (TL) se ha obtenido mediante la
realizacion de entrevistas a estudiantes de la asignatura de algebra lineal en

carreras universitarias.

Una de las investigaciones hechas al respecto es la de Tommy Dreyfus, Joel
Hillel y Anna Sierpinska (1998) la cual tuvo como apoyo el marco teérico de la

semidtica de Peirce y Raymond Duval.

El trabajo se enfocd en la concepcidon que los alumnos tenian sobre la
transformacioén lineal a través del uso de un software dinamico denominado
cabri. La funcion de este software fue solo como apoyo en la investigacion no
como una herramienta para explicar o resolver problemas de transformaciones

lineales.

Durante el desarrollo de la investigacién se disefiaron actividades didacticas
que permitieron conocer si los alumnos habian comprendido el concepto de la
linealidad de las transformaciones, no por formulas sino por representaciones
en Cabri, es decir identificar si los estudiantes presentaban la problematica del

formalismo.

Este formalismo es aquella situacién en la que una persona puede describir o
explicar un concepto desde su definicion formal sin que ello tenga un

significado para ellos, y en consecuencia por el afan de comprender,
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frecuentemente terminan imitando el comportamiento de los profesores o

dando un argumento que se encuentra en los libros de texto.

Esto es lo que no permite expresar su entendimiento a nivel personal, puesto
que no existe una explicacion fundamentada o que presente los suficientes
argumentos de sus procesos. Todo lo anterior hace referencia al origen del

obstaculo del formalismo.

Los resultados obtenidos de esta investigacion fueron que los alumnos no
mostraban tener una comprension integra de la transformacion lineal en los
diferentes contextos: el saber (contexto tedrico o formal) y el saber hacer

(aplicacion practica).

Otro de los trabajos realizado al respecto es el de Rocio Uicab (2006) que
aborda el tema del pensamiento sistémico en los estudiantes para dar solucién

a problemas de extension lineal.

En este trabajo se tratdé basicamente de hacer una serie de cuestionamientos a
alumnos para que determinaran una transformacion lineal a través de las

imagenes de vectores.

En los resultados se reporta que frecuentemente los estudiantes presentan la
dificultad de que no hacen una integracion de los conceptos vistos en el curso
de Algebra Lineal para dar una respuesta a un problema de transformacion

lineal.

Esto significa que dentro del aprendizaje del concepto se requieren del
conocimiento y aplicacion de otros temas involucrados como son los espacios
vectoriales, base y combinacion lineal, a lo cual los estudiantes entrevistados
no pudieron hacer las conexiones entre estos elementos y por ello mostraron
problematicas al enfrentar preguntas concretas sobre transformaciones

lineales.
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Una de las aportaciones que se tienen de este trabajo es que se sugiere tomar
en cuenta estrategias que permitan combinar aspectos intuitivos y analiticos

de los conceptos teniendo especial cuidado en el aspecto formal.

Asi se podrian organizar los contenidos tematicos de manera que los
conocimientos previos lleven a una buena comprension de los conocimientos
posteriores y sobre todo se tenga un aprendizaje donde los conceptos no estén

aislados sino que sea sistémico.

En otra de las investigaciones, la realizada por Andreoli (2009) la cual se
enfocd a identificar los obstaculos que los alumnos tienen en la construccion
del concepto de dependencia lineal de vectores, se pudo mostrar lo importante
que significa que en los cursos de algebra lineal haya una reestructuracion en
la metodologia de ensefianza y aprendizaje que le permita a los estudiantes

una concepcion clara y sistémica del tema.

Esto en primer lugar como ya se ha mencionado por la gran carga abstracta de
los conceptos inherentes al area y en segundo a la poca o nula conexion que

hay entre tales conceptos y su relacién con las aplicaciones.

Dicho trabajo se llevo a cabo por medio de un analisis en diferentes contextos
los cuales podemos dividir en dos partes: a nivel tedrico se hizo una revision de
los programas de estudio, los textos y bibliografia usada en los cursos de
Algebra lineal y dentro de esta misma linea se hizo una revision de tipo
Histérico-Epistemoldgico para comprender el origen y desarrollo de esta area

de la matematica.

Luego a nivel practico se realizaron entrevistas a profesores para conocer las

metodologias e ingenierias didacticas llevadas a cabo en las aulas.

Finalmente se entrevistd a un numero de estudiantes para determinar el grado
de dominio sobre el tema de dependencia lineal de vectores. Ello permitié
explorar mas profundamente qué nivel de comprensién poseen los alumnos en

relacion con el significado de las definiciones formales, como las movilizan,
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cémo las vinculan y de qué manera las aplican para contestar preguntas

concretas.

Las conclusiones que se obtuvieron y que reflejaron de manera objetiva que
en efecto los estudiantes muestran un nivel de conocimiento no adecuado del
tema se pueden enmarcar en que los distintos elementos que integran un curso
de algebra lineal (tanto a nivel didactico como a nivel disciplinar) en sus
distintos ambitos; Histérico, epistemoldgico, pedagdgico y ejercen una

influencia trascendental en el aprendizaje.

En términos generales el trabajo aport6 mas elementos de andlisis a la
problematica que nos ocupa del algebra lineal ya que se pudo constatar que
existen obstaculos que entre los mas significativos son: el formalismo y la
generalizacion, la gran cantidad de nuevas definiciones; la poca experiencia de
los estudiantes en este tema, la falta de conexion entre los nuevos y viejos
conceptos, la imposibilidad de concebir toda la teoria como una herramienta

eficaz que muestre su lucidez para resolver problemas.

Esto es porque se probo en la practica que algunos de los alumnos terminaron
sus cursos con la certeza de que habian aprendido la parte operatoria pero la
parte conceptual no la manejaban, y eso les llevé a resolver los problemas
planteados en forma mecanica y memoristica, lo que sin duda los condujo a

fracasar en la concepcion.

De ésta manera, todo el proceso el cual requiere varios niveles de abstraccion
para los cuales, los alumnos no siempre estan preparados lleva a lograr un

conocimiento fragil e inconexo.

Mas investigacion sobre el tema es la que realiza Ramirez (2008), que se
enfoca a hacer un estudio bajo el marco tedrico de los modelos intuitivos de
Efraim Fischbein (1987) que permite identificar los modelos intuitivos que

aparecen en alumnos en relacion a la transformacion lineal.
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En este caso se hizo de igual manera entrevistas a alumnos, disefiando para
ello un instrumento que consistiéo esencialmente en cuestionamientos pero en

tres etapas; que fueron:

* La primera considerd algunos casos que se presentan respecto a

transformaciones en un ambiente geomeétrico.

* La segunda etapa mostré una secuencia de actividades en el ambiente
analitico que correspondian a cada una de las situaciones geométricas,
con la intencion de confrontar ambas situaciones en donde se

presentaran divergencias, y por ultimo:

* la tercera etapa correspondid a la transformacion de figuras

geomeétricas regulares bajo un operador lineal.

Como resultado de este trabajo se pudo comprobar que los alumnos pueden
distinguir de manera correcta cuando se trata de una transformacion lineal,
solo cuando se les presentan casos facilmente identificables geométricamente.

Es decir al presentarseles modelos que se ajustan a sus modelos mentales.

Pero cuando se les enfrenta a una situaciéon donde no es tan facil visualizar si
se trata de una transformacion lineal tienden a rechazarla, y esto es porque

tienden a olvidar las propiedades formales del concepto.

Los datos recopilados mediante estas entrevistas nos permiten identificar como
es que van apareciendo ideas, significados e interpretaciones preexistentes los

cuales ejercen un control sobre el entendimiento de la transformacién lineal.

Esto hace que en el conocimiento formal haya una distorsion o también suele
suceder que las personas hagan a propdsito una  sustitucion por una
conceptualizacion mas simple de aquello que es abstracto y lo
matematicamente correcto por una idea mas comprensible y accesible pero

incompleta y muchas veces equivocada.
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