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Resumen

La investigacion desarrollada en este trabajo, gira alrededor de la problemdtica que
tienen las personas al tratar de utilizar el método de factorizacion como método
general en la solucion de ecuaciones cuadrdticas. Para salvar este obstdculo se
propone una forma de encontrar dos nidmeros de los cuales se conoce su suma y su
multiplicacion desde un entorno numérico y geométrico, este conocimiento es
utilizado para factorizar cualquier trinomio cuadrado, permitiendo asi generalizar el
método.

Este trabajo se ubica en una de las lineas de investigacidn, desarrollada dentro del
programa de Matemdtica Educativa de CICATA del IPN: “Innovacion para la
ensefianza de las matemdticas”

La investigacion realizada es utilizada para el disefio de una secuencia diddctica, que
busca que la persona que la lleve a cabo, tenga la oportunidad de apropiarse del
conocimiento. Para lograr este objetivo se propone que el alumno trabaje diferentes
contextos: numérico, geométrico, algebraico y aplicacion. A su vez la estrategia
principal es que el conocimiento se obtenga por descubrimiento guiado, una vez que
se hayan realizado una serie de actividades de aprendizaje, las cuales involucran
habilidades mentales, tales como: observacion, deduccion, prediccion. Ante estas
situaciones diddcticas se espera favorecer el aprendizaje significativo, con el
propésito de incidir positivamente en la ensefianza-aprendizaje de las matemadticas.

En el disefio de la secuencia se propone como metodologia a la Ingenieria Diddctica,
y se toman en cuenta las componentes: diddctica, epistemoldgica y cognitiva.
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Abstract

The research developed in this work around the problem that the people have
trying to use the method of factoring as a general method in solving quadratic
equations. To overcome this obstacle is proposing a way to find two numbers of
which their addition and multiplication are known in a numerical and geometric
environment, this knowledge is used by for factorize any trinomial square, thus
generalizing the method.

This work is set in one of the lines of research, developed within the IPN program
of Mathematics Education CICATA: “Innovation for the teaching of mathematics”

The investigation is used to design a teaching sequence, which seeks that the
person, who carries it out, has the opportunity to appropriate of the knowledge. To
achieve this goal it is proposed that students work in different contexts: numeric,
geomeftric, algebraic and application. In turn the principal strategy is that the
knowledge is obtained by guided discovery, once it has carried out a series of
learning activities, which involve mental abilities such as observation, skills as:
observation, deduction, and prediction. Faced with these didactic situations one
expects to encourage the teaching-learning meaningful, in order to positively
impact on the teaching-learning of the mathematics.

The design of the sequence is proposed as methodology to Engineering Didactics,
and takes into account the components: didactic, epistemological and cognitive.

8 Realizd: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



Glosario

Algoritmo: Conjunto ordenado y finito de operaciones que permite hallar la solucién
de un problema.

Metodologia: Ciencia del método. Conjunto de métodos que se siguen en una
investigacidn cientifica o en una exposicién doctrinal.

Generalizar: Abstraer lo que es comuin y esencial a muchas cosas, para formar un
concepto general que las comprenda todas.

Epistemologia: Doctrina de los fundamentos y métodos del conocimiento cientifico.
Cognitiva: Perteneciente o relativo al conocimiento.

Génesis: Origen o principio de algo.

Logica: Ciencia que estudia las formas correctas de razonar. Normalmente al
referirnos a la légica, hacemos referencia a la légica cldsica, cuyas bases fueron
sentadas por Aristoteles.

Pensamiento Ldgico: Forma de pensamiento basado en la Iégica. Posee como base la
necesidad de la conservacién de la verdad, o sea de obtener proposiciones
verdaderas a partir de proposiciones verdaderas.

Razonamiento deductivo: Forma vdlida de razonar en las ciencias, en el cual la

conclusién se sigue necesariamente de las premisas. Su validez significa que siendo
las premisas verdaderas, la conclusién también lo serd.
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Introducelon

Hoy en dia existen muchas investigaciones cientificas del cémo una persona aprende
Matemadticas, la mayoria de estas son realizadas principalmente en las aulas y los
resultados obtenidos son difundidos cada vez a mds personas involucradas con la
Matemadtica Educativa, esta serie de actividades han formado una gran sociedad con
un fin comdn, mejorar la ensefianza-aprendizaje de las matemdticas. Los medios
preferenciales para la difusion de resultados de las investigaciones han sido la
publicacién de revistas especializadas y la organizacién de congresos, todas estas
actividades han sido posibles gracias al interés creciente de la sociedad por la
ensefianza-aprendizaje de las matemdticas.

La Matemdtica Educativa ha reclamado su lugar dentro de las disciplinas cientificas,
y ha logrado consolidarse. Como un factor importante y relevante, nuestra
disciplina tiene como objeto de estudio el sistema diddctico, formado por la triada
alumno-saber-profesor.

Los productos obtenidos de la investigacion en este campo de estudio pretenden
incidir positivamente en el proceso ensefianza-aprendizaje, consideramos que es un
camino por el que debemos fransitar. Las investigaciones realizadas lo han
demostrado, el aprendizaje de las matemdticas no radica solo en ensefiar procesos,
o bien, una simple transferencia de conceptos. El sistema diddctico formado por: el
alumno, el profesor y el conocimiento a ensefiar; es mucho mds complejo e
interesante.

El trabajo que presentamos, tiene cobijo en esta disciplina, y nos hemos permitido
utilizar una de sus teorias. El problema que hos ocupa, nace como la mayoria de las
investigaciones en matemadtica educativa, en el aula. Cuando un profesor observa los
comportamientos, procesos, inquiefudes, y principalmente los errores de sus
alumnos al manejar un conocimiento matemdtico. Esto es compatible con lo que
menciona Adda (1987) “La mayoria de los problemas llamados de diddctica de las
matemdticas nacen de la prdctica”

10 Realizd: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



Algo similar a la forma de cémo Freudenthal (1981) plantea su primer problema:
"¢Por qué Juanito no puede sumar?”. También nosotros nos planteamos la siguiente
pregunta: ¢Por qué a los alumnos se les dificulta utilizar el método de factorizacion
en la solucién de una ecuacién cuadrdtica con raices no enteras? Conscientes de que
aprender matemadticas no es lo mismo que aprender cémo aprender matemdticas, tal
y como menciona Dubinsky (2000) en su viaje personal, nos propusimos mejorar la
ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones cuadrdticas, principalmente en la
utilizacion del método de factorizacion para su solucidn.

La investigacion realizada puede considerarse dentro de una de las lineas de
investigacion, desarrollada dentro del programa de Matemdtica Educativa de
CICATA del IPN: "Innovacion para la ensefianza de las matemdticas’. Compartiendo
ideas con este grupo de profesores e investigadores, nos hemos propuesto
investigar los diferentes escenarios aunados a la ecuacién cuadrdtica, por ejemplo,
de tipo algebraico, geométrico, fisico. Esto nos permitird obtener elementos para el
disefio de una secuencia de clase, donde el alumno pueda transitar por situaciones
problema, que le den la oportunidad de vivir y cuestionar el objeto matemadtico.

En este sentido pensamos que es importante utilizar diferentes situaciones que
involucren este conocimiento, creemos que existen diferentes medios para adquirir
un conocimiento y consideramos que involucrar mds de uno enriquece el aprendizaje
significativo, y aunque el proceso algebraico a tenido prioridad en los ultimos afios,
es bien sabido que por si solo no es suficiente, por lo menos a lo que se refiere a la
ensefianza-aprendizaje.

Claro, esto no quiere decir que debamos dejar a un lado lo algoritmico, de lo que se
trata es que el alumno interactué con los diferentes lenguajes matemdticos,
ddndose la oportunidad de formarse criterios y construir su propio sentir
matemdtico.
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Esperamos lograr con este trabajo resultados positivos, entendiendo como
resultado, la respuesta a nuestra pregunta. Generalmente una interrogante va
acompafiada de alguna dificultad, en este sentido, nuestra labor consiste en buscar
las formas que nos permitan salvar el principal obstdculo y por el cual gira esta
investigacion: ¢Se puede utilizar la factorizacion como método general en la
solucion de ecuaciones cuadraticas? , una vez contestada esta pregunta y con la
ayuda de la Ingenieria Diddctica, utilizaremos este conocimiento en el disefio de una
secuencia diddctica que logre los objetivos de nuestra investigacion.
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Objetivo general

Buscar la manera de generalizar el método de factorizacion en la solucion de
ecuaciones cuadrdticas, con el fin de esclarecer algunas de sus formas, usos e
interpretaciones de las ecuaciones, y asi, dotar de elementos constructores para el
disefio una secuencia diddctica, que permita a los alumnos apropiarse de este
conocimiento matemadtico.

Oljetivos particulares

- &[;u.stecer ef método de ﬁctoﬁzadén, en Ja solucién de ecuaciones

cuadrdticas.

- Estudiar fa interpretacion: Geométrica, numérica, a/jeb'raz'ca y ﬁ'.n'ca de Jas

ecuaciones cuadridticas.

- iﬁz’.seﬁar una secuencia diddictica que Jermita construir ef concepto de

solucion de una ecuacion cuadritica utifizando ef método de ﬁctorz'zaa'én.
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nwgenteria Diddactica,

nuestra metodologia de tnvestigacion.
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Dada la importancia de contar con una fundamentacién tedérica para nuestra
investigacién, hemos elegido a la ingenieria diddctica como metodologia, por dos
razones importantes; una, por los resultados con los que ha contribuido en diddctica
de las matemadticas; y la segunda, porque creemos en las ideas que la sustentan. Por
lo que dedicaremos este primer capitulo, para comentar un poco sobre las
concepciones de esta metodologia y las ideas en las cuales se edifica.

Segun Artigue (1995) e/ término Ingenieria Diddctica, surge a principio de los afios
ochenta del siglo pasado, dentro de la diddctica francesa de la matemdtica. E/
nombre se debe a una comparacion con el trabajo de un Ingeniero, pues ademds de
tomar en cuenta resultados cientificos, debe tomar decisiones y controlar los
distintos componentes del proceso ensefianza-aprendizaje.

Se denomina ingenieria diddctica, a una forma de trabajo diddctico equiparable al
trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los
conocimientos clentificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo
cientifico. Sin embargo. Al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con
objetos mucho mds complejos que los depurados por la ciencia y, por lo tanto, tiene
que abordar prdcticamente, con todos los medios disponibles, problemas de los que
la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo.

Douday (1995), wna ingenieria diddctica es un conjunto de secuencias de clase,
disefiadas y articuladas coherentemente por un ‘profesor-ingeniero”, para lograr e/
aprendizaje de cierto conocimiento en un grupo de alumnos especifico, (Ferrari,
2001, p. 42).

Es importante aclarar que el término de Ingenieria diddctica, es utilizado en dos
sentidos dentro de la matemdtica educativa: por un lado como metodologia de
investigacidn y por otro como produccion de situaciones de ensefianza-aprendizaje.
Y en vista de que nosotros la ocuparemos en ambos sentidos, creemos conveniente
hablar de ellas separadamente.
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A) ngenleria didactica como wmetodologia de investigacion

La Ingenieria Diddctica es un instrumento metodoldgico para la ensefianza y para la
investigacidn, que nos brinda la posibilidad de desarrollar una accion racional sobre
el sistema educativo, pues intenta captar la complejidad del proceso de ensefianza-
aprendizaje en situacién escolar. Como metodologia de investigacidn, se caracteriza
fundamentalmente porque sus productos son construidos a partir de un esquema
experimental basado en las realizaciones diddcticas en clase, es decir sobre la
concepcidn, realizacién, observacién y andlisis de secuencias de ensefianza; y
también porque se ubica en los registros de los estudios de caso y cuya validacion es
interna, es decir, basada entre la confrontacion entre el andlisis a priori y a
posteriori (Artigue, 1995).

Ststema Dlddcetico

Es conveniente mencionar que el objeto de estudio de nuestra disciplina
(Matemadtica Educativa), es el sistema didactico, formado por alumno-profesor-
saber (ver figura).

Profesap

Montiel (2002) comenta: Saber matemdticas y ensefar un conocimiento matemdtico
concreto son fendmenos que giran alrededor de lo que Chevallard (1991) ha /lamado
sistema didactico, un tridngulo cuyas interacciones se deben mirar de forma
sistémica para explicar los acontecimientos que se producen en el proceso de
ensefianza y aprendizaje.

16 Realizd: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



Fases de una ngenieria Dlodctica

La Ingenieria Diddctica, como metodologia de investigacion consta de cuatro fases:

= %n alisis Jarefz'mz'n ar

- ﬂi&eﬁo de una sttuacion diddctica Y su andlisis a Jon’orz'
- fxferz'mentacz'o’n

- %néfz’m’& a Jao&terz'on' Y validacion

Es importante senalar que en este trabajo no se trabajo completamente Ia
metodologia, s6lo se han desarrollado las dos primeras fases.

La siguiente interpretacion de cada una de las fases, fue tomada de Artigue (1995),
distingue tres componentes ligadas a los procesos de ensefianza-aprendizaje.

- Dimension  epistemoldgica (Polo epistemoldgico). Asociada a las
caracteristicas del saber matemdtico puesto en funcionamiento.

- Dimension cognitiva (Polo Psicoldgico). Asociada a las caracteristicas
cognitivas de los alumnos a los qué se dirige la ensefanza.

- Dimension didactica (Polo Pedagdgico). Asociada a las caracteristicas del
funcionamiento del sistema de ensefianza.

Esta clasificacion armoniza con nuestro objeto de estudio, la triada: alumno-

profesor-saber. Asi tenemos el siguiente esquema representativo del
funcionamiento del sistema diddctico.
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Pola
Psicolagico

SABER-CULTURA,

Algo similar menciona Ferrari (2001, p. 62)

z;%n dlists Jarefz’mz'n ar

En el andlisis preliminar, luego de establecer los objetivos especificos de la
investigacidn, se analizan y determinan, desde unha aproximacion sistémica, todos y
cada uno de los actores del sistema diddctico y de las relaciones entre los mismos.
Para ello, se debe tomar en cuenta:

- El conocimiento matemdtico que se desarrolla en la escuela asi como su
devenir en saber, esto en la denominada componente epistemologica.

- Las concepciones de los estudiantes, sus dificultades y los obstdculos que
deben enfrentar para apropiarse de las nociones puestas en juego por la

secuencia implementada, en la llamada componente cognitiva.

- La ensefianza tradicional y sus efectos, es decir, como vive el contenido
matemdtico al seno de la escuela, dentro de la componente didactica.
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%néfz’en'& a priort y disedio de Ja situacién didéictica

En esta fase de la Ingenieria Diddctica se eligen las variables diddcticas que se
controlardn y se define la forma en que las mismas serdn gestionadas. También en
esta instancia se establecen las hipotesis de trabajo, es decir qué se espera de la
interaccién de los alumnos con la situacién disefiada, qué avances se consideran
dentro de las expectativas, qué errores se perciben persistentes, qué mecanismos
se prevé serdn utilizados, en fin, todo lo inherente a las hipdtesis de trabajo y
expectativas del investigador. Es, en consecuencia, una fase prescriptiva como
predictiva.

Una vez determinadas las variables diddcticas y establecido el objetivo, es decir,
caracterizado el obstdculo que se desea confrontar, se pasa al disefio de la situacion
diddctica en si misma, la cual debe crear un modo propicio para que el alumno acepte
la “invitacion” al juego, se sienta desafiado a apropiarse del saber puesto sobre la
mesa.

fxferz'mentacz'én

En esta etapa se procede a la "puesta en escena” de la situacion disefiada, es decir,
se le implementa en condiciones controladas estrictamente por el investigador. Los
medios de perpetuar los sucesos que se desarrollen, para su posterior andlisis
quedan bajo la responsabilidad y eleccién del investigador. Es importante el control
de las actividades y el registro de los sucesos, pues el conocimiento y
caracterizacién de los mismos redundard en la calidad y fidelidad de la siguiente
etapa.

%mifz’m’& a posteriori y validacién

El andlisis a posteriori consiste en una exhaustiva revision de los sucesos acaecidos
durante la puesta en escena de la situacion disefiada, es en esta etapa que se
confrontan las hipétesis definidas en el andlisis a priori y se determina en qué
medida las expectativas fueron alcanzadas o cuanto se desvian los resultados de lo
que se esperaba.
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De esta confrontacion entre los andlisis a prioriy a posteriori surge la fase que
caracteriza a esta metodologia de investigacidn, esto es, la validacion de la misma.
Esta validacién, a diferencia de otros acercamientos tales como los de cardcter
cuantitativo para los cuales el éxito se mide en tanto el grupo experimental logra
mejores resultados que el grupo de control, es decir, entre los resultados externos
a la situacién planteada en si misma, en la Ingenieria Diddctica, la validacién es
interna, pues se confrontan dos fases de la misma, lo esperado y lo que se obtuvo en
realidad, entre las conjeturas y expectativas que fueron explicitadas en el andlisis a
priori'y los resultados analizados y categorizados en el andlisis a posteriori.

De las consideraciones realizadas, y del hecho que la validacién de una Ingenieria
Diddctica surge de la confrontacién entre el andlisis a priori 'y a posteriori, se
deducen dos aspectos relevantes de éstaq, el estricto control que debe ejercerse en
la experimentacion y la precisién del andlisis preliminar.
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B) ingenieria didactica como produccion de secuencias diddcticas

La ingenieria diddctica a su vez, es considerada como una de las teorias que permite
disefiar secuencias de clase, donde el alumno construye su propio conocimiento,
interactuando con un objeto matemdtico. Como menciona (Cantoral, et al., 2000, p.
41) en su libro titulado: "Desarrollo del pensamiento matemdtico”. “As/ pues, esta
teoria de situaciones permite disefiar y explorar un conjunto de secuencias de clase
concebidas por el profesor con el fin de disponer de un medio para realizar un
cierto proyecto de aprendizaje”.

Por otro lado Ferrari (2001, p. 42) Menciona: "Dos son las teorias que sustentan a la
Ingenieria Diddctica, a saber, la teoria de transposicion diddctica de Chevallard, y la
teoria de situaciones diddcticas de Brousseau. Estas teorias surgen en una
necesidad de crear acercamientos tedricos menos simplistas que los proporcionados
por otras disciplinas como la pedagogia, la psicologia, la sociologia, la matemdtica
misma, integrando los aportes de todas ellas en un esfuerzo por crear explicaciones
propias y por tanto generar una disciplina que atienda la problemdtica particular que
produce el tratamiento de entes matemdticos en un ambiente dulico y los fenomenos
inherentes a esta actividad.”

Sobre La génesis del conoctmiento

Brousseau nos habla de una "génesis ficticia” de los saberes puestos en juego en el
aula con el propdsito de facilitar su ensefianza, en la cual se aislan las nociones y
propiedades de las actividades que les dieron origen, sentido, motivo y utilizacion.
Considera a su vez, la necesidad de retornar e incorporar en el discurso escolar, la
historia de los saberes, esto es, indagar sobre las dificultades y preguntas que
provocaron su aparicion como conceptos necesarios y su evolucion y uso en nuevos
problemas. No deseamos decir con esto que se incorpore el desarrollo historico de
los conocimientos al salon de clase, sino que los saberes adguieran nuevos
significados o recuperen sus significantes iniciales, desde esta vision en la cual se
los adopta como entes socioculturales. (Ferrari, 2001, p. 43).
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Bajo esta perspectiva pensamos que la historia del conocimiento a ensefiar es muy
importante, en ella podremos encontrar: las necesidades que originaron tal
conocimiento, los significados que han tenido en su devenir histdrico, la utilizacion
que ha tenido en las diferentes épocas. Precisamente este contexto nos puede
brindar elementos para el disefio de una secuencia diddctica, donde los alumnos
puedan darle sentido al saber a enseiiar.

Una persona no se hace futbolista por el solo hecho de conocer el reglamento de
este deporte, si.., no tiene la oportunidad de pegarle al balén, y ifallar! en varios
intentos, dificilmente manejara habilidades que le permitan triunfar. Por lo que una
de nuestras metas es recuperar significados de antafio y encontrar nuevos
significados, que nos permitan dotar de un medio apropiado, donde los alumnos
puedan incidir y cuestionar el conocimiento en el que estan involucrados.

Tra wspos’wiéw didactiea

Segtin Chevallard (1995), el conocimiento generado por la élite de matemdticos, no
llega al aula tal y como es producido, sino que sufre un proceso gue ha denominado
transposicion diddctica. Siguiendo sus ideas, el "saber erudito” pasa a ser un "saber
a ensefar”, luego de ser validado por una "nooesfera” que le confiere el status de
conocimiento a ser abordado en la escuela. No se trata de una elementarizacion
burda del conocimiento, ni de una mera simplificacion del mismo, sino por el
contrario, el producto de los ajustes diddcticos que lo hace diferir del conocimiento
de origen.

A su vez, para Cantoral (1995), la palabra transponer significa poner una cosa mds
alld en un sitio distinto del lugar que ocupaba. Por tanto, el término transposicion
diddctica implica "transponer” un saber al dmbito escolar. Sin embargo, los objetos
destinados para ser ensefiados no pueden ser analizados como simplificaciones de
objetos mds complejos producidos por la sociedad cientifica, sino como el resultado
de ajustes diddcticos, de una construccion a propdsito de su destino, lo cual les hace
diferir de los saberes de referencia, (Ferrari, 2001, p. 44).
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Debemos reconocer que la transposicion diddctica es inevitable, es la propia
sociedad la que impone las prdcticas educativas, luego entonces, el conocimiento que
se ensefia en las aulas, de alguna forma, cambia su contexto en el cual se origino,
estd descontextualizado, no obstante, esto es benéfico, es lo que nos permite
avanzar como sociedad humana. Cuando un conocimiento se convierte en un
conocimiento a ensefiar es porque la sociedad asi lo reclama, consiente de que es
conveniente ensefiarlo, claro que esta decision en la mayoria de los casos tiene un
propésito de utilidad.

En diddctica de las matemadticas, se plantea que un solo significado no es suficiente
para que los alumnos puedan entender el concepto. Pensamos que se necesitan una
serie de elementos, uno de los cuales puede ser la propia epistemologia del
conocimiento. Es importante que dejemos que nuestros alumnos puedan vivir
experiencia matemdticas, donde puedan significar y resignificar el conocimiento que
estdn adquiriendo.
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Teoria de Sttuaclones Dlddceticas

Esta teoria es fundamental dentro de la Ingenieria Diddctica, nos permite disefiar
secuencias de clase, donde podemos tener un cierto control del sistema diddctico,
por ende, haremos uso de ella en nuestro dltimo capitulo.

Guy Brousseau, desarrolla su teoria de las situaciones diddcticas reformulando
ciertas ideas generadas por Piaget, y que éste plasmara en su teoria de la
equilibracidn, con lo que respecta a la evolucion y apropiacion de conocimientos por
parte de un sujeto. Considera que un individuo aprende en la medida que construye o
resignifica un concepto, incorpordndolo a su estructura cognitiva.

Una parte que nos parece interesante y que retomaremos en nuestro trabajo, es
cuando plantea que; una nocién no es aprendida, sino se relaciona con otras que han
sido previamente adquiridas; y que ademds, la nocion debe ser (til en la solucion de
problemas. En sus palabras: “wna nocion aprendida no es utilizable sino en la medida
en la que ella es relacionada con otras, esas relaciones constituyen su significacion,
su etigueta, su método de activacion. Empero, no es aprendida si no es utilizable y
utilizada efectivamente, es decir, solo si es una solucion de un problema. Tales
problemas, junto con las restricciones a las que la nocion responde, constituyen la
significacion de la nocion...” (Brousseau, 1983).

En el siguiente pdrrafo, podemos distinguir la diferencia entre lo expuesto por
Piaget, y la forma o sentido que le da Brousseau,

‘Brousseau, por su parte, replantea las ideas piagetianas pues considera que
estudiar la génesis espontdnea de los conocimientos no responde completamente a
los fenomenos acaecidos en el salon de clases, donde impera una génesis ficticia
provocada para la formacion de los mismos. Se considera entonces, que el
conocimiento es una construccion personal, en tanto que el saber proviene de una
elaboracion cultural, siendo motivo de interés la génesis, en cuanto a su historia, de/
saber (Ferrari, 2001, p. 46).
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En el pdrrafo anterior se menciona de una génesis ficticia, entonces, la intencion no
es que los alumnos transiten por los mismos pasos; de alguna persona, que haya
tenido la necesidad de aprender cierto conocimiento, en un cierto tiempo,
respondiendo a una cierta necesidad y bajo un contexto social alejado a nuestra
comunidad estudiantil; mads bien, se trata de que nuestros alumnos tengan un
conocimiento personal, que vivan sus propios cuestionamientos, con las ventajas que
brinda el tener cierta herencia matemadtica.

Siempre serd de gran utilidad para nuestro quehacer tener un acercamiento teérico;
del cémo aprenden las personas ideas matemdticas. Y es una de las consideraciones
importantes que se deben tomar en cuenta al disefiar una secuencia diddctica. En
ese sentido compartimos las ideas de Brousseau: “e/ alumno aprende adaptdndose a
un medio gue es factor de contradicciones, de dificultades, de deseguilibrios, un
poco como lo ha hecho la sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion de/
alumno, se manifiesta por respuestas que son la prueba del aprendizaje” (Brousseau,
1986, p. 48).

Para lograr que el alumno entre en un proceso de desequilibrio (los conocimientos
previos no son suficientes) y pueda adaptarse satisfactoriamente al medio
(solucionar el problema con sus restricciones), es necesario que el profesor le
asigne un problema que le permita entrar en un proceso incierto, donde él
tendrd que encontrar la respuesta, utilizando sus conocimientos anteriores y
descubriendo el nuevo conocimiento. Es importante que el alumno observe que el
conocimiento que estd adquiriendo es el mds idéneo para solucionar el problema, de
lo contrario se perderd el interés de obtenerlo.

Por lo que consideramos que un factor importante en el aprendizaje de un concepto
matemdtico, es asighar un problema que tengan un cierto contenido diddctico, que le
pueda interesar al alumno, y que ademds este en juego el conocimiento por adquirir.
El acto de por el cual un profesor logra que el alumno acepte la responsabilidad de
una situacién aprendizaje es conocido dentro de la Teoria de las situaciones
diddcticas como “devolucién”.

“Devolucion es el acto por el cual el profesor hace que el alumno acepte la

responsabilidad de una situacion de aprendizaje (a-diddctica) o de un problema y
acepte é/ mismo las consecuencias de tal transferencia”(Brousseau, 1988, p. 325).
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También es importante que en el disefio de una situacion de ensefianza-aprendizaje,
el conocimiento que estd en juego, tenga utilidad y sentido en el entorno cultural del
alumno, ademds se le brinde la libertad de aprender lo que le pueda ser Gtil.

E/ docente debe proponerle al alumno, una situacion que le permita dotar al
conocimiento que se desea impartir, de un significado propio y plausible de serle dti/
y de que reconozca su utilidad en la resolucion de otro problema. La situacion
planteada debe tener por objeto que el alumno interactde con el saber, es decir, que
actue, formule, pruebe, construya modelos, lenguajes, conceptos, teorias, que
intercambie con otros, que reconozca los que estdn conformes con la cultura, que
tome los que /e sean utiles. (Brousseau, 1986)

Lezama (1999, p. 4), menciona: “Para gue los conocimientos aparezcan el profesor
debe elegir con todo cuidado problemas gue sean posibles que el alumno acepte y
gue lo pongan en accion, es decir, a explorar, a conjeturar, a hablar, a reflexionar de
tal manera que vayan evolucionando sus ideas y haciendo uso de sus propios
recursos. E/ profesor no propone los conocimientos, sino que permite gue éstos sean
producidos por el alumno y vigila gue sean los que el profesor quiere ver aparecer. E/
alumno sabe que el problema planteado ha sido escogido para hacerle adquirir un
nuevo conocimiento.”

Se considera gue el alumno se ha apropiado del conocimiento, cuando es capaz de
utilizarlo fuera del contexto de ensefianza, y en momentos donde no haya indicacion
intencional, denomindndose a éstas actividades, ‘situaciones no-diddcticas”
Brousseau, en su teoria, define: situaciones no-diddcticas, como aquellas carentes
de intencionalidad para ensefar, es decir, esta diferencidndolas de las "situaciones
diddcticas”, que son las que se entablan entre profesor y alumnos alrededor de/
saber a ensefar, dentro del aula. En ellas se exhibe la intencion de ensefar y
aprender. Por dltimo, define "situaciones a-diddcticas”’, como aguellas en las cuales
el profesor se aparta del escenario dejando que el alumno viva esta situacion como
investigador de un problema matemdtico, independiente del sistema educativo
(Margolinas, 1993).

El alumno es consciente de que el problema que se le plantea tiene la intencion

de que aprenda un determinado conocimiento, al que debe construir respondiendo
a la logica interna de la situacion propuesta por el docente (Ferrari, 2001, p. 49).
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Sttuactones adiddcticas

Existen diferentes tipos de situaciones a-diddcticas, segln Brousseau; que inducen
a los alumnos a transitar por diversas etapas propias de la actividad matemadtica: la
accién, la formulacién y la validacién, asi como la de institucionalizacién que quedé
definida tiempo después.

La clasificacién que tomaremos es la presentada por (Cantoral et al., 2000, p. 43).
En esta Obra, se menciona:

"Otro factor gue facilita el aspecto de las situaciones diddcticas es su clasificacion.
Se distinguen, entre las situaciones que se producen por su estudio experimental,
cuatro tjpos cuya secuencia en los procesos diddcticos que organizan es la
siguiente:”

Nota. Cabe aclarar que las situaciones didacticas a las que se refiere son a las
situaciones a-didacticas, donde el profesor esta como espectador. Posteriormente
propone la siguiente clasificacion

1) Situacion a-diddctica de accion: En las que se genera una interaccién entre
los alumnos y el medio fisico. Los alumnos deben tomar las decisiones que
hagan falta para organizar su actividad de resolucion del problema planteado.

2) Situacion a-diddctica de formulacion: Cuyo objetivo es la comunicacion en
informacidn entre alumnos. Para esto deben modificar el lenguaje que utilizan
habitualmente, precisindolo y adecudndolo a las informaciones que deben
comunicar.

3) Situacion a-diddctica de validacion: En las que se trata de convencer a uno
o varios interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen. En este
caso, los alumnos deben elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones.
No basta la comprobacién empirica de lo que dicen es cierto; hay que explicar
que necesariamente debe ser asi.

4) Situacion de institucionalizacion: destinadas a establecer convenciones
sociales. En estas situaciones se intenta que el conjunto de alumnos de una
clase asuma la significacién socialmente establecida de un saber que ha sido
elaborado por ellos en situaciones de accidn, de formulacién y de validacion.
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Con respecto a la situacion de Institucionalizacion. En ella se produce el
reconocimiento del objeto de ensefianza por parte del alumno y del aprendizaje del
alumno por parte del profesor, lo cual es un fenémeno social muy importante y una
fase esencial del proceso diddctico.
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Sobre La componente Dlddctiea
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Andlisis del programa de estudios

Se puede considerar que la ecuacion cuadrdtica es uno de los temas algebraicos
fundamentales, conocimiento que ha podido sobrevivir durante siglos y que es
considerado por los programas de estudio actuales. Su importancia radica, en la gran
utilizacion dentro de las matemdticas mismas, asi, como en otras disciplinas, por
ejemplo: en al andlisis de funciones cubicas, problemas de madximos y minimos,
estudio de la pardbola, modelacién de la caida libre, el andlisis del tiro parabdlico,
etfc.

El Programa de estudios implementado en las escuelas de nivel medio superior del
Instituto Politécnico Nacional no es la excepcién. La primera materia matemdtica
impartida en este nivel lleva el nombre de “Algebra” (primer semestre), la cual es
considerada como una asignatura de formacién general y bdsica. Es tal la
importancia del tema de ecuacion cuadrdtica, que en forma implicita el programa de
dlgebra del 2006 lo retoma en su Fundamentacién, veamos:

FUNDAMENTACION DEL PROGRAMA DE ESTUDIOS

VISION DE LA ASIGNATURA O MODULO: MISION DE LA ASIGNATURA O MODULO:

El Algebra contribuira a que los educandos pongan | El Algebra en el Instituto Politécnico Nacional a
en practica los conocimientos adquiridos en el | Nivel Medio Superior, fortalece y desarrolla
ejercicio del pensamiento y espiritu critico y que a | capacidades, habilidades y destrezas, de
través del razonamiento matematico resuelva | algebra de nuestros estudiantes, a través de un
problemas, con el fin de que puedan participar en | programa integral con apoyo de las Tecnologias
forma consciente en el mejoramiento de la | de la Informaciéon y la Comunicacién; dando
naturaleza y el desarrollo humano respuesta a las necesidades de la Sociedad,
permitiendo al estudiante continuar con estudios
de niveles superiores en cualquiera de las areas
del conocimiento, con valores y actitudes que se
fomentan a través del aprendizaje significativo.

Descripcion detallada: ALGEBRA

Reconoce y aplica las propiedades de los nimeros en la solucién de ejercicios,
conoce y maneja estrategias para la resolucién de problemas, reconoce y aplica los
productos notables y las factorizaciones para resolver las ecuaciones, que involucran
un proceso que permita reducir una ecuacion dada a otra mas simple hasta alcanzar
su solucién, desarrolla su capacidad de transitar por distintos registros de representar
verbal, tabular, algebraico y grafico, resuelve problemas que dan a lugar a una
ecuacion de primer grado, segundo grado o un sistema de ecuaciones, asi como
tener el fundamento para desarrollo posterior de conceptos y métodos algebraicos.
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Otra consideracién importante es que el Programa de estudios hace hincapié en la
utilidad del conocimiento en la resolucion de problemas, le da importancia a la
aplicacién, esto coincide con las teorias antes planteadas, al alumno le interesara un
saber y mejorard su aprendizaje de él, si es que le encuentra utilidad.

Mds adelante el programa dedica la unidad cuatro al tema de ecuaciones y funciones
cuadraticas en forma mds explicita, una vez mds se puede ver la importancia de este
conocimiento, una unidad completa no se le dedica a un conocimiento sin
trascendencia.

31 Realizd: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



UNIDAD IV: ECUACIONES Y FUNCIONES CUADRATICAS

OBJETIVO DE LA UNIDAD:

El estudiante conocera

las caracteristicas y propiedades de

las ecuaciones

cuadréticas, mediante su construccion analitica y grafica; ademas resuelve problemas
de la vida cotidiana y las ciencias que involucren ecuaciones cuadraticas.

RESULTADO DE APRENDIZAJE PROPUESTO (RAP) 1:
Reconoce las caracteristicas y propiedades de la ecuacion
de segundo grado, mediante su construccion analitica y

gréfica.

Tiempo

estimado 5
para obtener

el RAP

ACTIVIDADES

RECURSOS DIDACTICOS

DE APRENDIZAJE

DE ENSENANZA

e Realiza un trabajo de
investigacion, referente a
las caracteristicas y
propiedades de las
ecuaciones cuadraticas.

o |dentifica la forma general
de la funcion cuadrética:
F={(x,y)ly = ax’*+ bx + c,

cona #0}.

¢ Reconoce las
caracteristicas y
propiedades de las

ecuaciones cuadraticas a
partir de su expresion
algebraica.

e Construye gréficas de
ecuaciones de segundo
grado en un sistema de

ejes  cartesianos  por
tabulacién.

e Utilizando un graficador,
se analizaran las

variaciones de la funcion
de acuerdo al cambio en
los valores de cada
coeficiente de la ecuacién
general de segundo grado
y/o generalizacion.

e Utiliza los conceptos de
funcién creciente y
decreciente para
determinar el punto
maximo y/o minimo de la
misma, asi como el
dominio y rango.

de la
de

e A partir
presentacion

diversos tipos de
ejercicios,
ejemplifica las

caracteristicas y
propiedades

graficas y
analiticas de las
ecuaciones de

segundo grado.
e Utiliza un sistema

de ejes
cartesianos para
graficar diversas
tipos de
ecuaciones

cuadraticas y
muestra sus

caracteristicas
como son: funcién

creciente y
decreciente,
maximo, minimo,
vértice, ecuacion
de su eje de
simetria,
intersecciones con
los ejes

cartesianos

REFERENCIAS

MEDIOS Y MATERIALES

DOCUMENTALES EDUCATIVOS DE APOYO
Algebra con e Pizarrén
aplicaciones, e Marcadores
Elizabeth D. e Software
I?hillips didactico
Algebra y (graficadores).
Trigonometria e Calculadoras
Smith  Stanley graficadoras.
A. e Calculadora

e Internet
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RESULTADO DE APRENDIZAJE PROPUESTO (RAP) 2:
Resuelve problemas de la vida cotidiana, geométricos y

Tiempo

estimado 10

cientificos que involucren ecuaciones y funciones | paraobtener
cuadraticas. el RAP
ACTIVIDADES RECURSOS DIDACTICOS

DE APRENDIZAJE

DE ENSENANZA

e Realiza un trabajo de
investigacion referente a
los diferentes métodos
que se aplican en la
resolucion de ecuaciones
de segundo grado.
Identifica la  ecuacion
cuadratica como resultado
de igualar a cero a la
funcion cuadrética.
Resuelve ecuaciones
cuadraticas por
factorizacion y
comprueba su solucién.
Resuelve ecuaciones
cuadraticas completando
el trinomio cuadrado
perfecto y comprueba su
solucién.
Deduce la
general.
Analiza la naturaleza de
las raices de la ecuacion
cuadratica con base al
discriminante.

Traza e interpreta la
grafica de una ecuacion
cuadratica y determina los
puntos de interseccién
con el eje X, y el vértice.
Resolver problemas de la
vida cotidiana,
geométricos y cientificos,
que involucren ecuaciones
de segundo grado.

Una vez que se han resuelto
los problemas, construir la
grafica de manera intuitiva
para interpretar el
comportamiento.

Realiza una actividad grupal
para explicar el
comportamiento  de  una
funciéon de segundo grado
que resulte de algin tema de
investigacion de su area.

féormula

e A partir de la
presentacion de

diversos tipos de
ejercicios,
ejemplifica
problemas de Ila
vida cotidiana,
estableciendo una
ecuacion

cuadrdtica, la cual
resuelve por
alguno de los
meétodos que
existen para la
resolucion de este
tipo de ecuaciones
(factorizacion,
completando
Trinomio
Cuadrado
Perfecto,
general)
e A partir de la
presentacion  de
diversos tipos de

formula

ejercicios,
ejemplifica
problemas de Ila
vida cotidiana,

estableciendo una
funcién cuadrética
cuyo objetivo
principal serd la
interpretacion  de
la grafica.

REFERENCIAS

MEDIOS Y MATERIALES

DOCUMENTALES EDUCATIVOS DE APOYO
Algebra con e Pizarrén
aplicaciones, e Marcadores
Elizabeth D. e Software
Phillips didactico
Algebra y e Calculadoras
Trigonometria graficadoras.

Smith e Calculadora
Stanley A. e Internet
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Consideramos que el programa antes analizado ya tiene un enfoque constructivista,
se puede observar que hace diferencia entre actividades de ensefianza y actividades
de aprendizaje, es decir actividades que realizard el profesor y las que realizard el
alumno, no obstante, consideramos que le hace falta ahondar en precisar las
actividades y las relaciones que se presentaran en la triada alumno-saber-profesor.

También se puede observar que dentro de los objetivos de la unidad, es que el
estudiante conozca y aplique las ecuaciones cuadrdticas para resolver problemas,
ademds propone que utilice tanto su construccién analitica como grdfica. En este
sentido, entendemos que se desea que la ensefianza-aprendizaje de este
conocimiento se genere a través de diferentes contextos, con la intencién de
generar aprendizajes significativos. Esto armoniza con nuestras intenciones.

Sin embargo, aunque este programa propone actividades de aprendizaje y de
ensefianza, que de alguna forma coinciden con el sentir de este trabajo., ain no
tiene claridad en el disefio de estas actividades, ni en la metodologia que se debera
utilizar, mds aln, no explica ¢Cudles serdn las habilidades matemadticas que el alumno
obtendrd al realizar cierta actividad?. Desafortunadamente la realidad adn esta
alejada de las buenas intenciones, pero, tenemos la certeza que los cambios se
estan dando.
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En este programa el saber a ensefiar y los algoritmos se mencionan dentro de las
actividades de aprendizaje propuestas, denominadas con las siglas "RAP"
(Resultados de Aprendizaje Propuestos). En las actividades del RAP2 se proponen
métodos para la solucién de ecuaciones cuadrdticas, con el siguiente orden.

Actividad de aprendizaje Método de solucion
(ecuacion cuadratica)

Actividad 3. Resuelve ecuaciones cuadrdticas por factorizacién
factorizacion y comprueba su solucién

Actividad 4. Resuelve ecuaciones cuadrdticas Completando el trinomio
completando el trinomio cuadrado perfecto y cuadrado perfecto
comprueba sus solucidn

Actividad 5. Deduce la férmula general Férmula general

Actividad 7. Traza e interpreta la grafica de una
ecuacion cuadrdtica y determina los puntos de Grafico
interseccion con el eje X, y el vértice

Si observamos el cuadro anterior, podremos darnos cuenta que el primer método
propuesto es el de factorizacién, como una opcion para la solucion de una ecuacién
cuadrdtica (el método que ocupa nuestro interés).

Pero, (Qué pasa?, volvamos a observar el cuadro anterior, las actividades
propuestas estdn enmarcadas, no se puede encontrar la situacién problema a la cual
el alumno deba enfrentarse, simplemente son procesos incuestionables, caminos ya
terminados, ante esta situacion el alumno dificilmente desarrollard habilidades
matemdticas importantes, tales como: razonamiento ldgico, andlisis, prediccion, etc.
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Ahora bien, durante un curso de dlgebra del Nivel Medio Superior, es comin tratar
con diferentes métodos de solucién de ecuaciones cuadrdticas, los mds utilizados en
el ambiente escolar son:

a) Factorizacion

b) Completando el trinomio cuadrado perfecto

c) Férmula general (cominmente deducida del método anterior)
d) Grafico

Esto concuerda con lo que ya ha mencionado Agiiero;

"Al presentar la discusion para resolver ecuaciones cuadrdticas, aparecen varios
métodos: algebraicos, geométricos o combinacion de ambos. De los métodos
algebraicos, el de ‘"completar cuadrados” es el mds general, ya que conduce a
obtener la formula general para resolverias” (Agiiero, 2003, p. 61)

Algunas consideraciones importantes que se toman en cuenta en el curso de dlgebra,
(pero, en la mayoria de los casos sélo en el papel), son las habilidades del
pensamiento. Tales como: las perceptuales (observacion y relaciones espaciales), de
comunicacion (oral, escrita y grdfica) y las de elaboracion de conjeturas,
argumentacion, abstraccion y generalizacién. Asi que en el disefio de la secuencia
diddctica, buscaremos reforzar algunas de estas habilidades.

También es conveniente considerar que los conocimientos incluidos en el curso de
"Algebra", son requisitos indispensables para cursar las asighaturas de; Geometria y
Trigonometria, Geometria Analitica, Cdlculo Diferencial, Cdlculo Integral y
Probabilidad y Estadistica. Al mismo tiempo también son necesarios para poder
entender y solucionar problemas relacionados con: Computacién Bdsica II, Dibujo
Técnico II, Fisica I, Quimica I, Fisica IT, Quimica II, Biologia y aquellas
relacionadas con el drea techoldgica.
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Se menciona que el enfoque metodoldgico del curso se fundamenta tanto en la
concepcién del docente como un sujeto facilitador del aprendizaje, a través de la
planeacion y organizacién de actividades pertinentes que conduzcan al logro de
aprendizajes significativos, asi como en la concepcion de un alumno capaz, en pleno
desarrollo, potencialmente reflexivo y creativo, que aprende a partir de las
actividades y experiencias desarrolladas en continua interaccién con el objeto de
conocimiento, bajo la supervision y asesoria del docente.

En este sentido, el enfoque diddctico incorpora como método la problematizacion
continua, la formulacion de conjeturas y la revision sistemdtica de los conocimientos
adquiridos, utilizando técnicas grupales para el andlisis y la discusién, asi como
técnicas expositivas y de indagacion, apoyadas con recursos audiovisuales y
tecnoldgicos (computadora, calculadora, etfc.), procurando que la relacion entre el
alumno y el objeto favorezca un aprendizaje significativo.

Trataremos, entonces de favorecer ese aprendizaje significativo, pero, ¢Cémo
podremos lograrlo? Esta serd una pregunta que tendremos presente en nuestras
propuestas.

Una parte que hos llama la atencidn, es que el programa de estudios contempla como
primera actividad, resolver una ecuacién cuadrdtica utilizando el método de
factorizacion, podemos deducir que el programa le da cierta prioridad a este
método, por lo menos en el orden de aparicién.

En la actividad 5 se menciona que el alumno deducird la formula general, ¢serd
posible que los alumnos la deduzcan?, ¢qué significado le podrdn dar a este
proceso?, ¢qué tipo de habilidades estdn desarrollando?

Otra fuente importante en nuestra investigacidn, son los libros de texto disefiados
para la ensefianza. A continuacion presentamos la vision de los libros de texto
contempordneos con lo que respecta a la solucién de una ecuacién cuadrdtica y
temas afines.
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Awndlisis de Los Llbros de texto

Realicemos un acercamiento en la explicacion que dan los libros de texto de dlgebra,
para dar solucién a una ecuacién cuadrdtica utilizando el método de factorizacidn,
tratando de estudiar sus diferentes comportamientos y aparentes limitaciones.

Al igual que en el Programa de estudios, los libros de texto, de diferentes autores,
inician con el método de factorizacién para darle solucion a una ecuacién cuadrdtica,
este orden se puede observar incluso en el indice de contenidos. Pero, este método
sélo es utilizado cuando se tienen raices enteras, es decir que la preferencia sélo es
transitoria. Una vez que se presenta una ecuacion cuadratica con raices
grandes, racionales, irracionales o imaginarias, el método es desplazado, ya sea
por el método de completar el trinomio o el de la formula general.

Entonces, desde nuestra perspectiva, el método tiene ciertas limitaciones,
limitaciones supuestas que consideramos se pueden superar. Esto trae la tradicion
de que las personas piensen que el método solo puede ser utilizado para algunos
casos, provocdndoles la falta de interés, y una vez que conocen métodos generales,
como la utilizacion de la formula general, sencillamente lo desplazardn, pero
pensamos que con este desplazamiento también se perderdn de grandes significados
en la solucién de una ecuacion cuadrdtica.

Uno de nuestros retos es generalizar el método de factorizacion en la solucion de

ecuaciones de segundo grado. En este sentido, se hace necesario estudiar a detalle
los lineamientos en que se basa este método.
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Factorizaciom e un trinomio cuddrads, Suma Y mult[pl[cﬁc[o’n ae los mismos
WMLV DS

Cuando tratamos de factorizar un trinomio de la forma X° +SX+ M, es comin
reflexionar sobre la suma de dos nimeros que den el coeficiente “s” y que
multiplicados den "m"”. Podemos mencionar que la mayoria de los libros de texto de
dlgebra analizados comparten esta idea, si acaso, sélo difieren en la forma de

transmitirla.

Nota. En la mayoria de los casos tratados en este trabajo, se ha cambiado la notacién
mas comun. En lugar de utilizar las letras b y ¢ como coeficientes de un trinomio

2 1. . .,
cuadrado X“ +Dbx+cC, se utilizan las letras s y m, para darle una abreviacién a la

suma y a la multiplicacion de dos nameros X* +SX +m .
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Veamos algunos textos: Iniciemos con un libro que ha gozado de cierto prestigio en
las instituciones educativas mexicanas desde su publicacion, el Baldor:

Baldor (2002)
Caso VI trinomio de la forma x? +bx+c

Ejemplo
x* +5x+6 El trinomio se descompone en dos binomios

x> +5x+6 x )(x )

En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo término del
trinomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se escribe el signo
que resulta de multiplicar el signo +5x por el signo de +6 y se tiene que + por + da + o
sea

X* +5x+6 (x+ )x+ )

Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos ndmeros que
cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos nimeros son 2y3, luego:

x> +5X+6=(x+2)(x+3)

e autor clasifica las expresiones cuadrdticas, para cada clasificacion da u
Est t lasif las expresiones drdticas da clasif n da un
proceso de solucion, cen verdad es necesario clasificar las expresiones?, ¢no es
posible generalizar? , en fin, el autor lo efiqueta como el caso VI.

En este proceso se sugiere descomponer el trinomio como el producto de dos
binomios, por lo que existe la necesidad de conocer dos ndmeros, con ciertas
relaciones entre ellos. Dos nimeros que sumen cinco y multiplicados produzcan seis.
Ademds describe muy bien los pasos a sequir, pero, lo mds que puede lograr una
persona al leer este proceso es obtener una habilidad memoristica.
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En la explicacién dada por Bello Ignacio es perceptible la importancia de la sumay la
multiplicacion de los mismos nimeros. En este caso da el ejemplo de los nimeros que
suman ocho y multiplicados producen quince, el cinco y el tres. Ndmeros que nos
permiten encontrar los binomios. Pero nuevamente faltan significados a los
procesos, y ademds sdlo se utiliza el lenguaje algebraico, no obstante consideramos
que muestra aceptablemente la aparicion de la suma y la multiplicacion de dos
ndmeros.
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Galdos (1997)

Ejemplo

Las raices de una ecuacién de segundo grado son 6 y 7, determinar la ecuacion
solucién

Suma 6+7=13

Producto 6-7=42

x? —13x+42=0

En Galdos, se pide una ecuacion a partir de conocer las soluciones, no obstante, se
sigue teniendo la necesidad de la suma y la multiplicacién de los mismos nimeros. Los
ndmeros que suman menos trece y multiplicados producen cuarenta y dos son el
menos seis y el menos siete. Es importante observar que los signos de las soluciones
son inversos a los que se presentan en la expresion cuadrdtica igualada a cero.

No es muy comin este tipo de problemas en los libros de texto, sin embargo pueden

favorecer a comprender como se puede generar una expresion de segundo grado a
partir de una multiplicacion de dos binomios con un término comdn.
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Este texto brinda algunos significados, y ademds acepta que la factorizacion de los
trinomios cuadrados se da por prueba y error. Esta situacion es la que queremos
cambiar, porque se puede cambiar. Nuevamente aparece la condicion de suma y
multiplicacion. Los nimeros que suman siete y multiplicados producen doce son
el tfresy el cuatro.

43 Realizo: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



Gobran (1990)

Ejemplo: Factorizar x* +8x+15

Solucién El primer término de cada factor es VX2 =x
Por consiguiente x> +8x+15=(x )(x )

Como el signo del dltimo término (+15) es positivo, los dos nimeros que faltan en los
factores deben tener el mismo signo.

Dado que el signo del término central (+8x) es positivo, los dos nimeros faltantes
también deben serlo.

X2 +8x+15=(x+ )(x+ )

Buscamos dos ndmeros naturales cuyo producto sea 15 y cuya suma sea 8. Los
ndmeros son 3y 5

Por lo tanto, x* +8x+15=(x+3)(x+5)

Nuevamente el autor presenta un proceso, un camino que hay que seguir. Pero,
reflexionemos lo que menciona en los Ultimos renglones: “"Buscamos dos numeros
naturales cuyo producto sea 15 y cuya suma sea 8", ¢Qué pasé?, estd limitando la
factorizacion de trinomios cuadrados. Podemos interpretar que sélo podemos
utilizar nimeros naturales, que pasa con los trinomios cuadrados que son generados
por binomios que incluyen ndmeros racionales, o incluso los que incluyen ndmeros
irracionales.

También en la solucién planteada no indica como se obtienen los nimeros, debemos

de suponer que es por prueba y error. Los nlimeros que suman ocho y multiplicados
producen quince son el tres y el cinco.
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Bello (2004)

En este ejemplo se puede observar que la suma y la multiplicacién de los mismos
ndmeros cobran importancia, fambién en los trinomios cuadrados en su forma
general. En este caso los nimeros que sumados dan menos siete y multiplicados dan
menos ocho son el uno y el menos ocho, también menciona la restriccién a nimeros
enteros.
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Podriamos seguir analizando libros, pero, consideramos que con estos ejemplos se
puede entender cudl es el discurso manejado en los textos, que como esperdbamos
coincide con el discurso escolar.

Debemos tener presente que queremos profundizar en la solucion de una ecuacion
cuadrdtica, utilizando el método de factorizacién. Por ese motivo nos iremos
introduciendo mds a las relaciones existentes entre ellos. Por ejemplo, una ecuacion
cuadrdtica estd formada por un trinomio cuadrado, entonces, puede existir la
necesidad de conocer cémo se puede factorizar el trinomio. Una consideracion
importante es que los ndmeros que hacen posible la factorizacién de un trinomio
cuadrado, son aquellos que quedan relacionados por su suma y su multiplicacidn.

Para corroborar estas afirmaciones vayamos mds atrds, haciéndonos el siguiente
cuestionamiento:

¢De donde se pueden obtener los trinomios cuadrados?
En el ambiente algebraico existe una conexién entre productos notables y
factorizacion de trinomios cuadrados. En este sentido se consideran como procesos

inversos, también se puede decir que los productos notables son el inicio, el cual
puede producir trinomios cuadrados.
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Productos fspecmlfs

En la mayoria de los libros de dlgebra un tema que cobra importancia antes de
tratar con el tema de factorizacion es el de productos notables, (tfambién llamados
productos especiales) el orden que ocupan en un texto parece acorde a los objetivos
buscados, ya que existe una relacion directa entre estos dos temas, se podria decir
incluso que son procesos contrarios, por ejemplo, Rees (2001) Dice: "Productos
especiales, deberdn aprenderse a fin de ahorrar tiempo en las multijplicaciones, y
también como preparativo para la factorizacion”. Algo similar menciona Bello (2004,
p. 290): "En el capitulo anterior aprendimos a multiplicar polinomios. Ahora
aprenderemos como deshacer la multiplicacion mediante /a factorizacion’.

Algunos textos, solo en forma implicita relacionan los productos especiales y la
factorizacion, en ocasiones lo hacen mediante un intercambio a las reglas
planteadas, como por ejemplo Stewart (2000), al relacionar el producto especial de
binomios conjugados y la factorizacién de una diferencia de cuadrados, lo hace
utilizando tablas con expresiones intercambiadas, por ejemplo:

En una primera tabla contempla lo siguiente:

"SPECIAL PRODUCT FORMULAS”
(A-B)(A+B)=A?-B?

Mientras que en otra tabla posterior menciona:

"FACTORING FORMULAS"
A> —B? = (A—B)(A+B)

Se puede decir entonces justificadamente que los tfemas de productos notables y
factorizacion estdn extremadamente ligados y son considerados en los libros de
texto. Pensamos que es conveniente que esta relacion se tome en cuenta en el aula
de clases, pero ademds podemos obtener mds elementos que hos ayuden a
comprender y significar la solucién de una ecuacidn cuadrdtica.
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La suma Y la multipliaﬂcio’n e dos numeros, en el pmduoto &spea[al ae dos
Vinomips con un trmino comun

Un producto notable que centra nuestro interés es el producto de dos binomios con
un término comun, veamos por qué. Analicemos las siguientes propuestas de textos
de ensefianza, en cuanto a este producto especial.
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La forma que pueden tomar los trinomios cuadrados, como producto de dos binomios
nos puede brindar, mds significados, y diferentes contextos, en este caso ademds
del contexto algebraico aparece el geométrico. Consideramos que todo esto se
puede y debe tomar en cuenta en la solucién de una ecuacién cuadrdtica. Los
trinomios cuadrados los podemos obtener a partir del producto de dos binomios con
un término comdn, y mds adn estas relaciones pueden tener una justificacidn
geométrica, como es el manejo de dreas. También observemos que aparece la suma 'y
la multiplicacién de los mismos ndmeros “a"y "b".

Esta situacion de producto de dos binomios con un término comin y los trinomios

cuadrados, es como ir y regresar, subir y bajar, entrar y salir. Es importante
realizar ambas cosas, una justifica y da sentido a la otra.
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Nuevamente aparece la suma y la multiplicacion de los mismos nimeros “a" y “b".
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Rojano y Filloy nos muestran una secuencia guiada, donde el alumno puede descubrir
el conocimiento que estd en juego. Aqui podemos ver como los autores sacan
provecho del contexto geométrico, donde el alumno se le induce a pasar por una
secuencia, donde participa, reflexiona, y no solamente absorbe procesos.
Consideramos que este contexto también puede ser utilizado en la solucién de una
ecuacion cuadrdtica.
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Carrefio y Cruz (2003)

Producto de binomios con término comtn

Es el cuadrado del término comin mds el producto del término comin por la suma de
los términos no comunes y mds el producto de los términos no comunes, o sea:

(x+a)(x+b)=x*+xe(a+b)+ab

Creemos que aqui se nhos presenta una explicacion tediosa de como multiplicar dos
binomios con un término comdn, este libro esconde muchas cosas, prdcticamente no
muestra nada. Evidentemente este libro tendria muchos problemas en el
aprendizaje. Hemos notado que los alumnos aborrecen este tipo de recetas, donde
sélo se utiliza el lenguaje algebraico.

Sin embargo podemos observar que también aparece la suma y la multiplicacién de
dos nimeros, en este caso de los términos no comunes, es decir los mismos nimeros

\\all y “ bll

¢Qué tipo de habilidades podria una persona desarrollar con un texto de estas
caracteristicas?

52 Realiz6: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx




(x=3)(x+5)

(x=3)(x+5) = x* + (=3+5)x + (-3)(5)

Bello Ignacio muestra un ejemplo numérico, asociado a una regla general, en este
caso los nimeros sumados y multiplicados son el menos tresy el cinco, o bien Ay B.
Este libro muestra y significa un poco mds la transformacién de un producto de
binomios a un trinomio cuadrado.

Bueno, hemos visto hasta aqui, cudl es la visién que tienen los programas de estudio
asi como los libros de texto, sobre la solucion de una ecuacién cuadrdtica y temas
relacionados. Nos podemos dar cuenta que ambos comparten la forma de ver este
conocimiento matemdtico.
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Conclusiones Capitulo 2

1) Si tenemos un trinomio de la forma, x* +sx+m este es posible factorizario si

n_ v

se pueden conocer los nimeros que sumados den "s” y multiplicados den "m’.
2) 5/ 'a” y "b” representan los nimeros que sumados dan "s” y multijplicados dan
‘m” la factorizacion del trinomio queda de la siguiente manera

X2 +sx+m=(x+a)(x+h)

3) La forma factorizada de un trinomio cuadrado es el producto especial
binomios con un término comun.

4) Desarrollar el producto de dos binomios con un término comun y factorizar un
trinomio de la forma x* + sx + m Son procesos inversos.

5) Es posible relacionar el contexto algebraico con el geométrico

6) Al solucionar una ecuacion cuadrdtica, se presenta la necesidad de factorizar
trinomios cuadrados.

7) La forma para encontrar dos nimeros que cumplan con las condiciones de
suma y multiplicacion, se realiza cominmente por medio de propuesta-error.
(Como cuando se realiza una grdfica en un sistema cartesiano mediante
tabulacion; se proponen los valores de x y se encuentra el valor de y). En
nuestra problemdtica, se proponen dos numeros gque cumplan con la
multiplicacion, para posteriormente verificar si cumplen con la suma.
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Sobre La componente epistemolbgica
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Resulta de gran interés el hecho de que la ecuacién cuadrdtica tiene un gran pasado,
y que ocupa un lugar en nuestros programas de estudio. Muchas culturas y
generaciones se han beneficiado por el uso de este saber y consideramos que nos
seguird fortaleciendo en nuestro viaje hacia el conocimiento.

Una aproximacibn socloepistemolbgica

El acercamiento socioepistemologico, como lo ha llamado Cantoral, (1998), cobija una
epistemologia que no se reduce a una eventual clasificacion de obstdculos. Pretende
conocer y precisar el origen de los conceptos matemdticos al reconocer los usos
sociales que se le asocian desde su génesis, los sentidos (u orientaciones) y
significados de los conceptos, asi como evolucidn, desarrollo y los procesos de
incorporacion a los escenarios escolares.

Una de las hipdtesis que asume esta perspectiva, es que el aprendizaje de /a
matemdtica ocurre en un doble proceso,; en lo individual, atendiendo a las funciones
mentales involucradas en la adquisicion y desarrollo de un pensamiento matemdtico,
esto es, referido a las interpretaciones que tiene la gente (de cualguier época) en
relacion al contenido matemdtico, asi como a la caracterizacion o modelacion de los
procesos de compresion de los conceptos y procesos propiamente matemdticos
(Cantoral, 2000).

Un poco de historia

Una figura importante dentro de la matemdtica drabe es el gedgrafo, astronomo, y
matemdtico Al-khuwarizmi, de cuya vida poco se sabe, si se exceptia que fue
bibliotecario del califa Al-Mamun, que reiné entre 813 a 833.

Pero, sin duda, el libro mds importante de Al-khuwarizmi, y que ha dado el nombre a
una rama de la matemdtica es Hisab al-jabar wa-al-muqabala de traduccion no fdcil,
pero cuyo término al-jabar dio nacimiento a nuestro vocablo dlgebra. Echemos un
vistazo a la obra de este gran matemadtico.
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Al-kRhwartzmi

The full title of the treatise is "The Compendious Book on Calculation by al-jabr and
al-mugabala”, The treatise consists of three parts.

In the first part, Al-khwarizmi explains the solution of six types, to which all linear
and guadratic equations can be reduced:

(1) ax’® =bx

(2) ax’ =b

(3) ax=>b

(4) ax® +bx=c
(5) ax® + ¢ =bx
6) ax* =bx+c

Where a, b and c are given positive numbers.

Al-khwarizmi clasifica las ecuaciones cuadraticas, algunos libros de texto analizados
en el capitulo 2 también.

En esos tiempos no tenian sentido las raices que no fueran enteras y positivas. Los
drabes operaron siempre con ecuaciones de coeficientes enteros y positivos.

La exigencia de los coeficientes positivos aumenta el nimero de casos de
ecuaciones de segundo grado.

Pero en nuestro tiempo ya tenemos el conjunto de los reales y ademds les hemos

dado sentido. Entonces porqué alin estamos aferrados a clasificar las ecuaciones,
cuando estds se pueden generalizar.
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Regresando con Al-khwarizmi, él considera seis casos posibles (los citados
anteriormente) de ecuaciones cuadrdticas completas o incompletas, apareciendo
como ejemplo de las ecuaciones completas.

x? +10x =39
x? +21=10x
X° =3x+4

Ejemplos que aparecerdn durante siglos en la literatura algebraica posterior. En
cierto sentido puede decirse que entre los drabes no hay matemadticos puros, ante
todo son astrénomos. Ya desde la época de la expansién drabe las prescripciones
religiosas plantearon una serie de cuestiones astrondmicas: problemas de
orientacién y de determinacién de fechas y de horas que exigieron la instalacién de
observatorios y el perfeccionamiento de tablas e instrumentos, asi como el estudio
e investigacion de las cuestiones astronémicas y matemadticas.

La ecuacién de segundo grado en Al-khuwarizmi. En su escrito la restauracion y la
reduccién son de tres clases, a decir: raices, cuadrados y nimeros simples, que no
se refieren ni a las raices ni a los cuadrados... Un nimero que pertenece a una de
esas tres clases puede ser igual a uno de los nimeros de las otros dos, por ejemplo,
cuadrados igual a raices; cuadrados igual a ndmeros, raices igual a nimeros”. Se
hace asi referencia a los tres casos de ecuaciones incompletas:

ax? =bx
ax’ =¢
bx =c

Casos que se reducen simplemente a la extraccién de una raiz o a una ecuacién de
primer grado.

Después, menciona los tres casos posibles de ecuaciones completas de segundo

grado de coeficientes positivos, agregando: "Encuentro que esas tres especies de
nimeros pueden combinarse entre si y dar lugar a tres tipos compuestos que son:
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cuadrados y raices igual a ndmeros; cuadrados y ndmeros igual a raices; cuadrados
igual a raices y ndmeros”, o lo que es lo mismo, distingue los tres casos de
ecuaciones.

X* + px=qQ
X* 4+ = px

X* = px+q

Para resolver el primer caso, ateniéndose al ejemplo numérico: cCudl es el cuadrado
gue sumado a diez raices da el nimero 39? (x*+10x=39) Dice: Debes tomar la
mitad del nimero de las raices, en este caso 5 y multiplicarlo por si mismo y
obtienes 25 al que le sumas el nimero 39, con el resultado 64. Tomas la raiz
cuadrada de este nimero que es 8 y le restas la mitad de las raices 5 y obtienes 3,
que es el valor buscado”.

Se puede observar que se esta utilizando la estrategia de completar el trinomio
cuadrado perfecto (TCP)

Cabe agregar que en un segundo ejemplo de este caso, donde el coeficiente de los
cuadrados no es la unidad, aclara que para aplicar la regla anterior debe hacerse ese
coeficiente la unidad, dividiendo por el todos los coeficientes.

El segundo caso es interesante, pues la ecuacién tiene dos raices positivas. Con e/

ejemplo: X° +21=10X, dice Al-khuwarizmi: "Debes tomar la mitad del nimero de
las raices, en este caso 5, multiplicarlo por si mismo, obtienes 25 al que debes
restar los nimeros, en este caso 21, obteniéndose 4. Extraes la raiz cuadrada que
es 2 y lo restas del nimero de la mitad de las raices que era 5 y obtienes 3 gue es la
solucion. Si deseas, puedes también sumar ese valor de 2 a la mitad de las raices que
es b y obtienes 7, qgue también es solucion. Cuando un problema estd dado en esa
forma, puedes ensayar con la adicion. Si no resulta, es indudable que resultard
con la sustraccion. Este es el unico caso, en que hay que tomar la mitad de las
raices, y que puede ofrecer solucion por adicion o por sustraccion. Ademds hay que
observar gue si en este caso el cuadrado de la mitad de las raices es menor gue los
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ndmeros, no hay solucion. Si es igual a esos nuimeros, la solucion es la mitad de las
raices sin aumentos o disminuciones”.

Podemos darnos cuenta que la ecuacion cuadratica era clasificada en varios tipos y
que de acuerdo a su tipologia se debia tomar una metodologia particular, este tipo
de vision lo conservan algunos libros de texto, tal es el caso del Baldor, esta obra
hace una primera clasificacion, asi habla de ecuaciones completas y ecuaciones
incompletas. Sin embargo consideramos que actualmente este conocimiento se puede
generalizar, y forma parte de nuestros objetivos.

Revisemos la forma de abordar un conocimiento en dos épocas diferentes, digamos
el caso 1 segln Al-khuwarizmi, la ecuacion con su forma:

X* + px =

Para abordar esta ecuacién se propone el siguiente ejemplo:

Para resolver el primer caso, ateniéndose al ejemplo numérico: cCudl es el cuadrado
que sumado a diez raices da el nimero 392 Dice: Debes tomar la mitad del nimero
de las raices, en este caso 5 y multiplicarlo por si mismo y obtienes 25 al que le
sumas el nimero 39, con el resultado 64. Tomas la raiz cuadrada de este nimero que
es 8 y le restas la mitad de las raices 5 y obtienes 3, que es el valor buscado”. (TCP)

Ahora comparemos ésta redaccién con la presentada en el texto de Carrefio (2003),
para abordar el producto de dos binomios con un término comdn.

Producto de binomios con término comun

Es el cuadrado del término comin mds el producto del término comin por la suma de
los términos no comunes y mds el producto de los términos no comunes, o sea:

(x+a)(x+b)=x*+xe(a+b)+ab
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Con respecto a como se describen los conocimientos en las dos redacciones estamos
de acuerdo, pero... es sdlo una forma de verlos, en este caso el punto de vista de los
autores, entonces, estas redacciones son buenas, pero... si lo que deseamos es una
diddctica de las matemdticas, por si solas no serian suficientes; en ambas
redacciones todo estd consumado, no existe la estrategia de que el alumno se
enfrente a un problema para descubrir el conocimiento en juego. En la actualidad,
para desarrollar un aprendizaje significativo en los alumnos, necesitamos mds
elementos.

Cuando hacemos que el alumno se enfrente sdlo a este tipo de redacciones, lo Unico
que podremos lograr es el desinterés del chico, ademds de que lo estaremos
privando del desarrollo de otras habilidades matemdticas, de su propio desarrollo.

Si nos damos cuenta bien, en muchos casos estamos manejando el conocimiento
descontextualizado, a veces lo que ensefiamos tiene sélo el contexto de antafio, con
los mismos vicios en cuestion de ensefianza-aprendizaje, lo cual no debe ser asi, se
necesita una transposicién diddctica, acorde a huestro tiempo.

Pero ademds, a veces, incluso, no utilizamos ni los diferentes contextos utilizados en
épocas anteriores, es interesante darse cuenta que desde esa época ya se utilizaban
figuras geométricas como representaciones de estos procesos, se relacionaba el
conocimiento con alguna aplicacién o una situacion real. Y {qué pasa en las aulas?, en
muchos casos se han hecho un lado los diferentes contextos, y se ha abusado, o mds
bien, sélo se ha utilizado el contexto algebraico, situacion que caracteriza la vida
matemadtica del siglo pasado.
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Veamos el siguiente ejemplo que nos muestra Al-khuwarizmi. En el que podremos
encontrar el contexto geométrico.

Para el primer caso, de forma general x>+ px=q y en el ejemplo

X +10x =39 da dos comprobaciones geométricas.

En la primera, supone un cuadrado de lado "x”, y por tanto de valor x*, a cada uno de

cuyos lados adosa un rectdngulo de base "x” 'y altura %p ., El dodecdgono asi

1
formado tendrd por dreas X'+ 4(4 pXj =X*+PpX=Q (figura formada por el

cuadrado interior y los cuatro rectdngulos,)

De ahi que si a esa figura se le agregan los cuatro cuadrados de los vértices de drea

1 2

2
1
total: 4 ( 4 p j = 25 : se obtiene un cuadrado de drea: 1 P +q

(25+39:64) y de lado su raiz (8) Como ese lado es

X+2 Zp :x+5 P(X+5) se obtiene finalmente el valor: X:\/ﬂ_zp

expresion que justifica la regla aritmética y que en este caso da la solucion 3. Cuyo
cuadrado 9 mds 10 veces su valor, 30, da el valor de los nimeros: 39.
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iQue interesante! Los principios del dlgebra estuvieron acompafiados de figuras
geométricas, sin embargo, a veces se dan cursos de dlgebra, sin utilizar ni una sola
figura geométrica. Consideramos que este es un error, este contexto puede brindar
elementos que ayuden al aprendizaje significativo. No obstante se puede observar
que es dificil entender la redaccién y mds alin darle sentido a este tipo de
problemas.
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E/ dltimo, cronologicamente de los matemdticos hindles de importancia es Baskhara
del siglo XII. En este periodo aparece cierto simbolismo precursor del dlgebra
sincopada, asi como del uso del cero como simbolo, vieron ademds los hinddes
claramente la diferencia entre ndmeros positivos y negativos que interpretaban
como créditos y débitos que distinguian simbdlicamente, hecho que les permitio
unificar las ecuaciones de segundo grado en un solo tipo, cualesquiera fueran los
coeficientes y hasta admitir las soluciones negativas, aunque sin tomarlas en
consideracion, pues como dice Baskhara, "la gente no aprueba las raices negativas”.

Con respecto al pdrrafo anterior, si bien, las ecuaciones cuadrdticas se pueden
clasificar, tfambién se pueden unificar en un solo tipo, lo que buscamos en este
trabajo es precisamente la generalizacién. Si antes de que se aceptaran las raices
negativas, se podia generalizar, ¢cudl es el motivo de que el método de factorizacion
no se generalice, ahora que contamos con un conjunto mds amplio de ndmeros? En un
mundo donde existen cada vez mds y mds conocimientos consideramos que la
generalizacion es una buena estrategia para la sobrevivencia de conocimientos.

Veamos por Ultimo, un problema tipico que aparece en Baskhara: ‘La raiz cuadrada
de la mitad de un enjambre de abejas se esconde en la espesura de un jardin. Una
abeja hembra con un macho, quedan encerrados en una flor de loto, que los sedujo
por su dulce perfume. Los 8/9 del enjambre guedaron atrds. Dime el nimero de
abejas”. E/ problema exige la resolucion de una ecuacion de sequndo grado, que tiene
dos raices positivas, pero de las cuales: sdlo la entera 72 (la otra es 9/2) satisface
las poéticas exigencias del problema.

Interesante, ya desde esa época se involucraba un saber en la solucion de un
problema, no es de extraiar que actualmente una estrategia bastante utilizada en el
proceso ensefianza-aprendizaje se precisamente la solucién de problemas. Y es asi
que nosotros también hemos decidido utilizar un contexto donde se pueda observar
la aplicacion del conocimiento involucrado. Ya que pensamos que esto ayudard al
desarrollo de habilidades y al interés por aprender.
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Las e)qsresiowes cuaodraticas

Una expresion cuadrdtica puede ser interpretada de diferentes formas, estas
formas dependen del contexto en que se frabaje y han surgido atendiendo a
preguntas particulares. Algunas de estas han podido sobrevivir en nuestros dias y
cada una de ellas se mueve en diferentes escenarios.

Asi las expresiones cuadrdticas las podemos visualizar como:

a) polinomio de grado dos
ax® +bx +c

b) ecuacién cuadratica
ax® +bx+c =0 (Se puede observar que aparece el signo de igualdad)

¢) funcién cuadrdtica
f(x) =ax® +bx +c (En este caso aparece una nueva variable “f(x)")

Cabe aclarar que pueden existir mds formas. Bazaldua (2007) en su capitulo IT, nos
presenta diferentes interpretaciones de las expresiones cuadrdticas.

No obstante, en este trabajo se consideraron aquellas que bajo nuestra perspectiva
nos podrian servir para contestar nuestra pregunta primordial: ¢Se puede utilizar
la factorizacion como método general en la solucion de ecuaciones cuadraticas?

Bajo esta perspectiva consideramos que aunque la segunda forma citada “ecuacion
cuadrdtica” aparece en la redaccion de nuestra pregunta, pensamos que el estudio
de la primera forma “polinomio de grado dos” nos puede brindar elementos que nos
permitan lograr nuestros objetivos.
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La utilizactén del conoclmiento

¢Cudl ha sido el motivo por el cual el conocimiento de la ecuacion cuadrdtica ha
sobrevivido?, consideramos que un papel fundamental de un conocimiento, es que
pueda ser (til, en este sentido creemos que la ecuacién cuadrdtica ha cumplido y
sigue cumpliendo, por este motivo seguird entre nosotros. Un saber tan importante
como es la ecuacién cuadrdtica ha sido utilizado muchas veces, en muchas dreas,
para muchas aplicaciones. Dentro de las grandes aplicaciones que se le ha dado es la
modelacion de fenémenos naturales.

Modelando fendmenos con el modelo cundrético

Una de las ciencias que ha acompafiado a las matemdticas en su desarrollo es la
Fisica. Esta ciencia ha tenido la necesidad de utilizar modelos matemadticos para su
entendimiento y desarrollo, y a su vez, las matemdticas hacen de la interpretacion
fisica uno de sus razones de ser. Purcell (2003, p. 136), "/a tarea de tomar un
fenomeno fisico y representarfo en simbolos matemdticos se llama modelacion
matemdtica”,

Un pensamiento acorde a nuestros objetivos lo encontramos también en Purcell
(2003, p. 136)

El libro de la Naturaleza

"€l gran libro de la naturaleza siempre estd abierto ante nuestros ojos y la
verdadera filosofia estd escrita en él.. Pero no la podemos leer a menos que
hayamos aprendido primero el lenguaje y los caracteres con los cuales esta escrito...
Esta escrito en lenguaje matemdtico y los caracteres son tridngulos, circulos y
otras figuras geométricas”.

Galileo Galiler
Es lo que creemos, no existe un solo lenguaje matemdtico, ni uno debe tener

prioridad sobre otro, sencillamente existen y cada persona puede elegir cudl
utilizar, el que mds necesite o agrade.
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EL wodelo cuadrdtico, Galileo Y la caida Libre

La naturaleza del movimiento de un objeto al caer era en la antigliedad un tema de
interés en la filosofia natural. Aristételes afirmaba que “el movimiento hacia abajo...
de cualquier cuerpo dotado de peso es mds rdpido en proporcion a su tamafio”. Esto
es, los objetos mds pesados caen mds rdpidamente. Muchos siglos mds tarde, Galileo
Galilei (1564-1642) hizo la aseveracién correcta: s/ pudiéramos eliminar totalmente
la resistencia del medio, todos los objetos caerian a igual velocidad”.

En 1971, el astronauta David Scott solté una pluma y un martillo de gedlogo en la
Luna (sin atmédsfera), observando que (dentro del error experimental de su
observacidn) llegaban a la superficie lunar al mismo tiempo.

Si permitimos que un cuerpo caiga en un vacio de modo que la resistencia del aire no
afecte su movimiento, encontraremos un hecho notable: todos los cuerpos,
independientemente de su tamafio, forma, o composicién, caen con la misma
aceleracion. Esta aceleracion es representada generalmente por la letra “g" y, cerca
de la tierra su magnitud es aproximadamente 9.8 m/s?,

wo.n

Para la obtencién de la altura "y" a la que se encuentra un objeto que se deja caer en

’, . o . . -7 t2 w n
caida libre se utiliza a menudo la siguiente ecuacion y = 92 donde "g" representa la

gravedad y "t" el tiempo transcurrido

Sin embargo cuando se tiene la necesidad de conocer tiempos, es decir conocer
la variable "t", dado que la altura es conocida, es entonces, cuando aparece la
necesidad de resolver una ecuacion cuadratica.

El modelo cuadrdtico estd presente en la naturaleza, y esté se pude leer con un
lenguaje matemadtico, la caida libre es un ejemplo. Siempre que tratemos con un
modelo cuadrdtico estard presente la solucién de una ecuacién cuadrdtica, para
encontrar cierfos elementos, por ejemplo: en el caso mencionado anteriormente,
cada que deseemos encontrar los tiempos.
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Algunos problemas que Llevan a la solucion de una ecuacidn cuadritica

En la actualidad es frecuente encontrar que los autores de libros de texto incluyen
problemas donde se aplica una ecuacidon cuadrdtica, asi es frecuente encontrar
problemas: numéricos, geométricos, y de aplicacion de ciencias como la fisica,
quimica, biologia, etc.

En realidad los espacios donde se mueve este saber son extensos, prdcticamente en
todas las ciencias. Para este trabajo hemos decidido tomar un ejemplo, tratando de
abarcar los contextos planteados en nuestros objetivos. Asi se pretende trabajar
las partes: numérica, algebraica, geométrica, y aplicacidn.

Sttuaclones que originan expresiones cuadriticas

7

a) ﬂo& nameros que sumados den 5 ysu Jororfucto sea &
b_) :ﬁoo‘ nameros que sumados den é ysu Jarocfucto sea é

a) ff perimetro de terrenc rectanjufar es E'yuaf a 100 metros, Yy su darea
es E’yuaf a 600 metros cuadrados. { Gudiles son Jas dimensiones def
terreno 7

b_) ff perimetro de terreno rectanjufar es E'guaf a 120 metros, Yy su drea
es E'guaf a 600 metros cuadrados. & Gudles son Jas dimensiones def

terrenco 7

En las primeras situaciones se puede trabajar el contexto numérico y algebraico, en
cambio en las segundas, se pueden trabajar los cuatro contextos mencionados
anteriormente. Una situacién similar la estaremos planteando en el disefio de la
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secuencia diddctica, como una estrategia para que el alumno justifique el
aprendizaje de este saber.
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Sobre La componente cognitiva
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Cowncepelbn escolar de La ecuaclon cundraticn

Un escenario importante en nuestra investigacion es el Escolar. ¢Qué concepciones
y preferencias se tienen sobre la ecuacién cuadratica? Para darnos una idea de la
preferencia de los profesores y estudiantes sobre la solucién de una ecuacién
cuadrdtica se disefio el siguiente cuestionario.
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Cuestionario

CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucion de una ecuacion cuadratica

Nombre:
Marca con una x: Profesor () Alumno( )
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?

Mencidnalos.

i) Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)

a) x> +5x+6=0 b) a’-15a-10=0

iii)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacidn
(indica tu proceso)

b) x> +7x+9=0

iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5y -4

73 Realizé: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



Cow respecto al diseiro del cuestionario

El diseiio del cuestionario giré en torno a nuestro interés, el uso del método de
factorizacion para la solucion de una ecuacion cuadradtica, recordemos que uno de
nuestros objetivos es generalizar el método de factorizacién. Pues bien, la primera
pregunta tuvo la intencién de corroborar si este método estd presente en
profesores y alumnos.

En el segundo inciso se presentan dos ecuaciones; en la primera ecuacion cuadrdtica
se utilizaron raices enteras (-2 y -3); y en la segunda se involucra una raiz racional

4y —2). No se pide un método en particular, sin embargo, se solicita que se

resuelvan, y ademds se indique el proceso utilizado. La intencidn es visualizar cudles
son los métodos con mds preferenciay cudl es la forma en que se utilizan.

Con respecto al inciso (iii), tercera pregunta se presenta una tercera ecuacién, sélo
que en este caso se solicita que se utilice el método de factorizacién, también se
pide el proceso. Cabe mencionar que esta ecuacién no tiene soluciones enteras. La
intencion es, investigar si alguna de las personas puede utilizar el método de
factorizacion para resolver una ecuacién cuadrdtica, cuando se presentan raices que
no son enteras.

En la dltima pregunta se pide obtener una ecuacidon cuadrdtica si se conocen las
raices, esta pregunta nos dard una idea del dominio del conocimiento en cuestion.
También nos dard la oportunidad de revisar si la factorizacién es vista como un
proceso inverso al producto notable y asi poder comparar con lo encontrado en los
libros de texto.

Cuestionarios resueltos por profesores

El primer bloque de cuestionarios fue resuelto gracias a un grupo de 11 profesores
de Academias como: Matemdticas, Computacion y Fisica. Todas estas personas
laboran en el Cecyt 15 "Diddoro Antlnez Echegaray”, del IPN (Escuela de Nivel
Medio Superior).
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucion de una ecuacién cuadrdtica

Nombre: PROLES,OR A
Marca con una x: Profesor 3 Alumno ()

i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?
Mencionalos.

é)[/a/i Foveipl E’f"’ ‘c‘««'{*f-’ih ‘1’ B-2224 /c? Dreaget a/’&.n,:‘,r.r':

y ut C/:, /‘u YRSz
O Fac fprrﬁuah /(':.3 (‘.’ﬁ/

i) Resuelve las siguientes ecuacuones (mdnca tu proceso)

Q) x’+5x+6=0 ) a* ~15a-10=0
por /C Lo, PG e 5% 21 oln geoisrallsa
(x+3)(x+9=© b “x= %
Sats J‘L»*'"}//’--’"‘" f"""{ %= - %
}{: -3
Xaz

iii)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacién
(indica tu proceso)
b) x!+7x+9=0

lm /1( /u’ dré Yeso ooy P / s efs da ,,‘ s /LAC‘&'

iv)  Escribe una ecuaaon(cuadra‘ruca\que tenga por soluciones 5 y -4

e ? \ 7 D A o }
‘.,_1/) X - X ¥ ”' /.# = \ a - _L
12 2x%-2x0~F0= © o ﬁff* ; 2
P 7 y f ) 4 7Y
9 “3 % Z_ IX —60= ¢/ ZZX - ; =0 = ¢/

L2401 g:@rfuv. a- f’ﬂ a

; a. ) 2 /v ;
D AX-ax-20a=0 Ex=zX=19
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Ny PROFESOR B

Marca con una x: Profesor (X) Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucidn de una ecuacidn cuadrdtica conoces?
Menciénalos.

- /) a— - - ¥ - ./.-
f":nmw_)a {"-,(fsif‘r'ﬁ[/ —(o;do‘u%aclm,‘.' ?&f Ta.u[,lo. fcu:{o-
Yl 2acton C&u-u';lc"fm&é-w o T 0P Hidodo G {1 0, facl

T’ (—}) [
i)  Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso) Ce UJPI‘ Tl
a) x> +5x+6=0 -{f‘:id‘ b) a’-15a-10=0, @& 3 q~-|
. (X +2) 12,4810+ e

_ ol \Wy,==T¢ PR ] oo+t 169 | L.L_J
‘}_XI -~ 'i a) i (.;za "1 )-ﬁl. UI,"‘;"". o [6 J,'Ila- - 2 : ...L:E
l} . Jl’ 16% ."*’:.;,:3 7% 2 7

/ o Lf‘ ‘ - v e ~° { - -‘3 ; -:-5

. 5 fz-f +4

O= =1 .

by 4 !Iq :'_‘_9_,;___.?.

2 .13 1= l8-y &y " &

] - -zr“ - i« - ‘T T I.
iii)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacién

(indica tu proceso) Couygd B 4 ( /ol
2 _ ) | [y
b)~, X +7x+9=0 r/ 2 /T ¥ = w_z____f
e / | \ e - ) 1 £
¥ ++X=-9 ‘ij(_r';:.)" Y '&
e oL,y 4t - g, 41 = Ty AL il
Mot e T s [ Xk 2T Ll 5(;-"'. 2z /
! o P .
(x+ )% 2644113 Vi3 7

iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones S5y -4

i i
X=X ~20 =D
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacion cuadrdtica

PROFESOR C

Marca con una x: Profesor §) Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucidén de una ecuacion cuadrdtica conoces?

/i/’/;[/ ,_,,,4,; n : f W/ é/ (z{&J/fz &

Z MJ‘_LL/:— / e ZAL

Mencidnalos.

Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)
b) a’-15a-10=0

i) )
a) 2 +5x+6=0

(xt 2] = o @z— 3 t+ )

,c G
e 4 .
CQ :_;') £ /g;

-
———— /2

/.‘f/w “Sa duiy P80 25 / ¥ risig ¥

e 3 =)
g ' 7
Lk Z’/\é« * C oo S .
. i T T q Gt
= ; S £ 3 - ies )
(&& }f (7% Wb q - /"{‘:r - ( A,t

Utilizando el método de factorizacion resuelve la siguiente ecuacién

1o +()]

& +.3)

iii)

(indica tu proceso)

b)

XX +7x+9=0

e £\ © C g0
X + FX 1 (% z. - f g (_)
B 1 )
(4 %) = % |

]
®
.
AN
~ ]

T

= BRA

L N
~Jy-2)

><f: - - _

Escribe una ecuacién cuadrdtica que Tenga por soluciones 5 y -4

iv) 1cidn
(a»s) (Qt4) A +E J‘(*” 1 65 )(#4)
= »@Gu —2}0
—"”Ot A ~z(, /

[( =
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Cuestionario: Solucion de una ecuacién cuadrdtica

NS PROFESOR D
Vi
Marca con una x: Profesor (J Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?
fp/-cfr?’}@df(l{ﬂ

Menciénalos. P
i S ) ’
22 /?76-':'74“62,/(96" -74’(-/9!/;%35/5;'3‘@
/T o 4 r I
25l Zrugref, Z2wtesl, (gralica

i) Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)
a) X +5x+6=0 b) a’-1.5a-10=0
7{9:‘7". /;’;U:;’?C‘L ‘Z&M' B
— ~ N\
fe+3 (7 +2) =0 G,2= "2 Voar, v
2/ = -7 B - <
Ag= - oL t/f’/,, 2= E Yezias
7 = Bl of
Z —
Uy =-6_ - — 24

Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacidn

iii)

(indica tu proceso)
b) x*+7x+9=0 & 1 g- 2=

Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4

iv)

(X # J’}/.z —y) = XPpx-20

Realizé: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx
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CICATA del IPN
Programa de Maestria.en: Matematica Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacién cuadrdtica

P PROFESOR E

Marca con una x: Profesor ) Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?
Mencidnalos.

i) Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)

a) x*+5x+6=0 b) a’ =1.5a-10=0
6(.)':"&'/1,: de.c y"-/’]"”{""':!.“ (S\,(?} - & ,'?d?- 36 _._?0;0
(3 )1*(-7.5 =f S car-r
. 5 : e 9 | \.J')
(X+3)(x42) =2 - - rUCEnE v
T 2de)
XI: -3
X. 2.7 X, = [.608"
L=
Xo =10 YOBY

iii)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacién
(indica tu proceso)
b) x'+7x+9=0

/JJ './f-’."'-. W ‘Ia C '/r«"‘;‘. C"v-‘?(? vy

iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4

( x-€)(x+y)=0 /
2 o .
xZt yx-§X =200 H-X-Z OLOZ

- ——
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Cuestionario: Soluciéon de una ecuacién cuadrdtica

Nombre: . | e OR ;
Marca con una X: Profesor X) Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?

Mencidnalos.

i)?ﬁa%?r;lzae)a;? 2’\ T3 namte cuadrads opra’icf—'

3) For #l;cgzggg @pnpra/ 4)5a/acmn bya f;eq

i)  Resuelve las siguientes ecuaciones (fndicu tu proceso)

a) x* +5x+6=0 .. b) a’ -1.5a-10=0
Por ;‘ac%ﬂ'zacianf o2 ;{orrﬂﬂ. ,_,mom {b-—fs
(x+3)(x+2) =0 P O EN G S 10T

ﬁ

se buscan ofos nomeres +§
Jue sumacles ofen e/ coef. dext| X = LS 22@

(8 ¥ h’?u/ﬁﬂ/rcac&j e/ Termmg |.5% .55 X, - LS
J*‘Jo/r' erichevle (g)/ s5ls wpia X ——2—’ => —-—Qa%:

(+3) \f (+2)/ 657&- /—77"066' /m;‘._e”jg Ao =
Corrcic/lera gue e/ coe Q{é’ G
sea(l) = x+3=0." w
x+2 =0 &=-2)
i)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacién

(indica tu proceso)
b) x*+7x+9=0

Nroe

iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacién cuadrdtica

PROFESOR G
Nombre:
Marca con una x: Profesor () Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacion cuadrdtica conoces?

Mencionalos.

i)  Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)

a) x2+5x+6=0 b) 4&’-15a-10=0
Ocupe \o c\dadore lexas Ins -
\vo manls . \505039 200 . las odolvaenes son:
1 o> so\locenes sen’ Xi.2' 4,

- =~3 .
% \ X 2 = - 2‘ 5 .
Aa= ¥

iii)  Utilizando el método de factorizacion resuelve la siguiente ecuacion
(indica tu proceso)
b) x> +7x+9=0

Aos =clvaenes son:
X, :-5.302%
Rz = ""‘(oqql

\E)

iv)  Escribe una ecuacidn cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4

( X -5) UM\ X~ 94 +t20.=Q .

X129
Xz==9

81
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacién cuadrdtica

PROFESOR H (IMPARTE cLASES DE FisIca)

Nombre:
Marca con una x: Profesor (8 Alumno ()
i) ¢Cudéntos métodos de solucion de una ecuacién cuadrdtica conoces?

Mencionalos.
“Po L ECUACDAL GENERAL
PO, TACTORAZAUON

i)  Resuelve las siguientes ecuaciones (indicc tu proceso)

a) x’+5x+6=0 b) a’ -1.5a-10=0
(X+3) (X +2)= 0 o= | -b*lh it
w2 2% +3X+6=0 e

Q)
f.5tjﬁ.’z5-r40 o &&; i
g = haE 00

2 - 2.5
L& 4) (042 ':)g
& 40+ 2. -16z0

-[‘;30“]0 =0

xr 5x+6=0

-

iiiy  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacién
(indica tu proceso) B
b) x*+7x+9=0 - N
SuTTeQ0 o

(K"?))(X*?ﬂ o s 7 (‘L*l GCFEXX +5.30 )* 0
boscomos 2 Noiards '8 SUONDS A * Y A 5.207\=
mur‘"\ﬂ}\(ﬁa&—% aqv q.
125 o Lé%8 JZC‘ 002
o

‘*J[bf

+ T (9.0

iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4

(X+y4)(x-5)=0 gz i “b*Jb? 56C TP

x&5X +4X-2020 ==\ —L—ls*mu )2e) tﬂ 10~§_|

L .00 = =20 20 “Z T2 T
) 2 : Z_"—’g:‘,qg_

Realizé: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacién cuadrdtica

lPROFESOR I (IMPARTE CLASES DE FisIcA)

Nombre:
Marca con una x: Profesor (4 Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?
Mencidnalos.
[ w Lopmrida. AXS48X +C =O

i) Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)

a) x? +5x+6=0 b) a4’ -15a-10=0
(Ix:f - __: “-’“.; :(“ j'j J_ A : v ‘I_:
.r‘ I."I, 5 # 1
1.6 X6:5 £ .
'/[ = 2 &

iii)  Utilizando el método de factorizacion resuelve la siguiente ecuacién
(indica tu proceso)
b) X +7x+9=0

XK F)(X+5,.5)

iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4
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Nombre:
Marca con una x:

Cuestionario: Solucién de una ecuacién cuadrdtica
OR b AR A D

Profesor (x)

E13 (A

Alumno ()

i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?
Mencidnalos.
i) Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)
a) x' +5x+6=0 b) a’ -1.5a-10=0
_ - -4 ~b? V2 -dac
(’Xjr:")(x*é)‘o a=-4 __l:- —_-t" Sac
|— -5 . 8
2 - - _ = =D
X“42x43x+6=0 S o
- -C‘i-?_): \('r’"’ — {(1)(=10)"
X +‘EP‘(+Q:() 2¢C1) Cf
e L . I 4GS 10
ST fu 2 VE.Z5 + 40 .92 = o
Tz B ~ =22
iii)  Utilizando el método de factorizacion resuelve la siguiente ecuacién
) (indica tu proceso) B
b) x'+7x+9=0 ]T’?SCT x43)=0 =p XA6x49=0 1
1+l 6ae 5. 2402)=0\ ‘
(‘?H_L' 18) (X45 (' Rl NUMEN 02y ' 2o lo ';.-__-1"_-..{;[) 'N.'J]ll\r'_’i onz9
1.68 7 . 6aE | ;
) 5,32 (6493 I 1 :o . f G 1002 I
( . oy —— . |
1131901 heasgg g, - :
— ' 305
sl 3000
iv) Ese:_"lbe una ecuacion cuadrdtica que tenga por soluciones 5y -4
O (K- ,4) 1a=4 —b*\ﬁ?ﬂlof 4278 129
. - Uy o200~ 4 3 e = z
)(-—H_J?"-J'.K y sl | / _y—j—_f )-\‘ V{_"J—‘i“’\ zo)" J*_f_l‘_“ﬁﬁ b
Y= x _20=0 > 1) — B
.5' 1271vgo © 1-9 _-8 --Y
_ — S |
84 Realizé: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matemética Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacién cuadrdtica

PROFESOR K (IMPARTE CLASES DE COMPUTACION)
Alumho ()

Nombre:
Marca con una x:

Profesor ()

i)

Mencionalos.

 ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacidn cuadrdtica

conoces?

(_‘c).‘. e |

dica tu proceso)

ii)  Resuelve las siguientes ecuaciones (in
a) X 45x+6=0,. +14 )72 L |b)  a’-15a-10=0
_<c 25 -2/ : X« —b 3= pt=tin
S - ﬁ_ m— ? € |
g + 4 -4 _ .z X. 1.6 +Ar254 90
- —-2 = il SRR
z >
_ - { X < )& o+ _,rr;,?"?"i).:—i__'{f“g: q
o TS T e - & > ! : : .
- 3 = <
Xz e [/ ‘3_" S :'.._hr“.?.f
_)_( | T = X2 ™ 3 = :
i)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacion
~ (indica tu proceso) B
b) x'+7x+9=0 X2 4 Pa 22 492367
2
2t 47
<33t
- ~ 8.3
- : . : i 430 - =17
Z
iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5y -4

-

(X =sXx+4) =D Lex-2zp =0

X% 4xpsx-20 = O

Xl uX-20 =D o . o
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Cuestionarios resueltos por alumnos

Con lo que respecta al segundo bloque de cuestionarios, fueron realizados gracias a
la colaboracion de cinco alumnos de cuarto semestre, alumnos que ya han tomado los
cursos de: dlgebra, Geometria y trigonometria, geometria analitica, y estaban
cursando el curso de cdlculo diferencial. Todos ellos del Cecyt 15, escuela de nivel
medio superior del IPN.
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacidén cuadratica

Nombre:
Marca con una x: Profesor () Alumno (%)
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?

Mencidnalos.
Cocnlhan

t Giernada Coiie vl

| & P v P ( \ )
e \pwrarno  Condiads Yevlecao AIENY L 2O T

3

i)  Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)
a’> —1.5a-10=0 & {ackonso

Cl) .\'3 + Sx + 6 = U ’;‘?31 {\Q«\:,‘\"."‘-\ 2 D b)

(x4+2) (232 =0 (a+2.5)(a-4):C
8y ¥4 2=0 ;, a,="%, s . . -
| ) A Y b " \ S—r B
i — - - ~ o l\ - -~
S5\ 4+3:=0 .
2 { -
— P, { ) i

Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacion

iii)
(indica tu proceso) -
b) . %’ Jr.?.tl‘ -+9=U. ) W xtl8023-3.5
Coengladar g\ "1, G\ Cx-&-f; .I.'.’ / _\:_.'J : - .6 :‘_f
:-6?-'. a3 4 !'?-.'-’...f.} I = IO L B N, o N2 A " Rez= 1,804 3
Z _- N K—X + 3 4 ﬁﬁ’l -1 » ’( ”
x+3x+/12.25- 3,25,.tc? .2 =5, 302
x4 2.5 ; =
. LR L i
iv)  Escribe una ecuacidn cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4
Xll - _‘} X g - Y L‘Ix n :—\I--._" (w +<) = {, . % 5 e ;:_‘:";‘ y . - I
K N ':) o y : Xg - h_f\ — La = - o _I'>.
. =
Ax A =L, =
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CICATA del IPN
Programa de Maestria en Matematica Educativa

Cuestionario: Solucién de una ecuacién cuadrdtica

]_Marca con una x:

Profesor () Alumno ()
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacién cuadrdtica conoces?
Mencidnalos.
r:’ :'. .
¥if
i1 ¥ il FEd

ii)

Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)
a) x*+5x+6=0
[

Tb) @' —Lsa=10=0 fvrmckgeree]
ﬁ(f,eto(fon yx - bt b= 4ac

.- SN Ttr=4(1)o)
( G ) 3¢ "]’lj '
\ X
X

x= le 7 30 r—'l—“}'.}.qt{ :
) -3 52 IT"ZZT.T_-
9 3 i X et B '—‘ = T
4 N T ,V - b . | D -b 6
T~ 1.5 + ———
2. L 6—3 y % Kz /’-
V4 - Cw 5.
W=N X
iii)  Utilizando el método de factorizacidn resuelve la siguiente ecuacion
~ (indica tu proceso) _ _ b
b) x'+7x+9=0
\ .« i
X+ )X+ )
e d
( v &3,/ } -
V)

(x + S} -H)

m—

Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4

[F+%-20)

ror Hx =20
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L
Marca con una x: Profesor () Alumno (%)
i) ¢Cudntos métodos de solucién de una ecuacidn cuadrdtica conoces?
Mencidnalos.
T .1‘ "\J_ '\\ g - ",“‘_\ )
1 Tl L -
i) Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)
a) X' +5x+6=0 b) a’=1.5a-10=0 =
(k43 (r+2) = |
(=AY =S =Y (Y-
X +#3=6 ¥42=0 )
= K= 15 g as e
§=-3 XK=< Fi=d
o _ X=[-3Z ¢ 11: o
S P O
Vis® K * f..
¥i=4% Y- 2.5
iii)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacion
(indica tu proceso)
b) x*+7x+9=0"-"
+ 1 = 4423
v'-J»h_ +
iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4
XE=Y =20
(x=5)Cx#)
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CICATA del IPN

Marca con una x: Profesor ()

Alumno (%)

i) ¢Cudntos métodos de solucidn de una ecuacidén cuadrdtica conoces?
Mencidnalos.
gh(‘)tﬂ < \-IQC 'r_{f“‘ LoD Q\e_\ c('\r\n wuh '\ cAOGMm\WCO
~ Lf)\; Ay nn(‘;ec\cu
i) Resuelve las sugwenfes ecuaciones (mdlca tu proceso)
a) x' +5x+6=0 Tochonie b) a’-15a-10=0
(x ¢ 2)( 247
X +73=20
& e :-O CA C
-7

iii)

(indica tu proceso)

Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacién

b) x'+7x+9=0

(xt+ ) x4 )
iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4
Y*-1-20 =0

x-S =
Ar Yz 0

;(:_"'\5
Xa= -
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Nombre:

_ 1__Cuestionario: Soluci de una ecuacidn cuadrdtica_ 7 __T_'-I-‘_-

Marca con una x: Profesor ()

Alurmno &)

i) ¢Cudntos métodos de solucidn de una ecuacién cuadrdtica conoces?
Mencidnalos.
Tartov 2Ll ioN
i) Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)
a) x+5x+6=0 (><43) C)(-\-Z) b) 53-1.5a-10=0
=T
_ X, X2 :'-:,st.i?-lﬁ'#“fb
- o <
J X, = Z
xz=" T X ¥e =N\.s3Nyp. 25
| S .
X, == 54\)@(2_% }1:,"‘5_
O —_——
s - S N |
iii)  Utilizando el método de factorizacién resuelve la siguiente ecuacién
(indica tu proceso)
b) x*+7x+9=0 : L
7} i T 5 \L i I .l:\f
b C X,,2 - ):J_ J:)Z"'#ac X, 1= r
--1x la : i
Tz n L
E Y \)_fm- % == 1+ \f.
2 / “
X 2= J..\f"_
&?y-ﬂl—_——
iv)  Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones T
v .
X 4X- 10 o CY 4 3) (% '(}))(?’- yxd 5y =10

e ________if___ )
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Resultados de Los cuestionarios

Trataremos de acercarnos a un andlisis critico, encaminado a observar el entorno de
la solucién cuadrdtica por el método de factorizacién, para esto nos auxiliaremos de
tablas y grdficas.

Awndlisis de la Pregunta L

¢Cudntos métodos de solucidn de una ecuacién cuadrdtica conoces?, menciénalos

Para facilitar la observacion de las respuestas de profesores y alumnos se
concentro la informacién en las siguientes tablas.

‘Gonocimiento de Jos métodos por parte de Jos Jorofé&ore&

Profesor Métodos que mencionaron los profesores

- Completando el trinomio cuadrado perfecto
A - Factorizacion
- Grdfico

B - Formula general
- Factorizacion

- Tanteos

- Grdfico

c - Factorizacion
- Completando el trinomio cuadrado perfecto
- Férmula general

D - Factorizacion

- Completando el trinomio cuadrado perfecto
- Férmula general

- Tanteos

- Grdfico

E Sin respuesta

m

- Factorizacion

- Completando el trinomio cuadrado perfecto
- Formula general

- Grdfico
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Sin respuesta

H - Férmula general
- Factorizacion
I - Formula general
- Factorizacion
J Sin respuesta
K - Completando el trinomio cuadrado perfecto

- Formula general

(Conocimz'ento de Jos métodos por parte de Jos alumnos

Alumno Métodos que mencionaron los alumnos
- Completando el trinomio cuadrado perfecto
A - Factorizacion
- Formula general
B - Factorizacion
- Formula general
c - Completando el trinomio cuadrado perfecto
- Formula general
- Factorizacion
D - Factorizacion
- Completando el trinomio cuadrado perfecto
E - Factorizacion
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Podemos darnos cuenta, que la mayoria de los profesores y la totalidad de los
alumnos entrevistados conocen la existencia de el método de factorizacién para dar
solucion a una ecuacién cuadrdtica, incluso es el primer método que mencionan en la

mayoria de los casos.

Para corroborar estas afirmaciones se realizé una tabla y su correspondiente

grdfica, veamos.

Profesores

Método mencionado

No. de profesores

Factorizacién 7
Férmula General 7
Completando el trinomio cuadrado perfecto 5
Grafico 4
Tanteos 2

Grifica (me’toz&m mencionados por Jos ﬂjro eJOI‘EJ‘)
S

Completando el trinomio
cuadrado perfecto

Formula general
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De la tabla anterior con su correspondiente grdfica, podemos decir que los
profesores entrevistados recordaron mds los métodos de factorizacién y férmula
general.

Alumnos
Método mencionado No. de alumnos
Factorizacion 5
Férmula General 3
Completando el trinomio cuadrado perfecto 3
Grafico 0
Tanteos 0

g‘ra’flca Gne’tocﬁm mencionados por Jos S umnos )

Completando el trinomio
cuadrado perfecto

Férmula general

Con lo que respecta a los alumnos, mencionaron el método de factorizacién mads que
cualquier otro, el segundo lugar lo ocupan los métodos de férmula general y
completando el trinomio cuadrado perfecto.

95 Realizé: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



Aunque es una muestra muy pequefia, los tres métodos mds mencionados por los
profesores, coinciden con los mencionados en los programas y los manejados en los
libros de texto: factorizacion, férmula general y completando el trinomio cuadrado
perfecto (aunque la formula general puede verse como una simplificacion del método
de completar el trinomio).

Una coincidencia mds, los alumnos también mencionaron estos tres métodos. Ahora
bien, si unimos las opiniones de profesores y alumnos, podemos concluir que el
método de factorizacién es el mdas asociado a la solucién de una ecuacién cuadrdtica
y por ende el mds recordado.

Podemos concluir que la mayoria de los profesores y de los alumnos saben de la
existencia del método de factorizacion para dar solucion a una ecuacion
cuadratica. Pero, como veremos mds adelante, aunque es el método mds recordado,
no es el mds utilizado, esto depende del tipo de raices que tenga la ecuacion
cuadrdtica.
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Pregunta 2
Resuelve las siguientes ecuaciones (indica tu proceso)

q) X +5x+6=0 by a’-15a-10=0

En esta pregunta se trata de ver si el tipo de raices de una ecuacion cuadrdtica, es
una variable importante en la eleccion del método de solucién, por lo que en la
primera ecuacién se contemplan raices enteras, mientras que en la segunda existe
una raiz racional.

Para la primera ecuacién (con raices enteras), la mayoria de los entrevistados, tanto
profesores como alumnos, no tuvieron problema con el método, y aunque ho se les
pidié utilizar un método en particular, la mayoria opto por utilizar el método de
factorizacion. Sin embargo dos profesores que imparten la materia de fisica, a
juzgar por sus repuestas, no reconocen qué es solucionar una ecuacién, ya que solo
se dedicaron a factorizar el trinomio.

Esto demuestra que para ecuaciones cuadrdticas con raices enteras (pequefias),
tanto a los profesores como a los alumnos no les causa problema utilizar el
método de factorizacion, esto coincide con lo analizado en los textos, coincide con
el discurso actual.

Pero ¢qué sucede si la ecuacion por resolver contiene raices racionales?, ¢como
reaccionan profesores y alumnos? Estas preguntas se pueden responder con las
respuestas que dieron para la segunda ecuacién, los resultados vuelven a coincidir
con lo analizado en los textos, con lo expresado en los programas y con el pasado de
la ecuacion cuadrdtica. Asi como varios autores en los textos aceptan erréneamente
que el método de factorizacién se puede utilizar sélo en casos especiales, también
profesores y alumnos solo pueden utilizar el método de factorizacion para
cierto tipo de ecuaciones cuadraticas, aquellas que contienen raices enteras.

Veamos un concentrado de las respuestas de profesores y alumnos, en cuanto al
método utilizado para la solucidon de las dos ecuaciones, la que contiene sélo raices
enteras y aquella que incluye una raiz racional.

f&tratgyz’a& utifizadas por Jos Jarg%osoreos, para resolver Jas ecuaciones
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Ecuacion a)
Raices enteras

Ecuacion b)
Una raiz entera y una

Profesor racional
A Factorizacion Férmula general
B Factorizacion Completando el trinomio
C Factorizacién Completando el trinomio
D Factorizacidn Formula general
E Factorizacién Férmula general
F Factorizacién Férmula general
G Con calculadora Con calculadora
programable programable
H Factorizd, pero no Férmula general
(imparte clases de fisica) resolvid la ecuacidn
I Obtuvo una raiz, Férmula general

(imparte clases de fisica)

utilizando la férmula
general

J Factorizd, pero no Férmula general
(imparte clases de fisica) resolvid la ecuacidn
K Férmula general Férmula general

(imparte clases de
computacién)

f&tratgyz’a& utifizadas - por Jos alumnos, para resolver Jas ecuaciones

Ecuacioén a)
Raices enteras

Ecuacion b)
Una raiz entera y una

Alumno racional
A Factorizacién Factorizacidn
B Factorizacién Férmula general
C Factorizacién Formula general
D Factorizacion Factorizacion
E Factorizacidn Férmula general
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Podemos ver que el método de factorizacién tiene preferencia, siempre y cuando las
raices sean enteras. La mayoria de los profesores utilizo este método para
solucionar la primera ecuacion, el profesor “G" utilizé la calculadora programable y
dos profesores utilizaron la formula general. Pero en el caso de los alumnos, todos
utilizaron el método de factorizacion.

No obstante en la segunda ecuacién, en la mayoria de los casos, iel método de
factorizacion fue desplazado! Los profesores optaron por utilizar el método de
completar el trinomio cuadrado perfecto, o bien, la férmula general, que como ya lo
hemos mencionado, es el mismo método.

Con lo que respecta a los alumnos ocurrié algo similar, la mayoria opto por utilizar
formula general, sin embargo dos alumnos “A" Y "D", utilizaron el método de
factorizacion. Asi que podemos preguntarnos, ¢Qué es lo que ocasiond el cambio de
preferencia?

Para ver las preferencias de profesores y alumnos ante este nuevo escenario se
formaron tablas y se realizé para cada una de ellas su grafica de barras.
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j‘;z:’todés utifizados por Jos Jorofé&ore& para solucionar Ja Jarz’mera ecuacton

x> +5x+6=0, (raices enteras).

Profesores
Método utilizado No. de Profesores
Factorizacidn 8
Férmula General 2
Completando el trinomio cuadrado perfecto 0

Nota. Se omitié el profesor que utilizé la calculadora.

Grifica (Profesores)

Haciendo la interpretacion de la tabla y de la grafica, podemos decir que la
mayoria de los profesores prefieren el método de factorizacion para solucionar
ecuaciones cuadrdticas con raices enteras (pequefias).
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azztotﬁw utifizados por Jos alumnos para solucionar Ja  primera ecuacion

X?+5x+6=0, (Raices enteras).

Alumnos
Método utilizado No. de Alumnos
Factorizacion 5
Férmula General 0
Completando el trinomio cuadrado perfecto 0

Grifica (7humnos)

Férmula general

Tanto en la tabla como en la grdfica se puede distinguir que los alumnos
prefieren utilizar el método de factorizacion para solucionar ecuaciones
cuadraticas con raices enteras (pequefias).
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Ahora veamos las tablas y grdficas para la segunda ecuacion, aquella que contempla
una raiz racional:

ﬁ%todé& utifizados por Jos Jorojpesores para solucionar Ja leunclk ecuacion

a’ —1.5a—-10=0, (una raiz entera y una raiz racional).

Profesores
Método utilizado No. de Profesores
Factorizacidn 0]
Férmula General 8
Completando el trinomio cuadrado perfecto 2

Nota. Se omitié el profesor que utilizé la calculadora.

Grifica (Profesores)

Férmula general

102 Realizé: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx




j‘ZZ’todBJ utifizados por Jos alumnos para solucionar Ja eﬂyuncﬁz ecuacion

a’ —1.5a-10=0, (una raiz entera y una raiz racional).

Alumnos
Método utilizado No. de Alumnos
Factorizacién 2
Férmula General 3
Completando el trinomio cuadrado perfecto 0

Grifica (FHumnos)

Férmula general

Si nos ayudamos de los cuadros y las grdficas con respecto a la solucidn de la

segunda ecuacién @° —1.5a—10=0, que es una ecuacién con una raiz enteray una
racional, las preferencias cambian, ya no es el método de factorizacion el preferido,
creemos que esto se debe a la existencia de un obstdculo para seguir utilizando este
método. Por lo cual podemos decir que cuando se tiene una ecuacion cuadratica
con una raiz racional (o ambas raices racionales), la preferencia es utilizar la
formula general.
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Analicemos lo siguiente, si el método de factorizacion fue el mds utilizado al
solucionar la primera ecuacién, ¢por qué los profesores y alumnos lo hicieran a un
lado una vez que se enfrentaron a la segunda ecuacion?, pensamos que la causa es
que este método no se ha generalizado, es decir la mayoria de los alumnos y
profesores utilizan este método, sdlo cuando les es posible encontrar dos ndmeros
que multiplicados den el tercer término del trinomio cuadrado y sumados den el
coeficiente del segundo término, sélo asi pueden utilizar el método.

Para verificar estas afirmaciones analicemos las respuestas del tercer inciso, donde
por instruccién se les pide utilizar el método de factorizacién, la ecuacién

2 . d . e
presentada X + 7X+9=0, fiene la caracteristica de contar con raices
irracionales.

Pregunta 3

Utilizando el método de factorizacidn resuelve la siguiente ecuacién (indica tu
proceso)

X2 +7x+9=0

Se concentraron las respuestas de profesores y alumnos en tablas. Veamos
primeramente las respuestas de los profesores
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&gaue&ta@ de Jos Jar(?féaorea

Profesor Respuesta Observacion
A No he podido resolverlo por el
método que pides
La resolvid, pero
B utilizando el método de
completar el trinomio
cuadrado perfecto.
La resolvid, pero
c utilizando el método de
completar el trinomio
cuadrado perfecto.
Hubo wun inftento por
D ( 5.3 9 0 encontrar los ndmeros
X+9. X+§ - por tanteos, es una
solucion aproximada*
E No tiene factores enteros
Sin respuesta
F
G Por calculadora programable
H Se encontraron los nldmeros
(x +1.698)(x +5.302)=0 por tanteos *
I No indica el proceso, y
(x+1.7)(x+5.3)=0 presenta una aproximacién
J Se encontraron los nldmeros
(x +1.698)(x +5.302)=0 por tanteos *
K La resolvid, pero utilizando

la formula general
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cgggoueataa de Jos alumnos

Alumno Respuesta Observacion
La resolvié, pero utilizando el
A método de completar el

trinomio cuadrado perfecto.

B La intenta resolver pero
utilizando el método de
completar el trinomio.

La intenta resolver pero
c utilizando el método de
completar el trinomio.

No hay nimeros que alcancen para | Se da cuenta del obstdculo
D dar 9 y 7. Por este método no se | del método de factorizacion.
puede.

La intenta resolver pero por
E formula general.

Analicemos las respuestas; el profesor "A" menciona: “no he podido resolverifo por e/
método que me pides”, interesante respuesta, consideramos que el profesor
entendido muy bien la situacion, sélo que le fue imposible utilizar el método, esto
coincide con lo que hemos venido mencionando, el método de factorizacion no es, ni
ha sido visto como un método general. Tanto en programas, libros de texto, y en
muchos momentos histéricos no se le ha dado la oportunidad a este método de ser
general.

Algo similar debe haber pasado con los demds entrevistados, por ejemplo el
profesor "E", menciona "no tiene factores enteros”. Debemos suponer que este
profesor tiene la creencia de que solo es posible utilizar el método de factorizacion
para solucionar ecuaciones cuadrdticas con raices enteras.
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Ahora bien, comparemos la respuesta del profesor "E": "no tiene factores enteros”,
con la respuesta del alumno "D": "no hay nimeros que alcancen para dar 9y 7, por
este método no se puede”. Que tal, los alumnos aprenden muy bien, lamentablemente
ese aprendizaje no los llevard a la autonomia, desafortunadamente no hemos logrado
que los alumnos aprendan a aprender, lo que hacemos con nuestros alumnos la
mayoria de las veces es que aprendan procesos y verdades absolutas. Si el profesor
dice "no se puede”, el alumno dice "no se puede”.

En este sentido se hace necesario que los alumnos transiten por situaciones
problema, que ellos puedan resolver (no que el profesor les diga como resolverlos
metodicamente), que les permitan ver mds que conocimientos acabados.

Por otro lado la mayoria de los profesores no hicieron caso a la restriccion de
resolver la ecuacién por el método de factorizacion, es decir que no entendieron
correctamente la pregunta, o bien, es posible que se hayan dado cuenta del
obstdculo, mds sin embargo no intentaron salvarlo, sino que le dieron la vuelta y
utilizaron ya sea el método de completar el trinomio cuadrado perfecto o el de la
formula general. Esto coincide con lo mencionado en el andlisis de textos. “Una vez
que se presenta una ecuacfon cuadrdtica con raices grandes, racionales,
irracionales o imaginarias. El método es desplazado, ya sea por el método de
completar el trinomio o el de la formula general”

Lo mds cerca de la respuesta esperada fue por parte de los profesores D, H e I (los
que estdn sefialados con un asterisco), ellos, lograron un acercamiento, y su
estrategia fue utilizar el método de tanteos, es decir prueba y error, para esto
tuvieron la necesidad de utilizar decimales. Aqui es importante hacer notar que el
método de factorizacién estd atado a la habilidad de encontrar la suma y la
multiplicacion de dos ndmeros. Si a las personas se les dificulta, o bien, no pueden
encontrar los nidmeros, sencillamente optan por otro método. Por eso, son
explicables las leyendas que manejan programas y textos, donde mencionan que el
método de factorizacién sélo es aplicable cuando se puede factorizar el trinomio
cuadrado que esta presente en una ecuacién cuadradtica.
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Con lo que respecta a los alumnos los resultados son similares, ninguno de ellos logré
resolver la ecuacién utilizando el método de factorizacidn, lo que hicieron fue
utilizar los métodos alternos, ya sea completando el trinomio, o utilizando férmula
general, es decir lo que hicieron los profesores, lo que existe en el sistema
educativo. Algo importante que mencionar es que todos los estudiantes intentaron
resolver la ecuacién incluso haciendo a un lado la restriccién.

Después de analizar las repuestas, podemos darnos cuenta, que existe un obstdaculo
cuando se desea utilizar el método de factorizacion para solucionar una
ecuacion cuadratica que contenga raices racionales e irracionales. Este
obstaculo es que a las personas se les dificulta encontrar dos nimeros que
cumplan con las condiciones de suma y multiplicacion. En nuestra propuesta
trataremos de encontrar un método que subsane esta deficiencia, pensamos que
salvando este obstdculo, el método de factorizacion se puede generalizar.

Ahora pasemos a la dltima pregunta, la cual tiene la intencién, de ver cudl es el
dominio del saber solucionar una ecuacién cuadrdtica. Ademds de identificar si
profesores y alumnos ven a la factorizacion como el proceso inverso al producto de
dos binomios.
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Pregunta 4
Escribe una ecuacién cuadrdtica que tenga por soluciones 5 y -4

Esta pregunta es clave, nos sirvié para darnos cuenta cémo relacionan
profesores y alumnos, las ecuaciones cuadrdticas con la multiplicacién de
binomios con término comin. De hecho la mayoria utilizé esta estrategia. Ya
hemos visto en el andlisis de textos que en la multiplicacién de binomios, esta
la esencia del método de factorizacién. Cuando resolvemos una ecuacién
utilizando este método, existe la necesidad de factorizar. Esto demuestra que
el método es muy importante, porque significa a las ecuaciones cuadrdticas.

Pero, ¢qué pasé?, con el profesor que para solucionar las ecuaciones utilizé la
calculadora programable, donde solamente introducia datos y recibia la
respuesta, se equivocd, no pudo encontrar alguna ecuacion con raices 5y -4,
también no hizo nada por comprobar su respuesta. En el siguiente cuadro se
presenta un resumen de respuestas, en donde se incluyen observaciones.
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&gaue&ta@ de Jos Jar(?féaorea

Profesor Respuesta Observacion
A 11 1020 Propone varias
2 2 ecuaciones equivalentes
B x> —x-20=0 No indica el proceso
Utiliza la estrategia de
c a*-a-20=0 multiplicar binomios con
un término comin.
Utiliza la estrategia de
D x> +x-20=0 multiplicar binomios con
un término comin, pero
no intercambia los signos.
Utiliza la estrategia de
E x> —x-20=0 multiplicar binomios con
un término comin.
F Sin respuesta
Utiliza la estrategia de
G x> -9x+20=0 multiplicar binomios con un
término comudn, pero la
multiplicacion la realiza mal.
Utiliza la estrategia de
H x> —x-20=0 multiplicar binomios con un
término comun.
No indica el proceso y esta
I x> -9x+20=0 mal.
Utiliza la estrategia de
J x> —x-20=0 multiplicar binomios con un
término comun.
Utiliza la estrategia de
K x> —x-20=0 multiplicar binomios con un
término comun.
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Regoue&ta& de Jos alumnos.

Alumno Respuesta Observacion
Utiliza la estrategia de
A x> —x-20=0 multiplicar binomios con un
2x* —2x-40=0 término comdn, 'y nos
presenta dos soluciones
Utiliza la estrategia de
B x> +x-20=0 multiplicar binomios con un
término comin, pero no
intercambia los signos.
Utiliza la estrategia de
c x> —x-20=0 multiplicar binomios con un
término comdn.
Utiliza la estrategia de
D x> -1-20=0 multiplicar binomios con un
término comin, pero la
multiplicacién la realiza mal.
Utiliza la estrategia de
E x> +x-20=0 multiplicar binomios con un

término comin, pero ho
intercambia los signos.

La parte que nos importa del andlisis de esta pregunta es, ¢qué tan presente se
tiene la multiplicacion de binomios con un término comun, como productor de
ecuaciones cuadrdticas? Todos los entrevistados que llegaron a propuestas
correctas utilizaron esta percepcion, esto nos indica que la mayoria tuvo presente
este conocimiento.
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La suma, wultiplicacion Yy diferencia de dos nwimeros
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Suma Y muLt’LpLLcaciéw de Los mismos miameros

En capitulos anteriores hemos visto la importancia que tiene encontrar dos nidmeros
para los cuales se conoce su suma y su multiplicacion para poder resolver una
ecuacion cuadrdtica utilizando el método de factorizacion. Esta situacién se
complica cuando los nimeros no son enteros. En este capitulo abordaremos un
método que nos permite salvar este obstdculo.

La suma de dos niumeros

Ya se ha mencionado que la suma de dos ndmeros cobra gran importancia en la
solucion de ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de factorizacidén, esta
operacion de adicién puede representar diferentes situaciones, por ejemplo, en un
ambiente geométrico puede representar la mitad del perimetro de un rectdngulo, es
decir, su semiperimetro.

La muLt’LPLLaac’Léw de dos wiumeros

Un segundo pardmetro importante en el proceso de factorizacion de trinomios
cuadrados es el producto de dos ndmeros. Cuando multiplicamos dos nimeros es
posible que estemos encontrando el drea de un rectangulo.

T — En la figura si sumamos la
: ' longitud a y la longitud b,
obtendremos la mitad del
perimetro de la fotografia.
(contorno de la fotografia)

Si multiplicamos los valores de a
y b, entonces tendremos el drea
utilizada de papel fotogrdfico.

a+b = semiperimetro

a.b = drea
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Basdndonos en la importancia que tiene la suma y la multiplicacién de los mismos
ndmeros para encontrar la factorizacién de un tfrinomio cuadrado, busquemos
entonces si existe alguna relacion que nos permita encontrar estos nimeros.

En la bisqueda de alguna velactén entre la suma Yy La multiplicacion de dos
WIAMLENDS

Suma de dos niumeros

Supongamos que la suma de dos numeros es igual a 5 (partiendo de que en un
trinomio cuadrado el coeficiente del término lineal es conocido). Existen infinitos
pares de sumandos que sumen cinco, tenemos mdiltiples opciones, las cuales pueden

quedar determinadas por la ecuacién @ +b =5

Si despejamos b, podemos obtener la expresién: b=5-a

Si representamos en un sistema cartesiano esta relacion, con los valores de “a" en el
eje horizontal y los valores de "b" en el eje vertical, podemos obtener la siguiente
grdfica.

115 Realizé: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



La grdfica resultante es una linea, donde cada uno de sus puntos cumple con la
condicion de que la suma de sus coordenadas siempre es igual a cinco. Bajo esta
perspectiva se puede visualizar la gran variedad de sumandos que pueden dar lugar

a una suma igual a cinco.

Por ejemplo, el punto (0,5) —> 0+5=5

En este punto el valor de la abscisa es igual a cero, mientras que la ordenada es
igual a cinco, si obtenemos la suma de estas dos coordenadas obtendremos el

valor de cinco.

Cualquier punto que tomemos de la recta, la suma de sus coordenadas siempre

serd cinco. Otros ejemplos serian:

Punto Suma de coordenadas
(14) 1+4=5

(2,3) 2+3=5

(-1,6) -1+6=5

[1,9j 1+9=5,e’rc.
2 2 2 2
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Producto de dos nimeros

Ahora consideremos que el producto de estos mismos nlmeros es conocido:
aeb =06, (el término independiente de un trinomio cuadrado)

Si despejamos "b", podemos obtener la expresion:

b=

a
Representemos esta relacién en el sistema cartesiano (ver grdfica)
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La grdfica resultante es una hipérbola, y cada uno de sus puntos cumple con la
condicion de que la multiplicacion de sus coordenadas siempre es igual a seis. En la
grafica podemos visualizar la gran variedad de factores que pueden dar lugar a un
producto igual a seis. Por ejemplo el punto (1,6), si multiplicamos las coordenadas
de este punto, es decir abscisa por ordenada, (1)(6)=6

Otros ejemplos:

Punto Multiplicacién de coordenadas
(2.3) (2)(3)=6

(-6.-1) (-6)(-1)=6

(-1-6) (-1)(-6)=6

i

HEEE

Por un lado tenemos una infinidad de nimeros que pueden sumar cinco y por
otro lado tenemos una infinidad de nimeros cuyo producto es seis.
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Suma Y Producto de dos niumeros

Utilicemos los registros grdficos para observar las relaciones existentes entre las
operaciones de suma y multiplicacion, con esta intencién sobrepongamos las dos
graficas en un mismo plano cartesiano, es decir la linea resultante de la suma de dos
ndmeros con la hipérbola de la multiplicacién de esos mismos nimeros:

Los nimeros que suman 5 y muftg]afz'cad?w producen seis son las
intersecciones de ambas grdficas, los puntos (2,3) o (3,2).

Aunque dos puntos son los que satisfacen las condiciones de suma y multiplicacién,
en realidad ambos puntos representan a los mismos nidmeros, solo que en distinto
orden, cumpliendo asi con la propiedad de conmutatividad de la suma y la
multiplicacién, asi, los nimeros que suman cinco y multiplicados producen seis son el
dos y el tres. Si bien esto se puede hacer mediante una operacién mental, (operacion
muy utilizada al factorizar trinomios cuadrados) cabe mencionar que estamos
buscando alguna relacién que nos pueda ayudar a obtener estos nimeros

Si logramos encontrar un método para encontrar estos nimeros, estaremos salvando
el principal obstdculo, para generalizar el método de factorizacidn en la solucion de
una ecuacion cuadrdtica, ademds de tener elementos que nos permitan darle
significados a este saber.
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Diferencin entre dos niumeros

Retomando el ejemplo anterior, los nimeros que suman cinco y multiplicados arrojan
seis, son el 3y el 2. La diferencia entre estos nimeros es uno.

Si generalizamos, la diferencia entre dos nimeros igual a uno, podemos obtener la
expresion b—a=1, ahora bien si despejamos a "b" podemos tener que:
b=1+a

Graficando la expresion anterior se tiene:

El resultado es una relacién lineal, una vez mds existen mdltiples opciones
de nimeros cuya diferencia es igual a uno, es decir existen muchos puntos
cuya diferencia entre sus coordenadas es uno, por ejemplo (0,1), (1,2),
(5,6), etc. Una infinidad de pares.
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suma, multiplicaclén y Diferencia entre dos nimeros

En este momento tenemos de alguna forma las mdlltiples opciones de suma,
multiplicacion y diferencia de dos nimeros. Para poder confrontar las tres
operaciones entre dos nimeros, podemos sobreponer sus grdficas.

gefacz'onand'é Jas tres operaciones
) |

Observando la grdfica podemos deducir lo siguiente.

a) La grdfica que representa la suma de dos nimeros es una recta

b) La grdfica que representa la multiplicacion de dos nimeros es una curva

¢) La grdfica que representa la diferencia de dos nimeros es una recta

d) Las tres grdficas comparten un punto

e) El punto (2,3) cumple con la condicion de suma igual a cinco y producto igual a
seis

f) Este mismo punto es la interseccion de las dos rectas,

Basdndose en las observaciones anteriores podemos intuir que las tres operaciones

entre dos ndmeros guardan cierta relacion, relacion que involucra el punto de
interseccion de dos rectas.
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Awndlisis algebraico
Tniciemos con la siguiente pregunta

¢Es posible conocer la diferencia de dos nimeros, si se conocen la suma y el
producto de los mismos nimeros?

Sea.

a+b=s (s = suma de dos nimeros)

ab=m (m = producto de esos mismos nimeros)
Y

a-b=d (d =diferencia de los mismos nimeros)

Si relacionamos la suma y la resta, podremos formar un sistema de ecuaciones

a+b=s
a-b=d

Solucionando para "a" y "b" tenemos

s+d
a=—
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Hasta aqui tenemos los nlimeros a y b, los cuales estdn en funcién de su suma y su
diferencia.
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De alguna manera tenemos los valores de a y de b. Ahora involucremos a la

multiplicacion.

ab=m

s+d)s—-d
2 2

(s+d)s—d)=4(m)

s —d?® =4m

Sustituyendo los valores deay b

Multiplicando por cuatro

Desarrollando los binomios conjugados

Despejando el cuadrado de "d”

Esta dltima expresion es la relacién existente que trabajaremos entre las tres
operaciones entre dos nlmeros.

El cuadrado de la diferencia de dos numeros es igual, al cuadrado de la suma
menos cuatro veces su multiplicacion

Podemos afirmar que: si es posible encontrar la diferencia si se conocen la sumay la
multiplicacion de dos nimeros.
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Awndlisis numérico
%nﬁcaa’o’n

Sean los nimeros 3y 2
s=5 suma

m = 6 multiplicacion

d =1 diferencia

Verificando la expresién encontrada

d® =s*—4m
12 =52 — 4(6)
1=25-24
1=1

Si, coincide, pues bien, verifiguemos para diferentes tipos de nimeros ayuddndonos

de una tabla, en este caso se utilizé el paquete Excel.

126

Realizd: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



Relaciones entre la suma, multiplicacion y diferencia de dos nimeros

Ndmeros propuestos suma diferencia producto 4 2-4m
a b s d m
2 1 3 1 2 1 1
-5 7 2 -12 -35 144 144
0,25 -0,75 -05 1 -0,1875 1 1
20 40 60 -20 800 400 400
-8 8 0 -16 -64 256 256
05 05 1 0 0,25 0 0
2,23606798 3 5,236068 | -0,763932 | 6,7082039 | 0,58359214 | 0,58359214
2 3,1622777 | 5,1622777 | -1,162278 | 6,3245553 | 1,35088936 | 1,35088936
-2 -3 -5 1 6 1 1
100 200 300 -100 20000 10000 10000
9 11 20 -2 99 4 4
20 21 41 -1 420 1 1

Tabla donde se proponen pares de nlmeros, incluyendo enteros, racionales e
irracionales. Por ejemplo en el renglén siete, donde aparece el nimero 2.23606798,
es el valor propuesto para "a” pero redondeado por el paquete Excel, en realidad se
capturo como raiz de cinco. De forma similar el valor propuesto para “b“ en el
rengléon 8 se trata de raiz de diez.

Nota: las herramientas informaticas no permiten el tratamiento de irracionales,

s6lo su aproximaciones en decimales.

En la tabla se proponen diferentes nimeros reales, incluso en las filas siete y
ocho se han utilizado nimeros irracionales, no obstante siempre se cumple la
igualdad de las dos dltimas columnas.
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Andlisis geométrico

Una representacion grdfica que podemos utilizar es la formada por cuatro
rectdngulos iguales, ordenados como se muestra en la figura.

a+b

-
=

Los cuatro rectdngulos son iguales, cada uno de ellos tiene un drea igual a "a.b"
(multiplicacion de dos nimeros). Al estar ordenados de esta manera se forman dos
cuadrados que nos van a ser de utilidad, en primer lugar analicemos el cuadrado mds
grande, aquel que tiene por lados la suma "(a+b)" (suma de dos ndmeros). En segundo
lugar observemos el cuadrado pequefio que queda limitado por los cuatro
rectdngulos. Este dltimo tiene por lados la diferencia “(a-b)" (diferencia de dos
nimeros).

La figura que estamos proponiendo contiene las tres operaciones que deseamos
relacionar, es decir, la suma, la multiplicacion y la diferencia de dos nimeros.

Intentemos entonces obtener la expresién encontrada en el andlisis algebraico,
aquella que involucra estas tres operaciones.
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Para lograr esto realicemos primeramente un cdlculo dreas:

Area del cuadrado grande = (a+b)? (ya que cada uno de sus lados es a+b)

Area del cuadrado pequefio = (a-b)? (ya que cada uno de sus lados es a-b)

Area de un rectdngulo = ab

Area de los cuatro rectdngulos = 4ab

Ahora bien podemos hacer una igualacion de dreas, ya que el drea del cuadrado

grande la podemos obtener sumando el drea del cuadrado pequefio y el drea de los
cuatro rectdngulos idénticos.

(a+b)*

(a+h)*> = (a—b)* +4ab
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Ahora si lo que deseamos es el cuadrado de la diferencia, es decir (a-b)?,
entonces podemos quitar el drea de los cuatro rectdngulos iguales 4ab, a el

drea del cuadrado grande (a+b).

Por lo que podemos escribir.
(a—b)* =(a+b)* —4ab

Utilizando la notacidn de:

a-b = d (diferencia de dos nimeros)
a+tb =s (suma de dos ndmeros)
ab =m (multiplicacion de dos ndmeros)

Realizando el cambio de variables, tenemos la expresién obtenida en el andlisis

algebraico.

d’=s*-4m
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Encontrando dos numeeros, de Los cudles se conoce su suma Y su muLtLpLiaac’Léw

Bien, ahora nuestro reto es obtener un método para encontrar dos nimeros de los
cudles se conoce su suma y su multiplicacion.

Iniciemos diciendo que la suma de dos nimeros es igual a 5 y su producto es 6,
entonces podemos expresar lo siguiente.

a+b=s=5
ab=m=6

Entonces encontremos la diferencia de los dos nimeros, para esto podemos utilizar
la expresion que relaciona a estas tres operaciones.

Sustituyendos=5, y m=6

d? =52 - 4(6)

d? =1

d=-1

d=1

Listo, hemos encontrado que la diferencia de los dos nimeros es igual a uno.

Nota: En la obtencion de la raiz cuadrada se puede omitir el valor negativo, no
obstante se podria ocupar.
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Conociendo la suma y diferencia de dos ndmeros, podemos formar un sistema de
ecuaciones, el cual al solucionarlo nos permitird conocer los dos ndmeros

involucrados, veamos.

a+b=5
a-b=1
Sumando las ecuaciones
a+b=5
a-b=1
2a =6
a=3
Para obtener el valor de "b", podemos restar las ecuaciones.
a+b=5
a-b=1

2b=4
b=2

Bien, hemos podido obtener los dos ndmeros, utilizando un método, ino por ensayo y
error!

Verificacion

a=3
b=2
a+b=5
ab=06
a—-b=1
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Capitulo

Plseino de la secuencia didactiea
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En este dltimo capitulo se tomaron elementos de los capitulos anteriores para el
disefio de una secuencia diddctica, dosificada en cuatro actividades, donde se
espera que los alumnos puedan darle sentido al saber a ensefiar.

Presentemos el predisefio de la secuencia
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Actividaod 1 (individual)

En estas actividades tendrds la oportunidad de formarte diferentes
interpretaciones de la suma de dos nidmeros y el producto de los mismos nimeros,
aunado a la relacién existente con la diferencia de estos nidmeros. El conjunto de
conocimientos obtenidos los podrds utilizar para resolver ecuaciones cuadrdticas
utilizando el método de factorizacion.

L] f/ Joerz’metro de un recténjufo es éyua/ a 10 metros, Yy su drea es Z’yuaf aé

metros cuadrados.

a

Perimetro = 10m

Instrucciones:
a) Observa la figura anterior y de acuerdo a los datos proporcionados da el
valor numérico de las siguientes expresiones

ab = a+b=

b) Si la expresion " ab - representa el drea del rectdngulo, ¢Qué representa
“ a + b n?

c) Empleemos la siguiente notacion:
S = La suma de los ndmeros @ y D, es decir“a+b "
M = La multiplicacién de los nimeros @ y D, es decir " ab*

1) ¢Cudnto vale " S "?
2) ¢Cudnto vale "M “?
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Continuacion.

2 2
d) Utilizando la expresién d =S° —4m , calcula el valor numérico de

\\d "
d-

e) Siala diferencia de dos ndmeros la representamos con la letra ™ d-

d = La diferencia entre los ndmeros @ y D, es decir"a—b"
¢Cudnto vale " @ —0"?

f) Completa el siguiente sistema de ecuaciones lineales con los datos obtenidos
a+b=

a—-b=

g) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales del inciso f) y encuentra los

valores de @ "y b "
a=

b=

h) Regresando a la figura del rectangulo planteado al inicio de la actividad, ¢Qué
representan @y "0"?

i) Evalla las siguientes expresiones con los valores obtenidos.

a+b=
ab =
a—-b=

j) Observa los valores del incisos i), a)y e). date cuenta que son los mismos.

k) El perimetro de un rectdngulo es igual a 10 metros, y su drea es igual a 6
metros cuadrados. ¢Cudles son las dimensiones del rectangulo?
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Actividad 2 (en equipo). Se sugieren equipos de tres a cuatro personas

Material:
- b piezas geométricas
- Regla para medir (En centimetros)
- Papel y ldpiz

Parte 1
a) Compara tus resultados obtenidos en la Actividad 1, con tus compaiieros de
equipo

Parte 2

b)  Calcula el drea de cada una de las cinco piezas proporcionadas
(En centimetros Cuadrados)

c) Utilizando las cinco piezas proporcionadas construye un cuadrado.

d) Encuentra el valor numérico de un lado del cuadrado construido
(En centimetros)

e) Calcula el drea del cuadrado construido por los siguientes métodos.

Método 1. Tomdndolo como un todo (utilizando el valor encontrado en el inciso d))
Método 2. Sumando las partes (utilizando el inciso b))
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Parte 3 (generalizacion)

f)

a como

w_n

a"y "b". Tanto
"b" pueden tomar cualquier valor. Observa detalladamente la figura, y
contesta las preguntas.

La siguiente figura tiene cuatro rectdngulos idénticos de lados

1T

- oy

1) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado grande?
2) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado pequefio?

Pon atencidn, utilicemos la siguiente notacion:
S = la suma de dos ndmeros (a+b)

d = la diferencia (resta) de dos nimeros (a-b)
m = la multiplicacion dos nimeros (ab)

Con respecto a la figura anterior.
3) ¢Qué representaria "s*?

4) (Qué puede representar “d*?
5) ¢Qué puede representar “m'?
6) ¢Qué representaria “4m"?
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g)  ¢Cémo encontrarias el drea del cuadrado pequefio, si conocieras el drea del
cuadrado grande y el drea de uno de los rectdngulos? Escribelo con
palabras.

h) De acuerdo a tu descripcién anterior completa la siguiente expresidn
algebraica:

) d?® = -

j) Observa la expresion encontrada anteriormente y compdrala con la utilizada en
el inciso d) de la Actividad 1. (Como son?

k) Si conocemos la suma y la multiplicacién de dos nldmeros. ¢Qué podemos
calcular con la expresion encontrada en el inciso j)?
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Actividad = (en equipo)

a) Lee y observa detalladamente la tabla, revisa los valores del renglén, donde se
propone el valor de 2 para "a" y el valor de 1 para "b". Entonces completa los
renglones restantes observando y deduciendo comportamientos (para esta actividad
es recomendable utilizar calculadora y haber realizado las actividades 1 y 2)

Relaciones entre la suma, multiplicacion y diferencia de dos nimeros

Diferencia
Nimeros propuestos suma (resta) producto d? s?-4m
a b s=a+b d=a-b m=ab
2 1 3 1 2 1 1
5 3 4
20 40
0 -16 -64
-5 6
300 20000
15 -10
41 420

b)  Pon atencion en las dos dltimas columnas, ison iguales!

c) Utilizando la estrategia utilizada para completar los cuatro dltimos renglones.
Encuentra:

1) los nimeros que sumados dan 7 y su producto es 12
2) los nlimeros que sumados dan 7 y su producto es 9

e) Revisa los resultados obtenidos en el inciso anterior, es decir verifica la sumay la
multiplicacién de los nimeros encontrados.
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Actividao 4 (tndividual)

a) Explica el proceso seguido para resolver ecuaciones cuadrdticas utilizando el
método de factorizacion.

b) Encuentra los nimeros de los cuales se conoce su suma y su multiplicacion.

1) Suman siete y multiplicados dan doce
2) Suman 1.5y su producto es -10
3) Su producto es 9y susumaes 7

c) Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de
factorizacion y solo el método de factorizacion

1) Proceso.
x> +7x+12=0 X
Xo=
2) Proceso.
t* +1.5t-10=0 X
X2:
3) Proceso.
x> +7Xx+9=0 X1z
Xo=
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Estas actividades fueron resueltas por profesores expertos en la ensefianza-
aprendizaje de las matemdticas, quienes nos hicieron el favor de hacer
observaciones y sugerencias. Estamos agradecidos con las aportaciones de estas
personas, su participacion fue de gran ayuda para el redisefio de la secuencia.

Secuencia aplicada a profesores

Se han asignado las letras, O, P, Q, Y R, a los profesores, esperando su comprension
por haber omitido su nombre.

Enseguida presentamos sus respuestas:
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—

PROFESOR O

En estas actividades tendrds la oportunidad de formarte diferentes
interpretaciones de la suma de dos ndmeros y el producto de los mismos
ndmeros, aunado a la relacion existente con la diferencia de estos nimeros.
El conjunto de conocimientos obtenidos los podrds utilizar para resolver
ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de factorizacién.

Actividad 1 (Individual)

® El perimetre de un rect‘ér.gulo es iguaf 2 10 metres, y Su 3rea es igua? a

b metres cvadrados.

a

Perimetro = 10m

Instrucciones:
a) Observa la figura anterior y de acuerdo a los datos proporcionados
da el valor numérico de las siguientes expresiones

ab=. & a+b=_5

b) Si la expresion " ab " representa el drea del rec:dngulo, ¢Qué
representa " d + b e : : :
S e _,.;.ggg 4L ‘é{.):?x fuJe? @ udH
. o

-c) Empleemos la siguiente notacion:
S = La suma de los nimeros @ y b, es decir"a+b"
m = La multiplicacién de los nimeros @ y b , es decir“ab "

1) ¢Cudntovale"S"™ .5

2) ¢Cudntovale "M "? &
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Continuacion.

DD '
d) Utilizando la expresion d”=s _4m, calcula el valor

numéricode "d " 2 :
3 o e 7 T /7//
d = / C)"f(;z:; -/ S - '-; C4

[

e) Siala diferencia de dos nimeros la representamos con la letra * d

d = La diferencia entre los nimeros @ y b, esdecir"a—b"
¢Cudntovale “a—b">__ [

f) Completa el siguiente sistema de ecuaciones lineales con los datos

obtenidos
a+b=5
a-b=1

g) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales del inciso f) y encuentra
Ios valor'es de"a"y"b-

h) Regresando a la figura del rectungulo planteado al inicio de Iu
actividad, ¢Qué representan Yal y YHs ed p"maes w ?ﬂuq;;; g,;?w /Prf W‘a; 23

i) Evalda las siguientes expresiones con los valores obtenidos

a+b=5
ab=
a-b={4

j) Observa los valores del incisos i), a) y e). date cuenta que son los
mismos.

k) El perimetro de un rectdngulo es igual a 10 metros, y su drea es igual
ab me‘rr-os cuadrados. cCuales son las dimensiones del rectangulo?

2 u @om’m tnecies regaectivomente
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Parte 2 (generalizacion)

) La siguiente figura tiene cuatro rectdngulos idénticos de lados a" y

'b". Tanto "a" como "b" pueden tomar cualquier valor. Observa
detalladamente la figura, y contesta las preguntas

- A &= £

e

e

1) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado grande? g,,
2) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado pequeno’ Q

Pon atencion, utilicemos la siguiente notacién:
= la suma de dos nidmeros (a+b)

d = la diferencia (resta) de dos nimeros (a-b)

m = la multiplicacién dos niimeros (ab)

Con respecto a la figura anterior. ) A&
3) cQue representaria "s?? A

r'\.

2 Ll avadwels. eyl
?J re& Jﬁ, Auvacraglo. 'ﬂu‘?

ol *caf.’raf“!/z = Qiﬁ’i;‘ﬁ gt g
5) ¢Qué puede repr'esen'tar' m') »/ 210 e yno de (o5 rect w“"/ fos S

6) ¢Qué representaria “4m?_of grea ol /fos ¥ /.«"?'wk:/
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2) ¢Cdomo encontrarias el drea del cuadrado pequefio, si conocieras el
drea del cuadrado grande y el drea de uno de los rectdngulos? Escribelo con
- oy ! r)

palabras. _ gl Gren ofe osuodvads arende Je restamos &l

)

-

Glet de fos 4 rectongs/os

h)  De acuerdo a tu descripcion anterior completa la siguiente expresién
algebraica:

a /
y . d°=_38 —_m

j) ' Observa la expresién encontrada anteriormente y compdrala con la
utilizada en el inciso d) de la Actividad 1. ¢Cémo son?_ java =5

k) ~ Si conocemos la suma y la multiplicacién de dos nimeros. ¢Qué podemos

calcular con la expresién encontrada en el inciso j)?_ @ CupdFada
g ) __,’ i N s -
ge fa g;,-'f; Erencica o ambid HNNEeres 174

]
1% S o T A2y edy

7 ""1‘.?."_..-"? .;"9'.;’-'_'3" D e, ole crRoOCC P0EYIEND -

-
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Actividad = (ew equipo)

a) Lee y observa detalladamente la tabla, revisa los valores del renglon,

donde se propone el valor de 2 para “a

completa renglones

los

W_n

restantes

)

y el valor de 1 para "b“. Entonces

observando deduciendo

comportamientos (para esta actividad es recomendable utilizar calculadora
y haber realizado las actividades 1 Yy 2)

Relaciones entre la suma, multiplicacién y diferencia de dos nimeros

b)

c)

, Diferencia
Nimeros propuestos suma (resta) producto d? s2-4m
a b s=a+b d=a-b m=ab
2 1 3 1 2 1 1
5 3 g 15 4
20 40 A - 7 4o 450
2 0 16 -64 e 156
-3 | =2 -5 =9 6 / /
200 /720 300 20000 1o 710 800
y 2 & 15 10 42
2 20 4 / 420 / {

Pon atencién en las dos dltimas columnas, ison iguales!

Utilizando la estrategia utilizada para completar los cuatro dltimos
renglones. Encuentra:

1= ifa )

1) los nimeros que sumados dan 7 y su producto es 12

2) los nimeros que sumados dan 7 y su productoes 9

.fr-s:
A

SV 13

344

e) Revisa los resultados obtenidos en el inciso anterior, es decir verifica la
suma y la multiplicacién de los nimeros encontrados.
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Act’:.v_idad 4 (Lndividual)

a) Explica el proceso seguido para resolver ecuaciones cuadrdticas
utilizando el método de factorizacién.

b) Encuentra los nimeros de los cuales se conoce su suma y su
multiplicacion.

1) Suman siete y multiplicados dan doce. 3 7] .-.‘/1 5

2) Suman 1.5 y su producto es -10 4 ¢ =S

3) Su producto es 9y susumaes 7 X

¢) Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de
factorizacion y solo el método de factorizacidn

1) Proceso.
2 = . .Y ¢ -4 ™y X1= ab_"‘
x +7x+12=0 22D C
w e 2 == =
2) Proceso.
llsr—10-=0 L5 T Xi= =
Koz
3) Proceso. \
il il
x2 + 7x + 9 . O Xl-
Xa=
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a
40 20 40 = 3600 2040z *20

ol - Sea0=3%0 Jo0
q&o eao 40 I .
.g,;q?a #10] :J/oo 3
foo 20 a0 |

RO =0 s - : —-\
. =Vy00 < R0 | £20
4 ; | >0 “
1 120,000 72 $o900 - P o005 1y
. : ; L 2
| I 2
@,d’ A ¢ ' 20,009 _,
= ¥ /9, ﬁ ' -
50 i 501 0N S IS % .

' | |
i ( 3039“) ] &
. 300 v
S BN ; J_:
J2. 52 gy L - | S
’da: 3 —j{m—,_ “YO 3 e
! e ~
0—-5) 'f?:”‘{b) -. { i :

‘D gi= %o

.‘f _ﬂ
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PROFESOR P

En estas actividades tendrds la oportunidad de formarte diferentes
interpretaciones de la suma de dos nimeros y el producto de los mismos
nimeros, aunado a la relacién existente con la diferencia de estos nimeros.
El conjunto de conocimientos obtenidos los podrds utilizar para resolver
ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de factorizacidn.

Actividad 1 (individual)

® l'i/;raen’metro de un rect&njufe es E’yuaf a 10 metros, ysu drea es z'jmaf

a 6 metres cuadrados.

a

Perimetro = 10m

Instrucciones:
a) Observa la figura anterior y de acuerdo a los datos proporcionados
da el valor numérico de las siguientes expresiones
ab=__ ¢ at+b=

[

b) Si la expresion ab representa el drea del rectdngulo, ¢Qué
representa " @ +b "

A

¢) Empleemos la siguiente notacidn:
§ = La suma de los nimeros @ y b es decir"a+b"

M = La multiplicacién de los nimeros @ y b , es decir " ab “

1) éCudnto vale " S “?
2) ¢Cudnto vale " 1“2
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Continuacion.

2 2
d) Utilizando la expresién d =8 = 4m calecula el valor
numérico de “ d "

d =

e) Si ala diferencia de dos nimeros la representamos con la letra " d "

d = La diferencia entre los niimeros d y b esdecir"a—b"
¢éCudntovale *a@—b ">

f) Completa el siguiente sistema de ecuaciones lineales con los datos

obtenidos
atb= 5
a-b=

g) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales del inciso f) y encuentra
los valores de* @ "y b "

o=

b=

h) Regresando a la figura del rectdngulo planteado al inicio de la
actividad, ¢Qué representan "a"y "b"> 3 :

i) Evalda las siguientes expresiones con los valores obtenidos

a+b=
ab =
a-b=

J) Observa los valores del incisos i), a) y e). date cuenta que son los
mismos.

k) El perimetro de un rectdngulo es igual a 10 metros, y su drea es igual
a 6 metros cuadrados. cCudles son las dimensiones del rectdngulo?

&
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Actividad 2 (ew equipo). Se sugieren equipos de tres a cuatro personas

Material:
- b5 piezas geométricas
- Regla para medir (En centimetros)
- Papel y ldpiz

Parte 1

a) Compara tus resultados obtenidos en la Actividad 1, con tus
compafieros de equipo

Parte 2

b) Calcula el drea de cada una de las cinco piezas proporcionadas
(En centimetros Cuadrados)

¢) Utilizando las cinco piezas proporcionadas construye un cuadrado.

d) Encuentra el valor numérico de un lado del cuadrado construido
(En centimetros)

¢) Calcula el drea del cuadrado construido por los siguientes métodos.
Método 1. Tomdndolo como un todo (utilizando el valor encontrado en el

inciso d))
Método 2. Sumando las partes (utilizando el inciso b))
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Parte = (generalizacién)

f) La siguiente figura tiene cuatro rectdngulos idénticos de lados "a" y
"b". Tanto "a" como “b" pueden tomar cualquier valor. Observa
detalladamente la figura, y contesta las preguntas

x*
3

1) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado grande?
2) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado pequefio?

Pon atencidn, utilicemos la siguiente notacién:
|s= la suma de dos nimeros (a+b)
| d = la diferencia (resta) de dos niimeros (a-b)
i m = la multiplicacién dos nidmeros (ab)

Con respecto a la figura anterior.

3) ¢Qué representaria "s? ) Lo
4) ¢Qué puede representar "d??_
5) ¢Qué puede representar "m?
6) ¢Qué representaria "4m?
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g)  ¢Cémo encontrarias el drea del cuadrado pequefio, si conocieras el
drea del cuadrado gr-ande y el drea de uno de los rectdngulos? Escribelo con
palabr'as AR = (a ;

a

h)  De acuerde a tu descripcidn anterior completa la siguiente expresidn
algebraica:

5 L
T

j) Observa la expresién encontrada anteriormente y cornpar'ala con la
utilizada en el inciso d) de la Actividad 1. ¢Como son? :

k) Siconocemos la suma y la multiplicacién de dos ndmeros. ¢Qué podemos

calcular con la expresidn encontrada en el inciso j)?
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Actividad = (ew equipo)

a) Lee y observa detalladamente la tabla, revisa los valores del rengldn,
donde se propone el valor de 2 para "a" y el valor de 1 para "b". Entonces
completa los renglones restantes observando y deduciendo
comportamientos (para esta actividad es recomendable utilizar calculadora

y haber realizado las actividades 1 y 2)

Relaciones entre la suma, multiplicacién y diferencia de dos ndmeros

Diferencia
Ndmeros propuestos suma (resta) producto d? s2-4m
a b s=a+b d=a-b m=ab .
2 1 3 1 2 1 1
5 3 4
20 40 toes
i { 0 -16 -64 >
5 -5 { 6 1 1
300 20000 "2 |Foone ~gpoeo
. 15 45 10 |4 _
2 ) 41 :_ 420 1 180> |

b)  Pon atencidn en las dos dltimas columnas, ison iguales!

c)  Utilizando la estrategia utilizada para completar los cuatro dltimos
renglones. Encuentra:

1) los ndmeros que sumados dan 7 y su producto es 12

2) los niimeros que sumados dan 7 y su producto es 9

e) Revisa los resultados obtenidos en el inciso anterior, es decir verifica la
suma y la multiplicacién de los nimeros encontrados.
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Actividad 4 (Individual)

a) Explica el proceso seguido para resolver ecuaciones cuadrdticas

utilizando el

método

de factorizacidn.

b) Encuentra los ndmeros de los cuales se conoce su suma y su

multiplicacidn.

1) Suman siete y multiplicados dan doce,
2) Suman 1.5y su producto es -10,

3) Su productoes 9y susumaes 7__<

c) Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de

factorizacidn y solo el método de factorizacién

1) Proceso.
xX*+7x+12=0 ‘- > A
‘_1 Xz: 2
1
2) Proceso.
“f(‘._ i,
1> +1.5-10=0 il
‘Xz: ’ ¢
3) Proceso.
X2+ 7x+9=-0 A=
o | '.,; b x2= o 3| =
N o | e
e 3
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PROFESOR Q

En esfas actividades tendrds la oportunidad de formarte diferentes

interpretaciones de la suma de dos ndmeros y el producto de los mismos

ndmeros, aunado a la relacién existente con la diferencia de estos nimeros.

El conjunto de conocimientos obtenidos los podrds utilizar para resolver
ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de factorizacién.

Actividad 1 (individual) Do distoo ks ¢

e [ perimetro de un recfé'ﬂsu.!b es igua.] 210 metres, y su area es isuaf 3

4 melros cuadrat{us.

— a
Peritmetro = 10m

Instrucciones:
a) Observa la figura anterior y de acuerdo a los datos proporcionados

da el valor numérico de las siguientes expresiones e
> i AV = g
ab=__ (p a+b=__%5 I
b) Si la expresién " ab- representa el drea del rectdngulo, ¢Qué A= —%
representa" @ +b "> o B
\ - ! | .
Lc\ e 'lr a\cl ole ;19@.-.:. e D -,;- +b=0
c) Empleemos la siguiente notacion: Q_{_’a =5
4 . w n =
§ = La suma de los nimeros & y b ,esdecir*a+b e A
ok e i . b L bn u-}b'-?o
M = La multiplicacién de los nimeros d y O | es decir d
o L*-Sbt6=0
1) ¢Cudnto vale " S "? > ; (b" 2 10”’,; O

2) ¢Cudnto vale " 11 "2 (
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]

Continuacion.

2 2
d) Utilizando la expresion di=s _4m, calcula el valor

Tipdhiza el b Okz-:: (S)L .4 'x{a )
i AE= 75 -4

—
()
L |
- .

1

o -
e) Si a la diferencia de dos nimeros la representamos con la letra " d

"

d = La diferencia entre los nimeros @ y b, es decir"a—b"

¢Cudnto vale " @ — b" \ Lo "'"g.‘

f) Completa el siguiente sistema de ecuaciones lineales con los datos

obtenidos
a+b= 5
a-b= }

g) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales del inciso f) y encuentra

los valores de*a "y " b " =54k ot
1t X o= 35
a= _l?; 5 M L_’) =
b: 9‘ 5 Qb { —-719.-: "/‘f
—Z2b4+5= L :_;,".”
h) Regresando a la figura del rectdngulo planteado al inicio de la e

actividad, ¢Qué representan ' d'y “5'"2 quse j a [Fore~

i) Evalia las siguientes expresiones con los valores obtenidos

J) Observa los valores del incisos i), a) y e). date cuenta que son los
mismos.

k) El perimetro de un rectdngulo es igual a 10 metros, y su drea es igual
ab metros cuadrados. ¢Cudles son las dimensiones del rectangulo?

5 de b’i“‘ ::r Rde altwre

- { a1 | . v 4
2 de a lhor 4 Dde base
</
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Parte 3 (genernlizacton)

f) La siguiente figura tiene cuatro rectdngulos idénticos de lados "a"

ay
"b". Tanto "a" como "b" pueden tomar cualquier. valor. Observa

detalladamente la figura, y contesta las preguntas

-

E

1) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado grande? (i~ 51-2
2) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado pequefio? A~

Pon atencidn, utilicemos la siguiente notacién:
s = la suma de dos niimeros (a+b)

d = la diferencia (resta) de dos nimeros (a-b)
| m = la multiplicacién dos nidmeros (ab)

Con respecto a la figura anterior. = - 1 ; P
. e i Y, e
3) ¢Qué representaria "s?? (‘O\A“p\ AN Ag\ CAANTALO

4) ¢Qué puede representar "d”? C A= )" Alec M ™
5) ¢Qué puede representar "m ? 1 _f{g avoa ded >

6) {Qué representaria “4m? c..'\b-fnlo-l.-m, Liab

{ 2N < Urnon _/J‘E. I a5 A rea)
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g)  <¢Cémo encontrarias el drea del cuadrado pequefio, si conocieras el
drea del cuadrado grande y el drea de uno de los rectdngulos? Escribelo con

palabras._ Drpen O pcad@dd  adcannd N Z N0
o S ] e ; 1% s ~ ) —
P/Uﬂ W0 \/Q(‘ [ G/l A /.e(#“\.. _CLG' {!\)‘\, L {{J_;" “J F il ] fain r_,f LE-U('—-'- 130
; : i | t
y / \ 2 A
| 0 i e =P
ﬁ.]-.(g_-?\ M ji s ; 3 - Q_A.ki‘} ,J — Ao

QAIALET AL 0.9‘:‘;"/';"1 D
h) De acuerdo a tu descripcién anterior completa la siguiente expresion
algebraica:

= 52 = ‘hff‘

j) Observa la expresién encontrada anteriormente y compdrala con la-
utilizada en el inciso d) de la Actividad 1. (Cémo son?
B o
: : 'g{,\ebga = (4] ) ~A b
k) Si conocemos la suma y la multiplicdcién de dos ndmeros. ¢Qué podemos
calcular con la expresién encontrada en el inciso j)?_____#1 o 4904 dvadeo ole s

f
fy{ TEre\Cio,

=
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Actividad =2 (en equipo) - L

a) Lee y observa detalladamente la tabla, revisa los valores del renglén, o+2= '+
donde se propone el valor de 2 para "a" y el valor de 1 para "b". Entonces ,\-lo= ©-
completa los renglones restantes observando y deduciendo
comportamientos (para esta actividad es recomendable utilizar calculadora A i
y haber realizado las actividades 1 1 2) L, S¥erD" 1
6.5 o=l
Relaciones entre la suma, multiplicacion y diferencia de dos nimeros ol% ), Sl
i Diferencia N\,
Nimeros propuestos suma (resta) producto d? s?-4m O'M - q
a b s=a+b d=a-b m=ab f"'
Tl
: 2 1 3 1 2 1 |08
: has 1,.1 Q
¥ | I '..'_". % IS &
5 3 g' ok (S 4 4 e
/ Al swnanl 400 | 400 o4
20 40 G0 20 700 | “t0Q | 400
—% | 4% 0 - ot Sb | A5
- — -
pEe o
\/ =t =D \ ;
200 | (00| ™ |00 | 20 | |0 o00| (00O
- e ] e P I
4 fegs il G5 | w0 43.85 4091
oyl 30 O Aesliie s
. E , J |: ‘;
b)  Pon af encién en Jos dos ulfi‘-nai(glumhns ison 'd!-"ﬂgs' bor hms
f F 0‘ 2 iy
c)  Utilizando la esfm‘regm utilizada para completar los cuatro dltimos

renglones. Encuentra:
1) los nimeros que sumados dan 7 y su producto es 12
2) los niimeros que s mados dan 7 y su producfo es 9 ‘
V25, 50 . 25 4

e) ReJr& IoS r‘es:.ll‘l‘qdos obtenidos en el inciso an?erlor es decir verifica
suma y la multiplicacién de los ndmeros encontrados.

. 4°

2 = 4 . - -~ ir_""'-’ ‘[r |
Atb -3 a2 L ——) i
— g4z D a-p=15  |a-ed | [
S5z 3 -7 AT 1T TSR e
Ao IR o=
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Actividad 4 (individual)

a) Explica el proceso seguido para resolver ecuaciones cuadrdticas
utilizando el método de factorizacién.

b) Encuentra los nimeros de los cuales se conoce su suma y su
multiplicacion.

X,

1) Suman siete y multiplicados dan doce. ‘4 P
2) Suman 1.5 y su producto es -10 A j P e
3) Suproductoes9y susumaes7_ -\ 1% J 2y

c) Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de
factorizacion y solo el método de factorizacion

0 Proceso.
, *‘)..-'\' w4 ) = O E
x> +7x+12 A0 QX-'-JJK:-‘ < ol
X= - &> Xo= ,/1‘,.
Y=td l
2) | Proceso. I “
\f-'l"' Y :531'.\.\} ( b ""';:: : ./'. )
e U (ST e e
,]& = -4 # i
Xz= 2.0
7z

3)

Proceso.

ey 122
>-<~. A' rs XF

x2+7x+9=0
X2=

el
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PROFESOR R

En estas actividades tendrds la oportunidad de formarte diferentes
interpretaciones de la suma de dos nidmeros y el producta de los mismos
ndmeros, aunado a la relacidn existente con la diferencia de egios nimeras.
El conjunto de conocimientos obtenides los podrds utilizar para resciver
ecuaciones cuadrdticas utilizande el méroda de factorizacién,

Actividad 1 (Individual)

L E/ perimetro de un rectin jufe es E'?u.af @ 1o metros, y su area es z;gwf

a & metres cuadrados. -

Perimetro = 10m

Instrucciones:
a) Observa lu figura anterior y de acuerdo a los datos proporcionados
da el valor numérico de las siguientes expresionas

ab=__& a+b= &

b) Si la expresién *ab " representa el drea del rectdngulo, <Qué
representa” ¢+ b

-M;QLLdal_.,,pﬁ_{ wo l\m_.__m_ , L
IW(WO(\!?L(LMOS ldL Sjcbd(cw‘-'\“ (¢

S = La suma de los ridimeros & y & esdecir "a+b"

¢} Empleemos la siguiznte notacién:

1

M = La multiplicacién de log nimeres @ y & | es decir * b

&= CH'O

'
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Qoe yoler touede to ex pWesid v
52__(_{\/\/\ T
Continuacion.

2 2 -
d) Utilizando la expresién d* =5~ 4"‘?9-, caledla el valor

Ay

numérico de * ¢/ " P25 52k = 4
d: \]T:- 1 I_ ) {

e) Sialadiferencic de dos nimeros la representarios con la letra " d ¥

d = La diferencia entre los nimeros @ y b 2s decir * 3 — D"
Cubntovale"a—b" |

f) Completa el siguiente sistema de ecuaciones lineales con los datos

obtenidos
arb= 5
a=b= |
20 ='c

g) Resuelve el sistema de zcuaciones lineales de! inciso ) v encuentra

6 e

los valores de " ¢ "y " b

= %
b= L

h) Regresando a |a figura del rectdnguin planteace al inicio de ia
actividad, ¢Qué representan "C‘f"y e ?',_.[.“"_C_t{l05 cl&\ v’ddwt}?ﬂa

i) Evalda las siguientes expresiones con log valores obrenidos

a+b=95
ab= ©

a~b=\

J) Observa los valores del incisos i), a) y 2). ante cusata que son los
mismaos,

k) El perimetro de un rectingulo es igual a 10 metios, y su drea es igual
a 6 metros cuadrados. cCudles son las dimensiones de! rectdnguls?

L
0
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f)

Parte 3 (generalizacién)

La siguiente figura tiene cuafre rectdngulos

,
pueaen

*b". Tanto “a” como "b

Tomar

iaéntices de lados "a" v
cualguier vaior. Observa

detalladamente lo figura, y convesta as preguntas

I
|

i
I!-::i
o
*" !....., e
[

1) éCudnto mide el lade de! ¢,

2) ¢éCudnto mide el lado de!

la diferencia (resta) de dos

wdrade grande?

6t

cledrade pequedtn® __,_'_'_:_b___,

Pon atencién, utilicemos I 5:9-;!- e notacidn:

= la suma de dos ridineras fa+l )
d-

= la multiplicacidn des ni

Con respecto a la figura anverior, ¢

3) ¢Qué representaria "s®

4) ¢Qu puede representar

5) ¢Qué puede representar

6) ¢Qué representaria "4
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Actividad 4 (Lnollvic.al)
a) Explica el proceso segude para resolver ecuaciones cuadrdticas

utilizando el método de factorizacidn,

b) Encuentra los vimeros <o los cualags sz conoce su suma y su
multiplicacién,

1) Suman siete y multivlicados dan dece___

2) Suman 1.5y su praducto #s -10

3) Supreducto es @y su sume es 7

c) Resuelve los siguientes ecuaciones cusdrdtizos vtitizando el método de
ejactorizacion

1

X+ Tx+12=0 | AN
(v el

W
—
i

DLy

2 +Tx+9=0 | @ L 2t |
TS IX = 1|

L

o, SO .. A, =

5
TE E._ =
Oy =4 el I
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Cada adecuacién de la secuencia fue guiada por las observaciones de los profesores
participantes, todos ellos expertos.

Primera adecuacién, de acuerdo a la observacibdn el 'Profesor “pr

Se propone intercambiar de orden las dos primeras actividades. Esto después de

observar que al utilizar inmediatamente la expresion d ? =39S ? 4m , es
decir, sin ninguna justificacion, puede causar una sensacion de magia, de caja negra,
algo similar a lo que sucede con la férmula general para solucionar ecuaciones
cuadrdticas. Y precisamente este tipo de situaciones pueden convertirse en
obstdculos para el aprendizaje de las matemdticas. Obsérvese como el profesor “P"
cuestiona de donde viene la expresidn citada anteriormente.

Continuacidn.

)
d) Utilizando la expresidn d =5 —4m , caleula el walor
numérico de " d "

d:'.

e) Sia la diferencia de dos nimeros la representamos con la letra " d "

d = La diferencia entre los nimeros @ y b , es decir "a—b"
¢Cudnto vale "a@—5b"?

e ey
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Segunda adecuactbn, de acuerdo a la observacion del profesor “O”

1) ¢Cudnio mide el lado del cuadrado grande? 3411
2) dCudnto mide el lado del cuadrado peguefio? _,,:L_

' Pon atencién, utilicamas |g siguiente notacidn: _I
S = la sume de dos nimeros (a+h) |
d = la diferencia (resta) de dos nimeros (a-b)

\E la multiplicacidn das nimeros {ab)

Con respecto a la figura anterior, s - : el
3) ¢Qué representaria s" 2 {ads .:! 2l grea ol ,_i;in.:!.:-n-;'j . 1Al al}

4) £Que puede representar "dF 2 {a-9,)" &/ aren o swreeln Zemipenel o
B) Clué puede representar "m'? of gies ol ne o s b
&) (GQIUE representaria "dm 2 el Grea oe fas

&

Si observamos las respuestas de los incisos 2 y 4 son contradictorias, por un lado
dice que el lado del cuadrado pequefio es igual al cuadrado de "b", y por el otro nos
dice que (a-b)? es el drea del cuadrado sombreado, pero, el cuadrado sombreado es
en realidad el cuadrado pequefio.

En este caso la figura propuesta le causo al profesor una confusién, creemos que es
debido a las dimensiones de los rectdngulos propuestos, ya que en la figura A) el
lado del cuadrado sombreado es mds cercano al ancho del rectdangulo “b". Para salvar
este obstdculo se modifico a la figura como se puede observar en el inciso B).

A) Figura anterior B) Figura modificada

+
A

-
S
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Tercera adecuncion, de acuerdo a la observacion del profesor ‘"

El profesor nos brinda una forma de nombrar a las partes de la secuencia, que
mejora la percepcion de las actividades, en este sentido se fomaron los titulos de:

- Una visién aritmética
- Una visién geométrica
- Una visién algebraica

En 2stas actividadzs tendras ln aparturided oe farirarte diferastes
interpre-acionzs dz la suma de dos <lmzres v el products de los mismos
nirerns, aunada a [a relacidn existente ¢on la diferencia de estos ~amzraos,
El conjunte de conozimicates obtenidos loa pzards utilizer pzra resslver
wouueivnes cuadrdticos uhilizande 2l metode de factorizacidn,

f

Acibvidad o (Lnd widual) ‘0 O U IS 10 C;?HQTU{? j {’ 2

E F E ‘ f I
e O] rerimetre do wn vectingule s fgual o 10 metron, § o dres o5 igeal a

f; rmmelres mje.fr.'.\dbs.

172 Realizd: Ing. Elias Cruz Mendoza ecruzme@ipn.mx



cuarta adecuncion, de acuerdo a La observacion del profesor “R”

B) &i e sxpresidn "398  cepresenla 2l Gres cel soteingu e, LG
representn T 0D :
Lo wnated del poviws o, I
L H 1 ) b p 1% it

o .ll.-‘.i-"lrt‘}flll'!i.\l'ifl'.u-}.‘-.ﬂg. beh. Saend r_t‘.e‘-—-ﬂ-t‘-' 4578

e ] B - o f Poo i e P A
L DTN eS0T Wl ahIle e rlhas O

$ = lasumads los mimaras o y & emddenr T

e S TRl D : 2 ) ) i
AT = La e thipileaside de bor admeros Y & pedaci e
W~ |
T g 4 L ; : §
] dfufnto valg TS _'i-'""fh 3 e Rl

G Pt i T e
2l écudntovalzt i3 _ Dk o 5

WS CH,

En este caso el profesor nos sugiere una palabra mds propia para la redaccion, en
lugar de utilizar la frase “Empleemos la siguiente notacion”, esta se cambia a

“Introduzcamos la siguiente notacion”.
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Diseiro final de la secuencin diddeticn

En estas actividades tendrds la oportunidad de formarte diferentes
interpretaciones de la suma de dos nidmeros y el producto de los mismos nimeros,
aunado a la relacién existente con la diferencia de estos ndmeros. El conjunto de
conocimientos obtenidos los podrds utilizar para resolver ecuaciones cuadrdticas
utilizando el método de factorizacion.

Actividad 1. una vision geométrica (en equipo).
Parte 1
Material:
- b piezas geométricas:
4 rectdngulos iguales de 5x8 (en centimetros)
1 cuadrado de 3x3 (en centimetros)
Ver figura.
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a) Calcula el drea de cada una de las cinco piezas proporcionadas
(En centimetros cuadrados)

b) Utilizando las cinco piezas proporcionadas construye un cuadrado.

c) Encuentra el valor humérico de un lado del cuadrado construido
(En centimetros)

d) Calcula el drea del cuadrado construido por dos métodos.
Método 1. Tomdandolo como un todo (utilizando el valor encontrado en el inciso c¢))

Método 2. Sumando las partes (utilizando las dreas obtenidas en el inciso a))

Nota: las cinco piezas que manejaran los alumnos deben ser proporcionadas en
desorden.
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Parte 2. Una viston geomttrica-aloebraica (en equipo).

La siguiente figura tiene cuatro rectdngulos idénticos de lados “a"

a"y "b". Tanto "a"

como "b" pueden tomar cualquier valor. Observa detalladamente la figura, y

contesta las preguntas

ko

e) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado grande?

k3

f) ¢Cudnto mide el lado del cuadrado pequefio?

Pon atencion, intfroduzcamos la siguiente notacién:
S = la suma de dos nimeros (a+b)

d = la diferencia (resta) de dos nimeros (a-b)

m = la multiplicacién dos nidmeros (ab)

Con respecto a la figura anterior.

9) ¢Qué representaria "s*?

h) ¢Qué puede representar “d??

i) ¢Qué puede representar “m'?

j) ¢Qué representaria “4m?
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k) ¢Como encontrarias el drea del cuadrado pequefio, si conocieras el drea del

cuadrado grande y el drea de uno de los rectdngulos? Escribelo con
palabras.

I) De acuerdo a tu descripcion anterior completa la siguiente expresion algebraica:

d2 = _

m) Si conocemos la suma y la multiplicacion de dos nimeros. ¢Qué podemos calcular
con la expresion encontrada en el inciso anterior?

Nota: la parte dos se proporciona a los alumnos una vez que hayan terminado la
primera.
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Fnilisis a priori de Ja actividad'1
La actividad se divide en dos partes, en la primera se propone trabajar en el

contexto geométrico-numérico, mientras que en la segunda se pretende generalizar
el conocimiento obtenido, utilizando el lenguaje algebraico.

Para los incisos a), b), ¢), y d). En esta parte de la actividad se espera que la mayoria
de los equipos la realicen satisfactoriamente. Creemos que esto se deberd a que
ellos tendran la oportunidad de manipular material diddctico, aunado a los contextos
trabajados en ella, nos referimos a los contextos geométricoy numérico.

Con esta actividad ademds lograremos que desarrollen habilidades del pensamiento,
tales como observacién y razonamiento ldgico. Intentamos favorecer la transicion
de lo numérico a lo algebraico requerido para los siguientes incisos.

Para los incisos e), f), g), h), i), j) k), /) y m). Creemos que puede ser la parte mds
dificil, esto debido a la problemdtica de entender el algebra como una generalizacién
de la aritmética, aqui es donde toma sentido el haber propuesto una actividad
numérica antes.

En esta parte se involucra el contexto algebraico. Necesitamos que los alumnos
descubran la relacién existente entre la suma, multiplicacion y diferencia de dos
ndmeros, recordemos que esta relacién de operaciones nos puede ofrecer una
metodologia para resolver ecuaciones cuadrdticas utilizando la factorizacién como
método general. Para lograr que el aprendizaje sea mds representativo, los alumnos
trabajaran y relacionaran este conocimiento en los contextos: numérico, geométrico
y algebraico.

También se espera favorecer el razonamiento légico-deductivo, ya que creemos que
la mayoria podra deducir y escribir la expresion algebraica solicitada en el inciso j),
una vez que se hayan resuelto satisfactoriamente los requerimientos anteriores.
Nuevamente se espera que el profesor sea un mediador de ideas, interactuando a
base de preguntas siempre y cuando sea necesario.
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Actividao 2. una aplicactén (en equipo).
® ff Jaer{metro de un rectdnjufo es z’yuaf a 10 metros, Yy su drea es E'yuaf aé

metros cuadrados.

a

Perimetro = 10m

Instrucciones:
a) Observa la figura anterior y de acuerdo a los datos proporcionados da el

valor numérico de las siguientes expresiones
ab = a+b=

b) Si la expresién " ab representa el drea del rectdngulo, (Qué representa
“ a + b n?

Introduzcamos la siguiente notacion:
S = La suma de los ndmeros a y b esdecir*a+b"
M = La multiplicacién de los nimeros @ y D, es decir " ab

c) ¢Cudnto vale " S "?

d) ¢Cudnto vale * M "?

2 2
e) Utilizando la expresion d =S - 4m , calcula el valor numérico de

\\d "

d-
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Continuacion.
f)  Siala diferencia de dos nimeros la representamos con la letra * d

d = La diferencia entre los nimeros @ y D, es decir"a—b"
¢Cudnto vale " @ —0 "

g) Completa el siguiente sistema de ecuaciones lineales con los datos obtenidos
a+b=

a-b=

h) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales del inciso anterior y encuentra los
valores de @ "y b "

a=

b:

i) Regresando a la figura del rectdngulo planteado al inicio de la actividad, ¢Qué
representan @y "D"?

j) Evalla las siguientes expresiones con los valores obtenidos.
a+b=

ab =

a-b=

Observa los valores del incisos j), a)y f). Date cuenta que son los mismos.

k) El perimetro de un rectdngulo es igual a 10 metros, y su drea es igual a 6
metros cuadrados. ¢Cudles son las dimensiones del rectangulo?
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Anilisis apriori de Ja actividad 2

La intencion de la actividad es que los alumnos trabajen bajo sus propios medios, se
espera que la mayoria tenga éxito, debido a que para solucionar el problema
planteado, se pueden utilizar nimeros enteros, y cuando es necesario obtener una

, - ., 2 _ o2
raiz al utilizar la expresién: d° =5 —4M estq es exacta.

Aunque el objetivo primordial es que los alumnos resuelvan ecuaciones cuadrdticas
con raices de cualquier tipo utilizando el método de factorizacidn, esta actividad les
servird para introducirlos en una nueva metodologia que permita salvar el obstdculo
encontrado y mencionado en los capitulos anteriores.

La actividad también contempla diferentes contextos, tales como: numérico,
geométrico, algebraico y aplicacion, consideramos que este tipo de situaciones
favorecen el proceso de aprendizaje.

Para el inciso a). En esta parte de la actividad se espera que los alumnos puedan
diferenciar y entender los conceptos de drea y perimetro, y asi favorecer una
interpretacion geométrica a la suma de dos nidmeros, asi como al producto de los
mismos numeros. Puede suceder que algunos alumnos puedan equivocarse en la
interpretacién de a+b, ya que no se trata del perimetro del rectdngulo, sino mds
bien la mitad de éste.

Para el inciso b). Se espera que la mayoria conteste "la mitad del perimetro”, no
obstante puede haber diferentes respuestas.

Para el inciso c) y d). Se espera que los alumnos puedan manejar la notacion
propuesta e identificar a la suma y el producto de los mismos ndmeros, lo cual les

. 1d ofe -/ 2 — 2
servird para utilizar la expresién d°=s"-4m

Para el inciso e). Consideramos que la mayoria de los alumnos tendra éxito al utilizar

14 2 J— 2 L
la expresién 0 =S° —4M para obtener “d", no obstante se espera que algunos
alumnos puedan tener problemas, los cuales pueden ser en el manejo de igualdades y
en los conceptos de potencia y raiz.
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Para el inciso f). Se espera que los alumnos puedan darle un significado numérico a
“d"”, esperamos que la mayoria pueda asignarle el valor correcto a “a-b"”, lo cual les
ayudara a resolver el siguiente inciso.

Para los incisos g) y h). Para esta parte de la actividad, es necesario que los alumnos
sepan resolver un sistema de ecuaciones lineales, creemos que la mayoria podra

obtener los valores de "a" y "b“, ya que siempre resultan ecuaciones relativamente
sencillas.

Para los incisos i), j) y k).

Esta parte dltima de la actividad tiene la intencién de que los alumnos puedan
reflexionar la actividad y logren darse cuenta de que han resuelto el problema
inicialmente planteado. Se espera que el aprendizaje generado en los diferentes
contextos utilizados ayude a entender la relacion existente entre la suma de dos
ndmeros y la multiplicacién de los mismos.
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Actividad 3. Luna vistdn numérica (tndividual)
a) Lee y observa detalladamente la tabla, revisa los valores del renglon, donde

se propone el valor de 2 para "a” y el valor de 1 para "b". Entonces completa

los renglones restantes observando y deduciendo comportamientos (para esta
actividad es recomendable utilizar calculadora y haber realizado las

actividades 1

Relaciones entre la suma, multiplicacion y diferencia de dos nimeros

Diferencia
Ndmeros propuestos suma (resta) producto d? s?-4m
a b s=a+b d=a-b m=ab
2 1 3 1 2 1 1
5 3 4
20 40
0 -16 -64
-5 6
300 20000
15 -10
41 420

Pon atencidn en las dos Ultimas columnas, ison iguales!

b) Utilizando la estrategia para completar los cuatro dltimos renglones.
Encuentra:

- los ndmeros que sumados dan 7 y su producto es 12

- los ndmeros que sumados dan 7 y su producto es 9

c) Revisa los resultados obtenidos en el inciso anterior, es decir verifica la suma
multiplicacién de
aproximaciones en decimales.

Y

la
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Anilisis a  priori de Ja actividads

La actividad tres tiene el propésito de que los alumnos logren reforzar el
conocimiento descubierfto, es necesario que se den cuenta de las ventajas que
ofrece una generalizacidn. Por eso en esta actividad, se proponen diferentes tipos
de ndmeros (Recordemos que en los capitulos anteriores este es el principal
obstdculo para poder factorizar los trinomios cuadrados, en las encuestas
realizadas y presentadas en el capitulo cuatro, se puede uno dar cuenta que tanto
los profesores como los alumnos utilizaron el método de factorizacion, sélo cuando
se presentaban raices enteras pequefias).

También cabe sefalar que en los dltimos renglones de la tabla propuesta, se dan
como datos conocidos la suma y multiplicacién de dos ndmeros, situacién que
caracteriza la factorizacién de trinomios cuadrados, es la esencia para poder
obtener el producto de dos binomios con término comdn. Por ende esta situacidn
también se presenta al solucionar una ecuacion cuadrdtica, utilizando el método de
factorizacidn.

Se espera que los alumnos a su vez se den cuenta que existe un método que permite
encontrar dos nimeros, de los cuales se conoce su suma y su multiplicacién, aunado a
la importancia que toma la diferencia de los nimeros durante este proceso.

Para el inciso a). En esta parte los alumnos trabajaran con la relacién encontrada
entre la suma-multiplicacion-diferencia de dos ndmeros, trataremos de que la
actividad les ayude a descubrir como pueden encontrar dos nimeros de los cuales se
conoce su suma y su multiplicacion, pero ademds se espera que este encuentro de
ndmeros sea utilizando un método, y no como se hace actualmente, ensayo-error.
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Para los incisos b). Se espera que al responder las preguntas se logre reforzar la
notacion para la diferencia, sumay multiplicacién de los mismos nimeros, ademds de
la relacion entre estas operaciones. Los alumnos tendrdn que trabajar con nimeros
irracionales, no obstante en wuna primera situaciéon pueden utilizar sus
aproximaciones en nlmeros decimales, ayuddandose de una calculadora. Es
importante que los alumnos se den cuenta que el método funciona para todos los
ndmeros reales.

Para el inciso c). En este (ltimo inciso los alumnos podradn validar sus resultados, por

ellos mismos, creemos que es una situacion que se debe fomentar en un salén de
clases.
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Actividad 4 Solucion de ecuaciones cuadriiticas (en grupo)

a) Explica el proceso seguido para resolver ecuaciones cuadrdticas utilizando el
método de factorizacion.

b)  Encuentra los nimeros de los cuales se conoce su suma y su multiplicacién.

1) Suman siete y multiplicados dan doce
2) Suman 1.5y su producto es -10
3) Su producto es 9y susumaes 7

c) Encuentra la factorizacidn de los siguientes trinomios.

1) X2 +7x+12 = ( )( )
2) t2 +1.5t-10=( )( )
3) X2 +7X+9 = ( )( )

d) Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de
factorizacion y solo el método de factorizacion

1) Proceso.

X1=
X +7Xx+12=0

Xa=
2) Proceso.

X1=
t* +1.5t-10=0

Xo=
3) Proceso.
x> +7Xx+9=0 Xz

X2=
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Hnilisis a  priori de Ja actividad'y

Esta es la dltima actividad propuesta, es necesario haber realizado las tres
primeras actividades, se espera que con ella los alumnos puedan apropiarse del
conocimiento: del como poder utilizar el método de factorizacion como método
general para solucionar ecuaciones cuadrdticas, se espera lograr con esto lo
planteado en el objetivo general de este trabajo y salvar el obstdculo encontrado.

Para el inciso a). Se espera que la persona que lleve a cabo la actividad conozca el
proceso para resolver una ecuacion cuadrdtica, utilizando el método de
factorizacidn.

Para el inciso b) y c). En esta parte se espera que los alumnos retomen ideas de las
tres primeras actividades, con la intencion de que puedan superar el obstdculo
encontrado, es decir se espera que los alumnos puedan obtener dos nimeros, de los
cuales se conoce su suma y su multiplicacion, utilizando la estrategia de encontrar su
diferencia, o iincluso otral

Se espera que con la obtencién de tales habilidades los alumnos puedan resolver
ecuaciones cuadrdticas utilizando el método de factorizacidn, incluso para aquellas
ecuaciones formadas por trinomios cuadrados que necesitan de raices racionales o
irracionales para su factorizacion.

Para el inciso d). Esta es la parte de la secuencia que nos permitird validar este
trabajo, nos podremos dar cuenta si los alumnos pueden tomar como método general
la factorizacién en la solucion de ecuaciones cuadrdticas, independientemente del
tipo de raices, creemos que la mayoria podra salvar el obstdculo. También se espera
que esta situacion permita a los alumnos darse cuenta de cuales son los procesos
mentales que se llevan acabo en la solucion de una ecuacion cuadrdtica utilizando el
método de factorizacion.
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Las ecuaciones que se presentan, estdn de alguna forma en orden de acuerdo a su
complejidad, es decir, suponemos que la primera ecuacién tiene un grado menor de
dificultad que la ecuacién dos, a su vez la ecuacion dos es mds sencilla que la
ecuacion tres, no obstante puede ser diferente para algunas personas.

Al terminar la actividad se espera que los alumnos hayan adquirido conocimiento
acerca de la solucién de una ecuacién cuadrdtica y sus mdltiples visualizaciones, que
ademds se den cuenta que los conocimientos matemdticos nunca estdn acabados, y
que el saberlos radica en la voluntad de uno mismo para desarrollar habilidades
matemdticas.

Se sugiere que el profesor sea un Mediador y organizador de ideas, puede llevar un
registro de los tiempos y comunicar resultados al grupo (los resultados pueden ser
correctos o incorrectos, la intencidn es que el grupo los valide). También se espera
que las observaciones de las relaciones profesor- alumnos-saber puedan servir para
la validacién y el perfeccionamiento de la secuencia diddctica propuesta.
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Comentarios finales
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Consideramos que existen muchas ventajas, si partimos del supuesto de que quién
que desea aprender matemdticas, sea efectivamente el que construya el lenguaje
matemdtico existente en nuestro mundo. Este sentir es el que ha regido nuestro
trabajo, por eso estamos proponiendo actividades lo mds autonomas posibles.

Para el disefio de las actividades se consideraron varios aspectos, pero podemos
rescatar principalmente cinco:

* La metodologia. En nuestro trabajo siempre se tuvieron presentes las ideas que
sustentan a la Ingenieria diddctica, desde su forma de ver el aprendizaje de las
matemadticas, hasta su sistematizacién para la investigacion.

- El discurso escolar. Fue de gran ayuda el conocer las concepciones escolares que
se tienen de la solucién de una ecuacidn cuadrdtica, en este sentido los cuestionarios
aplicados a profesores y alumnos, fueron de ayuda para corroborar que existe un
obstdculo, para poder tomar la factorizacion como método general para solucionar
ecuaciones cuadrdticas.

+ El obstaculo encontrado. Creemos que el principal obstdculo para tomar la
factorizacion como método general para solucionar ecuaciones cuadrdticas, es que
en el discurso escolar actual, no proporciona un método para encontrar los nimeros
que hacen posible la factorizacién de un trinomio cuadrado, sino que se lleva a cabo
por ensayo-error.,

* La diferencia de dos nimeros. Al involucrar la diferencia de dos nimeros se logré
hallar un método que pudiera salvar nuestro principal obstdculo para factorizar
trinomios cuadrados con cualquier tipo de raiz, pero ademds nos brindé la
oportunidad de significar y resignificar la solucién de ecuaciones cuadrdticas.

* Los contextos. Las actividades propuestas brindan la oportunidad de trabajar el

concepto de solucion de una ecuacién cuadrdtica en diferentes contextos: el
numérico, el geométrico, el algebraico y su aplicacidn.
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Qué falta y qué sigue.

Consideramos que la investigacion realizada responde a nuestros cuestionamientos,
ademds de cumplir con nuestros objetivos planteados, sin embargo es necesario
verificar si las actividades de la secuencia propuesta en verdad ayudan a mejorar y
significar la solucion de una ecuacion cuadrdtica. Tenemos la confianza en que asi
serd, estd afirmacion queda sustentada por las respuestas obtenidas por profesores
expertos, los cuales resolvieron parte de las actividades en forma satisfactoria,
pero ademds, ayudaron al redisefio de la secuencia, tal vez se necesiten mds ajustes,
pero consideramos sus observaciones como un factor de validacion.

Para verificar si la secuencia nos puede aportar una mejora en la ensefanza-
aprendizaje de las matemdticas, es necesario ponerla a prueba en el aula, es
necesario vivir la experiencia y precisamente es la tarea pendiente que nos
proponemos realizar. La metodologia utilizada en esta investigacion ha sido la
Ingenieria Diddctica, y mads especificamente la Teoria de Situaciones Diddcticas,
pues bien, cabe aclarar que sélo se han realizado dos puntos. Nos falta adn la parte
de experimentacion y validacion, y la invitacidén esta abierta para las personas que
gusten de involucrarse en esta experiencia.

Una parte importante que surge con esta investigacion, es con respecto a la
matemdtica misma. La estrategia de utilizar la diferencia de dos nimeros como un
medio para encontrar dos nimeros de los cuales se conoce su suma y su producto,
puede tener futuro, sélo se necesita involucrar tiempo en su investigacion. Si bien
en nuestro trabajo nos ayudo para solucionar ecuaciones cuadrdticas, creemos que
también es posible utilizarla para la solucién de ecuaciones de grado mayor, por lo
menos en la solucién de ecuaciones cubicas si es posible obtener buenos resultados.
Esto puede tfraer consigo la construcciéon de escenarios de trabajo matemdtico
escolar, novedosos y elementales que les permitan a los estudiantes acceder al
saber matemdtico de manera distinta.

Esperamos que este trabajo sea de gran utilidad, porque eso es lo que justifica
precisamente un conocimiento, en el ambiente o contexto que se quiera tratar. En la
actualidad las propuestas de ensefianza-aprendizaje giran en tforno a que las
actividades propuestas, logren que los alumnos construyan el conocimiento y sean
capaces de utilizarlo. Estamos seguros que cada vez se desarrollaran mejores
formas para la ensefianza- aprendizaje de las matemadticas.
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Reconocemos también los trabajos que se estdn desarrollando en Educacion
Matemadtica, en México y en el mundo, creemos que estas investigaciones, no deben
quedar en eso, sino que se deben ir perfeccionando, y una de las mejores formas de
lograrlo es empezar a trabajar con ellas en el aula. Muchas de ellas fueron de ayuda
e inspiracion para este trabajo.
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