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RESUMEN

En este informe técnico se presenta un estudio tedrico y experimental, respecto de las
condiciones suficientes para que se cumpla la recuperacion perfecta de patrones binarios n-
dimensionales en la Lernmatrix de Steinbuch, dado un conjunto fundamental para la fase de
aprendizaje y un conjunto de patrones de prueba para la fase de recuperacion de patrones.
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1. Introduccion.

En este informe técnico se presenta un estudio tedrico y experimental, respecto de las condiciones
suficientes para que se cumpla la recuperacion perfecta de patrones binarios n-dimensionales en la
Lernmatrix de Steinbuch, dado un conjunto fundamental para la fase de aprendizaje y un conjunto
de patrones de prueba para la fase de recuperacion de patrones

Las memorias asociativas han merecido la atencién de numerosos investigadores internacionales
desde hace mas de cuatro décadas. Uno de los pioneros fue el cientifico aleman Karl Steinbuch
quien, a principios de la década de los sesenta, ided, desarroll6 y apliemlaatrix (Steinbuch,

1961 Steinbuch & Frank, 1961).

La Lernmatrix constituye un antecedente crucial en el desarrollo de los modelos actuales de
memorias asociativas, y constituye uno de los primeros intentos exitosos de codificar informacién
en arreglos cuadriculados conocidos camssbar (Simpson, 1990).

Once afos después de que Steinbuch dio a codacematrix, dos investigadores concluyeron

y presentaron ante al comunidad cientifica iraeranal sus trabajos de investigacion. Apoyado
por la UCLA, a principios de 1972 James A. Anderson desarrolld y presentntstactive
Memory (Anderson, 1972), y meses mas tarde, Teuvo Kohonen, a la sazon profeséfedériai
University of Technology, dio a conocer ante el mundo s@®rrelation Matrix Memories
(Kohonen, 1972).Los trabajos de Anderson y Kohonen dieron lugar al modelo que actualmente
se conoce con el nombre genéricoldeear Associator.

Es pertinente mencionar un hecho curioso, que se ha presentado en personajes dedicados a otras
ramas de la ciencia: James A. AndergoTeuvo Kohonen obtuvieron resultadesmbrosamente

similares a pesar de que trabajaron independientemeaiéjados, y sin tener noticia uno del otro,

hasta tiempo después de que aparecieron los artjadesas, estos autores tienen formaciones
profesionales totalmente diferentes: Anderssnneurofisiélogo (estadunidense) y Kohonen es
fisico e ingeniero eléctrico (finlandés) (Anderson & Rosenfeld, 1B8Bonen, 1989).

Cada uno de los modelos mencionados tiene ventajas y desventajas, pero el presente trabajo es
relevante en la medida en que trata acerca de un modelo que habia sido abandonado por mas de
cuarenta afos. En efecto, no obstante que Steinbuch presdnrtlaatrix hace mas de cuatro
décadas, ningun investigador, incluyendo al ppdptieinbuch, se ha dado a la tarea de estudiar con

rigor cientifico las condiciones necesarias y safités para recuperacion perfecta del conjunto
fundamental y de patrones que no pertenezcan a éste. En este trabajo se presenta, un estudio
sistematico y experimental.

2. Memorias asociativas.

El propdsito de esta seccion es plantear de manera diafana y concisa el problema inherente al
funcionamiento de las memorias asociativas. U naturaleza, este problema se escinde en dos
fases claramente distinguibles:



1. Fase deprendizaje (generacion de la memoria asociativa)
2. Fase deecuperacion (operacion de la memoria asociativa)

Para estar en condiciones de realizar el planteamiento del problema, es preciso previamente
proporcionar los conceptos béasicos, las notaciones y la nomenclatura relacionados con el disefio
y funcionamiento de las memorias asociativas.

Los conceptos basicos son conocidos tres déchday se presentan como originalmente fueron
establecidos en las referencias (Kohonen, 1972, 1977, 1987, AA88rson, 1972Anderson &
Bower, 1977 Anderson & Rosenfeld, 199Bassoun, 1993, 1995, 1997).

El propésito fundamental de una memoria asd@ags recuperar patrones completos a partir de
patrones de entrada que pueden estar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado. De
acuerdo con esta afirmacion, umgmoria asociativa M puede formularse como un sistema de
entrada y salida, idea que se esquematiza a continuacion:

x —[M]—y

El patrén de entrada esta representado por un vector columna denotada goel patron de
salida, por el vector columna denotado par

Cada uno de los patrones de entrada formawgnéiacion con el correspondiente patron de salida.
La notacidon para una asociacion es similar a la de una pareja orci@oaggemplo, los patrones
x Yy y del esquema forman la asociacién y).

Para facilitar la manipulacién algebraica de los patrones de entrada y de salida, los denotaremos
con las mismas letras negrillas,y y, agregandoles nimeros naturales como superindices para
efectos de discriminacion simbélica. Por ejemplo, a un patrén de enttadacorrespondera un

patrén de salidg!, y ambos formaran la asociaci¢r!, y!); del mismo modo, para un nimero
entero positivd: especifico, la asociacion correspondiente gefay”).

La memoria asociativdl se representa mediante umatriz cuya componentg-ésima esn;;
(Palm, Schwenker, Sommer & Strey, 1998 matrizM se genera a partir de un conjunto finito
de asociaciones conocidas de antemano: éste @ flnto fundamental de asociaciones, O
simplementeconjunto fundamental. Se denota pop la cardinalidad del conjunto fundamental
(p €s un numero entero positivo).

Sip es un indice, el conjunto fundamental se representa de la siguiente manera:

{(*¥") [ n=1,2,...,p}

A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto fundamental, se legdiame s
fundamentales.



La naturaleza del conjunto fundamental propameiaun importante criterio para clasificar las
memorias asociativas. Si se cumple qife = y* Vu € {1,2,...,p}, se dice que la memoria
es autoasociativa; de otro modo, la memoria dsteroasociativa (Kohonen,1972). Para una
memoria heteroasociativa se puede afirmar lo siguiehtes {1,2,...,p} para el que se cumple

quext # y*.

Es posible que los patrones fundamentales sean alterados con diferentes tipos de ruido. Para
diferenciar un patrén alterado del correspondigatiedén fundamental, usan®s la tilde en la parte
superior asf, el patrérx”* es una version alterada del patron fundametitay el tipo de alteracion

que represent®® se evidenciara en el contexto especifico donde se use.

Si al presentarle a la memord un patron alterad” como entrada«{ € {1,2,...,p}), M
responde con el correspondiepi@ron fundamental de salige’, se dice que la recuperacion es
per fecta. Unamemoria per fecta es aquella que realiza recuperaciones perfectas para todos los
patrones fundamentales.

Naturalmente, también los patrones de salida pueden ser altgpadegemplo, si® es un patrén
fundamental, entoncgg representa una version alteradayde

Abundemos en la caracterizacion de los padode entrada, de salida y de la malviz

Primeramente se requiere la especificacion de dos conjuntos a los que llamaremos arbitrariamente
Ay B. La importancia de estos dos conjuntos radica en que las componenetes de los vectores
columna que representan a los patrones, taaterdrada como de salida, seran elementos del
conjuntoA, y las entradas de la matiM seran elementos del conjuntb

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la eleccion de estos dos conjuntos, por lo
gue no necesariamente deben ser diferentes o poseer caracteristicas especiales. Esto significa que
el niumero de posibilidades para escogey B es infinitg a continuacion se ejemplifican algunas

de ellas:

A = B =R, dondeR es el simbolo que representa al conjunto de los niumeros reales.
A=RyB={0,1}.

A=B=H{0,1}.
A=B={-11}.
A=RyB={-1,
A=7ZyB={-1,
ACZYBCZ

1}.
1}

, dondéeZ es el conjunto de los niUmeros enteros.

Cada uno de los modelos de memorias asociativas que se incluyen en esta coleccién, posee sus
propias especificaciones para los conjumMos B , de acuerdo con las necesidades del creador del
modelo en cuestion.

Ya que se tienen especificados los conjuntgs B, es necesario establecer las dimensiones de los
patrones, tanto de entrada como de salida.



Seanm, n nUmeros enteros positivos. Se denotapda dimension de los patrones de entrada, y
porm la dimension de los patrones de sajidaramente, nada impide que los valoresidg den

sean iguales. AUn mas, uno de los requisitos que debe cumplir una memoria autoasociativa es que
la dimension de los patrones de entrada sea igual a la dimension de los patrones gecsalida

lado, si en una memoria sucede gue‘ n, es evidente que la memoria debe ser heteroasociativa.

Cada vector columna que representa a un patron de entrada:tmraponentes cuyos valores
pertenecen al conjuntd, y cada vector columna que representa a un patrén de salida posee
componentes cuyos valores pertenecen al conjdnies decir:

xte Atyy'e A"V e{l,2,..,p}
La j-ésima componente de un vector columna se indica con la misma letra del vector, pero sin

negrilla, colocando @ como subindicej( € {1,2,....,n} 05 € {1,2,...,m} segun corresponda).
La j-ésima componente de un vector colunitese representa por

Ejemplos:

La i-ésima componente del vector columitase representa po;
La tercera componente del vector columiiase representa pag

La j-esima componente del vector columytase representa pgf’
La [-ésima componente del vector columytase representa pgf’

Al usar el superindice para indicar el transpuesto de un vector, se obtienen las siguientes
expresiones para los vectores columna que representan a los patrones fundamentales de entrade
y de salida, respectivamente:

(et B t_ n
xt = (2, 2, ... ah) = . €A

y’u = (yf’yg" "'?yfn)t - . e Am

Con lo anterior, es ya posible presentar el planteamientprdélema general de las memorias
asociativas:



1. Fase de aprendizaje. Encontrar los operadores adedosy una manera de generar una matriz
M que almacene lIgsasociaciones del conjunto fundamertat!, y!) , (x%,y?), ..., (x*,¥")},
dondex” € A" y y* € A™ Vu € {1,2,...,p}. Sidu € {1,2,...,p} tal quex* # y*, la
memoria serdweteroasociativa; Sim = ny x* = y* VYu € {1,2,...,p}, la memoria sera
autoasociativa.

2. Fase de recuperacion. Hallar los operadores adecuados y las condiciones suficientes para
obtener el patron fundamental de salidg cuando se opera la memoiid con el patron fun-
damental de entrad&’; lo anterior para todos los elemestdel conjunto fundamental y para
ambos modos: autoasociativo y heteroasociativo. Exhibir y caracterizar, ademas, el ruido que
puede soportar la memoria en el patron de entk&d@ara entregar una salida perfegta

3. LaLernmatrix.

La Lernmatrix €S una memoria heteroasociativa quedsudincionar como un clasificador de
patrones binarios si se escogen adecuadamente los patrones dessalidaistema de entrada y
salida que al operar aceptango entrada un patron binarid' € A", A = {0,1} y produce como
salida la clasg* € A™ que le corresponde (de entreclases diferentes), codificada ésta con un
método simple, a saber: para representar la dlase{1, 2, ..., m}, se asignan a las componentes
del vector de salidg* los siguientes valoreg, = 1,y y; = 0paraj = 1,2....k — Lk +1,..m.

3.1 Fases de aprendizaje y recuperacion

En la siguiente figura se esquematizéalse de aprendizaje para laLernmatrix de Steinbuch, al
incorporar la pareja de patrones de entrenamigettoy”) € A" x A™.

H % I %
Ty Ty T xh
T
Yy My [ Mag | = | My | = | Mip
T
Yo | M1 | Moy | =+ | Mgj |-+ | Map
: (1)
T
Yi |Thi1 [ My | -0 [ My | o0 | Tp
yﬁl Mm1 | M2 M M

Cada uno de los componentes; de M, la Lernmatrix de Steinbuch, tiene valor cero al inicio, y
se actualiza de acuerdo con la reglg + Am;;, donde:
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+esiy) =1=af
Amg; = ¢ —esiy =0y = (2)
0 en otro caso

siendos una constante positiva escogida previamente.

La fase de recuperacion consiste en encontrar la clase a la que pertenece un vector de entrada
x“ € A" dado. Encontrar la clase significa obtener las coordenadas del yectorA™ que le
corresponde al patract’; en virtud del método de construccion de los vectgreka clase deberia
obtenerse sin ambiguedad.

La i-ésima coordenadg’ del vector de clasg“ € A™ se obtiene como lo indica la siguiente
expresion, dondg/ es el operadoméaximo:

o = { Lsi y 0y migaf = Vo [Z;Ll My 2 3)

0 en otro caso

3.2 Nuevos resultados

En esta seccion definiremos una funcion que nos permita desarrollar una forma alterna de
caracterizar las fases de aprendizaje y recuperacion.

Definiton1 Sean A = {0,1} y C' = {—1,1}. Llamaremos funcin de Steinbuch a una funcion
f A — C quecumpla con la siguiente propiedad:

£(0) = -1
F(1) =1 @

Claramente, existe un nuamero infinito de fiomes de Steinbuch, algunas de las cuales se
ejemplifican a continuacion:

—1,92=0
l,9z=1

Examplel f(z)= {

Example 2 f(z) =2z —1

Example 3 f(z) = —(—1)"



Una vez definida una funcién de Steinbuthpodemos reescribir la expresion 2 de la siguiente
forma:

Ami; = ey f(]) (5)
La tabla muestra que la expresion 5 es equivalente a la 2
yf 557 f(xl;) Amij
11 1 +e
110 —1 —€
0] 1 1 0
010 —1 0

Para lograr caracterizar la regla de aprendizaje de la Lernmatrix 5 en forma matricial, se requiere
la siguiente definicion.

Definiton2 Sean A = {0,1} yC = {-1,1} ysea f : A — C una funcién de Seinbuch.
Llamaremos funcin vectorial de Steinbuch con respecto a faunafuncionF : A — C™, tal que:

f(z1)
F(X) _ f(:L“g)

Ahora, seaAM es una matriz cuya componerneésima esAm;;, y F una funcion vectorial de
Steinbuch con respectofa

Amll Am12 Amlj Amln

Am21 Am22 Amgj Amgn

Ay Ay oo Amyy oo Ay,

Al usar la expresion 5 en la matriz anterior, se tiene:

ey f(2y) ey f(ah) .oeyi f(ah) .. eyl f(ah)
ey f(x7)  eyi f(ah) . eynf(z}) .. eysflah)

AM = |
ey f(ah) eyl f(ay) . eyl f(af) .. eyl f(ah)
ey f(oY) eyl f(@h) .. eyl f(2h) . ey f(ah)

Factorizanda:



yif(ah) yif(as) o @) o oy fah)
yaf () i f(ah) o waf(@)) . yaf(ah)
AM=Cl grphy yifh) o gl @) e )
yaf () ynfal) . ynfl) . yhf(t)
Es decir:
i
Yo
AM = ¢ yu (S @) e f@) e fal))
;;;;n
de donde se concluye que:
AM = ey* - (F(x"))" 6)

Finalmente, y tomando en cuenta que daranar la Lernmatrix se suman todas lad/1 para cada
valor deu, podemos, formular las fases de aprendizaje y de recuperacion con base en la nueva
caracterizacion que proponemaos.

Fase de Aprendizaje de la Lernmatrix

Sea{(x",y") | u € {1,2,..,m}} un conjunto fundamental ¥ una funcion vectorial de Steinbuch
con respecto &. La LernmatrixM para el conjunto fundamental se construye de acuerdo con la
siguiente regla:

M=c) y" (F(x*)" 7

Fase de recuperacion de la Lernmatrix
SeaM una Lernmatrix yx“ un patrén de dimensién. El patrony“ recuperado a partir de’ y
M se determina de la siguiente forma:

z¥ =M x"

) tsiz=\/z
Y = he1 (8)

0 en otro caso
Dondey“ no es necesariamente iguay‘a. En particular, sy“ = y*, entonces la recuperacion es
perfecta, de acuerdo con la definicidn



3.3 Condiciones para recuperacion perfecta

Con las expresiones 7 y 8, hemos caracterizado, en forma matricial, las reglas de aprendizaje y
de recuperacion de la Lernmatrix. Echando mdacesta caracterizacion y algunas definiciones
adicionales, iniciaremos la investigacion @ lcondiciones necesarias y suficientes para que la
Lernmatrix recupere todo su conjorfundamental de manera perfecta.

Definition 3 Sea A = {0,1} y sean x®,x” € A" dos patrones. Se dice que x* esigual que x”
(smbolizado x® = x’) sy sdlosi Vi € {1,2,..,n} se cumple que ' = xs.

P =

Definition 4 Sea A = {0, 1} y sean x*,x” € A" dos patrones. Se dice que x* es menor o igual
que x” (simbolizado x* < x) s ysdlosi Vi € {1,2,..,n} se cumple que =’ = 1 siempre que
g = 1.

1 1

Example 4 Sean x® = (1) yx? = } , entoncesx® < x7, yaqueVi € {1,2,3,4,5,6}
0 0

se cumple que xf = lcadavezquezx{ =1
1 0

Example 5 Sean x® = ? yx?® = } , entonces es falso que x® < x”, porque z§ = 1
0 0

y:cf = 0.

Después de haber descrito las herramientas necesarias, se presentan un lema, un teorema y ur
corolario, los cuales forman la parte central del presente trabajo.

Lemmal SeaM unalernmatrix, entonces no es posible recuperar de manera perfecta el patron
x = 0, donde 0 es el vector con ceros en todas sus entradas, es decir, quez; = 0Vi € {1,2,..,n}.

Proof. SeaM una Lernmatrix y sea un patron de dimensiomtal quez; = 0Vi € {1,2,..,n}.
Para la fase de recuperacion, se necesita primero calcular el weetd - x. Puesto que; = 0

Vi € {1,2,..,n}, entonces; = 0Vi € {1,2,..,m}. Luego, entonces\/ [zn) = 0, de aqui que
h=1

y; = 1Vi € {1,2,..,m} .Dado que todos log" del conjunto fundamental se crearon de forma que

yi = 1y yh = 0Va # p, el vector recuperadyp no coincide con ningug*, por tantox no puede

ser recuperado de manera geth y el lema queda demostradom

9



La importancia del lema anterior radica en qui, isnportar las caracteristicas del conjunto
fundamental, el patré® nunca podra ser parte de una Lernmatrix, tanto como parte de su conjunto
fundamental, como en el caso de que sea un patron alterado de otro fundamental.

El siguiente teorema, y el corolario que se desgeea partir de €l, nos muestran las condiciones
necesarias y suficientes que deben cumplir lestores del conjunto fundamental para que la
recuperacion sea perfecta, de acuerdo con la defink&on

Theorem 2 Sea M una Lernmatrix y sea {(x*,y*) | p € {1,2,..,m}} & conjunto fundamental
de M. Es posible recuperar de manera perfecta € conjunto fundamental de M s y sdlo sV
a,B€{1,2,..,m}ya# 3, laproposicion x* < x” esfalsa.

Proof. Caso 13« € {1,2,..,m} tal quex® = 0.

Claramente, se cumple qu& < x° V3 € {1,2,..,m} y por ello la proposicionk® < x” es
verdadera al menos para un caso. Por otro lado, por lema 1 se afirma que elxfatrorse
recupera de manera perfects decir, no es posible recuperar el conjunto fundamental de manera
perfecta. Con ello en teorema queda demostrado.

Caso2x" #0Vu € {1,2,..,m}.

Supongamos queé o, 5 € {1,2,..,m} y a # 3 la proposicion® < x es falsa. De acuerdo con

la expresion 7 para la fase de aprendizaje y considerando unwvalofl, 2, .., m} cualquiera, la
matrizM se construye como sigue:

M o= Yyt (R

. , . _
0 |- FE))"+..+| 1 (F(x*)"+
N 0 . 0
+ 0 |-FE")"
- 1 -
fl)  flza) o flz)) flay)
M = e @) f@5) . FE) . J) (©)

far) f@y) . f@l) . fay)

Ahora, si queremos recuperar el patgéhque corresponde a la salida del patkdn tenemos que
calcular el vectorz® aplicando la expresién 8 que corresponde a la primera parte de la fase de
recuperacion:

10



z¢ =M - x”
Aplicando la expresion 9 en la expresion anterior, se tiene:

f@) f@d) e f@) e flal)
2 =c| @) fa5) . PG . S |-x
Fam) f@) e f@m e fm)

Es decir:

2 =e| Y fa)ag (10)

> flamas
j=1

Esto significa que para algun valore {1,2,..,m}, la componenté-ésima dez® se expresa asi:

2y = 6if(xf)x]°‘ (12)
=1

Especificamente las componentegésima yg-ésima, corp € {1, 2,..,m} un valor cualquiera tal
quea # 3, se expresan de la siguiente manera:

zg = 52]”(:6?):1:;" y 25 = sz; f(xf):z:? (12)

Siguiendo con la expresion 8, cfe acuerdo corefpuada ;])arte donde se obtienen las coordenadas
g¢ y considando la manera en que se forma cada uno ge‘ldsl conjunto fundamental, podemos
inferir que la condicién en la expresion 10 para que se recupere el gatdmmanera perfecta es
que

Zo > 23 (13)
La desigualdad es estricta porque debe habensdimaximo para recuperacion perfecta del patréon
y%, segun la expresion 8.
Aplicando la expresion 12 en 13 se obtienen las siguientes desigualdades:
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Zf :c>Zf x5
Zﬂx Zf )% > 0

J_
Definamos ahora el conjuntt = {j | 2§ = 1} donde llamaremos a la cardinalidad d&’, y
tomando en cuenta que ndliyen en la suma los términos donde= 0, la expresion anterior se

reduce a:
S fa) =Y f@)) >0

(14)

JeET JeET 15
W )
jer
Luego, es claro que-t < Zf(xf) < t, ya que, de acuerdo con la definicion 4, sucede que
jer
f@))y=106f()) = —1 y ademas existentérminos en la sumatoria.
Por otro lado,» ~ f(«) # t, como se muestra a continuacion. Supongamos Yuef(z;) = ,
JET JjeET
entonces:
f@))=1vjeT
f =1VyeT
B _

r; =1Vjtalquery =1
a < xP contrad|CC|on

Por tanto,—t < Z f(z) < tyladesigualdad 15 siempre se cumple siy sélo si la recuperacion
JjeT

dey“ es perfecta.

Finalmente, en virtud de que y $ se escogieron de manera arbitraria, podemos concluir que

es posible recuperar de manera perfecta el el conjunto fundamemdlsiey sélo siV «, 5 €

{1,2,..,m}y a # f3, la proposicionk® < x” es fals». B

Corollary 3 Sea M una Lernmatrixy sea {(x*,y*) | p € {1,2,..,m}} € conjunto fundamental
de M, con x* # 0 Vu € {1,2,.,p}. S 3 o« € {1,2,..,p} de modo que x* €
{(x*,y") | pe{l,2,..,m}}conzy = 1Vi € {1,2,..,n}, entonces no es posible recuperar de
manera perfecta el conjunto fundamental de M.

Proof. Dado quex® es un patron del conjunto fundamentaldecuyas entradas son so6lo unos, es
decirz = 1Vi € {1,2,..,n}, entoncex* < x“ Vu € {1,2,..,p} Y 1 # «, de acuerdo con la
definicion . Dado que existen p € {1, 2, .., p} tales que: # a y x* < x“, al aplicar el teorema 2

se demuestra de manera inmediata que no es posible recuperar de manera perfecta todo el conjunto
fundamental de la LernmatrixI ». ®
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3.4 Disquisiciones experimentales

En esta seccion se describe el tipo de ejemplos que inspiraron los experimentos realizados para
verificar cuantitativamente los nuevos resultados y las condiciones para recuperacion perfecta de
patrones.

Para ello, se consideraron las fases de apremdjzeguperacion de patrones en la Lernmatrix, de
acuerdo con la representacion alternativa presentada en la seccion anterior.

Ejemplo 1.-

Seanm = 3,n = 5ye > 0. Es decir, se tienen 3 clases de patrones de dimengléa primeras
tres asociaciones se presentan a continuacion:

1 1 1

0 1 1 0 0 0
xt=| 1 |[yt=]0 |:;x*=] 0 |y*= 1 |;x3=]1]|y3=10

0 0 0 0 1 1

1 1 0

Para iniciar la creaciorfdse de aprendizaje) de laLernmatrix, se asigna el valor cero a todos los
elementosn,; y se realizan las operaciones de la crossbar 1y la expresion 2 con la primera pareja
de asociaciones:

ri=1]xd=0]al=1]zj=0]|zl=1
yr =1 £ —€ £ —¢ £
ys =0 0 0 0 0 0
y3 =0 0 0 0 0 0

La segunda pareja de asociaciones provoca los siguientes cambios en la matriz:

i=1|23=1]23=0|23=0|2t=1
y: =0 £ —€ £ £ £
ys =1 £ £ —€ —¢ £
=0 0 0 0 0 0

Y finalmente con la tercera pareja la matriz toma el siguiente aspecto:

=13 =0]a3=1|zi=1]|22=0
3
y; =0 € —€ —€ €
: 1
Yy =0 £ £ —€ —€ £ (16)
ys =1 £ —€ £ £ —¢




Es decir,

g —€ g —€ 9
M=|[¢e¢ € — — ¢ a7
g —€ 3 g —€
La fase de recuperacion consiste en presentarle a la mafvzuno de los patrones de entrada y
realizar las operaciones indicadas en la expresj@l8 salida se espera obtener la clase a la que

pertenece el vector de entrada.
Iniciemos con el patros!.

1

0
M-x'=|e¢ ¢ - - e]|-|1]= €

E —€ € £ —¢ 0

1

1 _

Se observa quezj L\ myr; = 3¢5 Zj | Mojx; =€y Zj , mg;x; = €. Porello ZJ LT =

- [Z? L M@ } y de acuerdo con la expresion 3, se tiene gue- 1y y; = 0 = y3. Por lo
tanto, el vector que representa a la clase es:

Recuperemos la clase a la que pertenece el patron de extrada
E —€ € € —€

1

1
M-x*=|¢e e - - e]|-10]|= 3¢

0

1

5 2 _ L2 =

En este caso se observa qd€;_, mi;jz; = &; Z _ Mgs = 3y Z _,mz;r; = —e. Por
ello, 320, moja? = \/h_, [Zf T ] y de acuerdo con la expresion 3, se tiene ghie- 1y
y? = 0 = y2. Por lo tanto, el vector que representa a la clase es:
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finalmente recuperemos la clase a la que pertenece el patrén de esitrada

1
E —€ € —& € 0 €
M-x>=|¢ & — —¢ ¢ 1 | =1 —¢
E —€ €& € —¢ 1 3e
0
5 3 . 5 3 _ 5 3 _
En este caso se observa qu@j:1 myT; = € ijl Moz = —€Y ijl mz;r; = 3e. Por
5 3 __\/p 5 3 ., )
ello, > ., ms;zi = [ijl mhjxj] y de acuerdo con la expresion 3, se tiene gie- 1y

y3 = 0 = y3. Por lo tanto, el vector que representa a la clase es:

Ejemplo 2.-

Surge una cuestion interesante: ¢,qué pasa si hay mas vectores de entrada que clases?.

Dado que solo existen tres clases diferentes, un cuarto patrén debe pertenecer necesariamente aung
de esa tres clases.

Asignemos la clasg' al vector de entrada* dado por:

»

S

I
—__ o kO

Eso significa que debemos modificar la matriz 1vdielo a cabo las operaciones de la expresion
2 en la crossbar 16:

ri=0]zi=1]ai=0|2j=1|2t=1
=1 0 0 0 PE
ys =0 £ £ —¢ —¢ £
y3 =0 £ —€ £ £ —€

Ahora la nuevad.ernmtrix, que se representara con el sSimt®l@, ., on.s, €S:

15



0O 0 0 0 2
M4patrones = € g —& —¢ €
g —€ e e —€

Recuperemos la clase para cada uno de los 4 vectores de entrada, de acuerdo con la expresion 3:

1
0O 0 0 0 2 0 2¢ 1
Mupatrones X' = | € ¢ —e —e ¢ 1 € 0 | —clasey!
E — € & —¢ 0 € 0
1
1
0O 0 0 0 2 1 2e 0
MupatronesX> = | € & —e —e € 0 3e 1 | —clasey?
€ —¢ € € —¢ 0 —€ 0
1
1
0O 0 0 0 2 0 0 0
MupatronesX> = | ¢ € —e —& ¢ 1 —e 0 | —clasey?®
e —e€ € € —¢ 1 2¢e 1
0
0
0O 0 0 0 2 1 2¢ 1
M4patrones'X4 = £ g —& —€ € 0 € 0 —>C|asey1
€ —¢ € € —¢ 1 —€ 0
1

Se observa que la recuperacion se realizé de manera exacta para los cuatro patrones, a pesar de qus
hay mas patrones que clases. Hasta aquétamatrix luce como un clasificador preciso. Cuando
se aumenta el nimero de patrones, ocurre el fenomeno llamado saturacion.

Ejemplo 3.-

Ejemplifiquemos el fendbmeno deuturaciéon en la Lernmatrix de Steinbuch, y para ello
modifiquemos la matridLy.-ones CON la pareja:

I
Y e S el e
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A partir de la matriz:

0O 0 0 0 2
M4patrones = € g —& —¢ €

y de la parejax’, y?) obtenemos:

H=023=0]a3=1]2;=0]22=1
=0 0 0 0 ol 2
ys =0 £ £ —€ —€ £
ys =1 0| —2 2e 0 0

La nuevalLernmatrix, que se representara Chfs,q;,ones €S:

0 0 0 0 2¢
M5patrones = € g —& =€ g
0 =2 2 0 O

Al intentar recuperar la clase para cada undéodecinco patrones de entrada, se obtiene:

1
0 0 0 0 2¢ 0 2e 1
Mspatrones X' = | € € —& —& ¢ 1| = e | = | 0 | ¢clasgy! 0y3?
0 —2¢ 2 0 O 0 2e 1
1
1
0 0 0 0 2 1 2e 0
M5pat7”ones'X2 = € € —€ —€ € 0 = 3¢ — 1 — clasey?
0 —2 2¢ 0 O 0 —2¢ 0
1
1
0 0 0 0 2¢ 0 0 0
Mspatrones x> = | € e —€ —€ ¢€ 1 |=| — | =1 0 | —clasey®
0 -2 2 0 O 1 2e 1
0
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2¢e

™
™
|
™
—

4 _ 1
M5patrones'x = —€ € — Clasey

—2¢ 0

— = O = O
I
)
o

0
0 0 0 0 2 0 2e 1
MSpatrones'XE) = € € —&¢ —¢& ¢ 1 = 0 - 0 — (',Claseyl (0]
0 —2¢ 2 0 O 0 2e 1
1

y3?

4. Epilogo

En el presente trabajo se ha planteado una forma alternativa de represditainatrix de
Steinbuch, asi como las demostraciones deemmal un teorema y un corolario que describen
las condiciones necesarias y suficientes paradajllernmatrix de Steinlch recupere de manera
perfecta todo su conjunto fundamental.

La relevancia de los resultados presentados enagtitulo nos permite afirmar que este trabajo

abre caminos claros para quienes se interesepaizar investigaciones futuras sobre el tema, a
saber:

* Investigar algunas otras propiedades que pueda exhibir esta memoria asociativa
x las condiciones de respuesta ante ruido aditivo y sustractivo

* las condiciones bajo las cuales se da la saturacién al tener varios patrones que formen parte de
una misma clase

x la posible creacién de una nueva version de la Lernmatrix, que no sélo trabaje sobre patrones
binarios, sino en el dominio de los nimeros enteros, o mas adn, en los reales.

Los resultados de estas investigaciones podrian dar paso a la creacion de nuevas memorias
asociativas que podrian facilitar la resolucién de algunos tipos de problemas, principalmente en
el &rea de la clasificacion de patrones.
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