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1. Introducción.
En este informe técnico se presenta un estudio teórico y experimental, respecto de las condiciones
suficientes para que se cumpla la recuperación perfecta de patrones binarios n-dimensionales en la
Lernmatrix de Steinbuch, dado un conjunto fundamental para la fase de aprendizaje y un conjunto
de patrones de prueba para la fase de recuperación de patrones

Las memorias asociativas han merecido la atención de numerosos investigadores internacionales
desde hace más de cuatro décadas. Uno de los pioneros fue el científico alemán Karl Steinbuch
quien, a principios de la década de los sesenta, ideó, desarrolló y aplicó laLernmatrix (Steinbuch,
1961; Steinbuch & Frank, 1961).

La Lernmatrix constituye un antecedente crucial en el desarrollo de los modelos actuales de
memorias asociativas, y constituye uno de los primeros intentos exitosos de codificar información
en arreglos cuadriculados conocidos comocrossbar (Simpson, 1990).

Once años después de que Steinbuch dio a conocerLernmatrix, dos investigadores concluyeron
y presentaron ante al comunidad científica internacional sus trabajos de investigación. Apoyado
por la UCLA, a principios de 1972 James A. Anderson desarrolló y presentó suInteractive
Memory (Anderson, 1972), y meses más tarde, Teuvo Kohonen, a la sazón profesor de laHelsinki
University of Technology, dio a conocer ante el mundo susCorrelation Matrix Memories
(Kohonen, 1972).Los trabajos de Anderson y Kohonen dieron lugar al modelo que actualmente
se conoce con el nombre genérico deLinear Associator.

Es pertinente mencionar un hecho curioso, que se ha presentado en personajes dedicados a otras
ramas de la ciencia: James A. Anderson y Teuvo Kohonen obtuvieron resultadosasombrosamente
similares a pesar de que trabajaron independientemente, alejados, y sin tener noticia uno del otro,
hasta tiempo después de que aparecieron los artículos; además, estos autores tienen formaciones
profesionales totalmente diferentes: Andersones neurofisiólogo (estadunidense) y Kohonen es
físico e ingeniero eléctrico (finlandés) (Anderson & Rosenfeld, 1990; Kohonen, 1989).

Cada uno de los modelos mencionados tiene ventajas y desventajas, pero el presente trabajo es
relevante en la medida en que trata acerca de un modelo que había sido abandonado por más de
cuarenta años. En efecto, no obstante que Steinbuch presentó laLernmatrix hace más de cuatro
décadas, ningún investigador, incluyendo al propio Steinbuch, se ha dado a la tarea de estudiar con
rigor científico las condiciones necesarias y suficientes para recuperación perfecta del conjunto
fundamental y de patrones que no pertenezcan a éste. En este trabajo se presenta, un estudio
sistemático y experimental.

2. Memorias asociativas.
El propósito de esta sección es plantear de manera diáfana y concisa el problema inherente al
funcionamiento de las memorias asociativas. Por su naturaleza, este problema se escinde en dos
fases claramente distinguibles:
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1. Fase deaprendizaje (generación de la memoria asociativa)

2. Fase derecuperación (operación de la memoria asociativa)

Para estar en condiciones de realizar el planteamiento del problema, es preciso previamente
proporcionar los conceptos básicos, las notaciones y la nomenclatura relacionados con el diseño
y funcionamiento de las memorias asociativas.

Los conceptos básicos son conocidos tres décadas ha, y se presentan como originalmente fueron
establecidos en las referencias (Kohonen, 1972, 1977, 1987, 1989; Anderson, 1972; Anderson &
Bower, 1977; Anderson & Rosenfeld, 1990; Hassoun, 1993, 1995, 1997).

El propósito fundamental de una memoria asociativa es recuperar patrones completos a partir de
patrones de entrada que pueden estar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado. De
acuerdo con esta afirmación, unamemoria asociativaM puede formularse como un sistema de
entrada y salida, idea que se esquematiza a continuación:

x −→ M −→ y

El patrón de entrada está representado por un vector columna denotado porx y el patrón de
salida, por el vector columna denotado pory.

Cada uno de los patrones de entrada forma unaasociación con el correspondiente patrón de salida.
La notación para una asociación es similar a la de una pareja ordenada; por ejemplo, los patrones
x y y del esquema forman la asociación(x,y).

Para facilitar la manipulación algebraica de los patrones de entrada y de salida, los denotaremos
con las mismas letras negrillas,x y y, agregándoles números naturales como superíndices para
efectos de discriminación simbólica. Por ejemplo, a un patrón de entradax1 le corresponderá un
patrón de saliday1, y ambos formarán la asociación(x1,y1); del mismo modo, para un número
entero positivok específico, la asociación correspondiente será(xk,yk).

La memoria asociativaM se representa mediante unamatriz cuya componenteij-ésima esmij

(Palm, Schwenker, Sommer & Strey, 1997); la matrizM se genera a partir de un conjunto finito
de asociaciones conocidas de antemano: éste es elconjunto fundamental de asociaciones, o
simplementeconjunto fundamental. Se denota porp la cardinalidad del conjunto fundamental
(p es un número entero positivo).

Si µ es un índice, el conjunto fundamental se representa de la siguiente manera:

{(xµ,yµ) | µ = 1, 2, ..., p}

A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto fundamental, se les llamapatrones
fundamentales.
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La naturaleza del conjunto fundamental proporciona un importante criterio para clasificar las
memorias asociativas. Si se cumple quexµ = yµ ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}, se dice que la memoria
es autoasociativa; de otro modo, la memoria esheteroasociativa (Kohonen,1972). Para una
memoria heteroasociativa se puede afirmar lo siguiente:∃µ ∈ {1, 2, ..., p} para el que se cumple
quexµ 6= yµ.

Es posible que los patrones fundamentales sean alterados con diferentes tipos de ruido. Para
diferenciar un patrón alterado del correspondientepatrón fundamental, usaremos la tilde en la parte
superior; así, el patrónexk es una versión alterada del patrón fundamentalxk, y el tipo de alteración
que representaexk se evidenciará en el contexto específico donde se use.

Si al presentarle a la memoriaM un patrón alteradoexω como entrada (ω ∈ {1, 2, ..., p}), M
responde con el correspondientepatrón fundamental de salidayω, se dice que la recuperación es
perfecta. Unamemoria perfecta es aquella que realiza recuperaciones perfectas para todos los
patrones fundamentales.

Naturalmente, también los patrones de salida pueden ser alterados; por ejemplo, siy3 es un patrón
fundamental, entoncesey3 representa una versión alterada dey3.

Abundemos en la caracterización de los patrones de entrada, de salida y de la matrizM.

Primeramente se requiere la especificación de dos conjuntos a los que llamaremos arbitrariamente
A y B. La importancia de estos dos conjuntos radica en que las componenetes de los vectores
columna que representan a los patrones, tanto de entrada como de salida, serán elementos del
conjuntoA, y las entradas de la matrizM serán elementos del conjuntoB.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la elección de estos dos conjuntos, por lo
que no necesariamente deben ser diferentes o poseer características especiales. Esto significa que
el número de posibilidades para escogerA y B es infinito; a continuación se ejemplifican algunas
de ellas:

• A = B = R, dondeR es el símbolo que representa al conjunto de los números reales.
• A = R y B = {0, 1}.
• A = B = {0, 1}.
• A = B = {−1, 1}.
• A = R y B = {−1, 1}.
• A = Z y B = {−1, 1}, dondeZ es el conjunto de los números enteros.
• A ⊂ Z y B ⊂ Z

Cada uno de los modelos de memorias asociativas que se incluyen en esta colección, posee sus
propias especificaciones para los conjuntosA y B , de acuerdo con las necesidades del creador del
modelo en cuestión.

Ya que se tienen especificados los conjuntosA y B, es necesario establecer las dimensiones de los
patrones, tanto de entrada como de salida.
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Seanm,n números enteros positivos. Se denota porn la dimensión de los patrones de entrada, y
porm la dimensión de los patrones de salida; claramente, nada impide que los valores dem y den
sean iguales. Aún más, uno de los requisitos que debe cumplir una memoria autoasociativa es que
la dimensión de los patrones de entrada sea igual a la dimensión de los patrones de salida; por otro
lado, si en una memoria sucede quem 6= n, es evidente que la memoria debe ser heteroasociativa.

Cada vector columna que representa a un patrón de entrada tienen componentes cuyos valores
pertenecen al conjuntoA, y cada vector columna que representa a un patrón de salida poseem
componentes cuyos valores pertenecen al conjuntoA. Es decir:

xµ ∈ An y yµ ∈ Am ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}
La j-ésima componente de un vector columna se indica con la misma letra del vector, pero sin
negrilla, colocando aj como subíndice (j ∈ {1, 2, ..., n} o j ∈ {1, 2, ...,m} según corresponda).
La j-ésima componente de un vector columnaxµ se representa por

xµj

Ejemplos:

• La i-ésima componente del vector columnaxµ se representa porxµi
• La tercera componente del vector columnax5 se representa porx53
• La j-ésima componente del vector columnayµ se representa poryµj
• La l-ésima componente del vector columnayω se representa poryωl

Al usar el superíndicet para indicar el transpuesto de un vector, se obtienen las siguientes
expresiones para los vectores columna que representan a los patrones fundamentales de entrada
y de salida, respectivamente:

xµ = (xµ1 , x
µ
2 , ..., x

µ
n)

t =


xµ1
xµ2
...
xµn

 ∈ An

yµ = (yµ1 , y
µ
2 , ..., y

µ
m)

t =


yµ1
yµ2
...
yµm

 ∈ Am

Con lo anterior, es ya posible presentar el planteamiento delproblema general de las memorias
asociativas:
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1. Fase de aprendizaje. Encontrar los operadores adecuados y una manera de generar una matriz
M que almacene lasp asociaciones del conjunto fundamental{(x1,y1) , (x2,y2) , ..., (xp,yp)},
dondexµ ∈ An y yµ ∈ Am ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}. Si ∃µ ∈ {1, 2, ..., p} tal quexµ 6= yµ, la
memoria seráheteroasociativa; si m = n y xµ = yµ ∀µ ∈ {1, 2, ..., p}, la memoria será
autoasociativa.

2. Fase de recuperación. Hallar los operadores adecuados y las condiciones suficientes para
obtener el patrón fundamental de salidayµ, cuando se opera la memoriaM con el patrón fun-
damental de entradaxµ; lo anterior para todos los elementos del conjunto fundamental y para
ambos modos: autoasociativo y heteroasociativo. Exhibir y caracterizar, además, el ruido que
puede soportar la memoria en el patrón de entradaexω, para entregar una salida perfectayω.

3. La Lernmatrix.
La Lernmatrix es una memoria heteroasociativa que puede funcionar como un clasificador de
patrones binarios si se escogen adecuadamente los patrones de salida; es un sistema de entrada y
salida que al operar acepta como entrada un patrón binarioxµ ∈ An, A = {0, 1} y produce como
salida la claseyµ ∈ Am que le corresponde (de entrem clases diferentes), codificada ésta con un
método simple, a saber: para representar la clasek ∈ {1, 2, ...,m}, se asignan a las componentes
del vector de salidayµ los siguientes valores:yµk = 1, y yµj = 0 paraj = 1, 2..., k − 1, k + 1, ...m.

3.1 Fases de aprendizaje y recuperación

En la siguiente figura se esquematiza lafase de aprendizaje para laLernmatrix de Steinbuch, al
incorporar la pareja de patrones de entrenamiento(xµ,yµ) ∈ An × Am.

xµ1 xµ2 · · · xµj · · · xµn
yµ1 m11 m12 · · · m1j · · · m1n

yµ2 m21 m22 · · · m2j · · · m2n
... ... ... ... ...
yµi mi1 mi2 · · · mij · · · min
... ... ... ... ...
yµm mm1 mm2 · · · mmj · · · mmn

(1)

Cada uno de los componentesmij deM, laLernmatrix de Steinbuch, tiene valor cero al inicio, y
se actualiza de acuerdo con la reglamij +∆mij, donde:
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∆mij =


+ε si yµi = 1 = xµj
−ε si yµi = 0 y xµj = 1
0 en otro caso

(2)

siendoε una constante positiva escogida previamente.

La fase de recuperación consiste en encontrar la clase a la que pertenece un vector de entrada
xω ∈ An dado. Encontrar la clase significa obtener las coordenadas del vectoryω ∈ Am que le
corresponde al patrónxω; en virtud del método de construcción de los vectoresyµ la clase debería
obtenerse sin ambigüedad.

La i-ésima coordenadayωi del vector de claseyω ∈ Am se obtiene como lo indica la siguiente
expresión, donde

W
es el operadormáximo:

yωi =

(
1 si

Pn
j=1mij.x

ω
j =

Wm
h=1

hPn
j=1mhj.x

ω
j

i
0 en otro caso

(3)

3.2 Nuevos resultados

En esta sección definiremos una función que nos permita desarrollar una forma alterna de
caracterizar las fases de aprendizaje y recuperación.

Definition 1 Sean A = {0, 1} y C = {−1, 1}. Llamaremos funcin de Steinbuch a una función
f : A→ C que cumpla con la siguiente propiedad:

f(0) = −1
f(1) = 1

(4)

Claramente, existe un número infinito de funciones de Steinbuch, algunas de las cuales se
ejemplifican a continuación:

Example 1 f(x) =

½ −1, si x = 0
1, si x = 1

Example 2 f(x) = 2x− 1

Example 3 f(x) = − (−1)x
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Una vez definida una función de Steinbuchf , podemos reescribir la expresión 2 de la siguiente
forma:

∆mij = εyµi f(x
µ
j ) (5)

La tabla muestra que la expresión 5 es equivalente a la 2

yµi xµj f(xµj ) ∆mij

1 1 1 +ε
1 0 −1 −ε
0 1 1 0
0 0 −1 0

Para lograr caracterizar la regla de aprendizaje de la Lernmatrix 5 en forma matricial, se requiere
la siguiente definición.

Definition 2 Sean A = {0, 1} y C = {−1, 1} y sea f : A → C una función de Steinbuch.
Llamaremos funcin vectorial de Steinbuch con respecto a f a una función F : An → Cn, tal que:

F(x) =


f(x1)
f(x2)
...
f(xn)


Ahora, sea∆M es una matriz cuya componenteij-ésima es∆mij, y F una función vectorial de
Steinbuch con respecto af .

∆M =


∆m11 ∆m12 ... ∆m1j ... ∆m1n

∆m21 ∆m22 ... ∆m2j ... ∆m2n

... ... ... ...
∆mi1 ∆mi2 ... ∆mij ... ∆min

... ... ... ...
∆mm1 ∆mm2 ... ∆mmj ... ∆mmn


Al usar la expresión 5 en la matriz anterior, se tiene:

∆M =


εyµ1f(x

µ
1 ) εyµ1f(x

µ
2 ) ... εyµ1 f(x

µ
j ) ... εyµ1f(x

µ
n)

εyµ2f(x
µ
1 ) εyµ1f(x

µ
2 ) ... εyµ2 f(x

µ
j ) ... εyµ2f(x

µ
n)

... ... ... ...
εyµi f(x

µ
1 ) εyµi f(x

µ
2 ) ... εyµi f(x

µ
j ) ... εyµi f(x

µ
n)

... ... ... ...
εyµmf(x

µ
1) εyµmf(x

µ
2) ... εyµmf(x

µ
j ) ... εyµmf(x

µ
n)



Factorizandoε:
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∆M = ε


yµ1f(x

µ
1 ) yµ1f(x

µ
2 ) ... yµ1f(x

µ
j ) ... yµ1f(x

µ
n)

yµ2f(x
µ
1 ) yµ1f(x

µ
2 ) ... yµ2f(x

µ
j ) ... yµ2f(x

µ
n)

... .. ... ...
yµi f(x

µ
1 ) yµi f(x

µ
2 ) ... yµi f(x

µ
j ) ... yµi f(x

µ
n)

... ... ... ...
yµmf(x

µ
1 ) yµmf(x

µ
2) ... yµmf(x

µ
j ) ... yµmf(x

µ
n)


Es decir:

∆M = ε


yµ1
yµ2
...
yµi
...
yµm

 ·
¡
f(xµ1) f(xµ2) ... f(xµj ) ... f(xµn)

¢

de donde se concluye que:
∆M = εyµ · (F(xµ))T (6)

Finalmente, y tomando en cuenta que paraformar la Lernmatrix se suman todas las∆M para cada
valor deµ, podemos, formular las fases de aprendizaje y de recuperación con base en la nueva
caracterización que proponemos.

Fase de Aprendizaje de la Lernmatrix
Sea{(xµ,yµ) | µ ∈ {1, 2, ..,m}} un conjunto fundamental yF una función vectorial de Steinbuch
con respecto af . La LernmatrixM para el conjunto fundamental se construye de acuerdo con la
siguiente regla:

M = ε
mX
µ=1

yµ · (F(xµ))T (7)

Fase de recuperación de la Lernmatrix
SeaM una Lernmatrix yxω un patrón de dimensiónn. El patróneyω recuperado a partir dexω y
M se determina de la siguiente forma:

zω =M · xω

ỹωi =

 1 si zωi =
m_
h=1

zωh

0 en otro caso

(8)

Dondeeyω no es necesariamente igual ayω. En particular, sieyω = yω, entonces la recuperación es
perfecta, de acuerdo con la definición??.
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3.3 Condiciones para recuperación perfecta

Con las expresiones 7 y 8, hemos caracterizado, en forma matricial, las reglas de aprendizaje y
de recuperación de la Lernmatrix. Echando manode esta caracterización y algunas definiciones
adicionales, iniciaremos la investigación de las condiciones necesarias y suficientes para que la
Lernmatrix recupere todo su conjunto fundamental de manera perfecta.

Definition 3 Sea A = {0, 1} y sean xα,xβ ∈ An dos patrones. Se dice que xα es igual que xβ

(simbolizado xα = xβ) si y sólo si ∀i ∈ {1, 2, .., n} se cumple que xβi = xαi .

Definition 4 Sea A = {0, 1} y sean xα,xβ ∈ An dos patrones. Se dice que xα es menor o igual
que xβ (simbolizado xα ≤ xβ) si y sólo si ∀i ∈ {1, 2, .., n} se cumple que xβi = 1 siempre que
xαi = 1.

Example 4 Sean xα =


1
0
1
0

 y xβ =


1
1
1
0

, entonces xα ≤ xβ, ya que ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}

se cumple que xβi = 1 cada vez que xαi = 1

Example 5 Sean xα =


1
0
1
0

 y xβ =


0
1
1
0

 , entonces es falso que xα ≤ xβ, porque xα1 = 1

y xβ1 = 0.

Después de haber descrito las herramientas necesarias, se presentan un lema, un teorema y un
corolario, los cuales forman la parte central del presente trabajo.

Lemma 1 SeaM una Lernmatrix, entonces no es posible recuperar de manera perfecta el patrón
x = 0, donde 0 es el vector con ceros en todas sus entradas, es decir, que xi = 0 ∀i ∈ {1, 2, .., n}.

Proof. SeaM una Lernmatrix y seax un patrón de dimensionn tal quexi = 0 ∀i ∈ {1, 2, .., n}.
Para la fase de recuperación, se necesita primero calcular el vectorz =M · x. Puesto quexi = 0

∀i ∈ {1, 2, .., n}, entonceszi = 0 ∀i ∈ {1, 2, ..,m} . Luego, entonces,
m_
h=1

[zh] = 0, de aqui que

yi = 1 ∀i ∈ {1, 2, ..,m} .Dado que todos losyµ del conjunto fundamental se crearon de forma que
yµµ = 1 y yµα = 0 ∀α 6= µ, el vector recuperadoy no coincide con ningúnyµ, por tanto,x no puede
ser recuperado de manera perfecta y el lema queda demostradoI.
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La importancia del lema anterior radica en que, sin importar las características del conjunto
fundamental, el patrón0 nunca podrá ser parte de una Lernmatrix, tanto como parte de su conjunto
fundamental, como en el caso de que sea un patrón alterado de otro fundamental.
El siguiente teorema, y el corolario que se desprende a partir de él, nos muestran las condiciones
necesarias y suficientes que deben cumplir los vectores del conjunto fundamental para que la
recuperación sea perfecta, de acuerdo con la definición??.

Theorem 2 Sea M una Lernmatrix y sea {(xµ,yµ) | µ ∈ {1, 2, ..,m}} el conjunto fundamental
de M. Es posible recuperar de manera perfecta el conjunto fundamental de M si y sólo si ∀
α, β ∈ {1, 2, ..,m} y α 6= β, la proposición xα ≤ xβ es falsa.

Proof. Caso 1:∃ α ∈ {1, 2, ..,m} tal quexα = 0.
Claramente, se cumple quexα ≤ xβ ∀β ∈ {1, 2, ..,m} y por ello la proposiciónxα ≤ xβ es
verdadera al menos para un caso. Por otro lado, por lema 1 se afirma que el patrónxα no se
recupera de manera perfecta; es decir, no es posible recuperar el conjunto fundamental de manera
perfecta. Con ello en teorema queda demostrado.
Caso2:xµ 6= 0 ∀µ ∈ {1, 2, ..,m}.
Supongamos que∀ α, β ∈ {1, 2, ..,m} y α 6= β la proposiciónxα ≤ xβ es falsa. De acuerdo con
la expresión 7 para la fase de aprendizaje y considerando un valorα ∈ {1, 2, ..,m} cualquiera, la
matrizM se construye como sigue:

M = ε
mX
µ=1

yµ · (F(xµ))T

M = ε




1
...
0
...
0

 · (F(x1))T + ...+


0
...
1
...
0

 · (F(xα))T+

... +


0
...
0
...
1

 · (F(xm))T



M = ε


f(x11) f(x12) ... f(x1j) ... f(x1n)
... ... ... ...
f(xα1 ) f(xα2 ) ... f(xαj ) ... f(xαn)
... ... ... ...
f(xm1 ) f(xm2 ) ... f(xmj ) ... f(xmn )

 (9)

Ahora, si queremos recuperar el patrónyα que corresponde a la salida del patrónxα, tenemos que
calcular el vectorzα aplicando la expresión 8 que corresponde a la primera parte de la fase de
recuperación:
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zα =M · xα
Aplicando la expresión 9 en la expresión anterior, se tiene:

zα = ε


f(x11) f(x12) ... f(x1j) ... f(x1n)
... ... ... ...
f(xα1 ) f(xα2 ) ... f(xαj ) ... f(xαn)
... ... ... ...
f(xm1 ) f(xm2 ) ... f(xmj ) ... f(xmn )

 · xα
Es decir:

zα = ε



nX
j=1

f(x1j)x
α
j

...
nX

j=1

f(xαj )x
α
j

...
nX

j=1

f(xmj )x
α
j


(10)

Esto significa que para algún valork ∈ {1, 2, ..,m}, la componentek-ésima dezα se expresa así:

zαk = ε
nX

j=1

f(xkj )x
α
j (11)

Específicamente las componentesα-ésima yβ-ésima, conβ ∈ {1, 2, ..,m} un valor cualquiera tal
queα 6= β, se expresan de la siguiente manera:

zαα = ε
nX

j=1

f(xαj )x
α
j y zαβ = ε

nX
j=1

f(xβj )x
α
j (12)

Siguiendo con la expresión 8, de acuerdo con la segunda parte donde se obtienen las coordenadas
ỹωi y considando la manera en que se forma cada uno de losyµ del conjunto fundamental, podemos
inferir que la condición en la expresión 10 para que se recupere el patrónyα de manera perfecta es
que

zαα > zαβ (13)
La desigualdad es estricta porque debe haber sólo un máximo para recuperación perfecta del patrón
yα, según la expresión 8.
Aplicando la expresión 12 en 13 se obtienen las siguientes desigualdades:
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nX
j=1

f(xαj )x
α
j >

nX
j=1

f(xβj )x
α
j

nX
j=1

f(xαj )x
α
j −

nX
j=1

f(xβj )x
α
j > 0

(14)

Definamos ahora el conjuntoT = {j | xαj = 1}, donde llamaremost a la cardinalidad deT , y
tomando en cuenta que no influyen en la suma los términos dondexαj = 0, la expresión anterior se
reduce a: X

j∈T
f(xαj )−

X
j∈T

f(xβj ) > 0

t−
X
j∈T

f(xβj ) > 0
(15)

Luego, es claro que−t ≤
X
j∈T

f(xβj ) ≤ t, ya que, de acuerdo con la definición 4, sucede que

f(xβj ) = 1 ó f(xβj ) = −1 y además existent términos en la sumatoria.

Por otro lado,
X
j∈T

f(xβj ) 6= t, como se muestra a continuacion. Supongamos que:
X
j∈T

f(xβj ) = t,

entonces:
f(xβj ) = 1 ∀j ∈ T

xβj = 1 ∀j ∈ T

xβj = 1 ∀j tal quexαj = 1
xα ≤ xβ contradicción.

Por tanto,−t ≤
X
j∈T

f(xβj ) < t y la desigualdad 15 siempre se cumple si y sólo si la recuperación

deyα es perfecta.
Finalmente, en virtud de queα y β se escogieron de manera arbitraria, podemos concluir que
es posible recuperar de manera perfecta el el conjunto fundamental deM si y sólo si∀ α, β ∈
{1, 2, ..,m} y α 6= β, la proposiciónxα ≤ xβ es falsaI.

Corollary 3 Sea M una Lernmatrix y sea {(xµ,yµ) | µ ∈ {1, 2, ..,m}} el conjunto fundamental
de M, con xµ 6= 0 ∀µ ∈ {1, 2, .., p}. Si ∃ α ∈ {1, 2, .., p} de modo que xα ∈
{(xµ,yµ) | µ ∈ {1, 2, ..,m}} con xαi = 1 ∀i ∈ {1, 2, .., n}, entonces no es posible recuperar de
manera perfecta el conjunto fundamental deM.

Proof. Dado quexα es un patrón del conjunto fundamental deM cuyas entradas son sólo unos, es
decirxαi = 1 ∀i ∈ {1, 2, .., n}, entoncesxµ ≤ xα, ∀µ ∈ {1, 2, .., p} y µ 6= α, de acuerdo con la
definición . Dado que existenα, µ ∈ {1, 2, .., p} tales queµ 6= α y xµ ≤ xα, al aplicar el teorema 2
se demuestra de manera inmediata que no es posible recuperar de manera perfecta todo el conjunto
fundamental de la LernmatrixM I.
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3.4 Disquisiciones experimentales

En esta sección se describe el tipo de ejemplos que inspiraron los experimentos realizados para
verificar cuantitativamente los nuevos resultados y las condiciones para recuperación perfecta de
patrones.

Para ello, se consideraron las fases de aprendizaje y reuperación de patrones en la Lernmatrix, de
acuerdo con la representación alternativa presentada en la sección anterior.

Ejemplo 1.-

Seanm = 3, n = 5 y ε > 0. Es decir, se tienen 3 clases de patrones de dimensión 5; las primeras
tres asociaciones se presentan a continuación:

x1 =


1
0
1
0
1

 y1 =

 1
0
0

; x2 =

1
1
0
0
1

 y2 =
 0
1
0

; x3 =

1
0
1
1
0

 y3 =

 0
0
1


Para iniciar la creación (fase de aprendizaje) de laLernmatrix, se asigna el valor cero a todos los
elementosmij y se realizan las operaciones de la crossbar 1 y la expresión 2 con la primera pareja
de asociaciones:

x11 = 1 x12 = 0 x13 = 1 x14 = 0 x15 = 1
y11 = 1 ε −ε ε −ε ε
y12 = 0 0 0 0 0 0
y13 = 0 0 0 0 0 0

La segunda pareja de asociaciones provoca los siguientes cambios en la matriz:

x21 = 1 x22 = 1 x23 = 0 x24 = 0 x25 = 1
y21 = 0 ε −ε ε −ε ε
y22 = 1 ε ε −ε −ε ε
y23 = 0 0 0 0 0 0

Y finalmente con la tercera pareja la matriz toma el siguiente aspecto:

x31 = 1 x32 = 0 x33 = 1 x34 = 1 x35 = 0
y31 = 0 ε −ε ε −ε ε
y32 = 0 ε ε −ε −ε ε
y33 = 1 ε −ε ε ε −ε

(16)
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Es decir,

M =

 ε −ε ε −ε ε
ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 (17)

La fase de recuperación consiste en presentarle a la matrizM uno de los patrones de entrada y
realizar las operaciones indicadas en la expresión 3; a la salida se espera obtener la clase a la que
pertenece el vector de entrada.
Iniciemos con el patrónx1.

M · x1 =
 ε −ε ε −ε ε

ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 ·

1
0
1
0
1

 =

 3ε
ε
ε


Se observa que:

P5
j=1m1jx

1
j = 3ε;

P5
j=1m2jx

1
j = ε y

P5
j=1m3jx

1
j = ε. Por ello,

P5
j=1m1jx

1
j =Wp

h=1

hP5
j=1mhjx

1
j

i
y de acuerdo con la expresión 3, se tiene quey11 = 1 y y12 = 0 = y13. Por lo

tanto, el vector que representa a la clase es:

y1 =

 1
0
0


Recuperemos la clase a la que pertenece el patrón de entradax2.

M · x2 =
 ε −ε ε −ε ε

ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 ·

1
1
0
0
1

 =

 ε
3ε
−ε


En este caso se observa que:

P5
j=1m1jx

2
j = ε;

P5
j=1m2jx

2
j = 3ε y

P5
j=1m3jx

2
j = −ε. Por

ello,
P5

j=1m2jx
2
j =

Wp
h=1

hP5
j=1mhjx

2
j

i
y de acuerdo con la expresión 3, se tiene quey22 = 1 y

y21 = 0 = y23. Por lo tanto, el vector que representa a la clase es:

y2 =

 0
1
0
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finalmente recuperemos la clase a la que pertenece el patrón de entradax3.

M · x3 =
 ε −ε ε −ε ε

ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 ·

1
0
1
1
0

 =

 ε
−ε
3ε



En este caso se observa que:
P5

j=1m1jx
3
j = ε;

P5
j=1m2jx

3
j = −ε y

P5
j=1m3jx

3
j = 3ε. Por

ello,
P5

j=1m3jx
3
j =

Wp
h=1

hP5
j=1mhjx

3
j

i
y de acuerdo con la expresión 3, se tiene quey33 = 1 y

y31 = 0 = y32. Por lo tanto, el vector que representa a la clase es:

y3 =

 0
0
1


Ejemplo 2.-

Surge una cuestión interesante: ¿qué pasa si hay más vectores de entrada que clases?.
Dado que sólo existen tres clases diferentes, un cuarto patrón debe pertenecer necesariamente auna
de esa tres clases.
Asignemos la clasey1 al vector de entradax4 dado por:

x4 =


0
1
0
1
1


Eso significa que debemos modificar la matriz 17 llevando a cabo las operaciones de la expresión
2 en la crossbar 16:

x41 = 0 x42 = 1 x43 = 0 x44 = 1 x45 = 1
y11 = 1 0 0 0 0 2ε
y12 = 0 ε ε −ε −ε ε
y13 = 0 ε −ε ε ε −ε

Ahora la nuevaLernmtrix, que se representará con el símboloM4patrones, es:
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M4patrones =

 0 0 0 0 2ε
ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε


Recuperemos la clase para cada uno de los 4 vectores de entrada, de acuerdo con la expresión 3:

M4patrones·x1 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 ·

1
0
1
0
1

 =

 2ε
ε
ε

→
 1
0
0

→clasey1

M4patrones·x2 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 ·

1
1
0
0
1

 =

 2ε
3ε
−ε

→
 0
1
0

→clasey2

M4patrones·x3 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 ·

1
0
1
1
0

 =

 0
−ε
2ε

→
 0
0
1

→clasey3

M4patrones·x4 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε

 ·

0
1
0
1
1

 =

 2ε
ε
−ε

→
 1
0
0

→clasey1

Se observa que la recuperación se realizó de manera exacta para los cuatro patrones, a pesar de que
hay más patrones que clases. Hasta aquí laLernmatrix luce como un clasificador preciso. Cuando
se aumenta el número de patrones, ocurre el fenómeno llamado saturación.

Ejemplo 3.-

Ejemplifiquemos el fenómeno desaturación en la Lernmatrix de Steinbuch, y para ello
modifiquemos la matrizM4patrones con la pareja:

x5 =


0
0
1
0
1

 y3 =

 0
0
1
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A partir de la matriz:

M4patrones =

 0 0 0 0 2ε
ε ε −ε −ε ε
ε −ε ε ε −ε


y de la pareja (x5,y3) obtenemos:

x51 = 0 x52 = 0 x53 = 1 x54 = 0 x55 = 1
y31 = 0 0 0 0 0 2ε
y32 = 0 ε ε −ε −ε ε
y33 = 1 0 −2ε 2ε 0 0

La nuevaLernmatrix, que se representará conM5patrones es:

M5patrones =

 0 0 0 0 2ε
ε ε −ε −ε ε
0 −2ε 2ε 0 0


Al intentar recuperar la clase para cada uno delos cinco patrones de entrada, se obtiene:

M5patrones·x1 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
0 −2ε 2ε 0 0

 ·

1
0
1
0
1

 =

 2ε
ε
2ε

→
 1
0
1

 ¿clasey1 o y3?

M5patrones·x2 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
0 −2ε 2ε 0 0

 ·

1
1
0
0
1

 =

 2ε
3ε
−2ε

→
 0
1
0

→ clasey2

M5patrones·x3 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
0 −2ε 2ε 0 0

 ·

1
0
1
1
0

 =

 0
−ε
2ε

→
 0
0
1

→ clasey3
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M5patrones·x4 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
0 −2ε 2ε 0 0

 ·

0
1
0
1
1

 =

 2ε
ε

−2ε

→
 1
0
0

→ clasey1

M5patrones·x5 =
 0 0 0 0 2ε

ε ε −ε −ε ε
0 −2ε 2ε 0 0

 ·


0
0
1
0
1

 =

 2ε
0
2ε

 →
 1
0
1

 → ¿clasey1 o

y3?

4. Epílogo
En el presente trabajo se ha planteado una forma alternativa de representar laLernmatrix de
Steinbuch, así como las demostraciones de un lema, un teorema y un corolario que describen
las condiciones necesarias y suficientes para quela Lernmatrix de Steinbuch recupere de manera
perfecta todo su conjunto fundamental.

La relevancia de los resultados presentados en este artículo nos permite afirmar que este trabajo
abre caminos claros para quienes se interesen en realizar investigaciones futuras sobre el tema, a
saber:

∗ investigar algunas otras propiedades que pueda exhibir esta memoria asociativa

∗ las condiciones de respuesta ante ruido aditivo y sustractivo

∗ las condiciones bajo las cuales se da la saturación al tener varios patrones que formen parte de
una misma clase

∗ la posible creación de una nueva versión de la Lernmatrix, que no sólo trabaje sobre patrones
binarios, sino en el dominio de los números enteros, o más aún, en los reales.

Los resultados de estas investigaciones podrían dar paso a la creación de nuevas memorias
asociativas que podrían facilitar la resolución de algunos tipos de problemas, principalmente en
el área de la clasificación de patrones.
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