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Resumen

En este trabajo estudiamos el fenémeno del Creep asociado con fluctuaciones temporales no
termales en sistemas que obedecen a la termodindamica de Edward en experimentos de imbibicién
en medios granulares; observamos que inicialmente los frentes mojados fijos, se mueven con una
velocidad casi constante, y cuando pequenas vibraciones son aplicadas, se presenta un movimiento
tipo creep, el cual es atribuido a fluctuaciones de densidad de empaquetado de medios granulares
con pequenas vibraciones. Se establece la dependencia de la velocidad del Creep "v.,.” con acele-
racién de vibracién de amplitud G, esta obedece a la relacién de la ley de Arrenhius en el caso del
Creep termal. El exponente de Hurst es determinado ademas de la dindmica de la formacion de
los frentes mojados en el medio granular.
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Abstract

We study the creep phenomena associated with non-thermal, temporal fluctuations in systems
obeying the Edward’s thermodynamics. In imbibition experiments with granular media, we have
observed that initially pinned wetting fronts move with an almost constant mean velocity ver when
small vibrations are applied. This creep motion is attributed to the packing density fluctuations
in weakly vibrated granular media. The dependence of v., on the vibration acceleration amplitude
G obeys the relation reminiscent of the Arrhenius law in the case of thermal creep. The Hurst
exponent is determined in addition to the dynamics of the formation of fronts in wet granular
media
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Capitulo 1

Introduccion

Los fluidos en medios porosos son de gran importancia en diversos problemas de interés social
o industrial, como son la extraccién de petroleo o gas, el control o distribucién de las aguas
subterraneas, la hidraulica de los diques, los problemas de contaminacién o tratamiento de residuos
y la construccién de filtros de diversos usos. La descripcién del flujo en un medio poroso, es por
tanto, un ejercicio apremiante. Desde 1856, cuando Henry Darcy estudio la red de abastecimiento
de agua para la ciudad francesa de Dijon, donde también se tenia que disenar filtros de arena para
purificar el agua. Darcy, se intereso por los factores que influian en el flujo de agua a través de los
materiales arenosos, y presento el resultado de sus trabajos como un apéndice a su informe de la
red de distribucién. Ese apéndice fue la base de los estudios fisico - matematicos posteriores sobre
el flujo de aguas subterraneas y otros fluidos que fluyen a través de medios porosos. La ley ha sido
ampliada posteriormente para el estudio de diversas situaciones donde se involucra la teoria de
filtracién

Es comin y nunca resulta un caso extraordinario la observacién de fenémenos de flujo de fluidos
en medios porosos, el derramar un vaso con agua o café sobre el mantel de la mesa, la lluvia al caer
sobre la vestimenta, los derrames petroleros en grandes extensiones de rocas o arrecifes. Todos estos
fenémenos se pueden reproducir en el laboratorio con experimentos que idealizan dichos fenémenos
y a partir de estos, extender los resultados a otro tipo de materiales. Barabési [1] expone una serie
de experimentos que han sido disenados para ampliar el entendimiento de algunas ideas tedricas
de la dindmica de interfases.

La relevancia y urgencia de mejorar nuestra comprension de fenémenos de flujo en medios
porosos a fin de optimizar el diseno de procesos actuales y proponer nuevos procesos no esta en
duda. Flujo en medios porosos ocurre en practicamente todas las aplicaciones industriales y también
en el medio ambiente natural. Aplicaciones importantes incluyen la explotacién de gas y petréleo;
migracion de contaminantes y fertilizantes en suelos; lixiviacién de minerales; secado de madera,
papel, alimentos; preparacién de catalizadores y materiales ceramicos; procesos de separacién con
catalizadores, membranas, filtros, columnas empacadas; disenio de cementos y hormigones. [2]

Es entonces de particular interés la morfologia de las interfases ya formadas, pero resulta ain
mas interesante la dindmica del como la morfologia se desarrolla en el tiempo. Algunas superficies
son formadas como un proceso de deposicion, otras se encogen o graban por la erosién. Algunas
interfases se propagan a través de medios no homogéneos y un interesante conjunto de preguntas
conciernen a la formacién, crecimiento y dindamica de tales procesos.

El presente trabajo se estructura en 9 capitulos. El segundo capitulo esta dedicado a revisar
las ecuaciones clasicas de flujo de fluidos. El tercer capitulo presenta detalles de los conceptos de



1.1. JUSTIFICACION CAPITULO 1. INTRODUCCION

escalamiento asi como su relacion con la teoria fractal. El cuarto y quinto capitulo introducen la
transicion de fijado y el fenémeno del creep, que son el objeto de nuestro estudio. El capitulo seis,
revisa la literatura sobre los articulos publicados respecto al fenémeno que es de nuestro interés. El
capitulo 7 muestra a detalle el procedimiento experimental empleado en este trabajo. Por dltimo los
capitulos ocho y nueve; presentan el analisis de los resultados y las conclusiones que se obtuvieron
de la investigacién.

1.1. Justificacion

La imbibicién espontanea ha sido objeto de estudio y tiene relevancia en numerosas aplicaciones
industriales, en particular la imbibicién espontédnea y sus propiedades es un fenémeno de gran
interés en estudios sobre recuperacién de petroleo. El uso de ondas ultrasénicas para generar
vibracién y mejorar la recuperacién de petroleo se ha abordado en numerosos articulos (ver estado
del arte, capitulo 6), sin embargo dichos estudios no se abordan desde el punto de vista de la
interfases que aparecen en muchos fenémenos naturales. Por otra parte los medios granulares se
encuentran compuestos por particulas macroscdpicas que interactiian mutuamente por medio de
fuerzas de contacto. El tamano de los granos varia desde las décimas de milimetro de los polvos
hasta los centimetros o metros en las aplicaciones industriales o estudios geolégicos. Los mecanismos
de disipacién de energia incluyen la deformacién o rotura de pequenas irregularidades en el medio
granular. Dichos medios presentan gran variedad de comportamientos en funcién de las fuerzas
que se les apliquen. Asi, en un reloj de arena podemos ver el material fluir del deposito superior
al inferior de una forma que nos recuerda mucho a como fluye un liquido. La arena se deposita
en la parte inferior del reloj formando una pila cénica que mantiene un dngulo aproximadamente
constante, de manera que lo que nos parece un fluido se comporta ahora como un solido. En
ausencia de gravedad o en las capas superiores de un deposito agitado verticalmente, los granos
se comportan de forma similar a las particulas de un gas de moléculas, con la salvedad de que las
colisiones son disipativas. Tal comportamiento de los medios granulares y la adicién de fluido, da
paso a la formacién de interfases rugosas desordenadas, el crecimiento de interfaces rugosas bajo
condiciones de no-equilibrio es un fenémeno muy comun en la naturaleza. Ejemplos de tales procesos
incluyen la difusién, el quemado, el crecimiento de grietas, fraguado de materiales granulares y flujo
de fluidos en medios porosos. Varias observaciones experimentales y simulaciones en computadoras
de estos procesos sugieren que aunque la morfologia de una interfase en crecimiento depende del
mecanismo de su formacion, el comportamiento dindmico y la topografia estadistica de diferentes
interfases comparten algunos aspectos de escalamiento universal. Experimentos y observaciones
realmente sugieren que muchos sistemas fisicos desarrollan espontdneamente correlaciones con el
comportamiento de leyes de potencia en el espacio y el tiempo.

Estos sistemas, con muchos grados de libertad, generalmente son tan complejos que su com-
portamiento en escalas grandes no se puede predecir a partir de la dindmica a escala microscdpica.
Surgen, entonces, nuevos tipos de comportamientos colectivos y su comprensién representa una
de las dreas mas desafiantes en la fisica estadistica moderna. La rugosidad de interfaces en creci-
miento es solo uno de los campos en los cuales la invarianza en escala se ha observado como una
caracteristica comun y bésica.

La invarianza en escala dinamica de las interfaces en crecimiento, los eventos y la informacién
sobre un amplio intervalo de escalas de longitud y tiempo, se presenta de tal manera que no importa
cual es el tamano de la escala considerado siempre se observa sorprendentemente en una riqueza en
estructuras. La dindmica de interfases, frentes mojados en medios granulares, que es el objeto de
estudio de este trabajo, como se ha sugerido en varios estudios [ver capitulo 6 y las referencias en
el] se ha observado una mejora en la percolacién (imbibicién, difusién, etc.) de los fluidos al excitar
el medio (granular); en este sentido el fendmeno del creep aparece precisamente bajo la influencia
de agentes externos que influyen sobre el medio. El creep, se presenta en muchas aplicaciones donde
los componentes se ven obligados a soportar cargas constantes durante lapsos prolongados, como
por ejemplo alabes de rotor de turbina, filamento de tubos y vélvulas, cables de acero, etc. En tales
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circunstancias el material puede continuar deformandose hasta que su utilidad se ve seriamente
perjudicada. Tales tipos de deformaciones dependientes del tiempo pueden ser casi imperceptibles,
pero crecen durante toda la vida ttil de la pieza y llevan a la fractura, aun sin que la carga haya
aumentado. Con cargas aplicadas por corto tiempo, como en un ensayo de traccién estatico, hay una
deformacion inicial que aumenta simultdaneamente con la carga. Si, bajo cualquier circunstancia,
la deformacién continua mientras la carga se mantiene constante, a esta deformacién adicional
se le conoce como Creep. Debido a su estrecha conexién con altas temperaturas en aplicaciones
importantes, se suele asociar al creep con problemas vinculados con temperaturas elevadas [ver
capitulo 5 y las referencias en el] Sin embargo estudios recientes han descrito el fenémeno del
creep como un proceso no necesariamente térmico [3, 4, 5, 6, 7, 8. Ademé&s de esto asociado a
medios granulares, y procesos de imbibicién que no han sido completamente entendidos, sumado
a las herramientas que provee la teoria fractal y la termodindmica de Edward [9] que asocia los
preceptos de la termodindmica clasica a conceptos mecanicos, ademas de los estudios sobre medios
granulares. En este trabajo estudiaremos el fenémeno tipo creep de frentes mojados en medios
granulares bajo la influencia de vibraciones débiles.

1.2. Objetivos

Los objetivos principales de este trabajo son:

= Mostrar la presencia del fenémeno tipo creep en frentes mojados en medios granulares, esto
debido a vibraciones débiles.

= Estudiar el efecto de las vibraciones del medio granular en la formacion y dindmica de las
interfases.

= Determinar los valores de los exponentes de rugosidad, para el fenémeno de fijado asi como
el creep.

= Usar la termodindmica de Edward para establecer la velocidad del creep.



Capitulo 2

Flujo de fluidos
en medios porosos

Toda substancia presenta espacios huecos, o vacios, y espacios ocupados por materia. Ain un
material muy compacto, como un metal, posee huecos entre los dtomos que lo conforman. Sin
embargo, s6lo cuando los espacios huecos de una substancia tienen dimensiones suficientemente
grandes, y estan suficientemente interconectados, como para ser invadidos por las moléculas de otras
substancias, entonces ocurren una variedad de fenémenos, los cuales son debidos precisamente a la
existencia de una extensa interfase hueco-materia. En tal caso, desde el punto de vista fisicoquimico,
se dice que tenemos un medio poroso [10].

Los medios porosos constituyen la gran mayoria de los materiales naturales (suelos, rocas,
minerales, madera, tejido pulmonar, etc.), pero también son sintetizados artificialmente para ser
utilizados en una gran variedad de procesos industriales (catdlisis, almacenamiento de gases, filtrado
y separacién de fluidos, etc.) [10].

Como dijimos, el aspecto relevante de un medio poroso es la existencia de una importante inter-
fase hueco-materia. Las moléculas de un fluido que invade el espacio poroso (hueco) experimentan
una variedad de fenémenos fisicoquimicos, entre los cuales estan los ” procesos capilares” debidos a
fuerzas interatémicas no compensadas. Los procesos capilares son aquéllos procesos en los que dos
o més fluidos o fases compiten por la posesion del espacio poroso, cuando las fuerzas de adhesién
y capilares son dominantes. [10]

Los procesos capilares condicionan una gran variedad de fenémenos naturales y de operaciones
industriales. Especificamente involucran a procesos fisicoquimicos tales como: el mojado y secado
tanto en suelos de cultivo como en acuiferos, en la industria quimica, textil o alimenticia, etc.; el flujo
multifdsico para la recuperacién secundaria y terciaria de petréleo (desplazamiento inmiscible) y en
yacimientos geotérmicos (flujo de un liquido y su vapor); técnicas de porosimetria de penetracién
de mercurio (penetracién y retraccién) y; procesos de adsorcién y desorcién de gases (condensacion
y evaporacién capilar); etc. [10]

Caracterizando las propiedades de un material o medio poroso, muchos procesos naturales e
industriales es taran bien descritos o se harian por lo menos mas eficientes debido a que se podria
predecir el comportamiento real de los fendmenos capilares que ocurriesen dentro de ellos [11, 12].
Aun no es posible conocer totalmente dichas propiedades debido a que muchos medios porosos
poseen estructuras cadticas y complejas dificiles de describir cuantitativamente; por lo que la
descripcién de su geometria es un problema formidable, ya que , por mencionar sélo un ejemplo, en
la préctica es la propia estructura la responsable de contrarrestar la tendencia natural de los fluidos
a seguir trayectorias con un minimo de resistencia hidrdulica en los procesos de transporte [13].

Histéricamente, se han realizado andlisis a fenémenos de flujo de fluidos en medios porosos,
Darcy establece su ley que relaciona en forma lineal las dos magnitudes fundamentales de flujo, la
velocidad, u = u(x,t), y la caida de presién, p(z,t) segin la formula



2.1. ECUACIONES CLASICAS CAPITULO 2. FLUJO DE FLUIDOS
SOBRE EL ESTUDIO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

u= —EV(P‘FPQZ) (2.1)
"

Aquiz = (z,y, ) es la posicidn, z es la coordenada vertical, V es el operador gradiente espacial,
g es la aceleracién de la gravedad, p es la densidad, aqui supuesta constante, p es la viscosidad
dindmica, una magnitud tipica de cada fluido viscoso. Por el contrario, k es un nuevo parametro
fisico, tipico del medio poroso, llamado coeficiente de permeabilidad del medio, en general se piensa
en el suelo pero también puede ser un filtro artificial. Esta ley se ha establecido para fenomenos
como, flujos incompresibles y compresibles en medios porosos, filtraciones en diques, filtraciones
en el suelo, filtraciones de dos fluidos inmiscibles [14].

2.1. Ecuaciones clasicas
sobre el estudio de fluidos

2.1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

La simulacién de fenémenos de flujo en materiales porosos es diféil debido a la compleja natu-
raleza de la geometria y topologia de su espacio y la heterogeneidad en la composiciéon quimica de
sus paredes internas. Para un fluido incompresible, el flujo a escala de segmentos de poro obedece
las ecuaciones de Navier-Stokes (Tritton 1988, Bear 1972).

La ecuacién de Navier Stokes, es la ley fundamental que describe la dindamica de los fluidos
viscosos i.e. los mas usados, los fluidos newtonianos y junto con las leyes de conservacién de
masa y de conservacién de la energia y de estado, si el fluido es compresible permite describir su
movimiento a partir de unas condiciones iniciales y de contorno determinadas. Esta ley se aplica
a una enorme variedad de situaciones practicas de fluidos reales. Sin embargo no es de aplicaciéon
inmediata para describir la dindmica de los fluidos que discurren a través de medios porosos, pues
el fluido avanza por los huecos que deja la estructura o matriz solida y es preciso tener en cuenta
la muy compleja geometria y la resistencia ofrecida por la estructura. Las ecuaciones reciben su
nombre de Claude Louis Navier y George Gabriel Stokes. Se trata de un conjunto de ecuaciones en
derivadas parciales no lineales que describen el movimiento de un fluido. Estas ecuaciones gobiernan
la atmésfera terrestre, las corrientes oceanicas y el flujo alrededor de vehiculos o proyectiles y, en
general, cualquier fenémeno en el que se involucren fluidos newtonianos.

Estas ecuaciones se obtienen aplicando los principios de conservacion de la mecédnica y la ter-
modinamica a un volumen fluido. Haciendo esto se obtiene la llamada formulacién integral de las
ecuaciones. Para llegar a su formulacién diferencial se manipulan aplicando ciertas consideracio-
nes, principalmente aquella en la que los esfuerzos tangenciales guardan una relacién lineal con el
gradiente de velocidad (ley de viscosidad de Newton), obteniendo de esta manera la formulacién
diferencial que generalmente es mas til para la resolucién de los problemas que se plantean en la
mecédnica de fluidos.

No se dispone de una solucién general para este conjunto de ecuaciones, y salvo ciertos tipos de
flujo y situaciones muy concretas no es posible hallar una solucin analitica; por lo que en muchas
ocasiones se debe recurrir al anélisis numérico para determinar una solucién aproximada. A la rama
de la mecanica de fluidos que se ocupa de la obtencién de estas soluciones mediante el ordenador
se le denomina dindmica de fluidos computacional [16]

Las ecuaciones de Navier-Stokes

= —pF;, — — + —[2u(e;; — Ad;;/3 2.2
p Di pL; o7: + Bz [ M(ew U/ ) (2:2)
Esta expresion representa el principio de conservacién del momento lineal aplicada a un fluido
general. La ley de conservacién de la masa se escribe como:
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Opu;

axi

En estas ecuaciones representa la densidad, u; = 1,2,3... las componentes cartesianas de la
velocidad, las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo, como la gravedad, P la presién del fluido, y p la

viscosidad dinamica.
aui 6uj
= 2.4
€ij <6$J + 6ml> ( )
Donde, Ad;; es la divergencia del fluido y §;; la delta de Kronecker. Es la derivada total o
derivada material temporal siguiendo el fluido:

D a(+)
2y =22 . 2.5
=)=+ 90 (25)
La no-linealidad de las ecuaciones se debe precisamente al término relacionado con la derivada
total. Cuando p es uniforme sobre todo el fluido las ecuaciones de fluido se simplifican de la manera
siguiente:

=0 (2.3)

(2.6)

D’U,i oprP GQui 1 0A
Py = +p 2

= —pF;, — —
Dt p (9:6Z (9:61(9:6] 3 8:01

2.1.2. Derivada sustancial 6 material

Debido a que generalmente adoptamos la descripcién Euleriana ordinaria ya no representa
toda la variacién por unidad de tiempo de una determinada propiedad del fluido siguiendo a la
particula fluida. Esto se debe al movimiento del fluido. Para reflejar esta variacién usaremos la
derivada sustancial (o derivada siguiendo a la particula fluida). La derivada sustancial o derivada
material se define como el operador [16]:

D a(+)

E(') =5 1 (vV)() (2.7)

Donde es v la velocidad del fluido. El primer término representa la variacién de la propiedad
en un punto fijo del espacio y por ello se la denomina derivada local, mientras que el segundo
representa la variaciéon de la propiedad asociado al cambio de posicién de la particula fluida, y
se la denomina derivada convectiva. Este es el procedimiento que sigue José de Echegarai para
demostrar la derivada material. Véase una demostracion de como llegar a una derivada material.
Tomando las coordenadas de Euler como:

v =v.(z,y, 2, t)% + vy (2,9, 2, t)j + v (z,y, 2, t)lAf
Calcularemos la aceleraciéon para estas coordenadas:
g v _ Ay duyy  dus g
dt dt dt dt

Desarrollamos cada derivada total de cada componente, asi podremos seguir un desarrollo facil
de recordar:

Dv,  Ovg- %A_ OV,

Dt ot ot ot
Duy _ 95 Ovys , Ovss

Dt o’ o T o

Duv, avxi{ %IAC 80215

Dt ot ot ot
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Si sumamos término a términos y sacamos factor comun nos damos cuenta de que podemos
factorizar:

AV O(ui+vj+ wk) 0 0 0 ov
—_ = — — —|v=—+(V -V)V
at ot e ey TV Ty TV Y
Vemos que la parte de las derivadas parciales espaciales se pueden escribir como: Si ahora

sustituimos velocidad por obtenemos formalmente la expresién de la derivada material:

D90
=) =22+ v)()

2.1.3. Teorema del Transporte de Reynolds

Si la derivada sustancial permite calcular la variaciéon de una propiedad del fluido siguiendo
a una particula fluida, el teorema del transporte de Reynolds permitird calcular la variacién de
una magnitud fluida extensiva ligada a un volumen fluido. En su forma general el teorema del
transporte de Reynolds se expresa como [16]:

d

&= [ oans [ ow vy uie (28)

VE(t) Se(t)

Donde, Q , es una propiedad extensiva definida por unidad de volumen, Vy es un volumen
fluido, V,, es un volumen de control que coincide con V; en el instante, ¢, la superficie de control
ligada a dicho volumen, v la velocidad del fluido y V, la velocidad de la superficie de control.

Expresado en términos coloquiales puede decirse que el teorema del transporte de Reynolds
viene a decir que la variacion de una propiedad extensiva en un volumen fluido, es igual a la
variacion de dicha propiedad en el interior de ese volumen més la cantidad de dicha propiedad que
atraviesa la superficie del volumen.

El teorema de transporte de Reynolds relaciona, la derivada lagrangiana de una integral de
volumen de un sistema, con una integral en derivadas Eulerianas. En otras palabras, este teorema
relaciona la tasa de cambio en el tiempo de una propiedad extensiva con la generacion y el flujo
de la propiedad intensiva correspondiente 77, una y otra relacionadas por la ecuacién:

H= [ pndV (2.9)
/

La expresién general de este teorema es:

DH 0 =
D = 5 /pndV Jr/UpnndV (2.10)
\4 S

2.1.4. Fluidos no viscosos

Para fluidos de viscosidad nula, es decir cuando p = 0, las ecuaciones resultantes se denominan
ecuaciones de Euler que se utilizan en el estudio de fluidos compresibles y en ondas de choque. Si
ademds puede ser considerada constante (como en un liquido) [16]:

% + % + % + % — 621}1 + 52Uz + 52Uz _ a_P + (2 11)
P\t "% "oy T8, ) TH a2 Tz T 92| ar P9 '
vy vy vy vy v, O%v,  O%vy, OP
9y 4, Oy Oty Oy 9 2.12
<at+” oz oy T ) TH a2 Yo Tan | "oy TPV (2.12)
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— = t+pgz (2.13)

ov, ov, ov n n
P ox? 0y? 072 Oy

Pz, L2y, L2y % . 0%v, O%*v, O%vu, OP
ot (% o Uy ay Vy G =u

y la ecuacién de continuidad adquiere la forma siguiente:

~0 (2.14)

Otras consideraciones

Una importante cuestion abierta concerniente a estas ecuaciones es la determinacién de si,
partiendo de unas condiciones iniciales del movimiento de fluido suave y laminar, la solucién de las
ecuaciones para todo instante de tiempo implica también un flujo suave y laminar. Esta pregunta
constituye uno de los problemas del milenio que el Instituto de Mateméticas Clay premia con 1
millén de délares estadounidenses a quién pueda resolverlo.

2.1.5. Fluido no-newtoniano

Un fluido no newtoniano es aquél cuya viscosidad varia con la temperatura y presion, pero
no con la variacién. Aunque el concepto de viscosidad se usa habitualmente para caracterizar
un material, puede resultar inadecuado para describir el comportamiento mecénico de algunas
sustancias, en concreto, los fluidos no newtonianos. Estos fluidos se pueden caracterizar mejor
mediante otras propiedades reoldgicas, propiedades que tienen que ver con la relacion entre el
esfuerzo y los tensores de tensién bajo diferentes condiciones de flujo, tales como condiciones de
esfuerzo cortante oscilatorio.

2.1.6. Numero de Reynolds

El ntimero de Reynolds, es un numero adimensional utilizado en mecénica de fluidos, diseno
de reactores y fendmenos de transporte para caracterizar el movimiento de un fluido. Como todo
namero adimensional es un cociente, una comparacion. En este caso es la relacién entre los términos
convectivos y los términos viscosos de las ecuaciones de Navier Stokes que gobiernan el movimiento
de los fluidos.

Por ejemplo un flujo con un ntimero de Reynolds alrededor de 100.000 (tipico en el movimiento
de una aeronave pequena, salvo en zonas préximas a la capa limite) expresa que las fuerzas viscosas
son 100.000 veces menores que las fuerzas convectivas, y por lo tanto aquellas pueden ser ignoradas.
Un ejemplo del caso contrario seria un cojinete axial lubricado con un fluido y sometido a una cierta
carga. En este caso el nimero de Reynolds es mucho menor que 1 indicando que ahora las fuerzas
dominantes son las viscosas y por lo tanto las convectivas pueden despreciarse. Otro ejemplo: En
el andlisis del movimiento de fluidos en el interior de conductos proporciona una indicacion de la
pérdida de carga causada por efectos viscosos.

Ademas el numero de Reynolds permite predecir el cardcter turbulento o laminar en ciertos
casos. Asi por ejemplo en conductos si el nimero de Reynolds es menor de 2000 el flujo serd laminar
y si es mayor de 4000 el flujo serd turbulento. El mecanismo y muchas de las razones por las cuales
un flujo es laminar o turbulento es todavia hoy objeto de especulacién [17].

Segun otros autores:

= Para valores de Re < 2000 el flujo se mantiene estacionario y se comporta como si estuviera
formado por laminas delgadas, que interactian sélo en base a esfuerzos tangenciales, por eso
a este flujo se le llama flujo laminar. El colorante introducido en el flujo se mueve siguiendo
una delgada linea paralela a las paredes del tubo.

= Para valores 2000 < Re < 4000de la linea del colorante pierde estabilidad formando pequenas
ondulaciones variables en el tiempo, manteniéndose sin embargo delgada. Este régimen se
denomina de transicion.
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= Para valores de Re > 4000, después de un pequeno tramo inicial con oscilaciones variables,
el colorante tiende a difundirse en todo el flujo. Este régimen es llamado turbulento, es decir
caracterizado por un movimiento desordenado, no estacionario y tridimensional.

Este ntimero recibe su nombre en honor de Osborne Reynolds (1842-1912), quien lo describié en
1883. Viene dado por siguiente frmula:

_ pusD
I
En dindmica de fluidos, las ecuaciones de Euler son las que describen el movimiento de un
fluido compresible no viscoso. Su expresién corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokes cuando
las componentes disipativas son despreciables frente a las convectivas, esto nos lleva a las siguientes
condiciones que se pueden deducir a través del analisis de magnitudes de las Navier-Stokes:

Re

(2.15)

poUoLo

I

Aunque habitualmente se expresan en la forma mostrada, dado que de este modo se enfatiza
el hecho de que representan directamente la conservacién de masa, momento y energia. Estas
ecuaciones se llaman asi en honor de Leonhard Euler quien las dedujo directamente de las leyes de
Newton.

Expresion matematica

Aunque formalmente las ecuaciones de Euler se reducen a flujo irrotacional, en el limite de
desaparicién del nimero de Mach (es decir para nimeros de Mach muy pequetios), esto no es 1til
en la practica, debido esencialmente a que la aproximacion de incompresibilidad no resta exactitud
a los cdlculos. La expresién diferencial de estas ecuaciones es la siguiente [15]:

Re = > 1 (2.16)

op B

e +V-(pu)=0 (2.17)
dpu
o +V-(pu)u+Vp=0 (2.18)
oE
5 TV (wE+p)=0 (2.19)

donde E = pe + p(u? + v? + w?)/2E es la energfa total por unidad de volumen (e es la energfa
interna por unidad de masa para el fluido), p es la presién, u la velocidad del fluido y p la densidad
del fluido. La segunda ecuacién incluye la divergencia de un tensor diddico y puede quedar maés
clara de acuerdo a la siguiente notacion:

Opu;  Opuu; Op
£ _0 (2.20)
ot al'l al'j
Noétese que las ecuaciones anteriores estdn expresadas en forma de conservacién o equilibrio,
dado que con esta forma se enfatiza su origen fisico (y es ademds en gran medida la més conveniente
para la simulacién computacional de la dindmica de fluidos). El componente del momento de las
ecuaciones de Euler se expresa del siguiente modo:

ot

Aunque, esta forma oculta la conexién directa existente entre las ecuaciones de Euler y la se-
gunda ley de Newton. En formato vectorial las ecuaciones de Euler quedan expresadas del siguiente
modo:

p (g + uV) u+Vp=0 (2.21)

oU OF 9G  OH _

ov  or oG ol 2.22
ot " or "oy "o (2.22)
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Esta forma deja més claro que F, G, H son caudales.Las ecuaciones anteriores representan por
tanto la conservacién de la masa, los tres componentes del momento y la energia. Hay por tanto
cinco ecuaciones y seis incégnitas (p, u, v, w, E, p). Para cerrar el sistema se necesita una ecuacién
de estado; la ecuacion de estado mas comunmente utilizada es la ley de los gases ideales.

Una caracteristica muy importante de las Ecuaciones de Euler, es que debido a que proceden
de una reduccién de las Ecuaciones de Navier-Stokes despreciando los términos provenientes de
los términos disipativos como hemos dicho al principio, estamos eliminando en las ecuaciones los
términos en derivadas parciales de mayor grado: en la ecuaciéon de la cantidad de movimiento
asi como y de la ecuacién de la energia, estas ecuaciones no podran cumplir con todas las condi-
ciones de contorno naturales. En particular no cumplen con la condicién de no deslizamiento en
las superficies de contacto con sélidos o la condicién de continuidad de la temperatura, estas dis-
continuidades carecen de importancia para muchas aplicaciones pero no para otras lo que conlleva
a tratar en esas discontinuidades con otras ecuaciones que finalmente conllevarian a temas muy
profusos dentro de esta disciplina como es la Teoria de la Capa Limite. Por iltimo hay que decir
que en flujos supersénicos se producen otras discontinuidades en estas ecuaciones como son las
Ondas de Choque o las Ondas de Mach. Nétese la desigual forma para la ecuacion de la energia;
ver la ecuacién de Rankine-Hugoniot. Los términos adicionales que contienen la expresién p (pre-
sién) pueden ser interpretados como el trabajo mecénico realizado por el fluido en un elemento
de fluido por los elementos fluidos proximos que se mueven alrededor. Estos términos suman cero
en un fluido incompresible. La méas conocida ecuacién de Bernoulli puede ser obtenida integrando
la ecuacién de Euler a través de una linea de corriente (lineas a las que la velocidad del fluido es
tangente en cada punto) asumiendo que la densidad es constante y con una ecuacién de estado
adecuada.

2.1.7. El principio de Bernoulli

También denominado ecuacién de Bernoulli o Trinomio de Bernoulli, describe el comportamien-
to de un fluido moviéndose a lo largo de una linea de corriente. Fue expuesto por Daniel Bernoulli
en su obra Hidrodindmica (1738) y expresa que en un fluido ideal (sin viscosidad ni rozamien-
to) en régimen de circulacién por un conducto cerrado, la energia que posee el fluido permanece
constante a lo largo de su recorrido. La energia de un fluido en cualquier momento consta de tres
componentes:

1. Cinética: es la energia debida a la velocidad que posea el fluido.
2. Potencial gravitacional: es la energia debido a la altitud que un fluido posea.

3. Energia de flujo: es la energia que un fluido contiene debido a la presiéon que posee.

La siguiente ecuacién conocida como ”Ecuacién de Bernoulli” (Trinomio de Bernoulli) consta
de estos mismos términos.

2
% + P+ pgz = cte (2.23)

Donde:

» V = velocidad del fluido en la seccién considerada.

= g =aceleracién gravitatoria

= 2z = altura en la direccién de la gravedad desde una cota de referencia.

= P =presién a lo largo de la linea de corriente.

= p = densidad del fluido.

10
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Para aplicar la ecuacion se deben realizar los siguientes supuestos:

» Viscosidad (friccién interna) = 0 Es decir, se considera que la linea de corriente sobre la cual
se aplica se encuentra en una zona no viscosa’del fluido.

= Caudal constante
= Flujo incompresible, donde p es constante.

= La ecuacion se aplica a lo largo de una linea de corriente o en un flujo irrotacional

Aunque el nombre de la ecuacién se debe a Bernoulli, la forma arriba expuesta fue presentada
en primer lugar por Leonhard Euler.

2.1.8. Ecuacién de Darcy-Weisbach

La ecuacion de Darcy-Weisbach es una ecuacion ampliamente usada en hidraulica. Permite el
calculo de la perdida de carga debida a la friccin dentro una tuberia.

La ecuacién fue inicialmente una variante de la ecuacién de Prony, desarrollada por el francés
Henry Darcy. En 1845 fue refinada por Julius Weisbach, de Sajonia, hasta la forma en que se
conoce actualmente [18]:

2
g
Donde,hs , es la pérdida de carga debida a la friccién, calculada a partir de f = factor de

friccién de Darcy , L/ D= relacién entre la longitud y el didmetro de la tuberia , v = la velocidad

media de flujo , g= que corresponde a la aceleracién debida a la gravedad, y se supone constante

(9.81m/s2).

El factor de friccién ¢ es adimensional y varia de acuerdo a los parametros de la tuberia y
del flujo. Este puede ser conocido con una gran exactitud dentro de ciertos regimenes de flujo; sin
embargo, los datos acerca de su variacién con la velocidad eran inicialmente desconocidos, por lo
que esta ecuacién fue inicialmente superado en muchos casos por la ecuaciéon empirica de Prony.

Anos mas tarde se evitd su uso en diversos casos especiales en favor de otras ecuaciones empiri-
cas, principalmente la ecuacion de Hazen-Williams, ecuaciones que, en la mayoria de los casos,
eran significativamente més faciles de calcular. No obstante, desde la llegada de las calculadoras
la facilidad de célculo no es mayor problema, por lo que la ecuaciéon de Darcy-Weisbach es la
preferida.

(2.24)

2.1.9. Ecuacion de Starling

Formulada en 1896, por el fisi6logo britanico Ernest Starling, la ecuacion de Starling ilustra el
rol de las fuerzas hidrostaticas y oncoticas (llamadas también fuerzas de Starling) en el movimiento
del flujo a través de las membranas capilares. Permite predecir la presion de filtracion neta para
un determinado liquido en los capilares.

De acuerdo a la ecuacién de Starling, el movimiento del fluido depende de seis variables:

1. Presién hidrostética capilar (P.)
2. Presién hidrostética intersticial (P;)

3. Coeficiente de reflexién, (R), un valor que es indice de la eficacia de la pared capilar para
impedir el paso de proteinas y que, en condiciones normales, se admite que es igual a 1, lo que
significa que es totalmente impermeable a las mismas y en situaciones patoldgicas inferior a
1, hasta alcanzar el valor 0 cuando puede ser atravesado por ellas sin dificultad.

4. Presién oncética Capilar (7c)

11
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5. Presién oncética intersticial (74)

6. Coeficiente de filtracién, (Ky) expresa la permeabilidad de la pared capilar para los liquidos

Todas las presiones son medidas en milimetros de mercurio (mm Hg), y el coeficiente de filtracién
se mide en mililitros por minuto por milimetros de mercurio (mlmin-1mm Hg-1). La ecuacin de
Starling se describe de la siguiente manera:

Q = Ky ([Pe — P;] — R[me — 7)) (2.25)
Por ejemplo:
s Presién hidrostdtica arteriolar (Pc)=37 mmHg
» Presién hidrostética venular (Pc)= 17 mmHg

Segtin la ecuacién, P(Q)arteriolar = (37—0)+(0—25) = 11 y P(Q)venular = (17—0)+(0—25) =
—9. La filtracién es por ello mayor que la reabsorcién. La diferencia es recuperada para el torrente
circulatorio por el Sistema Linfatico.

La solucién a la ecuacion es el flujo de agua desde los capilares al intersticio (Q). Si es positiva,
el flujo tenderd a dejar el capilar (filtracién). Si es negativo, el flujo tenderd a entrar al capilar
(absorcién). Esta ecuacién tiene un importante niimero de implicaciones fisioldgicas, especialmente
cuando los procesos patologicos alteran de forma considerable una o mas de estas variables.

La presion oncética o coloidosmética es la presion osmética debida a las proteinas plasmaticas
que aparece entre el compartimento vascular e intersticial. Al ser los capilares sanguineos poco
permeables a los compuestos de elevado peso molecular, como es el caso de las proteinas, éstas
tienden a acumularse en el plasma sanguineo, resultando menos abundantes en el liquido intersticial.
De este gradiente de concentracién entre el interior de los capilares y el espacio intersticial se deriva
una tendencia del agua a compensar dicha diferencia retornando al capilar sanguineo con una cierta
presion, la presién oncética capilar. Dicha presién se opone al filtrado que finalmente se produce
a través del endotelio capilar, gracias a que la presién hidrostédtica capilar supera a la presién
oncoética capilar.

De igual modo, las proteinas que forman parte del liquido intersticial generaran una presién
oncoética intersticial, en condiciones normales menores que la presion onctica capilar. De hecho,
el filtrado a travs del endotelio capilar se produce a causa del desequilibrio entre las presiones
hidrostatica capilar y oncotica intersticial, que lo favorecen, y las presiones hidrostatica intersticial
y oncdtica capilar, que se le oponen, y que se relacionan entre si mediante la ecuaciéon de Starling.

2.1.10. El teorema de Torricelli

Es una aplicacién del principio de Bernoulli y estudia el flujo de un liquido contenido en un
recipiente, a través de un pequeno orificio, bajo la acciéon de la gravedad. A partir del teorema
de Torricelli se puede calcular el caudal de salida de un liquido por un orificio. ”La velocidad de
un liquido en una vasija abierta, por un orificio, es la que tendria un cuerpo cualquiera, cayendo
libremente en el vacio desde el nivel del liquido hasta el centro de gravedad del orificio”:

v2
Vi=14/2g (h + i) (2.26)
Donde:

= V; es la velocidad tedrica del liquido a la salida del orificio

= 9 es la velocidad de aproximacién.

= h es la distancia desde la superficie del liquido al centro del orificio.

12
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= g es la aceleracién de la gravedad.

Para velocidades de aproximacién bajas, la mayoria de los casos, la expresiéon anterior se trans-
forma en:

Vi = Cy\/2gh (2.27)

Donde:
= V., es la velocidad real media del liquido a la salida del orificio.

= (C, es el coeficiente de velocidad. Para calculos preliminares en aberturas de pared delgada
puede admitirse 0.95 en el caso mas desfavorable.

Tomando, C, =1

V. = \/agh (2.25)

Experimentalmente se ha comprobado que la velocidad media de un chorro de un orificio de
pared delgada, es un poco menor que la ideal, debido a la viscosidad del fluido y otros factores
tales como la tension superficial, de ahi el significado de este coeficiente de velocidad.

2.1.11. Caudal descargado

El caudal o volumen del fluido que pasa por el orificio en un tiempo, @, puede calcularse como
el producto de , el area real de la seccién contraida, por , la velocidad real media del fluido que
pasa por esa seccion, y por consiguiente se puede escribir la siguiente ecuacion:

Q=25.-V: =(S-C.)Cp/2gh (2.29)

Tal que @ = Cy - Sv/2gh
En donde:

= S+/2gh representa la descarga ideal que habria ocurrido si no estuvieran presentes la friccién
y la contraccion.

= (. es el coeficiente de contraccién de la vena fluida a la salida del orificio. Su significado
radica en el cambio brusco de sentido que deben realizar las partculas de la pared interior
prximas al orificio. Es la relacin entre el rea contrada y la del orificio S. Suele estar en torno
a 0.65.

= (' es el coeficiente por el cual el valor ideal de descarga es multiplicado para obtener el valor
real, y se conoce como coeficiente de descarga. Numéricamente es igual al producto de los
otros dos coeficientes.

En esta seccion se mostrarén los antecedentes referentes al estudio del flujo de fluidos, revisando,
ecuaciones clasicas usadas en el estudio de dicho flujo en medios porosos, desde Darcy ec. 2.1 hasta
la ecuacion que caracteriza el volumen de fluido que pasa por un orificio en un tiempo ¢, ec. 2.29, sin
embargo como se menciono a lo largo de la seccién uno de los fenémenos relevantes que condicionan
una gran variedad de fendmenos naturales e industriales son los fenémenos capilares. La cohesién,
adhesion y la tensién superficial dan como resultado el fenémeno de capilaridad, que consiste en
el movimiento ascendente de agua en tubos de vidrio capilares. Aunque no necesariamente vidrios
capilares, las moléculas de agua se adhieren debido a la atraccién de los dipolos, como resultado
de esto se pueden adherir a superficies cargadas positivamente o negativamente. La adhesién de
las moléculas de agua es responsable de la imbibicién. La imbibicién es el movimiento de las
moléculas de agua en sustancias como la madera, gelatina o medios que son de interés en este
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trabajo, medios porosos, por ello en la siguiente secciéon definimos el fenémeno de imbibicién y
establecemos la necesidad del estudio de este fendmeno para el analisis del creep en frentes mojados
bajo vibraciones débiles.

2.2. Imbibicién

Es facil hacer observaciones fisicas cualitativas de la penetracion de fluidos en medios no ho-
mogeneos: una mancha de café en una servilleta, o un cubo de azicar en la misma taza de café son
suficientes para demostrar dos hechos fundamentales. Una fase en movimiento se forma entre dos
regiones una mojada y otra no mojada del medio. Se hace aparente que el desorden en la estructura
porosa y la superficie irregular del papel o la estructura del cubo de azicar, ambas influyen en este
comportamiento: la interfase es claramente rugosa. Mas aun, la dindmica del fenémeno disminuye
con el tiempo, esto significa que el area mojada de la servilleta o volumen de cafa absorbido por
por el cubo de azicar aumenta mas y mas lentamente. De hecho, la posicién promedio H del frente
mojado usualmente incrementa en el tiempo como H(t) ~ t'/2 [73]. El derrame de café es un
ejemplo de imbibicién esponténea, y este obedece a lo que se conoce como la ley de Washburn. La
fuerza que impulsa el liquido desde el reservorio del liquido al frente entre la regién mojada y el
aire en el medio tiene un efecto mas y mas débil en el flujo total como la distancia cada ves mas
larga entre estas dos. Este se puede observar en el experimento de imbibicién en la figura 2.1.

a)

b)

Figura 2.1: Frente de tinta negra absorbida dentro de toallas de papel. a) fotografia digital,
resolucién horizontal ca 1200 pixeles, los valores de gris obscuro y la luz se mejoraron al binarizar
(blanco y negro) la imagen. b) escaneado de alta resolucién (1000 puntos por centimetro) de una
pequena parte (ca. 0.8 cm de ancho) en escala de grises. La estructura del medio, como las fibras
en la superficie superior del papel, y su efecto en la parte frontal del liquido se hace visible.

La fisica de fluidos. En la tabla 2.1 lista algunos escenarios en que la imbibiciéon juega un
importante rol; que van desde la recuperacién de petroleo (usando agua para desplazar este fuera
de la roca) a la biologia (agua en los organismos vivos) y los procesos de manufactura. Por lo
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tanto el flujo de fluidos a través de medios porosos constituye un campo muy basto que combina
la estructura porosa del medio con la superficie y fisica de los liquidos y/o gases involucrados y
es caracterizado por muchos parametros tales como el contraste de viscosidad de los fluidos, su
mojabilidad y la tension superficial asi como también la tasa de desplazamiento. La forma mas
simple de imbibicién involucra dos fluidos inmiscibles, uno siendo desplazado por el otro, ambos
lquidos se caracterizan por si viscosidad 7 y la tensién superficial o de su interfase

Cuadro 2.1: Realizaciones experimentales de la imbibicién
Recuperacion de petrdleo  Desplazamiento de un liquido por otro, con la posibilidad de que
una tercera fase esté presente.

Procesos de impresién Penetracién de tinta en papel, recubrimiento de papel, materiales
absorbentes.

Industria de alimentos Coccion, filtracion del vino.

Ciencias biologicas Transporte de fluidos en plantas, imbibicién de agua en semillas,
penetracién de agua en suelo, aplicaciones médicas.

Quimica de superficies Medicién de angulos de contacto, gotas en superficies,
recubrimiento de superficies.

Materiales compuestos Invasién de espacios vacios de fibras por una resina o un metal,
compositos metal-metal, llenado de nanotubos.

Textiles Comportamiento de prendas en presencia de liquidos,
impermeabilizacién de tejidos.

Construccién Penetracién de agua en concreto o en pastas de cemento.

La matriz de solido interactiia con los fluidos a través de sus propiedades de mojado, como
describe la ecuacién de Young-Dupré para una gota de liquido en contacto con una superficie
solida, se muestra esquemticamente en la figura tal:

Og9 — 041 = ocost (2.30)

donde 051 y 042 son las tensiones superficiales de el solido con fluidos 1 y 2 respectivamente.
El dngulo de contacto 6 determina cuando el liquido 1 moja (f < 7/2) o no moja (6 > 7/2).

Fluido 2

Fluido 1
0

Superficie solida

Figura 2.2: Liquido derramado en contacto con una superficie solida. El contacto entre la superficie
y los liquidos 1 y 2 es caracterizado por la tension superficial os1 y 042 respectivamente mientras
la interfase entre los dos fluidos tiene tensién superficial o. Si el dngulo de contacto 6 < 7/2, el
fluido 1 moja a el solido.

La imbibicién significa que un fluido que moja desplaza a otro que no moja, mientras el caso
opuesto es llamado drenaje. La imbibicién espontanea toma lugar cuando el fluido invasor lo hace
bajo la influencia exclusiva de las fuerzas capilares, sin presién externa. La imbibiciéon forzada
involucra una combinacion del fenémeno de capilaridad y un flujo externo forzado o por diferencia
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de presion. Aunque las relaciones empiricas para el flujo de liquidos a través de un medio poroso
han existido durante mucho tiempo, un esfuerzo, en parte inspirado por la mecédnica estadistica
para entender y predecir cuantitativamente el flujo, dirigido al estudio de la formacién de patrones
o la geometria de las regiones ocupadas por los liquidos invasores/retroceso. En este nivel, la fisica
depende de la combinacién de la viscosidad y las fuerzas capilares en la frontera invadida y la
region seca. La parte viscosa se presenta debido al flujo de liquido en el espacio (en parte) de poro
saturado. Y la importancia relativa de los efectos viscosos y las fuerzas capilares esta descrita por
el niimero de capilaridad:

nv
= — 2.31
Ca="2 (2.31)

donde 7 es la viscosidad del fluido, v es promedio de la velocidad y o es la tensién superficial
interfacial

La imbibicién se define como el desplazamiento de un fluido viscoso por otro fluido inmiscible
con este. Este proceso es controlado, y se ve afectado, por varios factores: El niimero de capilaridad
C, vy el cociente de mobilidad M tienen gran importancia. Payatakes y Dias clasificaron los procesos
de imbibicién de la siguiente manera:

1. Imbibicién espontanea
2. Flujo Constante
3. Imbibiciéon Casi-estatica

4. Invasién dindmica a flujo constante del fluido invasor

La imbibicién es un fenémeno que tiene lugar en un amplio espectro de procesos. Esta se da
lugar en la extraccién de petrdleo, en procesos naturales de irrigacién o en algo tan sencillo como
la mancha de café en una servilleta, entre otros procesos tales como:

El caso de la imbibicién espontanea tiene un interés especial desde el punto de vista del es-
calamiento dinmico. La imbibicién espontanea es dominada por la capilaridad. En contraste con
la imbibicién de fluido forzadal!, que no tiene una ley de conservacién de masa global, un hecho
que tiene un efecto dramdtico en el escalamiento [20, 21]. la imbibicién espontdnea es un caso de
dindmica desacelerada en que el tiempo de escala cambia continuamente. De hecho se sabe desde
hace tiempo [22] que la media de escalamiento temporal de los frentes obedece a la ley de Wa-
shburns. h ~ t'/2, pero poco se sabe sobre el escalamiento de las fluctuaciones en este regimen.
Por otra parte, en la mayoria de los experimentos han sido desarrollados en medios desordenados
en forma vertical [23]. una situacién donde la gravedad limita el comportamiento de Washburn a
tiempo de observacién cortos.

Washburns establecié la relacién entre las caracteristicas de un liquido que asciende por ca-
pilaridad a través de un lecho de material, el angulo de contacto formado en la interfase 6 y la
velocidad a la cual ocurre el ascenso, representada por la relacion entre la distancia recorrida y el
tiempo transcurrido t.

_ yLvrttcosd
= o
Las caracteristicas del liquido son su viscosidad 1 y tensién superficial en la interfase liqui-

do/vapor yry. El pardmetro r* corresponde al tamano medio de poro del lecho formado por el
material a caracterizar.

L? (2.32)

1La Imbibicién es forzada cuando se aplica un gradiente de presién para impulsar el desplazamiento.
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Experimentos con gravedad tienen que ver directamente con el estudio de los procesos de fijado
y sus escalamientos. Solo un experimento en medios desordenados en forma horizontal ha sido
desarrollado en papel [24]. En este experimento la rugosidad invariante de escala fue determina-
da solo para desordenes altamente anisitropicos, mientras que la mejor rugosidad logaritmica, se
determino en papel isotropico. Sin embargo el papel es un medio con desorden no controlado, y
fenémenos como la inflamacién y prehumectacion puede cambiar el efecto de las fuerzas capilares.

La imbibicién entonces es un fenémeno complejo originado por el desbalance entre las fuerzas
capilares, viscosas y gravitacionales. Hay varios grados de detalle con los que se observan los frentes
de imbibicién (interfaz entre la zona ocupada por el fluido que moja y la ocupada por el que no
lo hace. Un primer método consiste en ver, a pequena escala, la evolucién espacio-temporal de los
frentes. En este caso los frentes llegan a tener estructura fractal (patrones tipo dedos que se repiten
a varias escalas de longitud) y cuya caracterizacion terica es complicada (Feder, 1988). Otra forma
consiste en conocer la evoluciéon temporal del frente promedio que puede medirse con una escala
mayor o mediante el promedio espacial de los frentes pequetios (Bell y Cameron, 1906; Bean et al.,
1990; Fanelli et al., 1990; Gillespie, 1958 y 1959; Hodgson y Berg, 1988; Middleman, 1995; Pezron
et al., 1995; Kramer, 1988; Washburn, 1921).

El fenémeno de imbibicién, se relaciona estrechamente con el concepto de interfase. La regién
que separa una sustancia o un material de otro nos parece una superficie (una regién sin espesor
alguno) del mismo modo que los materiales o las sustancias nos parecen continuos. Sin embargo
dada la naturaleza microscépica de la materia, sabemos que, por ejemplo, un liquido no es continuo
sino una multitud (del orden de cuatrillones) de particulas muy pequenas. Algo parecido ocurre
con las superficies, éstas son habitualmente una regién con un espesor de unas cuantas partculas.
En el estudio de las superficies, sin embargo, éstas suelen ser consideradas como tal, como regiones
sin espesor. Habitualmente relacionamos la superficie que separa dos sustancias con la mas densa
o menos comun de las dos. Asi hablamos de la superficie del lago o del agua, o de la superficie de
la mesa o de la madera. Sin embargo las propiedades y caracteristicas de la superficie dependen
de ambas sustancias o materiales. Denominamos a estas superficies, interfaces cuando deseamos
insistir en su naturaleza de frontera entre dos sustancias. Asi la superficie del lago seria una interfaz
agua-aire mientras que la superficie de la mesa sera una interfaz madera-aire.

La mayor parte de nuestras vidas, pasamos sobre superficies de algo. Sentarnos en una roca,
significa estar en contacto con una superficie. Caminar en la superficie de la tierra sin notar que
el centro de la tierra se funde, y cuando nos preocupamos por el interior, no podemos llegar a ella
sin primero cruzar una superficie. Para una célula biolégica, la membrana acttia no solo como una
barrera altamente selectiva sino como una interfase.

Estamos acostumbrados a las formas de las interfases que encontramos, sin embargo debemos
notar que la morfologia pueden ser muy diferente dependiendo de la escala en la que observemos
dichas interfases. Por ejemplo un astronauta en el espacio puede ver a la tierra como una esfera
suave, pero mientras se acerca a ella, aparecen lentamente las cimas de la montanas y aparentemente
comienza a aparecer cimas mas altas o mas pequenas sin una jerarquia u orden entonces la superficie
de la tierra se torna rugosa. En general la morfologia de las superficies e interfases depende la escala
de observacion. ;Cémo podemos describir la morfologia de algo que es suave a la vista pero rugoso
bajo el microscopio? esta es una pregunta que se ha abordado en diferentes trabajos, donde se han
desarrollado métodos para caracterizar cuantitativamente la morfologia de una interfase arbitraria
ver las referencias dentro [1]. Dado que la dindmica de la morfologia depende de la escala en el
siguiente capitulo revisaremos conceptos de escalamiento.
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Capitulo 3

Conceptos de escalamiento

3.1. Rugosidad

Definimos la superficie como el conjunto de particulas que se agregan tal que crece cada columna,
ya sea por agregado (deposicién) o flujo de fluidos en un medio (difusién); tenemos diferentes
posiciones de la interfase para intervalos de tiempo distintos, entonces para describir el crecimiento
cuantitativamente se usan dos funciones.

10*

2

101 102 t 103 104
Figura 3.1: Crecimiento del ancho de interfase modelo para un sistema de tamano horizontal
L = 200. Se puede observar dos regimenes caracteristicos: (i) crecimiento con ley de potencia, que
aparece como una linea recta en la grafica log-log, y (ii) saturacién. La figura indica un método
usado comunmente para estimar el tiempo que cruza t,: montando el comportamiento inicial y el
comportamiento de saturacién con lineas rectas.
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3.1. RUGOSIDAD CAPITULO 3. CONCEPTOS DE ESCALAMIENTO

i)

ii)

La media de crecimiento de superficie, h es definida por

_ 1 &
h=—=Y hit) (3.1)

1

donde h(i,t) es el crecimiento de la columna i en el tiempo ¢ si la tasa de deposicién o
agregado (nimero de particulas agregandose en un sitio) es constante, la media de crecimiento
se incrementa linealmente con el tiempo

h(t) ~t (3.2)

El ancho de interfase, que caracteriza la rugosidad de la interfase, es definida por las fluc-
tuaciones con respecto a la altura, al monitorear el proceso de rugosidad se mide el ancho
de la interfase como funcion del tiempo. Por definicién el crecimiento comienza de una linea
horizontal, la interfase en el tiempo cero es simplemente una linea horizontal con ancho cero.
Cuando la deposicién ocurre la interfase gradualmente se arruga.

w(L,t) = 1

1

Z[h(i, t) —h(t)]? (3-3)

Una gréfica de la evolucion de la interfase con respecto al tiempo, tiene 2 regiones separadas
por una linea que cruza el tiempo ¢, (ver figura 3.1).

i)

ii)

iii)

Inicialmente, el ancho se incrementa como una potencia del tiempo.

w(L,t)~t7 <ty (3.4)

El exponente 3, que recibe el nombre de exponente de crecimiento, caracteriza la dinamica
de la interfase dependiente del tiempo del proceso de rugosidad

El incremento del ancho como ley de potencia no continua indefinidamente, este es seguido
por un régimen de saturacién (regién horizontal de la figura 3.1). Mientras que el ancho
se acerca al valor de saturacién wge: en la fig 3.2 las diferentes curvas corresponden a la
evolucién del ancho de la interfase, obtenidos por simulacién, para sistemas distintos de
tamano L. Como L se incrementa, la saturacién de ancho, ws,¢ también se incrementa, y la
dependencia entonces sigue una ley de potencia

Weat(L) ~ L 5 [t t,] (3.5)

el exponente « es llamado exponente de rugosidad, es el segundo exponente critico, el que
caracteriza la rugosidad de la interfase saturada

La linea que cruza el tiempo ¢, (algunas veces llamado tiempo de saturacién) en donde el
ancho de la interfase sigue el comportamiento de (3.4) hacia el de (3.5) y depende solo del
tamano del sistema

ty ~ L7 (3.6)

donde z es llamado exponente dinamico.
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3.2. ESCALAMIENTO DINAMICO CAPITULO 3. CONCEPTOS DE ESCALAMIENTO
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Figura 3.2: Tiempo de evolucién de el ancho de superficie. Las escalas logaritmicas son utilizadas
tal que la ley de potencia se pueda observar como una linea recta. Las diferentes curvas corresponden
a simulaciones para sistemas de diferentes tamano L: L = 100(o), L = 200(0), L = 400(<¢), vy
L =800(A).

3.2. Escalamiento dinamico

Los exponentes «, § z, no son independientes y existe una manera sencilla de agrupar los datos
de la figura 3.2 en una sola curva.

A) Graficando w(L,t)/Wsat (L) como una funcién del tiempo, la gréafica resulta en curvas que se
aproximan al mismo valor, independiente del tamano del sistema. Fig 3.3

B) Graficando el ancho como funcién de t/t, tendremos curvas que se agrupan alrededor del
mismo tiempo caracteristico. Estas dos observaciones sugieren que w(L,t)/wsqt(L) es una

funcién de t/t,, es decir.
w(L,t) t
—_— — 3.7

Wsat (L) f (tw) ( )

Donde f(u) recibe el nombre de funcién de escalamiento. Remplazando wsqt y ¢, en 3.7 con
sus formas de escalamiento (3.5) y (3.6) , se obtiene la relacién de escalamiento Family-Viscek

w(Lt) ~ L°f <Li) (3.8)

Existen dos regimenes de escalamiento dependiente del argumento u ~ ¢/t,

a) Para valores u pequenos la funcién de escalamiento se incrementa como una ley de potencia,
es decir.
fu) ~ o’ (3.9)

b) Cuando el tiempo de saturacién tiende a t >> t, se tiene que este es el limite t — oo y

entonces.
f(u) = constante (3.10)
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3.3. AUTOSIMILARIDAD CAPITULO 3. CONCEPTOS DE ESCALAMIENTO

log w

log ¢ log ¢ log(t/L*?)
v
(B)
Figura 3.3: Esquema de los pasos a seguir para el reescalamiento de rugosidad dependiente del
tiempo. La figura de la izquierda muestra la variaciéon del ancho de interfase contra el tiempo para
tres sistemas de diferente tamano L (ver figura 3.2). En el paso (A) dividimos el ancho por L? que
corresponde al cambio vertical de las curvas en escala log-log. De acuerdo a (3.5) las curvas ahora
se saturan en el mismo valor de la ordenada w/ L%, pero los tiempos de saturacién son distintos. En
el paso (B) reescalamos el tiempo el tiempo al graficar ¢/ L*, correspondiente al cambio horizontal
de las curvas. De acuerdo a (3.6), las curvas ahora saturan en el mismo valor de la abscisa, t/L*,
todas ellas colapsando dentro de una sola curva llamada funcién de escalamiento f(u)

Notemos que los exponentes «, 8 y z no son independientes, en la fig 3.1 si nos aproximamos
al punto (t,,w(t,)) desde la izquierda , hallamos de acuerdo a la ecuacién 3.4, que w(t,) ~ t2,
tambien al aproximarnos desde la derecha, tenemos de la ecuacién (3.5) w(t,) ~ L”. De estas dos
relaciones se sigue que t? ~ L? que de acuerdo a (3.6) obtenemos

@
Py 3 (3.11)

La ecuacién, es una ley de escalamiento que relaciona a los tres exponentes y es valida para
cualquier proceso que obedece a la relacién de escalamiento 3.8.

De lo anterior hemos obtenido un modelo de crecimiento de la interfase que exhibe un com-
portamiento de escalamiento. En particular el ancho de la interfase w se incrementa como una
potencia del tiempo ec 3.4, y la saturacién de rugosidad muestra una ley de potencia dependiente
del tamano del sistema. Existe un lenguaje natural para describir e interpretar tal comportamiento
de escalamiento, y este es el lenguaje de los fractales. En la siguiente seccién revisaremos conceptos
de la geometria fractal.

3.3. Autosimilaridad

Un objeto es auto-similar, si este es formado por partes que son similares al total del objeto. Uno
de los mas simples objetos auto-similares es la curva de Koch figura 3.1. Que se construye de manera
iterativa. Dada la construccién de la curva de Koch, en las que sus partes son copias idénticas del
todo (en respectiva escala); podemos llamarla fractal deterministico. Sin embargo, existen muchos
objetos en la naturaleza que son aleatorios. A pesar de esta aleatoriedad, tales objetos naturales
pueden ser auto-similares en un sentido estadistico, ejemplos de estos objetos se pueden ver en
[19]. Los objetos con esta aleatoriedad, tal que son autosimilares en un sentido estadistico son
llamados fractales aleatorios o fractales estadisticos. Para caracterizar cuantitativamente un objeto
o sistemas auto-similares, debemos introducir el concepto de dimensién; para decidir la fractalidad
de un objeto, debemos medir su dimensién, por ello revisaremos el concepto de dimensién de
Hausdorff y entonces definiremos la dimensién fractal.
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3.4. FRACTAL CAPITULO 3. CONCEPTOS DE ESCALAMIENTO

3.4. Fractal

Definiciéon 1 Un conjunto fractal es un conjunto para el cual la dimension Hausdorf-Besicovitch
excede estrictamente la dimension topologica.

. Pero que es la dimension Hausdorf-Besicovitch? Para muchos objetos es perfectamente razo-
nable es intuitiva la definicion de dimensién: Un espacio es d-dimensional si localmente se puede
hallar una cubierta R?. De lo anterior entonces resulta inmediato lo siguiente: la dimensién de un
punto es cero; la dimensién de una linea es uno; la dimensiéon de un plano es dos; la dimensién
de R% es d. Mas atin, la dimensién de un circulo es uno, la dimensién de una superficie es dos,
etc. La dificultad comienza cuando hablamos de conjuntos mas complicados, conjuntos ”fractales”
por que la nocién de dimensién puede ser cualquier numero real. Entonces elucidemos el concepto

”dimensién” !,

3.4.1. Dimension

Definiciones ;Cémo podemos construir la mejor definicién de dimensiéon de un conjunto ce-
rrado y acotado X en R™? idealmente, deseamos una definicion tal que cumpla.

(i) Cuando X es una variedad entonces el valor de la dimensién es un entero que coincide con
la nocién usual de dimensién.

(ii) Para conjuntos mas en general X podemos tener dimension ”fraccional”; y
(iii) Puntos, y uniones contables de puntos, tiene dimensién cero.

Quiza el primer intento de definir la dimension fue la siguiente: Primer definicién Podemos de-
finir la dimensién topologica dimr(X) por induccién. Decimos que X tiene dimensién cero si cada
punto x € X, cada bola suficentemente pequena sobre x su limite no intersecta a X. Decimos que
X tiene dimensién d, si para cada punto x € X cada una bola suficientemente pequena sobre = su
limite intersecta a X en un conjunto de dimensién d — 1.

Esta definicién satisface nuestro primer requerimiento. en que conincide con la nocion usual
de de dimensiénes para variedades. Desafortunadamente, la dimensién topologica es siempre un
numero entero. (por ejemplo, la dimensién topologica del conjunto de Cantor C es cero). En
particular, esta definicién falla en el segundo requerimiento. Asi, vamos a intentar construir otra
definicién.

Segunda definicién. Dado € > 0, sea N(¢) el menor numero de e-bolas necesarias para cubrir
X. Definimos la dimensién de caja como

Dimp(X) = Hmsupw (3.12)

log(1/e)
De nuevo esto coincide con la nocién usual de dimensiones para variedades. Mas dun, la dimension
de caja puede ser fraccional (es decir, la dimensién del conjunto de Cantor X es log 2/log 3). Hemos
usado el limite del supremo para evitar problemas con la convergencia. Estrictamente hablando,
esto es usualmente llamado dimension de caja superior y es usual decir que existe la dimension de
caja cuando los limites existen (y es igual al limsup). Sin embargo, tenemos lo siguiente

Lema 1 Ezisten conjuntos contables tales que la condicion (i) falla para la dimension de caja

Demostracion Consideremos el lconjunto contable

X{%:nZl}U{O}

I Esta seccién en su totalidad se basa en la referencia de las notas obtenidas en [25]
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1 1
n(n+1) <e< n(n—1)"

{1,1/2,...,1/n} estan separados unos de otros una distancia minima ﬁ tales que n intervalos

Dado 0 < € < 1, escogemos n = n(e) > 2 de modo que Los puntos

de tamano € son necesarios para cubrir est aporcién del conjunto. EL resto del conjunto X puede
ser cubierto por otros n intervalos de tamano [ie, (i + 1)e)], € > 0 (para i = 0,...n — 1). Dados los
limites n < N(e) < 2n y vemos de la definicién que
dimp(X) = lim w _1
e—0 1og(€) 2

desden —2<e /2 <p

Finalmente, intentaremos dar una tercer definicion.

Tercer definicién. Podemos definir la dimensién de Hausdorff (o Hausdorff-Besicovitch) como
sigue. Dado X podemos considerar una cubierta Y = {U;}; para X de conjuntos abiertos. Para
§ > 0 podemos definir H? = infy {3, diam(U;)’} donde el infimo se extiende por todas las
cubiertas abiertas U = U; tales que el diam(U;) < e. Definimos H, f =lim.0 H g (X) y finalmente.

dimy (X) = mf{s: H*(X) = 0}

Asi como para las dos definiciones previas esta ultima coincide con la notacién usual de di-
mension para variedades. Mas aun, la dimensién de Hausdorff puede ser fraccional (es decir la
dimension del conjunto de Cantor (X) es de nuevo log 2/log 3). Finalmente para calquier conjunto
contable (X) la propiedad (iii) se cumple.

Proposicién 1 Para cualquier conjunto contable X tenemos que la dimpg(X) =0

Dem Podemos enumerar el conjunto contable X = {z,, : n > 1}, dado cualquier 6 > 0y € > 0,
para cada n > 1, podemos escoger € > €, > 0 suficientemente pequeno tal que 22021 ei <e. En
particular, consideramos la cubierta U para X por bolas de la forma B(x,,€,/2) centradas en
z, v de diferentes diametros €,. de las definiciones de H? < ¢, para cualquier ¢ > 0, y entonces
H°(X) < lime,o H)(X) = 0. Desde § > 0 fue arbitrario, nosotros vemos de la definicién de
dimension de Hausdorff que dimy =0

Como una primera mirada,la definicion de Hausdorff se ve demasiado elaborada. Como sea,
muchas propiedades utiles se manifiestan pronto. Convenientemente, en muchos de estos ejemplos
nosotros consideraremos despues dimgy (X ) = dimp(X). De hecho, una desigualdad es verdadera
en todos los casos.

Proposicién 2 Las definiciones estan relacionadas por dimy(X) < dimp(X)

Demostracion. Sean > 0y el conjunto v = dimp(X)+ny 6 = dimp (X )+2n. De la definicién de
dimp(X), para € > 0 suficientemente pequenio podemos cubrir X por N(e) < €7 e-bolas. Tomando
esto como una cubierta U vemos que HY < e 7€’ = ¢ y entonces H?(X) = lim._,o HY(X) = 0.
De las definiciones, vemos que la dimensién, dimg (X) < n = dimp(X) + 7 finalmente, como n > 0
puede tomarse arbitrariamente pequeno, el resultado se sigue. [

Ejemplo, Snowflake/von Koch curve. The von Koch curve X es una fractal estandar (por
construccion). Comenzamos por el intervalo X = {0, 1}, asociamos cada pieza lineal curva X,, en
el plano (que es la unién de 4™ segmentos de tamano de 37") un nuevo X,,+1. Esto es remplazando
la tercera parte de cada linea por otros dos lados de un tridngulo equilatero. Alternativamente, uno
puede comenzar de un triangulo equilatero y aplicando este procedimiento iterativo a cada uno de
los lados, esto es la ”curva snowflake”.

Proposicién 3 Para la curva de von Koch la dimension de caja y la dimension de Hausdorff es
log4
log 3
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Demostracion. Cuando €, = 3%, el conjunto X, es la unién de 4™ intervalos de tamanno

€n, = 37™. Podemos cubrir (X,,) por bolas de tamaiio ¢, por asociacién a cada borde una bola de
radio < centrado en los puntos medios del lado. Es facil ver que esto tambien es una cubierta para
(X). Para ello deducimos que N (e,,) < 4™. Mas aun, es facil ver qeu cualquier bola de diametro €,
intersectando a (X) puede intersectar a lo sumo dos intervalos de X,,, y asi N(e,) > 4"~ . Para
cualquier € > 0 podemos tomar €,41 < € < €, y sabemos que N(e,) < N(e) < N(e,+1). Entonces

n—1logd logN(e,) < log N(€p+1) < (n+1)log4

n+1log3 — 1 - 1 - n  log3
g log (en+1) log (en) &)
haciendo n — +oo mostramos que dimp(X) = lim,_,o l?fg](vl(? = 122 <. Posponemos la de-

mostracion del resultado dimp(X) = dimpy (X) para despues, cuando demostremos resultados mas
generales. [J

Figura 3.4: Snowflake/von Koch curve. The von Koch curve X es un fractal construido de forma estandar.
Comenzando del intervalo Xo = [0, 1] asociamos cada pieza lineal de la curva X, en el plano (que es una
union de 4n segmentos de tamano 3n) en una nueva pieza X,+1. Esto se hace remplazando la tercera parte
de segmento de linea por otros dos lados que forman las base de un triangulo equilatero. Alternativamente,
podemos comenzar de un triangulo equilatero y aplicar este procedimiento de forma iterativa a cada uno
de los lados, entonces obtenemos la ”curva snowflake”.

Definicion 2 Dimension topologica

Las rectas y las curvas tienen dimension 1, los planos y superficies dimension 2, los solidos
como los cubos tienen dimension 3 y asi la dimension de un objeto es n si se necesitan n va-
riables independientes para describir un entorno de cada punto. Esta es la dimension topologica,
introducida por H. Poincaré, que no detecta la irreqularidad de un objeto .

La definicién de dimensién topolgica es inductiva. Se define en dos pasos.
Definicién 3 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que
(i) (X,7) tiene dimension <1, si y sélo si X = (;

(ii) sea n € N y supongamos que estd definido un espacio (X,7) de dimension < k para todos
los enteros k < n — 1. Entonces, se dice que (X, T) tiene dimension < n, si tiene una base
B, tal que para cada B € B, la frontera fr(B) tiene dimension <n — 1.

Observacién 1 Si (X,7) tiene dimension < k y n es un entero tal que k < n, entonces (X, )
tiene dimension < n.
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Se define entonces la dimension topoldgica de un espacio por

Definicién 4 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces
(i) st X =0, su dimension es -1;

(i) si (X,7) tiene dimension < n y es falso que tiene dimension < n — 1, entonces se dice que
la dimension de X es n, y se escribe dimop(X) = n;

(iii) si para cada n € N es falso que la dimensidn de X es < n, entonces X tiene dimension
infinita, dimgop(X) = oo.

Dimensién fractal
;Cudl es la relacién entre el tamano de un objeto (longitud, area, volumen) y su didmetro?

(i) si cubrimos un cuadrado de lado 1 con cuadraditos de longitud €, necesitamos == de tales €
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cuadraditos para hacerlo;

(ii) para cubrir un segmento de longitud 1, nos hacen falta % segmentos de longitud e, y la misma
cantidad de cuadrados de longitud ¢;

(iii) para cubrir un cubo de lado 1, nos hacen falta 6% cubitos de lado €, etc.

El exponente de € es la dimensién del objeto a medir, y esto no es una casualidad. Teniendo en
cuenta esta propiedad, definimos la dimensidn fractal de S C R™ del modo siguiente:

Definicién 5 Para € > 0, sea N(S) el minimo nimero de cubos n-dimensionales de longitud e
para cubrir S. Si existe d € R, tal que N(S) ~ Gid cuando € tiende a 0, decimos que la dimension
fractal de S es d, y se denota por dimrqec(s) =d

Esto significa que lim._,q (NST(S)) es una constante k. Tomando logaritmos en la expresion

ed

anterior tenemos lim¢_,(log(N¢(S)) + dlog(e) = log k), luego
(o) los(VUS)\ | (105(Ne(S))
=0 log(e) —0 log(e)

y como 0 < € < 1, el log(e) < 0y d es positivo.
Esta dimensién coincide con la dimensién de Hausdorff (de dificil definicién) para conjuntos
compactos, fractales y autosemejantes.

El primero en estudiar las series fractales fue el cientifico britdnico Harold Edwin Hurst (1880-
1978). Posteriormente, sus ideas fueron retomadas por Mandelbrot quien coloco su trabajo en un
contexto més general bajo el nombre de Andlisis de Rango Reescalado (R/S). EI R/S, es un método
estadistico utilizado para evaluar la ocurrencia de eventos poco comunes y es una herramienta
ideal para procesos fisicos y financieros, aunque no se limita solamente a este tipo de eventos. El
pardmetro que resulta de un andlisis (R/S), el coeficiente o exponente Hurst, es una medida de
independencia de las series de tiempo y una manera de distinguir series fractales. Por tanto en la
siguiente seccién se presentan conceptos referentes a el coeficiente de Hurst

3.5. Procesos de Hurst

3.5.1. Coeficiente o Exponente Hurst

Hurst era constructor de presas en los inicios del Siglo XX y por un tiempo trabajo en el pro-
yecto de la presa del rio Nilo. En el momento del diseno de la presa se le presento un problema

25



3.5. PROCESOS DE HURST CAPITULO 3. CONCEPTOS DE ESCALAMIENTO

interesante de hidrologia concerniente en determinar la capacidad de almacenamiento dependien-
te del flujo que entra al rio proveniente de diferentes elementos como lluvias y riachuelos y un
flujo controlado de salida del rio utilizado primordialmente en el riego. Con anterioridad, muchos
hidrélogos habian supuesto este comportamiento del influjo como un proceso aleatorio, una supo-
sicion razonable cuando se trabaja en un ecosistema complejo. Sin embargo, a él no le pareci6é que
se explicara de forma tan facil este comportamiento. El estudio los registros histéricos (de 622 D.C.
a 1469 D.C.) que mantenian los egipcios y observo que en el proceso, flujos mas grandes del pro-
medio eran seguidos por sobre flujos todavia mas grandes. Inesperadamente el proceso cambiaba
a flujos menores que el promedio y eran seguidos por flujos todavia menores que los anteriores.
Parecian ciclos pero cuya longitud no era periédica. Un andlisis estdndar revelaba la no existencia
de correlacion estadisticamente significativa entre las observaciones, por lo que Hurst desarrollo su
propia metodologia.

Por otra parte Hurst estaba enterado del trabajo de Einstein sobre el movimiento browniano.
Este ultimo habia encontrado que la distancia que una particula errdtica suspendida en un fluido
cubre y se incrementa con la raiz cuadrada del tiempo, si escribimos esto en forma de ecuacién
tenemos que:

R=T1%" (3.13)

Donde R =distancia y T =tiempo

La ecuacion anterior es conocida como regla de un medio y es utilizada principalmente en es-
tadistica. En finanzas se utiliza para asumir que la dispersién de los rendimientos se incrementa con
la raiz cuadrada del tiempo. Para aplicar este concepto a series de tiempo que no sean movimientos
brownianos, como el de la particula erratica de Einstein, se deberia considerar una ecuacién que
tome en consideracién que los componentes de las series de tiempo no son independientes. Hurst
al resolver su problema relacionado con la capacidad de la presa encontré la siguiente ecuacion que
generaliza la idea anterior que solo era aplicable a movimientos brownianos (Mandelbrot y Wallis
lo probaron en 1969):

(R/S)p =c-n* (3.14)

donde (R/S) se conoce como el estadistico Rango-Reescalado; ¢c= constante, n= indicador del
valor de la serie de tiempo, H= exponente o coeficiente Hurst, Rango-Reescalado (R/S).

(R/S), Tiene media cero y se expresa en términos de la desviacién estdndar. En general, los
valores de , se incrementan con n, por el valor de la ley de potencias igual al exponente Hurst, esta
es la primera conexién del fenémeno Hurst y la geometria Fractal.

Hay que mencionar ademds que el método R/S, es un andlisis no paramétrico que no requiere
de una distribucién especifica. Para que una serie pueda ser considerada como fractal, el requisito
clave que debe de cumplir es una escala de ley de potencia. El exponente de Hurst se determina
por medio de una regresién lineal de los puntos de In(R/S), contra In(n) como se muestra en la
siguiente ecuacion,

In(R/S),, =log(c) + Hlog(n) (3.15)

Si el sistema tuviera la caracteristica de independencia entonces H =0.5. Sin embargo, como
resultado de su investigacion de la presa del rio Nilo encontrd un coeficiente de H =0.9. Si compara-
mos el ejemplo de la particula erratica de Einstein con un H =0.91, entonces, esta tltima particula
cubriria una distancia mayor que otra con un proceso aleatorio en el mismo periodo. Mandelbrot
demostré empiricamente que en series de tiempo cuyas observaciones son independientes el es-
tadistico (R/S) son asintéticamente proporcionales a la rafz cuadrada, es decir si H =0.5 | resulta
un evento aleatorio puro.

Hurst supone como hipdtesis nula que el comportamiento de fenémeno sea de una caminata
aleatoria o un movimiento browniano, si este fuera el caso la ecuacion del rango reescalado estaria
dado por:
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log(R/S)n = 0,5 <logn +log g) (3.16)

3.5.2. Determinacion del Coeficiente Hurst, Metodologia

Como se menciono anteriormente, Hurst desarrollo una metodologia para el calculo del coefi-
ciente. Inicialmente su estudio se aplico al caso del flujo del rio Nilo, pero en términos generales
puede aplicarse a cualquier serie que se sospeche se comporte como fractal en cualquier otra drea
de estudio. A continuacién se describe en detalle la metodologia

1.

Se inicia con una serie de tiempo de tamano M, pero como nos interesa los rendimientos
logaritmicos entonces la serie original se reduce a una nueva serie de tiempo de tamano
N = M — 1, donde cada rendimiento esta definido por:

i

M; )
Nilog< M+1>,z1,2,3...,N (3.17)

. Se divide el periodo de tiempo N en A subperiodos contiguos de longitud n, tal que . Se

nombra cada uno de los subperiodos o subgrupos I,, con « = 1,2,3..., A y cada elemento
en I, es etiquetado Ny o, talque k = 1,2,3,...,n y para cada subperiodo de longitud n, el
valor promedio estd definido por la siguiente expresion:

1 n
== Z Ni.o (3.18)
k=1

Las diferencias de cada elemento Vj o, con respecto a la media e, para cada subperiodo I,
se van sumando para obtener una serie de tiempo acumulada (X}, o), definida como:

k

Xk,a = Z(Ni,a - ea) (319)

i=1
En el rango Ry, , se define como la diferencia entre el valor méaximo y el valor minimo (X%, o)
de para cada subperiodo I:

R, = max(Tk,o) — min(Xk,q) (3.20)
Donde 1 <k <n

Por otro lado, se calcula la desviacién estandar muestral sy, de la forma tradicional para
cada periodo I,:

k 1/2
1 2
S[a = (ﬁ ;(Ni,a - ea) ) (321)

Para cada periodo I, su rango R;, se normaliza dividiendo por su desviaciéon estandar
muestral Sy, correspondiente. Por lo tanto el rango reescalado para cada subperiodo es igual
a Ry, /Sr., . Como tenemos A periodos continuos de longitud n, entonces tomamos el valor
promedio para periodos de longitud y que estd definido como:

A
(R/S)n Z (R1,/S1.) (3.22)
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6. La longitud n ¢ el tamano del subperiodo, se incrementa al siguiente valor posible de tal
forma que (M — 1)/n, sea un valor entero. Iniciamos con el valor mds pequeno de acuerdo a
la condicién anterior y se repiten los pasos del 1 al 6, se repiten hasta n = (M —1)/2 utilizando
siempre la serie completa. Posteriormente se aplica una regresién de minimos cuadrados de
log(R/S)y contra log(n) la ordenada al origen es log(c)y la pendiente de la ecuacién es la
estimacién del exponente de Hurts H.

3.5.3. Prueba de significancia del coeficiente de Hurst

En la seccién anterior se ha mencionado los pasos para la determinacion del coeficiente Hurst
y el comportamiento de los procesos de acuerdo al valor de dicho exponente. Sin embargo, en la
practica es necesario distinguir si un coeficiente de 0.50001 con un cierto nimero de datos es un
considerado un proceso independiente o con tendencia. Para evaluar esto se debe plantear una
prueba de significancia sobre los resultados de un andlisis (R/S), similar a las pruebas ”t” de las
regresiones lineales.

Inicialmente Hurst establecié su Hipétesis Nula sobre una distribucién binomial, resultado del
lanzamiento de volados mas tarde Feller llego a un resultado similar por otro camino. Se supone
en la hipétesis nula que H =0.5 tiene un comportamiento de caminata aleatoria 6 de browniano
tradicional y por tanto de independencia contra las hipdtesis alternativas H <>0.5 que corresponde
a comportamiento persistente o antipersistente de los procesos. Los valores propuestos para el valor
esperado y la varianza del coeficiente H, son:

E(R'(n)) = (nm/2)%° (3.23)

Var(E(R'(n))) = (/6 — 7/2)n (3.24)

La ecuacién anterior fue corregida por Alanis and Lloyd (1976) para la determinacién del valor
esperado del rango rescaldado y después de una correccién empirica (ver Peters) se llega a una

ecuacién para el valor esperado de H:
) nm/2) Z e (3.25)

Debido a que los valores de R/S son normalmente distribuidos, entonces podemos tomar los
valores de (R/s) como también normalmente distribuidos, en este caso la varianza esperada del
exponente Hurst empiricamente se demuestra es:

E(R/Sy) = (”

Var(H) =1)T (3.26)

Donde T es el nimero de observaciones de la muestra. A partir de las ecuaciones (3) y (4)
podemos determinar el nivel de significancia con un estadistico que nos dice cuantas desviaciones
estandar se encuentra alejado del valor medio E(H) y el valor obtenido de H en el proceso de
Rango-Reescalado.

3.5.4. Valores del Coeficiente Hurst

Si H =0.5 implica un proceso independiente. Es importante notar que un anélisis (R/S) no
requiere que el proceso subyacente se distribuya normalmente, solo independiente. Como el anélisis
R/S, es no paramétrico entonces pueden considerarse distribuciones de otro tipo como la t de
student, gamma etc. Si 0.5 < H < 1, implica series de tiempo persistentes, es decir caracterizadas
por efectos de memoria de largo plazo. Teéricamente lo que suceda hoy impactaria en el futuro
por siempre como por ejemplo cambios semanales de ahora estan correlacionados con los cambios
semanales futuros. Se considera que se tiene un ruido negro. Este ruido aparece en procesos ciclicos
de largo plazo, como nivel de rios, numero de manchas solares y cambios de precios en las bolsas

28



3.5. PROCESOS DE HURST CAPITULO 3. CONCEPTOS DE ESCALAMIENTO

de valores. Y tres efectos estn relacionados a este ruido: Efectos Joseph (efectos causados por
tendencias y ciclos), Noah (discontinuidades hacia arriba y hacia debajo de las observaciones)
y Mirror (de relacién entre diferente tipos de ruido). Ademds se ha encontrado que las series
persistentes son las méas comunes encontradas en la naturaleza y en los mercados de capitales
y economda. Si 0 < H < 0.5 significa antipersistencia en la serie de tiempo. Un sistema anti
persistente cubre menos distancia que uno aleatorio, en el caso de una particula erratica. Para
que ocurra debe dar marcha atras asi mismo con mayor frecuencia que en un proceso aleatorio.
En este proceso se considera que se tiene ruido rosa. El ruido rosa abunda en la naturaleza y
estd relacionado a procesos de relajacién (equilibrio dindmico) y turbulencia

Algunos tedricos igualan este comportamiento con un proceso de reversién a la media, que
sin embargo asume que el sistema bajo estudio tiene media estable. Suposiciéon no tan facilmente
aceptada en este caso.

La ciencia occidental siempre ha tratado de encontrar ciclos periddicos o regulares debido a la
importancia que tenian en la naturaleza los ciclos agricolas y los eventos celestes. Esta creencia,
proveniente también desde los antiguos griegos, creo un modelo de universo basado en el movimiento
de los cuerpos en circulos perfectos. Sin embargo, en la economia y los mercados no hay razones
para pensar que los ciclos tienen que ser periédicos. En la teoria de Caos, los ciclos pueden no ser
peridédicos y aunque tienen una duracién promedio, la duracién exacta de ciclos promedio no se
conoce. Hurst (1951) fue el primero en notar que un comportamiento periédico de un subyacente
puede ser detectado con un andlisis R/S.

3.5.5. Procesos de Hurst

De acuerdo con Peters para valores muy grandes de observaciones se esperaria que el exponente
H tienda a 0.5 y que el efecto de memoria de largo plazo se disipe. Este comportamiento asintético
de largo plazo nos dice que existen ciclos para los cuales el efectos de tendencia estan presentes y
a partir de un cierto valor las observaciones son independientes. Estos ciclos no son regulares y se
llaman ciclos no periédicos. En una grafica de un andlisis R/.S, el fin de cada ciclo de frecuencias y
el inicio del siguiente puede detectarse visualmente de los breaks y flattening en las graficas. Pero
hay una forma més facil de ver cuando los breaks en las graficas log /log ocurren con el objeto de
hacer una mejor estimacién del ciclo. El siguiente estadistico fue propuesto por Hurst (1951) para
probar la estabilidad. Se ha probado empiricamente que este estadistico proporciona una medida
mas precisa de la longitud del ciclo y trabaja particularmente bien en presencia de ruido.
Tal estadistico se define como:
Vi = (R/S),n*/? (3.27)

Un grafico del estadistico vy, contra el logaritmo del ntimero de observaciones log(n) seria plano u
horizontal si el proceso fuera independiente y aleatorio. Por otra parte, si el proceso fuera persistente
y R/S fuera escalado a una tasa mayor que el cuadrado de la raiz del tiempo (H > 0,5) entonces
la distribucién de puntos en la grafica tendria pendiente creciente y si estuviéramos hablando de
un proceso antipersistente (H < 0,5) la grafica tendria una pendiente negativa. Graficando V,, en
el eje Y y log(n) en el eje X, los "breaks” ocurririan cuando el estadistico V' se aplane, en esos
puntos los procesos de memoria larga se han disipado.

Un anélisis R/S es capaz de determinar ciclos periédicos, incluso cuando ellos son superpuestos.

La potencia real del andlisis R/S es encontrar los ciclos no periédicos. Un ciclo no periédico
no tiene frecuencia absoluta, en lugar de ello tiene una frecuencia promedio. Aunque nos hemos
llegado a acostumbrar sobre las implicaciones de la palabra periddico cada vez que se utiliza la
palabra ciclo.

El andlisis R/S no es el unico algoritmo para determinar el valor del exponente de Hurst. Se
han desarrollado diferentes algoritmos para la determinacién de este valor tales como:

= Método de Rugosidad.

= Método del Espectro de Potencia.
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= Método de las Ondoletas.
= Método del Variograma.

De los cuales daremos una breve descripcién.

Método de rugosidad-longitud

El método de rugosidad-longitud (SD) se toma la desviacién estdndar, o rugosidad de la raiz
cuadrada de los datos, en las escalas de tiempo 7, en lugar del rango vertical. Para un trazado
auto-afin, la rugosidad SD, medida en una escala de tiempo 7, esta relacionada con H como:

SD o 71 (3.28)

Método del Variograma

En este método la distribucién del tiempo X; puede ser caracterizada por una funcién de
semivarianza, llamada variograma, y se define como:

N/2
V(n) = % ;(Xi — Xign)? (3.29)

Donde N es el numero de parejas de puntos separados por un intervalo n (el defasamiento del
intervalo). Cuando la semivarianza estimada es graficada contra n, esta se aproxima asintotica-
mente a un valor constante (umbral) o puede incrementarse sin limites conforme aumente n. Los
variogramas sin limites sugieren que la variacién es ddndose en un rango continuo de escalas de
tiempo. Tanto el variograma transitivo, con un umbral finito, y los variogramas sin limites pueden
ser analizados en una grafica log-log. Pues si el logaritmo de una semivarianza es graficado contra
el logaritmo de n, entonces la pendiente es 2H. Por tanto:

Voo 2 (3.30)

Un problema con el método del variograma es el intervalo de la muestra n y la determinacién
de la pendiente puede afectar la estimacién de H.

Método del espectro de potencia

Este método, se basa en la forma espectral de un proceso dependiente a largo plazo. El método
del espectro de potencia, tiene su origen en el andlisis espectral el cual puede ser aplicado al andlisis
de series de tiempo. La funcién de densidad espectral del valor cuadrado de su media para diferentes
frecuencias. La funciéon de densidad del espectro de potencia es la transformada de Fourier de la
funcién de auto-correlacién:

S(w)=C(0)+2 Z C(n)cos(2mwn) (3.31)
n=1
Si C(n) obedece a un escalamiento de ley de potencia, entonces.

S(w) ccw™ (3.32)

Donde al — 8 para pequenos w. Para las series auto-afines tenemos que

a=1-8=1+42H (3.33)

Por lo tanto tenemos

Pocrm2H-L (3.34)
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Método de las ondoletas

Las ondoletas son una extension del analisis de Fourier y la transformada de las ondoletas es
computacionalmente similar, la transformada de Fourier utiliza cosenos, senos y exponentes para
representar una senal y es la mas usada para analizar funciones lineales. A partir de que se sabe
que muchas series de tiempo despliegan un comportamiento caético no lineal, el andlisis de Fourier
es menos apropiado para analizar dichas series.

El método del coeficiente promedio de la ondoleta (AWC?) utiliza la transformada de la ondoleta
para medir la auto-afinidad temporal de las correlaciones, es decir, es el método para H. esto se hace
mediante la transformacién de la serie de tiempo, X (t), al dominio de las ondoletas W[X](a;b),
donde a denota un parametro de escala dada de a, en encontrar una ”ondoleta” representativa o
amplitud a una escala especifica. Esto se hace tomando el promedio aritmético de W[X](a; b) sobre
todos los trazos del parmetro b, correspondiente este tltimo a un valor a en la misma escala. Se
puede, por ende, construir, a partir de la transformada de la ondoleta de X (t), el espectro de AWC
W[X](a), que solo depende de la escala a, y que fue definido anteriormente. Por tanto tenemos
que si X (t) es un proceso auto-afin, caracterizado por H, este espectro se escalaria como sigue:

W[X](a) = (W (a, b))y o< a™*1/2 (3.35)

Al graficar W[X](a), en una escala log-log, la pendiente deberia ser H + 1/2, si la sefial es
auto-afin de multi-escala, en el sentido de que el comportamiento a diferentes escalas no tiene
influencia de ninguna manera significativa; es decir, el método desacopla escalas.

En esta seccion se han revisado conceptos de la geometria fractal necesarios, debido a la asocia-
cién con los conceptos de escalamiento y su aplicacién en el analisis de interfases rugosas, concepto
que se estudiara en el siguiente capitulo. Mostraremos lo conceptos inherentes al estudio de las
interfases, comenzando por la transicion de fijado, pues este fenémeno da lugar a la presencia de
interfases para el estudio de los frentes mojados en medios granulares, de nuestro interés para el
caso de estudio.

2the Average Wavelet Coefficent Method
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Capitulo 4
Transicion de fijacion

La existencia de Transicién de fijacién se distingue por interfaces en movimiento en un medio
desordenado. Para entender el origen de la Transicién de fijacién, comenzaremos con el siguiente
ejemplo. Movimiento de una particula con friccién en la figura 4.1 (a) mostramos una particula
de masa m en un plano, en movimiento por un fuerza externa F', existen ademads dos de friccién
actuando sobre la particula: friccién estatica F,, y friccién dindmica p% proporcional a la velocidad.
Para F < F,, v = 0. Para F > F, la ecuaciéon de movimiento es

d2r dr
- =F—-F — p—
e Pt

después de un cierto periodo, la particula alcanzara cierta velocidad v y el termino constante de
aceleracién puede pasarse por alto. Entonces existen dos regimenes como una funcién de la fuerza
externa F' como se muestra en la figura 4.1 (b)

(4.1)

Fe F

F

. . e . . ’ [ ’ . .
Figura 4.1: Transicién de fijacién de una particula en un plano (a) La particula de masa m en movimiento
por la fuerza externa, F', a la derecha, y la fuerza de friccién F. actua contra el movimiento. (b) La velocidad
de la particula como una funcién de la fuerza motriz externa.

Fase de fijado Si F < F,, las fuerzas motrices no pueden superar la friccién estética, tal que a
velocidad de la particula es cero.

Fase en movimiento si F > F, la velocidad es v = £=L=

, proporcional a la fuerza reducida

F—F,

f= S (4.2)

la transicién de una particula fija a la particula en movimiento es llamada Transicién de fijacion,
y toma lugar una fuerza F; critica, en las vecindades de la Transicién de fijacién, la velocidad media
tiene la forma
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v~ fo (4.3)

donde 0 es el exponente de velocidad. En el ejemplo, v ox f tal 8 =1

4.1. Interfases en un medio
desordenado.

Consideremos la situacién general de una interfase en un medio poroso, como se muestra en
la figura, con una fuerza motriz F' actuando en la interfase en direccién vertical. Esta es una
generalizacion de la particula en movimiento de la figura anterior. En lugar de una sola particula,
extendemos esto como una cadena que tiene tensién superficial y asi intenta mantenerse, el desorden
actua como una fuerza de friccién no homgeneo, las partes fijas de la interfase. Sin embargo, otras
partes son libres para avanzar, y estas tratan de mover a sus partes vecinas de la interfase.

La ecuacién mas general que describe el movimiento de una interfase es la ecuacion KPZ. En
un medio desordenado, sin embargo es mas importante el ruido apagado generado por el desorden
que el ruido termal (siempre presente). Asi el término n(x,t) del ruido termal es remplazado por
el ruido apagado 7n(z, h). La ecuaciéon KPZ se escribe.

oh h
5+ vV2h + §(Vh)2 +n(z, h) (4.4)

asumimos que 7n(z, h tiene media cero (n(z,h) = 0) y correlaciones de la forma

(n(x, h)n(a’, b)) = 6%z — ") A(h — k) (4.5)

donde la los brackets representa el promedio sobre las diferentes realizaciones aleatorias. La
forma explicita de la funcién A(h — &') la discutiremos mas abajo.

Notemos que si arreglamos la aleatoriedad apagada V(z, h) para un sistema dado la evolucién de
la interfase es determinista, es decir, siempre obtendremos la misma interfase final si comenzamos
las simulaciones con las mismas condiciones iniciales. En contraste, la ecuacién KPZ es estocastica;
recomenzando la interfase de las mismas condiciones iniciales resulta en una configuracion final
diferente.

h(z,t)

xT

Figura 4.2: Los circulos representan los centros fijados distribuidos aleatoriamente, todos en po-
sicion y la fuerza de fijacién es independiente del tiempo

Existen tres regimenes previstos por la ecuacién de crecimiento (4.4) como indica la figura 4.3
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a)

pinned phase. En la ausencia de un campo externo las interfases se mueven hasta estar cerca
de una configuracion donde la energia tiene un local minimo, después de lo cual viene el fijado,
si anadimos un fuerza motriz F' pequena, la interfase tendera a moverse en la direccién de F’
pero que eventualmente se transformara en fijaciéon por impurezas.

movimiento de fase critico. Si incrementamos la fuerza motriz, la interfase supera la fuerza de
fijado de impurezas en una fuerza critica F,, y comienza a moverse en una velocidad finita.
En la proximidad inmediata de la fuerza F, la velocidad sigue (4.3). el movimiento de la
interfase justo por encima del umbral no es uniforme. En un momento dado la interfase esta
formada por regiones fijas y no fijas. Uno de los efectos combinados de las fuerzas elasticas y
motrices supera las fuerzas de fijacién en una region particular, la interfase salta por delante
pero esta eventualmente es detenida nuevamente por otra regién de sitios fijos mas fuertes.
Asi la interfase exhibe un lento movimiento suave, intercalado con saltos.

Denotamos por £ al tamano de correlacion, correspondiente al tamano caracteristico de los
dominios del fijado. Al aproximar la fuerza critica F' — Fy, el tamafio de la regiones diverge
como

§r~ (F - Fc)iv (46)
donde v es llamado el exponente de correlaciéon de tamano.

régimen de gran velocidad. Si F' >> F, la interfase siente una rapida fluctuaciéon de ruido,
entonces la velocidad se incrementa linealmente con F'. En este régimen el movimiento puede
ser descrito mediante la ecuacién KPZ, las fluctuaciones termales limpian el efecto de la
aleatoriedad apagada. La correlacién de tamano se hace igual a la red de espaciamiento del
modelo.

@ () | © .

4.0 | |
1 1
1 1
1 I
1 1
1 1

2.0 ! Az
1 |
1 1
1 1
1 - - |
L~ - 1
P g 1
P I I
0.0 P 1 1
. - 1

0.0 F, 2.0 4.0

F

Figura 4.3: La figura muestra tres regimenes, (a) Para F' < F, la velocidad de la interfase es cero,
se cubrio por aleatoriedad apagada. (b) cerca de la Transicién de fijacién para F > F,, la velocida
varia de acuerdo a (4.3). (c) Finalmente, para fuerzas motrices grandes, F >> F,, la velocidad de
la interfase es proporcional a la fuerza motriz. Las unidades de velocidad y fuerza son arbitrarias.

4.2. Fijaciéon por percolacién

directa

En esta seccién se discute el modelo DPD (Directed Percolation Depinning o fijacién por per-
colacién directa.), el cual tiene un término no-lineal divergente. Los exponentes de escalamiento se
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pueden obtener exactamente mapeando el problema de la fijacién de la interfase sobre una variante
de percolacién llamada percolacién orientada. La conexion entre la superficie en crecimiento con el
desorden inherente y percolacién orientada fue propuesta originalmente por dos estudios indepen-
dientes [26, 27]. Aparentemente, varios modelos diferentes también pertenecen a la misma clase de
universalidad [28].

El modelo se define como sigue: sobre una red cuadrada de borde L (con condiciones frontera
periddicas), se bloquea una fraccién p de las celdas que corresponden al desorden inherente. Las
celdas bloqueadas trataran de detener el crecimiento, mientras que la interfase es libre de avanzar
sobre celdas no bloqueadas. En ¢ = 0, la ”interfase” es la linea horizontal negra, como se muestra
en la figura 4.4(a). En ¢ = 1 se elige aleatoriamente una celda (etiquetada con X, como se muestra
en la figura 4.4(b) de entre las celdas no bloqueadas que son los vecinos més cercanos a la interfase.
Se "moja” la celda X y cualquiera de las celdas que estan debajo de ella en la misma columna.
Luego, este proceso se itera. Por ejemplo, la figura 4.4(c) muestra que en ¢ = 2 se elige una segunda
celda no bloqueada, la celda Y, para mojarla, mientras que la figura 4.4(d) muestra que en t = 3
se moja la celda Z y también la celda Z’ debajo de ella.

] ] | ] ] |
L]
i

.
o

ol le

(a) (b)

o
o

o] (o] (e

(c) (d)

Figura 4.4: Modelo DPD para el crecimiento de una interfase. Las celdas ”hiimedas” estan som-
breadas, mientras que las celdas "secas” son bloqueadas aleatoriamente con probabilidad p (indi-
cadas por O) ¢ aleatoriamente no bloqueadas con probabilidad (1 — p) (indicadas por I). (a) t =
0,b)t=1,(c)t=2,y(d)t=3

Para p debajo de un umbral critico p. = p.(L) la interfase se propaga sin detenerse, mientras
que para p arriba de p. la interfase es fijada por las celdas bloqueadas. La figura 4.5 muestra
una interfase tipica después de que ha parado su crecimiento: esto sucede solo cuando la interfase
se extiende mediante una trayectoria completa de celdas bloqueadas conectadas a través de los
vecinos mas cercanos y los préximos vecinos mas cercanos. La definicién del modelo excluye aquella
trayectoria que tiene regiones sobresalientes, y por lo tanto es equivalente a una trayectoria que
se extiende por toda la red cuadrada que va de izquierda a derecha. Tal trayectoria orientada es,
de hecho, una trayectoria en un cluster de percolacién orientada. Realmente, se puede mostrar
que la interfase fijada en el modelo corresponde al perimetro externo de un cluster de percolacién
orientada.

Cuando la probabilidad de celdas bloqueadas p esta arriba de p., €l crecimiento de la interfase
se detiene por la formacion de un cluster de percolacién orientada que se extiende a lo largo de todo
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el sistema, L. Tal cluster orientado es caracterizado por una longitud de correlacién paralela a la
interfase, §; y una longitud de correlacién perpendicular a ella, £, . Su significado es el siguiente:
bloqueando una fraccién p de sitios sobre la red, los sitios bloqueados forman trayectorias orientadas
cuya longitud promedio es £ y cuyo ancho es £, . Las dos longitudes de correlacién divergen en la
vecindad de p.:

SH N| P —Pc |7UH (47)

EL~lp—pe | (4.8)
A partir de célculos de filtracion orientada, se sabe que v = 0.733 y vy = 1.097 [108].
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Figura 4.5: Se muestra con linea negrita, la trayectoria de fijacién se ha formado las celdas bloquea-
das con sus vecinos més cercanos y sus préximos vecinos mds cercanos para fijar la interfase[108].

Para p < pe, §| < L. Las trayectorias orientadas fijan localmente la interfase, pero la interfase
se mueve eventualmente con una velocidad promedio diferente de cero avanzando entre las tra-
yectorias bloqueadas. Una trayectoria completa de fijacién aparece cuando §| llega a ser igual al
tamano del sistema L. El ancho w de tal trayectoria es del orden de £, . De aqui que, usando las
ecuaciones 4.7, 4.8 se puede obtener el escalamiento del ancho:

w~ &L~ p—pe |7 6\7””” ~ LV = [ (4.9)
a partir de la cual se obtiene el exponente de rugosidad:

a= % — 0.633 £ 0.001 (4.10)
[

Este resultado ha sido confirmado por estudios numéricos sobre el escalamiento de la interfase
fijada. La probabilidad critica p. debe coincidir con la probabilidad critica del problema funda-
mental de percolacion orientada, dando p. = 0.47

Es sencillo conectar de forma cuantitativa la imagen de una interfase moviéndose en un medio
con desorden apagado, con el comportamiento que aparece en el modelo. La fuerza motriz F
corresponde a la probabilidad 1 —p, y F,. a 1 — p.. Para p < P. la interfase se mueve con velocidad
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finita, localmente se fija por el ruido sobre el dominio del del tamartio caracteristico §. Por lo tanto
€| puede identificarse con £ en el lenguaje de la interfase (ver 4.6), y v con v.

En esta etapa, se obtiene valores exactos para dos de los cuatro exponentes (« y v). Enseguida
estimamos la velocidad de la interfase. Para hacer esto debemos definir el tiempo en el modelo.
Usualmente en los modelos de crecimiento, la unidad de tiempo corresponde a L intentos de
crecimiento. En el modelo no todos los intentos por crecer terminan en crecimiento: si escogemos
un sitio dado en la interfase, en intentar que crezca en una direccién donde el sitio esta bloqueado,
no puede crecer. Por lo tanto el nimero de sitios adyacentes a la interfase que puedan crecer es
proporcional al niimero de sitios libres vecinos a la interfase. El nimero de sitios vecinos bloqueados
a la interfase es proporcional a §|, por lo tanto podemos asumir que el nimero de sitios libres es
proporcional a 1/¢;. Si la interfase se las arregla para ir a través de un camino ya fijado, esta
avanza sobre una longitud vertical del orden &, , el ancho de la direccién bloqueada. Por lo tanto
se obtiene la velocidad de la interfase cerca de p.

v(p) ~ &L/ ~ P —pel 1T (4.11)

para el cual el exponente de velocidad (4.3) es

0 = ’UH — V] = 0.636 (412)

Un simple argumento proporciona el valor del exponente dinamico z. El tiempo necesario para
fija un dominio de tamafio §| es lineal en ¢, entonces & ~ t.

Motivados por el crecimiento de la interfase y las herramientas que proporciona la teoria fractal,
ademas de la posible relacién del fenmeno del Creep a fenémenos de naturaleza no termal, en el
siguiente capitulo estudiamos dicho fenémeno.
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Capitulo 5

Creep

En muchas aplicaciones los componentes se ven obligados a soportar cargas constantes durante
lapsos prolongados, como por ejemplo alabes de rotor de turbina, filamento de tubos y vélvulas,
cables de acero, etc. En tales circunstancias el material puede continuar deformandose hasta que su
utilidad se ve seriamente perjudicada. Tales tipos de deformaciones dependientes del tiempo pueden
ser casi imperceptibles, pero crecen durante toda la vida 1til de la pieza y llevan a la fractura, atin
sin que la carga haya aumentado. Con cargas aplicadas por corto tiempo, como en un ensayo de
traccion estatico, hay una deformacién inicial que aumenta simultaneamente con la carga. Si, bajo
cualquier circunstancia, la deformacién contintia mientras la carga se mantiene constante, a esta
deformacion adicional se le conoce como CREEP. El fenémeno conocido como ”creep”, se define
como: ”la parte dependiente del tiempo de las deformaciones provenientes de tensiones”. Debido a
su estrecha conexién con altas temperaturas en aplicaciones importantes, se suele asociar al creep
con problemas vinculados con temperaturas elevadas. Esto es cierto tinicamente si las temperaturas
elevadas se definen relativas al punto de fusién T,.

El Creep es la deformacién lenta y continua de un material bajo esfuerzo constante, en general el
Creep es descrito en términos de 3 etapas ilustradas en la figura 5.1. La primer etapa o primaria, se
observa una caida de la velocidad, en la segunda etapa o secundaria se observa velocidad constante
y la ultima etapa ocurre cuando la velocidad se incrementa y termina en la fractura del material.

La tension € en cualquier instante del tiempo ¢ en una prueba del Creep en un material lineal
se representa como la suma de la tension eldstica € y la tension del Creep £°.

e=¢e%+¢° (5.1)
La velocidad de cambio del Creep ¢ es hallada por diferenciaciéon y jamas € es una constante

€
e _ & (5.2)

dt dt
Histéricamente el fenémeno del creep es asociado a los aspectos metalirgicos y estos han sido
tratados en infinidad de libros [29], en gran parte de las publicaciones el concepto de fractura o
dislocaciones se ha empleado para explicar el fenémeno del creep o se ha asociado el creep a estos

conceptos, dicho fenémeno se liga a la estructura de los metales.

5.1. Creep de los metales

Un primer estudio resultado de la observacién del fenémeno fue reportado en 1834 por Vicat [30]
y Thurtson en 1895 [31] propuso las tres etapas del creep como se muestra en la figura 5.1 asociado
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Figura 5.1: Etapas del fenémeno del Creep. La primer etapa o primaria, se observa una caida de
la velocidad, en la segunda etapa o secundaria se observa velocidad constante y la ultima etapa
ocurre cuando la velocidad se incrementa y termina en la fractura del material.

a la relajacion bajo esfuerzo. Andrade al investigar el creep en cables conductores bajo una carga
constante en 1910 propuso la primera ley del creep como sigue [32]

1 =1Io(1 4 Bt'/3)ert (5.3)

Donde I, Ly son longitud inicial y actual del material, respectivamente, ¢ es el tiempo bajo
la carga, 8 y k son constantes del material que dependen de la tensién. Desde entonces varias
ecuaciones empiricas han sido propuestas para modelar la dependencia del esfuerzo respecto al creep
de los metales basados en observaciones experimentales. El estado estable del creep particularmente
ha sido estudiado en gran detalle. Bailey [33] y Norton [34] propusieron de manera empirica la
ecuacién que mejor ajusta a los datos experimentales para el creep estable bajo esfuerzos pequenos

¢ = ko? (5.4)

donde ¢ es la velocidad del estado estable, o es el esfuerzo aplicado, k y p son constantes del
material. Valores de p han sido hallados entre 3 y 7. La ecuacién 5.4 es llamada la ley de potencia
o ley del creep de Norton. La ley exponencial 5.5 dada abajo, fue propuesta por Ludwik [35] y esta
es una excelente aproximacion para la velocidad de cambio del creep durante su etapa estable

é = kel (5.5)

donde k y o7 son constantes del material. Ambas leyes, de potencia y exponencial son usadas
para representar la dependencia del esfuerzo cuando los metales u otros materiales exhiben un
comportamiento de flujo viscoso, bajo cargas constantes y esfuerzo uniaxial. Soderberg [36] propone
la ecuacion

é=cle”/7 —1) (5.6)

donde ¢ y o7 con constantes del material. Algunos otros escritores han empleado la funcién
seno hiperbolico para describir la dependencia del esfuerzo con respecto al estado estable del creep.
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é = Dsenh% (5.7)

donde D y ot son constantes del material. La ecuacién 5.7 representa un comportamiento
cercano a un comportamiento lineal para esfuerzos pequenos y un comportamiento no lineal para
esfuerzos grandes. Las ecuaciones empiricas que se muestran modelan adecuadamente la segunda
etapa del creep para ciertos metales en tension bajo un esfuerzo constante para temperaturas donde
la velocidad del creep se considera pequenas.

Para algunos metales y aplicaciones donde se involucran tiempo de cargas relativamente pe-
quenos se ha usado la ecuacién para modelar la tensién en el creep,

e = kopt" (5.8)

de lo cual la tasa del creep € es

¢ = knoPt"! (5.9)

donde k y p y n son constantes del material. La ecuacion 5.9 puede generalizarse por

e = flo)g(t) (5.10)

donde ¢(t) representa una funcién adecuada con respecto al tiempo. Esto se puede observar
como una funcién potencial de la forma ¢™ donde esta resulta un excelente arreglo para muchos
experimentos en diferentes materiales como plasticos, metales y concreto. El exponente n es gene-
ralmente menor a 5

5.2. El Creep como un proceso
de fusién controlado

EL Creep es un proceso térmicamente activado, donde la velocidad de elongacién para un
esfuerzo dado se incrementa significativamente con la temperatura. Por ejemplo, el motor de un jet
puede alcanzar temperaturas locales de 1200°, entonces el proceso del Creep es de vital importancia
en la seleccion de materiales y procesos asociados a estos. Debemos hacer notar que el termino
7alta temperatura” es relativa y depende del material considerado inicialmente. Para el material
de un motor de jet alta temperatura es aproximadamente de 800° C, mientras que para polimeros
alta temperatura es 25° el comportamiento del Creep es altamente sensible a la microestructura del
material. Bajo estas circunstancias las etapas del Creep tambien se describen por las ecuaciones [37].

e = At'/? (5.11)

donde ¢ es la tension del Creep, A es una constante del material, y ¢ es el tiempo

En algin punto, la dindmica del equilibrio es establecida entre la carga aplicada y la microes-
tructura del material tal que la velocidad minima del Creep es establecida. En esta region existe
una relacién lineal entre el esfuerzo del Creep y el tiempo

e=¢€,+pt (5.12)

donde /3 es una constante del material, esta ecuacién se establecio para el estado estable del
Creep. Para temperaturas y cargas tipicas de las aplicaciones en ingenieria, el estado estable es
la etapa que mas se extiende que cualquier otra y es la propiedad mas importante de la curva
tensién/esfuerzo/tiempo.

Finalmente, cuando la elongacién es considerable, aparecen defectos graves dentro del material,
y la velocidad de elongacién se incrementa rapidamente, esta es la tercer etapa y el esfuerzo se
incrementa exponencialmente con respecto al tiempo. La relacién esfuerzo tiempo para esta etapa
esta dada por
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€ = B+ Cexp(yt) (5.13)

donde B, C'y «y son constantes del material.

La difusién en un nivel atémico esta relacionado significativamente con el fenémeno del Creep,
por tanto el incremento de la movilidad atéomica a elevadas temperaturas es de vital importancia
en el estudio del Creep, este, se manifiesta en temperaturas mayores a 0.37},, donde T, es la
temperatura de fusion absoluta. En temperaturas alrededor de 0.57;,, se presentan los mecanismos
de deformaciéon como Nabarro-Herring Creep, Coble Creep y Dislocation Creep, donde estos han
sido estudiados ampliamente en metales y materiales ceramicos. El Creep entonces puede ser un
proceso de difusion controlado en el cual la etapa primaria, y el estado estable para una variedad
amplia de temperaturas es modelado por la relacién de Arrhenius. Dorn defini6 el pardmetro 6 con
respecto al tiempo como sigue [37]:

0 = texp (%) (5.14)

donde t es el tiempo, @ es la activacién de energia para la difusién, 7' es la temperatura absoluta,
v R esla constante universal de los gases.

La deformacién originada por el Creep es importante no sélo en los sistemas donde las altas
temperaturas se soportan, tales como plantas de energia nuclear , reactores y cambiadores de
calor , sino también en el diseno de muchos objetos cotidianos. Por ejemplo, los clips de metal de
papel son més fuertes que los de pléstico debido a la fluencia de plastico a temperatura ambiente.
El envejecimiento de vidrio ventanas son a menudo erréneamente usadas como ejemplo de este
fenémeno: la fluencia medibles sélo se producen a temperaturas por encima de la temperatura
de transicién vitrea alrededor de 500°C' (900°F). Si el cristal exhibe condiciones adecuadas de
deformacion del creep, en ventanas viejas esto da lugar a pensra que puede ser una consecuencia
de los procesos de produccién obsoletos, para la frabricién de cristal, que se tradujo en espesor
irregular y por tanto la fluencia de dicho material [38, 39].

La mayoria de los estudios de los fenémenos de fluencia se dedican a la propuesta de la fluencia
térmicamente activado, que es ubicuo en sistemas desordenados y describe una gran cantidad de
fénmenos de baja temperatura de transporte. Estos incluyen el movimiento de la pared de dominio
magnético en peliculas delgadas [57], la dindmica de la dislocacién en medios heterogéneos [59]
y muchos otros (ver [54] - [59] y sus referencias). Sin embargo estudios recientes han descrito el
fenémeno del creep como un proceso no necesariamente térmico. Ademas esto asociado a medios
granulares, y procesos de imbibicién que no han sido completamente entendidos, por ello en el si-
guiente capitulo, presentamos el estado del arte con respecto a los fenémenos en conjunto, descritos
en los capitulos anteriores.
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Capitulo 6

Estado del Arte

Las investigaciones y experiencias realizadas sobre los tépicos estudiados en este trabajo de
tesis, se han dirigido y organizado en diferentes vertientes, destacandose la aplicacién en recupera-
cién de petroleo. Khosrow Naderi, Tayfun Babadagli, demostraron que mediante el uso de radiacién
ultrasénica se incrementa la recuperacion de petroleo. Con tendencia similares de recuperacion,
observadas en casos de agua/mojada con y sin saturacién inicial de agua. Donde comparando
diferentes viscosidades en experimentos agua/mojada, verificarén que el efecto de la energia ul-
trasonica tiene una recuperaciéon menor con viscosidades altas. También el efecto de la radiacién
ultrasénica en la recuperacién es mas significante en casos de aceite/mojado, en estos experimen-
tos de aceite/mojado la presencia inicial de saturacién de agua facilita la recuperacién de petroleo
bajo ultrasonido. Esto fue observado mediante la realizacion, de experimentos de penetracién y
experimentos de imbibicién [40].

Aunque la idea de utilizar ondas sonoras para mejorar la produccién de petrdleo no es nuevo.
En un estudio inicial, Duhon y Campbell [41] realizaron pruebas de inyeccién de agua en muestras
de piedra arenisca con y sin energia ultrasénica. Se observé un incremento en la recuperacion final,
cuando los experimentos se realizaron en condiciones de radiacién ultrasénica. La recuperacién final
fue inversamente proporcional a la frecuencia de las ondas ultrasénicas. Los autores atribuyeron
la recuperacion adicional al posible aumento de la presion hallada y asociada con el colapso de
cavidades y burbujas de gas en la generacién de presiones de sonido liquido de gran tamafo.

Mucho més tarde, Aarts y Cols [42] estudiando los mecanismos de transporte peristaltica,
tedricamente y experimentalmente, se centra en el proceso en que la radiacién ultrasénica deforma
las paredes de los poros en forma de ondas transversales. Senalaron que la velocidad en el capilar
aumenta y esto debido por el aumento de la radiacién ultrasénica con una potencia cada vez
mayor. Esto también es controlado por la dureza de la pared del tubo capilar. Kuznetsov et al [43]
estudié el efecto de la energia de vibracién sobre el promedio de desplazamiento de inyeccién de
agua y los coeficientes de permeabilidad relativa. Se observé un aumento en el aceite/agua en
relacion de la permeabilidad cuando la vibracion se aplica. En un estudio sucesivo, Kuznetsov et
al. informé de una recuperacion significativa de los pozos de petréleo adicionales en Rusia, cuando
fueron estimuladas por energia de vibracién [44] Nikolaevskiy et al. [45] provee una interpretaciéon
del proceso de recuperacién mediante vibraciones sismicas, donde ademads describe los requisitos
de la onda, la generacién y propagacion de ondas en medios porosos saturados de petréleo. La
energia ultrasénica también fue probada para reducir el dano causado por la formacién de barro
fino y solido [46, 47] Roberts y Cols [48] demostraron que la agitacién mecénica proporcionada por
las ondas acusticas restituye la parafina y restaura la permeabilidad efectiva del niicleo. Beresnev
y Johnson [49] proporcionan una extensa revisién de la aplicacién de la energfa ultrasénica en la
recuperacién mejorada del petroleo y la industria quimica. Los efectos de las ondas de ultrasonido
en la separacién de mezclas y eliminacién de contaminantes son relativamente bien conocida en
comparacién con su efecto sobre el transporte en medios porosos [50, 51, 52]

T. Hamida, y T. Babadagli muestran que la energia ultrasénica mejora la imbibicién capilar
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y aumenta la recuperacién de petroleo, para diferentes pares de liquidos. Solo, experimentos con
agua/aire mostraron menos cantidad de agua embebida cuando el ultrasonido se aplica. Las bur-
bujas aleatorias atrapadas y la dispersién acustica se consideraron las posibles razones para esto.
Ademas el ultrasonido no parece tener un efecto importante sobre la mojabilidad. Sin embargo
observaron una relacién implicita entre la tension interfacial y el pardmetro w exponencial de la
ecuacién que se muestra a continuacién

i =1—e "

Roo

donde w y n son los parametros que controlan la tasa de imbibicién capilar y funciones de la roca
y propiedades del fluido; que regula la recuperacién de imbibicién capilar. La mayor contribucién de
la energia ultrasonica en el incremento de recuperaciéon es debido al cambio en la tensién interfacial
entre la fase acuosa y no mojada. Sin embargo recomiendan necesario investigar mas a fondo si
este cambio se debe a una alteracion bajo el efecto de ultrasonidos o por causas relacionadas con
la interaccién roca-fluido debido a la vibracién [53].

Los estudios de las ultima década enfocados a este topico, asumen, que la mejora en recuperacién
de petroleo es debida a las vibraciones inducidas por las ondas ultrasénicas y abordan el anélisis
con experimentos de imbibicién y atribuyen cambios a la tension interfacial, deformacién de poros,
viscosidades, saturacién de agua y la presencia de fases es el comun denominador en todos los
casos debido al comportamiento del medio, por otra parte el fenémeno del creep a sido estudiado
en diferentes sistemas. En sistemas como movimiento de la pared de dominio magnético en peliculas
delgadas, ondas de densidad de carga, la dindmica de dislocaciéon en medios heterogéneos, en todos
estos sistemas la competencia entre el desorden espacial y la elasticidad de la interfase conduce a
configuraciones de fijado, caracterizado por el exponente de rugosidad (, en temperaturas finitas,
debido a las fluctuaciones termales la velocidad del creep obedecen al comportamiento de Arrenhius

e (210 62

(6.1)

con una barrera de conduccién de campo la energia depende U (F < F.) > 0, estas barreras estdn
relacionadas con el exponente de rugosidad de la interfase ¢ y sus origenes. Usando argumentos de
escalamiento los autores de [56] muestran que U crece como U o« F~# donde

_d—=n+2¢
= ¢

Donde p es el exponente que caracteriza al creep, d es la dimensioén topoldgica de la interfase, n
es el exponente K-espacial de caida del centro eldstico (para grandes rangos de elasticidad n = 1,
donde para el caso local n = 2 [55]) y ¢ es el exponente de rugosidad de equilibrio que depende
solo de la clase de universalidad del desorden, n y d [54].

El fenémeno del creep se ha asociado a estudios no termales, bajo la hipétesis de que si las
fluctuaciones termales son muy pequenas entonces la influencia termal externa se puede considerar
cero [60, 61]. Por esta razon el fenémeno del creep no termal, se presenta en medios granulares
bajo vibraciones débiles. Los autores de [62] muestran que bajo condiciones ambientales, la energia
térmica no tiene consecuencias para los granos atascados en configuraciones aleatorias, a menos
que cierta energia mecdnica se suministrada, por ejemplo vibraciones. En [63] se demuestra que una
pila de granos alcanza el estado estable con una densidad final que depende solo de la intensidad
de las vibraciones. Dado lo anterior Edwards y sus colaboradores [64] han formulado una teoria
microscépica para el estado estable para medios granulares bajo vibracién, similar a la mecanica
estadistica convencional. Mas aun ellos asumen que el estado estable esta totalmente caracterizado
por el volumen del sistema, que también juega un rol andlogo a la energia en los sistemas térmicos
usuales, lo anterior proporciona la descripciéon microcanonica. La distribucién de probabilidad
asociada es obtenida por maximizar la entropia estadistica bajo la condicion, que el promedio del
volumen es dado. La probabilidad de una configuracién dada sélo depende de su volumen y se

(6.3)

43



CAPITULO 6. ESTADO DEL ARTE

puede encontrar como el maximo de la entropia bajo la restriccién de que el volumen del sistema
sea dado. La entropia S es definida andloga a la mecénica estadistica cldsica como S(V, N) = klnf.
Donde €2 es el niimero de configuraciones mecédnicas estables de N particulas por volumen V' y K
es la constante de Boltzman [64]. El pardmetro X = 9V/0S que involucra el volumen es la forma
analoga de la temperatura en sistemas térmicos usuales, esto recibe el nombre de compactividad®.
La compactividad caracteriza la distribucién de equilibrio entre los estados inherentes y dependen
solo del promedio de la energia precisamente de los estados inherentes y no de la dinamica particular
usada [64]. Por lo tanto esto puede ser interpretado como las formas posibles de organizar los
granos dentro del volumen AV cuando la entropia AS cambia. El enfoque de Edwards a los
medio granulares también vincula la compactividad al promedio de volumen del sistema y estas
fluctuaciones a traves de una versién granular de la relacién de fluctuaciéon de disipacién

oV
0X

donde (0V/0X) juegan el rol de calor especifico en el equilibrio termodindmico [65]. Debido
al movimiento de disipacién interna de los materiales granulares solo puede mantenerse por un
suministro de energfa. También en [62] se demuestra que para medios granulares vibrando verti-
calmente o de forma sinusoidal bajo gravedad, el pardmetro de control mas importante es la tasa
de aceleracion maxima de la base en vibracién y la aceleracion gravitacional.

(6V?) = X? (6.4)

2
G=A" (6.5)
)

donde A y w son la amplitud y frecuencia de vibracién respectivamente. Incluso bajo excita-
ciones debiles con G < 1 producen un comportamiento rico con respecto a su dindmica, que es
dominado por el movimiento de grano o por las variaciones de las fuerzas en contacto [66].

Los autores en [67] han desarrollado estudios sistematicos de la densidad en medios granulares
bajo vibracién como una funcién del tiempo, han encontrado que bajo las vibraciones, la densidad
de la pila se aproxima lentamente a un valor de estado final estable que esta sobre la densidad
de las fluctuaciones. Bajo las vibraciones, la raiz cuadrada de las fluctuaciones observadas en la
medida de las densidades son tipicamente del orden de la magnitud del promedio de si mismo y
esto sigue el mismo tipo de la dindmica inversa logaritmica. Esta dindmica fue observada expe-
rimentalmente en la compactacién de medios granulares reales bajo una sucesién de grifos [68].
También se ha demostrado que la fluctuacién de las densidades son necesariamente acompanadas
por las fluctuaciones de volumen de poro que deben afectar la fuerza de imbibicién y las fuerzas
de los frentes fijos mojados en un medio poroso granular [69].

Los efectos de las vibraciones acusticas en flujo de fluidos en medios porosos han sido estudiadas
en el pasado [70, 71] y se espera que las vibraciones cambie las propiedades del medio y fluidos
asi como las iteracciones liquido-liquido, liquido-solido y gas-liquido [72]. Aunque, el efecto de la
vibracién en el proceso de imbibicién y los fendmenos asociados atin no se entiende bien.

A pesar de la termodindamica de Edward, uno puede esperar observar el fenémeno del creep
(fluencia) asociado a las fluctuaciones no térmicas (6.3), cuando el frente mojado (imbibicién) en
medios granulares bajo vibraciones débiles se mueve con una velocidad controlada por la intensidad
de fluctuacién. Por analogia con el creep termal y cudntico, podemos suponer que la velocidad del
creep (fluencia) debe obedecer de forma anédloga a la ley de Arrhenius en la forma

ity

- (6.6)

Donde la barrera de energia U es determinada por la relacién de la fuerza de fijado F. y
la presién capilar F', mientras que la compactividad X sea una funcién univaluada? tal que la
intensidad de vibracién X = F(G)

Ver X XP (

Imedida de como un medio granular es compactado
2function univalued: A function ¢ is a univalued function on a loop &, if the image by §; of the function ¢ is
closed. That is if fé(t) dp = 0.
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Dado lo descrito en este capitulo, y esperando un comportamiento como se describe en la
ecuacion 6.5 en el siguiente capitulo describimos el procedimiento experimental que se llevo a
cabo, para el estudio del Movimiento tipo Creep de frentes mojados bajo vibraciones debiles, en el
capitulo 8 analizamos y discutimos los resultados obtenidos del dicho procedimiento experimental.
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Capitulo 7

Procedimiento experimental

Para el procedimiento experimental se diseno un dispositivo, que vibra por desbalanceo me-
diante el uso de un motor eléctrico, ver figura 7.1, este consiste en probetas de vidrio rectangulares
de altura 50 cm por 15 cm de ancho y el espacio entre cristales es de 1 mm, estas se llenaron con
granos de arena con tamaifio menor a 4 mm. La densidad del medio granular es de 3.340.3 g/cm?,
mientras la porosidad se encuentra alrededor del 50 %, la salida de escape de los granos de arena en
la base de las probetas fue bloqueada por un filtro textil. La probeta fue montada en el dispositivo
de vibracién. El fondo de la probeta se sumerge a una profundidad de unos 10 mm, bajo el nivel
del agua del contenedor. Todos los experimentos se realizaron bajo condiciones de temperatura
ambiental de 234-0.5C, presién atmosférica y humedad relativa de 5340.7 %

Figura 7.1: Dispositivo de vibracion por desbalanceo, mediante el uso de un motor de corriente
electrica, en la base del dispositivo, en el cual se monta un contenedor de agua y probetas llenadas
de granos de arena comun
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CAPITULO 7. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

Permitimos que el frente mojado se detenga y no cambie, ya sea en altura o en la forma de la
interfase entre las regiones mojado y seco. La interrupcién de avance de la interfase puede atribuirse
al frente fijado por la heterogeneidad del medio. En nuestros experimentos, los frentes mojados
quedan fijos, alrededor de media altura de la probeta, esto aproximadamente en una hora. Para
caracterizar al rugosidad de los frentes mojados, las interfases fueron fotografiadas con una cdmara
digital cuya resolucién es de 15.1 mega-pixeles ver figura, para evitar los efectos de las fronteras
y las heterogeneidades a gran escala en el empaquetado de arena, las propiedades de los frentes
mojados fueron medidos usando la minima tendencia lineal, del perfil del frente mojado ver figura.
La longitud de las partes del perfil, h(x) usada para la el andlisis es de L = 512 pixeles ver figuras.
El exponente de rugosidad fue determinado por el comportamiento de la anchura local a escala.

A A, B, C, points where
put the vibrometer

VIBRO METER | sensor for values on

B the axes X, Y, Z

PC

GRANULAR
MATTER

WATER

SEEmMEEs

Figura 7.2: Esquema del montaje experimental, donde los puntos senalados A, B, C, fueron usados
para colocar el sensor del vibrometro VB-8201HA, cuyos adquisicion de datos, asi como las fotos
tomadas por la camara, se almacenan en el pc.

Una ves que el frente mojado esta completamente fijado y no cambia ni forma y altura de la
interfase entre la regiéon mojada y la seca esta se observa durante mas de 10 minutos, entonces
se aplica vibraciéon con aceleracién gravitacional G medida mediante el uso del vibrometro VB-
8201HA. Tan pronto las vibraciones son aplicadas las interfases comienzan a moverse en la direcciéon
vertical ver figura 8.1. La posicién y configuracién de movimiento del frente mojado H(z,t) fue
determinado de las fotografias digitales tomadas cada 30 segundos durante 50 minutos.

La adquisicion de fotos se llevo a cabo con camara Canon EOS 50D, con resolucién de sensor 15.1
mega pixeles, obteniendo imagenes de pixeles efectivos 4752 pixeles x 3168 pixeles ~ 212.06+£0.38
mm X 141.3740.38 mm, almacenadas en archivos tipo JPG; las imagenes fueron procesadas con una
rutina escrita para los comandos del Image Processing Toolbox del software matlab 7.0 binarizando
y redimensionando estas a 4752 pixeles x 1000 pixeles ~ 212.06+0.38 mm x 44.62+0.38 mm. Las
iméagenes se asocian a matrices de tamano 4752 filas x 1000 ver figura 7.2 columnas donde el valor
de cada a;; estd dado por

| 1 ; siesblanco
ij 0 ; siesnegro
; g

Donde la regién de color blanco corresponde a la arena mojada, para después contabilizar los
pixeles con valor a 1 por cada columna, obteniéndose asi la altura de la regién mojada por columna.
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Este proceso se repitié para 170 imagenes obtenidas cada 30 segundos durante 60 minutos sin efectos
de vibracién y 25 minutos bajo vibracién.

Figura 7.3: Imagenes del proceso experimental. a) Foto de la probeta total, 4752 pixeles x 3168
pixeles. b) Imagen binarizada y redimensionada a 4752 pixeles x 1000 pixeles, desde el punto
central con respecto al ancho de la imagen (a)

Los datos obtenidos se almacenaron en hojas de calculo extensién .xls para su tratamiento
y analisis mediante el software microsoft excel 2007 y Benoit 1.3, dichos resultado se analizan y
discuten en el siguiente capitulo.
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Capitulo 8

Analisis y discusion de resultados.

Se observa que, en el estado sin vibraciones, los frentes mojados avanzan debido a la imbibicién
esponténea, en un régimen muy parecido al régimen Washburn [73] figura 8.5. Después de esto, como
se menciono en el procedimiento experimental esperamos que los frentes mojados no cambiaran
de forma o de de altura entre las regiones observada. Esta falta de cambio en la forma se atribuye
a la heterogeneidad! de los frentes mojados del medio granular. Al aplicar las vibraciones con
aceleraciéon gravitacional G = Aw?/g se determino que esta se encuentra con valores en el rango
0.84 < G <0.91.

Tan pronto fue aplicada la vibracién, la interfase que inicialmente se encontraba fija comienza a
avanzar en direccién vertical. Para evitar los efectos de las fronteras y las grandes heterogeneidades
en el empaquetado de arena, las propiedades de escalamiento de los frentes mojados, fueron medidas
usando los fragmentos con la minima tendencia lineal del perfil de los frentes mojados (ver figura
8.1).

La longitud de los perfiles de altura de la interfase

h(z,t) = z(x,t) — ogrgIclgéuz(x’t =0) (8.1)

usada para el andlisis de escalamiento es L = 512 pixeles (ver figuras 8.1b, 8.2, 8.3).

De lo se observado en la figura 8.3, los frentes mojados en un medio granular avanza gracias a
las avalanchas de avance intermitente localmente, similarmente como ocurre en otros sistemas en
los que ocurre el fenémeno del creep ver [54, 55]. Las avalanchas del creep inducen una velocidad
de creep finita.

o — <z(z,t+77)-z(:c,t)> 52

Donde la barra denota el promedio sobre = para el sistema de tamano L y los brackets denotan
el promedio sobre el conjunto de experimentos con la misma G.

Se observa de la figura 8.4 que los frentes mojados se mueven con una velocidad (ec. 8.2) casi
constante controlada por la aceleracién gravitacional G, mientras que el ancho.

W(L,t) = Orgnzangh(t) - Oglvlth(t) (8.3)

apenas varia en el tiempo (ver figuras 8.1-8.4). La dependencia de la velocidad del creep (ec.

8.2) se describe mejor por la relacién v., o exp(—const/G) ver figura 8.4b, como era de esperarse

por la ec. 6.5, si X o GG. Entonces, los datos de la figura 8.4 sugieren que la compactividad X es
una funcion lineal de la aceleracion gravitacional G.

LComposicién de un todo de partes de distinta naturaleza,
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Figura 8.1: a)Fotografia del frente mojado bajo vibraciones debiles. b) Grafica de 50 fotos digita-
lizadas de frentes mojados bajo vibraciones en medios granulares

Los exponentes de rugosidad del fijado ¢, y el creep (. fueron determinados por el méto-
do del variograma ¢, = 0.50£0.06, (., = 0.64%0.05 y por el método de longitud de rugosidad
¢p=0.50£0.06 y (-=0.62+0.06, con ayuda del software BENOIT 1.3 [74]. Notamos que el valor
(p=0.5010.06 es consistente con los resultados de los primeros trabajos experimentales de imbibi-
cién 2+1 dimensionales [75, 76], as{ como con la prediccién del modelo de fijacién por percolacién
directa [75]. En el régimen del creep, el valor (..=0.63+0.06 es consistente con el exponente de
rugosidad ¢ = (4 — d)/3 = 2/3 esperado para una interfase en equilibrio en un ambiente aleato-
rio [77]. Desafortunadamente nuestros experimentos no permitieron determinar el comportamiento
de escalamiento U oc F'~*. Sin embargo al evaluar el exponente (..=0.63+0.06 en la ecuacién 6.3
con d=2yn =2, seobtiene ;4 ~ 1. Este valor, sin embargo debe ser verificado por mediciones
directas del movimiento del creep en experimentos del movimiento del creep en imbibicién forzada
o drenaje.
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CAPITULO 8. ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS.

pixel

0 100 200 X, pixel 300 400 500

Figura 8.3: Ejemplo de avance intermitente de los frentes mojados bajo vibraciones debiles
(G =0.84) en medio granular: a) Configuraciones del frente mojado en ¢ = 18 (1) y 19 minu-
tos (2); las areas grises indican las zonas humedas debido al avance de los frentes en 7 = 1 min,
el avance promedio de la interfase es Az(x,t = 18,7 = 1) = 3.8 pixels; b) avance intermitentes de
los frentes mojados Az(z,t,7=1) = z(z,t + 7 = 19) — z(x,t = 18)
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Figura 8.4: a) Graficas de A = <z(m, t) — z(z, 0)> vs tiempo para cinco valores de la aceleracién

gravitacional G = 0.84 (1), 0.87 (2), 0.88 (3), 0.9 (4) y 0.91 (5); los datos experimentales se
promediaron sobre tres experimentos con cada G; las rectas representan los datos hallados como
A = vt = 0.167 (1), 0.292 (2); 0.487 (3), 0.618 (4), y 0.836 (5) mm/min. b) Grafica semi-
logaritmica de la velocidad del Creep v, vs el inverso de la aceleracion gravitacional adimensional
1/G; las lineas rectas indican una decaimiento exponencial (3) con X o G.
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Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo nos planteamos el objetivo de analizar y caracterizar el movimiento tipo Creep
no termal de frentes mojados bajo vibraciones débiles en medios granulares, en suma concluimos
lo siguiente.

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

En el estado sin vibraciones los frentes mojados avanzan debido a la imbibiciéon espontanea,
muy parecida al regimen de Washburn.

La dependencia de la velocidad del Creep se describe por la relacién V., o exp(—conts/QG)

Se determinaron los exponentes de rugosidad del fijado ¢, y el Creep (., obteniendo 0.50+0.06
y 0.6340.06 respectivamente lo que sugiere persistencia en el caso del Creep es decir efectos
de memoria de largo plazo.

Se obtiene u ~ 1 para d = 2 y n = 2 en la ecuacién 6.3, sin embargo esto se debe verificar en
experimentos de imbibicién forzada o drenaje.

Dicho movimiento obedecen a la termodinamica de Edwards, la velocidad del creep obedece
a un comportamiento analogo a la ley de Arrenhius ecuaciones 5.14, 6.2. En donde la com-
pactividad de las vibraciones débiles en el medio granular juegan el rol de la temperatura
ecuacion 6.4.

Nuestros datos sugieren que la compactividad es una funcién lineal de la aceleracion gravi-
tacional. X oc G, mientras que la barrera de energia se espera que dependa de la fuerza de
capilaridad como T' o F~# con el exponente del creep p =~ 1.

Ademas de las conclusiones enumeradas anteriormente, estos resultados proporcionan nuevos
conocimientos a la termodindamica de Edward y los fendmenos de fluencia no térmicos y estimular
aun maés la investigacién tedrica y experimental en estas areas.
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We study theoretically and experimentally the effect of long-range correlations in the material microstructure
on the stress concentration in the vicinity of the notch tip. We find that while in a fractal continuum the notch-tip
displacements obey the classic asymptotic for a linear elastic continuum, the power-law decay of notch-tip
stresses is controlled by the long-range density correlations. The corresponding notch-size effect on fracture
strength is in good agreement with the experimental tests performed on notched sheets of different kinds of
paper. In particular, we find that there is no stress concentration if the fractal dimension of the fiber network is
D < d — 0.5, where d is the topological dimension of the paper sheet.

DOI: 10.1103/PhysRevE.83.015101

Understanding how materials fail is one of the most
fundamental open problems in science and engineering (see
Refs. [1-3] and references therein). In notched structures
the fracture is controlled by material behavior around the
notch tip [4]. A common approach to problems of crack
initiation from a notch is based on linear elastic fracture
mechanics (LEFM) [4,5]. Within the LEFM framework, it
was shown that the displacement and stress fields ahead of a
smooth notch scale with the distance from the notch tip r as
up = Kor' = gi(a,0)and 0;; = Kor = f;j(e,0), respectively,
where the scaling exponent o, = ¢, = « plays arole similar to
that of an eigenvalue and K, is the generalized stress-intensity
factor [5]. The value of « and the angular eigenfunctions
gi(a,0) and f;j(a,0) can be determined by applying the
traction-free boundary conditions to the notch flanks [4-6]. For
a cut with smooth edges in a homogeneous elastic medium, it
was found that @ = 0.5 and K/, can be expressed in terms of
the stress intensity factors for three standard loading modes,
Ki, Ky, and Kpyp [5]. Therefore, the crack initiation criterion
can be presented in the form K,>(0;j,a0) = K¢, where aq is
the cut length and K is the apparent fracture toughness [4—6].
In a special case of the straight cut under loading mode I, the
criterion of crack initiation is K; = oy+/2mwag = K¢, where
Kjc is called the material toughness [4]. Accordingly, it is
expected that the crack initiation stress o¢ scales with the notch
size as oc o K;c/+/ag, while K¢ is related to the critical
value of the crack energy release rate G¢ as K;j¢ x /GcE,
where E is the elastic modulus [6].

The heterogeneities in the microstructure of most real mate-
rials lead to inhomogeneous perturbations of the displacement
and stress fields (see Refs. [7—11] and references therein). In
particular, the heterogeneity introduces the disorder-dependent
characteristic length /¢ in the displacement and stress distribu-
tions [10,11]. As aresult, the crack initiation stress is expected
to scale with the cut size as

Kc

Oc X ———
¢ vao+ ¢

for ay > I¢ [10]. So, in the large cut limit ay > [ the LEMF
size effect law o¢ o K¢ /4 /ap is recovered, where K¢ is the
disorder-dependent fracture toughness [10]. The size effect
[Eq. (1)] was observed in experiments [10] and also reproduced
in numerical simulations [10,11].

(D

1539-3755/2011/83(1)/015101(4)

015101-1

PACS number(s): 46.50.4a, 62.20.mm, 81.40.Np

Once a crack is initiated, its motion is determined by
balancing the energy that it dissipates with that which is
externally supplied [12]. Rough crack paths in real materials
do little resemble to smooth trajectories predicted in the
classical LEFM [13]. Though, it was found that crack traces
z(x) often exhibit some kind of statistical scale invariance
over a wide range of length scale, such that the height-
height correlation function behaves as C « (Ax)zg, where
¢ is the so-called roughness exponent [14—16]. It has been
experimentally noted and then conjectured that cracks in
materials with random microstructures are characterized by
the universal roughness exponents ¢(d) (see Ref. [15] and
references therein). This conjecture is consistent with the
universality of critical exponents in percolation and other
critical phenomena [17]. However, the situation can be
changed drastically when there are long-range correlations
in the heterogeneous microstructure. Specifically, in fibrous
composites with power-law density correlations, the crack
roughness exponent is a function of the fractal dimension
of the microstructure [18]. Furthermore, some experiments
with such materials suggest that the crack roughness exponent
can be dependent on the fracture regime [19] and the crack
orientation [20].

In this work, we study the effect of long-range density
correlations on the stress concentration, crack roughness,
and size effect in brittle fracture of notched paper sheets.
Paper is a fiber composite material with many types of
structural nonuniformities [21]. It was found that many types of
commercial paper are characterized by a power-law behavior
of the two-point density correlation function,

G(R) = (Im(7) —mllm(7+ R)—ml) « R, (2)

within a wide, but bounded, interval [y < R < &, where m( 7)
is the local mass density, 71 is its average, (...) is an average over
the sheet, [ is the lower cutoff of the order of the average fiber
size, and £ is the structure-dependent correlation length [22].
For self-similar structures, such as fiber networks, the scaling
exponent 7 is related to the fractal dimension D asn =d — D,
where d is the embedding dimension [18,23]. Hence, at scale
lo < R < &, the paper can be treated within a framework of
the fractal continuum suggested in Ref. [24].

By using the concept of fractal continuum [24], the authors
of Ref. [25] have shown that small strains in an elastic fractal

©2011 American Physical Society
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medium obeying the conventional constitutive law of linear
elasticity, 0;; = A& d;; + 2ue;;, should be defined as

gij =0.5[cj(8u,-/8xj)+ci(8uj/3xi)], (3)

where c;’s are the fractal functions (k = 1,2,3). For the fractal
continuum considered in Ref. [24], the fractal functions have
the form ¢, = vkx,‘:", where v = D;; +1— D, while D;;
is the fractal dimension of surface in the (7,j) plane [26].
In the vicinity of a straight cut (D;; =d — 1) in a linearly
elastic heterogeneous medium, the displacements scale as u;
(r +1c)"7? [10]. If at scales R > Iy = I the medium obeys the
fractal behavior characterized by Eq. (2), the fractal functions
¢ can be represented in the form c; = v (x; + 1% P, and
so the cut-tip strains defined by Eq. (3) and stresses o;; =
Aew8ij + 2pe;; will behave as

gij « 0jj = Ko (r +10)™" fij(a,6), 4)
where the cut-tip stress exponent is
1 —-2(d— D)
g = ———,
2

while o, = 0,

if D>d-1/2,
. ®)
if D<d—-1/2.
Accordingly, for a sheet with a straight cut of size ag > [y

under loading mode I, the crack initiation stress is expected to
obey the following size effect law,

oc % Ky (ag +1p)™%, (6)

where K, is the fractal material toughness. Notice that the
fracture size effect law [Eq. (1)] is recovered from Eqgs. (5)
and (6) in the Euclidean limit D = d, e.g., for regular fiber
networks and random networks with an exponential decay of
G(R), whereas, if D < d — 1/2, there is no the power-law
stress concentration in the notch-tip vicinity, and so o¢ =
Ky r = const [27].

The paper toughness evaluation based on fracture
mechanics has been extensively investigated by many scien-
tists for the past two decades (see Ref. [28] and references
therein). In many experimental works it was noted that the
apparent toughness K. obtained in tests of notched paper
sheets is not a constant, but rather it is an increasing function
of the notch size [29,30]. Furthermore, the analysis of the strain
field in notched papers suggests that the notch-tip field cannot
be described with stress intensity factor K/, [31]. At the same
time, the experimental data reported in Refs. [29,30], and [32]
are consistent with the size effect [Eq. (6)] with o, < 0.5.
However, there are no dates on density correlations in papers
tested in Refs. [29-32] and so, using [ = [y and « as the fitting
parameters, we can satisfactorily fit the same experimental data
with either Eq. (1), or with Egs. (5) and (6), over more than
one decade of cut length scale [33].

To verify the size effect [Eqs. (5) and (6)], in this work
we tested two types of paper with the known values of 7.
Specifically, we used the Secante paper of grade 200 % 1 g/m?
and the Filtro paper of grade 103.440.9 g/m”. Earlier,
both papers were used in Ref. [18] for the study of damage
fractures in sheets without notches. It was found that for both
papers the two-point density correlation function obeys the
scaling behavior (2) withly = 1.8 mmand n = 0.37 &= 0.03 for
Secante paper, whileitwasly = 1.15mmandn = 0.51 £ 0.05
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FIG. 1. Snapshot of stable crack propagation in the notched sheet
of the Filtro paper of width W = 300 mm and ao/ W = 0.25.

for Filtro paper [18]. In this work, we tested the center notched
sheets of length 200 mm (the working length is 110 mm),
while the sheet width W = AW, was varied within the interval
10 = Wy < W < 400 mm with scale factors of A =1, 2.5,
5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40. The initial cuts in the sheets
were made by a scalpel [34]. Three series of tests were
performed in specimens with different ratios of the cut length
to the sheet width, u = ag/ W. First, the crack initiation tests
were performed in specimens with the fixed ratio u = 0.25.
Additionally, we tested the notched Filtro paper sheets of
width 300 and 400 mm with different ratios p in the range
of 0.025 < u < 0.375. In addition, the sheets without notches
were tested to determine the tensile strength o, of each paper.
Mechanical tests were carried out on a mechanical testing
system (MTS) 858-5 testing machine. The sheets were held
by pneumatic vise-action grips between two parallel textured
jaw faces (see Fig. 1). At least ten identical specimens of
each size were tested under the same loading conditions [35].
In all experiments, the crack initiation was determined from
in situ observations with an optical microscope. In some
experiments, crack propagation through the specimen was
monitored through the use of a video recording system. Both
papers obey elastoplastic behavior (see Fig. 2) and the failure of
sheets without notches is governed by the damage mechanics
(see Ref. [18]). However, we noted that the crack initiation
stresses (o¢) in the notched sheets of these papers are less than

20 30
ol 5. o [ o
(MPa) — :-‘:7/ | (MPa)p V" A, |
L L i 20 T ’.";' i 2
104 B '. - L
i’ 104
./ [
i i R . ——
0 0.005 € 0.01 0.015 0 0.005 & 0.01 0.015

FIG. 2. Stress-strain curves for the sheets of (a) Secante and
(b) Filtro papers without (dashed curve) and with (solid curve) a
central cut. The arrows indicate the paper yield stresses o, (defined
as the stress at which a plastic deformation achieves 0.2%) and
the crack initiation stresses o determined from observation with
an optical microscope in notched sheets of width W = 400 mm and
ag/ W = 0.25. Notice that for sheets with notches the stress is defined
as 0 = F/h(W — ayp), where F is the applied tensile force and £ is
the sheet thickness.
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FIG. 3. Crack initiation stress o¢ vs cut length ¢ in sheets of
(a) Secante and (b) Filtro papers. Symbols: experimental data for
sheets with ayo/ W = 0.25 (circles) and for sheets of width W =
400 mm (triangles) and W = 300 mm (squares); notice that each
experimental point is the average over ten experiments, while error
bars denote the statistical error calculated as +2s(o¢), where s(o¢)
is the standard deviation of ten measurements [for clarity in (b),
error bars are shown for one series of tests only]. Solid curve
in (a): data fitting by Eq. (6) with /[ = 1.8 mm, o = 0.14, and
Ky r = 6.78 MPam®'*, In (b) the solid line represents the mean value
oc = 16.3 MPa, while dashed lines show the interval of confidence
at 95%.

their yield stresses (0p2) such that the crack propagation is
brittle.

The log-log plots of the crack initiation stress o¢ versus
the cut length ag in sheets with a ratio ap/ W = 0.25 are
shown in Figs. 3(a) and 3(b). The data for the Secante paper
obey the size scaling law shown in Eq. (6) with the scaling
exponent o = 0.14 & 0.02 [see Fig. 3(a)], which is consistent
with Eq. (5). Therefore, the crack initiation criterion can be
presented in the form K, = o (ap + 10)0‘14 = Kyr, where
the fractal material toughness of Secante paper is Ky p =
ocay'* = 6.78 £ 0.07 MPam®!*. In contrast to this, the crack
initiation stress in the Filtro paper is found to be independent
on the crack length in the range of 5 < ap < 150 mm, as well
as on the ratio ag/ W in the range of 0.025 < a9/ W < 0.375
[see Fig. 3(b)]. This is consistent with the prediction of the size
effect law [Eq. (6)] with o, = 0 expected from Eq. (5). The
difference between the crack initiation stress, oc = Ky r =
16.3 £ 1.3 MPa, and the maximal tensile strength of the Filtro
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papersheets without notches, o; = 28 4+ 3 MPa [see Fig. 1(b)],
can be attributed to the difference in the fracture mechanisms of
sheets with and without the initial notch. In fact, sheets without
notches fail owing to damage accumulation (see Ref. [18]),
whereas the fracture of notched sheets is owing to single crack
propagation. It should be pointed out that the independence of
crack initiation stress within a wide range of the cut length ag >
lp =~ I¢ cannot be explained with the size effect law defined by
Eq. (1) [29].

Once stated, the crack follows an irregular path, reflecting
certain constituents of paper microstructure and stress fluc-
tuations. To study crack roughness, all fractured sheets were
scanned with a 1200 ppp resolution and then the crack traces
were digitized with the help of Scion Image software (see
Ref. [36]). The crack roughness exponents of digitized crack
traces were determined by the variogram, power spectrum,
roughness length, and rescaled range (R/S) methods with the
help of the BENOIT 1.3 software (see Refs. [18] and [37]). In this
way we found that the roughness of cracks in the Secante and
Filtro papers is characterized by the local roughness exponents
¢ =0.64 £0.03 and ¢ = 0.49 £ 0.01, respectively. We noted
that these values are statistically indistinguishable from the
roughness exponents of damage fractures obtained in tensile
tests of sheets without notches (see Ref. [18]). In Ref. [18],
it was shown that the damage fracture roughness exponent
is related to the fractal dimension of the fiber network as
¢ =D —(d—1). Our findings suggest that the roughness
exponents of brittle cracks in the Secante and Filtro papers
also obey this relation [38].

In summary, we showed that in a fractal continuum the
distribution of notch-tip stresses is controlled by the long-
range density correlations. This is reflected in the notch-size
effect on the crack initiation stress [Eqgs. (5) and (6)]. The
scale invariant density fluctuations also determine the scaling
properties of crack roughness. These findings provide a novel
insight into the fracture phenomena in materials with a fractal
microstructure.
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Non-thermal creep motion of wetting front in weakly vibrated
granular media

Alexander S. Balankin, Edgar Garcia Otamendi, Didier Samayoa Ochoa, Julian Patifio

Grupo “Mecanica Fractal”, Instituto Politécnico Nacional, México D.F., México 07738

We study the creep phenomena associated with non-thermal, temporal fluctuations in
systems obeying the Edward’s thermodynamics. In imbibition experiments with granular
media, we have observed that initially pinned wetting fronts move with an almost
constant mean velocity v, when small vibrations are applied. This creep motion is
attributed to the packing density fluctuations in weakly vibrated granular media. The

dependence of v, on the vibration acceleration amplitude G obeys the relation

reminiscent of the Arrhenius law in the case of thermal creep.

PACS: 05.70.Ln, 05.40-a, 45.70.-n, 62.20.Hg, 68.08.Bc



Creep phenomena, i.e. the steady-state response of complex systems with internal
degrees of freedom to a small driving field, is one of the fascinating topics in statistical
physics ([1,2] and references therein). Of particular interest are driven interfaces moving
through a quenched disordered medium, which exhibit a so-called depinning phase
transition [3]. The quenched disorder induces some effective energy barriers which
suppress the interface motion. In the absence of temporal fluctuations in the system, the

interface can move only if the driving force F exceeds the critical value F.. However,

these barriers can be overcome due to temporal fluctuations, resulting in a moving

interface even below the critical driving field.

Most studies of creep phenomena are devoted to the thermally activated creep motion,
which is ubiquitous in disordered systems and describes a wealth of low temperature
transport phenomena. These include the magnetic domain wall motion in thin films [4],
driven vortex lattices and charge density waves [5], dynamics of dislocation in
inhomogeneous environment [6] and many others (see [1-6] and references therein). In
all these systems the competition between the spatial disorder and the interface elasticity
leads to pinned configurations, characterized by a roughness exponent ¢, [3]. At finite
temperatures, due to thermal fluctuations the creep velocity obeys the Arrhenius behavior

vocexp(-U(F)/T) with a certain driving field dependent energy barrier U(F < F.) >0
[3-6]. These barriers are related to the interface roughness exponent £ and to its origins.

Using scaling arguments, the authors of [3] have shown that U scales as U oc F 7,

where
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is the characteristic creep exponent, d is the topological dimension of interface, n is the
k-space decay exponent of the elastic kernel (for long-range elasticity n=1, whereas for

the local case n=2 [2]) and ¢ is the equilibrium roughness exponent which depends

only on the universality class of the disorder, n and d [1].

At the same time, there are many complex systems where thermal fluctuations are small
enough that the temperature of the external bath can be considered zero [7,8]. However,
in such systems, one can also expect to observe the creep phenomena, but associated with
temporal fluctuations of non thermal nature, e.g. quantum collective creep [7] and
radiation-induced non-thermal creep in a high radiation environment [9]. Another
prominent candidate to study a non-thermal creep is a weakly vibrated granular medium.
Granular materials consist of macroscopic solid grains interacting via dissipative,
repulsive contact forces [10]. Under ambient conditions, thermal energy is
inconsequential, and granulates jam in random configurations unless sufficient
mechanical energy is supplied, for example by shearing or shaking [11]. Vibrated
powders are one of the most interesting examples of nonequilibrium systems where
excluded-volume interactions are known to play a crucial role [12]. Under vibration, a
granular-pile compacts towards a steady state with a final density that depends on the
intensity of the vibrations [13]. In the limit of small-intensity vibrations, the relaxation

rate becomes so slow that the system cannot reach the steady-state density within the



experiment timescale [14]. As a result weakly vibrated granular materials exhibit

behavior not seen in ordinary fluids or solids [15].

Starting from an ergodic hypothesis for powders, based on the extensive, global,
character of the dynamics induced by shaking, Edwards and co-workers [16] have
formulated a microscopic theory for the steady state of vibrated granular media that is
similar to conventional statistical mechanics. Further, they assume that the steady state is
fully characterized by the volume of the system, which then plays a role analogous to that
of the energy in the usual thermal systems. This provides the ‘‘microcanonical’’
description. The associated ‘‘canonical’’ probability distribution is obtained by
maximizing the statistical entropy under the condition that the average volume is given.
The probability of a given configuration depends only on its volume and can be found as
the maximum of the entropy under the constraint that the system volume is given. The

entropy S is defined in analogy to classical statistical mechanics as S(V,N)=kInQ,

where Q is the number of mechanically stable configurations of N particles in volume
V, and k is an analog to the Boltzmann constant [16]. The parameter X =0V /oS
conjugated of the volume in an analogous way as the temperature is the conjugate of the
energy in usual thermal systems, was named the compactivity [16]. The compactivity
characterizes the equilibrium distribution among the inherent states and depends only on
the average energy of the inherent states and not on the particular dynamics used [16].
So, it may be interpreted as being characteristic of the number of ways it is possible to
arrange the grains in the system into volume AV such that the entropy change is AS.

Edwards’ approach to granular media also links the compactivity to the system average



volume and its fluctuations 6V ? through a granular version of the fluctuation dissipation

relation

2 20V
<av >_x R (2)

where (aV/E}X) plays the role of the specific heat in the equilibrium thermodynamics
[17]. Due to internal dissipation motion of granular materials can only be maintained by a
constant supply of energy. For sinusoidally, vertically vibrated granular media under
gravity the most important control parameter is the ratio of the maximum acceleration of
the vibrating base and the gravitational acceleration, G = Aw’/g, where A and o are

the amplitude and frequency of the vibration respectively [11]. Even weak excitations
with G <1 produce a rich dynamical behavior in granular media which are dominated by
either grain motion or by contact force variations [18]. The authors [19] have performed
systematic studies of the density of a vibrated granular material as a function of time.
They found that under vibrations, the density of the pile slowly reaches a final steady-
state value about which the density fluctuates. Under vibrations, the mean square
fluctuations observed in the measure of density are typically of the same order of
magnitude of the average itself and all follow the same kind of inverse logarithmic
dynamics. This dynamics was experimentally observed in the compaction of real granular
media undergoing a sequence of taps [20]. The density fluctuations are necessary
accompanied by the pore volume fluctuations which should affect the imbibition force
and the wetting front pinning strength in a porous granular medium (see [21] and

references therein).



The effects of acoustic vibrations on the fluid flow through porous media has been
studied in the past few decades (see [22,23] and references therein). The energy of
vibrations is expected to change properties media and fluids as well as liquid-liquid,
liquid-solid, and gas-liquid interactions [24]. Though, the effect of vibration on the
process imbibition and associated phenomena are not yet well understood (see [21] and

references therein).

In spite of the Edward’s thermodynamics, one may expect to observe a creep
phenomenon associated with non-thermal fluctuations (2), when the wetting (imbibition)
front in a weakly vibrated granular medium moves with a velocity controlled by the
fluctuation intensity. By analogy with the thermal and quantum creeps, one would guess
that the creep velocity should obey an analog of the Arrhenius law in the form

_U(FC/F)j @)

V., oc eXp ( kX

where the energy barrier U is determined by the ratio of pinning strength F. to the

capillarity pressure F, while the compactivity X is expected to be a univalued function

of the vibration intensity, i.e. X = f(G).

In this Letter we report the experimental observations of the creep motion of wetting
fronts in weakly vibrated granular media. The experimental set-up is shown in Fig. 1. It
consists in a rectangle glass cell (height 50 cm width 15 cm and the space between glass

plates is 1 mm) filled with sands of size less than 0.4 mm. The density of granular media
6



is about 3.3+0.3 g/cm®, while the porosity is about 50% [25]. To avoid the escape of
sands the bottom of the cell is tapped by a textile filter. The cell is fixed with the frame
rigidly mounted on the platform which can be subjected to vibration by an electric motor.
The cell bottom is submitted to a depth of about 10 mm below the water level in the

reservoir.

At the stage without vibrations, a wetting front advances due to spontaneous imbibition in
an almost Washburn regime (see [26]). We allow the wetting front to rise until it stops
and no change in either height or shape of the interface between wet and dry regions is
observed. The stopping can be attributed to the front pinning on heterogeneities in
granular media. In our experiments, the wetting fronts were completely pinned at
approximately mid-height of the cell after approximately one hour. Once the wetting
front is completely pinned and no change in either height or shape of the interface
between wet and dry regions is observed during more than 10 minutes, we apply the
vibrations with the gravitational acceleration G measured by the VB-8201HA vibration

meter. In our experiments the gravitational acceleration G = Aw®/g was in the range of

0.84<G<0.91. As soon as the vibration is applied, an initially pinned interface
advances in the vertical direction. The position and configurations of pinned and moving
wetting fronts h(x,t) were determined from the digital photographs (see Fig 1b) taken
each minute for 50 minutes with a digital camera. All interfaces were digitized with the
resolution of 15 pixel/mm (see Fig. 1c). To avoid the effects of boundaries and large
scale heterogeneities in the sand packing, the scaling properties of wetting fronts were

measured using the fragments with the minimal linear trend of the front profile (see Fig.



1c). The length L of profiles of interface height h(x,t)=z(x,t)—min,_,_,,z(X,t=0)

used for the scaling analysis is L =512 pixels (see Figs. 1c and 2). As follow from graphs
in Fig. 3, the wetting front in a weakly vibrated granular medium advances due to
avalanches of localized intermittent advances, similarly to what happens in other systems

displaying creeping phenomena (see [1,2]). The avalanches induce a finite creep velocity

v, =(z(x,t+7)—z(xt))/ 7, 4)

where the overbar denotes the average over x for the system of size L and brackets

denote the average over a set of experiments with the same G .

We found that a wetting front moves with an almost constant velocity (4) controlled by
the gravitational acceleration G (see Fig. 4), while the front width

W (L,t) = max,_,., h(t) —min h(t) only slightly fluctuates in time (see Figs. 1c and

0<x<L
2). The dependence of creep velocity (4) on the gravitational acceleration is best fitted by

the relation v, oc exp(— const/G) (see Fig. 4b), as it is expected for the creep motion (see

Eq. (3)), if X ocG. So, the data of Fig. 4b suggest that the compactivity X is a linear

function of the gravitational acceleration G . The roughness exponents of the pinned (&)
and creeping (¢, ) wetting fronts were determined by the variorgam (¢, =0.50+0.06
and ¢, =0.64+0.05) and the roughness length (£, =0.50+0.06 and &, =0.62+0.06)

methods with the help of commercial software BENOIT 1.3 [27]. We noted that the value

¢» =0.50£0.06 is consistent with the results of early imbibition experiments in 2+1



dimensions [28,29], as well as with the prediction of the directed percolation depinning
model [28]. In the creeping regime, the value ¢, =0.63+0.06 is consistent with the
roughness exponent ¢ =(4-d)/3=2/3 expected for the equilibrium interface in a
random environment [30]. Unfortunately, our experiments do not permit to determine the
scaling behavior U o F™*. Though, putting the scaling exponent ¢, =0.63+0.06 in Eq.

(1) with d =2 and n=2, we obtain x~1. This value, however, should be verified by

direct measurements of the creep motion in the forced imbibition or drainage

experiments.

In summary, we observe a non-thermal creep motion of wetting fronts in weakly vibrated
granular media obeying the Edward’s thermodynamics. The creep velocity obeys an
analog of the Arrhenius law in which the compactivity of weakly vibrated granular media
play the role of temperature. Furthermore, our data suggest that the compactivity is a
linear function of the gravitational acceleration, X oc G, while the energy barrier is
expected to depend on the capillarity force as U o« F™* with the creep exponent u~1.
These findings provide novel insights to the Edward’s thermodynamics and the non-

thermal creep phenomena and will stimulate further theoretical and experimental research

in these areas.

We acknowledge M. A. Rodriguez for the suggestion to study the wetting front motion
under vibrations and illuminating discussions along this work. This work was partially
supported by the FONCICYT (México - European Union) under Project 96095 and the

Government of Mexico City under Grant PICCT08-64.



Figure captions

Figure 1. a) The experimental setup. b) The snapshot of pinned wetting front. ¢) The
graphs of 50 digitized wetting fronts in weakly vibrated granular medium (G =0.84) at

times t =0, 1,...,50 min. (thick curve represents the pinned frontat t =0).

Figure 2. The configurations of h(x,t) =z(x)—min,_,,,z(X,t =0) for analyzed parts of

the wetting fronts in granular media vibrated with adimensional gravitational

acceleration: a) G=0.84,b) G=0.88,andc) G=0.91.

Figure 3. An example of localized intermittent advances of wetting front in weakly
vibrated (G =0.84) granular medium: a) the wetting front configurations at t =18 (1)

and 19 min. (2); grey areas indicate the areas wetted due to the front advance in 7 =1

min, the mean interface advance is Az(x,t=18,7=1)=3.8 pixels; b) localized

intermittent advances of wetting front Az(x,t,z =1) = z(x,t +  =19) — z(x,t =18) ;

Figure 4. a) The graphs of Az=(z(x,t)-z(x,0)) vs time t for five values of the

gravitational acceleration G= 0.84 (1), 0.87 (2), 0.88 (3), 0.9 (4), and 0.91 (5);
experimental data are averaged over three experiments with each G ; straight lines
represent the data fitting as Az =v_t with v, = 0.167 (1), 0.292 (2), 0.487 (3), 0.618 (4),
and 0.836 (5) mm/min. b) Semi-log plot of the creep velocity v, vs the inverse of the
adimensional gravitational acceleration 1/G; the fitting line indicates an exponential
decay (3) with X o« G.
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