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Introduccion.

Este trabajo tiene como finalidad mostrar la importancia de emplear varios registros de
representacion en la obtencion y exploracion de la solucién de una ecuacion diferencial
con ayuda del programa WinPlot. Asi se facilita la conversion entre registros de
representacion en los estudiantes. Considerando que los alumnos presentan problemas
de conversion entre el registro algebraico al grafico.

Para la elaboracién de este trabajo, se contdé con el apoyo de los estudiantes de la
Escuela Superior de Fisica y Matematicas, de la licenciatura en Fisica y Matematicas,
de segundo semestre en la materia de Ecuaciones Diferenciales. Se iniciaron las
actividades con 12 estudiantes, sin embargo, solo 3 lograron finalizarlas. Se utilizo la
sala de computo, que se ubica en el tercer piso del edificio Z, de la escuela.

Las actividades presentadas en este trabajo, fueron elaboradas con la finalidad de que
los alumnos lograran la conversion entre los registros de representacién algebraico,
gréfico y numérico; a través de papel y lapiz, asi como con el uso del software como
herramienta didactica para efectuar dicha conversion. Considerando a la tecnologia a
manera de apoyo a la ensefianza y aprendizaje en el alumno. Durante la aplicaciéon de
las actividades los estudiantes tuvieron interesantes cambios en la conversion de
registros.

El WinPlot permite al alumno graficar la solucion particular y general, asi como a la
ecuacion diferencial de manera directa, mostrando el campo de las pendientes.
También, permite verificar la solucion obtenida con respecto a la ecuacion diferencial.
Ademas, el alumno puede manipular los parametros que se tienen de la solucion en un
cierto intervalo, como de la ecuacion diferencial.

Para la realizacion de las actividades, los registros a considerar son: algebraico, grafico
y numérico. La conversion entre el registro del algebraico al grafico, del gréafico al
numeérico, del algebraico al numérico y viceversa, proporcionando al alumno un mejor
entendimiento, comprension y visualizacion acerca de la solucion de una ecuacion
diferencial, asi como de la propia ecuacion. Antes de iniciar con las actividades se les
solicitd a los alumnos definir los conceptos, ecuacioén diferencial, orden, grado,
linealidad, solucién de una ecuacién diferencial y condiciones iniciales; con la finalidad
de saber qué tan presente tienen estos conceptos. Posteriormente cada actividad se
conforma de preguntas que sirven como guia al alumno para lograr la conversion entre
los registros de representacion ya mencionados, enfocadas a un aprendizaje
conceptual, procedimental y actitudinal. Del mismo modo, para que el alumno se apoye
en WinPlot en el momento que sea factible, se le presenta una descripcion del uso del
software, guiandolo durante el uso de la herramienta didactica en el aprendizaje para
obtener una mejor visualizacion de la solucion. Estas actividades facilitan a los alumnos
gue logren la conversion entre los registros.

Se ha considerado este software, por ser un programa de uso libre que se encuentra
en http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html, es un programa que se puede graficar
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funciones de manera explicita e implicita, representando a la solucion obtenida y asi
como a la misma ecuacion diferencial, representadas en un mismo gréfico. Para el
alumno, contar con un software como WinPlot, le permite verificar si en realidad lo que
ha realizado es correcto.

El marco tedrico se basa fundamentalmente en el trabajo de Raymond Duval con
respecto a las operaciones con los registros de representacion. Para tener un registro
de representacion semiotica deben estar presentes las actividades cognitivas de
formacion, tratamiento y conversion. Este trabajo se enfoco a la actividad cognitiva de
conversion, considerando de antemano que es el paso crucial en los alumnos de
ecuaciones diferenciales.

En la metodologia, se describen las fases segun las cuales fue elaborado este trabajo,
desde la consulta bibliografica, la participacién de los estudiantes, la elaboraciéon de las
actividades, asi como la aplicacion, y sobre todo el andlisis de resultados que se
realizaron de manera individual.

Este trabajo se apoya de la lista de cotejo para la evaluacién del aprendizaje del alumno
respecto a las actividades planteadas. Indicando en éstas, los elementos relevantes que
permiten evaluar el desempefio de los estudiantes, vinculados a la conversion de
registro, retomando indicadores de los estandares curriculares por la NCTM (National
Council of Teachers of Mathematics).

Por dltimo, se muestra una lista de ventajas que se tienen al emplear WinPlot, y la
importancia que tiene el emplear varios registros de representacion en ecuaciones
diferenciales para lograr la conversion de registros. Reiterando que el software es una
herramienta didactica que permite verificar los resultados obtenidos en papel y lapiz por
el alumno.



|. Objetivo de la investigacion.

Dentro de la actividad matematica, es importante el uso de diferentes representaciones
para comprender los conceptos. En este trabajo se estudian las diferentes formas de
representar la solucion de una ecuaciéon diferencial. Se consideraran los registros
algebraico, grafico y numérico. Se usard WinPlot para trabajar con las diferentes
representaciones.

La tecnologia en la actualidad ha sido de gran importancia en la escuela, pues existen
software que permiten manipular al objeto de estudio, analizar, experimentar y
conjeturar los conceptos matematicos, como es el caso de WinPlot, ademas es un
software gratuito como herramienta de apoyo al aprendizaje.

En la comprension y entendimiento de conceptos matematicos se requiere una
coordinacion de varios registros de representacién, generando un tratamiento en cada
registro, asi como en cada conversion, buscando resultados favorables en el
aprendizaje del estudiante.

En esta investigacibn se busca desarrollar en los estudiantes la habilidad de
visualizacion y al mismo tiempo la comprension e interiorizacion de los conceptos
fundamentales en las ecuaciones diferenciales, tomando en cuenta los diferentes
registros de representacion.

En su articulo de representaciones semidticas y funcionamiento cognitivo del
pensamiento, Duval muestra que con frecuencia existe una falta de coordinacién entre
las representaciones en detrimento de la comprension del concepto. Y propone que se
desarrollen actividades que promuevan el tratamiento dentro de los registros y la
conversion entre los registros de representacion. Es por ello que, la estructura de las
actividades propuestas se enfocan en el tratamiento de los registros y la conversiéon
entre ellos.

El objetivo de la investigacion es:

Describir las ventajas que se tienen al realizar la conversion entre los registros
algebraico, grafico y numérico, en la obtencion de la soluciébn de una ecuacion
diferencial ordinaria a través de WinPlot.

Hipotesis:

WinPlot es una herramienta didactica que favorece al alumno en la exploracion de la
solucion de una ecuacion diferencial a través de la conversion entre los registros de
representacion.

De este objetivo se derivan las dos siguientes preguntas de investigacion:
¢,Cudles son las ventajas de usar varios registros en ecuaciones diferenciales?
¢ El uso de software facilita la conversion de registros en ecuaciones diferenciales?
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Il. Marco teorico

La investigacion en matematica educativa ha proliferado en los ultimos afios con la
finalidad de apoyar la ensefianza y aprendizaje en matematicas, por las grandes
dificultades que enfrenta el alumno en la comprension de conceptos matematicos. En
la mayoria de las ocasiones se presentan estos problemas por la falta de visualizacion;
el alumno tiene dificultades para realizar los cambios de registro de representacion. En
donde un registro de representacion lo entendemos como un sistema de signos
utilizados para representar una idea u objeto matematico y que ademas cumple con las
siguientes caracteristicas: es identificable, permite el tratamiento, esto es, la
manipulacion y transformacion dentro del mismo registro, y por ultimo, permite la
conversion, que consiste en la transformacion total o parcial en otro registro.

Es por ello que (Duval, 1999) que el uso variado de representaciones semiéticas en
una actividad matematica facilita la ensefianza y aprendizaje en el alumno, que
contribuye a un desarrollo de capacidades en razonamiento y visualizacién. Duval da
una clasificacion de los diferentes registros en el proceso de pensamiento matematico,
como se muestra en la tabla 1:

Tabla 1. Diferentes tipos de registros

Representacion discursiva Representacion no-discurs iva
Registro Multifuncional: Lenguaje natural Plano o figuras geométricas

Asociaciones verbales (configuraciones de 0, 1, 2 y 3
El proceso no es algoritmico dimensiones)

Razonamiento

-argumentos de observacién, | Operatoria y no solo aprehension

opinién,... perceptiva

Deducciones validas de teoremas y | Construccion por regla y compas

definiciones
Registro Monofuncional: Sistemas de notacion: Plano cartesiano

Numérico (binaria, decimal, | Cambio de sistema de
En la mayoria los procesos son fraccional,...) coordenadas
algoritmicos. Algebraica Interpolacion y extrapolacion

Simbolica (lenguaje formal)

Las representaciones semidticas son aquellas producciones que estan constituidas por

el empleo de signos que pertenecen a una representacion, donde estos signos son
significativos para el entendimiento de un concepto matematico, en el caso de una
ecuacion diferencial, el grado, el orden, la linealidad y las condiciones iniciales, son
ejemplos de signos significativos. Las representaciones semidticas permiten mostrar las
representaciones mentales, a través de una figura geométrica, una ecuacion, una
grafica, el lenguaje natural pues son un medio para exteriorizar un conocimiento y
mostrarlo hacia los demas.

Las representaciones juegan un papel primordial:

 Las representaciones mentales dependen de la interiorizacion de las
representaciones semidticas.



» Las diferentes funciones cognitivas se muestran independientes, asi como la de
objetivacién y tratamiento con la de comunicacion y las representaciones
mentales, respectivamente.

» Se puede producir conocimiento a través de las representaciones semioéticas en
donde las representaciones sean totalmente diferentes.

* La produccion de conocimientos en las representaciones semidticas permiten
representaciones radicalmente diferentes de un mismo objeto en la medida en
gue hacen surgir sistemas semioéticos totalmente diferentes.

Con ello hace notar que la noésis y la semidsis son inseparables, es decir, no hay
semidsis sin noésis y viceversa; donde la noesis es la aprehension conceptual de un
objeto y la semidsis son los signos o simbolos empleados para representar un objeto
(concepto) matemético, a todo ello se le conoce como la paradoja cognitiva del
pensamiento humano. No olvidemos que en matematicas se requieren varios registros
de representacion semidtica, aunque en la mayoria de las ocasiones el alumno no esta
consciente 0 no reconoce las posibles representaciones.,

Un sistema semiotico es un registro de representacion al considerar tres actividades
cognitivas las cuales son inseparables de la sémiosis, que ya se han mencionado
anteriormente:

a) La formacion de una representacion involucra ciertos rasgos y reglas, donde
estas reglas aseguran una identificacion y reconocimiento de la representacion.
Ademas estas reglas permiten reconocer la formacion de representaciones.

b) El tratamiento de una representacion es una transformacién de la
representacion que se da unicamente dentro del registro que se esta trabajando.

c) La conversion de una representacion es una transformacion de representacion,
un cambio de registro, conservando al objeto mismo, se buscan otras alternativas
para apreciar al objeto en diferentes perspectivas de representaciones.

Es por ello que, la conversion entre registros es una actividad cognitiva diferente e
independiente a la del tratamiento, la conversion es el paso crucial donde las
expectativas del alumno se confunden, pues le es dificil cambiar de un registro a otro,
su enfoque es mas algebraico y pocos alumnos manejan tanto el grafico como el
numeérico. La figura 1 muestra que cada actividad conlleva a una transformacion de una
representacion ya sea en el mismo registro o en otro.



TRANSFORMACION

De una representacién semiética a
otra  representacion  semiodtica
DIFERENTE

CONVERSION

TRATAMIENTO

Cambio de
sistema pero
conservando  al
objeto mismo

Es en el mismo
sistema

Figura 1

Dentro de la conversion de registros se suele confundir la “interpretacion” y la
“codificacion” como un registro mas, es decir, esto se presenta alin mas cuando se esta
en el registro grafico, donde se busca una interpretacion de los datos, y que
posteriormente se va a la expresion cuando sea factible, a la grafica o la propia
ecuacion dada. Sin embargo tanto la interpretacion, codificacion, traduccion, ilustracion,
descripcidn son operaciones que permiten corresponder a una representacion con otra
en la conversion.

La interpretacion en los registros es muy importante, pues requiere de un cambio de
contexto en el que se desenvuelve. Mientras que la codificacion es la reproduccion de
una representacion en otro sistema semidtico diferente al que esta dado, a través de
sustituciones directamente sobre los significantes. La descripcion es la conversion de
una representacion grafica, esquemas en una representacion linguistica. Mientras que
la ilustracion es una conversion que va de una representacion linglistica a una
representacion figural.

La actividad cognitiva de conversion de una representacion como ya se ha mencionado
es el paso crucial en el cambio de registro; en esta actividad no se aplican reglas de
ordenamiento o codificacion.

La conversion de registros puede ser o no congruente, es decir, si resulta congruente la
conversion de registro, esta indicando que el alumno es monofuncional, es decir, que se
esta trabajando en un solo registro y que no llega totalmente a la conversion, como se
esperaria; ejemplo, gran parte de los alumnos en matematicas desarrollan bien en el
registro algebraico y no tienen ningun problema en resolver una ecuacion diferencial,
pues recurren a un método dado, y logran encontrar la solucion de dicha ecuacion,
verificando que se cumpla, y hasta ahi se queda, no va mas alla de saber que sucede si
busca otra registro en este caso, para interiorizar y exteriorizar la solucion encontrada.
Sin embargo, el estudiante tiene la inquietud de saber si en realidad la solucion
encontrada sea correcta y busca otras representaciones, entonces aqui es donde
comienza el hecho de que una conversion no sea congruente.



Para que una representacion sea congruente es necesario que estén presente tres
criterios, el primero es la correspondencia semantica (significado de la palabra) entre
las unidades significantes (gréfico, algebraico, expresion linglistica, etc.) que
pertenecen al registro de representacion utilizado. Segundo la univocidad (mismo
significado) semantica terminal entre las representaciones y por ultimo el orden entre
las unidades significativas cuando se trata de comparar por ejemplo un enunciado con
su expresion algebraica.

En ello se busca el uso de varios registros de representacion, que permita detectar los
cambios en la concepcion del conocimiento que se busca incorporar, es decir,
interiorizar y exteriorizar los conceptos dados.

La existencia de varios registros de representacion conlleva a una coordinacion para el
funcionamiento del pensamiento matematico, estén puede ser a través de la economia
del tratamiento de acuerdo a las manipulaciones que se requieran para trabajar en el
registro a trabajar. Otra manera es por la complementariedad de los registros, pues
imponen una serie de elementos que son significativos o informativos del objeto, asi
como del concepto que se representa, y en diferentes registros no son los mismos
aspectos del contenido de representacion. Y uno que es de suma importancia es la
conceptualizacion que conlleva a una coordinacion de registros de representacion.

En la mayoria de las ocasiones la coordinacion entre los diferentes registros de
representacion no es suficiente para que se dé la conversidn, esto sucede si no se tiene
comprendido el concepto.

Es por ello, que en el momento que el alumno intenta buscar una nueva interpretacion
de un problema matematico, ésta conlleva a la conversion, conservando al objeto
mismo, en el momento de comenzar con nuevas condiciones, dandose la no
congruencia. Posteriormente en ocasiones logra identificar cierto orden vy
comportamiento en el problema.

Para Duval, cada representacion aporta un conocimiento parcial del objeto que
representa. Esto es, cada sistema de representacién permite manipular y procesar cada
una de las representaciones de diferentes formas tal que los distintos modos de
representacion expresen sus propiedades y relaciones entre los conceptos, cada
representacién permite una faceta diferente del objeto a estudiar y manifiesta algunas
propiedades relevantes.

Duval (Duval, 1988) en su articulo de “graficas y ecuaciones” genera un tratamiento en
las representaciones graficas, que la razon profunda de estas dificultades no debe
buscarse en los conceptos matematicos ligados a las funciones afines, sino al
desconocimiento de las reglas de correspondencia semibtica entre los registros de
representaciones graficas y algebraicas. Con apoyo en este articulo ingresaremos
también la parte numérica como otro registro de representacion semiética. Indica que
las representaciones graficas quedan como representaciones ciegas para los alumnos.
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Por estas razones, daremos la importancia que merece al registro grafico para una
mejor comprension en el aprendizaje del alumno.

Plantea tres tratamientos de las representaciones graficas:
1. La via del punteo.

Es a través de esta via que se introduce y se definen las representaciones gréficas,
cuando se trata de trazar la grafica de una ecuacion o de leer las coordenadas de un
punto interesante. Donde estd via presenta la agilidad de que el alumno pueda
visualizar una grafica y recabar informacion sobre lo que sucede con los puntos de las
gréficas al hacerlos variar.

2. Una via de extension

Con esta via lo que se busca es el desarrollo de actividades de interpolacion y
extrapolacion, las cuales se apoyan con los aspectos productores y los aspectos
redactores, que permanecen en un plano mental, las cuales no dan lugar a trazos
complementarios y explicativos como un cambio local de la graduacion de los ejes para
“agrandar” una parte del trazo. En este tratamiento se ampliara con el uso del software
y dar un mayor contexto, pues ya no se limitaria esta via.

3. Una via de interpretacion global de las propiedades de las figuras.

El conjunto trazos/ejes forman una imagen que representa un “objeto” descrito por una
expresion algebraica, toda modificacion en la escritura de la expresion algebraica
correspondiente determina una variable visual pertinente para la interpretacion de la
grafica. Esto se desprende de un andlisis de congruencia entre dos registros de
representacion de un objeto o de una informacion. Podemos sefialar que para que haya
un analisis con los registros, el alumno a través del software observar4d que sucede al
hacer variar los parametros dados en la actividad matematica, a través de las diferentes
representaciones.

Reiterando que no hay que confundir el objeto (concepto) matematico con sus
representaciones, pues si sucede lo contrario esto lleva a una perdida en la
comprensién de dicho objeto, es por ello que la utilizacion de varios registros permite
una mejor comprension del objeto estudiado.

La tecnologia en el proceso de ensefianza y aprendi  zaje en matematicas.
Es importante sefalar las ventajas que se tienen al usar software en matematicas para
impulsar el proceso de ensefianza y aprendizaje en los alumnos, algunos autores

mencionan que no es muy correcto hacer uso de ellos para la ensefianza, sin embargo,
muchos otros con sus experiencia demuestran que se requiere.
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De acuerdo a Acelajado (Acelajado, 2001) el uso de software aumenta y facilita el
aprendizaje de los estudiantes en mateméticas, mejora su reaccion, su actitud y reduce
el miedo hacia las matematicas.

Al usar software en matematica educativa se mantiene un apoyo en la ensefianza y
aprendizaje hacia el alumno; como sefala Balderas (Balderas, 1998), el uso de la
computadora no es solo un instrumento para crear una actividad para el alumno, sino
gue promueve una nueva comunicacion con los estudiantes.

La investigacion en matematica educativa requiere profesores expertos en el uso de
software para regular las clases, las cuales requieren de un nivel de competencia como
lo sefala Balderas por parte del profesor, y que ademas se adquiere a través de la
experiencia.

Es importante mencionar que el aprendizaje se da en tres dmbitos (Diaz, Rojas), los
cuales son: conceptual, procedimental y actitudinal. El aprendizaje conceptual es la
incorporacion de datos, conceptos y principios a la estructura mental de comprension
gue permite describir, entender, explicar, fundamenta y proyectar la accion.

El aprendizaje procedimental se define como un conjunto de acciones ordenadas y
orientadas al logro de una meta. Requieren de reiteracion de acciones que lleven a los
alumnos a dominar la técnica, habilidad, estrategia, métodos, etc.

Mientras que un aprendizaje actitudinal consiste en la modificacién o adquisicion de
actitudes por parte del alumno en su proceso de ensefianza-aprendizaje, a través de
actitudes, valores, ética personal y profesional.

Por lo tanto, estos tres aprendizajes interviene en la evaluacion del estudiantes, para
determinar que tan apropiada son las actividades de enseflanza y como es su
desempefio no solo del estudiante sino también del profesor. La evaluacion es
constante desde observar las reacciones que tiene los alumnos ante las actividades
indicadas y de la manera en cémo se desenvuelven. Por lo tanto, la evaluacion
cualitativa es aquella donde se juzga o valora la calidad del proceso de nivel de
aprovechamiento de los estudiantes, que resulta dinamica en su proceso de
ensefanza- aprendizaje y analiza la actividad, empleados en el salon de clase.

La evaluacion es una manera de retroalimentar la ensefianza y aprendizaje del
estudiante favoreciéndolo en determinar una calificacion adecuada a su desempefio en
las actividades encomendadas. Hay varias formas de evaluar (Flores y otros, 2004),
como la escala de actitudes, historia y experiencia de vida, V heuristica de Gowin, el
informe de KPSI, la rdbrica, lista de cotejo, matriz de resultados, bitacora de Col y
portafolios.

Sin embargo, se retoma en este trabajo la lista de cotejo, en ella se da la relacion de los
elementos relevantes para el desarrollo de una actividad, la cual puede ser de tipo
exploratoria, de resolucién de problemas u otro. Donde el objetivo de la lista, es cotejar
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el desempefio de los estudiantes durante la actividad aplicada. Esta evaluacion es
cualitativa, pero también permite indicar una calificacion si se requiere. En la NCTM,
se sefalan indicadores para la evaluacion del alumno, los cuales van enfocados
respecto al nivel y el objetivo y aprendizaje, que se quiere desarrollar. Estos indicadores
se retoman para la lista de cotejo, vinculadas a demas en los diferentes tipos de
aprendizaje.
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lll. Metodologia de la investigacion

La realizacién de esta investigacion hace referencia a articulos de Duval; de acuerdo a
las dificultades que los alumnos se enfrentan, es la conversion de registros (algebraico,
grafico, y numérico). En ecuaciones diferenciales, esto se traduce en una dificultad al
indicar que representen graficamente a la solucion obtenida. Con las actividades
planteadas se busca que los estudiantes logren realizar la conversion de registros y
sean conscientes de esta conversion de una manera significativa con apoyo de WinPlot.

La metodologia de esta investigacion, esta dada en las siguientes fases:

a) Consulta Bibliografica:

Se hizo una consulta a articulos de Duval enfocados a la conversién de registros de
representacion semiotica y el uso de la tecnologia en la ensefianza-aprendizaje en el
aula, teniendo presente la problematica de aprendizaje de esta investigacion.

b) Participantes:

Los alumnos que contribuyeron a la realizacion de esta investigacion fueron alumnos de
la licenciatura en Fisica y matematicas de la Escuela Superior de Fisica y Mateméticas
del Instituto Politécnico Nacional que cursaban la materia de Ecuaciones Diferenciales.

Tabla 2. Alumnos participantes en las actividades.

Alumnos Ira. 2da. 3ra. 4ta. 5ta. 6ta.
Sesion | Sesion | Sesién | Seccién | Sesion Sesion

1. Andrés v v v v
2. Bérbara s s s v s v
3. Jonathan v v v v s v
4. Ignacio s v v v s v
5. Karina v v
6. Lizbeth s v
7. Berenice s v
8. Alejandra s v
9. ltzel v v
10. Fernando v v
11. Omar v
12. Claudia v

De los doce alumnos que iniciaron las actividades so6lo 3 fueron los que terminaron las
cuatro actividades, donde su desempeiio en el transcurso de las sesiones fue
progresando, como se observa en la tabla 2 la participacion de los alumnos.
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Se trabajé con este nUmero de personas ya que la investigacion es no probabilistica,
pues, la eleccion de los participantes fue de manera voluntaria. Los resultados
obtenidos a partir de esta muestra son validos para la muestra en si, sin embargo, esto
no implica que no se pueda aplicar a una poblacién mayor.

c) Elaboracion de las actividades:

En esta fase se realizaron cuatro actividades todas enfocadas a la conversion de
registro (algebraico, grafico y numérico) en la obtencién de la solucion de la ecuacion
diferencial, considerando que los alumnos estaban finalizando el curso tradicional de
Ecuaciones Diferenciales, con ayuda del software vy las actividades dan lugar a un
contexto para la conversion de registros. Haciendo mencién, antes de la aplicacion los
alumnos indicaban que duarte el curso no se les dio la representacion grafica de la
solucién de la ecuacion diferencial.

Se les pidi6 a los alumnos definir los siguientes conceptos:

Ecuacion diferencial

Orden

Grado

Linealidad

Solucion de una ecuacion diferencial
Condiciones iniciales

YVVVYVYYY

Con la finalidad de saber que tan presente tiene estos conceptos, y que tanto influyen
en el avance de las aplicaciones de las actividades con respecto a la coordinacién entre
los registros de representacion, en esta parte se busca un aprendizaje conceptual por
parte del alumno.

Las actividades fueron las siguientes:

Actividad 1
Resuelve la siguiente ecuaciéon diferencial con el método que te sea conveniente y

justifica cada paso que realizas:
2

Y_y,y
b x 2 v
Pregunta 1
. > o . d ?
“Determina la solucion general de la ecuacion diferencial V), yo “
X X X"

Esta pregunta, formulada en el registro algebraico, permite que el alumno logre
identificar qué tipo de ecuacién diferencial es, orden y grado, apoyandose en otros
registros para un mejor entendimiento al determinar su solucion.

Pregunta 2.
“Determina una solucién particular de la ecuacion diferencial, si y(1) =1”"
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Pregunta 3.
“Bosqueja la gréafica de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial”

En esta pregunta se busca la conversion de registros, se pasa del registro algebraico al
gréfico, del gréfico al verbal y del gréafico al numérico, pues permite al alumno razonar y
visualizar al concepto de solucion de una ecuacion diferencial.

La pregunta 4, se enfocO a las preguntas que siguen, usando el software, para que le
permita al alumno manipular los parametros de la solucién de la ecuacién diferencial,
especialmente de la solucion general.

Pregunta 5
¢, Qué sucede con tu bosquejo de grafica, difiere con la de WinPlot?

Con esta pregunta se busca la conversion de registros, y que el alumno logre
interpretar de manera audaz y razonable.

Pregunta 6.

¢, Qué puedes decir acerca de WinPlot y de esta ecuacion diferencial?

Esta pregunta permite que el alumno opine acerca del uso de software en el
aprendizaje y enseflanza de las ecuaciones diferenciales en obtencion de la solucion.

Pregunta 7.

¢En qué aspectos te ayudd WinPlot para comprender la ecuacion dada, tanto en la
forma implicita de tu solucién como la misma ecuacién diferencial?

Permite al alumno hacer mayor énfasis en la solucién de la ecuacion diferencial y en los
parametros presentes en la solucién, permite al alumno visualizar, comprender vy
razonar la ecuacion diferencial y la solucién encontrada.

Pregunta 8

¢Crees que tenga ventajas el usar WinPlot para resolver ecuaciones diferenciales?
¢Por qué lo crees?

Lo que se pretende con WinPlot es que sea un instrumento o herramienta para el
cambio de registro.

En esta actividad, cabe mencionar que las preguntas elaboradas enfatizaron los tres
tipos de aprendizaje, como el aprendizaje conceptual, las preguntas 1,2,3,7 y 8 estan
vinculadas a este tipo de aprendizaje; asi mismo las preguntas 1, 2 y 5 estan en el
aprendizaje procedimental de; y por ultimo las preguntas 3, 5, 6, 7 y 8 estan enfocadas
en el aprendizaje actitudinal.

Actividad 2
Resuelve la ecuacioén y justifica cada paso que realizas:

2 — .2
Y+axTy =x7, 0y =1
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Pregunta 1
“Encontrar el factor integrante”
Esta pregunta se realiza dentro del registro algebraico.

Pregunta 2
“Encuentra la solucién general en su forma implicita”
Nuevamente esta pregunta va formulada dentro del registro algebraico.

Pregunta 3
“Encuentra su solucion particular, si y(0)=1"

Pregunta 4

“Bosqueja la grafica para las dos soluciones”

En esta pregunta se busca la conversion entre los registro algebraico, gréafico y
numérico. Ademas, que distinga el concepto de solucién de una ecuacién diferencial.

La pregunta 5, se enfoc6 a las siguientes preguntas, usando
el software, para que le permita al alumno manipular los parametros de la solucion de
la ecuacion diferencia, especialmente de la solucién general.

Realiza en WinPlot las siguientes acciones. Al ir avanzando puedes ir comentando con
tus comparfieros y no olvidando ir realizando anotaciones de lo que realizaste en
WinPlot.

Abrir WinPlot, en ventana seleccionar “2-dim.”

Aparece la ventana sinnombre.wp?2

En “Ecua” seleccionas “3. Implicita” y das clic.

Aparece de inmediato una pequefia ventana que dice “curva implicita” y escribes

la solucion que tienes y das clic en el comando OK.

e. Aparece de inmediato una pequefia ventana que dice “curva implicita” y escribes
la solucion que tienes y das OK.

f. Recuerda que en la solucién implicita manejas una constante de integracion que
viene siendo en si un parametro, WinPlot lo reconoce.

g. Para tener hacer variar el parametro es necesario ir a “Anim” y seleccionar
“individual” y dar clic.

h. Aparece una ventana que dice “valor actual de A”, con una barra deslizadora
con ello puedes variar al parametro.

i. También puedes definir el intervalo en que esta ese parametro, puedes elegirlo.

j. Para definir el intervalo, para el extremo izquierdo indicas es numero y das clic en
el comando “def I” y para el derecho nuevamente eliges y das clic en el comando
“def D”. Ahora ya puedes variar al parametro ya sea deslizando la barra con el
raton o con las flechas de los extremos de la barra.

k. Ahora con la solucién particular graficala, recurre a la ventana de “inventario
sinnombre.wp2” y das clic en el comando de “editar” y te manda a la ventana de
“curva implicita” indicas el valor del parametro dado y das clic.

oo op

Pregunta 6
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¢, Qué diferencias observas con tu grafica bosquejada y con la de WinPlot?
En esta pregunta esta enfocada a la via de la interpretacion en la grafica de la solucién
y el conceto solucién de una ecuacion diferencial.

Pregunta 7
¢, Qué sucede cuando utilizas la solucion general, al variar la constante de integracién?

Se busca en alumno que mencione que solo se observa las curvas solucién y al variar
el parametro de la constante de integracion, y al manejar el parametro « fijo, la grafica
varia y se mantiene fija en el eje de las y. Esta pregunta esta dentro del ultimo punto
de tratamiento gréfico el cual es la interpretacion global de las propiedades en este caso
de la solucion obtenida.

Pregunta 8
¢, Qué opinas al resolver la ecuacion diferencial y tener a la mano el programa WinPlot?

Pregunta 9
Del inciso anterior ¢, Como consideras a la tecnologia como apoyo hacia la ensefianza?

Para la actividad 2, las preguntas 2, 3, 4, 6, 7 y 8 estan enfocadas al aprendizaje
conceptual, pues lo que se busca es representar la solucion de la ecuacion diferencial
en diferentes registros. Mientras que las preguntas 1 — 3,5 y 8 hacen énfasis a un
aprendizaje procedimental. Por dltimo las preguntas 4- 9 son preguntas enfocadas al
aprendizaje actitudinal.

Actividad 3

En un modelo demogréafico de la poblacion P(¢t) de una comunidad, se supone que
d—P:d—B—d—D, en donde dB y dab son las tasas de natalidad y mortalidad,
dt dt dt dt dt

respectivamente.

Determinar con ayuda de los registros algebraico, grafico y numérico la poblacion

dB dD
P@), sl —=kP — =k, P,con P0)=P,.
(0),sf " =kPy =k ©0)=r,

Instrucciones . Esta actividad tiene puntos donde el alumno participa de forma
individual, pero también en equipo conforme avanza la actividad.

Pregunta 1

“Del problema planteado indica ¢Cuél es la ecuaciéon diferencial ya simplificada a
resolver y la condicion inicial?”

Esta pregunta se hace dentro del registro algebraico.

Pregunta 2
“Encuentra de manera algebraica la solucién general de la ecuacion diferencial.”
En esta pregunta se trabajara en el registro algebraico.
18



Pregunta 3

“De la pregunta anterior ¢ Cual es el valor de la constante de integracion con ayuda de
la condicion inicial para la solucion particular?”

Esta pregunta busca la conversion de registro del algebraico al numérico.

Pregunta 4

“Bosquejar la gréfica de la solucion de la ecuacion diferencial.”

Se busca en esta pregunta la conversion de registro, tanto del algebraico al numérico,
como el numérico al grafico, como del algebraico al grafico y al verbal. Esta pregunta
esta en la via del punteo.

En la pregunta 5, se derivan lo siguiente, con apoyo de WinPlot para determinar la
familia de curvas soluciones, se le pidi6 al alumno indicar, ¢Que al observar el campo
se puede intuir los valores de los parametros? ¢ Por qué?

Esta presente la via de la extensién al considerar los casos.

Ahora con ayuda de WinPlot determina la familia de soluciones.
a. Abrir WinPlot, en ventana seleccionar “2-dim.”
b. Aparece la ventana sinnombre.wp2

: : , : d
c. En*“Ecua” se elige “Ecua Dif”, y posteriormente darle clic en d—y ”
X
d. Aparece una ventana “ecuacion diferencial” escribimos la ecuacién que se tiene,
. . dP d .
con un ligero cambio de - -= Pk, -k,) por d—y =y(a-b) y seleccionar
X

pendientes darle “aceptar”.
e. De inmediato aparece la grafica de la familia de curva solucion

Comenta con tu compafiero de al lado ¢A qué se debe esta gréfica?

Pregunta 6

“Ahora consideras los casos cuando a>b, a<b y a=b, realizalo de manera
algebraica con ayuda de la solucién obtenida. Bosquejar la gréafica de los casos. ¢Qué
puedes decir acerca de estos casos?

Después de hacer los casos de manera algebraica, ahora regresemos con WinPlot
veamos que sucede con los parametros.
La pregunta 7, se enfoco a los siguientes incisos, los cuales se trabajaron en WinPlot.

Elegimos en “Anim” a “Parametros A-W” y seleccionamos tanto a 4 como a B, uno

por uno. Dentro de un intervalo (0,10)

1) Si a>b, elige valores para a y b variandolos ¢ Cual es el comportamiento de la
grafica? Explicalo

2) ¢Qué pasa con la poblacion si a =5 yb =2, si se tiene una poblacion de 2.5 mil
personasen t=07?
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Esta pregunta permite la conversidn de registro del algebraico al numérico, del
numérico al grafico, asi como del algebraico al gréfico.
3) ¢Consideras factible usar un software en esta materia para entender el problema
planteado?
4) ¢Te facilita el aprendizaje este software para entender que es una ecuacion
diferencial, orden, linealidad, solucion y condiciones iniciales?
5) ¢Qué importancia tiene para ti al usar las representaciones grafica, numérica y
algebraica, para solucionar una ecuacion diferencial?

En esta actividad las preguntas 1, 4, 6 y los incisos 4) y 5) estan enfocados al
aprendizaje conceptual. Por lo tanto, las preguntasl-3, 5 y los incisos 1) y 2) son
preguntas realizadas en el aprendizaje procedimental, y para concluir las preguntas 4, 6
y los incisos 3) y 4) son preguntas que estan en el aprendizaje actitudinal.

Actividad 4
La poblacién de peces de uno de los lagos grandes. ¢Qué tasa de pesca se conserva
en cantidades aceptables la poblacion de peces y la industria pesquera?

Con la ayuda del software podra determinar como cambia la poblacion de peces a lo
largo del tiempo con base en las tasas de nacimiento, muerte y captura.

Con la ayuda del software podremos determinar como cambia la poblacion de peces a
lo largo del tiempo con base en las tasas de nacimiento, muerte y captura.
Si y(t) indica la poblacion de peces vivos en el instante ¢, considerando el tiempo en

meses.

Como se habla de la tasa de cambio total de la poblacibn de peces por meses
denotemos por

o)
dt

—— 0.
Se expresar a la tasa total de cambio como:
V= tasa de nacimiento — tasa de muerte — tasa de captura *

Como las tasas de nacimiento y de mortalidad son proporcionales al tamafio de la
poblacién, entonces:
Tasa de nacimiento en el instante 7: a y(t)

Tasa de mortalidad en el instante #: (by(r)+c¢) y(t)

Tasa de captura: K
Donde a, b y ¢ son constantes de proporcionalidad y positivas. Donde c indica la
mortalidad natural y b indica la sobrepoblacion.
La ecuacion diferencial es:

4

Y=a y(t)— (by(t)+c) y(t)— K

Pregunta 1
¢,Qué entiendes por tasa de cambio?
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El alumno recurrira al lenguaje formal.

Pregunta 2
Simplifica la ecuacién diferencial:

Pregunta 3

¢, Qué sucede si no hay captura, es decir, K =0? ¢Como es la ecuacion diferencial?
Resuélvela y explicalo de manera clara, tanto su orden, grado, linealidad. ¢ Por qué?
Esta pregunta, se busca trabajar dentro del mismo registro algebraico, recurriendo el
alumno a sus conocimientos previos.

Pregunta 4
Usando la condicion inicial determina su solucién particular.

Pregunta 5

Bosquejar la gréfica de la solucion encontrada. ¢ Qué pasa con la poblacion?

En esta pregunta se busca la conversion de registros del algebraico al grafico, del
algebraico al numérico y numérico al algebraico. Usando la via del punteo para iniciar el
trazo de la grafica.

En la pregunta 6, se apoyo en WinPlot, en la cual se le pidio al alumno hacer variar los
pardmetros de la ecuacion diferencial dada.
Realizalo ahora en WinPlot

a. Abrir WinPlot y seleccionar ventana y elegir 2-dimensiones:

b. Ahora seleccionar en ecuacion, ecuacion diferencial

- . _d
c. Aparece otra ventana donde escribiremos la ecuacion diferencial d—y = y(4-By),
X

darle clic y se observan el campo de pendientes

d. Para variar los parametros irse a “Anim”, “parametros A-W”, dale un intervalo y
observa que sucede al variarlo. Anota tus observaciones.

e. Con la solucién general de la ecuacion diferencial, eliges “Ecua” y das clic en
“Implicita” escribes la solucion das clic, y varias también los parametros,
eligiendo “Anim” y das clic en “Parametros A-W”. Anota tus observaciones ¢,Qué
sucede con la poblacion?

Pregunta 7

Si ahora consideramos que no hay sobrepoblacion pero si hay captura, ¢Cual es la
ecuacion diferencial? Determina su solucién y bosqueja su gréfica con la solucion
encontrada. Explica de manera clara ¢, Qué le sucede a la poblacion?

En la pregunta 8, se enfoca a la solucion general de la ecuacién diferencial,
permitiéndole al alumno hacer variar sus parametros, al realizar lo anterior se le
pregunta ¢Qué sucede con la poblacion?

Se busca trabajar con el registro grafico-numérico como algebraico.

A través de WinPlot.
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Abrir WinPlot y seleccionar ventana y elegir 2-dimensiones:

Ahora seleccionar en ecuacion, ecuacion diferencial

Aparece otra ventana donde escribiremos la ecuacion diferencial

Para variar los parametros irse a “Anim”, “parametros A-W”, dale un intervalo y
observa que sucede al variarlo. Anota tus observaciones.

e. Con la solucion general de la ecuacion diferencial, eliges “Ecua” y das clic en
“Implicita” escribes la solucion das clic, y varias también los parametros,
eligiendo “Anim” y das clic en “Parametros A-W”. Anota tus observaciones ¢Qué
sucede con la poblacion?

apop

Pregunta 9
Se tiene en el tiempo 7, =0 y y =1.5 toneladas, los parametros 4=3.4yB =04 ¢Para

gue la poblacion de peces permanezca constante qué valor debe tener la captura K ?
Realiza tus anotaciones.
Esta pregunta hace uso de los registros algebraico y numérico.

Pregunta 10
¢, Como se debe mantener la captura de los peces para que la poblacién se encuentre

I . dY ] .
en equilibrio es decir EZO? Realicelo algebraicamente tomando en cuenta que

t, =3y y=3.5 toneladas ademéas con 4=52yB=1.
Esta pregunta esta enfocada al registro algebraico y numérico.

Pegunta 11
Con el inciso anterior ¢ Para qué valores de K captura asegura que no se extinguiran
los peces?

Pregunta 12
Si 4, B y K son tales que la poblacién permanece constante y se dobla el valor de 4,
¢éen cuanto debe cambiar K para que la poblacion siga permaneciendo constante?

Buscando en ello la conversién de registro, con ayuda del software, guiandolos para
lograr el objetivo y las preguntas planteadas. En esta Ultima actividad las preguntas 1,
3-8, 10-12 estan realizadas en el aprendizaje conceptual, mientras las preguntas 2- 4,
6-12 estan en el aprendizaje procedimental, y por ultimo las preguntas 5-8 son de
aprendizaje actitudinal.

d) Aplicacién de las actividades:
Las actividades realizadas se aplicaron a los alumnos de segundo semestre de la
Licenciatura en Fisica y Matematicas de la Escuela Superior de Fisica y Matematicas

del IPN, en la sala de computd con el software instalado, durante 6 sesiones, cada
sesién de horay media.
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Posteriormente dentro de cada actividad se plantean varias preguntas siguiendo una
secuencia, guiando al alumno a la conversién de registro y motivandolo a que lo haga
sin temor a equivocarse. Ademas, se le dio el procedimiento para el uso del software.

Durante la aplicacion de cada actividad los alumnos comparaban y discutian con
respecto a la soluciéon obtenida. Cada una de estas actividades est4 enfocada a la
conversion de registros, ya sea del algebraico al numérico, del algebraico al gréafico, asi
como del numérico al gréafico y viceversa.

e) Analisis de resultados:

El analisis de resultados se realizé de manera cualitativa para cada alumno, teniendo
presente al objetivo de la investigacion y las preguntas formuladas para la misma,
usando como sustento la teoria de Duval. El objetivo de esta investigacion es, describir
las ventajas que se tienen al realizar la conversién entre los registros algebraico, grafico
y numérico, en la obtencién de la solucion de una ecuacion diferencial ordinaria a través
del software. La hipotesis es, WinPlot es una herramienta didactica que favorece al
alumno en la conversion entre los registros de representacion facilitando la
comprension de conceptos en ecuaciones diferenciales.

Asi como las preguntas:
¢, Cuales son las ventajas de usar varios registros en ecuaciones diferenciales?
¢ El uso de software facilita la conversion de registros en ecuaciones diferenciales?

f) Evaluacion del Aprendizaje

La evaluacion del aprendizaje en el alumno se llevé a cabo por medio de lista de cotejo,
en las cuales se realizaron con apoyo a los estandares curriculares de la NCTM,
tomando en cuenta los indicadores de los niveles de 9-12 y los de evaluacion,
orientados a la conversién de registro con el apoyo de WinPlot, asi como al los tipos de
aprendizaje. La elaboracion de las tablas que se presentan al término de cada
actividad, se elaboraron con la finalidad de mostrar si el aprendizaje que el alumno
adquiere es de tipo conceptual, procedimental o actitudinal.

Para la tabla 2 esta enfocada al aprendizaje conceptual. Sin embargo, en las tablas 3,
4, 5y 6 se busca que el alumno adquiera estos tres aprendizajes ya mencionados
anteriormente. Con respecto a las preguntas que se encuentran en la tabla 1.1, se
indicara que tipo de aprendizaje se busca en cada una de estas.

Tabla 1.1 Las preguntas se realizaron dentro de un enfoque conceptual, procedimental
0 actitudinal.

Aprendizaje Aprendizaje Aprendizaje
Conceptual Procedimental Actitudinal

Tabla 3 Preguntas 3, 4, 7-| Preguntas 1, 2, 3, 5, | Preguntas 7-9, 12,
12-18, 20-22 6,9, 13, 14, 22 15-22
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Tabla 4 Preguntas 3, 4, 7-| Preguntas 1, 2, 5, 6, || Preguntas 7-11, 13,
22 12, 20 16-19, 21, 22

Tabla 5 Preguntas 2, 3, 6-| Preguntas 1, 4, 5, y || Preguntas 6-8,
12, 14, 17-19, 21 y| 13 1516, 18, 1920, 22,
24 23

Tabla 6 Preguntas 2, 3, 6-| Preguntas 1, 4, 5, | Preguntas 6-11, 13-

20, 22,y 23

12

19, 21-23

Con el apoyo de las tablas facilitara la evaluacion de los estudiantes en la aplicacion de
la actividad, empleara en cada una de las actividades para evaluar el desempefio que
tendra el alumno, y que en conclusiones se retomara estas tablas de cotejo para la
confiabilidad y validez de este trabajo.
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V. Analisis de datos

Se disefd la aplicacion de la actividad de tal forma que permita describir las ventajas
gue se tienen al usar el software en la conversion de registro (algebraico, grafico y
numérico) durante la obtencién de la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria.
Para la aplicacion de las actividades, se eligio un grupo de Ecuaciones Diferenciales,
donde el numero de alumnos varié en las cuatro actividades, en la primer sesion
asistieron 12 alumnos, de los cuales 7 eran mujeres y 5 hombres, finalmente en la
cuarta actividad se aplicaron las actividades a solo tres alumnos, dos hombres y una
mujer. Considerando que el tamafio de la muestra facilita el estudio de cada uno de los
integrantes de una manera cualitativa.

a) Primera sesion.

La primer sesién consisti6 en definir los conceptos de manera clara y concisa,
enfocados a la conversion de registros, es decir, permite saber qué tipo de registro el
alumno utiliza para hacer referencia al definir el concepto matematico sefalado, con
una duracion de una hora.

Antes de que iniciaran a definir los conceptos los alumnos mostraban interés para
realizar la actividad.

Se les pidio definir los conceptos: ecuacion diferencial, orden, grado, linealidad, solucién
de una ecuacion diferencial y condiciones iniciales, con lo cual se desea conocer que
tan consciente esta el alumno en el tipo de registro que utiliza, para poder definir el
concepto referido.

Los alumnos definieron “ecuacion diferencial”:

Andrés: es una ecuacion en la que se ven involucradas derivadas de funciones.

Puede verse de la forma f(x, y, y,)=0 y f(X, y, V', ..., y™)=0 si es de orden n.

Barbara: es una ecuacion de la forma f(x, y, v, ..., y™)=0.

Jonathan: es una ecuacién de la forma f(x, y)y™+...+®(x, y)y™=¢(x, y)

Ignacio: es una ecuacion que depende de una funcién y su(s) derivada(s)

Karina: se define como una ecuacion “ordinaria”, lo que la distingue entre otras es
gue es en algunos términos incluyen derivadas.

Lizbeth: es una que se puede resolver de diferentes formas, contiene variables y
constantes y estan compuestas por polinomios con grado y orden, se pueden
encontrar su solucion o sus soluciones.

Berenice: es una ecuacion que depende de una variable (0 mas en el caso de las

derivas parciales) y que esta en funcion de otra f(x, y):jy :
X

Alejandra: son soluciones que se resuelven diferencialmente, y que nos ayudan a
resolver.

Itzel: es una ecuacién en la que, en primer instancia la incognita que se quiere
conocer es la derivada de la variable implicada, la cual se obtiene después de
integrar (resolver) la incognita (derivada)
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Fernando: es una ecuacion, que en sus elementos cuenta con variables derivables.
Omar: es una expresion matematica de la forma

a,®" +a, O+ +a,® +a,®+a,® =b(x) donde ak, (K es un campo),
Oi =1,..,n, ®=P(x)
Claudia: es una ecuacion de la formay '+a(x)y’=b(x), donde a(x), b(x) son

constantes que dependen de x. Yy, y" son variables que nos van a ayudar a
encontrar la solucion

Los alumnos Andrés, Barbara, Jonathan, Berenice, Omar y Claudia recurren a la
representacion algebraica y al lenguaje natural para definir una ecuacion diferencial,
mientras Andrés y Berenice tienen claro lo que es una ecuacion diferencial y lo
expresan de manera algebraica y dentro del lenguaje natural. Barbara da la expresion
algebraica de la ecuacion diferencial e Ignacio da su definicion en forma clara en
lenguaje natural. Jonathan, Karina, Lizbeth, Alejandra, Itzel, Fernando, Omar y Claudia
tienen dudas para definirla y algunos recurren a la busqueda de la representacion
algebraica de una ecuacion diferencial, con ciertas caracteristicas que ellos recuerdan
para poder definirla, o simplemente el lenguaje natural.

Para definir el concepto de “orden”
Andrés: es una medida de la mayor derivada que aparece en la ecuacion. Asi f(x, vy,
y')=0 es de orden 1, y f(X, y, Y',..., Y™)=0 es de orden n
Barbara: se define como un nimero que define la ecuaciéon diferencial y tiene que
ver con el orden de la derivada, de la misma.
Jonathan: si sustituimos x por tx y y por ty y factorizamos t° a indica el orden de la
ecuacion diferencial
Ignacio: el indice de la derivada.
Karina: es aquel con el cual denotamos las derivadas.
Lizbeth: se refiere a como este acomodado el polinomio
Berenice: es el grado o el mayor grado que tiene una ecuacién diferencial
y’+3xy+y =0 es de 2° Orden o en si también puede verse como la derivada de

mayor orden. (Grado)

Alejandra: nos indica a qué tipo de ecuacion se refiere, es decir, si es de primer
orden, segundo, etc.

Itzel: es el nimero de veces que se haya derivado una funcion (3 veces ")
Fernando: es el mayor numero de derivadas que tiene una ecuacion diferencial.
Omar: es el numero maximo de veces que aparece derivada la funcion ®(x) en

a,®” +ag "+ +a,® +a,d +a,d = b(x)
Claudia: este va a depender del y:
y+a(x)=b(x) Es de orden uno
V' +a(x)y =b(x) Es de orden dos
V' +a(x)y +d(x)y =b(x) Es de orden tres

Los alumnos Andrés, Itzel, Fernando y Omar tienen claro lo que es el orden; Andrés,
Itzel y Omar recurren tanto a la representacion algebraica, asi como el lenguaje natural.
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Barbara y Alejandra emplean el lenguaje natural pero su repuesta es confusa. Mientras
gue Jonathan recurre a ecuaciones homogéneas exactas para poder decir de qué
orden es una ecuacion diferencial usa tanto el registro algebraico como el lenguaje
natural.

Se le pide al alumno definir el concepto “grado”, y esto fue lo que contestaron:
Andrés: ....
Béarbara: ....
Jonathan: es el superindice mas grande que acompafia a alguna y (y'=0 es de
grado 1)
Ignacio: el grado del término independiente
Karina: es la maxima potencia a la cual esta elevada un término de la ecuacion
Lizbeth: es con el que esta compuesto el polinomio
Berenice: es el grado o el mayor grado que tiene una ecuacion diferencial
Yy '+3xy+y =0 es de 2° Orden o en si también puede verse como la derivada de

mayor orden. (Grado)
Alejandra: nos indica las veces que satisface, por decir una raiz a la ecuaciéon
Itzel: es el maximo orden de las derivadas implicadas en la ecuacion diferencial
Fernando: es la mayor potencia que presenta la ecuacion diferencial
Omar: se refiere en general a polinomios o a funciones polinomiales. Es el maximo
namero al que se halla elevada la indeterminada o variable, sea un polinomio o una
funcién polinomial.
Claudia: este va a depender del exponente mayor de la variable. Es decir:

y+a(x) =b(x) de grado uno

V' "+a(x)y =b(x) de grado dos

Y +y"a(x)+...+y '+y =b(x) de grado n

Los alumnos Andrés y Barbara omitieron su respuesta. Sin embargo, los alumnos
Jonathan, Karina y Fernando usan el lenguaje natural, solo el alumno Ignacio emplea la
representacién algebraica. Los alumnos Lizbeth y Omar lo relacionaron con los
polinomios para poder definir el concepto de grado, pero no logran concretar el
concepto mismo. La alumna Alejandra considera las veces que la raiz debe satisfacer a
la ecuacién; su nocion esta alejada de lo que se quiere. Itzel lo ve como el maximo
orden de las derivadas implicadas, esta definicion que da ltzel es de orden, tiene
problemas de confusién con el concepto. Claudia se apoya en la representacion
algebraica, sin embargo, al explicarlo indica lo contrario, pues no distingue el grado con
el orden de una ecuacion diferencial.

También se les pidi6 definir la “linealidad” de una ecuacion diferencial:
Andrés: en ecuaciones diferenciales se relaciona con la linealidad algebraica. Las
ecuaciones lineales “separan sumas y sacan constantes”. Para ello es necesario
gue toda derivada tenga exponente 1. En general las ecuaciones lineales de grado n

son de la forma: a, (x)y(") +..+a,(x)y +a,(x)y +a,(x)y = b(x)
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Barbara: es una ecuacion de la forma y +a(x)y = 5(x)

Jonathan: .....

Ignacio: una ecuacion que es de grado y orden (1)

Karina: ....

Lizbeth: ....

Berenice: es que la ecuacion tenga funciones lineales por ejemplo: y’+sen(x) =0

Alejandra: nos dice que una ecuacion es lineal, es decir, que es de primer orden

Itzel: es la caracteristica en la que las ecuaciones diferenciales estan dados solo por
derivadas de orden continuo (f', ", f"") de una sola variable

Fernando: ...

Omar: decimos que hay linealidad en una ecuacion con respecto a la variable t si
dicha variable sélo se encuentra elevada a la potencia 1.

Claudia: se dice que una ecuacion es lineal cuando la ecuacion diferencial es

semejante a la de una recta, es decir, y +a(x)=5

Los alumnos Jonathan, Karina, Lizbeth y Fernando no contestaron. Andrés se basa en
las ecuaciones lineales para definir una ecuacion diferencial lineal, sin embargo, se
confunde con el concepto orden y grado, a pesar de ello en su expresion algebraica es
correcta, aunque no inicial qué condiciones se deben de cumplir para que sea una
ecuacion diferencial lineal. Barbara en la representacion algebraica recurre a una
ecuacion diferencial lineal conocida, no obstante, no indica las condiciones que deben
de cumplirse para ser una ecuacion diferencial lineal. Berenice intenta dar un ejemplo
que en realidad es un contraejemplo. Omar menciona literales que no considero al en
sus respuestas dadas en los conceptos mencionados anteriormente, sin embargo,
indica una condicién para que se cumpla la ecuacion diferencial lineal. Claudia realiza
una relacion con una recta, quedando en planteamiento y sin mas explicacion. Como se
tiene, algunos alumnos confunden los conceptos orden y grado, cuando son totalmente
diferentes.

Par la “solucion de una ecuacion diferencial” respondio lo siguiente:
Andrés: una solucién de una ecuacion diferencial es de la forma y=y(x) que
satisface la ecuacion f(x, y, y,..., y™)=0
Béarbara: es una funcién que satisface los problemas de valor inicial, es decir, si ¢

es solucién de la ecuacioén diferencial, entonces, f(x, ¢, ¢,..., ¢ ™)=0

Jonathan: las soluciones de una ecuacién diferencial son aquellas funciones que
satisfacen dicha ecuacion; graficamente representan una familia de curvas

Ignacio: es una funcion la que satisface a las condiciones de la ecuacion diferencial
Karina: después de una serie de calculos realizados a la ecuacion, encontramos su
solucion, en algunos casos encontramos el valor de alguna letra, al sustituir en la
ecuacion tiene que dar el resultado que se da en la ecuacion en caso de tenerlo.
Lizbeth: es el resultado de una serie de operaciones realizada a la ecuacion
diferencial.

Berenice: es una funcién que cumple con las condiciones, para poder resolver esa
ecuacion al evaluarla.

Alejandra: nos determinan el dato que satisface una ecuacion diferencial.
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Itzel: es la funcion(es) que satisfacen la ecuacion diferencial. Dicha(s) funcion(es)
también representan curvas en el plano.

Fernando: es una funcion que depende de una variable, que se obtiene al resolver
una ecuacion diferencial.

Omar: bajo la notacion en a,®" +a, @™ + .. +a,® +a,® +a,® = b(x), decimos
gue y=y(x) es una solucibn de la ecuacion diferencial si se cumple que
a,y" + ... +a,y+a,y = b(x), donde b(x) es una funcién continua en I, para 7 O R

Claudia: es cuando encontramos el valor de y, y satisface las condiciones iniciales.

La respuesta que da Andrés es de forma algebraica, indicando que dicha solucién
satisface a la ecuacién diferencial. Barbara considera a una funcién que satisface las
condiciones iniciales para la ecuacion diferencial en su forma algebraica, esto indica
gue dicha solucién encontrada es particular. Jonathan emplea la representacion verbal
e intrinsecamente tiene presente la representacion grafica de la solucion. Ignacio
emplea solo el lenguaje natural apoyandose de las condiciones iniciales, nuevamente
esto indica que es una solucion particular. De manera similar, Karina, comenta que al
encontrar la solucién y que en algunos casos se encuentra el valor de algunas letras, en
ello quiere decir encontrar el valor de la constante de integracion, que también resulta
de una solucion particular se cumple en la ecuacién diferencial. Lizbeth considera a la
solucion como el resultado de un procedimiento a la ecuacion diferencial, no profundiza
en ello.

Berenice, indica que se deben de cumplir las condiciones pero no indica que
condiciones para resolver la ecuacion. Itzel da su respuesta de manera clara y concisa
en el lenguaje natural y visualiza lo que representa la solucion. Fernando emplea el
lenguaje natural para indicar que es una funcion, la cual es obtenida al resolver la
ecuacion diferencial. Omar, indica a través de la representacion algebraica la de la
solucion, siempre y cuando la notacion sea la misma, pues esta confundido conforme a
sus respuestas dadas anteriormente. Claudia lo ve como solucién particular al satisfacer
la condicion inicial. Algunos alumnos recurren a ciertas caracteristicas que recuerdan
acerca del concepto para poderlo definir.

Por ultimo las “condiciones iniciales”:
Andrés: son de la forma y(x,)=a, y'(x,)=b

Barbara: son restricciones que se le ponen a la ecuacion diferencial de modo que
podemos obtener una cantidad finita de soluciones para la misma

Jonathan: gréficamente cuando se pide una solucion de una ecuacion diferencial,
que cumpla ciertas condiciones iniciales, esta representa a aquellas curvas que
pasan por un punto en especifico (la condicion inicial) 0 mas puntos.

Ignacio: valores para los cuales esta dado cierto valor de la ecuacion.

Karina: son aquellas que se dan cuando se tiene una ecuacion, al terminar de
resolverla, debemos ver que se cumpla la condicién

Lizbeth: ...

Berenice: es la solucion o evaluacion de la ecuacién en un punto especifico
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Alejandra: son como los datos que te dan inicialmente para resolver tu ecuacion
diferencial

Itzel: son condiciones que se le imponen a la solucibn muy particular. Son valores
gue debe tomar la funcion solucion evaluada en puntos particulares.

Fernando: son los valores que necesita una ecuacion diferencial para saber bajo
qué condiciones aplicarla

Omar: como el nombre lo indica, son condiciones que se brindan al problema, tales
como el valor de la funcién en algun punto dado, de la derivada en otro punto, etc.
Ejemplos de condiciones iniciales son: f(0)=2, f'(1)=0, f"(0)= -1.

Claudia: Es cuando calculamos el valor de la ecuacion diferencial en un determinado
punto.

Como se puede observar Andrés y Omar recurren a la representacion algebraica para
indicar de qué forma son las condiciones iniciales, ademas, Omar se apoya también en
el lenguaje natural para definir las condiciones iniciales, indicando ejemplos. Jonathan
expresa en el lenguaje natural que representan las condiciones iniciales, menciona que
representa aquella curva que pasa por un punto especifico, esto indica que sabe
representar las condiciones iniciales graficamente. Lizbeth no contestdé y los demas se
apoyan en el lenguaje natural para expresar de manera intuitiva.

A continuacion se tiene la tabla 2, en la cual se analiza si lograron definir los conceptos
indicados, en ella se observan algunas dificultades que el alumno se enfrentd para
definir los conceptos mencionados, a que recurrieron para poderlo definir y el registro
gue recurren de forma inconsciente, para su logro. En esta tabla se busca un
aprendizaje conceptual.

Tabla 2. Definicion de los conceptos ecuacion diferencial, orden y grado, los alumnos suelen confundir el
orden con el grado.

/:\ndr Barb Jonatha Ignac Karina Lizbeth Bere Alejand Itzel Fernand Omar Claud
es ara n 10 nice ra o 1a
La definiciobn es 4 4 v
clara
E
CD | Recurre a la v v v V4 v
ul representacion
AF | algebraica
CE
I R | Intentd una v v v v v v
O E | justificacién
NN | La definicion
C | incluye algunas
|| caracteristicas v 4 v
A | acerca del
L | concepto
La definicion no v s s
tiene redundancia
La definiciébn es v s v
clara
Recurre a la
representacion v v v v v
o algebraica
R Intento una V4 v v v v v v v V4
D justificacion
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caracteristicas
Da ejemplos s s v v
La definicion no v v V4
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La definicion es
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G representacion v v
R algebraica
A Intento una v v v v v v v v v V4
D justificacion
O '@ definicion
incluye algunas v v v v
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Visualiza s s v
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La definiciébn no
tiene redundancia
Visualiza a la
solucién

v v

En tabla 2 se indican algunas dificultades que tienen los alumnos en cuanto a los
conceptos a definir, solo Andrés es uno de los alumnos que tiene presente los
conceptos de manera clara, excepto el concepto de grado que no lo defini6.. Barbara,
Jonathan y Lizbeth recurren a la representacion algebraica para poder dar la definicion,
con ello indica que los alumnos acuden a la representacion algebraica para expresar el
concepto, los conceptos corresponden a las representaciones internas que pertenecen
al sujeto y para comunicarlas se requiere de un representacion semiética, es decir, el
alumno entiende el concepto recurriendo a la representacion algebraica como lo es en
este caso de estos alumnos. Los alumnos suelen confundir los conceptos orden y
grado, no logran diferenciarlos, como el caso de Berenice y Claudia, los confunden.
Para otros tiene el mismo significado.

Los alumnos para alcanzar a definir los conceptos indicados recurren a algunas
representaciones de manera inconsciente, como la algebraica y pocos visualizan
graficamente, pues al emplearlas los alumnos manifiestan algo significativo para
entender el concepto. Esto nos indica que los alumnos necesitan apoyarse de los
registros de representacién para comprender un concepto matematico en diferentes
representaciones, pero que estas sean dadas en forma consciente.

b) Segunda Sesién

Esta actividad 1, correspondio a dos sesiones de una hora y media respectivamente, en
esta sesion asistieron 12 alumnos, de los cuales 6 lograron concluir la actividad los
restantes tuvieron la dificultad para plantear el método para resolver la ecuacion
diferencial. Los 6 alumnos que lograron concluir la actividad, presentaron un
desenvolvimiento importante. Antes de iniciar con la actividad, los alumnos
mencionaban que en su curso de ecuaciones diferenciales fue tedrico y que no
realizaron ninguna grafica de alguna ecuacion diferencial.

Para ello se analizaran las respuestas de cada alumno, a través de los registros de
algebraico, grafico y numérico. Mostrando al final de cada actividad una lista de cotejo,
gue sirven como indicadores a que dificultades se enfrenaron los estudiantes y si en
verdad lograron dicha conversién entre los registros, y que tan conscientes estan de
ellos. Antes de iniciar la actividad, los alumnos mencionaban que no habian graficado
ecuaciones diferenciales durante el curso, pero aun asi mostraron interés por saber.

El andlisis se realizard por actividad y en términos de los registros involucrados para
cada actividad.

Empezando con la actividad 1, el alumno Andrés contesté lo siguiente:

Pregunta 1.
dy _y, ¥
“Determina la solucion general de la ecuacion diferencial i ==+, )y =1
X X X"
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Para determinar el tipo de ecuacion diferencial, el alumno soélo sefiala que es
ALY

. , , L =% ‘/\ oMe §int o
homogénea sin dar mas explicacion. Como se observa:

Dentro de este registro no sefiala el alumno qué debe cumplir para que sea una
ecuacion diferencial homogénea, solo da de una manera abierta.

Posteriormente comienza a resolver la ecuacion diferencial, emplea el cambio de
variable y=uxde manera correcta y deriva; sin embargo, comienza a resolver la

ecuacion diferencial, pero se da cuenta que la solucién a la que ha llegado no es
correcta, pues cometié un error al derivar y =ux ,como se ve en la figura 2.
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Figura 2.
Regresa nuevamente al cambio de variable y realiza nuevamente la derivada y llega a
la solucion correcta, como se tiene en la figura 3.
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Figura 3.

Andrés, trabajé bien el registro algebraico sin problema alguno, y analizaba cada
avance que realizaba, el tratamiento que le da a este registro es el algebraico.

Pregunta 2.
“Determina una solucion particular de la ecuacion diferencial”
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Para la respuesta a esta pregunta el alumno responde inmediatamente a ella, como se
muestra en la figura 3, para esto tiene presente la condicién inicial de la ecuacion
diferencial, apoyado en el registro algebraico realizando transformaciones intencionales
pues el alumno, toma su tiempo para dar la respuesta solicitada.

Pregunta 3.
“Bosqueja la grafica de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial”
El alumno dio la siguiente respuesta:

E\}i f‘!-’('\(v\c’ I= N = Fe— f_‘fc r-\ Ghe Forews lorr
Y - x ©
SR Y 2ves
i
}
|'
‘1
f
1’ Il 4 2 S X
’c - =
Figura 4.

Identifica los pardmetros, para realizar el bosquejo de la grafica de la familia de
soluciones de la ecuacion diferencial, es mas sencillo tomar solo la solucién particular,
dando valores como se muestran en la figura, de manera espontanea, y que ademas,
observando la figura 4, al parecer la gréfica del 4to cuadrante va a ir creciendo, pero
estara acotada por el eje de las “x”. En la funcién cognitiva de conversion, es decir, al
cambiar del registro algébrico al grafico, el alumno se apoya de la condicion inicial para
trazar la curva del primer cuadrante, hace una manipulacion de las variables en la
solucion particular. El alumno realiza la conversion del registro algebraico al grafico en
el momento de transforma espontaneamente a la solucién.

La pregunta 4, se enfoco a las preguntas que siguen, usando el software, para que le
permita al alumno manipular los parametros de la solucién de la ecuacién diferencial,
especialmente de la solucion general.

Pregunta 5
¢, Qué sucede con tu bosquejo de grafica, difiere con la de WinPlot?

Andrés contesta:
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Figuré 5.

WinPlot permite verificar si en realidad es correcto lo que bosquejd, tanto para la
solucion particular, como la general, y graficar directamente la ecuacion diferencial; pero
aun asi, el alumno no se percatd que su bosquejo es errbneo como se muestra en la
figura 5.

Pregunta 6.
¢, Qué puedes decir acerca de WinPlot y de esta ecuacion diferencial?
El alumno dio la siguiente repuesta:

/\ch\‘:}“ 5 Vo n ¢ TE
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Figura 6.

Pregunta 7.

¢En qué aspectos te ayudd WinPlot para comprender la ecuacion dada, tanto en la
forma implicita de tu solucién como la misma ecuacion diferencial?

Para el alumno le fue util solo para

SAGJWMJEJAAq
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Figura 7.
Esto permite mencionar que para el alumno, el registro grafico es importante para su
aprendizaje y le permite analizar a mayor profundidad su solucion.

Pregunta 8
¢ Crees que tenga ventajas el usar WinPlot para resolver ecuaciones diferenciales?

¢Por qué lo crees?
El alumno responde de la siguiente manera:
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Figura 8.
Menciona qué para trayectorias ortogonales seria muy aplicable, con ello permite al
alumno vincular otros conceptos con WinPlot, esto indica que el apoyo del software es
significativo para algunos conceptos matematicos.

Para el alumno Andrés, la conversion de registros no le es tan dificil, ir del algebraico al
grafico aunque no indico los parametros y los valores a considera de las variables
realizd su bosquejo en forma implicita tal y como se tiene, y del numérico al grafico se
realizO de manera implicita con el apoyo del mismo y la manipulacion de los
parametros; el uso del software lo ve aplicable a otros conceptos, como el de
trayectorias ortogonales.

La alumna Béarbara, da las siguientes repuestas a las preguntas planteadas:

Pregunta 1.
. . . L o d : .
Determina la solucion general de la ecuacion diferencial DYy y—z , y(H) =1
dx x «x
JL;.:{_ \ llwtj\j
Asi low U e
9
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L . v’ i’» — 0O
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‘—-L—;.L'-“-ct*'c =1 .._l-_-lLJ..\'I).l+G‘
\.|
Figura 9.
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Barbara logra identificar el tipo de ecuacién diferencial, pero no menciona el grado ni el
orden de la misma. Plantea el cambio de variable y, posteriormente la deriva, sustituye
en la ecuacion dada, reduce términos e iguala a cero, posteriormente integra. Y llega a
la solucidn, dejando a la solucidon en su forma implicita; como se observa en la figura 9,
con ello se muestra como la formacion del problema esta en el registro algebraico, por
lo tanto el tratamiento que se le da es algebraico, tal y como se esperaba.

Pregunta 2
“Determina una solucion particular de la ecuacion diferencial, si (1) =1”

pore q(i)=4
Eudsvces
c=-t =) e=-d
Asi lo adstbe o5
= A PR
Figura 10.

Sin ningun problema obtiene la solucion particular, a partir de la solucion general
obtenida anteriormente y haciendo uso de la condicion inicial, la encuentra apoyandose
en el registro algebraico.

Pregunta 3.
“Bosqueja la grafica de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial”
La alumna dio la siguiente respuesta:

i\ [
© D¢ D¢ >qo o a1 g a f‘ caS. 1@ Ceap ‘,t cadas

Figura 11.
Con ello nos permite decir que la alumna tiene dificultad para pasar de un registro a
otro, y no logra discriminar la informacion que tiene a su alcance, es decir, la solucién
particular da pauta a trazar la curva solucion de la ecuacion diferencial y permite
obtener una generalizacion de la familia de soluciones de la misma.

La pregunta 4, se enfoc6 a las siguientes preguntas, usando
el software, el alumno puede manipular los parametros de la solucion de la ecuacion
diferencial, especialmente de la solucion general.

Pregunta 5
¢, Qué sucede con tu bosquejo de grafica, difiere con la de WinPlot?

La alumna contesta:
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Figura 12.
Aunque la alumna no realizé el bosquejo de la familia de soluciones de la ecuacion
diferencial pues menciona que no puede trazar graficas tan complicadas, con el apoyo
de WinPlot puede visualizar la grafica, tanto el campo de pendientes, como la solucién
encontrada de la ecuacién diferencial, tienen problemas de transformar la expresiéon
algebraica a la grafica.

Pregunta 6
¢, Qué puedes decir acerca de WinPlot y de esta ecuacion diferencial?
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Figura 13.

A=

Para Barbara WinPlot facilita la visualizacion en las graficas que le permite visualizar la
gréafica de la solucién obtenida.

Pregunta 7
¢En qué aspectos te ayudé WinPlot para comprender la ecuacion dada, tanto en la
forma implicita de tu solucién como la misma ecuacioén diferencial?
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Figura 14.

A Bérbara, WinPlot permite la conversién de registro a partir del grafico al algebraico, es

decir, a partir de la grafica de la ecuacion diferencial en la cual se muestran las
pendientes se puede imaginar la grafica de la solucion de la ecuacién diferencial.
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Pregunta 8
¢ Crees que tenga ventajas el usar WinPlot para resolver ecuaciones diferenciales?
¢Por qué lo crees?
A% : , ,
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Figura 15.

Para la alumna Barbara, la conversiéon de registro del algebraico al gréafico es dificil,
pues comenta que no puede bosquejar graficas tan complicadas; del registro gréafico al
verbal como al numérico, no le es tan complicado, en WinPlot le permite variar la
constante de integracion de la solucion general de la ecuacion diferencial.

El alumno Jonathan responde a las preguntas de la siguiente manera:

Pregunta 1

2

Determina la solucion general de la ecuacion diferencial d—y =" y, v oy(1) =1

X X X
El alumno indica el porqué es una ecuacion homogénea, pero no sefiala el orden ni el
grado, ademas realiza de manera correcta el cambio de variable, y llega a la solucién,
en la figura 16 se muestra a la solucién en su forma explicita; para el alumno trabajar

dentro del mismo registro algebraico no presenta dificultad.
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Pregunta 2
“Determina una solucion particular de la ecuacion diferencial”
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Figura 17.
Llegando asi a una solucidn satisfactoria a través de la condicion inicial.

Pregunta 3.

“Puedes bosquejar la gréfica de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial”
El alumno dio la siguiente respuesta:
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Figura 18.

El alumno realiza la conversion del registro algebraico al grafico, apoyandose de la
solucién particular pues le es méas facil, ya que si usa la solucion general se le
complicaria pues tendria que graficar toda la familia de soluciones lo cual no le es
posible, la conversion del registro algebraico al grafico, lo logra, sin embargo, Jonathan
analizo la funcion de la solucion de manera implicita, a través de ello traza el bosquejo,
apoyandose de la condicion inicial y por su puesto de la solucién particular.

Para Jonathan la conversion de registro no es dificil, pues su trazo es correcto ya
comparandolo con WinPlot, pues hace uso de las condiciones iniciales y la solucién
encontrada, y identifica la pendiente en el software, esto muestra que el alumno
reconoce el concepto de ecuacion diferencial de manera idonea.

Dentro de la pregunta 4, se enfoc6 a las siguientes preguntas, usando
el software, para que le permita al alumno manipular los parametros de la solucién de
la ecuacion diferencia, especialmente de la solucidn general.

Pregunta 5
¢, Qué sucede con tu bosquejo de grafica, difiere con la de WinPlot?
Contesto lo siguiente:

Figura 19.
Jonathan, indica que su bosquejo es casi igual al que WinPlot, apoyandose de la
condicion inicial y la variacion del parametro de la solucion general en el intervalo
indicado.
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Pregunta 6
¢, Qué puedes decir acerca de WinPlot y de esta ecuacion diferencial?

Figura 20.

Para Jonathan, con WinPlot se obtiene las graficas con mayor exactitud, variando el
parametro de la constante de integracion puede obtener varias soluciones.

Pregunta 7

¢En qué aspectos te ayudo WinPlot para comprender la ecuacion dada, tanto su forma
implicita de ta solucion como la misma ecuacion diferencial?

Jonathan contesta:

ﬁ._, \f}'{;c. AT Y 2 \ de L Y v 8 >"‘ e & _§
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Figura 21.
Para Jonathan, le facilita la forma de la solucién de la ecuacién, y puede visualizarla.

Pregunta 8
¢, Crees que tenga ventajas al usar WinPlot para resolver ecuaciones diferenciales?
¢Por qué lo crees?

Para el alumno Jonathan, la conversion de registros no le es dificil, ademas es
consciente de lo que va realizando, y apoyandose de WinPlot le da una mejor
visualizacion de lo que esta sucediendo con la solucién particular en el momento en
gue manipula el parametro, comenta que el software le da una idea de la forma de las
soluciones antes de resolver la ecuacion diferencial y le permite comprobar si la
solucién encontrada es correcta, como se indica en la figura 22.

Figura 22.
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El alumno Ignacio , respondié lo siguiente:

Pregunta 1
2
“ H 1A 1A H 1 dy —_ y y 13
Determina la solucion general de la ecuacion diferencial o r + o, ) =
X X X"
E = l|I, o r t
\(‘ o Y ';. Ly ] f f
S m oo
_{”. i
’ | 2, L
U
- 1 ' A k. -—‘— =\ n =
¥ ¢ U

Figura 23.

El alumno verifica si es una ecuacion diferencial homogénea, es decir si la funcidon es
homogénea y ve que se cumple, pero aun asi no indica que para que sea homogénea
su grado debe ser cero, propone el cambio de variable y llega a la solucion.

Pregunta 2
“Determina la solucién particular de la ecuacion diferencial”
&, — = 1w =c
e i - "j
eh = — = "
P — ‘ A,
Figura 24.

Ignacio, a partir de la solucion general, en seguida coloca el valor de la contante de
integracion sin efectuar el procedimiento algebraico, fue solo mental.

Pregunta 3.

“Bosqueja la grafica de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial”
Ignacio dio la siguiente respuesta:
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Figura 25.

Ignacio traza la grafica, e indica un punto que al parecer es la condicion inicial aunque
no lo sefala, y también indica que es creciente como se observa en la figura 25.

La pregunta 4, se enfocé a las preguntas que siguen, usando el software
WinPlot, para que le permita al alumno manipular los parametros de la solucién de la
ecuacion diferencial, especialmente de la solucién general.

Pregunta 5
¢, Qué sucede con tu bosquejo de grafica, difiere con la de WinPlot?
Contesta lo siguiente:

A o b aeeg L aw

o trea

Figura 26.

El alumno compara su bosquejo con la de WinPlot, sefiala que es una recta, pero no lo
es, pues introduce los datos de manera equivoca al software.

Pregunta 6
¢, Qué puedes decir acerca de WinPlot y de esta ecuacion diferencial?
A ( Ei ven Mo T T R e

1(5 .-.’iu-xl

| & il

Figura 27.

Para Ignacio, es una herramienta para trazar graficas, sin embargo, para la solucién no
lo es, considerando que al graficar la ecuacion diferencial muestra las pendientes y la
solucién representa la curva solucion, ello indica que al concepto le es dificil distinguir
entre las diferentes formas de representacion el concepto de solucién, pues no le es
significativo.

44



Pregunta 7
¢En qué aspectos te ayudo WinPlot para comprender la ecuacion dada, tanto su forma
implicita de tu solucién como la misma ecuacion diferencial?
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Figura 28.

Para Ignacio, en la gréafica obtenida por WinPlot, al variar los parametros cambia la
forma, asi como la concavidad de la misma.

Pregunta 8
¢, Crees que tenga ventajas al usar WinPlot para resolver ecuaciones diferenciales?
¢Por qué lo crees?
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Figura 29.

Para el alumno WinPlot le es importante solo para la variacion del parametro y el tener
mejor visualizacion del comportamiento de la grafica, mientras que para la solucion no
es bueno, ademas, con todo ello logra identificar los cambios que sufren los parametros
al variarlos.

La alumna Itzel, respondio lo siguiente:
Pregunta 1

2
“Determina la solucion general de la ecuacion diferencial Zy =Y +y—2, yy=1"

X X X
La alumna esta confundida con los conceptos de ecuacion diferencial homogénea y
ecuacion diferencial exacta, menciona que es “exacta”’, cuando en realidad lo que
realiza se cumple para ecuaciones diferenciales homogénea de primer orden, ademas
no indica el orden, ni grado. Sin embargo, realiza el cambio de variable que la lleva a
variables separables y resuelve la ecuacion, llegando a la solucién correcta como se

muestra en la figura 30.
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Figura 30.

Pregunta 2
“Determina una solucién particular de la ecuacién diferencial”

Itzel realizé lo siguiente:

Loy ] x (4 (',-‘«'_r“'- ) C 3 | ) ¢ ) 65 )= 1

Figura 31.
Itzel, se apoya de la condicién inicial y la solucién general, a través del registro
algebraico y numérico, para llegar a la solucion particular como se muestra en la figura

31.
Pregunta 3.

“Bosqueja la grafica de la familia de soluciones de la ecuacién diferencial”
La alumna dio la siguiente respuesta:
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Figura 32.

La alumna realiza la conversién de registro del algebraico al grafico sin ningin problema
a través de la solucion particular, tabulando solo algunos valores de x, en esta parte, la
alumna se apoya en un registro mas, el de tabulacién, realizando asi la conversion del
registro algebraico al tabular. Posteriormente del tabular al gréafico, sin duda no logra
identificar estos registros de manera consciente, pero si para construir la curva solucion
como se muestra en la figura 32, llevando a cabo la conversion de registros entre el
algebraico al grafico y al tabular.

La pregunta 4, se enfocé a las preguntas que siguen, usando el software, le permita al
alumno manipular los pardmetros de la  solucion de la ecuacion diferencia,
especialmente de la solucion general.

Pregunta 5
¢, Qué sucede con tu bosquejo de grafica, difiere con la de WinPlot?
Itzel contesta:

Figura 33.

La alumna al comparar su bosquejo con la de WinPlot menciona que es parecido,
aunque solo grafic6 dos puntos, que son correctos, y WinPlot le permitié verificar, si
estaba en lo correcto, efectivamente estaba en lo correcto.

Pregunta 6
¢, Qué puedes decir acerca de WinPlot y de esta ecuacion diferencial?
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Figura 34.

Para Itzel, WinPlot resulta muy util en la interpretacion gréafica de la solucion, teniendo
en cuenta que una interpretacion es un cambio de contexto, que se da a través de
analogias, mientras que para una representacion se requieren tres actividades ya
mencionadas anteriormente, de las cuales resulta mas importante la conversion, tal y
como ltzel realizd, como se muestra en la figura 34, dandole importancia a la ecuacion
diferencial planteada.

Pregunta 7
¢En qué aspectos te ayuddé WinPlot para comprender la ecuacién dada, tanto su forma
implicita de tu solucién como la misma ecuacion diferencial?

Figura 35.

Para la alumna, WinPlot ha resultado un buen apoyo, ya que menciona que se puede
observar la grafica de la solucion obtenida, y una ecuacion diferencial se puede graficar.

Pregunta 8
¢ Crees que tenga ventajas el usar WinPlot para resolver ecuaciones diferenciales?
¢Por qué lo crees?

Para la alumna la conversion de registro no es complicado, pues se apoy0 en el registro
tabular, tomando solo dos valores para la solucién particular y los graficd, menciona que
fue poco lo que realizé, tan solo dos puntos, sin embargo, WinPlot le permitié6 comparar
con su bosquejo y la motivo a construir la grafica de la solucion de cualquier ecuacion
diferencial. Para ella una de las ventajas que se tiene con este software es graficar la
ecuacion diferencial directamente y también graficar la solucién obtenida de la propia
ecuacion, que a veces es complicada como indica en la figura 36. Ademas sefiala que
la ecuacion planteada es un buen ejemplo para interpretar graficamente las condiciones
iniciales.

Figura 36.



Para ltzel, su desenvolvimiento en la actividad le permiti6 mostrar sus habilidades,
aunque el inicio presento confusién entre los conceptos sefalados, sin embargo, mostro
un paso importante en su aprendizaje, es decir, una forma de que ella construye sus
graficas es necesario de apoyarse en un registro mas como es el tabular, facilitando asi
la tarea solicitada. De esta manera, WinPlot fue motivador hacia ella, para atreverse a
graficar cualquier ecuacioén diferencial.

La alumna Karina , respondié lo siguiente:
Pregunta 1
2
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X
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Figura 37.

La alumna se enfocé solamente a resolver la ecuacion diferencial, sin considerar si es
una ecuacion homogénea, aun asi su proceso para llegar a la solucion es incorrecto
pues al hacer el cambio de variable y al derivar a u respecto a x, realiza una serie de
cambios, y de igualdades que para ella se cumplen pero que no son validos, llega a la
solucion sin darse cuenta que es incorrecto el proceso.

Pregunta 2
“Determina la solucion particular de la ecuacion diferencial”
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Karina no le fue posible determinar la solucion particular, esto indica que para el registro
algebraico, como numérico tiene dificultades.

Pregunta 3.
“Bosqueja la gréafica de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial”

La alumna no realizo6 el bosquejo.
La pregunta 4, se enfoc6 a las siguientes preguntas, usando
el software, para que le permita al alumno manipular los parametros de la solucién de

la ecuacion diferencial, especialmente de la solucion general.

Pregunta 5
¢, Qué sucede con tu bosquejo de grafica, difiere con la de WinPlot?

No contesto, ya que no realizé el bosquejo.

Pregunta 6

¢, Qué puedes decir acerca de WinPlot y de esta ecuacion diferencial?

C~s <o gque a\ XYencc yva. lo >ohocio™ A o ecooccion
d\{'{"- ey Loy 3 onve der la _’_'7-‘\ econs o Bl foe L at !
—Fc:.;'- ‘I. aclienec - “_g""" e

Figura 38.

Para Karina, resolver una ecuaciéon diferencial y encontrar la solucién, es muy facil
usando WinPlot para graficar, recordando que no le fue posible realizar el bosquejo.

Pregunta 7
¢En qué aspectos te ayudd WinPlot para comprender la ecuacién dada, tanto tu
solucion, como la misma ecuacion diferencial?

Bueano ¢ves gue eote progroms Do agud o
< Ve comc evo nueabza axaliwca Bo qQue P‘f‘fj‘(‘*"‘“‘qz
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Figura 39.

A Karina le fue atil para representar graficamente la solucién y manipular la constante
de integracién, en un determinado intervalo.

Pregunta 8

¢,Crees que tenga ventajas el usar WinPlot para resolver ecuaciones diferenciales?
¢Por qué lo crees?
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Figura 40.

Para la alumna el cambio de registro, es complicado, al pasar del algebraico al grafico,
no logro realizar el bosquejo de la solucion, mientras que del registro grafico al verbal
como al numérico se le facilitd con el apoyo del software, manipulando los parametros
de la solucion encontrada.

En esta actividad los alumnos, en el transcurso de las actividades mostraban una
actitud positiva y entusiasta, pues algunos que no lograron bosquejar la grafica que esto
conlleva a una dificultad de conversién de registro, en no saber identificar los
parametros de las variables visuales e indicar si el trazo el sentido de inclinacion es
curvo o recto, dar valores a las variables para general el trazo y asi lograr representar
dicha solucion. Tanto los alumnos que lograban el bosquejo y lo que no lo realizaron, al
graficarlo a través de WinPlot se sorprendian al visualizar dichas solucion obtenida.

En la tabla 3 se tiene una lista de cotejo en la cual se recaba informacion acerca de los
alumnos si lograron un aprendizaje de tipo conceptual, procedimental 6 actitudinal, que
van enfocados a la conversion entre los registro de representacion, tomando en cuenta
algunos indicadores de la NCTM.

Para esta actividad, se considera la siguiente tabla que se describen las dificultades que
tiene los alumnos, a través de los siguientes indicadores, todo referente a la conversion
de registros (algebraico y grafico).

Tabla 3.conversion de registro, entre el algebraico, grafico y numérico.

Alumnos Andrés Béarbara | Jonathan | Ignacio | ltzel Karina

1. Plantea el método a resolver la ecuacién diferencial

v v v v v v

2. Realiza cambio de variable
v v v v v v

3. Identifica que es una funcion homogénea de grado

cero v v v
4. Indica el orden, grado Yy linealidad de la ecuacién

diferencial
5. Resuelve la ecuacion diferencial en el registro

algebraico

6. Justifica la solucién encontrada

7. ldentifica que la soluciébn general representa la
familia de las curvas solucion

S SN S
<

S SN S
<

S ST S S
<

8. Observa los parametros y los valores de las variables
para realizar el bosquejo de la solucion particular

51



9. Identifica a los parametros y realiza la manipulacién
dentro del registro algebraico

10. Realizé el bosquejo de la solucién particular de
manera correcta

11. Identifica que la pendiente es positiva en el primer
cuadrante

12. Representa y analiza a la solucion utilizando tablas
COMO un registro mas

13. Considera los diferentes casos cuando la constante de
integracion ¢>0, c<0y c=0

14. Analiza los efectos que ocasiona la grafica de la
solucién cuando cambian los parametros

15. Identifica en WinPlot los parametros, al manipularlos y
se da cuenta de sus errores en el bosquejo realizado
a papel y lapiz

16. Analiza los efectos que ocasiona en la grafica en los
cambios de los parametros

17. Se enfrenta a la no-congruencia cuando intenta
regresar del registro grafico al algebraico

S STS S S

18. Percibe diferencias entre la grafica y la representacion
algebraica

19. Identifica las diferencias entre su grafica bosquejada y
la de WinPlot

20. Utiliza y valora las conexiones entre las matematicas y
otras materias V4

21. Hace traducciones entre representaciones tabulares,
graficos y algebraicos

ST SN STS SN SN S

22. verifica que la solucién obtenida corresponde al
campo de las pendientes de la propia ecuacion con la J
gréafica de la solucién encontrada

SIS SN SN NSNS TSN N NS

S| ST SN ST SN NSNS

Como se muestra en la tabla 3, los alumnos tiene problemas de coordinacion de
registros, pues recordando que algunos de ellos como Karina no tiene claro el concepto
de solucion de una ecuacién diferencial por lo tanto es un factor que no trazara el
bosquejo, asi como a Ignacio. Mientras Barbara aunque no realiz6 el bosquejo pero
tiene claro el concepto de solucion, sin embargo, tiene temor a realizar el bosquejo de
manera erronea. Al ir del registro grafico al algebraico, recordemos que Duval
menciona, que para lograr la conversion esta puede ser congruente 0 no-congruente, Si
es congruente entonces hay semantica (significado del concepto) entre los dos registro,
es decir, sobre los elementos significantes en este caso de los variables y los
parametros presentes en la gréfica, univocidad que se presenta en el registro a trabajar,
esta consiste en que cada unidad de significante de salida le correspondera una sola
representacion de llegada, y por ultimo orden del arreglo de estas unidades.

Andes, Jonathan e Itzel, tiene claro el concepto y ademas realizan satisfactoriamente la
conversion del entre los registros algebraico al grafico. En esta conversion que se
guiere no se cumplen estos criterios de congruencia, pues no son obvios en la
conversion, pues para guiar se necesita graficar el campo de las pendientes y observar
detalladamente su comportamiento, haciendo variar los parametros dados, para lograr
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de manera significativa dicha solucién, aunque ello se debe de analizar muy
detalladamente, realizando las anotaciones correspondientes.

c) Tercera sesion

En la actividad 2, de los 12 alumnos solo asistieron 9, de los cuales no todos la
concluyeron, se analizaron de la misma manera que la actividad 1, sus respuestas de
forma individual y solo 5 alumnos lograron concluir la actividad 2; los otros restantes no
lograron resolver la ecuacion diferencial con una duracion de dos sesiones de hora y
media cada una.

Problema:
Resuelve la ecuacion y justifica cada paso que realizas:

2 - .2
Y*axTy =x7, ,0) =1

El Alumno Andrés , contestd lo siguiente:

Pregunta 1
“Encontrar el factor integrante”

E_A(m(—*ftv f,( {’nbl‘um!(_‘jfwé :
Mog o oo™

Figura 41.

Para ello es evidente que solo se requiere trabajar en un solo registro, asi como lo
realizd Andrés para encontrar el factor integrando como se ve en la figura 41.

Pregunta 2
“Encuentra la solucion general en su forma implicita”
Andrés realizo lo siguiente:
Enguhh\ o ) ol ez r)-’kﬂh— 3.!.1,‘.," Cifariia
17 % [AX*
o ©
= t’“"\,ﬁ JQ * Kt
’ ny %3
(e b))

‘Resolte en exbcemo ditiesl
bc‘-\qﬂ)’“‘ ;nl el it -
g« N'rrzlncft de et c]nﬁ',.-n—/q_

Figura 42

gl

E“Vﬂ X’,

Andrés recurre a recordar, como encontrar la solucién de una ecuacion diferencial a
través del factor integrante por formula, lograndola de manera satisfactoria.

Pregunta 3
“Encuentra una solucién particular”
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Figura 43.

Emplea la condicién inicial en la solucion general, para determinar la solucién
particular en el registro algebraico, asi como en el registro numérico.

Pregunta 4
“Bosqueja la gréfica para las dos soluciones”

_/ i M o éhia

Figura 44.
Para trazar la gréfica el alumno se apoya en la condicion inicial e indica que va
decreciendo la gréfica trazada, como la de una exponencial, con exponente negativo.
Retomando que al encontrar la solucién de la ecuacion diferencial sefiala que es de
extremo dificil graficar dicha solucién, sin embargo lo intento considerando a la funcién
exponencial tomando en cuenta el signo de la exponencial, el valor del parametro a sin
indicar en qué valores no esta definida y la condicion inicial.

La pregunta 5, se enfoc6 a las siguientes preguntas, usando
el software, para que le permita al alumno manipular los parametros de la solucion de
la ecuacion diferencia, especialmente de la solucion general.

Pregunta 6
¢, Qué diferencias observas con tu grafica bosquejada y con la de WinPlot?

El bosquejo del alumno al parecer es correcto pues grafica la funcion exponencial con
exponente negativo, le falté sefialar el término constante que acompafa a la solucién,

1 , . . .
es decir —, comparandola con la de WinPlot, muestra parte de su bosquejo, haciendo
a

variar los pardmetros en un cierto intervalo, como se muestra en la figura 45, permite
visualizar al alumno donde la grafica no esté definida.
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Figura 45.

Pregunta 7
¢ Qué sucede cuando utilizas la solucion general implicita, al variar la constante de
integracion?

4?- Vq Df;éUEMCJo lt\ ‘I‘Ma"‘/f’mo/e Gt ok
Figura 46.

Andrés, indica que al variar la constante de integracion, va dibujando la familia de
curvas solucion, esto a través del campo de pendientes.

Pregunta 8
¢ Qué opinas al resolver la ecuacion diferencial y tener a la mano el programa WinPlot?

/49’ Pv\éoff‘ ('\?_Tt/[‘}w s/l‘»",- 7N C/M?/b et (Lg Lo 4
6’[ C(;\,,,;t‘i [ ;‘r’la.'c/{( Con [~5 Jioieft alplln

Figura 47.
Para Andrés, WinPlot es til para comparar la solucion obtenida con el campo de las
pendientes de la ecuacién diferencial.

Pregunta 9
Del inciso anterior ¢ Como consideras a la tecnologia como apoyo hacia la ensefianza?
ra

/419- \._/’l_\‘// ?C/*,___\ —T v = ;—”.’S? P S S
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Figura 48.

Para Andrés, WinPlot resulta ser Gtil pero no indispensable, en la conversién de
registros del algebraico al gréafico, se enfrenté a bosquejar la gréafica de la solucion, pues
para €l resulta en extremo dificil bosquejar tal grafica ya que depende de dos
parametros, ante todo se dispone a bosquejarla y al compararla con la de WinPlot, se
percata que difiere bastante, en esta ocasion le fue dificil realizarla; sin embargo, con el
apoyo de WinPlot se le facilito la conversion de registro del grafico al numérico y
viceversa, como se muestra en la figura 48. Promoviendo todo esto WinPlot resulté un
apoyo para verificar si en realidad la solucién obtenida fue la correcta y asi realizar una
buena retroalimentacion respecto a la solucién de una ecuacién diferencia.

La alumna Béarbara, contesto lo siguiente:

Pregunta 1

“Encontrar el factor integrante.”

Béarbara realiza lo siguiente:
-~

Figura 49.

Encuentra el factor integrante, apoyada del registro algebraico.
Pregunta 2
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“Encuentra la solucion general en su forma explicita.”

A=t N
Gl meamny oA
A w 5
i 3 - o
-+ ax =
=) A ExY = E-x’e de = %c’ 4+ c
e‘;‘q'y o
==} ¥ = = c e
P
: ;%c‘yg B(I. ‘Zx"'f’
; =) Y. = = Y == e
Figura 50.

Para Barbara, trabajar en el registro algebraico no es dificil, obteniendo la solucién
correcta.

Pregunta 3
“Encuentra su solucion particular.”

i -

9 (o) = ?'T + & = 4
=) o = I — _CI;
LCl ‘:.-Ul = t‘)c_a\r'i\L\J ‘ur S -
. 1 ax3
- &
4 =4+ G-%)=
Figura 51.

Haciendo uso de la condicion inicial y apoyada en la solucion general, Barbara logra
determinar la solucion particular sin problema alguno, apoyandose en el registro
algebraico y numérico.

Pregunta 4
“Bosqueja la gréafica para las dos soluciones.”
La alumna no realiz6 el bosquejo, por lo tanto no logré la conversion de registro.

De la pregunta 5, se derivan las consecuentes preguntas que siguen, el uso
del software, le permita al alumno manipular los parametros de la solucién de la
ecuacion diferencial, especialmente de la solucién general.

Pregunta 6
¢, Qué diferencias observas con tu grafica bosquejada y con la de WinPlot?

La alumna no realizé el bosquejo de la grafica de la solucidén tanto para la solucion

general como la particular en WinPlot, como se muestra en la figura 52, indicando en la
misma figura que la curva de la derecha es la curva de la solucién general mientras la
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de la izquierda es la particular, al manipular los parametros indicados, ejecutandola de
manera correcta.

[
-~
il
T
a
il

SN | 1 o]

de=f | | auto rew | auto cicl def D |

y—(l/a)+(C*(E*(— (1/3) *a*(X*B) ))

< | >
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||1 50000

Figura 52.
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Pregunta 7
¢Qué sucede cuando utilizas la solucion general, al variar la constante de integracion?

Ob‘Lﬂn(ao Mmod Ceruay | @ deag ™ CW\LO Jc Loruad QUW\GML.

4

A&QM‘&B w G;L? Ladoe \iﬂf\(h\f\(.'o A Ok‘eﬂemo‘s oD L\POS 'l? cofoad / (L?C’O) ﬂ[(ﬂ.}

é\(emn‘wb ( \[OKW\Q (“'J”I 5lr.
Figura 53.

La alumna determina que se obtienen mas curvas, es decir, la familia de curvas
solucion y al variar el parametro indica varios tipos de curvas. La alumna trata de
explicar que al variar el parametro se obtiene una curva solucién determinada.

Pregunta 8
¢ Qué oRinas al resolver la ecuacion diferencial y tener a la mano el programa WinPlot?
Y

%s uol& yo (o Son 2 \m puvéwJ

Uf\d ”\;P

ros que eSJamo§ gun(mﬁh" P@dl/w\.ci LLJ&«\QV
wdad de (yroas y d prograwe  guoda wode gvsdiear gyl "‘SA
o) -

Figura 54.
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Para ella WinPlot, permite graficar directamente la ecuacion diferencial como la solucién
encontrada, Barbara comenta que al variar los pardmetros de la ecuacion diferencial, se
observa una gran infinidad de curvas a través del campo de pendientes que muestra el
programa, como lo sefiala en la figura 54.

Pregunta 9
Del inciso anterior ¢ Cémo consideras a la tecnologia como apoyo hacia la ensefianza?

— -
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\jﬂ C]lolw\(la

Figura 55.
Asi como lo menciona Béarbara la tecnologia facilita el aprendizaje, en esta materia, en
ecuaciones diferenciales.

Con todo ello, Barbara ha mostrado dificultades en la conversién del registro algebraico
al gréfico, pues no realizé el bosquejo nuevamente en esta actividad. El uso de WinPlot
le permiti6 manipular los parametros dados en la solucidon encontrada y le facilité la
conversion de registro, en este caso del grafico al algebraico. Por lo tanto, la tecnologia
facilita el aprendizaje no solo en mateméticas, sino que también en otras ramas de la
ciencia, asi WinPlot es una herramienta de apoyo para la conversion de registros.

Jonathan , contesto lo siguiente.

Pregunta 1
“Encontrar el factor integrante.”

Figura 56.
Se realiz6 tal y como se esperaba, reiterando que trabajo solo en el registro algebraico.
Pregunta 2

“Encuentra la solucion general en su forma explicita.”
Jonathan realiz6 lo siguiente, como se muestra en la figura 57:
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Para el alumno no resulta ningun problema el encontrar la soluciéon general, cada paso

a realizar lo efecta de manera correcta, apoyado del factor integrante, especificamente
en el registro algebraico.

Pregunta 3
“Encuentra su solucién particular.”
Jonathan realiz6 lo siguiente:

A=,
1 = = e
i C = 4 .— ¥
Fon &
5 ECC SRR T ; e P o E=-
Figura 58.

Jonathan, se apoya en la condicion inicial para llegar a la solucién, manipulando el
registro algebraico y numérico, como se muestra en la figura 58.

Pregunta 4
“Bosqueja la gréafica para las dos soluciones.”

rj? 9

— bocis
wiy
1 —
LL‘_{_ oo
™
L. o
| / = )
F+e - & )
—_— =
Figura 59.
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Jonathan, trazd las gréficas tanto para la solucion particular como para la solucién
general. La solucién particular depende de un sélo parametro en este caso a, para
trazar la gréafica considera al pardmetro a =1, como se muestra en la figura 59; para la
solucién general hace variar los pardmetros a y ¢, describiendo la familia de curvas
solucion.

La pregunta 5, se enfoc6 a las siguientes preguntas, usando
el software, para que le permita al alumno manipular los pardmetros de la solucién de
la ecuacion diferencial, especialmente de la solucion general.

Pregunta 6

¢, Quée diferencias observas con tu grafica bosquejada y con la de WinPlot?

Al comparar las graficas, Jonathan, comenta que son muy distintas; sin embargo, si se
compara detalladamente a ambas, el bosquejo se aproxima a la realizada en WinPlot
como se muestra en la figura 60 y no difieren mucho en el primer cuadrante tal y como

la realizo.
:r—‘—; actividad 2Zwp2 . . =l Ry -i
N [ T B A R U = o R [ [ [
0 B 1 % s Sseesmest B L B A S 1
I A R TR B B B BT
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S L O T O O G U s = e VR A O I O
LI A N AN NS S SN L
e e et U W S I
L L e g L
wvalor actual de A ' = = | -Ir ' ‘I{ ]}, jli jl J! ' |il r|
[1.60000 [ == | | ]
defl | auto rew | auto cicl | def D | | |
= automostad2s | dispositiva cenar | I I
|0.20000 - " : | |
Q J j editar 1 borrar 1 dupl I copiar | E 1 familia 1 | |
def | | auto rev | auto cicl | def O | mastrar graf J G bR, ecual nomble] s bhs J = I | |
i | autnmnstrarl:??.— diapositivas cerrar - T | |
Figura 60.
Pregunta 7
¢Qué sucede cuando utilizas la solucion general, al variar la constante de integracion?
A3, o 1“‘;[‘:/ S ia R 8w P i Faa > . =
¢ L,-I. .‘ d o . {i = 4 = %f_ =y, lide: ot q I P
Figura 61.

Menciona que la grafica cambia, al variar los parametros y coinciden cuandoc=1-—,
a

con todo esto Jonathan efectla la conversion de registro entre el numérico, grafico y
algebraico.
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Pregunta 8
¢, Qué opinas al resolver la ecuacion diferencial y tener a la mano el programa WinPlot?

M
it ~§

Figura 62.

Para Jonathan, WinPlot lo motiva a resolver ecuaciones diferenciales, pues menciona
gue el aprendizaje seria didactico y mas interesante. Reiterando, la tecnologia es una
herramienta en el aprendizaje en ecuaciones diferenciales.

Pregunta 9
Del inciso anterior ¢, CoOmo consideras a la tecnologia como apoyo hacia la ensefianza?
: v ' , 4 easedan re
?.‘-, RN -_"_,--J’(; [o ¢ P i v ) o il:.'il' neicaesr ( la velosldad v

\{ £ YE Miagar @@ g | nueftre, ecer )
¢

Figura 63.

Para el alumno Jonathan, el uso del software resulta de apoyo en otras areas, ademas
es interesante y didactico para su aprendizaje, en la conversion de registro para ir del
algebraico al gréafico, el alumno intenté trazar la grafica, al mismo tiempo WinPlot
permite verificar si en realidad lo que habia trazado es correcto, y sin dudarlo el alumno
indica que es muy diferente a lo que habia trazado.

Ignacio , contesto lo siguiente:

Pregunta 1

¢, Puedes encontrar el factor integrante?
.

sk b

Figura 64.
Al alumno no se le dificulta trabajar en el mismo registro algebraico.

Pregunta 2
“Encuentra la solucion general en su forma explicita.”
Ignacio realiz6 lo siguiente:
L BN
s o

— 2
= e 3 ( = = - )

Figura 65.

s
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El alumno no tuvo al parecer ninguna dificultad en trabajar en el registro algebraico,
como se muestra en la figura 65; sin embargo, es errénea la solucion, ya que antes de
resolver la integral, falté multiplicar por el factor integrante para proceder a integrar.

Pregunta 3
“Encuentra la solucion particular.”
Ignacio realizé lo siguiente:
- A " - |
1 {:33 = A L A il \." = > =

N
—d

o e
: e 3 .
Figura 66.

[~

Recordemos que la solucion es errénea, por lo tanto para la conversion de registro del
algebraico al numérico, en el algebraico tiene dificultades, aun que en el numérico al
parecer no la tiene, como se muestra en la figura 66.

Pregunta 4
“Bosqueja la gréafica para ambas soluciones.”
El alumno traza lo siguiente:

A A

Figura 67.

Ignacio, no relaciond la gréfica con la solucién obtenida, no se percaté que la solucion
depende de una exponencial, reiterando que la solucién obtenido es errénea, por lo
tanto, altera a todo lo subsecuente; sin embargo, intento trazar la grafica como se
muestra en la figura 67.

Pregunta 5
“Ahora usa WinPlot para graficar ambas soluciones.”
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Figura 68

Como se observa en la figura 69, la solucién es incorrecta y ademas introduce mal los
datos, aunque la grafica como se observa en la figura 68, es algo semejante a lo que se
busca.

Pregunta 6
¢, Qué diferencias observas con tu gréfica bosquejada y con la de WinPlot?
Identificar algunas ventajas que se tiene al usar el software:

Cuvando s e eVa | U e & W Low ¢~ & N
co v oo & Wires ¢ - X r "
\ 7-5 e et o Loog & ve )
N ek g re tce | & T e P
Figura 69.

Lo que se esperaba de la pregunta es que el alumno comparara las ventajas de usar
un software con respecto a una forma manual de como trazar la gréfica de la solucion
particular.

En el registro algebraico tuvo errores que conllevaron a una solucion equivocada; sin
embargo, se busca remediar a dichas soluciones.

Pregunta 7
¢, Qué sucede cuando utilizas la solucion general implicita, al variar la constante de
integracion?
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Figura 70.

A pesar de que Ignacio lleg6 a una solucién errénea, con WinPlot observo qué sucede
cuando se varia el pardmetro de la solucion obtenida, como se puede notar el alumno
no se da cuenta de su error.

Pregunta 8
¢, Qué opinas al resolver la ecuacion diferencial y tener a la mano el programa WinPlot?
A ’? = f‘ o e s Vv e ~ 6 VD s o N E s . ¥\ \ =l
1 S \ 1 * .. c :’i— o - - = 5\ = T - | y " -~
Lol L A '\' = L & s II-;‘r R g ¥
Figura 71.

Permite guiar al alumno el ver como se forman la familia de las curvas solucion. En este
caso el alumno no graficé directamente la ecuacion diferencial, es por ello que no se
percat6 de su error.

Pregunta 9
Del inciso anterior ¢,como consideras a la tecnologia como apoyo hacia la ensefianza?
— > A = v = \ y o I LT Fro
~ !L r W
a“t ra % ,_‘ 2 v O it" . \,_ - )
Figura 72.

Para Ignacio, el software es importante para graficar aquellas funciones que en
ocasiones son dificiles de representar graficamente.

Itzel, contesto lo siguiente.

Pregunta 1
¢, Puedes encontrar el factor integrante?
s \ \ \ A
Lol & o E v &5 & L T o T Oy 1Mt E oy CaT =
., L C Sy ONAT S o o
M= £ = _ &2
Figura 73.

Trabajo en el registro algebraico, sin problema como se muestra en la figura 73,
indicando el factor integrante.

Pregunta 2
“Encuentra la solucion general en su forma implicita.”
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Figura 74.

La alumna no tiene dificultad para trabajar en el registro algebraico, en este caso
realiza los procesos de manera correcta, llegando a la solucién general, tal y como lo
indica en la figura 74.

Pregunta 3
“Encuentra la solucion particular.”

Con ayuda de la condicion inicial y la solucién general, logra encontrar la solucion
particular, ya simplificada tal y como se muestra en la figura 75. Con esto llevo a cabo la
conversion de registro.

Figura 75.
Pregunta 4
“Bosqueja la grafica para las Ias dos solucmnes

Figura 76.
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Itzel, no bosquejo la grafica, sin embargo, tenia como propdésito efectuarla apoyandose
en tabular algunos valores de dicha solucién, para que posteriormente se le facilitara
representar graficamente dicha solucién, como se muestra la figura 76. Con esto, la
alumna efectué la conversion de registro de manera espontanea, es decir, del
algebraico al numérico, como lo menciona Duval.

Pregunta 5
“Ahora usa WinPlot para graficar ambas soluciones.”
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Figura 77.

La alumna realiza ambas gréficas, pero se le ha olvidado un gran detalle, el signo de la
solucion general como de la particular, como se observa en la figura 77 en el cuadro de
“inventario de actividad2.wp2” que se encuentra en la parte inferior izquierda de la
grafica.

Pregunta 6

¢, Qué diferencias observas con tu gréfica bosquejada y la de WinPlot?

Itzel no efectu6 comentario alguno, no realizé el bosquejo, solo las ejecutadas en
WinPlot.

Pregunta 7

¢, Qué sucede cuando utilizas la solucion general implicita, al variar la constante de
integracion?
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Figura 78.

Comenta que al variar la constante de integracion, y en determinado valor la pendiente
tiene el valor cero, con ello emplea el lenguaje verbal como una representacion mas, es
decir, la conversion de registro va del grafico al verbal y del numérico al verbal.

Pregunta 8
¢ Qué opinas al resolver la ecuacion diferencial y tener a la mano el programa WinPlot?
_ J\ < -I ¢ Rt 'l"- '--- y ' . .» ¥ ¥ - W C 1 X - & = N7 .'.',
Aot ¢ 3 TO £ . i : .0 1 O IS S M
Figura 79.

Para ltzel, el software le ayuda a formar una representacion grafica de la ecuacion
diferencial, asi como de la solucién general, menciona ademas que esta representacion
puede tener una interpretacion fisica. ltzel ha diferenciado una representacién a la de
una interpretacion grafica.

Pregunta 9
Del inciso anterior ¢, Cémo consideras a la tecnologia como apoyo hacia la ensefianza?

C- ) G ¥ \ ) O o

Figura 80.

Itzel, ha sido la Unica alumna en sefalar la importancia de una representacion, asi como
de una interpretacion, y lo mejor de todo es que ha tenido importancia en su
aprendizaje. Reiterando que la tecnologia es una herramienta en apoyo a la ensefianza.

Después de que los alumnos concluyeron la actividad 2, con apoyo de los indicadores
de la NCTM vy los tipos de aprendizajes, se aprecia en la tabla 4 muestra algunas
dificultades que se enfrenta el alumno para la adquisicion de conceptos en su
aprendizaje y la conversion entre los registros.

Tabla 4. El desarrollo de los alumnos considerando el tipo de aprendizaje y la conversion de registros.
Andrés Barbara | Jonathan | Ignacio | ltzel
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1. Plantea el método a resolver la ecuacion diferencial
2. Encuentra el factor integrante
3. Identifica parametros en la representacion algebraica 4 4
4. Indica el orden, grado Yy linealidad de la ecuacién

diferencial
5. Resuelve la ecuacion diferencial en el registro

algebraico dando el tratamiento algebraico '/ \/
6. Justifica la solucion encontrada 4 4
7. ldentifica que solucion general representa la familia

de curvas solucion \/ /
8. Realiz6 el bosquejo de la solucion particular de

manera correcta V4 v
9. La pendiente es negativa en el primer cuadrante, si

a>0y c<0 donde a y c son parametros v
10. Representa y analiza las relaciones de la solucion

utilizando tablas y grafica '/ \/
11. Observa los parametros y los valores de los

pardmetros para realizar el bosquejo de la solucion v

particular
12. Identifica a los pardmetros y realiza la manipulacion

dentro del registro algebraico \/
13. Construyé correctamente el bosquejo /
14. Considera el comportamiento de cada variable para la

construccién de dicha gréafica v
15. Identifica que la funcién solucién es creciente en el

primer cuadrante si a<0y c>0 v
16. Identifica en WinPlot los parametros, al manipularlos y

se da cuenta de sus errores en el bosquejo realizado '/ \/

a papel y lapiz
17. Analiza los efectos que ocasiona en la grafica en los

cambios de los parametros, con respecto a la familia ‘/ \/

de curvas solucién
18. Se enfrenta a la no congruencia cuando intenta

regresar del registro grafico al algebraico \/ \/
19. Observa diferencias entre la grafica y la

representacion algebraica \/ \/
20. Percibe diferencias entre la grafica y la representacion

algebraica v v/
21. verifica que la solucion obtenida corresponde al

campo de las pendientes de la propia ecuacién con la v

grafica de la solucién encontrada, a través de WinPlot

De la tabla 4, se muestra que en esta segunda actividad los alumnos presentan el
problema de conversion, partiendo de la expresion algebraica a la representacion
grafica, considerando que no se arriesgan a manipular los parametros que se tiene
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tanto en la misma ecuacion diferencial, asi como a la solucién encontrada debido a la
falta de no-congruencia.

Sin embargo, con el uso de WinPlot permite a los estudiantes a observar el
comportamiento de dicha grafica, a través de la manipulacién de los parametros y el
comportamiento de la grafica, con ello conlleva a una contribucidon a su aprendizaje, a
través de la operacion de descripcion esta operacidn pertenece a la conversion de
registros. Andrés y Jonathan lograron representar esta dificil solucion, Itzel queda sélo
en el intento, pues recurre a tabular, iba por buen camino aun que ya no realizé su
bosquejo; estos tres alumnos la definicién de soluciéon de una ecuacion diferencial es
clara, asi como sus bosquejos. No olvidemos que el tabular es un registro semiotico
mas, para representar la solucion de dicha ecuacion diferencial.

d) Cuarta Sesion

La actividad 3, tuvo una duracion de hora y media, donde solo 4 alumnos participaron
de los 12 que iniciaron las actividades. Se analizaron las respuestas de la misma forma
gue en las dos primeras actividades.

Problema :

En un modelo demogréfico de la poblacién P(t) de una comunidad, se supone que

d—P:d—B—d—D, en donde dB y dab son las tasas de natalidad y mortalidad,
dt dt dt dt dt
respectivamente.

Determinar con ayuda de los registros algebraico, grafico y numérico la poblacion

dB dD
P@),si —=kP — =k, P,con P0)=P,.
(), s~ =kPy ~ "=k 0)=A

Instrucciones . Esta actividad tiene puntos donde el alumno participa de forma
individual, pero también en equipo conforme avanza la actividad.

Andrés , respondio lo siguiente:
Pregunta 1

Del problema planteado indica ¢Cual es la ecuacion diferencial ya simplificada a
resolver y la condicién inicial?

oy aB _JdO
L T AE o ¥
o9 - o wrr - X4
ol + = =
2y Ao 6 ) g
~ -
Figura 81.
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Para lograrlo, el alumno trabajé exclusivamente en el registro algebraico, como se
muestra en la figura 81.

Pregunta 2
Encuentra de manera algebraica la solucién general de la ecuacion diferencial.
E{L/j} = gty u’) CE t
a-) o 5
dg - (a-k)
|
(Lalgr = JeeB)E > € A=c©
' ‘ (o€ F ¢ e e
g= ¢ - = A e
Figura 82.

Como se observa en la figura 82, Andrés no tiene problema alguno en el tratamiento
algebraica, tal y como se esperaba, llegando a la solucion correcta.

Pregunta 3
De la pregunta anterior ¢, Cual es el valor de la constante de integracion con ayuda de
la condicién inicial para la solucion particular?

ﬁ,(,_ﬂ = Ye
qo = € 1°
) E = fz' L,‘ja\}
,g-"l {'1) = (Q'E".?'P + En {_'1.=]

B ) = et

la-©3+

4 - %
Figura 83.

Se apoyo en el registro algebraico, para pasar al registro numérico y regresando al
registro de partida, realizando el algebra necesaria para llegar a la solucién particular, a
través de la condicion inicial, tal y como se muestra en la figura 83.

Pregunta 4
Bosquejar la grafica de la solucion de la ecuacion diferencial.

Andrés, menciona que para bosquejar la gréfica “resulta mas sencillo usar la solucion
particular, ya que la solucién general es una familia de curvas”, de esta manera
bosqueja los tres casos como se observa en la figura 84, logrando asi la conversion
del registro del algebraico al grafico.
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Figura 84.

En la pregunta 5, se derivan las siguientes preguntas, con apoyo de WinPlot para
determinar la familia de curvas soluciones, se le pidié al alumno indicar, ¢Que al
observar el campo de se puede intuir los valores de los pardmetros? ¢ Por qué?

& actividad3.wp2

archiva Ecua Ver Btns Una Dos  Anim Misc

inventario de actividad3.wp2
c*e™ { {a-b)x)

{a—b)

defl | autorev | auociel| defp |

)
I autamaostrar |23 diapositivas  cerar

editar | borar | dupl | copiar | oo | famia |

mostrar gral | mostrar ecua |

Figura 85.

Sefala, que en el caso de que a—b=0, entonces a=» las pendientes tienen valor
cero, como se observa en la figura 85.

Pregunta 6

Ahora consideras los casos cuando a > b, a = b y a < b, realizalo de manera algebraica
con ayuda de la solucién obtenida. Bosquejar la grafica de los casos. ¢Qué puedes
decir acerca de estos casos?

El alumno desarrolla los casos de manera algebraica a partir de la pregunta 4, como se
observa en el bosquejo, se apoya con la condicion inicial, aunque no lo escribid, pero
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representa en la primera grafica de la funcion solucion; la funcién solucion aumenta si a
> b; y en la segunda decrece si a< b y por lo tanto en la tercera permanece constante.
Aunque el alumno no da una explicacién escrita, representa de manera correcta a la
solucion encontrada, asi como cada caso. Logrando de esta manera la conversion de
registro del algebraico al grafico.

La pregunta 7, se enfocé a los siguientes incisos, los cuales se trabajaron en WinPlot.

1) Si a>b, elige valores para a y b variandolos ¢Cual es el comportamiento de la
gréfica? Explicalo

Andrés comenta que si a > b, la poblacién aumenta exponencialmente como se muestra

la figura 86, asi como se muestra en la grafica.

- [5]
I A A N A A A (O Y B A S B
O B R Y
RN RRNRERREEN I | S
P A B A N B S Y A B AV A A B -
P A A A N B A A A A N A A
PR AN A A AR A A S A B A A A A R A ) Edllal‘ hunar| dupl|cuplar| |fam|||a‘
///////:i//////-//f{// mostralgraf|moslrarecua|nomb|e| | ‘
VAV AV A AV VAV A A
///////f—///////////w
PV A, G A G A GV G A G S A 4
:;N/i///////////l|140000
=== | il ]
N N S valor actual de B
NN N NN NOEONON NN NN N NN NN [F-50000
R T T T T T T Y
T N T S A SN RN NN I = -
\\\\\\\A\\\\\\\\\\\ defl‘ aumrav‘autnci:l| dE'D‘
\\\\\\\i:\ \ \ \ \ \ \ \ \ \\ rautnmnstrar,237 diapositivas  cerar

Figura 86.
La poblacion decrece exponencialmente, si a < b, las pendientes son negativas en este
caso Y la curva solucién se aproxima a dichas pendientes, como se muestra en la figura
87.
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Figura 87.




Si a = b, la poblacion se mantiene constante, indicando que la pendiente tienen un valor
cero, asi como se tiene en la gréafica de la figura 88.

editar | borrar |

dupl | DUDI&[| ‘ fam|I|a|

mostrar araf |

mostrar ecua | nombre | ‘ |

valor actual de B

|h.5o000
1

defl |

auko rew | auto cicl |

]

defD |

Figura 88.

[ automostrar |23 diapositivas  cemar

2) ¢Qué pasa con la poblacion si a=5 yb =2, si se tiene una poblacion de 2.5 mil

personasen t=07?
El alumno realiz6 lo siguiente como

b Sel- grales
rjg,/\ "’(;jlf)‘q
. Lr\»{«j%. .
e € ¢
PP\FC\ @( Trcé‘(ém(\
v (0)Y = 2.8
qloy= 2.5
4o = € < 2.5
e = 00 L7.5)
Anigy- tn-orr <
A (’;-’s) = (e-eit
(n-F2F
y = 2-F

'se muestra en la fig
x

e, e, e e e e e e e
e e e e e e e e e

=
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def | auto rev
[ automastrar |23

Figura 89.

El alumno parte del registro algebraico, es decir, hace uso de la solucién general
obtenida, realiza célculos numéricos con papel y lapiz, posteriormente se apoya en
WinPlot como se observa en la figura 89, logrando asi la conversidn entre los registro
algebraico y gréfico, tal y como se esperaba. Manipulando los parametros tanto de la
solucién de la ecuacion, asi como de la ecuacion diferencial de forma directa como se
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muestra en la figura 89, en la que la curva representa a la solucién general; con ello se
logra también la conversion del registro numérico al gréafico y viceversa.
3) ¢Consideras factible usar un software en esta materia para entender el problema
planteado?
S(, ?orq es te (L“"/;‘E‘fe’_ i ceso A ?Q’-}‘-.Cu'!'"f‘
Vi €1 fe e
Yo ceo qee omaa o il redad € les gee Blearg e

o O (-(.—,—\r_-‘c\n(r

i
Figura 90.
El alumno considera que para este tipo de problema contar con un software es de gran
utilidad, permitiendo una mejor visualizacion.
4) ¢Te facilita el aprendizaje este software para entender que es una ecuacion
diferencial, orden, linealidad, curva solucién y condiciones iniciales?
TC’ I"\L; [.'f-f—\ el o ?r(/\ de R e =

Ne teate , o ge g o O i€ cande frenc =2 e e
\/H’Jd“c\(g ¢ 5 Ql‘ (\Z /!-Cc;\(‘ i’o a ?/‘Gb/(i P (\/(/
C ;"T?-\C(,\ f.’ o ;ﬂ-”\_j f}s{f"f € IZ’ I v c\f =

Figura 91.
Para Andrés, no le permitié entender los conceptos, sin embargo, expresa que es de
utilidad en otras disciplinas, por ejemplo fisica.
5) ¢Qué importancia tiene para ti al usar las representaciones grafica, numérica y
algebraica, para solucionar una ecuacion diferencial? )
y o bley , gece 5 s ge

Lq_i i)fc\' e § {“f’/\/‘lLC\m
: é‘(/f«?o ?00/’61’ T ow

se B ene q ve ~csclve o €3
Vo= = C (Zf ¢ e fFmcron S

Figura 92.

Por lo tanto, el alumno no tiene problemas en pasar de un registro a otro, menciona que
las ventajas que se tiene con WinPlot, son de gran utilidad en los problemas de
aplicaciones, en fisica y otras disciplinas, se tendra mayor utilidad, pero no le facilita el
aprendizaje en los conceptos. Ademas comenta que las gréficas resultan utiles, pero si
algo se tiene que resolver es bueno poder usar varias representaciones.

Barbara , respondio lo siguiente:

Pregunta 1

Del problema planteado indica ¢Cuél es la ecuacion diferencial ya simplificada a
resolver y la condicion inicial?
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Pa O = p= N - B
& L= T
Pecre dé o ;

d € = e & ';tb = oy

= du (
? = = ay - E’\{ T 9 ( c:)--: 9 o
Figura 93.

La alumna no tiene problema en trabajar en un solo registro, en este caso en el registro
algebraico, a través de la sustitucion de las derivadas y tiene presente la condicion
inicial.

Pregunta 2
Encuentra de manera algebraica la solucién general de la ecuacion diferencial.
=3 o el 4 L
la-b )y R
: ] (el & 4 )
S L | - L 4 C =D @,J‘ — e

s (= -b RS
=) 9 = AN

Figura 94.

La alumna trabaj6é dentro del registro algebraico, de manera cuidadosa, tal y como se
muestra en la figura 94.

Pregunta 3

De la pregunta anterior ¢ Cudl es el valor de la constante de integracién con ayuda de
la condicion inicial para la solucion particular?

(Ct—b) €
&

Jo

5\ 4 (o) = ‘jo =) \j =
Figura 95.

La alumna recurre a la solucion general, posteriormente hace uso de la condicion inicial
para trabajar en el registro numérico, manipulando la representacién algebraica a través
de papel y l4piz, obtiene la solucién particular.

Pregunta 4
Bosquejar la grafica de la solucion de la ecuacion diferencial.

Basque;

7
* & < S 1
\ W =l ot EYaf Gpcich-
’ LA
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Figura 96.

La alumna comenta que se decidié por esta opcidon por que “en ese punto la grafica
corta al eje de las)”, hace uso de la condicion inicial dada en el problema, ademas

considerando que la solucién es una exponencial tal y como la representa en la figura

96.

En la pregunta 5, se derivan las siguientes preguntas, con apoyo de WinPlot para
determinar la familia de curvas soluciones, se le pidié al alumno indicar, ¢Que al
observar el campo de se puede intuir los valores de los parametros? ¢ Por qué?

] sinnombre2.wp2

== == |

Archive Ecua ver Btns Una Dos  Anim Misc

inventario de sinnombreZ.wp2

« (I S

dupl | coplar| | famllla|

o | | |

editar | borar |

mostrar araf | [{miastian soua;

exac

(U~ ‘0) = O(
Figura 97.

oy sabe

Aedutt\( L‘LUC

awﬁuk\ﬁ EU} \J:“lOY(‘E ol-é a u.l) ; ptre {JCC{GW‘C‘5

La alumna indica intuitivamente que, a—b =0 guiandose por la grafica mostrada en la
figura 97. La alumna realiza la conversion del registro grafico al algebraico.

Pregunta 6

Ahora consideras los casos cuando a > b, a=b y a < b, realizalo de manera algebraica
con ayuda de la solucién obtenida. Bosquejar la gréfica de los casos. ¢Qué puedes

decir acerca de estos casos?

{é;l G ?k =) l']_gb 0 €S L_;‘
S, a<b =)
Cy acb =) a- b €0

Figura 98.

(0w g K a (x»\" TrioY
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Béarbara, menciona que en el caso de a>b, la grafica es como en la figura 96, mientras
gue en el caso de que a = b tiene un comportamiento de un funcion constante como se
tiene en la figura 98, sin embargo no trazo la grafica para el caso a<b, solo representa
la condicion inicial, esto indica que no tomo6 en cuenta el signo de la exponencial,
muestra aun dificultad para dicha conversién.

La pregunta 7, se enfocd a los siguientes incisos, los cuales se trabajaron con WinPlot.

1) Si a>b, elige valores para a y b variandolos ¢,Cual es el comportamiento de la
grafica? Explicalo

¢ L \ L o l"-‘r‘“' _]E b Jmlh'{j(' r-i a5 e Oy ¢t ve Jlf.u :rc L O i ol n-l:iflt-i . 1 E-?\
Loewrdo = = L
P b lac ;;-.,n e L e wmntaaT YA O x PO0 enciaks

.. ¢ - - |

i I LIS L a e i tal vdad ] ._]g eI ‘U_‘-'J o j 40 [N TS

to =L case gBn QuUE SE S S = & ; :

A g lac lew e ] LL' LR =1 R LA DA T O cow 2haant C.
Wolaong saloc |

| ' i 1 ¢ ; ; e 4_'l€‘ DK la't-d(r.:.l A
& i \ lasa di podalidad s mEgeOFp Qv
Wl o o =

. ol ey oh \ vearpe.
\u publacicw diyoninunge O v

Figura 99.

Béarbara, da la explicacion de manera idénea, podremos mencionar que para esta
respuesta la alumna recurre al lenguaje verbal, tal y como sefala Duval, que esta
representacion es generada por instinto, y sus observaciones realizadas a través de la
manipulacion de los parametros de la solucion.
2) ¢Qué pasa con la poblacion si a =5y b =2, si se tiene una poblacion de 2.5 mil
personas ent =07

. _ 1 . S = la grofica
2] Se prede chservoy que cercd del walov en v=-¢ rant

tomeade ton el cjg X

l * - kj 8
! . A | U LR L o
"\X Lo sq 010 sefug gue [& !;}EL:[({U feea U‘\ o é ’

Figura 100.

Comento que la gréafica corta al eje de las “y” en y, =2.5 , ademas la manipulacion de

los pardmetros en la grafica, muestra una funcion creciente.

3) ¢Consideras factible usar un software en esta materia para entender el problema
planteado?

‘ P - o o ¥ e
/‘\5 Olc Yo gue oo pued e modelor ool quie l‘PU JR ecpdicloln Que  TEpresTEL
L ¢ g que wno ¥

i /
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Figura 101.
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Para Barbara, el software sirve para predecir lo que sucedera en un determinado
momento, considera a la representacibn como interpretacion, recordemos que son
totalmente diferentes, la interpretacion es una operacion de la conversion.
4) ¢Te facilita el aprendizaje este software para entender qué es una ecuacion
diferencial, orden, linealidad, curva solucién y condiciones iniciales?

Barbara, menciona que “si” es factible, aunque no da mas explicaciones.
5) ¢Qué importancia tiene para ti al usar las representaciones grafica, numérica y
algebraica, para solucionar una ecuacion diferencial?

. " , L
lc) Coasuderc '\W\i)\.'\'i‘ﬂ.».,n.l({ q[ "\ECL\Q ;!\f_ -Leﬁer' grd (Ei}:\?‘;il\‘du_ou\ Kn,-'\(u abé
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Figura 102.

Para Barbara, el software es importante para su aprendizaje, aunque sefala que es
factible para predecir lo que pasara en algun tiempo determinado. No ha logrado hasta
el momento diferenciar entre representacion de interpretacion.

Jonathan , respondid lo siguiente:

Pregunta 1

“Del problema planteado indica ¢Cuéal es la ecuacion diferencial ya simplificada a
resolver y la condicién inicial?”

49 . Jds
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2 nBEL. dE
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& G
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3 S fjl 74 2 ) = ¢
T, -
Figura 103.

La obtiene sin problema alguno, sefialando en la ecuacion original las tasas de
natalidad y mortandad, trabajando dentro del registro algebraico y teniendo presente la
condicion inicial, da la ecuacion simplificada, como se muestra en la figura 103.
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Pregunta 2

“Encuentra de manera algebraica la solucién general de la ecuacién diferencial”
: -‘; i S s
- :‘::.: = ~— 3 L) !’r
| b o
V % : i %
Candfdl /
) (J‘: (@

~b)¢ -+ C
Figura 104.

El alumno trabajo dentro del registro algebraico y obtuvo la solucion de manera
correcta e implicita como se observa en la figura 104.

Pregunta 3

“De la pregunta anterior ¢, Cuél es el valor de la constante de integracion con ayuda de
la condicion inicial para la solucion particular?”

{,}( 0 (

: Cxe | o é

I ] Ve
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Figura 105.

El alumno lleva a cabo la conversién como se esperaba, y obtiene sin problema alguno
la solucion, recurriendo al registro algebraico, como se tiene en la figura 105.

Pregunta 4
“Bosquejar la grafica de la solucion de la ecuacion diferencial”

A _r""; b s

Figura 106.

80



El alumno logra la conversidon de registro de manera espontanea, del algebraico al
grafico, hace uso de la condicion inicial, asi como de la solucion particular,
considerando el caso cuando a>b, como se observa en la figura 106.

La pregunta 5, se realiz6 con el apoyo de WinPlot la determinacién de la familia de
curvas solucion. Con el campo de pendientes se puede intuir los valores de los
parametros ¢,Por qué?, contesta lo siguiente:

Para Jonathan, la pendiente tiene el valor de cero, asi como se muestra en la grafica
elaborada en WinPlot de la figura 107.
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- Q=
- i o . l * O = \ i ( a
Figura 107.

Pregunta 6

“Ahora considera los casos cuando a > b, a=b y a < b, realizalo de manera algebraica
con ayuda de la solucién general obtenida. Bosquejar la grafica de los casos. ¢Qué
puedes decir acerca de estos casos?
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Figura 108.

El alumno al bosquejar la solucion de los tres casos, indica que son tres registros de
representacion totalmente distintos para dicha solucion; explica la solucion obtenida

apoyandose en la condicién inicial de manera correcta, donde la condicién inicial es un
parametro mas.

En la pregunta 7, se enfocd a los siguientes incisos, los cuales se trabajaron en
WinPlot.

1) Si a>b, elige valores para a y b variandolos ¢ Cual es el comportamiento de la
grafica? Explicalo
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Figura 109.

Asi como van cambiando las pendientes en la gréfica, sin embargo, en este caso la
pendiente es positiva.

2) ¢Qué pasa con la poblacion si a =5y b =2, si se tiene una poblacion de 2.5 mil
personas ent =07
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La poblaciéon se mantiene; sin problema trabajé en el registro numérico. Sigue siendo
creciente como la representada en la figura 107.
3) ¢Consideras factible usar un software en esta materia para entender el problema
planteado?

En esta pregunta el alumno solo contesta que ~ * es factible, no da méas explicacion.

4) ¢Te facilita el aprendizaje este software para entender que es una ecuacion
diferencial, orden, linealidad, curva solucién y condiciones iniciales?

El alumno solo contesta que “si “, aunque no especifica el por qué, considerando que
durante el uso de WinPlot manipulaba los parametros y observaba con atencion que tan
cierta era su soluciébn del campo de las pendientes de la ecuacion diferencial,
recordando que esta se obtiene si grafica directamente la ecuacion diferencial.

5) ¢Qué importancia tiene para ti al usar las representaciones grafica, numérica y
algebraica, para solucionar una ecuacion diferencial?

¥ ‘ ¢ .
4 Vau A4 4 o !

"ﬂ'{.sr. i 7

Preton el o ren o

Figura 110.

El alumno llevé a cabo la conversion de registro, sin problema alguno, menciona que al
usar varias representaciones le da una idea de la solucion de la ecuacion diferencial y
gue puede interpretar mejor junto con la gréfica y la solucién obtenida.

Ignacio , respondio lo siguiente:

Pregunta 1

“Del problema planteado indica ¢Cual es la ecuacion diferencial ya simplificada a
resolver y la condicién inicial?”

W e '
1\. 3 |

- S

Figura 111.

No tiene problema alguno en trabajar en el registro algebraico, como se tiene en la
figura 111.

Pregunta 2
Encuentra de manera algebraica la solucién general de la ecuacion diferencial.
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Figura 112.

Llega a la solucion en la forma implicita de manera correcta, realizando la manipulacion
algebraica tal y como se muestra en la figura 112.

Pregunta 3

De la pregunta anterior ¢ Cual es el valor de la constante de integracion con ayuda de
la condicidn inicial para la solucién particular?

e o, ,_ 2 [ a - .VfE /

Figura 113

Como se muestra en la figura 113, Ignacio indica el valor de la constante de integracion
como un parametro mas para la solucion particular para el caso de a>b.

Pregunta 4

Bosquejar la grafica de la solucion de la ecuacion diferencial.

Figura 114.
En su bosquejo consideré los tres casos, es decir, tres representaciones diferentes para
la solucién encontrada, apoyandose en la condicién inicial para trazar la gréfica, para el
caso de a>b la grafica es creciente y al parecer se acota, aunque no indica en que
valores, como se muestra en la figura 114; sin embargo, para el caso a<b se puede
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apreciar en la segunda grafica de la misma figura que la grafica estar4 acotada
inferiormente.

La pregunta 5, se realizé con el apoyo de WinPlot para determinar la familia de curvas
solucién, con el campo de pendientes se puede intuir los valores de los parametros
¢Por qué?, contestd lo siguiente:

El alumno contesta que no puede intuir los valores, esto indica que no logro realizar la
conversion entre del registro grafico al algebraico.

Pregunta 6

“Ahora consideras los casos cuando a > b, a=b y a < b, realizalo de manera algebraica
con ayuda de la solucién obtenida. Bosquejar la grafica de los casos. ¢Qué puedes
decir acerca de estos casos?

Apoyandose de la pregunta 4, el alumno contesta lo siguiente:

&N o > lee = Yo le oivsa e o

S\- o = Y iz e = o lew ct o S & P

cone, Len L=

Sy @< b U oer peolole c1'onm dme e &
L

Figura 115.

El alumno recurre al lenguaje verbal, para describir qué sucede en los bosquejos como
se muestra en la figura 115, llevando a cabo la conversion.

En la pregunta 7, se enfocd a los siguientes incisos, los cuales se trabajaron en

WinPlot.
1) Si a>b, elige valores para a y b variandolos ¢Cual es el comportamiento de la
grafica? Explicalo

Figura 116.
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Al usar WinPlot, Ignacio observa y dibuja el comportamiento de cada caso, asi como se
tiene en la figura 116, esto indica que ha sido de apoyo para verificar los resultados

obtenidos.
2) ¢Qué pasa con la poblacion si a =5 yb =2, si se tiene una poblacion de 2.5 mil

personas?
- < Vo ( e
L. e -’Jﬁ._fcl?s\\l‘f-"& =7 \
r& ‘u\:\_
2. Gwemt \ e |
- e
Figura 117.

Muestra lo que sucede cuando se tiene este numero de poblacion pues recordemos
gue en la interseccion de la gréfica con el eje de las “y” indica la condicion inicial, por lo
tanto conforme pasa el tiempo la poblacion va en aumento.

3) ¢Consideras factible usar un software en esta materia para entender el problema

planteado?
El alumno comenta que si, mas no da una explicacién mas profunda.

4) ¢Te facilita el aprendizaje este software para entender que es una ecuacion
diferencial, orden, linealidad, curva solucién y condiciones iniciales?
1 o D Adea " g

LN - . v i . 4
n\ ) IL eV ey W2

\ R - L U i A R
| A . n , o ot -
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Figura 118.
Para Ignacio el software no le facilita mucho entender los conceptos, sin embargo, le
da una idea de cémo es la funcion, lo motivd a resolver ecuaciones diferenciales y
verificar sus resultados.

5) ¢Qué importancia tiene para ti al usar las representaciones grafica, numérica y
algebraica, para la solucion de una ecuacion diferencial?

N (o) Y™y G4 c-\‘f”\ e

Figura 119.
El alumno considera que el software es factible para entender el problema, pero en

cuestion de aprendizaje, aunque inicialmente el alumno no consideraba a WinPlot de
ayuda; posteriormente lo utilizé para verificar resultados.
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Para determinar si los alumnos con la actividad aplicada lograron la conversion de
registros, tanto del algebraico, grafico y numérico, a través de los indicadores y qué tipo
de aprendizaje se desenvuelven, se tiene la tabla 5.

Tabla 5. La evaluacion del aprendizaje del alumno y el logro de los alumnos en la conversion de

registros.
Andrés Barbara | Jonathan | Ignacio

1. Plantea el método a resolver la ecuacion diferencial ‘/ / / J
2. Identifica los parametros en la representacion algebraica Vs V4 V4 Vs
3. Indica el orden, grado vy linealidad de la ecuacion diferencial
4. Resuelve la ecuacion diferencial en el registro algebraico dando el

tratamiento algebraico \/ ‘/ \/ ‘/
5. Justifica la solucion encontrada 4 4 4 4
6. Identifica que la familia de curvas solucién esta dado por la solucién

general \/ / \/ \/
7. Observa los parametros y los valores de las variables para realizar el

bosqguejo de la solucién particular v v v v
8. Realiz6 el bosquejo de la solucién particular de manera correcta J J / \/
9. La pendiente es positiva en el primer cuadrante, si a>b donde ay b

son parametros, la poblacion permanece '/ \/ \/ \/
10. La pendiente es cero, cuando a=b, la poblacion permanece constante 4 4 4 4
11. La pendiente es negativa, si a<b, la poblacion disminuye ‘/ / ‘/ ‘/
12. Representay analiza a la solucién utilizando tablas para tabular
13. Identifica a los parametros y realiza la manipulacién dentro del

registro algebraico \/ / \/ \/
14. Identifica que la grafica corta al eje de las “y” donde se indica la

condicién inicial v v v v
15. Considera el comportamiento de cada variable para la construccion

de dicha gréfica v v v v
16. Identifica en WinPlot a los parametros, al manipularlos y se da cuenta

de sus errores en el bosquejo realizado a papel y lapiz \/ \/ */ \/
17. Analiza los efectos que ocasiona en la grafica en los cambios de los

paréametros, con respecto a la familia de curvas solucién \/ \/ \/ ‘/
18. Se enfrenta a la conversién cuando intenta explicar el registro grafico

al algebraico \/ \/ \/ /
19. Observa diferencias entre la gréafica y la representacion algebraica ‘/ / ‘/ /
20. Identifico las diferencias entre su grafica bosquejada y la de WinPlot 4 4 V4 Vs
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21. Identifica a través de WinPlot la tasa de cambio

22. Utilizay valora las conexiones entre las matematicas y otras materias

23. Hace traducciones entre representaciones tabulares, gréaficos y
algebraicos

SIS SN S
S SN S
S S S S

24. verifica que la solucién obtenida corresponde al campo de las
pendientes de la propia ecuacién con la grafica de la solucion v
encontrada

Con este problema practico, se muestra en la tabla 5, las actitudes de los estudiantes,
cambiaron, es decir, mostraron mayor interés en la resolucion de una ecuacion
diferencial, con respecto a los parametros dados tanto en la ecuacion diferencial, asi
como en la solucién obtenida. Para ello la conversion del registro algebraico al grafico
es mas viable, en las cuestiones que el alumno tiene que vincular en los sucesos de
gue va a acontecer con la poblacion; esto conlleva, a la solucién representada en
diferentes representaciones semidticas permiten de alguna u otra manera su
comprension de los conceptos estudiados, es decir, la solucion de la ecuacion
diferencial y tasa de cambio, sin perder el objetivo. Cuando el alumno va del registro
grafico al algebraico se da cuenta del comportamiento de los parametros como de la
propia funcién, al considerar los caso a>b, a<b y a=c, son parte importante para esta
conversion, de un forma muy similar, analiza en la grafica os parametros para regresar
al registro algébrico. De los cuatro alumnos, solo Andrés no hace inferencia acerca de
la tasa de cambio, con ello el concepto de tasa de cambio lo captaron de manera mas
factible a través de la representacion algebraica y gréafica, con respecto a un problema
practico, como debe de ser.

e) Quinta sesién

En esta sesion se aplicd la ultima actividad, en ello, solo tres alumnos lograron
concluirla, mencionando que fueron los que trabajaron de manera animada, ademas se
puede ver cambios de la primera actividad a la Ultima, WinPlot, ha resultado ser un
instrumento de apoyo hacia la ensefianza-aprendizaje en ecuaciones diferenciales, con
una duracion de 3 horas.

Las respuestas que dan los alumnos se analizaran de manera cualitativa para la
actividad 4, asi como se analizaron las anteriores, de forma individual.

La poblacién de peces de uno de los lagos grandes. ¢Qué tasa de pesca se conserva
en cantidades aceptables la poblacion de peces y la industria pesquera?

y(t) a la poblacién de peces vivos en el instante t, considerando el tiempo en meses.
Como se habla de la tasa de cambio total de la poblacibn de peces por meses
denotemos por

dy(t) Lo
—=r 0y,

dt Y
Podemos expresar a la tasa total de cambio como:
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y = tasa de nacimiento — tasa de muerte — tasa de captura *)

Como la tasa de nacimiento y de mortalidad son proporcionales al tamafio de la
poblacién, entonces:

Tasa de nacimiento en el instante t: a Y (t)
Tasa de mortalidad en el instante t: (b Y (t) + ¢) Y(t)
Tasa de captura: K

Donde a, b y ¢ son constantes de proporcionalidad y positivas. Donde c indica la
mortalidad natural y b indica la sobrepoblacion.

La ecuacion diferencial esta dada por:
v'=aY(e)-(py(e)+c)r()-x

Barbara , realiz6 lo siguiente:
Pregunta 1
¢, Qué entiendes por tasa de cambio?

- i {
o a0l LCNOLOW  en  fEspectd O o pargmetro a Un u\ni.\}',.Lt

Figura 120.
Barbara da el concepto de tasa de cambio en forma intuitiva, como se muestra en la
figura 120.

9 (.1 Cki'kt-fr!"\\\/\c.(\cl

Pregunta 2
Simplifica la ecuacion diferencial.

-

U =z ayqyt) bYW ve)yin-k —0),

Figura 121.
Barbara indica la ecuacion diferencial, de manera correcta como se tiene en la figura
121, apoyada en el registro algebraico.
Pregunta 3
¢, Qué sucede si no hay captura, es decir, K=0? ¢Como es la ecuacion diferencial?
Resuélvela y explicalo de manera clara, tanto su orden, grado, linealidad. ¢ Por qué?

La alumna se dedico a resolver la ecuacion diferencial, empleando fracciones parciales,
llegando asi a la solucion correcta tal y como se observa en la figura 122, trabajé en el
registro algebraico sin problemas.

En las dltimas preguntas la alumna no las concluyé. Finalizando asi su participacion en
la elaboracién de este trabajo, Barbara, en las dos primeras actividades comentaba que
no podia realizar gréficas tan complejas, sin embargo, en la actividad 3, se atrevié a
trazar el bosquejo, favoreciendo asi, las actividades como una manera de motivar a la
alumna a esforzarse en representar dicha solucion. Ademas, WinPlot ha sido una
herramienta que facilita representar graficamente la solucion de una ecuacion
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diferencial, asi como graficar directamente la ecuacion, indicando que WinPlot permite
una mejor visualizacién y comprension de dicha solucion.
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Figura 122.

Jonathan , respondio lo siguiente:

Pregunta 1
¢, Qué entiendes por tasa de cambio?
El alumno recurrié al registro verbal como se tiene en la figura 127.

L e € - e R v )
-

Figura 123.
Aunque sélo se refiere en su definicibn para aumento de cantidades en un tiempo
determinado, Jonathan tiene presente el concepto de tasa de cambio expresado en el

registro de lenguaje verbal.

Pregunta 2
Simplifica la ecuacion diferencial:
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Figura 124.
El alumno recurrié al registro algebraico para simplificar la ecuacion diferencial, tal y
como se muestra en respuesta dada.

Pregunta 3
¢, Qué sucede si no hay captura, es decir, C=0? ¢(Como es la ecuacion diferencial?
Resuélvela y explicalo de manera clara, tanto su orden, grado, linealidad. ¢ Por qué?

Jonathan, trabajo en el registro algebraico, recurriendo asi a resolver la ecuacion
empleando fracciones parciales para resolver dicha integral, ademas como se muestra
en la figura 125 indica el orden y grado de la ecuacion diferencial a resolver. A Ignacio
el tener presente los conceptos le permite una mejor comprension y coordinacion entre
los registro, para que de esta manera logre la conversion entre registro algebraico y
numerico, en esta ocasion no logro realizar el bosquejo. Llegando asi a la solucion en
su forma implicita.

— T > <= o
~ J = o Jfe) — ) CACE)) < ) )
Qo — Y .
3 (/ < — ) ‘I — v, a = W s (=i
\ & u N - P ) -
. : V\J o . \ £ r - :}!
= j — L™ -
4
— s —em—e— s P & =
Y v \ = = —I . =
{j}jl_ £l — 5 A | :I R — by I
Tr'} L(r ’) } ' { —— ¥ o — 1
& H =~ = — 7 b < i
; A -
A s
s _ Q d Q_ % du
(o — ey — L\!‘ n . (o —£y =t _\j - ] o
— 1 7
e - (S 0l e —by)
o d
L BF
N - . -'.7 - {
R e b : ) — g —+
— ya - D -~
=5 ’ —bg = € -+ ¢
A sal, =
= : . B o "'
B J O
= - -
I = 2z - ot
Figura 125.
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Pregunta 4
Usando la condicion inicia determina su solucion particular.
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Figura 126.

El alumno encuentra la solucién y la da en su forma implicita como se muestra en la
figura 126, llevando a cabo la conversién entre el registro algebraico y numérico, de
manera espontanea.

Pregunta 5
Bosquejar la grafica de la solucion encontrada. ¢ Qué pasa con la poblacion?
8 ~—

/ -‘u..-’ = —

Figura 127.

No logré en esta actividad representar la solucién, sin embargo, mostr6 un buen
desempeiio y constancia en el desarrollo de esta actividad, ya que en las actividades
anteriores en todas las logré representar.

En la pregunta 6, se apoy6 en WinPlot, en la cual se le pidio al alumno hacer variar los
parametros de la ecuacion diferencial dada.

Pregunta 7

Si ahora consideramos que no hay sobrepoblacion pero si hay captura, ¢Cual es la
ecuacion diferencial? Determina su solucién y bosqueja su gréafica con la soluciéon
encontrada. Explica de manera clara ¢, Qué le sucede a la poblacion?

92



Figura 128.
Con el apoyo de WinPlot, observa como es la grafica de la solucién encontrada,
recordando que no logr6 realizar el bosquejo, graficando en primera instancia la
solucion particular y la representa en la figura 128. El alumno logré la conversion entre
el registro algebraico al numérico, y para llevar a cabo la conversién entre el registro
grafico y el numérico fue de gran utilidad el software, como se muestra en la figura, la
conversion entre estos registro la realizé de manera espontanea.

En la pregunta 8, se enfoca a la solucion general de la ecuacion diferencial,
permitiéndole al alumno hacer variar sus parametros, al realizar lo anterior se le
pregunta ¢Qué sucede con la poblacion?

Figura 129.
A través de las observaciones realizadas por el alumno, comenta que la poblacion
aumentara conforme pasa el tiempo, y dependera de la tasa de natalidad como de
mortalidad, como se muestra en la figura 129.
Pregunta 9
Se tiene en el tiempo to=0 Y=1.5 toneladas y A= 3.4 y B=0.4, ¢ Para que la poblacion
de peces permanezca constante qué valor debe tener la captura K? Realiza tus
anotaciones.
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Figura 130.
Efectivamente, el alumno se apoyo en el registré algebraico a partir de la ecuacion
diferencial realizando los calculos en papel y lapiz indicando el valor de la captura como
se muestra en la figura 130 y también en WinPlot, logrando asi la conversién de
registros del algebraico al numérico, y del grafico al numérico para encontrar la captura.

Pregunta 10
¢, Como se debe mantener la captura de los peces para que la poblacién se encuentre

. o dYy ] .
en equilibrio es decir & =07 Realicelo algebraicamente tomando en cuenta que t,=3

& Y=3.5 toneladas, ademas con A=5.2 y B=1.

Figura 131.
El alumno realiza los calculo a traves de papel y lapiz, encontrando asi el valor de la
captura denotado por K, llevando a cabo la conversion del registro algebraico al
nemeérico.
Pegunta 11
Con el inciso anterior ¢ Para qué valores de K captura, asegura que no se extinguiran
los peces?

Figura 132.

El alumno india el valor de la captura apoyado en el registro numérico, como se tiene en
la figura 132.

Pregunta 12

Si A, By K son tales que la poblacién permanece constante y se dobla el valor de A,
¢éen cuanto debe cambiar K para que la poblacion siga permaneciendo constante?
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Figura 133.
Al alumno, no le es dificil cambiar de un registro a otro, pues dentro del registro
algebraico lo domina, de la misma manera para la conversion del algebraico al
numeérico, como del numérico al grafico y viceversa, lo realiza de manera muy decisiva.

Ignacio , respondi6 lo siguiente:
Pregunta 1

¢, Qué entiendes por tasa de cambio?
El alumno no contesté a esta pregunta.

Pregunta 2
Simplifica la ecuacién diferencial:
L ) %'“‘.‘,*7'{ ! - _f\_‘j‘ = .Q.J? -
A - A \L o ’,'\'1— a 4
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Figura 134.

El alumno recurrid al registro algebraico para simplificar dicha ecuacion diferencial,
como se ve en la figura 134.

Pregunta 3

¢, Qué sucede si no hay captura, es decir, K=0? ;Cbémo es la ecuaciéon diferencial?
Resuélvela y explicalo de manera clara, tanto su orden, grado, linealidad. ¢ Por qué?

El alumno llega a la solucién en su forma implicita como se muestra en la figura 135,
ademas indica el orden y grado de la misma, como se tiene en la figura 134.
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Las preguntas 4y 5 no las respondio.

Para la pregunta 6, se apoy6é en WinPlot. En esta pregunta se le pidié al alumno hacer
variar los parametros de la ecuacion diferencial dada.

Pregunta 7

Si ahora consideramos que no hay sobrepoblacion pero si hay captura, ¢Cual es la
ecuacion diferencial? Determina su solucién y bosqueja su gréfica con la solucién
encontrada. Explica de manera clara ¢ Qué le sucede a la poblacion?

>
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A = + T
Figura 136.

Para resolver la integral, observa que es de variables separables, llegando a la
solucién como se muestra en la figura 136, aunque la solucion obtenida es incorrecta,
ademas comenta que la poblacion crece de manera lenta.

La pregunta 8, se enfoca a la solucion general de la ecuacion diferencial, permitiéndole

al alumno hacer variar sus parametros, al realizar lo anterior se le pregunta ¢Qué
sucede con la poblacion?
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Figura 137.
La poblacién crecera de manera exponencial, esto es lo que menciona Jonathan.

Pregunta 9

Se tiene en el tiempo t,=0 Y=1.5 toneladas y A= 3.4y B=0.4, ¢Para que la poblacion
de peces permanezca constante qué valor debe tener la captura K? Realiza tus
anotaciones.

Esta pregunta hace uso de los registros algebraico y numérico.

\ ]
. W\ ee
3
\

Figura 138.

Efectivamente, el alumno se apoy6 con el registro algebraico a partir de la ecuacion
diferencial, asi como del registro numérico para encontrar el valor de la captura
realizandolo con papel y lapiz, como se muestra en la figura 138.

Pregunta 10
¢,Como se debe mantener la captura de los peces para que la poblacion se encuentre

I o dy ] .
en equilibrio es decir a =07 Realicelo algebraicamente tomando en cuenta que t,=3

& Y=3.5 toneladas, ademas con A=5.2 y B=1.

Figura 139.
Para encontrar el valor de la captura, partiendo de la ecuacion simplificada y realizando
los calculos a través de papel y lapiz, el alumno trabajé en el registro algebraico y a la
vez en el numérico.

El alumno no contesté las dos Ultimas preguntas.
El alumno al realizar la conversién de registros, del algebraico al numérico, no tiene
problemas, de la misma forma para el registro algebraico al grafico; lo realiza sin

problema alguno, sirviéndose asi de WinPlot para comprobar si en realidad lo que ha
bosquejado es correcto.
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En la tabla 6, se muestra una evaluacion llevada a cabo por lista de cotejo, indicadores
importantes que se plantearon para lograr la conversion entre los registro grafico,
algebraico y numérico, que en ocasiones se suelen presentar de manera espontanea e
intermediaria, es decir, si se parte del registro algebraico al grafico muchas de las
ocasiones se termina en el registro de partida. Sin embargo, con el apoyo del software
permite al alumno lograr dicha conversion, pues teniendo un apoyo visual, algebraico,
geométrico u otros, las representaciones semioéticas facilitan una mejor comprension en
los conceptos estudiados representandolos en diferentes registros.

Para concluir en esta Ultima actividad los alumnos han considerado a la solucion
obtenida como de alto grado de dificultad para llevar a cabo su bosquejo, sin embargo,
su actitud cambio de las dos primeras actividades a estas ultimas, considerando que
son problemas aplicativos, y que en el cual permite a los alumnos visualizar mejor a la
solucién obtenida y relacionar mejor el concepto en cada representacion, esto resulta
ser mas significativo.

Tabla 6. La conversion de registros y el grado de dificultad que se enfrentaron los alumnos.

Alumnos | Barbara Jonathan |Ignacio

1. Plantea el método a resolver la ecuacion diferencial 4 4 4
2. Identifica los parametros en la representacion algebraica
3. Indica el orden, grado vy linealidad de la ecuacion diferencial 4 4 4
4. Resuelve la ecuacion diferencial en el registro algebraico / / \/
5. Justifica la solucion encontrada 4 4 4
6. Identifica que la familia de curvas solucion esta dado por la solucién general 4 4
7. Observa los parametros y los valores de las variables para realizar el

bosquejo de la solucién particular \/ \/
8. Realiz6 el bosquejo de la solucién particular de manera correcta /
9. La pendiente es positiva en el primer cuadrante, si a>b donde a y b son

parametros, la poblacién se conserva v
10. La pendiente es cero, cuando a=b, la poblacién permanece constante
11. La pendiente es negativa, si a<b, la poblacién disminuye
12. Identifica a los pardmetros y realiza la manipulacion dentro del registro

algebraico /
13. Identifica que la gréafica corta al eje de las “y”, dada por la condicion inicial /
14. Considera el comportamiento de cada variable para la construccion de dicha

grafica
15. Identifica en WinPlot los parametros, al manipularlos y se da cuenta de sus

errores en el bosquejo realizado a papel y lapiz v
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16. Analiza los efectos que ocasiona en la grafica en los cambios de los
parametros, con respecto a la familia de curvas solucion

17. Lleva acabo la conversion de registro del grafico al algebraico y viceversa, a
través de la visualizacion de las variables que influyen la grafica

18. Observa diferencias entre la grafica y la representacion algebraica, con
WinPlot

19. Identifica las diferencias entre su grafica bosquejada y la de WinPlot

20. Comprende los conceptos de solucion de una ecuacion diferencial y tasa de
cambio

21. Utiliza y valora las conexiones entre las matematicas y otras materias

22. Hace traducciones entre representaciones tabulares, graficos y algebraicos

23. verifica que la solucion obtenida corresponde al campo de pendientes de la
propia ecuacién con la gréafica de la solucién encontrada

ST SN SN S S SN S
SIS SN S
ST SN NS S SN S

En esta tabla los alumno que lograron concluir las actividades, son los que mostraron
mayor interés y entusiasmo por lograr representar la solucion a través de papel y lapiz,
asi como el empleo de WinPlot para representarla, de esta manera los alumnos
lograron dicha conversién de registros del grafico al algebraico a través de las dos
actividades practicas, pues lo logran a través de la expresion linglistica a la
representacion algebraica. No olvidemos que los registros se presentan de manera
intermediaria durante la conversion, pero el alumno no los identifica, pues aparecen de
manera espontanea.

Ademas en esta ultima actividad los alumnos lograron identificar el orden, el grado de la
ecuacion diferencial y ademas menciona que es una ecuaciéon diferencial no lineal,
sabiendo ante mano que una ecuacion diferencial lineal es aquella donde los el
exponente de las derivadas y de la variable dependiente tienen exponente uno. Es
importante sefialar que los alumnos reconocen el concepto de tasa de cambio a través
del software, esto es favorable para su entendimiento y aprendizaje en distinguir entre
la representacion y el concepto.
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V. CONCLUSIONES

De acuerdo a la definicién de los conceptos que se le solicitaron a los alumnos antes de
iniciar las actividades, se realiz6 con la finalidad de saber que tan presente tiene estos
conceptos. Se determind que la falta de compresion en los conceptos influyen de
manera directa a que los alumnos concluyan o no las actividades propuesta.

Es importante hacer notar, que la comprensién de los conceptos matematicos requiere
de diferentes registros representacion, de tal manera que se le proporcione de forma
consciente al alumno. Por parte del profesor, debe especificar el concepto a estudiar sin
gue este sea confundido con su representacion que utilizara, asi el alumno le dara la
importancia de emplear varios registros de representacion a los conceptos matematicos
y los distinguira.

Con base a las actividades aplicadas a los estudiantes, se encontré6 que algunos
alumnos tienen dificultad en plantear el método para resolver la ecuacion diferencial, y
quienes lo intentaron mostraban estar indecisos al trabajar en el registro algebraico,
esto se debid a que solo la mitad de los alumnos que participaron lograron resolver la
ecuacion diferencial en la primer actividad.

Se encontrd que algunos alumnos tienen problemas en la conversion entre el registro
algebraico al gréfico, ya que para bosquejar la grafica los alumnos no consideran los
valores de las variables, asi como el de los parametros en sus diferentes casos de la
solucion encontrada, algunos los manejan de manera implicita otro los dan por hecho.

Sin embargo, para lograr deducir la solucion algebraica a través de la grafica, apoyada
del campo de pendientes y de la curva solucién trazada por WinPlot, es recomendable
gue el profesor apoye a los alumnos, a través de explicaciones que no pueden
mostrarse a simple vista, logrando asi dicha conversion, reiterando que en ocasiones
para lograr la conversion es necesario incorporar otras variables que lo conlleven de
manera objetiva.

Ademas, no consideran a la tabulacion como una representacion mas en la conversion
de registros, que sirve como apoyo para el bosquejo de la gréfica para aquellos que no
alcanzan a visualizar a la solucién encontrada. Se notd que en la conversién del registro
grafico al numérico, se llevé a cabo al usar el software, manipulando tanto la curva
solucion general asimismo como la ecuacioén diferencial.

Las actividades propuestas permiten al alumno promover el bosquejo de la grafica de
la solucién encontrada, guiandolo para la conversion de registros apoyadas en WinPlot,
donde este software como un recurso didactico favorece al alumno de manera positiva,
pues permite al alumno en confiar en su conocimiento y retarse €l mismo, para verificar
si en realidad lo que bosquejo es correcto. Ademas permite darle confianza para
mostrar sus inquietudes para vincularlo con otros conceptos que son de su importancia,
asi como en otras areas de su interés.

100



Con base en las actividades aplicadas a los estudiantes y la lista de cotejo que se
empleo para cada actividad, se determiné que el aprendizaje en los alumnos es
procedimental y pocos son los que manifiestan un aprendizaje conceptual.

El desenvolvimiento de los alumnos durante la aplicacidén de las actividades se analizo
de una manera cualitativa, apoyandose al término de cada actividad por una lista de
cotejo que incluyen los aprendizajes conceptual, procedimental y actitudinal.

Sin embargo, con el apoyo de WinPlot los alumnos se sorprendian al ver la grafica de
su solucién y compararla con la gréfica de la ecuacion diferencial, mostraban interés y
emocion al comparar. Realizando comentarios como “la grafica si corresponde a lo que
realicé, aunque en WinPlot la pendiente es mayor”, otros solo comentan “yo solo
grafique en WinPlot”, “si, bastante ya que es una recta, yo esboce otra cosa” y “el
bosquejo si corresponde a la grafica hecha en WinPlot s6lo que en WinPlot la
pendiente es mayor”; sin embargo, varios de los alumnos no lograron resolver la
ecuacion, por lo tanto no pudieron bosquejar la grafica de la soluciéon y WinPlot les
facilit6 visualizarla, no obstante, para los alumnos que no lograron encontrar la solucion,
el software es una herramienta importante para conocer la grafica de cualquier ecuacion
diferencial ordinaria, permitiendo asi visualizar la familia de curvas solucion.

Se observé que las expectativas de los estudiantes cambian, con el uso de software.
Esto indica que los factores que se le atribuyen a la iniciativa por bosquejar la grafica,
es el identificar los parametros, el tipo de funcién, su comportamiento y el grado de
dificultad para trazarla. Ademas, sefiala que a través de WinPIot le permite visualizar la
grafica de la solucion encontrada y verificar si es la correcta o no, cerciorAndose con el
campo de las pendientes de la ecuacion diferencial dada, teniendo asi un mayor
contacto visual con la solucién encontrada y la manipulacion de los parametros.

Se observa que el uso de diferentes registros de representacion apoyados con la
tecnologia, facilita la comprensién de los conceptos por parte del alumno, aunque pocos
son los alumnos que logran identificar el concepto en las distintas representaciones, el
alumno lo aprecia de manera espontanea, generando asi la conversion entre los
registro grafico, algebraico y numérico. Mientras que pocos estudiantes logran
representar graficamente la solucion obtenida de la ecuacion diferencial.

Los avances que lograron los alumnos en la aplicacion de las actividades, tomando en
cuenta su entusiasmo y disponibilidad, antes, durante y después de la aplicacion, los
tres alumnos fueron los mas sobresalientes. Como se obtuvo, los alumnos Ignacio y
Jonathan en cuestion de cambio de registro, no tiene problemas, considerando que
ambos en el bosquejo de la gréafica de la solucion de la ecuacién diferencial la realizan
de manera espontanea, en ello se resalta que dependiendo de la solucién obtenida y
su grado de dificultad, los alumnos realizardn o no el bosquejo. Los alumnos que
terminaron esta Ultima actividad sefialan el orden, grado de la ecuacion diferencial a
resolver, cosa que en las anteriores no lo hicieron.
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Ventajas que se tienen al hacer uso de WinPlot en la conversion de registros
(algebraico, gréfico y numérico) en la obtencién de la solucibn de una ecuacion
diferencial ordinaria, por medio de las actividades propuestas:
1. Facilita al alumno tener mayor visualizacion de la solucion de una ecuacion
dada, y por lo tanto, enriquece el significado de la misma.
2. Facilita visualizar el campo de pendientes de la ecuacién diferencial dada.
3. Facilita variar los parametros que tiene la solucion encontrada y ver el
comportamiento del campo de las pendientes como de la solucién dada.
4. WinPlot conlleva a la conversion de registro, del grafico al numérico, del grafico
al algebraico, en el momento de variar los pardmetros, también esto se realiza a
papel y lapiz, considerando que los alumnos lo realizan de manera espontanea.
5. Facilita las interpretaciones cualitativas en el andlisis de problemas fisicos con
respecto a las variables y los parametros en el problema planteado.
6. Se puede interpretar mejor la solucibn de una ecuacion diferencial teniendo
presente la grafica de dicha solucién.
7. Facilita el comprobar si la solucion encontrada es la correcta a través de del
campo de pendientes de la ecuacién diferencial dada.
8. Facilita al alumno analizar la complejidad de la solucion encontrada y tener su
representacion gréfica.
9. Facilita al alumno trabajar en diferentes registros de la solucién de una ecuacion
diferencial dada.

Se recomienda que al emplear el software en el aula de clase, es preferible que cada
alumno trabaje de forma individual al inicio, y posteriormente en equipo para que
discuta sus dudas o conjeturas acerca de los conceptos estudiados entre sus
companeros. Para que el alumno logre captar la importancia de emplear varios registros
de representacion, es necesario que el profesor indique que cada representacion es
una manera mas de representar el concepto estudiado, de esta manera evitar que el
alumno los confunda.

Es recomendable hacer mencion, que antes de aplicar las actividades sea conveniente
realizar una prueba piloto tanto de las actividades, asi como de la evaluacion de las
mismas, para realizar las modificaciones necesarias, posteriormente aplicar las
actividades en la muestra seleccionada. La evaluacién cualitativa el profesor puede
apoyarse de una bitacora o diario del docente con la finalidad de anotar el desempefio
de los estudiantes antes, durante y después de la aplicacion de la actividad, llevando un
seguimiento que servira de apoyo en la evaluacién del aprendizaje del alumno, si se
requiere determinar una calificacién cuantitativa.

Para la aplicacién de estas actividades, es necesario que el profesor que retome estas
actividades tenga los conocimientos acerca del tema desarrollado, para que sea un
facilitador del aprendizaje, impulsando a los alumnos a que se animen a explorar,
formular, comprobar, a generalizar, discutir y a explicar los resultados obtenidos. Es
importante sefialar que el alumno debe cambiar en funcion de su preparacién como
sefiala la NCTM, para que logre construir, simbolizar, aplicar y generalizar las ideas
matematicas.
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