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Simbologia

Simbolo
AB
AB
AB
yAo'

AB|CD
a2 /0
AUB
ANB
r€eA

P PP,

Txp(P)
< ABC >
(A1, Az, ..., Ap)
{A, B}
[A, B]
PVvQ
PAQ
AB
AB
Int(P)

Se lee

Segmento AB.

Rayo AB.

Recta AB.

Angulo o.

La recta E es paralela a la recta C<‘_>D

Angulo a congruente al angulo .

Unién de los conjuntos A y B.

Interseccion de los conjuntos A y B.

x pertenece al conjunto A.

Poligono o poligonal con vértices P;, P> hasta P,.
Traslacién del punto P con segmento dirigido AB.
Area del tridngulo ABC.

El arreglo o vector de entradas Ay, As hasta A,.
Recta o segmento en algoritmos de esta obra.

Recta o segmento dirigidos en algoritmos de esta obra.
Proposicion P o Q.

Proposicion Py Q.

El semiplano izquierdo respecto a la recta /<1_>B .

La cerradura del semiplano izquierdo respecto a la recta AB.

El interior del poligono P.
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Introduccion

Antecedentes historicos

Desde las primeras civilizaciones - por sus actividades comerciales y de
ingenieria - el hombre necesité calcular volimenes y areas. Tuvo, entonces,
que conocer el equivalente entre areas y volumenes de distintas figuras. De
esta forma, se conocieron las féormulas (en realidad procedimientos) para
encontrar areas y volumenes; algunas veces exactas, otras aproximadas y

algunas incorrectas [6].

Los griegos encontraron una buena cantidad de férmulas para diversas
figuras planas pero se encontraron con el famoso problema de la cuadratu-
ra del circulo al cual no supieron encontrar respuesta en su tiempo. Fue,
entonces, que se buscd una solucién aproximada para encontrar el area del
circulo. Es famoso el método de Arquimedes (287 — 212 a. C.) de encontrar
el 4rea mediante una sucesion de areas de poligonos que se aproximan cada
vez mas a la figura del circulo. Este es, ademds, un ejemplo de como, desde la
antigiiedad, se aproximaban areas mediante figuras poligonales y por tanto

triangulares.

Euclides (cerca de 300 a. C.), en el libro I de “Los elementos” [5][4],
desarrolla su teoria del area haciendo uso de un concepto equivalente al de

equicomposicién: la equicompletabilidad. En las proposiciones 34 hasta la
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46 desarrolla su teoria del area e inmediatamente, en la proposicién 47, de-
muestra el teorema de Pitdgoras. Este teorema es la primera aplicacion de

relevancia de la equicompletabilidad.

David Hilbert (1862 - 1943), en su obra “Fundamentos de la geometria”
[1], incluye la definicién de equicomposicién, pero usa la definicién de equicom-
pletabilidad para desarrollar su teoria del drea al estilo de la nueva ax-

iomatica desarrollada por él.

Se presenta junto con esta obra un programa de computacién que en-
cuentra, a partir de un poligono dado, el cuadrado con la misma drea. Asi que
el fin de esta obra es desarrollar y justificar tedricamente los algoritmos del
programa que se presentan. Para alcanzar este propdsito se desarrollo la
teoria del area con base en la equicomposicién pues es el método que usan
los algoritmos del programa. Otra caracteristica de la teoria del area pre-
sentada es que las demostraciones son dinamicas, esto es, se demuestran
usando traslaciones y rotaciones, y no con el sélo uso de la congruencia. La
importancia de esta caracteristica se ve en el momento de desarrollar los

algoritmos del programa en el capitulo 2 y 3.

Estructura de esta obra.

En el capitulo 1 se desarrolla la teoria del drea con base en la equicom-
posiciéon de poligonos, asi que, esta teoria justifica funcionamiento de los
algoritmos del capitulo 2 y 3. El capitulo 2 muestra los algoritmos en cuanto
a su idea general y en el capitulo 3 se muestran los algoritmos tal y co-
mo se deben implementar en un lenguaje de computacién al estilo de los
seudo-codigos, de tal manera que tengan aplicacién general, y no para un
lenguaje en particular. Como ultimo capitulo esta el 4 donde se presentan

las conclusiones del trabajo.



IX

Finalmente se tienen los apéndices, donde, en el apéndice A se tiene
la base del capitulo 1. En este apéndice aparecen los axiomas, definiciones
vy teoremas bdsicos de la geometria, tal y como los plantea David Hilbert.
En el apéndice B se muestran algunos teoremas de poligonos convexos y
teoremas relacionados, que permiten demostrar el teorema 3 del capitulo
1 y desarrollar los algoritmos de corte de poligonos del capitulo 3. En el
apéndice C se agregaron algunos teoremas importantes de paralelogramos,

transformaciones, entre otros.



Capitulo 1

Planteamiento del problema.

1.1. Definiciones basicas.

Definicion 1. Un conjunto de segmentos Py Ps, PoPs, ... , P,_1 P, se dice
que es una poligonal que conecta el punto P, con el punto P,. Tal poligonal

serd denotada brevemente por P, P --- P,. Tanto los puntos dentro de los

segmentos P Py, P,P;, ..., P,,_1 P, como los puntos P, Ps, ..., P, se llaman,
de forma colectiva, los puntos de la poligonal. Si todos los puntos de P;, Ps,
... , P, se encuentran en un plano y el punto P; coincide con P,, entonces,

la poligonal se denomina poligono y es denotado como PPy --- P,_1. Los

segmentos P| Ps, PoPs, ..., P,_1P; se llaman lados del poligono. Los puntos
P, P, ..., P,_1 se llaman vértices del poligono. Poligonos de 3, 4, 5, ... , n
vértices se llaman tridngulos, cuadrilateros, pentagonos, ... , n-agonos.

Definicion 2. Si todos los vértices de una poligonal son distintos, ninguno
de ellos esté en el interior de algtin lado y cualesquiera dos lados no adya-
centes no tienen puntos en comun, la poligonal se llama simple. De manera

semejante se define poligono simple.
Definicion 3. Si dos poligonos tienen igual drea se dice que son equivalentes.
Definicion 4. Si dos puntos de un poligono simple P se unen mediante

alguna poligonal simple que yace enteramente en el interior del poligono,

1



entonces, se forman dos poligonos simples P; y P» cuyos puntos interiores
yacen en el interior de P. P se dice estar descompuesto en Py y P», o que P

se compone de P; y P>, o que P; y P, componen P.

Definicidon 5. Dos poligonos simples se dice que son equicompuestos, si am-
bos pueden ser descompuestos en un nimero finito de tridngulos congruentes

en pares.

Notacion. Si P se compone en los poligonos Py, Ps, ... , P,; se escribe:

Definicion 6. Dos poligonos simples P y ) son equicompletables, si es
posible unirlos a un numero finito de pares de poligonos equicompuestos
P, Q1, P, Qo, ... , P, @, de tal forma que, los poligonos compuestos
P+P+P+..+P,y Q+Q1+ Q2+ ... + @, sean equicompuestos entre
st (figura[L.1)).

AN

_—0,\

Figura 1.1: Los poligonos P y @ son equicompletables.

Las definiciones de esta seccién implican que combinando poligonos
equicompuestos, se obtienen poligonos equicompuestos y que si poligonos
equicompuestos son removidos de poligonos equicompuestos, se obtienen

poligonos equicompletables.



1.2. Objetivo y planteamiento del problema.

1.2.1. Objetivo.

El objetivo es escribir y compilar un programa de computacién que
transforme un poligono en un cuadrado por equicomposicion, y justificar

sus algoritmos con base en el rigor matematico.

1.2.2. Planteamiento del problema.

El anterior objetivo plantea el siguiente problema: desarrollar los algo-
ritmos que permitan alcanzar el objetivo tomando en cuenta todos los casos
posibles; que estos algoritmos sean, en lo posible, los éptimos; documentarse
de la teoria necesaria para justificar los procedimientos de estos algoritmos y
de esta forma reducir los errores que se pudieran producir al estar en marcha

el programa.

1.3. Teoria de las areas planas.

Para los fines de esta disertacién es necesario definir una teoria del area.
Para poder definirla se deben cumplir los axiomas comunes de la geometria
euclidiana plana con base a los postulados enunciados por David Hilbert
[1] a excepcién del axioma de continuidad (axioma V-1, apéndice AlT). Esta
excepcién no impide definir una teoria del drea, incluso, Hilbert define el
area sin necesidad de usar ni éste, ni el axioma arquimediano (axiomas V-1
y V-2, apéndice A). De esta manera la teoria del drea que se manejard en
este discurso se basara en la definicién de equicomposicion.

El objetivo de este discurso se planted originalmente con base en la defini-

cién de equicomposicién y se usard en el resto de esta disertacién por tener

'En el apéndice A se pueden consultar los axiomas y teoremas elementales de la

geometria euclidiana.



un estilo méas natural de resolver los problemas planteados. Se menciona
la definicién de equicompletabilidad con fines de informacién pues Hilbert

define una teoria del area formalmente maés fuerte con base en este concepto.

1.3.1. Teoremas basicos de equicomposicién.

Uno de los primeros teoremas que se desarrollara es el de transitivi-
dad de poligonos equicompuestos en el cual se manejara la interseccién de
poligonos, la naturaleza de la intersecciéon de poligonos convexos se puede
consultar en el apéndice B a partir del teorema 5. El teorema 11 de ese
apéndice dice que la intersecciéon de dos poligonos convexos es otro poligono
convexo, debido a este hecho, la definicién de Hilbert de equicomposicién
mediante tridngulos es perfecta para demostrar el teorema de transitividad

de la equicomposicién.

Teorema 1. Sean los poligonos simples P, Q y R. Si P y Q son equicom-

puestos a un tercer poligono R, entonces, son equicompuestos entre si.

Por hipétesis, tanto P como (Q tienen respectivamente una descomposi-

cién comun con R en tridngulos congruentes (figura , esto es:
P=P+P+..4+4F, =R

Q=Q1+Q+..+Q, =R

Si ambas descomposiciones son consideradas simultdneamente y usando
el hecho de que cada miembro de estas es un tridngulo, esto es, un poligono
convexo, cada tridngulo de P se puede descomponer en sus intersecciones
con los tridngulos de @, tales intersecciones son poligonos convexos (teorema
11 del apéndice B):



/

Figura 1.2: Si Py Q son equicompuestos a R son equicompuestos entre si. Las divisiones
de los tridngulos originales que componen a P tiene sus lados trazados por lineas continuas
y para el caso de @ estdn trazados por lineas discontinuas. Estos tridngulos también se
distinguen por estar en distintas tonalidades de gris.

P = PNQ1 + PNQ2 + .. + PINQy
P, = PN@Q + PNQy + ... + PNQ,
P, = P,NnQ1 + P,NQy + ... + P,NQ,

haciendo la equicomposiciéon por columnas se obtiene:

P:Q1+Q2+...+Qn

por lo tanto, P es equicompuesto a Q.

Teorema 2. Cada tridngulo ABC' es equicompuesto con un paralelogramo

de base | comain y la mitad de la altura.

2Se entiende por base de un paralelogramo como cualquiera de los lados de este y se

entenderd a cual nos referimos dependiendo del contexto.
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Figura 1.3: Todo trigngulo es equicompuesto con un paralelogramo de base comiin y la
mitad de la altura.

Constriiyase D sobre el segmento C'A equidistante a cada extremo, de
la misma forma, constriiyase E en el punto medio de BC. Sea F en la recta
b—E) con DE = EF (figura , de tal forma que E esté entre D y F, en-
tonces, se tiene el cuadrildtero ABFD. Como AD y DC estédn en la misma
proporcién (1:1) que BE con EC, entonces, DE es paralela a AB vy, por la
misma razén, DE es la mitad de AB, por tanto, DF es congruente a AB.
Por el teorema 2 del apéndice C se deduce que ABF' D es un paralelogramo.
Por otro lado, el poligono ABED es comtn en los poligonos ABC' y ABFD,
por tanto, para demostrar que ABC'y ABF D son equicompuestos sélo bas-

ta demostrar que los tridngulos DEC y BF'E son congruentes.

Se tiene que, de las construcciones hechas, DE = EF y que CE = EB.
Por otro lado ZDEC = /ZBEF por ser angulos verticales, por lo tanto,
DEC y BFE son congruentes, luego, ABC' y ABF D son equicompuestos.

Teorema 3. Sean dos paralelogramos ABCD y ABC'D’ de tal manera que
C, D, C" y D' estén en una misma linea. Entonces, ABCD y ABC'D’ son

equicompuestos.

Para la demostracion de este teorema se suponen los teoremas de traslacién
6 al 9 del apéndice C. Por otro lado, en adelante se entenderd por cortar
como descartar poligonos que se haya demostrado que forman parte de la

composicién de ambos.



Es evidente que al menos uno de los paralelogramos tiene un par de
angulos interiores agudos, de otra forma ambos paralelogramos serfan dos
rectangulos equivalentes con sus dos pares de lados congruentes, por tanto,
de la definicién de congruencia de figuras (definicién 21, apéndice A) ambos
paralelogramos serian congruentes y acabaria la demostracion. Queda claro,
entonces, que al menos uno de los paralelogramos tiene un par de angulos
menores a un recto. Se pueden, entonces, hacer los ajustes necesarios para
que los poligonos estén orientados a la izquierda y ademds que ZABC' sea
menor o igual a un recto y que ZDAB sea agudo y, por tanto, seré /D’'AB
mayor o igual a un recto y ZABC obtuso (figura .

Figura 1.4: Equicomposicién de dos paralelogramos con base comiin entre paralelas.

Por el teorema 5 del apéndice C, AD y (B—CJ se intersecan en un punto
Aj del mismo lado en que se encuentra el interior del dngulo ZDAB con
respecto a la recta AB , que es el mismo lado en que se encuentra el interior
de los poligonos ABCD y A'B'C'D’.

Aqui hay dos posibilidades:

> . .
1) Que la recta C' D’ interseque al tridngulo ABA;.

—>
11) Que la recta C'D’ no interseque al tridngulo ABA;.
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Figura 1.5: La recta C’D’ interseca al tridngulo ABA;.

Para el inciso I) al intersecarse los lados de cada paralelogramo quedan
los poligonos C'BC, ABC'D y D'AD (figura[L.F)). Cértese ahora ABC'D de
ambos poligonos, entonces, quedan los tridngulos BCC' y ADD’, Es claro
que ZC'BC = /D'AD pues ZABC' y el suplementario de /D’ AB son con-
gruentes y, ademés, ZDAB es congruente con el suplementario de ZCBA
por propiedades de las paralelas. Al ser AD’ = BC" y AD = BC se con-
cluye que los tridngulos BOC’ y ADD’ son congruentes, lo cual lleva a la

conclusién de que ABCD y ABC'D’ son equicompuestos.

Figura 1.6: C'D’ no corta al tridngulo ABA;.

Para el inciso II) (figura cortese ahora el tridangulo ABA; de am-
bos poligonos y quedardn los poligonos A1 B,CD y A,B1C'D’ (teniéndose
que A, = A, B, = By By = Aj). Ahora se trabajara con la traslaciéon de
A1B,CD bajo el vector BA, esto es T54(A1B,CD). Se tiene de inmediato

— —> —>
que T57(Bo) = Ao, como B,A; es paralela con A,D’, entonces, Tp7(B,A1)



. —> —>
es la misma recta que D'A,, por tanto, T5z(A1) estd en la recta D'A,, y

se llamard A} a Tgz7(A1). Es facil ver que de la definicién de translacién

_— >
(definicién 8 del apéndice C) A1 A} = B1A] es paralela a AB. Por otro la-
> —> — —>
do, como B,C'y A,D son paralelas, Tp4(BoC') y A,D son la misma recta,
> —>
por tanto, la interseccién de TW(BOC) y B1C’ es By. Lldmese ahora C a

— —>
T5x(C), D1 a Tgx(D) y Az a la interseccién de A1Dy y BiC'.

Lldmese ahora al poligono AjA,B1As el poligono comin, el cual se
supondré que tampoco es cortado por C’D’. Luego el poligono comiin se cor-
tard de A]A,C1D1y A,B1C' D', entonces, quedaran los poligonos A2 B1C1 Dy

—
y A]B2C'D’. Es también importante mencionar que A{D; y BiC; son

< > <~
paralelas a BC, y que Bj A} es paralela a BA.

Figura 1.7:

Supdngase que el proceso anterior (de la traslaciéon de A1 B,C'D has-
ta aqui) puede aplicarse n veces sin que, una vez més, C'D’ corte a los
poligonos comunes EL Entonces, quedan los poligonos A, B, 1Cn_1Dp_1y

—> —>
Al _ B, C'D’ (figura ) de tal forma que B,,_1C" es paralela con A), D’
—> >

7 < S EEEEE— / <——
B, 1A, _, es paralela con BAy B,,_1C,—1 con A;, D,,_; son paralelas a BC.

3Esto con el propésito de demostrar, por induccién, que el proceso se puede repetir el
nimero finito de veces que sea, siempre y cuando el poligono comin no se interseque con
—
C'D’, Al final de la demostracién se ver4 el caso en el que en la dltima de las iteraciones

! !l
C’'D' interseque al poligono comun.
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Se asigna A}, A}, Cp D, =T5 (A, Bp-1Cn—1Dp—1). Como B,,_1 A, es

— /
n—1 n_1A4l_,

NPV e .
paralela con A ;D' entonces, TW(Bn_lAn) es la misma recta que
n— n—1
A D i i T—7(Ap) = A t Al estd 1 t
n—1D" y si se asigna Tp— 1( n) = Al entonces, Al estd en la recta
AT

> —> >
D'Al . Hay que agregar que, de la definicién de traslacién, A, A} (o B, Al

!/

n_1, por tanto, es paralela

que es la misma recta) es paralela con B, 1A
., < — (—>,
también con BA. Por otro lado, como B, _1C,_1 y A;,_{Dp—1 son parale-

— > .
las, Tm(Bn_lCn_l) y Al_1Dy,_1 son la misma recta y por tanto la

N e
interseccion de T (Bn-1Cn-1) y BpC" es B,,. Lldmese ahora C,, a

Bn—lA'ln.—l

>

Tm(cn_l), Dn a Tm(Dn_l) y An+1 a la interseccion de DnAIn
>
y BnC'.

Cértese, ahora, el poligono comtn A/, Al B, A,y de AL Al _C,Dyy

de Al | B,,C'D’, entonces quedan los poligonos A,,+1B,C, Dy, y Al Bp,11C'D'".
—
Ademés es importante mencionar que B,Cy, y Al D, son paralelas a BC'

> <
y que B, Al es paralela con BA.

Ca-1 Dyr=C' D’

Figura 1.8:

Lo cual demuestra que el proceso del inciso II) se puede aplicar in-
definidamente hasta que el poligono comin se interseque con C(TD7 Supdéngase
que pasa esto después de aplicar este método m — 1 veces. Al aplicarse m — 1
veces el proceso quedan los poligonos A, By—1Cpm—1Dm—1y Al 1B, C'D’.

— — «— R
Ademads By,—1Cp—1y A, Dy, son paralelas a BC'y By,_1A],_; es paralela

<
con BA. Por otro lado, A,, es la interseccién de A, 1 Dp,—1 y Bp—1C".
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— >
Es claro que C'D’ no puede intersecar a By,—1 A, ni a A, | A, pues

intersecaria al poligono comin del proceso anterior (el m-1).

—

Si C'D’ incide en A,, (figura , entonces, los poligonos que quedan
son los tridngulos C'By,—1Cy—1 y D'Al,_C" que se demostrard que son
> <
congruentes. Como By, 1A _, es paralelo con BA, entonces, es parale-

—>
lo a Cp—1C’, luego, Al | Bp_1Cy,—1C’" es un paralelogramo, esto impli-

ca que Cy,—1C" =2 Al Bp—1. De la misma forma se puede observar que

~Y

Al Bpn_1C'D’ es paralelogramo luego C'D’ = A,,_1By,_1, por lo tan-
to Cp,—1C" = C'D. Por paralelismo ZB,,_1Cy,—1C' =2 LAl _C'D’y, por

la misma razén, ZB,,_1C'Cp—1 =2 £A! _D'C’. Entonces los tridngulos

C'Bp—1Cp—1y D'Al,_{C’ son congruentes.

G-t Dps  C' D’
Figura 1.9:

Si no pasa ninguno de los casos anteriores traslddese A, By—1Cm—1Dm—1,

de tal manera que A, A" Cp, Dy, = Tm(AmBm—lcm—le—l) (figu-

ra . De la induccién anterior, B,,C’" y Al D,, se cruzan en un punto

llamado A,,+1. De igual manera que en los incisos I) y II) sélo quedan dos
>

posibilidades: que la recta C'D’ interseque al tridngulo A/ B, A;,+1 0 que

no lo interseque.

Si no lo intersecara, entonces, A,,11 estaria entre B, y C’, y este mis-

—
mo punto se encontrarfa entre A/, y D,,, entonces, C'D’ no cortarfa al
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poligono comin lo cual contradice la hipoétesis al inicio de esta iteracién.
«—
Entonces, sélo es posible que C'D’ interseque al tridngulo A/, B, Apm1.
—>
Se tiene entonces que al cruzar C'D’ al poligono comin (supuestamente

Al Al BpnAmti), por el teorema 10 del apéndice B, queda el poligono

!/

rAL By C' Dy, el cual estard compuesto por

comun verdadero que sera A
Al AL CDy, y de Al B,,,C'D’ y quedarén los tridngulos B,,C,,C" y

Al D,, D" (figura|(1.10)).

Figura 1.10:

— >
Por paralelismo y con base en la induccién anterior, B,,Cy, || AL, Dm 'y
—  — — —
B, C" || Al D'. Ademés se tiene que al ser By, A}, paralela a BA; también
— —
es paralela a C'D" y Cp,D,,. De aqui que A}, B;,Cr,Dy, y AL, By C'D' son

>
paralelogramos, entonces, B,,,Cy, = A" D,, y B,,C' =2 A! D'. De lo anterior

~

se deduce también que £ B,,C,,C" = LAl D, D', entonces, los tridngu-
los B, Cp,C' y AL, D,,D" son congruentes. Con lo cual se demuestra que
los poligonos A/ Al CpD,, v Al _{BnC'D’" y, por lo tanto, los paralelo-
gramos ABCD y ABC'D' son equicompuestos.

Teorema 4. Todo poligono es equicompuesto con un rectdngulo de base
dada.

Sea el poligono PP, ---P, y el segmento AB que serd la base del
rectangulo. Por otro lado se tiene que el poligono se descompone, por el
teorema 14 apéndice B, en los tridngulos 11, 15, ... , T),. Témese arbitrari-

amente cualquiera de los tridngulos, supéngase el tridngulo Tj. Se sabe que
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04 (% 0s 0s'

9] 0:

Figura 1.11: EI tridngulo T, = AQ1Q2 es equicompuesto con el paralelogramo
Q1Q2Q3Q4 y, a su vez, el paralelogramo ()1Q2Q3Q4 es equicompuesto al paralelogramo
Q1Q2Q3Q} donde Q1Q) y Q2Q% son congruentes a AB.

este tridngulo es equicompuesto a un paralelogramo llamese éste Q1 Q2Q3Q4.
Ahora constriyase un paralelogramo Q1Q2Q5Q de tal forma que Q5 y Q)
— - __
estén en la linea Q3Q4 y que Q205 y Q1Q), sean congruentes a AB (figura
1.11]). Por el teorema 4, Q1Q2Q3Q4 es equicompuesto a Q1Q2Q5Q". Con-
striyase ahora el rectdngulo Q]Q2Q%Q) de manera que QY y Q) estén en
—>
la linea Q1Q). Del teorema 3, Q1Q2Q4Q) es equicompuesto a Q]Q2Q4Q"
(figura [1.12)); lldmese a este rectdngulo Rj. Si este procedimiento se hace
para cada triangulo de 11, T5, ... , T),, vy luego todos los rectangulos R, Ro,
.., Ry, se unen por sus lados congruentes a AB, se forma un rectdngulo con

un lado congruente a AB.

Q4N

0O: Q2

Figura 1.12: El paralelogramo Q1Q2Q5Q es equicompuesto al rectangulo QY Q2Q5QY
cuya base (Q2Q% es congruente a AB.
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Si se hace una revisién de los teoremas anteriores, aiin queda la duda de
que dados dos paralelogramos equicompuestos con la misma base implique
que tengan la misma altura. Este es el reciproco del teorema anterior. Antes
de resolver este problema se puede aprovechar para introducir la definicion

de area y junto con este concepto resolver el problema.

1.3.2. Las areas de triangulos y poligonos.

Definicion 7. Sea el tridngulo ABC' con lados a, b y ¢ tal que hy v hp son

las alturas de a y b respectivamente:

B

Figura 1.13: Alser el /BCA= /BCAy /CDB = /AEC, implica que, los tridngulos
BCD y ACE son semejantes, dicho de otra forma, a : hy = b : hq.

Definicion 8. Sea el tridngulo ABC orientado a la izquierda, entonces, su
area se representa por < ABC >, la cual es el valor positivo de la mitad
del producto de cualquiera de sus lados por su altura correspondiente. Si
el tridngulo estd orientado a la derecha, el area se representa igual pero es

negativa.
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Teorema 5. Dos paralelogramos equivalentes con bases iguales tienen la

misma altura.

Sean los paralelogramos ABC'D y A’B'C’'D’ equivalentes y de tal forma
que AB = A’B' y CD = C'D’. Sean las alturas h y h' respectivamente de
ABCD y A’B'C'D’. Entonces:

<ABCD> = <ABC> + <ACD>

de igual forma < A'B'C'D’ > = A’B’ - I/. De las hipétesis se sabe que
<ABCD> = <A'B'C'D'> y que AB = A’B’ entonces h = h/.

Del anterior teorema es claro que se ha resuelto una parte del problema
comentado al final del teorema 4. Lo que falta demostrar es que el drea es
Unica, esto es, el area es independiente de la particion que se use para encon-

trarla. Los teoremas que siguen conducirdn a la solucién de este problema.

Teorema 6. Si un punto O yace fuera de un tridngulo ABC entonces la

relacion:

<ABC> = <0OAB> + <0OBC> + <OCA>

se cumple para el drea del triangulo.

En el tridngulo ABC' al menos un vértice, supéngase que es A, esté en el
lado opuesto a O, respecto al lado que no contiene al vértice A, esto es BC,
pues de lo contrario se contradice el hecho de que O es un punto exterior al

triangulo ABC' (teorema 5 del apéndice B).
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B
Figura 1.14: <ABC> = <OAB> + <OBC> + <OCA>
. — <
De acuerdo a lo anterior el segmento AO cruza a la recta BC' en un

punto, lldmese D (figura|l.14]). De la definicién de 4rea se obtienen las sigu-

ientes relaciones:

<OAB> = <0ODB> + <DAB>
<0OBC>=—-<0CB>=—-<0CD>—-<0ODB>
<OCA> = <0OCD>+ <CAD>

sumando las tres ecuaciones se obtiene:
<OAB> + <OBC> 4+ <OCA> = <DAB> + <CAD>

entonces

<OAB>+ <0OBC>+ <OCA> = <ABC>

Teorema 7. Sean el segmento AB y el punto O externo al segmento de tal
manera que O no estd en la recta AB. Sean los puntos Ay, Ao, ..., A, en
el interior del segmento AB vy distintos entre si. Se tiene ademds que A, Ay,
A9, As, ..., A, B estin en orden (en el sentido que indica el teorema 6,

apéndice A). Entonces se cumple que:

<OAB> = <OAA1 >+ <0OA1Ay> + ... + <OA, B>

Se tiene que de la definicién del area del triangulo que:
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B

Figura 1.15: <OAB> = <OAA1> + <OA1 42> + ... + <OA,B>

<OAA > + <OA Ay> + ... + <OA,B>= AArh  Aloh | AuBh

(AA1+A1A2+...+AnB)~h
2

— 48k — < OAB>

que es lo que se queria demostrar (figura [1.15]).

Definicion 9. El drea < P > de un poligono simple orientado positiva-
mente se define como la suma de las areas de todos los tridangulos orientados

positivamente que componen una descomposicion arbitraria del poligono.

Teorema 8. El drea del poligono orientado positivamente P = A1As--- A,

es unica y es igual a <OA1As> + <OAsA3> + ... + <OA A1 >.

Sea A1As--- A, la orientacién positiva del poligono P = A1 Ay --- A,.
Sea T}, la representacién de cada triangulo que compone al poligono P y sea
DE un segmento tomado arbitrariamente en el interior del poligono P y que
es el lado en comun de los tridngulos DEF y DEG que forman parte de la

descomposicién mencionada. Sea DEF y GED las orientaciones positivas
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de DEF y DEG respectivamente. Elijase ahora el punto O en el exterior de

P, entonces se cumple, por el teorema 7, que:

<DEF>=<ODE>+ <OEF>+ <OFD>
<GED> = <OGE> + <OFED> + <ODG>
= <OGE> - <ODE> + <0ODG>

si se suman ambas ecuaciones, se cancelan los términos <ODFE >; entonces,

se tiene que:

<DEF>+ <GED> = <OFEF> + <OFD> + <OGE> + <ODG>

El lado derecho de la ecuacion es la suma de las areas de los triangulos
formados desde O con cada lado del poligono DF EG. Asi que al sumar todas
las dreas de la anterior manera para cada segmento DE de cada tridngulo
T} que esté en el interior de P se cancelan los términos <ODE >. Entonces
la suma de las areas de todos tridngulos es la suma de todos los términos

< OXY > donde XY representa cada segmento de los T}, que estd en los

lados del poligono P. Sean estos segmentos A1 A1, A11412, ..., AjpAs enel
lado AlAQ; A2A21, A21A22, cee sy AQqu en el lado A2A3; cee s AnAnh AnlAn27

ey AprAq en el lado A, A; (ordenados en el sentido que indica el teorema

6, apéndice A). Por otro lado sea X7} la suma de las dreas de cada uno de

los triangulos T} entonces:
YT = <OA1A11> + <OAA1> + ... + <OA Ay >
+ <OA3A21> + <OAAp> + ... + <OAz,A3>

+ <0A,A,1> + <OA1A0> + ... + <OA,, A1>

aplicando el teorema 8:
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Figura 1.16: El 4rea de un poligono es tinica.

YT, = <OA1Ay> + <OAA3> + ... + <OA, A1 >

que es lo que se queria demostrar.

Teorema 9. (Teorema fundamental de la diseccion). Dos poligonos son

equicompuestos si y solo si tienen dreas iguales.

Primero se demostrard que si dos poligonos arbitrarios P y ) son
equicompuestos entonces tienen areas iguales. Supéngase que ambos se de-

scomponen en los poligonos P;, Ps, ... , P, luego:

<P>=<Pi>+<Po>+ ..+ <P,>
<QR>=<P1>+<P>+ ...+ <P,>

por el teorema 8 las dreas de Py, Ps, ..., P, son unicas luego P y @ tienen

la misma area.

Ahora se demostrara el reciproco. Témese una descomposicion en tridngu-

los de P y Q, por ejemplo Ty, Ts, ... , T, y S1, So, ..., S; respectivamente.
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Sea AB congruente al mayor de los lados entre todos los tridngulos ante-
riores. Sea T} uno de estos tridngulos, con vértices Tx1, Txo v Tr3, de tal
forma, que Tj1Tko es el mayor de los lados de este tridngulo. Del teorema
2 se sabe que T} es equicompuesto a un paralelogramo, llamese (Q1Q2Q3Q4
donde Q1 = Ti1 y Q2 = Tho, esto es, Q1Q2 es el lado mayor de T},. Se puede
construir un paralelogramo Q1Q2Q%Q) de tal forma que Q% y Q) estén en
la recta 22;@_4) y de tal manera que m y QTQ% sean congruentes a ADB,
esta construccién es posible pues AB es mayor a la altura de Q1Q2Q5Q).

La anterior argumentacién se analizard con detalle a continuacion:

A B
Tis
o /\ 00 0 o
' |
I h :
O Os 0>
Figura 1.17:

Se tiene la altura h del paralelogramo Q1Q2Q%5Q) que pasa por Q) y
lldmese Q5 el punto de intersecciéon de h con la recta <Q1—Q2) (figura .
Por otro lado h es la mitad de la altura b/, del tridngulo T}, = Q1Q2T%3, que
pasa por Tj3. Como A’ es menor que Tj3Q1 v Tr3Q2, y ambos son menores o
iguales que Q1Q2, entonces b’ < Q1Q2 y por tanto h < Q1Q2. De lo anterior
Q1Q),Qs5 es un tridngulo rectdngulo cuya construccién es posible pues m
(o sea h) es fijo, Q1Qs5 se puede ajustar tanto como se quiera y m (que
es la hipotenusa de Q1Q;Q5) al ser congruente al segmento AB es mayor
que Q1Q2 y, entonces, mayor que m luego la construccién de m y,
por lo tanto, de Q1Q2Q%Q), es posible.

Constriyase ahora el paralelogramo Q/Q2Q5Q de tal forma que los
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angulos interiores de los vértices Q2 y Q% sean rectos y el segmento Q7Q’
>
esté en la recta Q1QY, entonces Q] Q2Q4Q que se renombrard Ry, serd un

rectdngulo equicompuesto a Q1Q2Q5Q’ y mas ain a T con un par de lados

(QTQE,) y Q] Q') congruentes al segmento AB. Si se hace este proceso a cada
tridngulo entre 17, T, ..., 1), se obtienen los rectangulos Ry, Ro, ... , Ry, que
si se unen por sus lados congruentes a AB se obtendr4 el rectangulo R con
un lado congruente al segmento AB. Si se aplica este método al poligono @
se obtendré el rectdngulo R’ que al tener la misma drea que () entonces tiene
la misma area que P y, por tanto, la misma drea que R. Como, ademas, Ry
R’ tienen la misma base, luego por el teorema 5, tienen la misma altura, esto
implica que ambos rectangulos son congruentes y, més aun, equicompuestos,

por lo tanto, P y ) son equicompuestos.



Capitulo 2

Los algoritmos.

2.1. Introduccion.

En este capitulo se describe de manera muy general los pasos que se
siguen para alcanzar el objetivo de esta discurso. Es en el capitulo 3 donde
se desarrolla la estructura y variables que se usaran para escribir el programa

en algin lenguaje de ordenadores.

2.2. Algoritmos.

2.2.1. El algoritmo principal.

Este algoritmo muestra la estructura base del programa, esto es, las ruti-
nas basicas para alcanzar el objetivo y desarrollar un programa aceptable.

Los pasos de este algoritmo son:

1. Se cargan los vértices y valores iniciales del poligono original.

2. Se verifica que el poligono sea simple, de lo contrario se cancela todo
el proceso o se regresa al paso anterior, dependiendo del estilo que se

desee darle al programa.

22
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3. Se equicompone el poligono original con el cuadrado equivalente (lldmese

a este cuadrado objetivo).

4. Se grafican el poligono original y el cuadrado objetivo.

2.2.2. Algoritmo de equicomposicion.

Este algoritmo permite la equicomposicién de un poligono simple en un
cuadrado equivalente, para este procedimiento se llevan a cabo los siguientes

pasos:

1. Se da entrada a los valores iniciales del poligono original.
2. Se corta el poligono original en tridngulos (figura .

3. Se equicompone cada tridngulo en un rectdngulo (figura . Al final
de este paso es poco probable que los rectangulos formen un cuadrado,

por lo tanto, sera necesario el siguiente paso.

4. Se hacen las transformaciones necesarias para que con todos los rectangu-

los se forme el cuadrado objetivo (figura [2.3)).

5. Formado el cuadrado, hay que encontrar las posiciones originales de
las piezas que lo forman pero en el poligono original, pues al inicio del
algoritmo el poligono original estaba en una sola pieza. Para hacer esto
hay que, a partir de las posiciones finales de las partes obtenidas del
cuadrado, obtener su posicién original haciendo las transformaciones

inversas. De esta forma se obtienen las piezas que forman ambas figuras

(figura [2.7)).

2.2.3. La descomposicion del poligono en triangulos.

El propésito de este algoritmo es, de acuerdo al procedimiento desarrol-
lado en la demostracién del teorema 14 del apéndice B, cortar el poligono

original en tridngulos. Para este propdsito se efectian los siguientes pasos

(figura [2.1)):
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Figura 2.1: Un poligono convexo P = Py Ps - -- P, se puede descomponer en a lo méds n
- 2 tridngulos.

1. Se carga el poligono P = PPy --- P,,.

2. Para cada terna de vértices P; Py 1) Ps(i12) consecutivos se realiza lo

siguiente:

a) Sino hay vértices de P en el interior de la terna PiPy(i 1) Pyiyo),

entonces, este triangulo se corta de P.

b) En caso contrario se pasa a la siguiente terna. Por el teorema
14 del apéndice B estd garantizado que para el poligono P se
va a encontrar una terna de vértices consecutivos que no va a
tener vértices de este mismo poligono en el interior del tridngulo

formado por dicha terna.

3. Sea PPy 41)Ps(k+2) €l tridngulo encontrado en el paso anterior, cortese
este tridangulo de P, de acuerdo al teorema 4 del apéndice B se for-
maran dos poligonos: el tridangulo Py Py(r11)Psk42) ¥ 10 que “resta” de

P junto con Py y Py(r42) que serd el poligono Q.

4. Se efectiia la recursividad de este mismo algoritmo pero sobre Q).
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2.2.4. Equicomposicién de un triangulo en un rectangulo.

Este algoritmo permite equicomponer cada tridngulo que forma el poligono
original en un rectangulo. Cada rectangulo que se obtenga formara parte del
cuadrado objetivo (figura [2.2)).

\/—»\‘ )

Figura 2.2: Equicomposicién de cada tridgngulo que compone un poligono en un rectdngu-
lo respectivamente.

1. Se da entrada a un tridangulo T717575.

2. Se equicompone el tridngulo 117575 a un paralelogramo P; Po P3Py de

acuerdo al teorema 2 del capitulo 1.

3. Se equicompone el paralelogramo obtenido en el punto anterior a otro
paralelogramo QQ1Q2Q3Q4, donde Q3=P;, Q4 = Py, quedando estés
dos figuras del mismo lado respecto a P3Py, y ademéds tanto Q1Q4
como (Q2Q3 son iguales a la base del rectdngulo entendiéndose esta
como el lado mayor del rectangulo. La equicomposicién se realiza de

acuerdo al teorema 3 del capitulo 1.

4. Finalmente el segundo paralelogramo equicomponerlo al rectangulo
buscado Rj RyR3R4, con el mismo proceso del paso anterior, pero te-

niendo Ro=0Q)2, R3 = Q)3 y quedando estas dos figuras del mismo lado

respecto a Q2Q)3.



26

V,)/-=

Figura 2.3: Después de equicomponer cada tridngulo que forma el poligono original en
un rectangulo se hacen las transformaciones necesarias para que con todos los rectangulos
se forme el cuadrado objetivo.

2.2.5. Equicomposicién de un tridngulo en un paralelogramo.

Este algoritmo se basa en el teorema 2 del capitulo 1. Los pasos para

llevar a cabo este algoritmo son (figura [2.4):

a) b)

T3

T3
/AN
/ \
/ AN
) ) @E

Figura 2.4: Equicomposicién de un tridngulo en un paralelogramo.

1. Se da entrada a un tridangulo T1715753.

2. Para encontrar un paralelogramo equivalente a este tridngulo basta
con cortarlo por los puntos medios de 17377 y 1513, denominados como

P, y P, respectivamente.
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3. Luego, se hace la reflexiéon puntual de T3P, P, con centro en P, y se
obtiene el triangulo P, P3P,, al juntarse las dos partes del corte, esto

es PP, P,P, se forma el paralelogramo P = P, P3P,.

Qs=Py Q;=P; a)
Py P [ Q.
b)
(o 0s
O 0>
)
o] [
Q1 Q:

Figura 2.5: Equicomposicién de un paralelogramo en otro paralelogramo.

2.2.6. Equicomposiciéon de un paralelogramo en otro paralel-

ogramo.

Este algoritmo se basa en el teorema 3 del capitulo 1 y lleva a cabo la
siguiente rutina (figura [2.5):

1. Se da entrada a un paralelogramo P = P, P,P3P, y un segmento de
medida conocida BR. Este segmento es la base del rectangulo men-
cionado en el algoritmo de equicomposicién de un tridngulo en un

rectangulo.

2. Construimos @ de tal forma que tenga en comun el lado Q3Q4 con
P3Py, que Q y P estén del mismo lado de Q3Q)4 vy el otro par de lados

opuestos de ) congruentes a BR.
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<
3. Con la recta (Q1Q)4 se corta el poligono Py P,P3P,.

>
4. La parte de P que estd a la izquierda de Q1Q4 se traslada, con vector

de traslacion Q4Q3 (ﬁgura b)).

>
5. Si ain queda alguna parte del paralelogramo P a la izquierda de QQ1Q4,
se vuelve a aplicar la traslacién Tm, y asi sucesivamente hasta que

ya no quede nada del paralelogramo P a la izquierda de Q1Q4 (figura

2.5 ¢)).

2.3. Registro de las transformaciones llevadas a

cabo durante la equicomposicion.

Durante el proceso de equicomposicién es necesario llevar un registro de
las transformaciones que van teniendo cada uno de los poligonos obtenidos
durante este proceso, con el propodsito de conocer la posicién inicial que
deben tener los poligonos obtenidos al final. En otras palabras, como al ini-
cio se tiene lo que, valga la redundancia, llamamos poligono original en una
sola pieza y es hasta el final del proceso de equicomposicién que se obtiene la
composicién comun con el cuadrado objetivo, por tanto, va a ser necesario
el uso de un registro de transformaciones que van a permitir encontrar la

posicién inicial de cada poligono de la composicién en su posicién inicial.

Serd necesario, entonces, crear una estructura para poder llevar, paralela
a la equicomposicién, un registro de las transformaciones que se lleven cabo

sobre cada poligono obtenido en el proceso.

Revisando los algoritmos anteriores es necesario resaltar algunas carac-
teristicas que llevaran a encontrar la forma de registrar los elementos nece-
sarios del proceso de equicomposicién que, a su vez, ayuden a encontrar la

posicion de los poligonos en el poligono original:
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Primero, observando los algoritmos de equicomposicién y su base teori-
ca, queda claro que las tnicas transformaciones que se llevan a cabo son
traslaciones y rotaciones, de hecho las rotaciones se resumen en rotaciones
de 180° o reflexiones respecto a un punto que, desde el punto de vista de la

computacion, son muy sencillas de realizar.

Segundo, después de ser cortado el poligono original en tridngulos, en
estos algoritmos sélo se cortan poligonos convexos y los cortes son mediante
una sola recta en cada paso que es necesario hacerlos. Esto quiere decir, de
acuerdo al teorema 10 del apéndice B, que después de cada uno de estos
cortes se obtienen exactamente dos poligonos y estos, a su vez, son convex-
os. Esta caracteristica permite hacer un mapa mental de qué estructura se
puede formar si enlazamos cada poligono “padre” con los que se obtienen
(poligonos “hijos”), evidentemente la estructura que forman se conoce como
arbol binario en el argot de la programacién de computadoras (figura .

El uso de esta estructura se detallara en el capitulo 3.

2.3.1. Algoritmo de divisién de un poligono.

Se puede observar claramente que durante cada proceso de equicom-
posicion, a partir de poligono original, se van obteniendo nuevos poligonos
producto de la divisiéon de los poligonos que se tenian antes de cada una de
estas equicomposiciones. Es claro, entonces, que sera necesario un algoritmo
que divida y permita “heredar” a los poligonos producto de estas equicom-
posiciones los movimientos de sus “padres”. Los pasos para llevar a cabo

este proceso seran:

1. Se da entrada al poligono “padre”, esto es, los valores de los vértices de
este y las transformaciones que le han afectado durante el proceso de
equicomposicién hasta este punto. También, se da entrada a la recta

que divide al poligono.
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Figura 2.6: Arbol de cortes obtenidos durante el proceso de equicomposiciéon de un
tridngulo en un rectangulo.

2. Se divide el poligono.

3. Se “hereda” a cada poligono “hijo” los movimientos del “padre”.

2.3.2. Algoritmo de traslacion de un poligono.

Este algoritmo lleva a cabo la traslaciéon de un poligono. Con este fin

llevaremos a cabo los siguientes pasos:

1. Se da entrada al poligono que se va a trasladar y al vector de traslacion.
2. Mediante el vector del paso anterior se efectiia la traslacion del poligono.

3. Se registra la traslacion de esta forma: Se guarda el vector de traslacién
y algo que indique que la operacién llevada a cabo es una traslacién

que puede ser mediante una constante alfanumeérica.
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2.3.3. Algoritmo de reflexion puntual de un poligono.

El tnico tipo de rotacion que se lleva a cabo durante el proceso de
equicomposicién, es en el algoritmo de equicomposiciéon de un tridngulo en
un paralelogramo, y esta es una rotacién de 180° o de una forma mas sencilla

una reflexién respecto a un punto. El algoritmo que se efecttia es el siguiente:
1. Se da entrada al poligono que se va a reflejar y el punto de reflexion.

2. Se realiza la reflexion del poligono respecto al punto dado en el paso

anterior.

3. Se registra la reflexién guardando el punto de reflexion y algo que
indique la operacion que se realizé, esta puede ser una constante al-

fanumérica.

2.3.4. Algoritmo de regresion.

Este algoritmo lleva a cabo el objetivo para el cual se efectud el registro
de las transformaciones que se llevan a cabo en el proceso de equicomponer

el poligono original en el cuadrado final (figura .

Figura 2.7: Proceso de regresién.
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1. Para cada poligono P; del cuadrado objetivo realizar lo siguiente:

a) Para cada transformacién registrada del poligono P, hacer la op-

eraciéon inversa a la indicada.

Estos son los algoritmos base de todo el programa que es el objetivo de
esta disertacion. La descripcién de los objetos geométricos, sus relaciones y
operaciones, junto con la descripcion de los algoritmos y estructuras que lle-
varan el registro de las transformaciones que se efectuaran sobre los poligonos

se detallard en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

La implementacion.

3.1. Introduccion

En este capitulo se presentan, con mas detalle que en el capitulo an-
terior, los algoritmos que se usaron para alcanzar el objetivo de esta tesis.
Aqui se muestran los procedimientos al estilo de los llamados seudo-cédi-
gos, esto es, mediante un cédigo descriptivo del algoritmo original. Los tipos
de algoritmos que se manejan en el programa se desarrollan en cuatro sec-
ciones: algoritmos de vectores y poligonos, algoritmos de cortes, algoritmos
de equicomposicion y algoritmos principales. Estos algoritmos se dividen, a
su vez, en dos tipos: funciones y procedimientos. Las funciones son aque-
llos algoritmos que tienen variables de entrada que serdn procesadas para
obtener una o un conjunto de variables de salida. Los procedimientos son

similares a las funciones pero no tienen variables de salida.

Es importante comentar que las definiciones geométricas que se presen-
tan en este capitulo son adaptaciones de la geometria euclidiana plana con
el fin de que puedan ser aplicados a algin lenguaje de computadora. Por lo
tanto, en ocasiones una definicién que se presenta en este capitulo no es del

todo equivalente a la que se maneja en las demas partes de esta obra.

33
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3.1.1. Definiciones basicas.

Definicion 1. Se entiende por equicomponer como la accién y efecto de
dividir un poligono P en otros poligonos P, P, ..., P,, de tal forma que
mediante traslaciones y rotaciones de estos poligonos se obtenga el poligono
() compuesto exactamente por P;, P, ..., P,. En el anterior capitulo se defi-
nié equicomposicién, que es un término estatico y que se adapta més a la
axiomatica usual de la geometria. En este caso se maneja el verbo equicom-
poner porque en este capitulo se trata su aspecto dindmico al aplicarse a la

programacién de computadoras.

3.2. Algoritmos de vectores.

Definicion 2. Los algoritmos expuestos en esta seccién son aquellos que se
necesitan para efectuar los procedimientos avanzados de vectores, por tanto,
es necesario definir:

Arreglo. Es una n-ada ordenada de algin tipo. Todos los arreglos de este

capitulo inician con el indice 1. Un arreglo A se representara:
(A1, Ag, ... Ap)

Vector y punto. Un vector es un arreglo de reales, este concepto serd el

mismo que el de punto. Por ejemplo, se tiene el siguiente vector:
V= (Vo,Vy)

Direccién de un vector. La direccién de un vector V = (V,, V) se tomar4,
de manera intuitiva, del origen O = (0,0) hacia el punto(V;, V,).
Recta y segmento. La recta que pasa por dos puntos distintos U y V,

estd definida por el par no ordenado {U, V'}. La definicién y representacién
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de segmento y recta serd el mismo en el programa, aunque es evidente que un
segmento puede estar en una recta que esté definida por dos puntos distintos
a los que definen el segmento. Como ejemplo se tiene la siguiente recta o

segmento con sus diversas representaciones:
_ >
¢=UV =0V ={U,V}.

Recta dirigida y segmento dirigido. Es un par ordenado de puntos
con direccién. De igual manera que en la definiciéon anterior, la definicién
y representacion de segmento dirigido y recta dirigida serd el mismo en los
algoritmos de este capitulo. La direccién esta representada por el orden en
que estan escritos U y V en la recta o segmento dirigidos. Como ejemplo se

tiene la siguiente recta o segmento dirigido en diversas representaciones:
_— <«
=0V =0V =[U,V]

La notacion doble flecha superior denota una recta a menos que se indique
que es una recta dirigida, de igual y de la misma manera sucede con la barra
superior y el segmento.

Infinito. Punto cartesiano ideal donde se intersecan dos paralelas; en los
algoritmos serd el par ordenado (z, y) en cuyas dos entradas tiene el valor

maximo permitido por un nimero real o de punto flotante.

Definicidon 3. En algunos casos donde hay iteraciones en las que intervienen
dos o més vértices, de un poligono de n vértices, se usa la funcién s(i) = [(i
— 1) mod n] + 1 que permite trabajar con los vértices n + 1, n + 2, etc.
que en realidad son los vértices 1, 2, etc. Por ejemplo, en el algoritmo 18
para cada ¢ con valores 1, 2, ... , n; se forma el tridngulo con los puntos F;,
Pyiv1,n) ¥ Ps@ira,n); de tal manera que en las iteraciones n — 1 y n se tengan

los triangulos P,,_1 P, P; y P, P P> respectivamente.

Algoritmo 1. Funcién: Punto interior.
Esta funcién encuentra un punto P respecto a un segmento dirigido [P;,

Py] a una razén dada R.
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1. Entradas: una recta ¢, la razén R y un segmento dirigido [P;, Py].

2. Usando la férmula de razén de geometria analitica:

3. Salida: P

Algoritmo 2. Funcién: Perpendicular izquierda.
Dado un vector V' se devuelve un vector perpendicular a éste, pero

apuntando a la izquierda respecto a la direccién de V.

1. Entrada: un vector V.

2. VI =-V,
3.V =V,
4. Salida: V’

Algoritmo 3. Funcién: Paralela.

Calcula una recta paralela a £ que pase por P.

1. Entrada: una recta £ = {F;, Py} y un punto P.

2. Py - P; es un vector en una de las direcciones de £. Obténgase el punto
P’ con la férmula:
PP=P+ (P;-P)

3. Luego, {P, P'} es la recta buscada por este algoritmo:
Salida: ¢/ = {P, P’}

Algoritmo 4. Funcién: Vector dadas su norma y direccién.

Devuelve el vector de norma « con una direccién dada por el vector V.

1. Entradas: un real a y un vector V.

2. Se calcula o que es la norma de V.
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3.V =2V
4. Salida: V’

Algoritmo 5. Funcién: Terna.
Dada una recta ¢ representada por dos puntos encuéntrese la terna or-
denada (a, b, ¢) que son los coeficientes con base a la forma ax + by =

C.

1. Entrada: una recta £ = {P;, Py} donde: P; = (Pi, Pyy) y P = (Pfa,
Pfy)-

2. Se encuentran los valores:
A:J: = Pfa: - B
Ay =P fy P

3. Si A, = 0 entonces £ es paralela al eje y, o sea:
a=0,b=1yc=PF;,

4. Sino, (Ay #0)
a) Siademés: A, = 0, o sea, £ es paralela al eje x entonces:
a=0,b=1c¢c=PF
b) Sino, estoes, si Ay # 0y Ay # 0, se tiene que:

m = Ay /Ax

a=m,b=-1,c=m Py, - Py
5. Salida: (a, b, c).

Algoritmo 6. Funcién: Interseccién.

Encuentra la interseccién de dos rectas con base en el método de los
determinantes. Si A # 0, se encuentra la solucién en la forma clasica. En
caso contrario la solucién es Infinito en cada una de las entradas x e y, que

es el valor mas alto que alcanza un real o nimero de punto flotante.

1. Entrada: dos rectas ¢1 y £s.
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2. Se obtienen a partir de ¢; y fo, las ternas (aj, b1, ¢1) y (a2, b2, c2)

respectivamente usando el algoritmo anterior.

3. Se encuentran los siguientes determinantes:

ar b ar c1

A: A.’E:

az by az C2

4. Si A # 0 entonces:

a) Se puede encontrar a x e y, aplicando las siguientes férmulas:

A A
=3 Y=5

b) Salida: (x, y)
5. Si no, salida: Infinito

Algoritmo 7. Funcién: Rotar punto.

Rota P alrededor del punto O un angulo ¢ (en radianes).

1. Entrada: un punto P, un punto O y un dangulo ¢.

2. Se calcula el vector OP y su norma:
Vi=P-0
r =V’

3. Sir # 0 entonces:

a) Se calcula:
Cos(0) = % Sen(0) = %

b) De esta forma se calcula Cos(6 + ¢) y Sen(6 + ¢) con base en las

formulas:
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Cos(0 + ¢) = Cos(0)Cos(¢p) — Sen(6)Sen(p)
Sen(0 + ¢) = Sen(8)Cos(¢) + Cos(0)Sen(p)

donde ¢ es el angulo de rotacion y 6 el angulo de direccién de
V.
c) Luego:

V) =r Cos(0 + ¢)
V, =1 Sen(0 + )

d) Salida: O + V'

4. Si no, salida: O.

Algoritmo 8. Funcién: Rotar poligono.
Rota cada vértice de un poligono P| P - - - P, alrededor del punto O un

angulo ¢ (en radianes).

1. Entradas: un poligono P = P P> -- - P,, un punto O y un angulo ¢.

2. Para cada vértice P; de P obtener el punto P/ del poligono P’ que se

obtiene rotando P; alrededor de O un angulo ¢ (algoritmo 7).

3. Salida: P’
Algoritmo 9. Funcién: Trasladar Poligono.
Traslada cada vértice de un poligono P P; - - - P, un desplazamiento da-

do por el vector V.
1. Entradas: un poligono P, P - - - P, y un vector V.
2. Para cada P; del poligono P Ps - - - Py:

a) Pl=F+V.



3. Salida: P' = P|P}--- P,

Algoritmo 10. Funcién: Area del poligono.
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Devuelve el area de un poligono mediante la formula de determinantes

de la geometria analitica.

1. Entradas: un poligono P = PP, --- P,

2. Encontrar la suma:

. Plx Ply P2x P2y Pnac
P2x P2y P3:1: P3y Plx
3. Salida: g

Algoritmo 11. Funcién: Alineacién de un poligono.

Esta funcién obtiene la alineacién del poligono

: Izquierda, Derecha

o Centro; dependiendo de si el area es negativa, positiva o cero respecti-

vamente. Para este caso serd necesario definir previamente las constantes

globales: Izquierda, Derecha y Centro.

1. Entrada: un poligono P = P, Py - - - P,,.

2. Se encuentra el area A del poligono P (algoritmo 10).

3. Si A ;0, entonces, a = Izquierda.

4. Sino, (esto es A j= 0):

a) siel drea es cero, a = Centro.

b) en ultimo caso a = Derecha.

5. Salida: a.
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Algoritmo 12. Funcién: Punto a la izquierda de recta.
Devuelve un valor de verdad que indica si un punto dado P esta a la

izquierda de una recta dirigida ¢ = [P;, Py].

1. Entradas: un punto P y una recta dirigida ¢ = [P;, Py].
2. Se encuentra la alineacién x del tridangulo P; PP (algoritmo 11).

a) Sixz = Izquierda, entonces, B = verdadero.

b) sino, B = falso.

3. Salida B.

Algoritmo 13. Funcién: Poligono no estd a la derecha.
Dado un poligono P estd funcién devuelve el valor “verdadero” si no

hay vértices de P a la derecha de una recta /.

1. Entradas: un poligono P = P P, - - - P,, y unarecta dirigida ¢ = [P;, Py].
2. Sea !’ = [Py, Pj].

3. El valor de verdad para obtener la salida de la funcion es el resultado

de evaluar la siguiente disyuncion:

B = (P estd a la izquierda de ') V (P, estd a la izquierda de ¢') V
-+ V (P, estd a la izquierda de ¢)

4. Salida: B.

Algoritmo 14. Funcién: Reflexién puntual de un poligono.
Esta funcion refleja puntualmente los vértices de poligono P = PP, - -- P,

con respecto al punto A.

1. Entrada: Un poligono P = PP, --- P,.

2. Para cada vértice P; del poligono Py P! del poligono P’:
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a) Pl=A+(A-P)
3. Salida = P’.

Algoritmo 15. Procedimiento: Poner indices a la izquierda.
Ordena los indices de un poligono para que esté orientado hacia la

izquierda

1. Entrada: un poligono P = P, P --- P,,.

2. Si P no tiene sus indices a la izquierda (algoritmo 11):
a) Intercambiar valores: Piy1y Pp—j parai =0, 1, ... ,[n/2] -1

Algoritmo 16. Procedimiento: ordenar indices de tridngulo.

Ordena los indices de un triangulo a la izquierda de tal forma que el lado
mayor esté entre los indices 1 y 2. La orientacién a la izquierda es con el fin
de dar orden a la manera en que se estd llevando a cabo la equicomposicion
y el que se tome el lado mayor de la manera mencionada es con el fin de

cumplir las condiciones del teorema 9 del capitulo 1.

1. Entrada: un tridngulo T'= ABC

2. Se calcula: Dy = ||A— B||, D2 = ||B - C||, D3 = ||C — A|]|

3. Se encuentra el maximo M de Dy, Dy y Ds.

4. Si M = D5 entonces intercambiar A y C.

5. si no se cumple 4 pero M = D3 entonces intercambiar B y C.
6. En ltimo de los casos no se hace cambio en el tridngulo.

7. Puede ser que entre los puntos 1 al 6 se haya orientado el tridngulo
hacia la derecha. Asi que, si no estd alineado a la izquierda T, sélo

basta intercambiar A y B.
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Algoritmo 17. Funcién: s.

Esta funcién calcula los indices en algoritmos ciclicos.

1. Entradas: el indice a evaluar i, ademads el indice maximo n.
2. 7=1[GE~-1) modn] +1

3. Salida: j.

Algoritmo 18. Funcién: Calificar indices.

Evalia la orientacién de cada indice de un poligono (Izquierda o Derecha).

1. Entrada: un poligono P = PP --- P,,.

2. Paracadai=1,2,..,n:

a) Crear el tridngulo T; Formado los puntos P;, Pyiv1,0) ¥ Pstivan)-

b) En C; se guardara la alineacién del tridngulo 7;.

3. Salida: el arreglo C', que tiene en sus entradas alguno de los valores:
Izquierda, Derecha o Centro que son las alineaciones de los tridngu-
los T;.

Algoritmo 19. Funcién: Un punto estd en el interior de un tridngulo.
Este algoritmo usa el hecho de que en todo tridngulo (y més atn en
todo poligono convexo) alineado a la izquierda, un punto z es interior si y

solo si x estd a la izquierda de cada uno de los lados del poligono.

1. Entradas: un punto P y un tridngulo ABC.

2. Encontrar el valor de la siguiente conjuncién:
B = (P a la izquierda de AB) A (P a la izquierda de BC) A (P a la
izquierda de C'A)

3. Salida: B.
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Algoritmo 20. Funcién: Hay otros vértices dentro.
Dado un poligono P = P\ P --- P,, este algoritmo evalia con un valor
de verdad si dados tres vértices P., Ps y P; hay otros vértices de P en el

interior del tridngulo P, P;P;.
1. Entradas: un poligono P y tres indices de vértices distintos.

2. Encontrar el valor de verdad de:
B = (P esta en el interior de P,PsP;) V (P, esté en el interior de
P.P;P,) V --- V (P, esta en el interior de P.P;P;)

quitando de estd disyuncién las proposiciones P; que sean P, Py y P;.
3. Salida: B.

Algoritmo 21. Procedimiento: Quitar vértice.

Este procedimiento quita el vértice Py del poligono P = PP, --- P,.

1. Entradas: un poligono P = PP, --- P, y el indice k del vértice que se
va a quitar.
2. Para cada i desde k hasta n - 1:
Pi=P+1
3. Se quita el vértice P,.
Algoritmo 22. Procedimiento: Quitar calificacién.
Quita el la componente Cy, del arreglo C = (Cy, Cq, ... , C,) de califi-

caciones, estas calificaciones pueden tener los valores Izquierda, Derecha

o Centro.

1. Entradas: un arreglo de calificaciones C' = (Cy, Cq, ... , Cy,) y el indice

k de la calificacién que se va a quitar.

2. Para cada ¢ desde k£ hasta n - 1:

C; = Cit1
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3. Se quita la componente C,,.

Algoritmo 23. Funcién: En orden.

Esta funcién permite encontrar si 3 niimeros reales estan en orden:

1. Entradas: tres nimeros reales: x1, o y x3
2. Six < a9 <2363 <19 <7, €ntonces, salida: Verdadero.

3. si no, salida: Falso

Algoritmo 24. Funcién: Distancia de una recta a un punto.
Este algoritmo permite encontrar la distancia entre una recta y un pun-

to. Para este fin se maneja la cldsica férmula de geometria analitica.

1. Entradas: una recta £ = {P;, Py} y un punto P.

2. Se encuentra la terna (a, b, ¢) que corresponden a la recta ¢ (algoritmo
5).

. P, +bP,—
3. Salida: |“F2300 |

Algoritmo 25. Funcién: Coincide con lado.
Funcién para revisar si la recta £ coincide con algin lado del poligono
P. Con este fin se revisa que distancia hay de la recta a cualesquiera par de

vértices consecutivos de poli

1. Entradas: un poligono P y una recta /.
2. Se pone un valor de verdad inicial: B = Falso.
3. Para cada lado P;Pj41:

a) Sila distancia de £ a P; es cero y la distancia de £ a P;;; también

es cero entonces: B = verdadero.

4. Salida: B.
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Algoritmo 26. Procedimiento: Quitar vértices alineados.

Si varios vértices consecutivos de un poligono Poli estan alineados, en-
tonces, el poligono deja de ser simple, ademds, provoca que al cortarse el
poligono en triangulos se lleven a cabo cortes innecesarios, por lo cual, este
procedimiento quita los vértices que no estan en los extremos de una sucesion

de vértices alineados.

1. Entradas: Un poligono Poli que es un arreglo de puntos y un arreglo

C que contendra las calificaciones de cada vértice del poligono.
2. Sea n el numero de vértices del poligono Poli.
3. Iniciese la variable i = 1
4. Siempre y cuando ¢ < n se cumplira el siguiente bucle:

a) Sila calificacion del vértice de indice ¢ es igual a Centro entonces

se llevara a cabo lo siguiente:
1) Quitar el vértice de indice i del poligono Poli (algoritmo 21).
11) Quitar la i-ésima calificacién del arreglo de calificaciones (al-
goritmo 22).
11) Ademads se hace: i =i-1yn=mn-1
b) Independientemente de lo anterior se hace: i = i + 1 y se regresa

al inicio del ciclo.

Algoritmo 27. Procedimiento: Cortar poligono principal en tridngulos.
Procedimiento recursivo, en donde conforme se aplique sobre si mismo,
el poligono al que se aplique tendra un vértice menos que el de la anterior
recursién. Para cortar un tridngulo del poligono original bastard con que no
haya vértices en en el interior de dicho tridngulo de acuerdo al teorema 14 del
apéndice B. Como un poligono de n vértices puede ser cortado en a lo mas
n - 2 tridngulos se crea un arreglo con n - 2 tridngulos donde se guardaran
los triangulos cortados o, como otra alternativa, se crea un arreglo dinamico

de triangulos donde se ird agregando cada tridangulo nuevo.
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. Entradas: El poligono que se va obteniendo a partir del original al ir
cortando triangulos sucesivemente se denominard P; se tiene, también,
una variable Np que contard el nimero de triangulos producidos, la
cual incrementara su valor en cada recursion; ademas, hay una variable
llamada T'riangulo que serd una arreglo de poligonos que contendra ca-

da uno de de los tridngulos producidos en cada recursién.

. Se califica cada vértice (Derecha, Izquierda y Centro) y se guardan

las calificaciones en el arreglo de calificaciones: Cal.

. Con base en las calificaciones de Cal se quitan los vértices con califi-

cacién Centro (algoritmo 26).

. Se vuelven a calificar los vértices y se guarda nuevamente su valor en

la variable Cal.
. Si el poligono tiene mas de tres vértices:

a) Ademds, para cada terna de vértices:

1) Sila terna de vértices gira a la izquierda, esto es, si la califi-
cacion del vértice central es Izquierda, y si ademéas no hay

vértices dentro del triangulo formado por esta terna:

* Se borra de Poli el vértice central y se crea PoliTemp

igual a Poli pero sin el vértice mencionado.

** Con la terna de vértices se forma un tridngulo que se

agregara al arreglo Triangulo.

**%  Se aplica esta misma rutina con entradas PoliTemp, NTrian
+ 1y al arreglo T'riangulo, de esta forma se contintia con
la recursividad.
Kokokok

Se para el ciclo iniciado en a).

b) Sino se cumple lo anterior, esto es, si se tiene un tridngulo acaba
la recursividad y Poli sera el ultimo triangulo que se agregara a

Triangulo.
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3.3. Algoritmos de cortes.

Al realizar la equicomposiciéon de un poligono en un cuadrado equiv-
alente fue necesario tener los cortes de ambos. En la seccidon anterior se
corto el poligono en tridngulos, para lo cual, sélo se necesité usar un arreglo
de tridngulos, en el cual cada entrada tiene un arreglo de 3 puntos que son
los vértices de cada tridangulo; suponiendo que el poligono tiene n vértices, el
arreglo no debe tener mas de n - 2 entradas. Para guardar la informacién de
cada poligono, obtenido al equicomponer cada tridngulo en un rectangulo,
fue necesario crear una estructura o tipo llamado TCorte que son los nodos
de una estructura de tipo drbol binario, donde cada nodo guarda los datos
de cada poligono obtenido. La decisién de elegir una estructura arbol bina-
rio se debe a los siguientes hechos: 1) En la raiz de cada arbol se tiene un
triangulo, 2) Cada tridngulo es un poligono convexo que, por el teorema 10
del apéndice B, al cortarse por una recta forma dos poligonos convexos, 3)
cada poligono convexo al cortarse por una recta forma dos poligonos con-
vexos por el teorema mencionado en el inciso anterior, esto es, en cada corte

se producen s6lo dos nuevos hijos en cada nodo.

3.3.1. Los cortes.

Para cortar un poligono convexo P = P| P --- P, de n vértices con una

recta se trabajaran 3 casos:

1. La recta pasa por dos vértices no consecutivos de P.
2. La recta pasa por un vértice y el interior de un lado no adyacente.

3. Le recta pasa por el interior de dos lados distintos.

Para el caso 1, si la recta pasa por los vértices P; y Pj con 0 < i <

J < n, entonces, los nuevos poligonos obtenidos son P;Py1---P;_1P; y
PjPS(j+1) s Ps(i—l)Pi (ﬁgura .
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Figura 3.1: Dado un poligono convexo P = P, Ps - -- P, una recta pasa por los vértices
P,y Pj (con 0 < i < j < n) corta al poligono exactamente en dos nuevos poligonos:
PiPiy1---Pi-1Pj y PjPs(j+1) - Psi-1) P

Para el caso 2, supdngase que la recta pasa por el vértice P; y por el lado
PjT(jJrl) en el punto z, y que ademds 0 < i < j < n. Entonces, se agrega el
vértice P, 11 a Py se obtiene el poligono P/ = PP, --- P, P, 11, de tal man-
era que renombrese para cada vértice entre los vértices Pyi1, Py, ..., Py(j12)
(en orden descendente) con la siguiente féormula: P, = Py_1, luego, se hace
Ps(j+1) =z H En caso de que 0 < j < i < n ademads del proceso anterior se
incrementa el valor de i en 1: ¢ = i + 1. Para finalizar este caso se aplica el

caso 1 al poligono P’.

Para el caso 3, si la recta pasa por el lado P;P;;1 en el punto y, y por el
lado PJT(]H) en el punto z, y ademés 0 < ¢ < j < n, entonces, se agrega el
vértice P11 a Py se obtiene el poligono P/ = P\ P, - - - P, P, 11, de tal manera
que se renombra para cada vértice entre los vértices Ppy1, Pn, ..., Pyi12) (en
este orden) con la siguiente férmula: P, = Py_1, luego, se hace P41 =y y
se incrementa j en 1: j = j + 1. De esta forma se tiene que este caso se
convierte en el caso 2 pero aplicado al poligono P’, pues la recta cruza el

poligono P’ en P; y en el lado P;j P41y en el punto .

!Este abuso de la notacién se entiende si se supone que se esti trabajando en un

ambiente de un lenguaje de programaciéon
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3.3.2. El arbol de cortes.

Para registrar cada poligono obtenido del proceso de corte se maneja
una estructura de tipo arbol binario. Esta estructura va a estar formada por
nodos llamados cortes, para los cuales, generalmente en cualquier lenguaje
de programacién, sera necesario declarar de un tipo o estructura que se con-
vendrd en llamar TCorte. Esta estructura de nodos serd la que formara al
arbol. La estructura o tipo TCorte se compone de cinco variables: .Ini, .Fin,
Mowvs, .Izqy .Der. Las variables .Ini y .Fin son poligonos que contienen
su posicién inicial y final del corte, respectivamente. .Movs es un arreglo
de cadenas de caracteres que contiene la informacion de las traslaciones y
rotaciones que se aplicaron a cada poligono del corte desde la posicién inicial
de sus padres hasta su propia posicién final. .1zq y .Der son los hijos del
corte actual, si no existe alguno de estos nodos, tendra el valor Nulo que
serd un valor que puede estar definido en el lenguaje que se use o que puede

ser definido por el programador.

También fue necesario crear la estructura TSegDiv que funciona asi: da-
dos un segmento AB y un lado m de un poligono P, este tipo indica la
posicién del punto interseccién con respecto al lado del poligono. Los miem-
bros de este tipo son: .I, .F', .P y .Pos. Se tiene que .I y .F son indices, en
orden ascendente, de los vértices inicial y final del lado en cuestién. .P es
el punto de interseccién y .Pos es la posicién que ocupa .P con respecto al
lado P;Py(i11). -Pos puede tener los valores: Fuera, Intermedio, Inicial
(si la interseccién esta en el vértice inicial i) o Final (si la interseccién esta

en el vértice final s(i + 1)), estos valores deben definirse previamente.

Los tipos o estructuras se declarardn con una variable que los identi-
ficarda y sus miembros se distinguirdan separdndolos por un punto. De esta
manera si se tiene una variable de tipo TCorte llamada Corte su miembro

.Mows se representarda como Corte.Movs.
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Algoritmo 28. Procedimiento: Iniciar corte.

Inicia un corte nuevo haciendo los hijos izquierdo y derecho nulos; asig-
nando a .Ini y .fin el mismo valor que es la posicién de un poligono P; asig-
nando a .Movs los movimientos del Padre (en este caso denominado como
Movs), de esta forma, este miembro del corte tendra todos los movimientos

que se hicieron a partir el tridngulo inicial hasta el padre del corte actual.

1. Entradas: un poligono P = P, P, --- P,, una variable de tipo TCorte
llamada Corte y un arreglo de cadenas llamado Movs que contiene las

cadenas de movimiento del padre.
2. Se crea un TCorte llamado Corte y se asignan los siguientes valores a
sus miembros:
Corte.Ini = P
Corte.Fin = P
Corte.Movs = Movs
Corte.lzq = Nulo
Corte.Der = Nulo
Algoritmo 29. Procedimiento: Cortar
Este procedimiento hace que una recta £ biseque a la componente .F'in

de un corte, siempre y cuando la interseccién de £ con este poligono no sea

uno de sus lados o uno de sus vértices.

1. Entradas: una variable de tipo TCorte denominada Corte y una recta

L.

2. Se declaran las variables NI que es un entero y SD que es un arreglo

del tipo TSegDiv con dos entradas.

3. Se inicia la variable NI a cero y se asignan los valores Corte.F'in a P
(P = Corte.Fin).
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4. Si Corte.Izq # Nulo y Corte.Der # Nulo se aplica este mismo al-

goritmo a los miembros izquierdo y derecho

5. Si no, se verifica si £ no coincide con algin lado del poligono P (algo-

ritmo 25), en caso de que esto suceda:

a) Para cada lado P; P41y del poligono P:

1) Si PiPy;1) interseca a £ increméntese NI y asignese valores
a SD(NI) que contiene los valores .I, .F', .P y .Pos corre-

spondientes al tipo de interseccion entre P; P 1)y £.

b) Si el nimero de cortes NI = 2, entonces, haganse los cortes con
base a Corte y al arreglo SD que contiene las intersecciones con

el poligono P (algoritmo 31).

Algoritmo 30. Procedimiento: Iniciar SegDiv.
Procedimiento para iniciar una variable tipo TSegDiv. En esta variable
se guardan las caracteristicas de una intersecciéon de una recta y un lado de

un poligono

1. Entradas: SD que es del tipo TSegDiv, I el indice del vértice inicial del
lado (tomando lo indices en orden ascendente), F' el indice del vértice
final del lado, P un poligono, Pos la posiciéon de cruce respecto a los

vértices inicial y final.

2. Asignense los siguientes valores a los miembros de SD:

SD.I =1
SD.F =F
SD.P=P
SD.Pos = Pos

Algoritmo 31. Procedimiento: Crear Cortes.
Este procedimiento permite cortar un poligono que este en alguna hoja

del arbol de corte, conocidos los dos puntos de corte.
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1. Entradas: Corte que es de tipo TCorte, SD que es un arreglo de TSeg-
Div.

2. Se debe garantizar que al cortar el poligono los cortes sean en el vértice
inicial o en el interior del lado del poligono. Con este fin se tiene que

para cada k de 1 al 2:

a) Si SD(k).Pos = Final entonces:
SD(k).I = s(SD(k).I +1,n),
SD(k).F = s(SD(k).F+1,n) y
SD(k).Pos = Inicial.

3. Luego, se construyen los poligonos de acuerdo a cada caso.

a) Si SD(1).Pos = Inicial entonces:

1) SiSD(2).Pos = Inicial y suponiendo que los puntos de corte
estdn en A; y A; entonces:
Py = AjAipr - AjaAj
Py = AjAg1) - Asi—1)Ai

1) Si no, esto es, si SD(2).Pos = Intermedio, y suponiendo
que SD(1).P = A; y que SD(2).P estéd entre A;j y Ag(jy1):
Py = AiAipr - A;SD(2).P
Py = SD(2).PAg(jq1) - Asii—1)4i

b) Sino,estoes, SD(1).Pos = Intermedio y suponiendo que SD(1).P
estd entre A; y A;qy:
1) SiSD(2).Pos = Inicial y SD(2).P = A;:
Py =SD(1).PAjt1---Aj_14;
Py = AjAyqy - ASD(1).P
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11) Si no, esto es, si SD(2).Pos = Intermedio, y suponiendo
que SD(2).P estd entre A;j y Ag(jt1):
Py = SD(1).PAiy1Ai42) - Aj—14;8D(2).P
Py = SD(2).PAsji1)As(jr2) - As-1)SD(1).P

Algoritmo 32. Procedimiento: Trasladar cortes.
Este procedimiento permite trasladar un drbol de cortes o un segmento de
éste y va agregando a la cadena en el miembro .Movs de cada corte las

traslaciones hechas sobre este segmento del arbol.

1. Entradas: Corte que es del tipo TCorte, V que es el vector de traslacion.
2. Si Corte.Izq = Nulo y Corte.Der = Nulo entonces:

a) Corte.Fin sera el poligono obtenido al trasladar Corte.Fiin con

vector de traslacién V' (algoritmo 9).

b) Se agrega a Corte.Movs la cadena V, + “Q” + V,, + “T” esta
cadena indica los valores en x e y del vector V separados por el
simbolo “@Q” y finalmente se agrega “T” para indicar que se llevo

a cabo una traslacién.

3. Si no, se aplica este mismo algoritmo a los nodos izquierdo y derecho:

Corte.lzq y Corte.Der.

Algoritmo 33. Procedimiento: Traslada cortes si no estan a la derecha de
una recta dada.

Este procedimiento traslada todo poligono en los miembros . F'in de las
hojas del drbol de cortes (o de una seccién del arbol), si tiene vértices en la
recta £ o a la izquierda de esta recta, luego, se deja un registro en .Movs de

la traslacién hecha.

1. Entradas: Corte que es del tipo TCorte, £ una recta, V el vector de

traslacion.
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2. Si Corte.lzq # Nulo y Corte.Der # Nulo se aplica este mismo al-
goritmo a los miembros izquierdo y derecho, esto es a Corte.lzq y
Corte.Der.

3. Si no:

a) Si el poligono no esta a la derecha de ¢ (algoritmo 13):

1) Trasladar el poligono Corte.Fin con vector de traslacién V'
(algoritmo 9).

11) Se agrega a Corte.Movs la cadena V, + “Q” 4+ V,, + “T”
esta cadena indica los valores en x e y del vector V' separados
por el simbolo “@” y finalmente se agrega “I” para indicar

que se llevé a cabo una traslacién.

Algoritmo 34. Procedimiento: Reflexién puntual de cortes.
Este procedimiento permite hacer una reflexién puntual de un arbol de
cortes o un segmento de éste y va agregando a la cadena en el miembro

.Mows las reflexiones puntuales hechas sobre este segmento del arbol.

1. Entradas: Corte que es del tipo TCorte, A que es el centro de la re-

flexién.

2. Si Corte.lzq # Nulo y Corte.Der # Nulo se aplica este mismo al-
goritmo a los miembros izquierdo y derecho esto es a Corte.lzq y
Corte.Der.

3. Sino:

a) Reflejar puntualmente el poligono Corte.Fin con centro de re-

flexién puntual A.

b) Se agrega a Corte.Movs la cadena A, + “Q” + A, + “R” esta
cadena indica los valores en x e y de A separados por el simbolo
“@” y finalmente se agrega “R” para indicar que se llevé a cabo

una reflexion puntual.
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Algoritmo 35. Procedimiento: Rotar cortes.
Este procedimiento permite rotar un arbol de cortes o un segmento de

éste.

1. Entradas: Corte que es del tipo TCorte, el dngulo de rotacién ¢ y el

centro de rotacién O.
2. Si Corte.Izq = Nulo y Corte.Der = Nulo entonces:

a) Se obtiene un nuevo valor de Corte.Fin despues de rotarlo con

angulo ¢ y centro de rotacién O (algoritmo 8).

3. Sino, se aplica este mismo algoritmo (rotar corte) a los nodos izquierdo

y derecho: Corte.lzq y Corte.Der.

Algoritmo 36. Funcién: Cadena a Punto.

Este procedimiento convierte una cadena con formato “x @ y” a punto,
donde x e y son las representaciones en cadena de dos nimeros de punto
flotante. No se detallara el funcionamiento de este algoritmo pues depende

mucho de las funciones de cadena del lenguaje en que se aplique.

Algoritmo 37. Procedimiento: Regresién.

Usando las cadenas guardadas en .Movs en los extremos u hojas de un
arbol de cortes obtiene la posicién inicial de cada poligono de las hojas, en
el poligono original y guarda esta posicién en los poligonos Corte.Ini. Dicho
de otra forma, el proceso de equicomposicién permite a partir de un poligono
inicial P para, luego, obtener un cuadrado compuesto de poligonos P; que a
su vez son cortes de P, asi, el proceso de regresion permite encontrar a los

P; en su posicion inicial componiendo a P.
1. Entradas: Corte una variable de tipo TCorte.

2. Si Corte.lzq # Nulo y Corte.Der # Nulo se aplica este mismo al-
goritmo a los miembros izquierdo y derecho esto es a Corte.lzq y

Corte.Der.



o7

3. Sino:

a) Primero, se copia el poligono Corte.Fin en Corte.Ini, esto es:

Corte.Ini = Corte.Fin
b) Para cada elemento del arreglo de cadenas .Mows:

1) Con la funcién Cadena a punto (algoritmo anterior) obtener
los valores separados por “@” en esta cadena y se almacenan
en la variable V.

11) En la cadena CadMov se pone el ultimo caracter de este
elemento de .Movs que puede ser “T” o “R” dependiendo de

la transformacién:

* Si CadMov es “T” se traslada Corte.Ini con vector de

traslacion —V.

% Si CadMov es “R” se refleja puntualmente Corte.Ini con

respecto al punto V.

3.4. Algoritmos de equicomposicion.

En esta seccién se implementan de forma més detallada los algoritmos
de equicomposicién desarrollados en el capitulo 2. De acuerdo al algorit-
mo de equicomposicién de un triangulo en rectangulo, se observan 3 pasos

fundamentales:

1. Equicomponer un tridangulo en un paralelogramo equivalente.

2. Equicomponer el paralelogramo anterior en un segundo paralelogramo
con uno de sus lados congruentes a la base del rectangulo que se desea

obtener.

3. Equicomponer el segundo paralelogramo al rectangulo requerido.
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Figura 3.2: Equicomposicién de un tridngulo en un paralelogramo.

La equicomposicién del tridngulo en un paralelogramo se describié con

suficiente detalle en el capitulo anterior (figura [3.2)).

Con base en el algoritmo de equicomposicién de un paralelogramo P
en un paralelogramo equivalente @), se construye () de tal forma que tenga
en comun el lado @Q3Q4 con P3P, y el otro par de lados opuestos de @
congruentes a BR. De acuerdo al teorema 5 del capitulo 1, al tener una
base en comun tienen la misma altura HP, asi que, sea Vgp un vector
perpendicular a P;P3 de norma HP y el vector Vzrp de direccién Py — Py y
norma igual a vV'BR? — HPZ?. Entonces el vector Vgr = Vigp + Varp tiene
norma igual a BR y por sus caracteristicas va a permitir encontrar Q1 y Q2

como sigue:

1. Q1 = Qs+ Vgr

2. Q2 = Q3+ Vgr

Finalmente, obtenidos los vértices de este paralelogramo se procede a la

equicomposicién de P en Q.

De manera similar se equicompone el paralelogramo @ en el rectangulo
buscado: primero se hacen coincidir en uno de sus lados, se obtienen los

vértices del rectangulo y, finalmente, se hace la equicomposicién del paralel-
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Figura 3.3: Equicomposicién en tres pasos de un paralelogramo P en un paralelogramo

Q.

ogramo @ en el rectdngulo R = Ry RyR3R; (figura [3.4)).

Algoritmo 38. Funcién: Tridngulo a Paralelogramo P.
Dado un tridngulo este algoritmo obtiene los vértices de un paralelo-

gramo.

1. Entradas: un tridngulo denominado 7" = 1171573 y una variable de-

nominada Corte que es una variable de tipo TCorte.
2. Sea P = P, P, P3P, el paralelogramo que se obtendra.

3. Se ordena el tridngulo T" a la izquierda y ordena, de tal forma que, el
lado 1175 es el mayor en dicho tridngulo a fin de cumplir las condiciones

del teorema 9 del capitulo 1 (algoritmo 16).
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a)

] 0>

b)

Figura 3.4: Equicomposicién de un paralelogramo en un rectangulo.

4. Se definen Py =Ty y P, =T

5. Py es el punto medio de 17 y T5.

6. Sea P, el punto medio entre T y T3.

7. Ps3 se construye de tal forma que P, es el punto medio de Py y Ps.

8. Como la recta ]TPO hace el corte necesario para convertir el triangulo
en el primer paralelogramo, se corta (figura el triangulo en dos
poligonos: el tridngulo PsT1 Py y el trapecio Py P,APy (algoritmo 29),
con base al drbol de cortes, el cual, sélo consta de un nodo (el que

tiene el tridngulo T).

9. Finalmente haciendo la reflexién puntual del tridngulo P37} P4 con

centro en P, se obtiene el paralelogramo P = P; P, P3P, por equicom-

posicién (figura .

10. Salida: el paralelogramo P.

Algoritmo 39. Funcién: Paralelogramo P a Paralelogramo Q.
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Dados un paralelogramo P y una base BR, este algoritmo permite en-

contrar un paralelogramo equivalente () con un par de lados opuestos cuya
medida es BR.

1. Entradas: El primer paralelogramo P, la altura de P que es HP y BR

la base del rectangulo objeto de la equicomposicién del tridangulo.

2. Primero se encuentra Vyp (figura 3.3)) que es el vector perpendicular

izquierdo a P3P, de norma HP:
a) Se obtiene Vi que es la perpendicular izquierda a Py — P3 (algo-
ritmo 2).
b) Se obtiene Vizp que tiene norma HP y direccién Vj; (algoritmo
4).

3. Luego, se encuentra el vector Vggrp:

a) ‘/152 = P3—P4.

b) Se obtiene NBR, que es la medida de la proyeccién de la base
del rectangulo en la recta P3Py, esto es, NBR, = vVBR? — HP?

c) Luego, Vprp se calcula tomando en cuenta que tiene la misma

direccién que Vi2 y norma NBR,

4. Luego Vpr = Vgp + Verp permitird encontrar ()1 y ()2, entonces, los

vértices del paralelogramo () seran:

Q1= Py +Vgr
Q2 = P3+ Vpr
Q3 = P3
Qs= Py

5. Salida: el poligono Q).

Algoritmo 40. Procedimiento: Equicomponer paralelogramos.

Este algoritmo permite equicomponer dos paralelogramos dados.
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1. Entradas: Py @ que son los paralelogramos a equicomponer, ACorte
que es un apuntador a Corte y £ una recta. Dados dos paralelogramos,
como los del algoritmo anterior, pareceria légico que la recta que cor-
tard al paralelogramo P para llevar a cabo la equicomposicién con ()
es Q1Q4 pero esto no es asi en la equicomposicién de @) en el rectangu-
lo, por lo cual es necesario especificar que recta va a llevar a cabo los

procesos de corte.

2. Siempre y cuando haya porciones del paralelogramo P a la izquierda
de ¢ (figura llevar a cabo lo siguiente:

a) Cortar la porcién de P a la izquierda de £.

b) Trasladar todos las porciones de P que estén a la izquierda de ¢

con vector de traslacion (Q4Q)s.

Algoritmo 41. Funcién: Paralelogramo a Rectangulo.
Dado un paralelogramo con base comtn con un rectdngulo obtener los

demas vértices del rectangulo.

1. Entradas: El paralelogramo @ y la altura H R del rectangulo que se va

a obtener.

2. Se obtiene el recténgulo R (el objetivo de la equicomposicién de tridngu-
lo a rectdngulo) proyectando los vértices 3 y 2, esto es, obteniendo

una vector Vgr de norma HR y con la direccién de la perpendicular

izquierda a Q3 — Q2

3. Entonces, los vértices del rectangulo R seran:

Ry = Q2+ Vur
Ry = Q2
R3 = Q3
Ry = Q3+ Vur

4. Salida: el poligono R = R1RsR3R, .
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Algoritmo 42. Funcién: Tridngulo a Rectangulo.
Dado un triangulo obtener el rectangulo equivalente dada la medida de

uno de los lados BR del rectangulo.

1. Entradas: T un tridngulo, BR la medida conocida de un par de lados

opuestos del rectdangulo, Corte una variable de tipo TCorte.
2. Iniciar Corte con el pardmetro P igual a T
3. A partir de T'y Corte encontrar el paralelogramo P (algoritmo 38).
4. Calcular el drea de Ty guardarla en la variable Area.

5. Encontrar la base BP del paralelogramo P que es la distancia entre
P1 y Pg.

6. Encontrar la altura del paralelogramo de la siguiente forma: HP =
Area/BP.

7. Encontrar la altura del rectangulo de la siguiente forma: HR = Area/BR.

8. Encontrar lo vértices del paralelogramo () dados los vértices del paralel-

ogramo P y los valores de HP y BR (algoritmo 39).

9. Equicomponer el paralelogramo P en el paralelogramo () tomando en

cuenta Corte (algoritmo 40).

10. Encontrar lo vértices del rectangulo R dados los vértices del poligono
Q y los valores de BR'y HR (algoritmo 41).

11. Equicomponer el paralelogramo () en el rectdngulo R tomando en

cuenta Corte (algoritmo 40).

12. Salida: El rectangulo R.
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3.5. Algoritmos finales.

A fin de no perder de vista los algoritmos principales se muestran en esta
ultima seccion los algoritmos para cargar el poligono, para equicomponer en
poligono en el cuadrado, para graficar los cortes del poligono y el cuadrado,

y el algoritmo principal del programa.

El algoritmo para cargar el poligono permitira obtener los valores ini-

ciales de los vértices del poligono original.

Se describira también el algoritmo equicomponer poligono que serd la
rutina mas importante del programa. Este algoritmo usard los procedimien-
tos necesarios para dividir el poligono en tridngulos, equicomponer cada
tridangulo en un rectangulos y todos los rectangulo formara el cuadrado bus-

cado.

En el algoritmo graficar se desarrollard un algoritmo para graficar cada
hoja del arbol de cortes de cada tridangulo, en el se usara una funcién para
graficar poligono que no se desarrollara en este discurso pues depende mucho

del lenguaje donde se apliquen estos algoritmos.

Finalmente se describira el programa principal que son los pasos gen-

erales para llevar a cabo nuestro propdsito.

Algoritmo 43. Procedimiento: Cargar poligono.

Este procedimiento cargara las coordenadas rectangulares de los vértices
del poligono, ya sea mediante un archivo, el teclado o algtin otro medio. Por
lo elemental de esta rutina y por depender de las funciones propias de cada

lenguaje no se describe a detalle este algoritmo.

Algoritmo 44. Procedimiento: Equicomponer poligono.
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Corta el poligono principal en tridngulos y cada tridangulo se transforma

en un rectangulo y con todos estos rectangulos se forma un cuadrado.

1. Entradas: Poli, el poligono principal que es un arreglo de puntos;

ConjCortes, que es un arreglo de cortes.

2. Se ordenan todos los indices de los vértices a la izquierda en el poligono

Poli (algoritmo 15).

3. Se corta Poli en tridngulos y éstos se guardan en un arreglo llamado

Triangulo (algoritmo 27).
4. Se guarda el valor del area del poligono en la variable AreaTot.

5. La medida de la base de todos los rectangulos que formarén el cuadrado

se llamard BR y sera la raiz cuadrada de AreaTot.
6. Para cada triangulo del arreglo T'riangulo:

a) Ordenar indices del tridngulo actual (algoritmo 16).

b) Equicomponer cada Triangulo; en un rectdngulo. Durante este
proceso se forma el drbol de cortes de esta equicomposicién, donde
la posicion final de cada corte esta almacenada en su miembro
.F'in, y finalmente se obtiene el poligono rectangulo;, que serd un
miembro del arreglo que tendré los rectangulos resultado de cada

equicomposicién de cada tridngulo (algoritmo 42).

7. Aplicar el procedimiento regresion a cada corte y dentro de cada corte
a su miembro .Fin para obtener los valores de .Inz, usando para este
propdsito la cadena de transformaciones que ha tenido cada corte du-
rante los procesos de equicomposicion. Esta cadena de transforma-
ciones estd almacenada en el miembro .Movs de cada corte (algoritmo
37).

8. Se hace HR = 0.
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9. Se define donde va estar la esquina del cuadrado objeto de todo el

proceso y se almacena su posicién en la variable Esquina.

10. Para cada triangulo; (y por tanto para cada hoja o corte de cada arbol

de cortes):

a) FEsquina = Esquina + (0, HR)

b) Se trasladan los cortes (esto es los miembros .Fin de cada corte)
con vector de traslacién definido por la diferencia Esquina —
Rectangulo;;, donde i es el indice del arreglo de rectdngulos y j

es el indice del vértice del Rectangulo; (algoritmo 32).

¢) Toméndose como eje de rotacién el vértice Rectangulo;, se en-
cuentra el angulo 6, con respecto al eje x positivo, de la base del

rectangulo adyacente a este vértice.

d) Seendereza, con 4ngulo de rotacién 6 y eje de rotacién Rectangulo;;,
todo el arbol de cortes ConjCortes; de tal manera que la base

de Rectangulo; quedara paralela al eje x (algoritmo 35).

e) Se calcula la altura H R del rectangulo Rectangulo; dividiendo el

area de T'riangulo; entre la base BR del rectangulo Rectangulo;.

Algoritmo 45. Procedimiento: Graficar.
El objetivo de este algoritmo es graficar cada hoja del arbol de cortes

de cada triangulo.

1. Entrada: Corte que es de tipo TCorte.

2. Si Corte.lzq # Nulo y Corte.Der # Nulo se aplica este mismo al-
goritmo a los miembros izquierdo y derecho esto es a Corte.lzq y
Corte.Der.

3. Si no:

a) Graficar el poligono Corte.Ini
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b) Graficar el poligono Corte.Fiin

Algoritmo 46. Procedimiento: Rutina principal.
Mostrard los pasos principales para llevar a cabo el objetivo de esta

disertacion.

1. Se declara Poli que es un arreglo de puntos.

2. Se cargan los valores en coordenadas rectangulares de los vértices del
poligono Poli, se supondré en este algoritmo que son n puntos (algo-

ritmo 43).

3. Se crea el arreglo de cortes ConjCortes de n - 2 dimensiones, pues
en el se guardaran los cortes de los tridngulos que a su vez forman el

poligono.
4. Se equicompone el poligono principal en un cuadrado (algoritmo 44).

5. Se grafica el poligono original, el cuadrado y los cortes (algoritmo 45).



Capitulo 4

Conclusiones

Los teoremas, como los utilizados aqui, generalmente permiten decidir
si es posible o no resolver alguna conjetura, incluso, algunas veces, nos dan
soluciones a ciertos problemas pero, en casos especificos, no nos dicen el
como resolverlos.Tal fue la situacién de la equicomposicion de poligonos:
la teoria de Howard Eves [2] nos decia que un poligono simple de n lados
puede dividirse en n - 2 tridngulos, sin embargo, al aplicar el algoritmo

mediante un computadora a un caso como la siguiente figura (figura [4.1)):

F

E D

Figura 4.1: Un exdgono que se compone de dos tridngulos.

la computadora marcaba un error. Revisando cuidadosamente el algoritmo
sucedia que al cortar el tridngulo ABC quedaba el poligono ACDEF que en

realidad es el tridngulo DEF. Este error permitié mejorar el algoritmo al
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quitar los vértices que quedan alineados en algin lado del poligono durante
la ejecucién de dicho algoritmo. De aqui que, del teorema 14 del apéndice
B, se tendria el corolario “Al llevarse a cabo el proceso del teorema 14 del
apéndice B sobre un poligono de n vértices se obtienen a lo mas n - 2
tridngulos”. De esta forma, queda claro que la practica permite encontrar
casos que la teoria no prevé.

Se logré el objetivo de escribir un programa de computacién que trans-
forme un poligono en un cuadrado por equicomposion, y justificar sus al-
goritmos con base en el rigor mateméatico. Ademads, se realizé un trabajo
exhaustivo en la teoria formal y en la practica de desarrollo de programas.
En la teoria por que se seleccionaron los mejores teoremas en cuanto a su
formalidad y sencillez. En la préactica por que se buscaron los algoritmos
mas sencillos, eficientes y éptimos.

En la teoria, se tenfan los teoremas de “Los elementos” [4] con sus
deficiencias (como es el axioma: “El todo es mayor que cualquiera de sus
partes”), por otro lado se tenfan los teoremas de otros autores como Howard
Eves [2] y como V. G. Boltianski [3] cuyas ideas basicas eran buenas, pero
tenfan algunas restricciones en sus demostraciones. Por otro lado estaba
David Hilbert con su “Fundamentos de la geometria” donde habia el rigor
que se necesitaba.

A pesar de las restricciones de Howard Eves [2] y V. G. Boltianski
[3] sus ideas, en la préctica fueron muy utiles para desarrollar varios de
los algoritmos. Otros tantos algoritmos se fueron perfeccionando sobre la
marcha hasta encontrar los mejores.

Atn asi, con seguridad, es posible mejorar el programa desarrollado en
el presente trabajo de tesis, también se puede hacer un desarrollo tedrico

mas general y mas fuerte, pero el objetivo de este trabajo ya fue alcanzado.
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Trabajos subsecuentes.

Este trabajo se puede ampliar a poligonos con una topologia distinta a
los poligonos simples, més ain, se puede extender a poliedros, aunque de
entrada se sabe que cualquier poliedro no se puede equicomponer a un cubo

mediante un nimero finito de cortes [3].



Apéndice A

Postulados y teoremas
basicos de Hilbert para la

geometria euclidiana plana.

A.1. Los elementos de la geometria y los cinco gru-

pos de axiomas.

Definicion 1. Considere tres distintos conjuntos de objetos, los objetos del
primero son llamados puntos y son denotados por A, B, C, ... ; los objetos
del segundo conjunto son llamados lineas y son denotados por a, b, c, ... ; los
objetos del tercer conjunto son llamados planos y son denotados por «, 3,
v, ... Los puntos se llaman también elementos de la geometria lineal; y los
puntos y las lineas se llaman elementos de la geometria plana; y los puntos,
las lineas y los planos son los elementos de la geometria del espacio o los

elementos del espacio.

Los puntos, lineas y planos se considera que tienen ciertas relaciones
mutuas y estds relaciones se denotan por palabras como “yacer”, “entre”,

“congruente”. La descripcién precisa y completa (matemdaticamente) de es-
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tas relaciones sigue de los axiomas de la geometria.

Los axiomas de la geometria pueden ser divididos en cinco grupos. Cada
uno de estos grupos representa ciertos hechos basicos de nuestra intuicion.
Estos grupos de axiomas son llamados como sigue:

I, 1-8 Axiomas de incidencia,

II, 1-4 Axiomas de orden,

ITI, 1-5 Axiomas de congruencia,

IV El axioma de las paralelas,

V, 1-2 Axiomas de continuidad.

A.2. Axiomas del grupo I: Axiomas de incidencia.

Los axiomas de este grupo establecen relaciones de incidencia entre los

objetos antes mencionados (puntos, lineas y planos) y son los siguientes:

I-1. Para cualesquiera dos puntos A, B existe una linea a que contiene
cada uno de los puntos A, B dados.

I-2. Para cualesquiera dos puntos A, B no existe més de una linea que
contenga cada uno de los puntos A, B.

Dos, tres, cuatro, ... puntos, o lineas, o planos se entiende siempre que
son distintos puntos, o lineas o planos.

Se usaran también otras expresiones en lugar de “contiene” como: a
pasa a través de A y a través de B, a une A con B, A yace sobre a, A es
un punto de a, existe un punto A sobre a, etc. Si A yace tanto en la linea a
como en la linea b, se usara la expresién: “Las lineas a y b se intersecan en
A", “tienen en comun el punto A”, etc.

I-3. Existen al menos dos puntos en una linea. Existen al menos tres
puntos que no yacen sobre una linea.

I-4. Para cualesquiera tres puntos A, B, C' que no yacen sobre la misma
linea existe un plano « que contiene cada uno de los puntos A, B, C. Cada

plano contiene al menos un punto.
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I-5. Para cualesquiera 3 puntos A, B y C' que no estén sobre una misma
recta no existe mas de un plano que contenga a cada uno de los tres puntos
A, ByC.

1-6.Si dos puntos A y B de una linea a estdn en un plano o entonces
cada punto de a estéd en .

I-7. Si dos planos a y b tienen un punto A en comun entonces tienen al
menos otro punto B en comun.

I-8. Existen al menos cuatro puntos que no estan en un plano.

Teorema 1. Dos lineas en un plano o tienen un punto en comun o no tienen

ninguno.

Teorema 2. Para una linea y un punto (que no estd en ella), como para

dos lineas con un punto en comin, existe un solo plano.

A.3. Axiomas del grupo II: Axiomas de orden.

Los axiomas de este grupo definen el concepto de “entre” y, por tanto,

el significado del orden de puntos en una linea, en un plano, y en un espacio.

Definicion 2. Los puntos de una linea estdn en una cierta relacién unos

con otros y, para su descripcion, se usard la palabra “entre”.

II-1. Si un punto B yace entre un punto A y un punto C, entonces, los
puntos A, B, C, son tres puntos distintos de una linea y, ademés, B yace
entre C'y A.

II-2. Para dos puntos A y C siempre existe, al menos, un punto B en
la linea :4—C>’ tal que C yace entre A y B.

I1-3. De cualesquiera tres puntos sobre una linea sélo existe uno que

yace entre los otros dos.

Definicién 3. Por el segmento AB se indican los puntos A y B y los
que estan entre A y B. Los puntos A y B se llaman puntos extremos del

segmento. Un punto C se dice que estd sobre el segmento AB sies Ao B o
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algtin punto entre A y B. Un punto estd dentro, o en el interior, de AB si
estd entre A y B. Un punto estd fuera de AB si no estd dentro de AB, ni

es A nies B.

Definicion 4. Sean A, By C' tres puntos que no estan sobre la misma recta.
Entonces por el tridngulo ABC se indican los tres segmentos AB, BC, C'A.
Los segmentos AB, BC, C A se llaman lados del tridngulo, y los puntos A,

B, C, vértices del mismo.

I1-4. (Postulado de Pasch). Una recta que corte a un lado del tridngulo
pero que no pase por ninguno de sus vértices deberd cortar también al otro

lado del triangulo.

A.4. Consecuencias de los axiomas de incidencia

y orden.

Teorema 3. Para dos puntos A y C siempre existe al menos un punto D

sobre la linea AC que estd entre A y C.

Teorema 4. De cualesquiera 8 puntos A, B y C' en una linea siempre existe

uno que estd entre los otros dos.

Teorema 5. Dados 4 puntos A, B, C, y D sobre una linea siempre es
posible nombrarlos de tal forma que B esté entre A y C y también entre A

y D, y ademds que C' esté entre A y D y también entre B y D.

Teorema 6. Dados un numero finito de puntos de una linea siempre es

posible nombrarlos A1, As, ... , Ap_1, Ay de tal forma que el punto As,
estd entre A1, y As, ..., Ap_1, Ag; el punto As estd entre Ay, Ay y Ay, ...
’ Ak—l; Ak’; etc.

Teorema 7. Entre cualesquiera dos puntos sobre una linea existe un numero

infinito de puntos.
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Teorema 8. Cada linea ¢ que yace en un plano a separa los puntos del
plano « en dos regiones con las siguientes propiedades: cada punto A de una
region determina con cada punto B de la otra region un segmento AB sobre
el cual yace un punto de la recta £. Dos puntos A y A’ de la misma region

determinan un segmento AA’ que no contiene ningun punto de £.

Definicién 5. Del teorema anterior se dice que los puntos A, A" estédn en el
mismo lado de la linea £ y los puntos A y B se dicen que estan en diferentes

lados o en lados opuestos de la linea £.

Definicién 6. Sean A, A’, O y B cuatro puntos de la linea a de tal forma
que O estd entre A y B pero no entre A y A’. Los puntos A y A’ se dice que
estan en el mismo lado del punto O, y los puntos A y B se dice que estan
sobre diferentes lados o en lados opuestos de O. La totalidad de puntos que
estan de un mismo lado de O se llama un rayo emanando de O. Asi cada

punto de una linea la parte en dos rayos.

Definicién 7. Un conjunto de segmentos AB, BC, ... , KL se llama seg-
mento poligonal que conecta el punto A con L. Tal segmento poligonal
serd denotado brevemente por ABCD --- KL. Tanto los puntos dentro de
los segmentos AB, BC, CD, ... , KL como los puntos A, B, C, ... , K,
L son, de forma colectiva, llamados los puntos del segmento poligonal. Si
todos los puntos de A, B, C, ... , L se encuentran en un plano y el pun-
to A coincide con L, entonces, el segmento poligonal se llama poligono y
es denotado como poligono ABC --- K. Los segmentos AB, BC, CD, ...
, KA se llaman lados del poligono. Los puntos A, B, C, ... , K se llaman
vértices del poligono. Poligonos de 3, 4, 5, ... , n vértices se llaman tridngulos,

cuadrilateros, pentdagonos, ... n-agonos.

Definicion 8. Si los vértices de un poligono son todos distintos, ninguno
de ellos esta dentro de algiin lado y cualesquiera dos lados no adyacentes no

tienen puntos en comun, el poligono se llama simple.
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Teorema 9. Cada poligono simple que yace en un plano « separa los pun-
tos del plano a que no estén en el segmento poligonal del poligono en dos
regiones, la interior y la exterior, con las siguientes propiedades: Si A es un
punto del interior (o punto interior) y B es un punto del exterior (o punto
exterior) entonces cada segmento poligonal que yace en « y une A con B,
tiene al menos un punto en comin con el poligono. Por otro lado si A y A’
son dos puntos del interior, B y B’ son dos puntos del exterior, entonces,
existen segmentos poligonales en o que unen A con A’ y otros que unen B
con B’ que no tienen ningin punto en comin con el poligono. A manera de
diferenciar las dos regiones, hay que enunciar que existen lineas que yacen
enteramente en el exterior del poligono. Sin embargo no existen lineas que

estén enteramente en el interior del poligono.

Teorema 10. Cada plano o separa los otros puntos del espacio en dos
regiones con las siguientes propiedades: Cada punto A de una region deter-
mina con cada punto B de la otra region un segmento AB en el cual yace un
punto de o; mientras que, dos puntos A y A’ de la misma region determinan

un segmento AA’ que no contiene puntos de c.

Definicién 9. De acuerdo al teorema 10 se dice que los puntos A y A’ yacen
en el espacio en el mismo lado del plano « y los puntos A y B yacen en el

espacio en diferentes lados del plano a.

A.5. Grupo III: Postulados de congruencia.

Los axiomas de este grupo definen el concepto de congruencia y, por lo

tanto, el de desplazamiento.

Definicion 10. Los segmentos se encuentran en una cierta relacion unos

con otros y para su descripcion se usan las palabras “congruente” o “igual”.

III-1. Si A y B son dos puntos sobre una linea a, y A’ es un punto en

la misma o en otra linea a’, entonces, siempre es posible encontrar un punto
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B’ sobre uno de los rayos en a’ que emanan de A’ tal que el segmento AB

es congruente o igual al segmento A’B’. En simbolos:
AB = A'B’

Este axioma requiere la posibilidad de la construccién de segmentos. Su
unicidad serd probada mas tarde.

III-2. Si un segmento A’B’ y un segmento A”B” son congruentes al
segmento AB, entonces, el segmento A'B es congruente al segmento A'B",

Desde el momento en que fueron introducidos en la geometria los con-
ceptos de congruencia e igualdad a través de estos axiomas, no quiere decir
que es obvio que cada segmento es congruente consigo mismo. Sin embargo
este hecho es una consecuencia de los dos primeros axiomas de congruencia
si se toma un segmento AB que es construido sobre un rayo de tal manera
que es congruente, supéngase, con A’B’ y si se aplica el axioma III, 2 a las
congruencias AB = A'B’y AB = A'B’.

Sobre la base de esto la simetria y la transitividad de segmentos con-
gruentes puede ser establecida por una aplicacion del axioma III, 2.

III-3. Sobre la linea a sean AB y BC dos segmentos los cuales, a ex-
cepcién de B, no tienen puntos en comun. Sobre la misma o sobre otra linea
sean A'B’ y B'C' dos segmentos que no tienen puntos en comin, excepto
en B’. Si

AB = A'B"y BC = B'C'
entonces,
AC = A'CY
Este axioma expresa la necesidad de aditividad de segmentos.

Definicién 11. Sea « un plano y 7, ? dos rayos que emanan de O tal

—

que h, k yacen sobre lineas distintas. El par de rayos 7, ? se llama

angulo y es denotado por 4(7, ?) 0 por 4(?, 7)
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Angulos degenerados y mayores al llano estan excluidos de esta defini-
cién.

Sea el rayo 7 que yace en la recta 7 y el rayo ? sobre la recta ?
Los rayos 7 y 7 junto con el vértice O parten los puntos del plano en
dos regiones. Todos los puntos que yacen sobre el mismo lado de ? donde
se encuentran los puntos de 7 vy que también estan del mismo lado de 7
donde se encuentran los puntos de ?, se dice que yacen en el interior del
angulo 4(7, ?) Todos los demas puntos se dice que estan en el exterior
o fuera de este angulo.

Es facil ver por los axiomas I y II que ambas regiones contienen puntos
y que un segmento que conecta dos puntos en el interior del angulo yace
enteramente en el interior. Los siguientes hechos son faciles de probar: Si un
punto H yace en 7 y un punto K yace en ? entonces el segmento HK yace
completamente en el interior. Un rayo emanando de O yace o completamente
dentro o completamente fuera. Un rayo que yace en el interior interseca el
segmento HK. Si A es un punto de una regién y B es un punto de la otra
regién, entonces todo segmento poligonal que conecta A con B, o pasa por
O, o tiene al menos un punto en comun con 7 0 con ? Sin embargo, si
Ay A’ son puntos de la misma regién entonces siempre existe un segmento
poligonal que conecta A con A’, que no pasa por O ni a través de algin
punto de los rayos 7 o} ?

Definicion 12. Si ABC es un tridngulo, entonces, los tres angulos Z/BAC,
ZCBA, ZACB se llaman angulos del triangulo. El dngulo ZBAC se dice
que estd comprendido por los lados AB y AC del tridngulo.

Definicion 13. Los angulos establecen cierta relacién unos con otros y para

su descripcion se usan las palabras “congruente” e “igual”.

I11-4. Si /BAC es un angulo cuyos lados no estdn sobre la misma
recta, y si A’ y B’ son dos puntos distintos, entonces, hay dos y sélo dos

rayos distintos, A'C’" y A’C”, tales que el dngulo /B’ A'C’ es congruente al
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/BAC y el dangulo Z/B'A'C" es congruente al ZBAC; ademds, si D’ es un
punto del rayo A’—C>” y D" es un punto del rayo A@” , entonces el segmento
D'D” corta a la recta determinada por A’ y B'.

Simbélicamente

/BAC =2 /BA'C" 'y /BAC = /BA'C”

Cada angulo es congruente consigo mismo, esto es:

/BAC = /BAC

Uno siempre dice brevemente que cada dangulo en un plano dado puede

ser construido sobre un lado de un rayo dado de una manera tnica.

Definicion 14. Un adngulo con un vértice B sobre uno de cuyos lados yace el
punto A y sobre su otro lado yace un punto C, serd denotado por ZABC' o
brevemente ZB. Usualmente los dngulos serdn denotados por letras griegas

minusculas.

III-5. Si para dos tridngulos ABC' y A’B’'C’ se cumplen las congruen-

cias:
AB = A'B', AC = A'C', /BAC = /B'A'C'

Entonces la congruencia:

ZABC = L/A'B'C’

se cumple.

Bajo las hipétesis del anterior axioma sigue, por un cambio de notacion,
que se cumple también la congruencia:

LACB = L/A'C'B’

La unicidad de la construcciéon de segmentos sigue de la unicidad de la
construccion de angulos con la ayuda del axioma III, 5.

Suponga que el segmento AB es construido en dos formas sobre un rayo
emanando de A’ a B’ y a B”. Elfjase un punto C’ que no esté en la recta

«—
A’B’, entonces, se satisfacen las congruencias:

AIB/ o~ 14/B//7 A/Cl o~ AIC/ y AB/A/C/ gZB//AIC/
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y asi por el axioma III, 5:
/ACB = A C'B”
en contradiccién a la unicidad de la construccién de angulos de acuerdo

al axioma III, 4.

A.6. Consecuencias de los axiomas de congruen-

cia.

Definicion 15. Dos angulos que tienen un vértice y un lado en comun y
cuyos lados separados forman una recta se llaman angulos suplementarios.
Dos angulos con un vértice en comun cuyos lados forman dos lineas se lla-
man angulos verticales. Un angulo que es congruente a uno de sus angulos

suplementarios se llama angulo recto.

Teorema 11. En un tridngulo los dngulos opuestos a dos lados congruentes

son COTLg?’"LL@TLt@S.

Definicion 16. Se dice que un tridngulo ABC' es congruente a un triangulo
A'B'C’ si:

AB~ A'B', AC=AC', BC=B'C

LA= /LA, /B=/B, /0= /(0

se cumplen.

Teorema 12. Un tridngulo ABC' es congruente a un tridngulo A'B'C’ si

se cumple:
AB = AB', AC=AC', LA==/LA

Teorema 13. Un tridngulo ABC' es congruente a un tridngulo A’B'C’ si

se cumple:

AB = AP, J/A~/A, /B=~/B
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Teorema 14. Si un dngulo ZABC' es congruente a otro dngulo /A'B'C’
entonces su angulo suplementario ZC'BD es congruente al dngulo suplemen-
tario ZC'B'D’ del otro dngulo.

— —

—

Teorema 15. Sean 7, ?, | yademds h', k', ' rayos emanando de

—

O y O en los planos a y a' respectivamente. h , k y h', kK se encuen-
tran simultineamente en el mismo lado o en diferentes lados de T y U

respectivamente si se satisfacen:
R —

—

ZCh, I =R, T, Lk, 1)=LK, )
entonces se cumple:
Z(h, k) =L, K

Teorema 16. Sea el dngulo 4(7, ?) en el plano o congruente al angulo

—

L(W k') en el plano o y sea | un rayo en el interior del dngulo (7

—

,F) que emana del vértice de éste. Entonces siempre existe un rayo ' en
el interior del dngulo 4(?, ?) que emana del vértice de éste y de tal forma
que: .
SRRy Lk ) =KL
A fin de obtener el tercer teorema de congruencia y la propiedad de
simetria de la congruencia de angulos, el siguiente se deduce ahora del teo-

rema 15:

Teorema 17. 57 dos puntos Z1 y Zy estan en diferentes lados de una linea

)ﬁ} y si las congruencias X Z1 = XZy yY Z1 2 Y Zy se cumplen, entonces:
/XY =2 /XY 7y

Teorema 18. Si en dos tridngulos ABC y A'B'C’ cada par de lados corre-

spondientes son congruentes, los tridngulos son congruentes.
Teorema 19. La congruencia de dngulos es transitiva.

La propiedad de simetria de la congruencia de dngulos sigue del teorema

anterior justo como se hace para los segmentos del Axioma III, 2; esto es,
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si Za =2 /b entonces Za yZb son congruentes uno con otro. En particular
los teoremas 12 al 14 pueden ser expresados ahora en forma simétrica.

La comparacién cuantitativa de dngulos puede establecerse ahora.

Teorema 20. Se tienen dos dngulos 4(7, ?) y Z(h, ') dados. Sila
construccion de 4(7, ?) sobre W' en el lado de 1" yace un rayo interior
k' entonces la construccion de Z(h', I') sobre 7 en el lado de ? yace

—

un rayo exterior | , y viceversa.

Si en la construccion de 4(7, ?) descrita en el teorema yace un rayo
interior ? en 4(?,7) se dice que 4(7, ?) es menor que L(W, 7),
simbdlicamente 4(7, ?) <é(?, 7) Si yace un rayo exterior se dice que
4(7, ?) es mayor que 4(?, 7), simbdlicamente 4(7, ?) > 4(?, 7)

Se cumple para dos dngulos a y 3 uno y sélo uno de los tres casos:

a<p, a=p a>p

De aqui que la comparacién cuantitativa de angulos es transitiva:

lLL.a>8 y B>~

2.a>0 y B=vy

Ja=p y B>v

sigue que o > 7y

La comparacién cuantitativa de segmentos con las correspondientes propiedades
sigue inmediatamente de los axiomas II y III, 1 - 3 como también de la uni-

cidad de la construccién de segmentos (ver p. 13).
Teorema 21. Todos los dngulos rectos son congruentes.

Definiciéon 17. Un angulo que es mayor que su angulo suplementario se
llama angulo obtuso. Un dngulo que es mas pequeno que su angulo suple-

mentario se llama dngulo agudo.

Definicion 18. Los angulos ZABC, /BCA y ZCAB se llaman angulos
interiores del tridngulo. Sus dngulos suplementarios se llaman angulos exte-

riores del triangulo.
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Teorema 22. Teorema del dngulo exterior. El dngulo exterior de un tridngu-

lo es mds grande que cualquier dngulo interior no adyacente a él.
Corolarios importantes de este teorema son los siguientes:

Teorema 23. En todo triangulo al dngulo mayor se opone el lado mayor.

Teorema 24. Un tridngulo con dos dngulos iguales es isdsceles.

Este reciproco del teorema 11 es una consecuencia inmediata del teorema
23.
Ma3és aun, del teorema 22 sigue una extensién del segundo teorema de

congruencia para triangulos.

Teorema 25. Dos tridngulos ABC y A’B'C" son congruentes si las congru-

encias:

/0 =20, /A=/A', AB = AB

se cumplen.
Teorema 26. Todo segmento puede ser bisecado.

Definicién 19. Si A, B, C, ... , Ly A’, B’, C’, ... , L' son dos sucesiones
de puntos sobre a v @, respectivamente, tal que los segmentos AB y A’B’,
AC v TC”, BC y B’iC’, ey KL y K'L’ son congruentes respectivamente,
se dice que las dos sucesiones son congruentes. Ay A, By B, .., Ly
L’ se dice que son los puntos correspondientes de sucesiones congruentes de

puntos.

Teorema 27. Si la primera de dos sucesiones congruentes de puntos A, B,
.., K, LyA, B, ..,K,L estin ordenados de tal manera que B yace
entre Ay C, D, ..., K, L; C yace entre A, B, y D, E, ... , K, L; etc.;
entonces, los puntos A', B', ... , K', L' estdn ordenados de la misma forma,
esto es, B yace entre A’ yC', D', ... , K', L'; C' yace entre A’, B’, y D',
E', .., K L; etc.
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Definicion 20. Un ntumero finito de puntos se llama figura. Si todos los

puntos de una figura estan en un solo plano se le llama figura plana.

Definicidon 21. Se dice que dos figuras son congruentes si sus puntos pueden
ser ordenados de tal forma que cada segmento y cada angulo, en las dos

figuras, son congruentes de manera correspondiente.

Es evidente de los teoremas 14 y 27 que las figuras congruentes tienen las
siguientes propiedades: si tres puntos de una figura son colineales entonces
los puntos correspondientes en una figura congruente son también colineales.
El orden de puntos en planos correspondientes con respecto a lineas corre-
spondientes es el mismo en figuras congruentes. Lo mismo se cumple para
sucesiones de puntos correspondientes en lineas correspondientes.

El teorema de congruencia més general para plano y el espacio se expresa

como sigue:

Teorema 28. Si (A, B, ..., L)y (A", B/, ... , L) son figuras congruentes y
P es un punto en el plano de la primer figura, entonces es posible encontrar
un punto P' en el plano de la sequnda figura de tal forma que (A, B, ...,
L, P)y (A, B, .., L, P)son congruentes. Si la figura (A, B, ... , L)

contiene por lo menos tres puntos no colineales entonces P’ es 1inico.

Teorema 29. Si (A, B, C, ... , L)y (A, B, C', ... , L') son figuras
congruentes y P es cualquier punto, entonces, siempre es posible encontrar
un punto P’ de tal manera que las figuras (A, B, C, ... , L, P) y (A', B,
C’, ..., L', P') son congruentes. Si la figura (A, B, C, ... , L) contiene

al menos cuatro puntos no coplanares, entonces, la construccion de P’ es

posible solo de una forma.

El teorema 29 expresa que todas las propiedades de congruencia asi co-
mo todas las propiedades de desplazamiento en el espacio son consecuencia
de los cinco axiomas de congruencia de la linea y el plano formulados ante-

riormente.
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A.7. Grupo IV: El axioma de las paralelas

IV. (Postulado de Playfair). Por un punto dado A que no estd en una

<> 3 <>
recta m pasa a lo mas una recta que no corta a n.

Teorema 30. Si dos paralelas son intersecadas por una tercera linea, en-
tonces, los dngulos alternos y correspondientes son congruentes y recipro-
camente, la congruencia de dngulos alternos y correspondientes implica que

las lineas son paralelas.
Teorema 31. La suma de los angulos de un tridngulo suma dos rectos.

Definicion 22. Si M es un punto de un plano «, entonces la colecciéon de
todos los puntos A en « para los cuales los segmentos M A son congruentes

uno con otro se llama circulo. M se dice que es el centro del circulo.

A.8. Axiomas del grupo V: axiomas de continuidad

V-1. (Axioma de la medida o axioma arquimediano). Si AB y CD son
cualesquiera segmentos, entonces, existe un nimero n de tal forma que n
segmentos C'D construidos contiguamente desde A, a lo largo del rayo A—B> ,
pasaran mas alla del punto B.

V-2. (Axioma del Completo) Los puntos de una linea recta constituyen
un sistema de puntos tales que no puede asignarse ningiin nuevo punto a la
recta sin que se viole al menos uno de los postulados de los grupos I al 111

o el axioma V-1.

A.9. Definicién de izquierda y derecha.

—>
Definicion 23. Una linea AB parte los puntos del plano en dos que no
yacen en ella en dos regiones de puntos. Una de estas regiones se dice yacer
a la derecha del rayo AB, emanando de A o del “segmento dirigido AB” y

yacer a la izquierda del rayo BA, emanando de B o del “segmento dirigido
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BA”. El otro se dice yacer a la izquierda del rayo A—B> v a la derecha del rayo
B—A. La misma region se dice yacer a la derecha de los segmentos dirigidos
ABy AC si By C yacen en el mismo rayo emanando de A (e inversamente).
Una vez que la regién derecha es definida para el rayo 7 emanando de O,
si un rayo 7 emanando de O yace en esta regién, entonces, con respecto a
7 la regién que contiene 7 se dice yacer a la izquierda de 7 Es de esta
forma que con un segmento dirigido AB, los lados izquierdo y derecho en
una geometria plana son determinados de manera inica con respecto a cada

rayo o en cada segmento dirigido.

Definicion 24. Los puntos del interior de un tridngulo yacen o a la izquierda
o ala derecha de los lados AB, BC y C A. En el primer caso se dice que ABC
tiene orientacion positiva o que estd orientado a la izquierda, en el segundo
caso se dice que ABC tiene orientaciéon negativa o que estd orientado a la

derecha.



Apéndice B

Teoremas de poligonales y

poligonos.

B.1. Teoremas de poligonales.

Teorema 1. Sea la poligonal P = P Ps--- P, y la recta zTB, tal que, P;
estd de un lado de AB y que P, estd del otro lado, entonces, P interseca a

—
AB en al menos un punto.

La demostracién se hace por induccién. El caso para una poligonal con
dos vértices, o sea un segmento, se cumple por el teorema 8 del apéndice A.
Supdéngase que se cumple el teorema a demostrar para n vértices. Por otro
lado sea la poligonal P = Py P> --- P41 con P a la izquierda de la recta E
vy Ppy1 a la derecha de esta. Témese la poligonal Pi P, --- Py; si P, esta a
la derecha de AB el teorema se cumple por ser el caso de n vértices; si P,
esta a la izquierda de AB el teorema se cumple pues el segmento P, P, 1

cruza la recta AB por el teorema 8 del apéndice A.

Teorema 2. Sea la poligonal simple P = Py Py --- Py, tal que, P>, Ps, ...,
>
P,,_1 estdn a la izquierda de Py Py, entonces, al menos un vértice de Py, Ps,

., Ph_1 estd orientado a la derecha en la poligonal P.

87
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Para tres vértices, esto es, para la poligonal P; P, P3 se cumple pues si
P, esta a la izquierda de P(1—)P3, entonces, P» esta orientado a la derecha.
Supdngase que la conjetura se verifica para n vértices y sea la poligonal P’
= PP P,41 para la cual hay que demostrar la conjetura. Tdémese las
perpendiculares a la recta m que pasan por cada uno de los puntos P,

Ps, ..., P, y con intersecciones con esta recta en As, As, ... , A, entonces, se

tienen los segmentos Ay P, A3Ps, ... , A, P,, entre estos, sea A;P; el menor
— —

de ellos y sea X P; paralela a P P,1 tomando X de tal forma que el lado

. . e—% 7 . . %)

izquierdo de X P; estd a la izquierda de P; P41, entonces, demostraremos

por contradiccién que todos los puntos de la poligonal AsAs - -- A, estdn en

<>

XPj o a la izquierda de esta recta. Supéngase que no sucede esto tltimo,
.  e— R —

entonces, existe Py, tal que, se encuentra entre las rectas P1P,1 y XP;,

 e—

témese la perpendicular a P; P, 11 que pasa por Py y que debera incidir en

R e

X P; en algin punto Y, entonces, P}, debera estar entre Y y Z el pie de la

 — JR— _
perpendicular en P P, del segmento Y Z, luego, P,Z es menor a Y Z. Por
otro lado Y Z es congruente a A P; por que A;jP;Y Z es un paralelogramo,

> -
entonces, P,Z es menor a A;P; lo que es una contradiccién.

Finalmente, sélo falta demostrar que si cortamos la poligonal P’ con
la recta A()_(—P_;-, el problema se reduce a poligonales de n o menos vértices.
Hay dos posibilidades: que todos los vértices estén en )<TPJ o que al menos
un vértice esté a la izquierda de 3(—]3; . Si sucede lo primero, quitando los
vértices entre Po y P,, todo se reduce al cuadrilitero Py P>P, P, 1. Para
este caso témese el segmento PP, y supéngase que P, esta orientado a
la izquierda, entonces, P, estd a la izquierda de P; P, como P, estd a la
izquierda de PiP,,1 en el tridngulo P;P, 1P, entonces, P, 1 estd a la
izquierda de P, P, esto es, a la derecha de PPy, luego, P, y P, estan
en lados opuestos a PP, entonces, P,P,,1 interseca a la recta ﬁ y
mas aun al segmento PP, pues si intersecara a la recta anterior en otro

punto, entonces, la intersecaria en un punto que no esta en los puntos que se
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encuentran entre las rectas P P> y X P}, que es donde estan los interiores de

los segmentos P, P,+1 y P1 P lo cual seria una contradiccién. Si sucede que
al menos un vértice de la poligonal P, Ps--- P, esté a la izquierda de )<(—P;
todo se reduce al caso cuando hay n vértices en la poligonal, pues al ser P;
cualquiera de los vértices Py, P3, ... , P, se tienen a lo més n — 2 vértices a

>
la izquierda de X P}, asi que, el teorema queda demostrado.

B.2. Teoremas de poligonos convexos.

Definiciéon 1. Un poligono simple se llama convexo si para todo lado del
poligono se cumple que la recta ¢ que contiene al lado determina un semi-

plano que contiene a los demas vértices del poligono.

Figura B.1: Un poligono convexo.

Teorema 3. Todo tridngulo es convexo. Este teorema se deduce inmediata-

mente de la definicion de poligono convexo.

Teorema 4. Sea el poligono convexo P = P,P; --- P, entonces, de un lado
de la recta Py P, se tiene al vértice P, y del otro lado (incluyendo Py P,), el

poligono convexo PPy --- P,.

Esta demostracién se hard por contradicciéon. Supdéngase que es posible

tener algun vértice Py, € { Py, Ps, ..., P,_1} del mismo lado que P, con respec-
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Figura B.2:

to a ﬁ Sea el punto B en la recta ﬁ de tal forma que P; esté entre B
y P,. Entonces, P sélo puede estar en el interior de ZBP; P, o en el interior
de ZP,P, P, (no puede estar en el rayo P}O ni en el rayo P}O ni en la
recta m pues contradice el hecho de que P es un poligono convexo y, mas
aun, de que es un poligono simple). Si Py estd en el interior de Z/BP, P,, se
tiene Py de un lado de ]<TPI y del otro a P, lo que contradice la hipdtesis
de que P es convexo. Sea C en el rayo opuesto a P}l, entonces, se puede
demostrar, como se hizo lineas arriba, que P, no puede estar en el interior
de ZCP,P,, luego, P;, solo puede estar en el interior del triangulo P,P; P,
(figura . Se puede observar que P, no puede ser P, pues se tendria de
un lado de ﬁ a P, y del otro a P,. De la misma forma, esta claro que Py
tampoco puede ser P,,_1, asi que, al menos, hay dos vértices de P en el lado
opuesto a P, respecto a ]<T>P,1 Por otra parte, si hubiera varios de estos P;
en el tridangulo P,P P, témese uno, tal que, P,_q esté en el lado opuesto a
P, respecto a m , luego, P,_, P, interseca a m esto implica que debe
intersecar al segmento P,P, o al segmento P,P; || Si P,_, P, interseca a
P, P, esto implica que P, y P, estan en lados opuestos respecto al lado

Py _1 P lo cual es una contradiccién a la cual también se llega si suponemos

'Por el Teorema 9 y el postulado I11-4 (Postulado de Pasch) ambos en el apéndice A
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que P_1 P interseca a P,P;. Por lo tanto P no puede estar del mismo lado
e
que P, respecto a P, P;.
Por lo anterior no es posible tener vértices del mismo lado que P, con
%) . %) 7’ . .
respecto P| P, ni en P P,. Ademds, por la convexidad de P, para cualquier
lado P; Pj1 de la poligonal P P - - - P, se cumple que los vértices (excepto P;
—>
y Pjt1) estan de un mismo lado con respecto a P; Pj11. Entonces, PPy - -- P,

es un poligono convexo.

Teorema 5. Un poligono P = P, P> --- P, es convexo si y sélo si para cada
lado P;P; del poligono el interior del poligono estd en un solo lado respecto

<
a P;Pj, que es el mismo en que se encuentran los vértices (excepto P; y P;).

Sea ?Pj un lado del poligono convexo P tomado arbitrariamente. Se
tiene entonces, que todos los vértices, excepto F; y P;, estdan de un mismo
lado con respecto a ?Pj, por ejemplo, a la izquierda. Luego todos los lados
del poligono estan o bien a la izquierda o son P;P;.

Supoéngase que del lado derecho de PTP}- se tienen sélo puntos interiores,
luego témese un punto x de este lado y la paralela a P(Z—>PJ por dicho punto
(figura . Esta recta estard totalmente en el interior lo cual contradice
la caracteristica del interior de un poligono encontrada en el teorema 9 del
apéndice A. Ahora supéngase que del lado derecho hay tanto puntos interi-
ores como exteriores, entonces, si se traza una recta entre un punto exterior
y uno interior, ambos del lado derecho, debe cruzar al menos un lado del
poligono, lo cual contradice el hecho de que los lados estén a la izquierda o
son ?P] Por lo tanto a la derecha de PTPj sélo hay puntos exteriores y a

la izquierda esta el interior de P.

El reciproco es facil pues si se toma un lado arbitrariamente, por ejemp-
lo P;P;, los vértices que no son ni P; ni P;, estdn del lado donde se encuentra
el interior y esto cumple la definiciéon de poligono convexo. De esta forma el

teorema queda demostrado.
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Figura B.3: .

De este teorema se tiene inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 1. Sea el poligono convexo P = Py P, --- P,, el interior de P es
la interseccion de cada uno de los semiplanos formados por el lado de la
recta PjPy;11) donde estdn los demds vértices, para cada j entre los valores

1, 2, ..., n.

Notacién. Sean el poligono P = P, P, - - - P,, convexo, orientado a la izquier-
%) . . .
da y, sea la recta PjPq;;1). El semiplano izquierdo respecto a la recta

>
P;Pyjy1) se denota:
PiPs(jv1)
El interior de P es:
Int(P)

La cerradura de P;jP;1) es la union de dicho semiplano con la recta

S5 .
P;Pyj41)- En este caso se denota asi:
]Dsz(j—H)

Con esta notacién el corolario anterior se puede reescribir asi: Sea P =

PP, --- P, un poligono convexo orientado a la izquierda, entonces,
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Int(P) =PPRNPPRN---NP,_1P,NP,P

Esto se debe a que el semiplano que queda a la izquierda de cada lado del
poligono P da al interior de dicha figura. Mas aun no se pierde generalidad

enunciando que:

PUInt(P) =PPRPNPPN---NP, 1P,NP,P~

Teorema 6. Sea P = P,Py--- P, un poligono convezo y sea Py, Pygy1),
Py42) una terna de vértices consecutivos de P tomada arbitrariamente. Si
la terna estd orientada a la izquierda, entonces, cada terna de vértices esta
orientada a la izquierda; si estd orientada a la derecha, entonces, cada terna

de vértices esta orientada a la derecha.

Para todo tridngulo (esto es para n = 3) se cumple este teorema de la

definicién 24 del apéndice A y del teorema 3 de esta seccidn.

Supéngase que el teorema se cumple para un poligono de n lados, se
tiene que demostrar, entonces, para el caso n + 1. Sea el poligono P =
P,P; --- P, para este ultimo caso, supdngase los tres vértices de la hipotesis
Pr, Pyt1) Y Psrs2) bajo las mismas condiciones. Si se toma el segmen-
to dirigido W, en esa direccion Py;1) esta a la izquierda, luego,
Py41) esta a la derecha de m, entonces, por el teorema 2 de es-
ta seccion, Pypy3) esta a la izquierda de m, por lo tanto, P’ =
Py Py(k12) - - Ps(r4n) tiene todos sus vértices orientados a la izquierda pues es
el caso n. Sélo falta demostrar que Py y Py(r2) estan orientados a la izquier-
da en el poligono P. Tenemos que para segmento dirigido m el
vértice Pyx14) estd a la izquierda, al ser P un poligono convexo Pyy1)
también esta a la izquierda y, por lo tanto, a la derecha de m,
luego, P42y estd orientado a la izquierda de acuerdo al orden de indices
tomado originalmente. Razonando de manera similar se puede demostrar
que Py estd orientado a la izquierda, luego, todos lo vértices del poligono
estan orientados a la izquierda. La demostracion para el caso en que la terna

esta orientada a la derecha es semejante.
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Teorema 7. Teorema. Sea el poligono P = Py Ps--- P, para el cual todos
los vértices estan orientados en un mismo sentido, entonces, para toda recta
—

P;P;, con i # j, se cumple que los vértices de i al j, en el orden creciente de
indices, estdn de un solo lado y los vértices de j a i, en el orden creciente

de indices, estan del otro lado.

Sea el poligono P = PP, --- P, para el cual se cumplen las hipdtesis
del teorema, entonces, sea la recta ?P] para i y j tomados arbitrariamente
con i < j. En parte de esta demostracion se usarad el método de contradic-
cién. Supdéngase que los vértices P11, Piy2, ... , Pj_1 han estdn a ambos
lados de (]3;5;-, esto implica que, por el teorema 2 de este apéndice, hay tan-
to vértices orientados a la izquierda como a la derecha, lo cual contradice
la hipétesis de que todos los vértices estan orientados en el mismo sentido,
podemos aplicar la misma demostracion para los vértices Py(ji1), Ps(j12),

-y Pyi—1). Por otro lado, supéngase que P tiene todos sus vértices orien-
tados a la izquierda, entonces, la poligonal P;1FP;y9---Pj_1 debe estar a
la derecha de I<TP; pues de lo contrario si estd a la izquierda, tiene vértices
orientados a la derecha lo cual seria una contradiccién, de la misma manera
se puede demostrar que la poligonal Py 1)Ps(j42) -+ - Psi—1) estd la derecha

—>
de P;P; con lo cual el teorema queda demostrado.

Este teorema implica de manera inmediata que el poligono en cuestién

debe ser convexo lo cual se expresa en el siguiente corolario.

Corolario 2. Si todos los vértices de un poligono estan orientados en un

mismo sentido, entonces, el poligono es convexo.

Definicion 2. Si todos los vértices de un poligono P estan orientados a la

izquierda, se dice que el poligono P estd orientado a la izquierda.

<>
Teorema 8. Sea P = P,P;--- P, un poligono convero, sea la recta P,B,
donde B estd en P,P;, entonces, se tiene de un lado de P,B el poligono

convexro BP\ Py --- P, y del otro lado el vértice P,.
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Figura B.4:

Supéngase que el poligono P esta orientado a la izquierda. Se tiene por
el teorema 4 de este apéndice que P, ..., P,,_1 estan de un mismo lado con
respecto a P P, luego, al estar B entre P, y P, implica que B esta del

. e , .
mismo lado que P, respecto a P P, (figura . Como P estd orientado a

la izquierda; P, P,P; estd orientado a la izquierda en este orden de indices.

Luego, P, P, tendra P, a la izquierda y por tanto P, ... , P,_1 a la derecha.
Sea C' en P, P, de tal forma que P, esté entre C'y P,, ademas Py, ... , P,,_1

estan a la derecha con respecto a P, P,, entonces, de la definicién de interior
de angulo, los vértices Ps, ... , P,_1 estan en /P P,C. Por otro lado los
angulos Z/CP, P, y ZP, P, P, estan en lados opuestos con respecto ﬁ Al
estar B entre P, y P,; B esta en en el interior de /P, P, P;, esto implica por
el teorema 4 apéndice C, que P; esta en el interior del &ngulo ZBP,,C, esto es

/BP,C contiene al angulo Z P, P,,C'y, entonces, a los vértices P1Ps -+ Pp,_1.

Por lo anterior al estar P, en lado opuesto a P; respecto a 1<TB> y estar
P,Ps--- P, 1 en el mismo lado que P;; al tener que P, estd en la recta
6’?’2, de tal forma que P, esté entre C' y P,, implica, que no es posible
tener vértices de BP\ P, --- P, del mismo lado que P, con respecto ]<TB

Ademés, por la convexidad de P para cualquier lado P; P41 de la poligonal
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BP\P;--- P, se cumple que los vértices (excepto P; y Pj;+1) estan de un
R Se—
mismo lado con respecto a P;Pj;1. Entonces, BP P --- P, es un poligono

convexo.

Teorema 9. Una recta ¢ que cruza a un poligono convexo P = Py Py--- P,
en dos puntos, lo divide en dos poligonos convexos en lados opuestos a la

recta.

Para este teorema se usara la funcién s (definicién 3 del capitulo 3).
Este problema se resuelve en tres casos: a) Que la recta pase por 2 vértices,
b) que pase por un vértice y el interior de un lado, ¢) que pase por el interior
de dos lados.

1. Supéngase que ¢ pasa por los vértices P; y P, entonces, fuera de
estos vértices, se tienen dos secuencias de vértices: Pyjy1), Py(j12), -
s Pyk—1) ¥, por otro lado Py 1), Pyryoy, - 5 Ps(j—1), asi, si se aplica
el teorema 2 quitando sucesivamente los vértices Py(jy1), Py(jy2), -
y Psx—1) a PrP2--- Py, quedard el poligono convexo Py Py 1)+ Pj.
Si hacemos el mismo proceso sobre P, pero con los vértices Pyy1),
Pyky2)s - s Ps(j—1) quedara el poligono convexo Pj Py 1)+ Pk, con

lo cual queda demostrado el teorema para este inciso.

2. Si{ pasa por el Vértice P; y el punto X € m, entonces, fuera de
P; y X, se tienen dos secuencias de vértices: Py(jy1), Ps(j42)s - Pr—1
y, por otro lado P41y, Pri2)s - 5 Ps(j—1)- Si se aplica el teorema
2 para quitar los vértices Py(jy1), Ps(j42)s - Ps@—1) @ PrP2--- Py,
quedard el poligono convexo PPy 1) - Pj. Si se aplica el teore-
ma 6 a la recta P?( para quitar el vértice Pk, quedara el poligono
X Py(k41)Ps(rs2) - - - Pj. De forma similar se pueden quitar los vértices
Pyky1)s Ps(kt2)s - » Ps(j—1) aplicando estos dos teoremas y dejando el
poligono convexo PjPyy1) -+ PpX, con lo cual queda demostrado el

teorema para este inciso.
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P+

Figura B.5:

3. Por ultimo, si £ pasa por X e Y de tal forma que X € m eY €
PjT(j—&-l)a entonces, fuera de estos puntos, se tienen dos secuencias de
vértices: Pyji1), Ps(j42)s -+ s Ps@—1)s Pr ¥, ademds Pyi1), Pspt2),

s Pyj—1), Pj (figura . Luego, Si se aplica el teorema 2 para
quitar los vértices Py oy, Py(j13); - Ps—1) & P1Py -+ Py, quedara el
poligono convexo Py Pyy1) - PjPyjq1), si se aplica el teorema 6 a
la recta Tjk_l_} se puede quitar el vértice Py(;11) y quedara el poligono
convexo PPygy1)--- P;Y, ahora si se aplica este mismo teorema a
la recta )(ﬁ}, se quita el vértice Py y quedard X P qy--- P;Y. De
forma similar se pueden quitar los vértices Pygq1), Pyq2), - 5 F5 ¥
quedard el poligono Y Py 1) - P X que es convexo. Con esto queda

demostrado el teorema.

Teorema 10. Sea el poligono P = P Ps--- P, convexo y orientado a la
1zquierda; sea la recta Xy que hace interseccion en dos puntos, X e Y, con
el poligono P, tal que, X € PiPyi11) yY € PjPyji1) y los vértices Pyjy1),
Pyjy2), ..., Pi estan en el semiplano, entonces, la interseccion de XY y P
es XPyj11)Pjyo - BY

Se tiene que
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PuU Int(P) =PPRNPPRN---NP,_1P,NP,P~

luego, como la recta W corta a P en X e Y, entonces, por el teorema 9 del
apéndice B, de un lado queda el poligono X Py(; ;1) Py(i2) - - P;Y y del otro
el poligono Y Py 1)Pys(j42) - - P X, como el semiplano XY estéd del lado de

Y Py(j41)Ps(j12) - - - PiX este poligono es la interseccion.

Teorema 11. La interseccion de un poligono convexo P con otro poligono

convexo @ es también un poligono convero R.

Es facil demostrar esto, aplicando el teorema 10 de este apéndice al
hacer la interseccion de la cerradura de cada semiplano que forma P con
el poligono @, por lo tanto, al final del proceso obtendremos el poligono
convexo R que buscidbamos:

R=[PUInt(P)N[QUInt(Q)] = PPN PPN---NP,_1P,NP,P N
Q12N Q1Q2N N Qn-1Qn N Q@1

B.3. Teoremas de poligonos simples

Teorema 12. Sean las poligonales simples Py, P, ... , P,, en un plano, sea
£ una recta que no tiene intersecciones con ninguna de las poligonales de tal
forma que todas las poligonales estdn de un mismo lado respecto a £. Sea A
un punto en £. Entonces, existe un vértice B, de una poligonal P;, tal que

AB no tiene intersecciones con ninguna poligonal excepto en B.

Sea C' un punto en £ tal que C' # A. Témese la coleccién de angulos
ZCAD tal que D es un vértice de la poligonal Py, toméndose D y Pk arbi-
trariamente (ﬁgura. Sea CAFE el mayor de los dngulos de esta coleccién

y sean QQ1, Qo, ... , Qn los vértices de las poligonales que estan en la recta

—>
AFE. De los segmentos AQ1, AQs, ... , AQ, témese el menor, supéngase que

es AQ);, entonces, @); es el vértice buscado.

Teorema 13. Sea el poligono simple P = Py P, - - - P, entonces, al menos ex-

iste una par de lados adyacentes Pj P11y y Ps(j11)Ps(j12) que para cualquiera
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Figura B.6:

de ellos el lado que da al interior del poligono estd del lado en que se en-

cuentra el interior del tridngulo formado por PjPy(ji1)Py(j12)-

Toémese una terna de vértices Pj, Pyji1) y Ps(jy2), si el poligono es
convexo la demostracién es inmediata tomando los vértices de P en su
orientacion izquierda. Supdngase, ahora, que para la terna dada, el lado
que da al interior del poligono no es el mismo donde estd el interior del
tridngulo P;j Py(;11)Ps(j42), dicho de otra forma el lado que da al exterior del
poligono es el mismo en donde esta el interior del tridangulo P; Py 1) Ps(j12)-
Supéngase, entonces, que el tridngulo Pj Py 1)Pyj42) esta orientado a la
izquierda (si no simplemente se toman los indices a la inversa). Como es
imposible que todos los vértices estén orientados a la izquierda, pues esto
implicaria que el poligono fuera convexo, supéngase que a partir del anterior
vértice hay m < n vértices orientados a la izquierda (incluyendo el vértice
de la terna P;jPyj11)Ps(j+2)) entonces la terna que sigue a esta sucesion de
ternas mencionada debe estar orientada al contrario y, por tanto, con su

interior dando a la derecha esto es hacia el interior del poligono.

Teorema 14. De un poligono simple P = PPy --- P, siempre se puede
cortar un tridngulo cuyos vértices sean tres vértices consecutivos del poligono

P, esto es, que el interior del triangulo esté en el interior del poligono.
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El teorema se cumple de manera trivial para 3 lados. Suponiéndose que
se cumple para m lados, hay que demostrar que se cumple para poligonos
de m + 1 lados. Suponiéndose este caso, por el teorema 9 siempre se puede
encontrar al menos una terna de vértices Pj, Py(jy1) y Py(j42) de tal manera
que tanto P]T(JH) como m tienen de un mismo lado el interior

de Py el interior del tridngulo P; Py 1)Ps(j42)-

Si no hay vértices de P en P;Pyj11)Ps(jr2) (excepto Pj, Pyjp1), ¥
Py(j12)), entonces, termina la demostracién. Si no se cumple la anterior
condicion, entonces, los vértices que estdn en P; Py y1)Ps(j12) forman una
coleccién de poligonales que siguiendo el orden de vértices de P, sean estas
Py, Py, ..., P,. Por el teorema 12 de este apéndice: para el vértice Py(j11) en

% . 7/ . .
la recta P; Py 1), existe un vértice B en alguna de las poligonales tal que
% . . . . .
Pyj4+1)B no tiene intersecciones con ninguna poligonal esto es con P. Esto
permite descomponer a P, mediante un segmento que pasa por el interior
de este poligono, en dos poligonos P; y P> que tienen m o menos lados, con

lo cual el teorema queda demostrado.



Apéndice C

Definiciones y teoremas

varios.

C.1. Definiciones y teoremas de paralelogramos.

. e > >
Definicion 1. Sean [y, ls dos paralelas y I3, l4 otro par de paralelas de
— — — —
tal forma que l; no es paralela con I3 nicon Iy y lo no es paralela con I3
<>
ni con Iy ; entonces, el conjunto de intersecciones son 4 puntos que forman

un poligono de nombre paralelogramo.

Teorema 1. Sea el poligono ABCD, si AB = CD y DA = BC, entonces,
ABCD es un paralelogramo.

Tracese la diagonal AC, entonces, los tridngulos ABC' y AC'D son con-
gruentes pues AB = CD, DA = BC y AC = AC. De lo anterior ZBAC
~ JACD y ZACB = ZCAD lo cual implica que AB || CD y BC || DA

respectivamente, por lo tanto, ABC'D es un paralelogramo.

Teorema 2. Sean los segmentos AB y CD de tal forma que AB = CD vy
AB || CD, entonces, ABCD es un paralelogramo.

Tracese la diagonal AC, entonces, ZBAC = ZACD por ser dngulos

. — —— .,
alternos internos entre las paralelas AB y C'D. Luego, los tridangulos ABC

101
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y AC'D son congruentes pues AB = C'D por hipétesis y por que AC = AC.
De aqui que AD = BC y por lo tanto, ABCD es paralelogramo.

Definiciéon 2. Aquel paralelogramo que tenga todos sus dngulos rectos es

un rectangulo.

Teorema 3. Si un paralelogramo ABC D tiene al menos un dngulo recto es

un rectangulo.

Sean los angulos interiores . y 3 de los vértices A y B respectivamente, y
sea -y el dngulo exterior en B adyacente a b. De las hipétesis, a es recto, luego,
«a 'y -y son congruentes por ser angulos correspondientes. De la definicién de
angulo recto (definicién 15 del apéndice A) 3 y 7 son congruentes, entonces,
a 'y (3 son congruentes. De forma semejante se puede demostrar que C'y D

son rectos, por lo tanto, ABC'D es un rectangulo

C.2. Teoremas varios.

Teorema 4. Sea la recta AD con los puntos B y C' en un mismo lado de
ella y sea el punto O en AD. Si B estd en el interior del dngulo ZAOC,

entonces, C estd en el interior del dngulo ZBOD.

Supdngase que C'y B estan a la izquierda de OA, y por tanto, a la
derecha de OD (figura [C.2)). Como B est4 en el interior de ZAOC y a la
izquierda de OA, entonces, B esta a la derecha de OC, lo que implica que,
(' esta a la izquierda de OB. Finalmente, como C' esté a la derecha de OD,

entonces, C' estd en el interior de ZBOD.

—
Teorema 5. Sean 4 puntos A, B, C y D; de tal forma que la recta AB es
. = — —
perpendicular a AD, con ZABC menor que un recto, entonces, AD y BC

se intersecan del mismo lado que C respecto a AB.

— — .
Supoéngase que AD y BC no se intersecan, entonces, AD y BC son
paralelas luego una de dos o ZABC es recto o ZBAD no es recto, luego,

cualquiera de estas dos preposiciones contradice las hipdtesis.
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D 0 A

Finalmente si AB y CD se cruzan en el punto E en el lado contrario
a C respecto a AB, se tiene que el angulo ZABC' es exterior al tridngulo
ABFE en B. Como /BAE es recto, entonces, es mayor al dngulo exterior
ABC lo cual contradice el teorema 22 del apéndice A (teorema del angulo

. —> < . .
exterior). Por lo tanto AD y BC' se intersecan de mismo lado que C' (figura

).
B\ A

C.3. Definiciones y teoremas de transformaciones.

Definicién 3. Si A y B son dos conjuntos (no necesariamente distintos),
entonces, un mapeo del conjunto A al B es una correspondencia que relaciona
con cada elemento a en A un elemento tnico b en B. Se escribe a — by
se llama a b la imagen o mapa de a en el mapeo, y se dice que el elemento

a se ha transportado (o mapeado en) el elemento b por el mapeo. Si cada
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elemento de B es la imagen de un elemento de A, entonces, se dice que el

conjunto A se ha mapeado sobre el conjunto B.

Definicién 4. Un mapeo de un conjunto A sobre otro B en el que los
elementos distintos de A tienen imagenes distintas en B se llama una trans-

formacién (o mapeo biunivoco) de A sobre B.

Definicion 5. Si, en la definicién anterior, A y B son el mismo conjunto,
entonces el mapeo es una transformacién de un conjunto A sobre si mismo.
En este caso, puede haber un elemento de A que corresponda a si mismo,

dicho elemento se llama elemento invariante de la transformacion.

Definicion 6. Una transformacién de un conjunto A sobre si mismo en la
que cada elemento sea invariable se llama transformacién de identidad en

A, y se representard por I cuando no haya ambigiiedad.

Definicién 7. Sean los puntos A, B, C'y D en la recta £. Se dice que A
estd de un lado respecto a B como C esta del mismo lado respecto a D si
BA c DC o DC C BA.

En adelante S denotara el conjunto de puntos del plano.

Definicién 8. Sea AB un segmento rectilineo dirigido del plano. El punto
P’ = Ty5(P) se llama traslacién del punto P en el vector AB y es aquel
punto que cumple lo siguiente:

a) Si P no esta en la recta AB , ABP'P es un paralelogramo.

b) Si P estd en la recta A<_>B, PP’ es congruente a AB y P’ est4 a un

lado respecto a P, como B estd del mismo lado respecto al punto A.
Teorema 6. El punto P’ de la definicién anterior es tnico.

De la definicién para el caso a) se tiene que P es tnico por el teorema
29 del apéndice A; para el caso b) se tiene que del axioma III-1 del apéndice

A, que P’ es tnico.
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Definicién 9. Sea AB un segmento rectilineo dirigido del plano. Por traslacién
Tz7 se quiere decir la transformacién de S sobre si mismo que transporta
cada punto P del plano al punto P’ = Ty5(P). El segmento dirigido AB se

llama vector de la traslacién.

Definicién 10. Se define la traslacién de un segmento C'D en el vector AB
(simbolizada por Ty5(CD)) como el segmento C'D’ donde C" = T45(C) y
D' = Ty5(D).

Teorema 7. Sea CD un segmento, y Tig la traslacién definida por el
segmento dirigido AB; entonces, Ty5(CD) = CD.

Sean C' = T45(C) y D' = Ty5(D), luego CC" =2 AB y DD’ = AB de
la definicién de traslacién para puntos. De esta misma definicién w I AB
y DD | AB. Por transitividad CC' = DD/ y CC" || DD’, lo que implica
que, CDD'C" es un paralelogramo, por lo tanto CD = C'D’.

Definicion 11. Se define la traslacién de un poligono Py P --- P, con vec-
tor de traslacién AB (simbolizada por Ty5(P1Ps - - P,)) como el poligono
P|P;---P) donde P| = Ty5(P1), Py = Ty5(Ps), ... , Py = Typ(Pn).

Teorema 8. Sea CDE un tridangulo, y T4z la traslacion definida por el
segmento dirigido AB, entonces, Ty5(CDE) = CDE.

Sea €' = Ty5(C), D' = T45(D) y E' = Ty5(E’). Por el teorema 7 de
esta seccién se tiene que C’D’ = CD, D'E’ = DE y E'C' = EC, luego,
C'D'E' =2 CDE que es lo que se queria demostrar.

Teorema 9. Sea el poligono P\ P --- P, y Ty la traslacién definida por el
segmento dirigido AB, entonces, Tig(PiPy---Py) =2 PPy Py

Sea C'D un lado arbitrario del poligono, entonces, por teorema 7 se
cumple que T55(CD) = CD, por lo cual, en cualquier poligono todo lado
es congruente con su traslacion. Toémese ahora un angulo interior /EFG

del poligono y sea E' = Ty5(E), F' = T45(F) y G' = T45(G), entonces,
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del teorema 8 de esta seccién, EFG = E'F'G’. De aqui es ficil ver que
/EFG = /E'F'G’, dicho de otra forma, en cualquier poligono todo dngulo
interior es congruente con su traslacién, por lo tanto, de la definiciéon de
figura congruente (definicién 21 del apéndice A):

Tip(PLPy--- Py) = PPy P,
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