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Introduccion.

“En esta vida hay dos cosas interesantes:
Investigar matematicas y ensefiar matematicas”

Poisson.

El presente trabajo tiene como propoésito ofrecer a los estudiantes mas y
mejores oportunidades de visualizacion sobre conceptos geométricos relativos a las
conicas y de esta forma, observar la evolucion cognitiva en ellos.

Este trabajo se llevd a cabo con cinco estudiantes de la Escuela Normal
Superior de México de la Licenciatura en Educacion Secundaria Especialidad en
Matematicas, que en ese momento cursaban el tercer semestre. Se utilizo el
laboratorio de computo de la Escuela Superior de Fisica y Matematicas del Instituto
Politécnico Nacional.

Las actividades presentadas en el siguiente trabajo, estdn estructuradas
tomando en cuenta el modelo de Van Hiele. Aprovechando el hecho de que hoy en
dia es mas viable el uso de la tecnologia, hemos utilizado el software Geogebra
disefiado por Markus Hohenwarter, en el desarrollo de actividades como herramienta
didactica.

El software, permite a los estudiantes una mejor visualizacion de los lugares
geométricos y al mismo tiempo determinar propiedades implicitas en la construccién
de estos.

Los temas que se estudiaron en las actividades presentadas, son los lugares
geométricos de la parabola, elipse e hipérbola. Las construcciones realizadas de
estas conicas se hicieron determinando puntos que pertenecen a ellas (construccion
por puntos); es decir, son realizadas como si se estuviera trabajando con regla y
compas. Con la diferencia, claro, de que se puede manipular la construccién, es
decir, mover los puntos libres que nos permiten conocer mejor el comportamiento de
los trazos y asi, determinar las propiedades de estos. Llamaremos por puntos libres
a aguellos de los que depende la construccion.

En este caso los estudiantes involucrados, en base a las observaciones
realizadas en este software generalizaron propiedades de los lugares geométricos
gue a su vez les permitieron profundizar en el contenido cientifico de estos.

Se ha mencionado anteriormente la utilizacion del modelo de Van Hiele en la
estructuracion de las actividades desarrolladas, ¢ Pero, de que trata dicho modelo?
Esté consiste, por un lado en ubicar a los estudiantes en un nivel de razonamiento y
por otro en ayudar a los alumnos a pasar con mayor facilidad de un nivel a otro.

Los niveles de razonamiento geométrico que considera Van Hiele son:
Visualizacién, Andlisis, Deduccion Informal, Deduccion Formal y Rigor. Para llevar a
cabo el paso de un nivel a otro propone cinco fases ciclicas, las cuales le permiten al



docente organizar sus clases y con ellas ayudar a los estudiantes en su
aprendizaje.

Las fases son: Informacion, Orientacion Dirigida, Explicitacion, Orientacion
Libre e Integracion. En el desarrollo de las actividades nos referiremos a ellas como
fase 1,..., fase 5 respectivamente. De la misma forma se clasifican los niveles: el
nivel O corresponde al de Visualizacion, asi sucesivamente, hasta llegar al nivel 4 el
cual corresponde al de Rigor.

En el Marco Teorico se presenta una descripcion detallada del los niveles de
razonamiento geométrico y fases de dicho modelo. Cabe mencionar, que para poder
pasar al siguiente nivel se tendra que tener un manejé adecuado del anterior, y el
paso de un nivel a otro dependera de los conocimientos adquiridos del estudiante.

Existen diferentes formas que se pueden utilizar para realizar una evaluacion
cualitativa de los estudiantes, las cuales son: Escala de actitudes, Historia vy
experiencia de vida, Tabla de especificaciones, V heuristica de Gowin, informe
KPSI, Rubrica, Lista de cotejo, Matriz de resultados, Bitacora COL, portafolios, entre
otras (Flores: pag.47).

En esta ocasién se utiliz6 la lista de cotejo como herramienta para la
evaluacion cualitativa de los estudiantes, estas listas se pueden observar
detenidamente en las tablas de evaluacién 1,2 y 3, las cuales permiten observar en
un inicio los conocimientos previos de los alumnos y al finalizar poder observar el
avance de los estudiantes durante la actividad. Estas lista contiene los elementos
relevantes de la actividad, fomentando en los estudiantes un aprendizaje conceptual,
actitudinal y procedimental.

Finalmente ¢ Cudles fueron las ventajas y desventajas? Entre las ventajas que
se obtuvieron; al observar la construccion, es decir, la dependencia de los
elementos, se reafirman los conceptos involucrados e incluso se determinan
propiedades de los lugares geométricos. Sin embargo, entre las desventajas mas
comunes estd; el tener plena confianza en los resultados que arroja el programa,
pues, si al realizar las construcciones correspondientes y al mover los puntos libres,
estas sufren cambios inadecuados, se pueden producir errores en el razonamiento
geométrico y generar “lagunas” en el aprendizaje.



Problematica.

Como sabemos el modelo de Van Hiele nos ayuda a explicar como es que el
razonamiento geomeétrico evoluciona en el ser humano. Y al mismo tiempo propone
al docente como puede apoyar al alumno en pasar de un nivel a otro con mayor
facilidad por medio de las diferentes fases de dicho modelo, las cuales se
mencionaran al ser analizado durante el marco tedrico.

Debido a la falta de visualizacibn geométrica que presentan los alumnos en
los diferentes niveles educativos. El presente trabajo se centrara en el ambito
educativo, enfocandonos en estudiantes que cursan el segundo afio de la
Licenciatura en Educacion Secundaria con Especialidad en Matematicas.

Objetivo.

Por medio de las estrategias didacticas empleadas en las actividades
basadas en el modelo de Van Hiele y apoyandonos en el software Geogebra,
identificar el avance en el razonamiento geométrico de los estudiantes.

Hipotesis.

El razonamiento geométrico del estudiante se incrementa por medio de las
estrategias didacticas, utilizando el software Geogebra, con respecto al modelo de
Van Hiele.



Marco Tedrico.

A lo largo de la historia la humanidad ha sufrido cambios importantes sociales,
cientificos, tecnoldgicos entre otros, los que han permitido la evolucién de
herramientas tecnolégicas en el avance cientifico y tecnologico de la sociedad. El
desarrollo de las geometrias en la investigacion sigue siendo de gran importancia en
la matematica del siglo XXI, siendo uno de los impulsores Euclides considerado uno
de los pilares de la geometria.

La palabra “geometria” oculta una diversidad de apartados de interés
matematico, entre ellos: transformaciones geométricas, geometria algebraica,
sistemas dinamicos, geometria fractal, etc., de una gran lista que se encuentra
ligada con la geometria segun Joseph Malkevitch, que se dio a la tarea de revisar los
diferentes apartados y su relacion con la geometria.

¢Pero en donde podemos utilizar la geometria?, esta pregunta es cada vez
mas sencilla de responder, pues, las aplicaciones “geométricas” son mas amplias en
el transcurrir del tiempo. Por ejemplo: Aplicaciones a la modelizacion matematica del
mundo fisico, estructuras en ingenieria y arquitectura, visualizacion de datos
estadisticos, etc.

El presente trabajo estudia el razonamiento geométrico de los alumnos del
nivel superior apoyandonos con el modelo de Van Hiele, considerando que en la
actualidad el acceso a la tecnologia es cada vez mas viable para el aprendizaje; asi
la utilizacién del software educativo abre un amplio panorama de oportunidades
tanto para la vida laboral como estudiantil.

Asi pues, la extensa gama de aplicaciones de la geometria es de gran interés
en la geometria analitica clasica al fomentar un conocimiento geométrico, que
permite a los alumnos enfrentarse desde otros puntos de vista a los diferentes
apartados ligados a la geometria, encaminados a la gran diversificacion de lugares
en donde pueden ser empleados de manera significativa.

Por lo tanto, el software desarrollado ha permitido alcanzar niveles de
visualizacion que sin ayuda de estos seria dificil de esperar, como es el caso del
software Geogebra y Cabri-Géometre. Sin embargo, al igual que las construcciones
realizadas con regla y compas, el software permite realizar las construcciones
dindmicas con la misma analogia, es claro que es necesario conocer las definiciones
previas de los conceptos geométricos involucrados en las construcciones, para
desenvolverse con mayor facilidad.

Podemos entender que visualizacion es el proceso por el cual, dado un
concepto, se puede dar una forma mental o fisica del concepto, pues, los simbolos
visuales juegan un papel importante por la estrecha relaciébn que tienen con los
objetos y conceptos que designan. La geometria se considera como un método que
puede visualizar formas y figuras, visualizar conceptos o procesos sistematicos, etc.
(Fortuny: pag. 25).

El modelo de Van Hiele esta conformado por cinco niveles de razonamiento
geométrico, que describen las caracteristicas del proceso de pensamiento. Cada



nivel esta estructurado por cinco fases que le permiten al profesor organizar sus
clases para poder ayudar a los estudiantes a pasar de un nivel a otro con mayor
facilidad. Dichos niveles no estan asociados con la edad, ademas, solo alcanzando
un nivel se puede pasar al siguiente y su mayor o menor dominio de la geometria,
influira en que tan rapido avancen al siguiente nivel.

Los autores de este modelo son Pierre M. Van Hiele y su esposa Dina Van
Hiele — Goldof que en los afios 50 eran profesores de geometria de ensefianza
secundaria en Holanda. (Angel Gutiérrez: pag. 125)

A partir de sus experiencias docentes y de las dificultades de comprensiéon
gque observaban en sus alumnos elaboraron este modelo que explica, por una parte
como se produce la evolucién del razonamiento geométrico de los estudiantes y, por
otra parte como puede el profesor ayudar a sus alumnos para mejorar la calidad de
su razonamiento, los niveles de razonamiento son visualizacién, analisis, deduccion
informal, deduccion formal y rigor.

Van Hiele afirma que el paso a través de ellos depende de la instruccién
recibida que de la edad o madurez fisioldgica, de acuerdo con esto propone cinco
fases de aprendizaje, con el fin de ayudar a los estudiantes a pasar de un nivel a
otro. (Amelia Rodriguez: pag. 3)

Este modelo considera que la geometria juega un papel importante dentro de
las mismas matematicas, ademas de reconocer que la geometria permite las
interpretaciones geométricas de diferentes conceptos matematicos para
comprenderlos y asimilarlos mejor.

El trabajo de Pierre M. Van Hiele y de su esposa Dina Van Hiele — Goldof, se
basé en cinco niveles de razonamiento, los cuales describimos a continuacion:

Nivel 0 (Visualizacién).- En este nivel el estudiante identifica, nombra,
compara y opera sobre figuras geométricas basandose en su experiencia, (por
ejemplo, tridngulos, rectangulos, circulos, etc.) de acuerdo con su apariencia global,
pero las propiedades de las figuras no las distinguen.

Nivel 1 (Analisis).- El estudiante se da cuenta de las propiedades de las
figuras geométricas en términos de sus componentes y descubre propiedades y
reglas de una clase de figuras empiricamente, mediante una variedad de actividades
(por ejemplo, observando, doblando, midiendo, usando diagramas, etc.) ninguna de
estas propiedades implican cualquier otra porque cada una se percibe de manera
diferente.

Nivel 2 (Deduccion informal).- Un estudiante en este nivel interrelaciona
l6gicamente propiedades y reglas descubiertas previamente, dando o siguiendo
argumentos informales. Las caracteristicas de las figuras geométricas estan
organizadas y se perciben de forma estructurada.

Nivel 3 (Deduccién formal).- Aqui el estudiante demuestra teoremas
deductivamente, de una manera formal usando axiomas y teoremas antes
demostrados, establece interrelaciones entre redes de teoremas. Acepta la



posibilidad de llegar al mismo resultado desde distintas premisas (definiciones
equivalentes, etc.).

Nivel 4 (Rigor).- El estudiante establece teoremas en diferentes sistemas
axiomaticos, tiene la capacidad para manejar, analizar y comparar diferentes
geometrias.

Debemos tomar en cuenta que en estos niveles existe una jerarquizacion,
pues tienen un orden que no podemos saltar, ademas son recursivos, es decir, lo
gue es implicito en un nivel se convierte explicito en el siguiente nivel.

Es conveniente mencionar que el estudiante no puede pasar de un nivel a
otro sin antes manejar correctamente el nivel en el que se encuentra, para que esto
suceda Van Hiele, propone fases ciclicas que le ayudaran al estudiante, estas fases
constituyen un esquema para organizar su ensefianza. Su caracter ciclico viene
dado por el hecho de que cuando los estudiantes, tras recorrer las cinco fases,
consiguen alcanzar un nivel de razonamiento superior al que tenian, deben iniciar un
nuevo recorrido por las cinco fases para conseguir llegar al nivel superior actual.

Las fases son las mismas para todos los niveles, los contenidos matematicos,
el lenguaje empleado y la forma de resolver problemas son diferentes para cada
nivel.

Las fases del modelo de Van Hiele son las siguientes:

Fase 1 (Informacion).- El maestro y los alumnos conversan y desarrollan
actividades en relacién a los objetos de estudio para el presente nivel. La finalidad
es que el maestro se dé cuenta de los conocimientos previos de los estudiantes
acerca del tema a tratar y ademas estas actividades permiten que los estudiantes se
den cuenta del nuevo estudio que haran.

Fase 2 (Orientacion dirigida).- Los estudiantes exploran el campo de
investigacion por medio de materiales que el maestro hace cuidadosamente
secuenciados. Este material suele estar formado por bloques de actividades
dirigidos al descubrimiento y aprendizaje de los conceptos y propiedades
fundamentales del area de estudio.

Fase 3 (Explicitacion).- Construyendo sobre sus experiencias previas, los
estudiantes expresan e intercambian sus ideas acerca de las estructuras que han
sido observadas. Fuera de ayudar a los estudiantes en el uso preciso y apropiado
del lenguaje, el profesor sélo interviene cuando es necesario. Es durante esta fase
cuando el sistema de relaciones del nivel empieza a manifestarse.

Fase 4 (Orientacion libre).- En esta fase, el estudiante debe de afianzar y
completar sus conocimientos. Esto se consigue mediante la asignacion de tareas por
parte del profesor que pueda desarrollar de diversas formas o que puedan llevar a
diferentes soluciones. Asi, los estudiantes adquieren experiencia al resolver las
tareas usando sus propios caminos.



Fase 5 (Integracion).- En esta fase el profesor debe tratar de resumir en un
todo el campo que han explorado los estudiantes y lograr que integren lo que
acaban de aprender en la red de conocimientos relacionados con este campo.

Al final de la quinta fase, los estudiantes han alcanzado un nuevo nivel de
pensamiento. El nuevo dominio del pensamiento remplaza el viejo, y los estudiantes
estan listos para repetir las fases de aprendizaje para el proximo nivel.

Desarrollando el pensamiento visual, no sélo se abren nuevos horizontes a la
forma de ensefiar Geometria, sino que se facilitan nuevas maneras de descubrir e
investigar.

Una de las formas que se utilizan para observar la evaluacion del
conocimiento como “proceso” de los estudiantes, es la elaboraciéon de una lista de
cotejo, la cual nos permite organizar la informacion y resultados que arrojan los
estudiantes, capturando en ella los conceptos y elementos relevantes en el
desarrollo de la actividad que se quieren verificar.

Esta tabla (1, 2 y 3) nos permite cotejar el desempefio de los estudiantes con
el desarrollo esperado de la actividad. La evaluacion nos permite conocer en un
principio, cuales son los conocimientos con los que se enfrenta el alumno a la
actividad y por otro lado, al finalizar poder observar los avances que presentaron los
estudiantes. Esta evaluacion es de tipo cualitativa, sin embargo, se puede llegar a
cuantificar.

¢Pero que es una evaluacion cualitativa? Es aquella que nos permite
involucranos en el pensamiento del estudiante, realizando a su vez un analisis
interpretativo de los resultados obtenidos, procurando capturar las experiencias de
los propios estudiantes.

Los aprendizajes de los estudiantes son diversos y los podemos clasificar en
sus diferentes ambitos como: actitudinal, procedimental y conceptual (Diaz, Rojas).
Donde el aprendizaje actitudinal consiste en la adquisicion de actitudes por parte del
alumno en su proceso de ensefianza — aprendizaje, es decir, el saber ser.

El aprendizaje procedimental, es decir, el saber hacer o saber procedimental
se define como la ejecucion de procedimientos, estrategias, técnicas, habilidades,
destrezas, etc. Es decir, como un conjunto de acciones ordenadas y orientadas a un
objetivo comun, el llevar al estudiante a dominar dicho aprendizaje. El aprendizaje
conceptual o el saber qué, se construye a partir del aprendizaje de conceptos,
principios y explicaciones, abstrayendo de estos su significado esencial.

Estos aprendizajes son los que se involucran en la evaluacion de los
estudiantes, y se seflalaran en las tablas 1, 2y 3.



Metodologia.

Las actividades presentadas en esté trabajo utilizaron como herramienta de
estudio el software Geogebra, con la finalidad de permitir a los estudiantes obtener
una mejor visualizacion de los lugares geométricos que se estudiaron en el
transcurso de las sesiones, apoyandose en el modelo de Van Hiele para la
organizaciéon de las mismas.

El desarrollo de las actividades se llevd acab6 en la Escuela Superior de
Fisica y Mateméticas del Instituto Politécnico Nacional ubicado en la Unidad Adolfo
Lépez Mateos, se hizo uso de la sala siglo XXI (computadoras y proyector) en el
horario de 16:30 a 18:00.

Antes de ingresar al laboratorio de computo se realizé una breve explicacion
del contenido, con el propdésito de introducir al estudiante en el tema de estudio. Esto
se realiz6 con la técnica “lluvia de ideas” incorporando asi a los estudiantes a las
actividades.

Al iniciar cada tema se aplic6 un examen diagnostico, que nos permitié
conocer el nivel geométrico de los estudiantes, para después comparar los
resultados con los obtenidos al finalizar las actividades.

Se realizaron diez sesiones en el periodo del 4 de Septiembre al 4 de Octubre
de 2007, los dias martes y jueves, con cinco estudiantes que cursan el segundo
grado de la Licenciatura en Educacion Secundaria Especialidad en Matematicas. Se
ingreso al laboratorio de computo en so6lo ocho ocasiones.

En el momento que se aplicaron las actividades los estudiantes no habian
cursado durante la licenciatura materias cuyo contenido cientifico fuera de
matematicas, pues, son cursos que estudiaran en semestres posteriores. Es decir,
s6lo contaban con los conocimientos adquiridos durante el bachillerato hace
aproximadamente cuatro afios.

La muestra que se considero fue tomada con estudiantes voluntarios, por lo
tanto, es una muestra no probabilistica. Lo cual implica que los resultados obtenidos
tienen un valor limitado y relativo a la muestra en si, mas no a la poblacion. Sin
embargo, esto no quiere decir que no se pueda llevar acabo en una poblacion.

Ninguno de los estudiantes conocia el software, ni habian manejado otro
semejante anteriormente, por lo cual se dedicé la primera sesién de cémputo para
ensefiarles a manejar el programa con la construccion del lugar geométrico del
cardioide. En esta construccion, se utilizan la mayoria de los comandos que son
necesarios conocer y manejar adecuadamente en el transcurso de las actividades.

A continuacién se muestra en la figura 1 la interfase del software Geogebra, la
cual esta compuesta de diversos componentes como son: Barra de titulo, barra de
menuds, barra de herramientas, zona grafica, campo de entrada y ventana
algebraica.
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La barra de menus, nos permite crear nuevos archivos, guardar, imprimir la
zona grafica, etc. La barra de herramientas contiene los comandos que son de gran
utilidad para realizar las construcciones geométricas. Al dar clic sobre alguno de los
comandos estos desplegaran mas comandos relacionados a este como se muestra
en la figura 2. El comando, especifica con una figura o una etiqueta el concepto que
representan como se muestra a continuacion.

Q Ob]etus lihres
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Recta Perpendicular
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X Mediatriz
.{_ Bigectriz

’O Tangentes
Q Recta polar o diametral

Figura 2

En la zona grafica son visibles los trazos realizados en las construcciones, las
propiedades de estos se pueden modificar en la ventana algebraica colocando el
raton en el objeto a modificar y al dar clic con el boton derecho se mostraran las
propiedades que se pueden modificar, como podemos ver en la figura 3.
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Figura 3.

11



Las construcciones que se realizan en este software son dindmicas, pues, se
pueden modificar con facilidad y sin necesidad de rehacer toda la construccion,
ademas de poder observar el comportamiento de los lugares geométricos moviendo
los puntos libres.

En la ventana algebraica podemos ver los puntos libres de los cuales nuestras
construcciones dependen. Al mover estos puntos, se puede observar como se
modifica la construccién sin alterar sus propiedades. Las construcciones en el
software se realizan de la misma forma que se hacen utilizando regla y compas.

La diferencia al utilizar el software es que al realizar las construcciones nos
permite observar con mayor facilidad la dependencia de los trazos. Lo cual permite
al estudiante prestar atencion a las propiedades de los lugares geométricos.

En el campo de entrada de Geogebra que se muestra en la figura 4, se puede

introducir funciones determinadas que facilitan la construccion de ciertos objetos en
este caso, de los lugares geométricos.

ParaholalF, directriz]

Figura 4.

Las funciones se deben de introducir de acuerdo a los siguientes formatos,
tomando en cuenta que los objetos entre corchetes ya estan determinados y sélo se
escribe la etiqueta del objeto.

Parabola.
Parébola[punto F, recta g]: Parabola con punto focal F y directriz g

Elipse

Elipse[punto F, punto G, numero a]: Elipse con puntos focales F y G y eje principal
de longitud a. Atencion: Condicion: 2a > Distancia[F, G]

Elipse[punto F, punto G, segmento s]. Elipse con puntos focales F y G siendo la
longitud del eje principal igual a la del segmento s (a = Longitud[s]).

Hipérbola

Hipérbola[punto F, punto G, nimero a]: Hipérbola con puntos focales Fy G y eje
principal de longitud a. Atencion: Condicion: 0 < 2a < Distancia[F, G]

Hipérbola[punto F, punto G, segmento s]: Hipérbola con puntos focales F y G siendo
la longitud del eje principal igual a la del segmento s (a = Longitud[s])

En la fase de orientacién dirigida se da a los estudiantes paso a paso la
construccion por puntos del lugar geométrico, como se especifica posteriormente en
las actividades. Esto les permitia, realizar sus construcciones y adaptarlas a
determinadas circunstancias a las que se afrontaban en la fase de orientacion libre.
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El hecho de poder cambiar los colores de los trazos, ayuda al estudiante a
tener un mejor panorama del lugar geométrico y de las propiedades del mismo.

Al finalizar las actividades, se aplic6 un examen de conocimientos donde sélo
tenian que resolver un problema que se les asigno de forma aleatoria y explicarlo
posteriormente. El avance de los estudiantes se especifico por medio de tablas de
evaluacion (1, 2 y 3) como se describe a continuacion.

Durante el desarrollo de la actividad se realiz6 una lista de cotejo
determinando en ella los elementos relevantes con la finalidad de poder observar el
desempeiio de los estudiantes, considerando en ellas los aprendizajes actitudinales,
procedimentales y conceptuales. Esta evaluacion es cualitativa, sin embargo, si se
requiere se puede cuantificar.

Las listas de cotejo se indican en el apartado de actividades como tablas de
evaluacion (1, 2 y 3), la finalidad de presentar dicho enlistado de forma detallada es
para verificar el cumplimiento de cada punto. Después de cada tabla (5, 7 y 8) se
especifica cuales fueron los indicadores que se consideran para conocer y validar
que el estudiante cumple con ciertos elementos en especial, estos fueron retomados
de los estandares curriculares (NCTM, 2001) del nivel 9-12. Al finalizar las
actividades se realiz6 un cuadro comparativo, para observar con mayor claridad el
progreso en los estudiantes.
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Actividades.

En esta seccibn se muestra las sesiones que se les aplicardn a los
estudiantes, dichas actividades estan disefiadas basandonos en el modelo de Van
Hiele, que consta de cinco fases: informacion, orientacion dirigida, explicitacion,
orientacion libre e integracion, y apoyandonos del software Geogebra, se identifica
también el momento en que se introduce cada una de las fases del modelo y las
observaciones que se realizaran utilizando el software.

Tomando en cuenta que los alumnos nunca han utilizado el software
Geogebra, el estudio de la primera cénica (parabola), nos servird como eje para
facilitar el aprendizaje en las siguientes, y familiarizarse con la nueva estructura del
trabajo, pues para el caso de la elipse e hipérbola la especificacion de los pasos es
menos rigurosa 6 especifica, ya que, se sobreentiende como manejar el programa.

Parabola.

Para iniciar esta sesion se aplicard un examen diagnéstico y de esta forma,
con sesiones posteriores, complementar sus ideas y facilitar el aprendizaje.

Es, en éste momento, donde se involucra la fase de informacién, en la cual el
docente averiguara cuales son los conocimientos con los que el estudiante cuenta y
establecer un acuerdo en comudn, donde se mostraran las definiciones
correspondientes y simbologia que se utilizara en el transcurso de las actividades.

Fase 1. Informacion.
Examen Diagndstico.

a) ¢ Qué es una parabola?

b) Mencione las partes principales de la pardbola (propiedades de la directriz,
vértice, foco, lado recto).

c) ¢, Cual es la ecuacion de dicha curva? Menciona los diferentes casos.

Al finalizar la prueba se construira el concepto correspondiente al lugar
geométrico de la parabola, se mostraran sus partes principales y se hara mencién de
las propiedades de la misma, involucrando al alumno a través de la técnica conocida
como ‘lluvia de ideas”. Se utilizara la tabla 1 para la evaluacion cualitativa del
examen diagnostico.

Para la siguiente seccion necesitamos estar familiarizados con el software
Geogebra, con la finalidad de proporcionar herramientas necesarias para
construcciones posteriores, se realizara la siguiente construccion.

Actividad auxiliar: Construccion del lugar geométrico llamado Cardioide (Diaz:
pag.49).

A pesar de que esta construccion no es tan sencilla de realizar, escogimos

este lugar geométrico, pues, involucra gran parte de los comandos que estaremos
utilizando. Considerando que nuestro objetivo con el procedimiento establecido, es
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gque se pueda familiarizar poco a poco con el programa y conocer algo de lo que se
puede llevar a cabo con él.

Procedimiento:

Realice los siguientes trazos.

= Trazar un punto cualquiera A.

= Circunferencia con centro en Ay radio fijo (ejemplo: radio 3).

= Punto sobre la circunferencia denotado por B y otro fuera de ella, llamado C.
= Segmento A-B

* Perpendicular a 4B que pase por B.

= Perpendicular a la recta anterior que pase por C

» Punto de interseccién entre ambas rectas llamado D.

= Lugar geométrico de D cuando B se mueve.

Finalmente, mueva los puntos By C.

El lugar geométrico que obtuvimos, conforme a esta construccion es conocido
como cardioide. Se puede cambiar de color los diferentes trazos, segun lo prefieran,
esto lo podran realizar ingresando a Menu-Edita-Propiedades, es en esta Ultima se
pueden realizar los cambios que asi lo requieran.

A partir de este momento ya se tienen los conocimientos necesarios para
continuar con las actividades establecidas, pues se conoce, a grandes rasgos, la
teoria de la parabola y los comandos que utilizaremos.

Fase 2. Orientacion dirigida.

Es en esta fase, donde con actividades concretas, bien secuenciadas y
dirigidas por el docente, se puede observar, analizar y practicar a través de la
medicion, con el fin de corroborar las diferentes construcciones.

Ademas, si la construccion realizada esta mal 6 en su defecto no cumple con
las propiedades correspondientes las figuras se distorsionaran al mover alguno de
los puntos libres.

a) Tomando en cuenta lo anterior, construiremos la parabola con vértice en el origen
y que es simétrica al eje X.

El programa Geogebra, automaticamente asigna a cada trazo una etiqueta,
en la barra de menus en la ventana de propiedades podemos reasignar nombre a
los trazos correspondientes y elegir la forma de la ecuacién de las respectivas
curvas segun nuestros intereses. Veamos ahora la realizacion de esta curva:

Procedimiento.

= Trazar un punto F, de coordenadas (x, 0).

Considere al Origen del plano cartesiano como el vértice V de la parabola.

Con el comando simetria, trazar el simétrico de F respecto al vértice V.

Trazar la recta perpendicular al eje X que pase por el punto simétrico de F,
llamemos a esta recta, la directriz de la parabola.

15



Por definiciobn de lugar geométrico de la pardbola sabemos que: un punto
sobre este lugar geométrico equidista del foco y de la directriz, asi:

= Trace un punto P sobre la directriz.

= Trace la perpendicular a la directriz que pase por P.

= Apligue el comando mediatriz a los puntos P y F.

= Trace el punto de interseccién de estas dos ultimas rectas, llamémosle M.

Mueva el punto P y observe que sucede con la mediatriz, ¢, Qué figura se va
formando al moverse la mediatriz?

= Trace el lugar geométrico de M cuando P se mueve.

Lo que nos interesa en este momento es observar el comportamiento de la
ecuacion de la parabola, sin embargo, con el procedimiento anterior el software no
proporciona dicha ecuacién. Asi construiremos de otra manera la conica; para ello
se requieren cinco puntos que pertenezcan a ésta.

= Trace los puntos Q, R y S sobre la directriz y repita el procedimiento que
utilizamos para el punto P, denote a los nuevos puntos de interseccién como N, O
y T, respectivamente.

= Con el comando “conica” seleccione los puntos de interseccion y el vértice.

= Qculte los trazos auxiliares, solo conserve las partes principales de la parabola
(vértice, foco, directriz y el lugar geométrico).

Hasta este momento hemos realizado la construccion de la conica, sin
embargo, se deben tener claras las definiciones de recta perpendicular, mediatriz,
entre otros conceptos, pues de lo contrario provocara confusiones al realizar el
procedimiento. Una vez terminada nuestra construccion podemos proceder al
andlisis de la misma.

¢, Qué sucede con la ecuacion de la parabola y las coordenadas de F, cuando F se
mueve a lo largo del eje X?

= Con el comando “distancia” obtén la distancia del vértice al foco y la distancia
del lado recto. Mueve nuevamente al punto F, observa cudal es la relacién que
existe entre la distancia del vértice al foco y la distancia del lado recto.

Asi, podemos concluir que si p es positivo entonces la parabola abre hacia:
. 'Y si p es negativo entonces la pardbola abre hacia: y la

ecuacion es de la forma: . La pardbola es mas ancha cuando:
Y es mas estrecha cuando:

Justifica tus respuestas.

Asi, los estudiantes han analizado, a partir de la observacién, el caso cuando
el eje focal coincide con el eje X y el vértice se encuentra en el origen.
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Fase 3. Explicitacion.

La intencidn en esta fase es que con la nueva construccion, en caso de ser
necesario o de surgir alguna duda, el docente corrija el lenguaje de los estudiantes
en cuanto a contenido y a su vez ellos interactien entre si, teniendo asi que ordenar
sus ideas y analizarlas, para posteriormente expresarlas de manera clara hacia los
demas.

Asi, al realizar la siguiente construccion se reflejara la claridad del contenido
gue han obtenido hasta este momento y a su vez se aclararan las dudas
correspondientes segun sea el caso.

Continuemos con el desarrollo de la actividad que realizaran los alumnos.

Andlogamente construya la pardbola simétrica al eje Y con vértice en el
origen. Obtenga la ecuacion de la parabola y las coordenadas del foco.

= Mueva el punto F

¢, Qué sucede con la pardbola cuando F se mueve a lo largo del eje Y (positivo)?
1. Si la parabola abre hacia arriba ¢C6mo se comporta p?, si éste es la
ordenada al origen del foco.
2. Sila distancia del vértice al foco aumenta ¢,Qué pasa con la parabola?
3. En el caso cuando la distancia del vértice al foco es muy pequefia
¢, Qué sucede con la pardbola?
4. ¢Cual seria la relacion que existe entre el lado recto y la ordenada del
foco?
¢, Qué sucede cuando F se mueve en el eje Y (negativo)?
1. Hacia donde abre la parabola y como es p, si éste es la ordenada al
origen del foco.
2. Si la distancia del vértice al foco aumenta qué pasa con la parabola.
3. En el caso cuando la distancia del vértice al foco es muy pequefia qué
sucede con la parabola.
4. Cual seria la relacion que existe entre el lado recto y la ordenada del
foco.

Asi, cuando la parabola es simétrica al eje X y con vértice en el origen, observamos
que:

» Lacoordenada del Foco: (__, )

» Ellado recto es:

» La ecuacion de la directriz es:

» La parabola es de la forma:

Por otro lado, cuando la pardbola tiene vértice en el origen y es simétrica al eje Y,
podemos decir que:

» Lacoordenadadel Focoes: (__, )

* Ellado recto es:

» La ecuacion de la directriz es:

» La pardbola es de la forma:
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Fase 4. Orientacion libre.

En las fases anteriores hemos estudiado a la pardbola con vértice en el origen
y eje focal que coincide con los ejes de coordenadas, respectivamente. De acuerdo
con esto, ya se ha analizado a la parabola en estos casos.

En esta fase de orientacion libre se busca reforzar el contenido y llevarlo a
diferentes situaciones cada vez mas complejas. Es por esta razén que ahora se
estudiard a la coénica trasladada con eje focal paralelo o coincidente a los ejes de
coordenadas, como se especifica en las siguientes actividades:

Realiza la construccion de la pardbola trasladada, para el caso donde el
vértice no esta en el origen y el eje de ésta, es paralelo al eje X.

Puesto que ya analizamos el caso cuando la parabola es simétrica al eje X,
observemos ahora que sucede cuando movemos el vértice en los diferentes
cuadrantes.

¢, Cambian las partes principales de la parabola?

Considera un caso particular utilizando la ecuacion de la parabola que
aparece en el programa y completando cuadrados obtén la ecuacion de la forma

(v=k) =4p(x-h).

De acuerdo con las observaciones anteriores:
Si p es positivo, la parabola abre hacia:

Si p es negativo, la parabola abre hacia:

El foco es de la forma: ( v )

¢, Qué sucede si el eje focal es paralelo 6 coincide con eje Y?

Realiza la construccion correspondiente y mueve el vértice en los diferentes
cuadrantes, observa cuidadosamente, tomando en cuenta la ecuacion de la conica,
considera un caso particular y completando trinomios cuadrados perfectos obtén una
ecuacion similar al caso anterior, asi, podemos concluir que:

La ecuacién de la pardbola es de laforma: () =4p( )
Si la parabola abre hacia arriba, entonces p es:

Si la pardbola abre hacia abajo, entonces p es:

El Focoesdelaforma: (_ , )

Fase 5. Integracion.

Como su nombre lo dice, en esta fase lo que el docente realiza es una
recapitulacién de los nuevos conocimientos adquiridos, de modo que el estudiante
integre todo lo que ha explorado a lo largo de las actividades presentadas en una
red de conocimientos. Finalmente los ejercicios presentados a continuacion
reflejaran qué tanto ha influido la actividad en ellos.
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En las observaciones anteriores, estudiamos qué sucede con la pardbola,
cuando esta tiene vértice en el origen y es simétrica a los ejes coordenados
respectivamente, también estudiamos el caso cuando se encuentra trasladada.

Utilizando Geogebra introduce las siguientes ecuaciones y halla: el Foco, la
directriz, el vértice y la longitud del lado recto; si la ecuacion es de la forma:

Ax> +Cy* + Dx+ Ey+ F =0 completa el trinomio cuadrado perfecto para expresarla,
segin sea el caso a una ecuacion de la forma: (y-k) =4p(x-h) 6

(x=h) =4p(y-k)

1. x* =12y 5. y? =-20x

2. y* =8 6. 4x>—20x—24y+97=0
3. x*=2y 7. Yy +8x-2y-15=0

4. x> =-16y

¢ Qué lugar geométrico le corresponde a cada ecuacion cuadratica?

1. y® =8

2. 17 +8x=0

3

x 104
N [
1] T - 0 - T - T -
v &
©)
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6. 4x°—8y =0

104
30

204

10+

a) b)

¢A qué curva pertenece cada lugar geométrico?

1.
i
a)x’ =4y
A b)x* =4y
: c)x’+y’ =1
"
8 [t
-4 2 ] 4
2.
4 a)y’ +12x> =0
b)x>-y* =1
c)y>+12x=0
4
3.
RO o Ch Sy )x+y=4
] b)x>-16y =0
2
c)x’ =-16y
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En la tabla 1, se muestran los elementos relevantes que se tomaran en
cuenta para la evaluacion de los estudiantes, al iniciar la actividad se realizara la
evaluacion del examen diagndéstico, por medio de este enlistado. Para poder
comparar e interpretar el desempefio de los estudiantes se utilizara esta misma tabla

como herramienta de evaluacion final.

Tabla 1. Evaluacion de la parabola

a)2x+y=9
b) y> -8x=0
c) y* =-8x

Alumno

1. La definicién es clara.

2. Reconoce a la parabola como lugar geométrico.

3. La definicidn tiene relacion con la grafica.

la directriz.
el foco.
4. Menciona como elementos de la parabola a: el vértice.
el lado recto.
el eje focal.
5. Representa a la parabola con vértice en el origen.
6. Representa a la parabola con vértice fuera del origen.
7. Relaciona los elementos de la parabola con la grafica.
la directriz.
: . - el foco.
8.'Descr|be los elementos de la parabola con vértice en el ol vertice.
origen.
el lado recto.
el eje focal.
la directriz.
el foco.

9. Describe los elementos de la parabola con vértice en (h, k) | el vértice.
el lado recto.
el eje focal.

10.

La ecuacion corresponde al lugar geométrico.

vértice (0, 0)

vértice (h, k)

11.

Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica.

12

. Observa que el eje focal es eje de simetria

13.

Intenta describir a la parabola visualmente.

14.

Realiza un bosquejo del lugar geométrico para conocer la ecuacién

15.

Relaciona el signo de la ecuacién con la orientaciéon 1 | « -

16.

Utiliza gréaficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas

17

. Cuando conoce la ecuacion de la parabola describe su lugar geométrico

18.

Convierte representaciones sintéticas a representaciones analiticas

En las diferentes tablas, consideraremos a los alumnos con las letras A — E,
de acuerdo a la tabla anterior, observaremos si cada alumno cumple con los

22




elementos correspondientes a la evaluacion. Por otro lado, los elementos de la tabla
estan enfocados a los diferentes aprendizajes, actitudinal, procedimental vy
conceptual, donde los elementos de la tabla, 1, 7-9, 11, 17 y 18 son aprendizajes
conceptuales, los elementos 2-6, 10, 12 y 15 son aprendizajes procedimentales,
mientras que los elementos 13, 14 y 16 son aprendizajes actitudinales.

Elipse.

Tanto la elipse como la hipérbola llevan un formato muy similar al que se ha
visto anteriormente, tomando en cuenta que en ella se especificé la importancia de
las fases del modelo de Van Hiele; a menos que sea necesario, se agregara otro
comentario dentro de las actividades describiendo algin punto en particular.

Fase 1. Informacion.

A partir de los conocimientos previos, con los que el alumno cuenta se
obtendra la informacidn necesaria para averiguar a grandes rasgos, que conocen
acerca del tema.

a) ¢Cual es la definicion de elipse?
b) ¢Cuales son las propiedades que conoces de la elipse?

La finalidad de las preguntas anteriores es desde luego poner al corriente a
los estudiantes, apoyandonos una vez mas de la técnica “lluvia de ideas” se
construird el concepto de elipse y las propiedades de la misma, para que los
alumnos cuenten con un contenido mas claro de la nueva conica a estudiar. Se
utilizara la tabla 2, para la evaluacion del examen diagnostico de la elipse, donde se
consideran a los aprendizajes actitudinal, procedimental y conceptual para la
evaluacion cualitativa de los estudiantes.

Fase 2. Orientacion dirigida.

Tomando en cuenta los conocimientos adquiridos en las construcciones
efectuadas anteriormente, se realizara la construccién de la elipse y a partir de ésta
se deduciran las propiedades correspondientes.

En esta fase se contara con el apoyo del docente que los guiard en el
procedimiento de construccién para un caso particular de la elipse y se efectuaran
las observaciones pertinentes, indicadas a continuacion.

Construccion de la elipse con centro en el origen y eje mayor en el eje X.

Procedimiento.

= Trazar los puntos correspondientes al origen O y los focos Fy F. (F" es el
simétrico de F respecto a O)

= Trazar los puntos que corresponden a los vértices V y V” son simétricos respecto

a O, pero no estan en F'F.
= DarunpuntoRen F'O.
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= Determinar los puntos Ay A’ (eje menor), para esto trazar una circunferencia con
centro en F y F', respectivamente y radio VO =a, las intersecciones de estas
circunferencias nos generan dichos puntos. (Nota: Para determinar los radios de
las circunferencias se necesita primero construir los segmentos que jugaran el
papel de radio.)
» Trazar las siguientes circunferencias.
a) Centro en F'yradio V'R
b) Centro en Fy radio VR
c) Centro en F'y radio VR
d) Centro en F yradio V'R
= Definir los puntos de interseccion de las circunferencias a) y b) con las etiquetas
PyS.
= Definir los puntos de interseccion de las circunferencias c) y d) con las etiquetas
QyT.
= Con el comando Conica seleccionar los puntos P, S, Q, Ty el vértice V.
= QOculte todos los trazos auxiliares que se utilizaron para construir la conica.
» Trace los segmentos O4 y OF renémbrelos como b y ¢, respectivamente.

Hasta el momento sélo se ha construido la elipse utilizando la definicion.

Para obtener las propiedades principales de la elipse, analiza la construccion
y observa su comportamiento, con base a ello responde las siguientes preguntas
justificando tus respuestas.

a) Determine ¢Cual es la longitud del eje mayor?, si ésta es la porcion
comprendida entre los vértices Vy V'.

b) ¢Cual es la longitud el eje menor?, si éste es el segmento A4’ .

c) Una vez determinados ambos ejes ¢Cuales son las coordenadas de los
vértices?

d) ¢Cual es la relacion que existe en el triangulo A4AOF respecto a sus lados?,
si éstos son: AF =a, AO=b y OF =c.

e) ¢Porqué AF =a?

f) ¢Larelacion entre a, by ¢ se cumple para FO(0,V)?

g) Con lo anterior, dados ay b ¢Podemos determinar c? ¢ Cual es la expresion?

h) ¢Cuales son las coordenadas de los focos F y F’, respectivamente?

i) ¢Cual es la ecuacion de la elipse con centro en el origen y ejes que coinciden
con los ejes de coordenadas?

. . C .. . .
j) El cociente — se llama excentricidad de la elipse el cual determina su grado
a

. C p
de redondez o alargamiento y se denota como e=—. ¢Cual es el
a

comportamiento de e, conforme varia c?
2

k) Para cada elipse la longitud de cada lado recto es & deduzca esta razon
a

algebraicamente.
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Fase 3. Explicitacion.

En esta fase los alumnos se ven obligados a interactuar para analizar y
complementar los conocimientos que acaban de adquirir, ordenando asi sus ideas
para posteriormente externarlas a los demas con mayor claridad, mientras son
orientados para una adecuada construccion de sus conocimientos. Y de esta
manera puedan enfrentarse a las actividades que a continuacion se presentan.

Ahora, construya la elipse con centro en el origen y eje mayor en el eje Y.

Nota: Para términos practicos, seguiremos utilizando la notacion de la construccion
anterior.

a) ¢Las longitudes del eje mayor y eje menor se siguen comportando de la
misma manera en términos de a 'y b?

b) Determina las coordenadas de los vértices.

c) ¢Larelacion en el triangulo AAOF se sigue cumpliendo?

d) ¢Cudles son las coordenadas de los focos?

e) ¢Cudl es la ecuacion de la elipse para este caso?

f) ¢La excentricidad de la elipse, tiene el mismo comportamiento que en el caso

anterior?
g) Podemos afirmar que si el denominador en x* es mayor entonces, la elipse
tiene una posicion: ; en caso contrario, es decir, que el

denominador mayor corresponde a y* entonces, la elipse tiene una posicién:

Fase 4. Orientacion libre.

Reforzaremos los conocimientos anteriores llevando a los estudiantes a una
nueva situacion semejante a las que se han estado estudiando, sélo con un pequefio
cambio, que en este caso es, la traslacion de la coénica, para que observe los
cambios que se presentan en la misma.

¢, Qué sucede, si ahora el centro de la elipse no esta en el origen y sus ejes
son paralelos a los ejes de coordenadas? Construye dicha curva.

¢ Cambian las partes principales de la elipse?

¢, Cuales son las coordenadas de los vértices y los focos? Expresa tu
respuesta con variables.

Considera un caso particular utilizando la ecuacion de la elipse que aparece
en el programa y completando el trinomio cuadrado perfecto obtén una ecuacion de
(e=n) , (=k)
X +V

a’ b*
el centro de la elipse.

la forma

=1. Determina los focos, vértices, lado recto, electricidad y

Faseb. Integracion.

En los siguientes ejercicios el estudiante reflejara como ha influido la actividad
en su razonamiento.
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Determina los vértices y los focos, en caso de ser necesario completar los
trinomios cuadrados perfectos y realiza las graficas correspondientes.

a) 3x> +4y* =48

b) 25x* +16y* =400

C) 3x* +9y* —6x-27y+2=0

d) 4x> +9y° -8x+36y-24=0
e) 2x> +5y° +16x-10y—13=0

En la tabla 2, se especifican los elementos que se tomaran en cuenta para la
evaluacion de los estudiantes, considerando a la vez los aprendizajes actitudinales,
procedimentales y conceptuales. Se realizard la misma metodologia que en la
actividad anterior, para la evaluacion del examen diagndstico y asi poder comparar e
interpretar el desempefo de los estudiantes.

Tabla 2. Evaluacion de la elipse
Alumno A |B |C|D|E
1. La definicién es clara.

2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico.
3. La definicién tiene relacion con la grafica.

los focos
los vértices
4. Menciona como elementos de la elipse a: los lados rectos
el eje mayor
el eje menor
5. Representa a la elipse con centro en el origen.
6. Representa a la elipse con centro fuera del origen.
7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica.
los focos
8. Describe los elementos de la elipse con centro en el los vértices
origen. los I_ados rectos
el eje mayor
el eje menor
los focos
los vértices
9. Describe los elementos de la elipse con vértice en (h, k) | los lados rectos
el eje mayor
el eje menor
10. La ecuacion corresponde al lugar geométrico. centro (0, 0)
centro (h, k)

11. Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadrética.

12. Intenta describir a la elipse visualmente.

13. Relaciona al denominador de mayor valor en la ecuacién, con la orientacion t | « -
14. Utiliza gréficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas

15. Deduce las propiedades de una figura por medio de sus coordenadas

16. Describe el termino excentricidad con sus propias palabras

Por otro lado, elementos de la tabla, 1, 7-9 y 11 son aprendizajes
conceptuales, los elementos 2-6, 10, 12 y 15 son aprendizajes procedimentales,
mientras que los elementos 14 y 16 son aprendizajes actitudinales.
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Hipérbola.

En esta ocasion no se especificara en cada fase el proposito, pues se
sobreentiende con las actividades anteriores, ya que en ellas se aclara que funcion
cumple cada una, y esta actividad cuenta con el mismo formato, sin embargo, en
caso de ser necesario realizaremos algun comentario al respecto.

Fase 1. Informacion.

Considerando los conocimientos previos, se obtendra la informacion
necesaria para averiguar a grandes rasgos, que conocen acerca del tema.

a) ¢Como se define el lugar geométrico de la hipérbola?
b) ¢Cudles son las propiedades que conoces de la hipérbola?

Quizas esta informacidén pueda surgir gracias a la gran semejanza que se puede
encontrar con la cénica elipse, pero esperando que dicha observacién sea llevada a
cabo por los estudiantes. De lo contrario el profesor puede hacer alusién al tema, y
asi establecer, en algiin momento las diferencias que existen entre ambas coOnicas.

Fase 2. Orientacion dirigida.

En esta ocasion, no utilizaremos la construccion por puntos, se utilizard una
funcién importante del software, la cual nos permitira realizar con mayor facilidad los
trazos correspondientes. Esta funcion consiste en introducir la funcién de hipérbola
como se especifica en el procedimiento, para generar el lugar geométrico
correspondiente a los pardmetros sefialados y también nos proporciona la ecuacion
de la cénica que estemos trabajando, de hecho la razon de utilizar esta propiedad es
porque, de hacer la construccion por puntos necesitamos demasiados trazos que
podrian confundirnos al final y obstaculizar las observaciones que deben realizarse.

Con ayuda de los conocimientos adquiridos en las construcciones realizadas
anteriormente, y apoyandonos de los conocimientos previos se deduciran las
propiedades principales. Construccion de la hipérbola con centro en el origen y eje
focal en el eje X.

Procedimiento.

= Trazar los puntos que corresponderan al origen O y los focos Fy F1. (F1 es el
simétrico de F respecto a O)

= Trazar los vértices V y V1, donde V1 es el simétrico respecto a O del vértice V,
ademas, estan en FF1 y siempre son menores a los extremos del segmento FF1

» Trazar el segmento OV , ademas sabemos que V'V1 es el eje real y se designa
por 2a entonces, OV =a y oculta este segmento.

= En la parte inferior de la pantalla, ingresar la funcion Hipérbola[F, F1, OV], donde
Fy F1son los focosy OV es el semigje real

Hasta el momento, con el procedimiento anterior hemos determinado la
hipérbola. Si elegimos un punto cualquiera, Q por ejemplo, entonces ¢Se cumple la
condicion QOF -QF1=VV1 , donde VV1=2a? ¢Cudl es la razon por la que en el eje
no focal no hay puntos que pertenezcan a la hipérbola?
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Nota: Para determinar geométricamente el eje no focal realizaremos el siguiente
procedimiento:

Trazar la recta perpendicular al eje focal que pase por V.
Trazar la circunferencia con centro en O y radio OF (semidistancia focal, OF =¢)
Trazar los puntos de interseccion de la circunferencia con la recta, llamemos a
estos puntos |, 11
» Trazar dos perpendiculares a II1, que pasen por los extremos del segmento,
respectivamente.
* Trazar la mediatriz del segmento V71
» Trazar los puntos de interseccion entre las rectas perpendiculares anteriores y la
mediatriz del segmento V71, denotemos a estos puntos por B, B1. Al segmento
BBl lo llamaremos eje no focal 6 imaginario, lo designaremos por 2b asi,
BB1=2b

¢,Cual es la relacion que existe en el triangulo AOIV , respecto a sus lados?, si las
longitudes de los lados son OV =a, IV =b y OI =c. ¢Cudles fueron los criterios
gue utilizaste en esta ocasion?

¢,Cudl es la longitud del eje no focal o imaginario?

¢Cudles son las coordenadas de los focos F, F1 y de los vértices V, V1
respectivamente?

¢ Cudl es la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y ejes que coinciden
con los ejes de coordenadas?

. C L. ., c .~
El cociente —, se llama excentricidad de la hipérbola, y denota como e¢=—. ¢ Cuél
a a

es el comportamiento de e, conforme varia c?
2

., : 2b .
Para cada hipérbola, la longitud de cada lado recto es ——, deduzca esta razon
a

algebraicamente.
Fase 3. Explicitacion.

Una vez comprendida la construccién anterior, es importante ver qué tanto
manejan los alumnos este nuevo conocimiento, asi que en esta fase se buscara,
como en las coénicas anteriores, que los estudiantes interactien entre si, en las
siguientes actividades y desde luego corregir su lenguaje en caso de ser necesario.

Analogamente, construya la hipérbola con centro en el origen y eje focal en el eje Y.

Nota. Para términos practicos, seguiremos utilizando la notacién de la construccion
anterior.

¢, Determina las coordenadas de los vértices y los focos?

¢Larelacion en el triangulo AOIV , se sigue cumpliendo?

¢, Cual es la ecuacion de la hipérbola para este caso?

La excentricidad de la hipérbola, ¢tiene el mismo comportamiento que en el caso
anterior?

En el caso de la elipse, para saber en qué eje de coordenadas coincidia o era
paralelo el eje mayor observabamos el comportamiento de los denominadores, para
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la hipérbola esto no puede ser posible pues los denominadores pueden ser mayores,
menores o iguales y esto no nos da ninguna informacién en cuanto a la posicién del
eje real. Asi, lo que el docente debe hacer notar es que lo que determina este dato
de gran importancia, es precisamente el signo menos que posee alguna de las
variables de la ecuacion de la hipérbola.

Podemos afirmar, que si la variable x tiene el signo menos, entonces la hipérbola
tiene una posicion ; en caso contrario, es decir que el signo menos lo
tenga la variable y, entonces la hipérbola tiene una posicion

Fase 4. Orientacion libre.

¢, Qué sucede, si ahora el centro de la hipérbola no esta en el origen y sus ejes son
paralelos a los ejes de coordenadas? Construye dicha curva.

¢En qué cambian, las partes principales de la hipérbola?

¢,Cuales son las coordenadas de los vértices y los focos? Expresa tu respuesta con
variables.

Faseb. Integracion.

Los siguientes ejercicios nos ayudaran a saber cuanto se ha aprendido acerca
del temay como lo expresan los estudiantes.

Determina los vértices, focos y las longitudes de los ejes en caso de ser
necesario completa cuadrados y realiza la grafica.

a) 5 -V o o 9P ()
144 25 4 6
b) 4x* =y’ +16 d) 25(y—1) =16(x +4)’ =400

En la tabla 3, se especifican los elementos que se tomardn en cuenta para la
evaluacion cualitativa de los estudiantes.

Tabla 3. Evaluacion de la Hipérbola.
Alumno A[B|C|D]|E
focos

vértices

lado rectos

eje no focal

eje focal

2. Relaciona el signo de la ecuacién con la orientaciéon 1 + « -

3. La ecuacion de la hipérbola con centro (0, 0) y la gréfica tienen
relacion

4. La ecuacion de la hipérbola con centro (h, k) y la gréfica tienen
relacion

5. Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica

6. Dada la ecuacién describe el lugar geométrico

7. Completan cuadrados para obtener los elementos de la hipérbola

1. Considera como elementos de la
hipérbola

Ademas, los elementos de la tabla, 3-5 y 7 son aprendizajes conceptuales, los
elementos 1 y 2 son aprendizajes procedimentales, mientras que el elemento 6 es
un aprendizaje actitudinal.
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Resultados y andlisis.

El formato que se proporciono a los alumnos para que realicen las actividades

correspondientes a cada una de las coOnicas estudiadas es similar para los tres
casos al que a continuacién se presenta.

Elipse. (Formato)

1. ¢ Cuél es la definicién de elipse?

2.

¢, Cudles son las propiedades que conoces de la elipse?

Tomando en cuenta los conocimientos adquiridos en las construcciones

efectuadas anteriormente, se realizara la construccion de la elipse y a partir de ésta
se deduciran las propiedades correspondientes a la misma.

Construccion de la elipse con centro en el origen y eje mayor en el eje X.

Procedimiento.

Trazar los puntos correspondientes al origen O y los focos Fy F'. (F" es el
simétrico de F respecto a O)

Trazar los puntos que corresponden a los vértices V y V' son simétricos respecto
a O, pero no estanen F'F.

Dar un punto Ren FO.

Determinar los puntos Ay A’ (eje menor), para esto trazar una circunferencia con
centro en F y F', respectivamente y radio VO =a, la interseccién de estas
circunferencias nos generan dichos puntos. (Nota. Para determinar los radios de
las circunferencias se necesita primero construir los segmentos que jugaran el
papel de radio.)

Trazar las siguientes circunferencias.

e) Centro en F'yradio V'R
f) Centro en Fy radio VR

g) Centroen F'yradio VR
h) Centro en Fy radio V'R

Definir los puntos de interseccion de las circunferencias a) y b) con las etiquetas
PyS.

Definir los puntos de interseccion de las circunferencias c) y d) con las etiquetas
QyT.

Con el comando conica seleccionar los puntos P, S, Q, Ty el vértice V.

Oculte todos los trazos auxiliares que se utilizaron para construir la cénica.

Trace los segmentos 04 y OF rendémbrelos como b y ¢, respectivamente.

Hasta el momento solo se ha construido la elipse utilizando la definicion de la

misma. Analiza la construccion y observa su comportamiento al mover los puntos
libres, para obtener las propiedades principales de la elipse, con base a ello
responde las siguientes preguntas justificando tus respuestas.

[) Determine ¢Cual es la longitud del eje mayor?, si esta es la porcion
comprendida entre los vértices Vy V'.
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m) ¢ Cual es la longitud el eje menor?, si este es el segmento A4’ .

n) Una vez, determinados ambos ejes. ¢Cuales son las coordenadas los
vértices?

0) ¢Cudl es la relacion que existe en el triangulo AAOF respecto a sus lados?,
Si éstos son: AF =a, AO=b y OF =c.

p) ¢Porqué AF =a?

q) ¢Larelacion entre a, by ¢ se cumple para F0(0,V)?

r) Con lo anterior, dados ay b ¢Podemos determinar c? ¢ Cual es la expresion?

s) ¢Cudles son las coordenadas de los focos F y F', respectivamente?

t) ¢Cual es la ecuacion de la elipse con centro en el origen y ejes que coinciden
con los ejes de coordenadas?

. C .. . .
u) El cociente — se llama excentricidad de la elipse el cual determina su grado
a

. C ,
de redondez o alargamiento y se denota como e=—. ¢Cual es el
a

comportamiento de e, conforme varia c?
2

. . 2b .
v) Para cada elipse la longitud de cada lado recto es ——, deduzca esta razén
a

algebraicamente.
3. Construya la elipse con centro en el origen y eje mayor en el eje Y.

Nota. Para términos practicos, seguiremos utilizando la notacién de la construccion
anterior.

h) ¢Las longitudes del eje mayor y eje menor se siguen comportando de la
misma manera en términos de ay b?

i) Determina las coordenadas de los vértices.

J) ¢lLarelacion en el triangulo A4OF , se sigue cumpliendo?

k) ¢Cudles son las coordenadas de los focos?

[) ¢Cudl es la ecuacion de la elipse para este caso?

m) La excentricidad de la elipse, tiene el mismo comportamiento que en el caso

anterior.
n) Podemos afirmar, que si el denominador en x* es mayor entonces, la elipse
tiene una posicion: ; en caso contrario, es decir, que el

denominador mayor corresponde a y? entonces, la elipse tiene una posicion:
4. ¢Qué sucede, si ahora el centro de la elipse no esta en el origen y sus ejes son
paralelos a los ejes de coordenadas? Construye dicha curva.
¢, Cambian las partes principales de la elipse?

¢,Cuales son las coordenadas de los vértices y los focos? Expresa tu respuesta con
variables.

Considera un caso particular, utilizando la ecuacién de la elipse que aparece en el
programa Yy completando cuadrados obtén la ecuacibn de la forma
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(=, (=)
a’ b*
de la elipse.

=1, determine los focos, vértices, lado recto, excentricidad y centro

5. Determina los vértices y los focos, en caso de ser necesario completar los
trinomios cuadrados perfectos y realiza la graficas correspondientes.

a) 3x* +4y*> =48
b) 25x* +16y* =400
) 3x*+9y* —6x-27y+2=0
d) 4x*+9y° -8x+36y-24=0
e) 2x> +5y° +16x-10y—13=0

Observemos que este formato es semejante al que se presentd en el
apartado de actividades, sOlo que esta es la version que se le proporciono al
alumno, con la finalidad de facilitar el trabajo.

Para no manejar los nombres de los estudiantes en el transcurso de esta
seccion mencionaremos con letras mayusculas del alfabeto a los alumnos, por
ejemplo: alumno A, para hacer alguna referencia en sus resultados. Utilizaremos

s6lo las letras correspondientes al intervalo A — E, pues las actividades se aplicaron
a cinco estudiantes.

Parabola. (Resultados y andlisis)
Fasel. Informacién y Fase 2. Orientacion dirigida.

El examen diagnéstico se llevé a cabo el dia 4 de Septiembre del presente
afo, alrededor de las 14:30 horas. Los alumnos tuvieron un tiempo aproximado de
cuarenta y cinco minutos para contestar las preguntas correspondientes. Al finalizar
la prueba, con la técnica “lluvia de ideas” se hizo participar a los estudiantes,
integrando asi los conocimientos previos Yy estableciendo un acuerdo comdn en
cuanto a contenido y simbologia.
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Una inquietud que surgi6é entorno a la teoria fue el como surgia la ecuacion de
este lugar geométrico es por ello que se realizé la demostracion algebraica para el
caso cuando el eje focal coincide con el eje de coordenadas X y el vértice esta en el
origen, la tarea de ellos fue deducir en las sesiones posteriores para cada conica la
ecuacion correspondiente segun fuera el caso, los detalles se mostraran mas
adelante. A pesar de que en un inicio esto no estaba contemplado dentro de las
actividades la reaccion en los alumnos fue favorable.

Los resultados de los exdmenes diagndsticos se muestran a continuacion.
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Alumno B.
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Por razones ajenas, el alumno D no presento examen diagnostico escrito, sin
embrago, se le realizd posteriormente una entrevista en la cual se le realizaron las
mismas preguntas que a los otros estudiantes, observando que los conocimientos
con los que este alumno cuenta son visuales, pues sélo intento realizar una
descripcion gréfica del lugar geométrico, sin relacionar los elementos de la coénica,
ademas de considerar sélo como elementos del lugar geométrico al vértice, foco y
directriz, pero sin realizar una descripcion de ellos.

Durante esta fase los estudiantes dieron ejemplos de en donde podiamos
encontrar objetos con la forma de estd conica. En la tabla 4, se muestra una
evaluacion cualitativa de los conocimientos, con los cuales deberian de contar y en
los se va trabajar en el transcurso de la actividad. Con la finalidad de observar el
cumplimiento de dichos elementos.
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Tabla 4. Evaluacion del examen diagnéstico (Parabola)

Alumno A|B|C|D|E
La definicién es clara. v
Reconoce a la parabola como lugar geométrico. V||
La definicién tiene relacion con la gréfica. v
la directriz. VI VvV |V |V
el foco. VAN A VAN V4
Menciona como elementos de la parabola a: el vértice. VI v I|v |V
el lado recto. V| v
el eje focal. v v
Representa a la pardbola con vértice en el origen. VI V|V
Representa a la parabola con vértice fuera del origen. v V|V |V
Relaciona los elementos de la parabola con la grafica. v v
La directriz.
El foco.
Describe los elementos de la parabola con vértice en el -
origen. El vértice.
El lado recto.
El eje focal.
la directriz.
el foco.
|Describe los elementos de la pardbola con vértice en (h, k) el vértice.
el lado recto.
el eje focal.
vértice (0, 0)
La ecuacién corresponde al lugar geométrico.
vértice (h, k)
Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica.
Observa que el eje focal es eje de simetria
Intenta describir a la parabola visualmente. VA AN VAN VAN V4
Realiza un bosquejo del lugar geométrico para conocer la ecuacién
Relaciona el signo de la ecuacion con la orientacion 1 + « -
Utiliza gréaficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas
Cuando conoce la ecuacién de la pardbola describe su lugar geométrico
Convierte representaciones sintéticas a representaciones analiticas

De acuerdo con los datos anteriores se puede observar que solo representan
de manera visual al lugar geométrico, incluso no consideran a la cénica como lugar
geométrico. Los estudiantes saben que existen los elementos de la parabola, pero
no los relacionan entre si y mucho menos describen en que consisten.

De tener que ubicar a los estudiantes en uno de los niveles del modelo de
Van Hiele de acuerdo con los resultados de su examen diagnostico, la mayoria de
ellos se encuentran en el nivel 0 que es el de visualizacion, como podemos observar
los estudiantes identifican el lugar geométrico de la parabola, a manera de alguna
curva en especial pero sin propiedades que pertenezcan a la misma. El alumno C
tiene una mayor nocion de esta cénica, sélo que confunde la correspondencia de las
simetrias en estas coénicas, pues, al relacionar la ecuacion de las mismas con el
diagrama correspondiente podemos observar que esta correlacion no es correcta,
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sin embargo, esperemos que estos detalles se disipen en la realizacion de la
actividad.

En nuestra primera visita al laboratorio de computo, la cual se realizo el 6 de
Septiembre del afio pasado, los estudiantes comenzaron a involucrarse con las
algunas construcciones y el hecho de familiarizarse con el software les hizo notar
gue necesitaban conocer la teoria correspondiente, de lo contrario sus
construcciones se deformarian al mover los puntos que son considerados como
libres pues los trazos posteriores dependen de éstos. Por ejemplo, en caso de no
trazar la directriz perpendicular al eje focal a pesar de que a simple vista la
construccion parece estar bien, como se muestra en la figura 5, podemos observar
gue al mover los puntos libres nuestra construccion se distorsiona como se muestra
en la figura 6.

Directriz
Directriz
4:-' ’
5
P
M ] M
C W F
\

Figura 5. Figura 6.

Este tipo de circunstancias a las que se enfrentaron los alumnos dieron pauta
a reafirmar sus conocimientos y profundizar en el tema a tratar, a continuacion se
presentan sus comentarios al respecto.
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Alumno B
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Alumno C. En esta ocasion el comentario hace referencia del desarrollo de
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A pesar de los conflictos de los estudiantes en cuanto al algebra que se utilizé
en el transcurso de la practica la mejoria fue notable, pues al iniciar con los reportes
podemos notar que los resultados eran expresados en lenguaje coloquial, pero al
finalizar, la generalizacion de resultados en el caso de las propiedades fue realmente
notoria.

En las actividades van implicitas las observaciones que tienen que realizar los
alumnos. Asi, al terminar las construcciones estas fueron las anotaciones que se
realizaron.

En el caso cuando el eje focal coincide con el eje X, al mover el foco a lo largo
del eje focal se puede observar que:
Alumno C.
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Por otro lado, si consideramos las distancias que hay del vértice al foco y la
del lado recto, la relacibn que hay entre estas los estudiantes la ven de distintas
formas apoyandose en las herramientas del software junto con la visualizacion de la
construccion, como se sefiala a continuacion.
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Cabe afiadir que en los casos presentados anteriormente la Unica diferencia
que se exhibe es la generalizacién que podemos ver en el alumno C, sin embargo, el
alumno A aunque con otro lenguaje presenta una definicion acertada.
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Fase 3. Explicitacion.

Con base a lo anterior, en esta fase los alumnos obtienen las propiedades de
la parabola para los casos cuando el eje focal coincide con los ejes de coordenadas
respectivamente, observando la semejanza que existe entre ambos casos,
realizando las observaciones pertinentes. Por ejemplo; el alumno C muestra la
semejanza entre ambos procesos, sin embargo, los estudiantes pueden generalizar
como se hace explicito en el reporte del alumno E, al igual que sucede con el
alumno D, como se presenta a continuacion:

Alumno C. Estas anotaciones fueron realizadas al observar el comportamiento de los
puntos libres, esto es sélo un fragmento.

F B -
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Alumno E. Analizando el comportamiento de los diferentes trazos al mover los
puntos libres y realizar las anotaciones como se mencioné con el alumno anterior, se
puede llegar a una generalizacion de los conocimientos aprendidos.

Asi, cuando la pardbola es simétrica en el eje X y con vértice en el origen,
observamos que para un caso general tenemos que:

= La coordenada del Foco: (f;@

» [l lado recto es:

» La ecuacién de la clir'I ectriz es: x = - P
* La pardbola cs de la forma: 4 2= ﬂP W

Por otro lado, cuando la parabola tiene vértice en el origen y es simétrica al eje Y,
podemos decir que:

* La coordenada del Foco: (0, P)

» ] ladorecto cs:

= La ccuacién de la diretirizes: 4% = E
» Lapardbolaesde laforma: __* = HP%

Alumno D. En este caso, sus reportes muestran, un manejé adecuado del tema
Generalizaciones correspondientes a las parabolas con vértice en el origen:
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Simétrica al eje X. Simétrica al eje Y.

lo comdenada del joce (a0, 0) ollx o) — | F=lg: 4] F={p. =)
Lade ecte  4p -
Lo dvecdar  x=p
y'=4px

Tomando en cuenta que el alumno E en su examen diagnéstico
practicamente no resaltd ninguna propiedad de la parabola y basandonos en sus
comentarios y sus anotaciones anteriores, podemos decir que al realizar las
observaciones y apoyandose de la construccién geométrica el alumno adquirié la
correcta visualizacion de las propiedades de la parabola. En definitiva podemos
afirmar que tanto el software como la estructura de la actividad han creado un
aprendizaje significativo en él.

Fase 4. Orientacion libre.

Pero qué sucede ahora al trasladar los conocimientos que han adquirido en
las fases anteriores, en donde el lugar geométrico de la parabola se manej6é con
vértice en el origen y la actividad en esta fase implica colocar nuestro vértice fuera
del origen y ver los casos cuando el eje focal es paralelo a los ejes de coordenadas
o coincidente. Desde luego, se encuentra una gran semejanza en el comportamiento
de nuestro lugar geométrico y los estudiantes lo notan.

Veamos a continuacion los siguientes casos: Alumno C. En el transcurso de la
actividad podemos notar que él tiene mas arraigada la generalizacién de conceptos,
sin embargo, la dificultad mostrada en relacionar la simetria de algun lugar
geométrico se ha disipado satisfactoriamente, pues la correlacién que existe entre la
ecuacion y su diagrama correspondiente es correcta.
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Alumno E. Al generalizar el caso cuando el eje focal es paralelo o coincidente al eje
de coordenadas x tenemos las siguientes anotaciones.

;Cambian las partes prlnmpaies de la parabola‘? A}(‘ ey NvaG e ia‘; LS
T"f’n , mm* @i?*u c"m W' f" e [w,» -'_-‘fg ‘7:"&:»"‘: f‘uhg Ty @y fk‘.ﬁ

Si p es positivo, la pﬂmhola abre hacia: _ag_uahq
Si p es negativo, la parﬁbula abre hama _Szhuige (5 i
El foco es de la forma: (

%, Q_PF

Para el caso cuando el eje focal es paralelo o coinciden de con el eje de
coordenadas y, tenemos que:

I.a ecuacion de la pardbola es de la forma: (}»h) = 4p(j—k) con vértice en ( h _&)
Si la parabola abre hacia arriba, entonces p es: Iy
Si la parabola abre hacia abajo entonces p es:

El Foco es de la forma: (L ﬁ?)

Fase 5. Integracion
Finalmente, ¢ Qué tanto ha influido la actividad en los estudiantes? Es en esta

fase donde se reflejara que tanto han aprendido y como relacionan sus
conocimientos con el problema a tratar.
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¢, Qué lugar geométrico le corresponde a cada ecuacion cuadratica?

1. y* =8

30+

204

————

Solucién.

Alumno C. Al finalizar la actividad y presentar el resultado siguiente, podemos
observar que: el razonamiento utilizado por el alumno lo conduce a la correcta
representacion grafica de la ecuacion presentada. Lo cual nos indica que la
confusién del concepto “simétrico a” se ha disipado.
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Solucion.
Alumno C. Con las observaciones realizadas en la actividad se puede analizar a

partir de la ecuacion, la gréfica de la que estamos hablando como se muestra a
continuacion.
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Alumno B. Las observaciones realizadas en el software ayudan al estudiante a
analizar en este caso el comportamiento de la ecuacion cuadratica.
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Solucién.

Alumno B.
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¢A qué curva pertenece cada lugar geométrico?

1.
a)x’ =4y
9 b)x* =4y
: c)x*+y* =1
- i iy )
4 2 T
Solucion

Alumno C. En base al siguiente analisis se muestra que a partir de la grafica, el
alumno puede deducir la ecuacioén a la que pertenece el lugar geométrico.
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Solucion.

Alumno C.
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Es importante resaltar de esta actividad el problema al que se enfrentaron los

estudiantes al intentar deducir las ecuaciones que describen a los lugares
geomeétricos correspondientes.

A pesar de la dificultad que externaron al realizar las demostraciones, como

es el caso del alumno E, sus deducciones son correctas como se muestra a
continuacion. N
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Al finalizar la actividad de la parabola los estudiantes han pasado del nivel O al
nivel 1 del modelo de Van Hiele, es decir, ahora como podemos observar surge en
ellos el descubrimiento y la generalizacion de propiedades a partir de las
observaciones que se realizaron en el transcurso de la actividad.

En la tabla 5, se muestra el avance que tuvieron los estudiantes en el
transcurso de las actividades, también se toma en cuenta los resultados del examen
final en el cual se involucran estos conceptos, es decir, al finalizar las actividades,
los conocimientos adquiridos por los estudiantes son los establecidos en el siguiente
listado.

Tabla 5. Evaluacion final de la Parabola.

Alumno A|B|C|D|E
1. La definicion es clara. VIV |V VY
2. Reconoce a la parabola como lugar geométrico. VI VvV |V |
3. La definicion tiene relacion con la gréfica. VRV VAN VAN Ve
la directriz. VAR AN AN VAN V4
el foco. VA A A 4
4. Menciona como elementos de la parabola a: el vértice. VA AN VAN VAN BV
el lado recto. VIivI|vI|Y
el eje focal. VAN V2N VAN RV AN BV 4
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5. Representa a la parébola con vértice en el origen. VAN VAN VAN BV AN V4
6. Representa a la parabola con vértice fuera del origen. VA AN VAN VAN BV
7. Relaciona los elementos de la parabola con la grafica. AR ARS
La directriz. VvV
. ) o El foco. VIV |V V|
g.rig:r?.crlbe los elementos de la parabola con vértice en el El vértice. aNara
El lado recto. VIV |V
El eje focal. VA VAN VAN VAN V4
la directriz. v |V
el foco. VA A A 4
9. Describe los elementos de la parabola con vertice en (h, k) | o] vértice. Jlvlvlvilvy
el lado recto. VvV
el eje focal. VIV |V VY
10. La ecuacion corresponde al lugar geométrico. vértice (0, 0) SN
vértice (h, k) VIV |V VY
11. Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica. v | v/
12. Observa que el eje focal es eje de simetria V|V |V
13. Intenta describir a la parabola visualmente. VIV |V I V|V
14. Realiza un bosqguejo del lugar geométrico para conocer la ecuacion Vv
15. Relaciona el signo de la ecuacion con la orientaciéon + | « — VIV I|IvYI V|V
16. Utiliza gréficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas VIV
17. Cuando conoce la ecuacioén de la parabola describe su lugar geométrico R ARARS
18. Convierte representaciones sintéticas a representaciones analiticas V|

Finalmente los estudiantes relacionan los elementos de la parabola,
consideran al eje focal como eje de simetria de la cénica. Como fue el caso del
estudiante C, el cual presento en un inicio confusion al respecto y que al realizar la
actividad se dio cuenta del error. Sin embargo, el alumno D preservo el problema,
pues las ecuaciones tanto con vértice en el origen como trasladado en los diferentes
casos no corresponden a la grafica.

Comparando las tablas 4 y 5, podemos afirmar que los conocimientos en los
estudiantes son diferentes, han pasado del nivel cero al nivel uno, pues ya
relacionan las propiedades de los elementos de la parabola, ademas de identificar
las caracteristicas que corresponden al lugar geomeétrico.

Los alumnos A, B y E, no distinguen entre una ecuacion lineal y una
cuadratica, en el sentido de que aun confunden la ecuacion de la directriz con la
ecuacion de la parabola, sin embargo, dada la ecuacion cuadratica pueden
determinar los elementos del lugar geométrico y describir con sus propias palabras
a la directriz, pero no dar su ecuacién. Ademas, relacionan el signo de la ecuacién
con la orientacion horizontal, vertical, arriba y abajo de la parabola, Pues al realizar
la actividad y hacer uso del software observaron estas caracteristicas de los
elementos de la parabola.

48



Elipse. (Resultados y andlisis)

Fasel. Informacion y Fase 2. Orientacion dirigida.

El examen diagnéstico se llevo a cabo el dia 18 de Septiembre de 2007,
alrededor de las 15:00 horas. En esta ocasion los alumnos solo utilizaron un tiempo
aproximado de veinte minutos para contestar las preguntas correspondientes.

Al finalizar la prueba la técnica “lluvia de ideas” ayudd a para poner al

corriente a

los estudiantes,

integrando asi

los conocimientos previos
estableciendo un acuerdo comudn en cuanto a contenido y simbologia, llevandose a

y

cabo en un tiempo aproximado de una hora en el intervalo de las 15:30 a las 16:30.

Los exdmenes diagndsticos se muestran a continuacion:
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Alumno C.
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Al estudiante D se le realiz6 una entrevista con las preguntas que contenia el
examen diagndéstico, observando que, reconoce como elementos de la elipse a los
focos, vértices, los lados rectos, ademas de reconocer a la conica como un lugar
geomeétrico e intentarla describir graficamente con centro en el origen
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En la tabla 6, se muestra una evaluacion cualitativa de los conocimientos, con
los cuales deberian de contar los estudiantes y en los que se va trabajar en el
transcurso de la actividad. Con la finalidad de observar el cumplimiento de dichos
elementos

Tabla 6. Evaluacién del examen diagnéstico (Elipse)

Alumno A|B|C|D|E
1. La definicion es clara. v
2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico. VIivI|v |V
3. La definicién tiene relacion con la gréfica. v
los focos AR AR AR
los vértices VIV
4. Menciona como elementos de la elipse a: los lados rectos v v
el eje mayor v
el eje menor v
5. Representa a la elipse con centro en el origen. v v
6. Representa a la elipse con centro fuera del origen. v |V v
7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica. v
los focos.
los vértices.
8. Describe los elementos de la elipse con centro en el
origen. los lados rectos.
el eje mayor.
el eje menor.
los focos.
los vértices.
9. Describe los elementos de la elipse con vértice en (h, k) los lados rectos.
el eje mayor.
el eje menor.
o . centro (0, 0)
10. La ecuacion corresponde al lugar geométrico.
centro (h, k)
11. Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica.
12. Intenta describir a la elipse visualmente. VIV
13. Relaciona al denominador de mayor valor en la ecuacién, con la orientacion t |
14. Utiliza graficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas.
15. Deduce las propiedades de una figura por medio de sus coordenadas.
16. Describe el término excentricidad con sus propias palabras.

Como podemos observar en la tabla anterior, los estudiantes inician un nuevo
tema, es decir, se encuentran nuevamente en el nivel 0 de Van Hiele, no reconocen
propiedades y elementos de la elipse, los elementos que toman en cuenta son los
que de alguna forma relacionan con la parabola, tratando de encontrar una
semejanza con el nuevo tema.

Después de establecer la teoria de nuestro nuevo tema iniciamos las

sesiones en el laboratorio de cOmputo con la construccion por puntos que
pertenecen al lugar geométrico de la elipse, como se muestra en la figura 7. La cual
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permite una mejor visualizacion de las propiedades de la misma, cabe sefialar que la
elipse resulté ser mas complicada por la cuestion algebraica, ademas, de involucrar
mas trazos que en el caso de la pardbola, sin embargo, esto no fue ningun
impedimento.

Como se esperaba, al realizar las construcciones correspondientes el manejo
del software fue mayor y esto ayudd a tener una mejor soltura en las observaciones
que permitieron deducir con facilidad las propiedades de la elipse.

= o e e

Figura 7.

Tomando en cuenta los examenes diagnésticos que observamos
anteriormente podemos decir que los estudiantes se encuentran en el nivel 0 del
modelo de Van Hiele. Es decir, no toman en cuenta los elementos y propiedades del
lugar geométrico, considerandolo s6lo como una figura. Sin embargo, en esta
ocasion, tenemos cierta ventaja sobre la actividad anterior, pues ya manejan el
programa con mayor fluidez, ademas de haber adquirido conocimientos que les
ayudaran en ésta actividad.

Ahora bien, con ayuda de la construccion anterior y utilizando la misma
simbologia empleada en el caso de la pardbola, los estudiantes descubriran en el
transcurso de la actividad las propiedades del lugar geométrico de la elipse llegando
a una generalizacion de sus elementos.

El realizar la construccion y etiquetar los puntos conforme a la notacion que
se utilizara les ayudara a visualizar las distancias que hay entre ellos. No obstante, si
se maneja otra notacion pero sin perder de vista el punto que estamos tratando, no
habria ningun problema.
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Asi, los estudiantes apoyandose en el software pueden responder las
siguientes preguntas y hacer generalizaciones. Como es el caso del alumno C en el
gue se puede observar el proceso que utilizd para llegar a la generalizacion de sus
resultado. Sin embargo, el alumno D también generaliza correctamente pero sin
argumentar, en caso de que sus respuestas fueran incorrectas se podria llegar a
pensar que ha mecanizado la informacion. En base a esto las observaciones que
realizaron son las siguientes:

¢,Cudl es la longitud del eje mayor (V'V"')?

Alumno C. Es en este alumno donde podemos observar con mayor claridad la
visualizacion del lugar geométrico.

fa lot‘!gi"{”O{ CL Wca 2@[ Pdf_jlé ?uc BU:Q v V‘ju’go,, Scmé\lrtcos o
V'C.)]Dec}'a =3 O )

Alumno D.
o) 7

¢,Cudl es la longitud del eje menor (A44')?

Alumno C.

/c{ /DngrLJ c}e ﬁHf a5 25 . pofs 573\:}) , ;’}_Yﬂ/ e s,mc'f,,(nﬁ Con ,e).»t,(,ﬁ\c

a C.

Alumno D.

¢, Cuales son las coordenadas de los vértices?

Alumno C.

Poue. Vile0), v'i-a,0), Ao, b), A'lo.-b) . poesds g, OVZ=Q oA =b
y Voes smébacoa V' ocon resgeedo o O

i
v A &5IMCI‘,1|LG % A <on r:‘)&:c\'_"ﬁ e G,

Alumno D.
| e lea) 2 TLES T
||;-.--. ) @i '.r-(n-n_'l'-.uu T L% o abtuus 0L yesumendn NI

e K ul "'\.:l [ o a N o 1O ChECAD QN I".' v ale NA O =G
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Hasta el momento lo que se ha realizado en las observaciones, es ubicar
conforme a la construccion de la elipse por puntos, aquellos que corresponden a los
vértices y las respectivas longitudes de los ejes mayor y menor del lugar geométrico.

Otro punto a considerar es precisamente si se cumple la relacion: El
cuadrado del semieje mayor es igual a la suma de los cuadrados del semieje menor
y de la semidistancia focal. La importancia de esta correspondencia se involucra en
la justificacion de la ecuacion de la elipse y en la relacién del lado recto, ademas de
surgir de la construccién de la elipse.

Asi, podemos ver a continuacion la relacion que encuentran los alumnos de
estos elementos, apoyandose del teorema de Pitagoras, como es el caso de los
alumnos C y D, sin embargo, el alumno E solo realiza la observacion de que es un
triangulo rectangulo e identifica al semieje mayor como la hipotenusa del triangulo.

¢, Cual es la relacion que existe en el triangulo AAOF respecto a sus lados?, si éstos
son: AF =a, AO=by OF =c.

Alumno C

at= [rict par el desceme. s Pclﬂﬁjorqs‘

¢

pgcy\m Fec 4 AOF =F0°

'||_|J‘_ &

Alumno E. ‘
L b o
| LT o e L [ ‘
W aE e FNVY = 25

L L - e L
N T T kg le?‘lR%n:\al: AOF
T AEnN Aok OF=c ||
‘L‘F"‘"ﬂ - hchdanole lektholadld T%
iRNREREE AlANDCURNENN
— I I ML
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De lo anterior podemos preguntarnos ¢Por qué AF =a? Es claro que es de
esta forma en la que hemos realizado la construccién, aun asi, la respuesta del
alumno B es en base a la definicion del lugar geométrico comparandola con la del
alumno C que se apoyo de la construccién como se indica en su reporte.

Alumno B.

lo werdiabn  wwlertr % { (on c.llgol,-, de la o) se)
walyuiea o ol wlore (B ) g, ds‘sé%wt

p.
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o o ke

Va“ \}3 > ﬁ1an L‘.‘.\. du &GMC&GL. efe
A
Ve a e
Alumno C.

I
— ' .
fa" /{’»t /’j/"”ﬁ* UM O ey 7“‘ Con S‘J(uaclc . ﬂu:’,}ra o /,P.Sc’."

,

S‘g »‘anﬁc,(\ C’\ [ a¥ra) )lfr'fﬂCm'J Ciowv y‘o.g’.o Er\/ = & Vi cs.‘)lvfo &n F v F

AT: T 45T como AF = ¥ ATF =, 4 F ma

Ahora bien, la correspondencia en el teorema de Pitagoras ¢ Se cumple para
FO (0, V)? desde luego, pues, para que hablemos de una elipse la distancia OF es
menor a la de OV . En caso de que fueran iguales los semiejes estariamos hablando

de una circunferencia que es un caso particular de la elipse, es asi como
argumentan a continuacion los alumnos By C.

Alumno B.
b:_ o o
C = 6F (B;OJ

Fr wardg al ¥ eati, dorbeg o ba Oh;(—_.c‘,.ﬂ:m Ao oV estd
Grere dectr BF o5 vengr e fa Gu. ctde i By
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Alumno C.
En el poograme. @b ave que Fodebe edor endic OV guesto gque e
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Con lo anterior, dados a y b ¢Podemos determinar c? es decir, si conocemos
las longitudes de los semiejes mayor y menor, respectivamente ¢Podemos
determinar la semidistancia focal? ¢Cual es la expresion? ¢Cudles son las
coordenadas de los focos F y F’, respectivamente?

Alumno C.
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Al iniciar las actividades los estudiantes determinaron la ecuacion que
correspondia al lugar geométrico de la parabola. Cuando iniciamos con la elipse se
realiz6 un bosquejo de la ecuacién correspondiente. Asi, ¢Cual es la ecuacion de la
elipse con centro en el origen y eje mayor que coincide con el eje X? Como
podemos observar, en las ecuaciones que los estudiantes determinan como es el
caso del alumno B y C hacen referencia con que eje de coordenadas debe de
coincidir el eje mayor de la elipse.

Alumno B.
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—_— oyt
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Alumno C.
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Otras propiedades o elementos que son importantes considerar de la elipse
son su excentricidad y la longitud de sus lados rectos, como ambos lados miden lo
mismo sélo consideramos a uno de ellos para deducir su razon algebraica. Ahora

. . C .. . C
bien, el cociente — se llama excentricidad de la elipse y se denota como e=—.
a a

¢, Cual es el comportamiento de e, conforme varia c?
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En las observaciones realizadas en este caso por los alumnos B y C, se
determind que: La excentricidad es igual a la unidad cuando la elipse se transforma
un segmento y si la excentricidad se acerca cada vez mas a 0, tenemos que la
elipse se aproxima a una circunferencia (la circunferencia es una elipse de
excentricidad nula) La excentricidad de una elipse es su grado de redondez o
alargamiento (Toribio: 266)

2

. . 2 .

Para cada elipse la longitud del lado recto es L, deduzca esta razon
a

algebraicamente.

Alumno C.
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Fase 3. Explicitacion.

En la fase anterior los alumnos obtuvieron las propiedades de la elipse para el
caso cuando el centro esta en el origen y el eje mayor coincide con el eje X. En esta
ocasion los estudiantes interactian entre si observando la semejanza que existe,
realizando la construccion correspondiente cuando el eje mayor coincidente con el

eje Y con centro en el origen y efectuando posteriormente las observaciones
pertinentes.
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Para este caso también se realiz6 la construccion por puntos de la elipse
como se muestra en la figura 8, para poder observar detenidamente las propiedades
de la elipse y realizar las anotaciones correspondientes.

-104

Figura 8.

La finalidad en esta fase es encontrar la semejanza y diferencias que existen
en esta construccion, para poder generalizar en las diferentes situaciones los
elementos que se han estudiado con anterioridad. Asi, las anotaciones de los
alumnos son las siguientes:

¢Las longitudes del eje mayor y eje menor se siguen comportando de la misma
manera?

Alumno C.

{llarﬂ ﬁ’ﬂ_bk’:ﬁh =% .2_5_‘3-411)

Sals P ojmrc. el 2ge By s .-_-ornc:l-;-}dt car e ey Y-

59



Determina las coordenadas de los vértices.

Alumno B.

v (-QJG)
LA ‘:5’:*-04)
A ('E&JQ)
AJ(“‘*‘D}@

Alumno C.
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¢Larelacion en el triangulo AAOF , se sigue cumpliendo?

Alumno B.
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Alumno C.
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¢,Cudles son las coordenadas de los focos?

Alumno B.
¥ (o, ¢y
I() (.»O)'C)

Alumno C.
—:‘ d _— ’Lh;
F(O,C) Ff(O,‘c) 0/ ch?\ F(O‘f;:jb ), F (0' Ja )

¢ Cudl es la ecuacion de la elipse para este caso? Al igual que para el caso anterior
los alumnos hacen hincapié en la relacién que existe entre el eje mayor y el eje de
coordenadas correspondientes.
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Por otro lado, la excentricidad de la elipse tiene el mismo comportamiento que
en el caso anterior. Como lo hacen notar los alumnos B y C individualmente.

Alumno B.
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La relacion que existe en la ecuacion de la elipse con el eje mayor los
estudiantes lo manejan de la siguiente manera:

Alumno B.
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Podemos resumir las observaciones anteriores en el siguiente Teorema (Lehmann:
177)

La ecuacion de una elipse de centro en el origen, eje focal el eje X, distancia

focal igual a 2c y cantidad constante igual a 2a es:
2 2

X

— + yT =1
a® b
Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de

los focos sean (0, ¢) y (0, -c), la ecuacién de la elipse es:
2 2

L + Y _ 1

b a
Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menor,y a, by
c estan ligados por la relacion.

2 1.2 2
a"=b"+c¢
2

También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es ——y la excentricidad e
a

esta dada por la formula
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Fase 4. Orientacion libre.

Al realizar la traslacion de ejes de la elipse, los estudiantes se enfrentan a
nuevas situaciones en las que refuerzan sus conocimientos, logrando incorporar en
un todo lo aprendido anteriormente; observando la semejanza que existe en los
diferentes casos, como se muestra en las figuras 9 y 10 donde podemos ver a la
elipse con centro en (h, k) y eje mayor paralelo al eje Y & X respectivamente,
concluyendo asi, los cambios que existen en las mismas.

?—0 o - ?
3
/ \‘am 1~
“ — ¢ —— |
I/ A
Figura 9. Figura 10.

Ahora bien, ¢Qué sucede, si el centro de la elipse no esta en el origen y sus
ejes son paralelos a los ejes de coordenadas? ¢ Cambian las partes principales de la

elipse?
Alumno C

Mo . \)umxa - Bc\n. se Nveslede . c\ero séle cembic o ‘v““"u\o e~
G ane o pe il e 3.3 g pie O\'l teas LAY Sdw P lav J”_‘I’*

¢ Cudl es la ecuacion del lugar geométrico y cuales son las coordenadas de los
vértices y los focos?
Alumno B.
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Alumno C.
Para el caso cuando la ecuacion del lugar geométrico es de la forma:

P T T
AT S & T ) B
G b
Y k) viath, k) \/’(Lva/kJ/F(cik,k) F'U h-c, k)
Ak, ket ALCR kb))
Si la ecuacion de la elipse es:

A [
(34 -x)
o
Se puede observar que las coordenadas cambian, entonces:

: , _ : b k)
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F(w, kel Fllhk-c)
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Los resultados anteriores se obtuvieron a partir de las observaciones de los
estudiantes, observemos que la ecuacién de la elipse permite saber a los
estudiantes si es horizontal o vertical. Las conjeturas anteriores las podemos resumir
en el siguiente Teorema (Lehmann: 181).

La ecuacion de la elipse de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje X,
esta dada por la segunda forma ordinaria,
2 2
(=), k) _,
a’ b®
Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuacién esta dada por la segunda forma
ordinaria,

2 2
(=P, k) _,
b? a’
Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menor,y a, by
c estan ligados por la relacion.

2:b2+02
2

También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es gy la excentricidad e
a

esta dada por la formula.
¢ _Aa*-b’
e=—=——-A1
a a
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Fase 5. Integracion

Finalmente, es en esta fase donde se refleja que tanto han aprendido y como
relacionan sus conocimientos con el problema a tratar.

Determina los vértices y los focos, en caso se ser necesario completar los
trinomios cuadrados perfectos y realiza las graficas correspondientes.
Alumno C.
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En la tabla 7, se muestra el avance que tuvieron los estudiantes en el
transcurso de la actividades, también se toma en cuenta los resultados del examen
final, donde se involucran estos conceptos, es decir, al finalizar las actividades, los
conocimientos adquiridos por los estudiantes son los establecidos en el siguiente
listado.

Tabla 7. Evaluacion final de la Elipse.

Alumno A[B|C|D|E
1. La definicién es clara. VRN VA VAN 4
2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico. VIV |V |V
3. La definicién tiene relacion con la gréfica. VI vV
los focos VAN VAN VAN V4
los vértices VRN VAN RVEN V4
4. Menciona como elementos de la elipse a: los lados rectos AR
el eje mayor VIV YV
el eje menor VIV
5. Representa a la elipse con centro en el origen. VI vV
6. Representa a la elipse con centro fuera del origen. VIV Y|V
7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica. VI vV |V |V
los focos. VA IRAN A VAN 4
los vértices. VI V||
8. Describe los elementos de la elipse con centro en el
origen. los lados rectos. Y
el eje mayor. VIV
el eje menor. VI vV
los focos. VN VAN VAN RVEN V4
los vértices. VI V|
9. Describe los elementos de la elipse con vértice en (h, k) los lados rectos. v | v
el eje mayor. R AR AR
el eje menor. VI V|V
10. La ecuacion corresponde al lugar geométrico. centro (0. 0) ML AL ALAL,
centro (h, k) VI VIV
11. Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica. VI vV
12. Intenta describir a la elipse visualmente. VIV
13. Relaciona al denominador de mayor valor en la ecuacién, con la orientacion t | slolslvly
14. Utiliza graficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas. VI v I|IvY |V
15. Deduce las propiedades de una figura por medio de sus coordenadas. VIV
16. Describe el término excentricidad con sus propias palabras. v |/ v

Finalmente los estudiantes relacionan los elementos de la elipse, consideran
a los ejes mayor y menor como ejes de simetria. Tomando en cuenta que el
aprendizaje es un proceso y que cada individuo tiene un ritmo diferente, podemos
decir que si hubo avance en sus conocimientos, pues, comparando las tablas 6 y 7,
podemos afirmar que los conocimientos en los estudiantes son diferentes, han
pasado del nivel cero al nivel uno, pues ya relacionan las propiedades de los
elementos de la elipse, ademas de identificar las caracteristicas que corresponden al
lugar geomeétrico.
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Hipérbola. (Resultados y andlisis)
Fasel. Informacion y Fase 2. Orientacion dirigida.

En esta ocasion no se realizdé ningun examen diagndstico, por cuestiones de
tiempo, empezamos y concluimos la teoria de la hipérbola en una sesion de una
hora y media aproximadamente que se llevé a cabo el 2 de Octubre del 2007. Se
hizo notar la gran semejanza que existe con el lugar geométrico de la elipse,
posteriormente ingresamos a la sala de cOmputo para realizar las construcciones
correspondientes.

Incluso, no se realiz6é la construccion por puntos en su lugar se ingreso la
funcion de Hipérbola[F,Fl,OV] en la parte inferior de la pantalla para facilitar el
trazo del lugar geométrico de la hipérbola y ahorrar tiempo. Sin embargo, la
construccion por puntos es semejante a la de la elipse con la diferencia de que
ahora OF > OV .

Ahora bien ya que el software no proporciona el eje no focal de la hipérbola,
se realizaron los trazos convenientes para poderlo visualizar graficamente como se
muestra en la figura 11 donde es representado por BBI.

Mediatriz

/ \2*51 e

Figura 11.

En base a la construccion del lugar geométrico de la hipérbola se realizaron
las observaciones con la finalidad de generalizar los resultados y asi conocer sus
elementos y propiedades. Las anotaciones realizadas por los estudiantes son las
siguientes:
¢Se cumple la condicion OF —QF1=VV1 , donde VV1=2a?

Alumno D.
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Alumno E.
=Y {Oigqur €1 L r;‘;if."-‘-?‘lt”i.‘g(‘ff\ de e Wagédchola

Podemos argumentar que la razon por la cual en el eje no focal no hay puntos que
pertenezcan al lugar geométrico es precisamente por:

Alumno C.
T}Q ‘-"Ilu c ln_ (Il lecemtia
}T F FPF (4

Alumno D.

Alumno E.

Pocque s8le Sorciona omo exe avxihar dende wo ven
Vel lexades Yardo ¢} Fowe como d Véctice

Al igual que en la elipse, en la hipérbola se encuentra un triangulo rectangulo
en el que se puede observar la relacién entre los diametros principales y la distancia
focal la cual es ¢* =4’ +b° donde a puede ser mayor, igual o menor que b.
(Anfossi: 76)

Alumno C.

y ;
Ut heanmdo al Veo rerne e P itboras
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Alumno E.

65 Jgr J[i Iancy_llc-‘ (fﬁkﬁr-i' e
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- Q’E'—}-‘b?’

¢Cudles son las coordenadas de los focos F, F1 y de los vértices V, V1
respectivamente?

Alumno D.

¢ Cudl es la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y eje focal que
coinciden con el eje X?

Alumno D.

%

. C .. . c .~
El cociente —, se llama excentricidad de la hipérbola, y denota como e =—. ¢ Cuél
a a
es el comportamiento de e, conforme varia c?
Alumno C.
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Hemos visto que una propiedad importante de la hipérbola es el hecho de que

siempre c>a, a partir de esto la pregunta anterior va en relaciéon al comportamiento
de la excentricidad conforme c varia.

De acuerdo a las anotaciones anteriores del alumno C podemos decir

2
(Toribio: 299): Como c>a, entonces e>1. Por otro lado e = 1+(bj , de acuerdo con
a

esta formula resulta que manteniendo invariable la longitud del eje real 2a vy
disminuyendo la longitud del eje no focal 2b, la excentricidad de la hipérbola se
aproximara a 1. Por otra parte, en cuanto b disminuye la hipérbola se ira haciendo
cada vez mas delgada.

2

. . . 2
Por lo que se refiere a la hipérbola, la longitud de cada lado recto es i, los
a

estudiantes demostraron esta razon algebraicamente como se muestra a
continuacion.

Alumno C.
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Hasta el momento los estudiantes sélo han estudiado el comportamiento de la
hipérbola cuando se encuentra en el origen y su eje focal coincide con el eje X, han
generalizado los elementos de la curva para este caso en particular.

Fase 3. Explicitacion.

En la fase anterior los alumnos obtuvieron las propiedades de la hipérbola
para el caso cuando el centro esta en el origen y el eje focal coincide con el eje X.
En esta ocasion se realizara la construccion correspondiente cuando el eje focal
coincidente con el eje Y, con centro en el origen efectuando posteriormente las
observaciones pertinentes.
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Se realiz6 la construccién de la hipérbola utilizando el procedimiento de la
fase 2 del modelo de Van Hiele, realizando analogamente los trazos para definir
graficamente el eje no focal como se muestra en la figura 12 y asi poder observar
detenidamente las propiedades y realizar las anotaciones correspondientes.

\ |3_
4_
i
|>\_: !
b ‘
[ C
| 8 o 81|
Mediatiz4 | |2 o 2l [ a4 5
3 e 4 ;'.
_{FL
.44
.6_
Figura 12.

De acuerdo con lo anterior se les pidi6 a los estudiantes determinar las
coordenadas de los vértices y los focos utilizando la notacion anterior y la
construccion previa. Asi las conclusiones de los alumnos son las siguientes:

Alumno D.

Ademas, ¢ La relacion en el triangulo AOIV , se sigue cumpliendo?

Alumno C.
'34_, 3e .‘_.,cj-,.-_- -:-.;.\,,‘,"nrn-\:_lc
A% 2t oyt *
por &b Aeoreme  de wlelgares

Como podemos observar la relacion entre los diametros principales y la
distancia focal se sigue cumpliendo a pesar de la posicién de la hipérbola.
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¢,Cudl es la ecuacion de la hipérbola para este caso? Veremos mas adelante
gue esta pregunta causa gran controversia entre los estudiante, pues, a diferencia
de la elipse no podemos determinar la posicion de la hipérbola, tomando en
consideracion el denominador de mayor valor. Este punto sera tratado mas adelante
con mayor detalle. Asi, la ecuacion con la que asocia el lugar geométrico de la
hipérbola el alumno C es la siguiente:

Alumno C.
l}‘ ~ 3 |_

&t b

Nuevamente, la excentricidad de la hipérbola, ¢tiene el mismo
comportamiento que en el caso anterior? Al igual que la relacion que existe con el
teorema de Pitagoras al realizar las observaciones para cada caso de la hipérbola,
es decir, eje focal paralelo o coincidente al eje coordenada X & Y respectivamente,
podemos ver que sus propiedades no cambian. De acuerdo con esto la semejanza
gue existe en los comentarios del alumno C en las diferentes fases del modelo de
Van Hiele, la excentricidad es acertada.

Alumno C.

Qxi =3

! . Neci
he e wnenad anthd

Al proporcionarles el material a los estudiantes este tenia un error, pues se
consideraba que al igual que en la elipse el denominador era el que determinaba la
posicion horizontal o vertical de la hipérbola. Cuando llegaron a esta parte surgieron
bastantes dudas; los estudiantes se encontraron con las siguientes posibilidades
a>b, a<b y a=b observando que para cualquiera de los casos anteriores la hipérbola
podia ser horizontal o vertical.

Los estudiantes comentaron durante la sesién de cOmputo estos problemas
observando cada uno de los casos, por un momento sin encontrar la relacion como
lo menciona el alumno E en las anotaciones posteriores.

El alumno D argumentaba que al mover los puntos libres cuando el eje focal
coincide con el eje de coordenadas X podia encontrarse con los tres casos antes
mencionados, sin embargo, el signo menos de la variable no cambiaba para los
casos anteriores. Es aqui donde al analizar este punto los estudiantes comprobaron
gue era el signo el que determinaba la posicion de la hipérbola, pues al estudiar el
caso cuando el eje focal coincide con el eje de coordenadas Y sucedia exactamente
lo mismo sélo que ahora el signo menos le pertenecia a la variable contraria que en
el caso anterior.
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Finalmente los estudiantes concluyeron que si el signo menos lo tenia la
variable y, entonces el eje focal es paralelo o coincidente al eje de coordenadas X.
Analogamente, si el signo menos de la ecuacion pertenecia a la variable x, entonces
el eje focal era paralelo o coincidente al eje de coordenadas Y.

El reporte del alumno C que aparece a continuaciéon muestra la confusion a la
gue se enfrentaron los estudiantes incluyéndolo a él. No obstante, estas se disiparon
con ayuda del software observando el comportamiento de los puntos libres como se
menciono anteriormente llegando asi a la conclusién correcta.

Alumno C.
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Alumno E. Este estudiante no relaciona el signo menos de la variable, sin embargo,
toma en cuenta signo positivo de la variable llegando al mismo resultado.

1 en caso’ contrario, es decir gue el denominador mayor

!
]-{;0 ({ Podemos alirmar, que st el denomnar en x €3 mayor, entonces la hipérbola tienen una

M\(pr\‘ posicién
f”‘ E{'\w_‘\”"‘ corresponda a v, entonees la clipse ticne una posiciin . '
Lo q' Tndice 9% €8s vetied v kari?.cn){ct\ £s el yaioe Fos l-{wfr:

de Ao CCUC&LiC"r.\’ &.Or\!{é‘ = ér\c._,(,-ri'fe ds‘![.(lr;L c‘.’{ C’df’- focal-

Los resultados anteriores los podemos resumir en el siguiente Teorema (Lehmann:
195).

La ecuacion de la hipérbola de centro en el origen, eje focal coincidente con el eje X,
y focos los puntos (c, 0) y (-c, 0), es
ﬁ — LZ = ]
a* b’
Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de los focos
sean (0, ¢)y (O, -c), entonces la ecuacion es:



2
o

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso o eje focal, b la del
semieje conjugado o eje no focal, ¢ la distancia del centro a cada foco, y a, b, c
estan ligados por la relacion

ct=a’+b?

2

También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados rectos es &, y
a

la excentricidad e est4 dada por la relacion
c _Ala*+b?
e=—=——1
a a

Fase 4. Orientacion libre.

En esta fase los estudiantes realizaran la traslacion de ejes fuera del origen
para el lugar geométrico de la hipérbola con la finalidad de encontrar la semejanza
que existe con los casos anteriores.

En la figura 13 y 14 podemos observar a la hipérbola con centro en (h, k) y eje
focal paralelo al eje de coordenadas X & Y respectivamente.

~
/
\\\
0,
.

BE O] B1

| X /
y | .\. | . IF1\

Figura 13. Figura 14.
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Una vez realizadas las construcciones anteriores podemos preguntarles a los
estudiantes ¢Qué sucede si ahora el centro de la hipérbola no esta en el origen y
sus ejes son paralelos a los ejes de coordenadas? ¢En qué cambian las partes
principales de la hipérbola?

Alumno C.
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Alumno E.

;P que cambian, las parles principales de la hipérbola? bo’[o 3¢ Cona c{f’row. 1(1 3
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En cualquiera de los comentarios anteriores se puede observar que no
cambian los elementos 6 propiedades de la hipérbola. El tnico cambio es un tanto
numérico y esta dirigido a las nuevas coordenadas de traslacién, pues en esta
ocasion la hipérbola se encuentra fuera del origen. Asi, ¢Cuéles son las
coordenadas de los vértices y los focos?
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Alumno C.
Hipérbola con eje focal paralelo al eje de coordenadas X.

Hipérbola con eje focal paralelo al eje de coordenadas Y.

Alumno E. Hipérbola con eje focal paralelo al eje de coordenadas X.

c(h®) ¥ (hea,K) vilh-oX) Flhreio) Fifh-c,0)

Finalmente, podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente
Teorema (Lehmann: 203).

La ecuacion de una hipérbola de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al
eje X, es de la forma

(x=n) _(v=k) _
a’ - b? =
Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuacion es

bkf () |

2 2 -
a b
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Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la del semieje
conjugado, c la distancia del centro a cada uno de los focos, y a, b, ¢ estan ligados
por la relacion

¢ =a’+b

También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados rectos es

2h* - . L
——, vy la excentricidad e esta dada por la relacion
a

e—£—7a2+b2>1
a a

Fase 5. Integracion

En los siguientes ejercicios se puede observar el razonamiento utilizado por
los estudiantes para resolver los problemas reflejando en ellos lo que han aprendido.

Determina los vértices, focos y las longitudes de los ejes en caso de ser necesario
completa cuadrados y realiza la grafica.

Alumno C.

a) X .

|~

[
A
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A diferencia de las cénicas anteriores en esta ocasién no se aplico examen
diagnostico, sin embargo, si consideramos al contenido de las tablas 4 y 6,
observamos que el nivel que tienen de conocimientos, es visual, pues, en la mayoria
de los casos el estudiante solo describe de manera visual el lugar geométrico a
estudiar, es decir, sabe que existe y que tiene propiedades y elementos, pero no los
relaciona entre si.

Tabla 8. Evaluacion final de la Hipérbola.

Alumno A[B|C|D]|E
focos VIV |V |V
vértices VIivI|Vv |V |V

Considera como elementos de la hipérbola lado rectos R RN
eje no focal V|V |V
eje focal v |V

Relaciona el signo de la ecuacién con la orientacion t | « - VIV |V

La ecuacion de la hipérbola con centro (0, 0) y la gréafica tienen relacion vVIiv|Y

La ecuacion de la hipérbola con centro (h, k) y la gréfica tienen relacion VIV

Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica ViV |V

Dada la ecuacién describe el lugar geométrico VIV |V

Completan cuadrados para obtener los elementos de la hipérbola v | v

En la tabla anterior, podemos apreciar que los estudiantes mas constantes
fueron el C, D y E, a pesar de que en un inicio el alumno E, no demostrd tener un
gran avance en sus conocimientos, consideré que su aprendizaje al finalizar todas
las actividades fue significativo.

Los alumnos Ay B, no concluyeron la ultima actividad, por razones ajenas, sin
embargo su desemperio en la parabola y la elipse fue mejorando comparandolo con
sus conocimientos iniciales, como se puede apreciar en las tablas 5 y 6, adquirieron
conocimientos nuevos y relevantes.

Al finalizar las actividades se aplico a los estudiantes un examen final con la

finalidad de evaluar sus conocimientos de las cénicas estudiadas, el formato es el
siguiente.
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Examen Final.

1. Encontrar el lado recto, vértices, focos y la ecuacion de la elipse que tiene el
centro en el origen de coordenadas y sus elementos son los que se indican.

a) 2a =34, c =15y eje mayor sobre el eje X.
b) Unfocoes (5,0)y e =§

2. Encontrar los elementos de las siguientes elipses (centro, ejes, lado recto,
vértices, focos y excentricidad). Dibujar la curva correspondiente.

) (era) -1
25 16
b) 4(x-1) +(y+3)’ =4

3. Dadas las siguientes parabolas, obténgase V, F, la ecuacion de la directriz y el
ancho focal.

a) y’+6y+9x-27=0
b) x*-6x-12y-15=0

4. Para las ecuaciones de la hipérbola. Hallar, vértices, focos, longitudes de los ejes
focal y no focal y la longitud del lado recto.

a) 4x*-9y* =36
b) x*-4y° =4

Como podemos observar en los siguientes resultados los avances de los
estudiantes son notorios. Realizan las observaciones de las propiedades o
elementos correspondientes al lugar geométrico, construyendo para alguno de los
casos la grafica correspondiente. Es asi, como podemos comprobar que los
estudiantes han pasado del nivel O del modelo de Van Hiele al nivel 1 del mismo.

En los estudiantes surge el descubrimiento de propiedades o elementos a

partir de las observaciones de los casos particulares, generalizando finalmente sus
resultados.
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1. Encontrar el lado recto, vértices, focos y la ecuacién de la elipse que tiene el
centro en el origen de coordenadas y sus elementos son los que se indican.

a) 2a =34, c =15y eje mayor sobre el eje X.

Solucién. Alumno D.

1)

/ =R (|5,o‘)7
F=1%,0)

b) Unfocoes (5,0)y e =§

Solucién. Alumno D.

B 10,5:57)
P T \'\
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a=3e= 12235 ~ s ( ) "J
Y= (3.5,0) O =1
b= {3425 15 Vs as,e) eI mlEs T
F=y( e
b =559 |5
F :(»g/(,)

2. Encontrar los elementos de las siguientes elipses (centro, ejes, lado recto,
vértices, focos y excentricidad). Dibujar la curva correspondiente.
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Solucion.

Alumno C.
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b) 4(x-1) +(y+3)° =4

Solucién. Alumno A.

' 2) @ NGV 1 (Y H\‘qu EFp so et
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3. Dadas las siguientes parabolas, obténgase V, F, la ecuacion de la directriz y el
ancho focal.

a) y*+6y+9x-27=0
Solucién.
Alumno C. En esta ocasion podemos decir que el procedimiento utilizado y las

observaciones para resolver este problema son correctas, sin embargo, el error al
factorizar un signo afecta los resultados finales.
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b) x*-6x-12y-15=0

Solucién.

Alumno E

g \/['51_2)
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4. Para las ecuaciones de la hipérbola. Hallar, vértices, focos, longitudes de los ejes
focal y no focal y la longitud del lado recto.

a) 4x> -9y’ =36
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Solucién. Alumno C.
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Durante las actividades se llevaron acabo diferentes evaluaciones entre ellas
el examen diagndéstico, que nos sirvi6 como guia para conocer cuales eran los
conocimientos con los que se enfrentaban los estudiantes a los nuevos temas.
Mientras que en la evaluacion final, se pudo observar el avance de los estudiantes
considerando que este es todo un proceso que requiere de tiempo, que varia
conforme al estudiante.

Ademas, como los elementos de las tablas de evaluacion consideran al
aprendizaje en sus diferentes ambitos, es decir, actitudinal, procedimental y
conceptual, esto nos permitié6 comparar entre el examen diagnéstico y la evaluacion
final, pues, se pudo observar cuales fueron los elementos que cumplieron los
estudiantes, como se muestra en la tabla 9.

Tabla 9. Cuadro comparativo de evaluacion de la parédbola.

Cuadro comparativo Examen Diagnéstico Evaluacion Final
Alumno A|B|C|D|EJA|B|C]|D]|E
1. La definicién es clara. v VIV |V
2. Reconoce a la parabola como lugar geométrico. v v |V VIV VY
3. La definicién tiene relacién con la gréfica. v VIV
la directriz. VIR A A VAN VA VAN RV AN VAN BV
el foco. VA AN VAN VAN BVEN VAN VAN VAN RV V4
g: Menciona como elementos de la parabola ol vértice. Varavavaavarae
el lado recto. v |/ AR ARAR
el eje focal. v VA AN AN VAN VAR Ve
5. Representa a la parabola con vértice en el origen. VIV |V AR ARAR AR
6. Representa a la parabola con vértice fuera del origen. v VIR A A AR VAN VAN V4
7. Relaciona los elementos de la parabola con la grafica. v v VI IVvI|vY |V
La directriz. V|V |V
El foco. VIV VY
8. Describe los elementos de la pardbola con -~
vértice en el origen. El vértice. VI
El lado recto. Vv
El eje focal. VAR AR
la directriz. v | v
. el foco. VIV
9. Describe los elementos de la parabola con -
vértice en (h, k) el vértice. VIV VY
el lado recto. VIV
el eje focal. R A RARARA
10. La ecuacion corresponde al lugar vértice (0, 0) VIV
geometrico. vértice (h, k) SV v v
11. Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica. v | v
12. Observa que el eje focal es eje de simetria V|V |VY
13. Intenta describir a la parébola visualmente. VIR A AN AN VAN VAN BVAN IV V4
14. Realiza un bosquejo del lugar geométrico para conocer la vl
ecuacion
15. Relaciona el signo de la ecuacion con la orientacion t | « slolelvly
16. Utiliza graficas como herramienta para interpretar
; : VR AR e
expresiones algebraicas
17. Cuando conoce la ecuacién de la parabola describe su lugar sl lvly
geométrico
18. Convierte representaciones sintéticas a representaciones vl
analiticas
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De acuerdo a la tabla anterior, los estudiantes no tenian el aprendizaje
conceptual, pues no relacionaban, ni describian los elementos de la cénica, sélo
sabian que existian algunos elementos de esta como son: directriz, foco y vértice,
pero no los relacionaban con la grafica del lugar geométrico, sélo describia a la
conica visualmente, sin propiedades, ni elementos, incluso la ecuacién que
presentaban para la parabola no correspondia.

Por otro lado, no tenian clara la definicién de parabola, pues la definicion que
trataron de dar en su examen diagndstico, no correspondia al lugar geométrico que
ellos dibujaban, como es el caso del alumno A que intento definir a la parabola como
una curva cualquiera que parte del origen y en el momento de dibujar el lugar
geomeétrico, dibujo una parabola en el origen, la cual no es una curva cualquiera,
pues tiene propiedades y elementos que la acompafian. Ademas de no distinguir
entre una ecuacion lineal y una cuadrética. Es decir, los elementos de la tabla que
corresponden a los aprendizajes actitudinales y procedimentales, no los ubicaban.

Hay que tener en cuenta que los estudiantes, no habian cursado materias
relacionadas con matematicas en el momento que se aplicaron las actividades,
pues, son cursos que estudiaran en semestres posteriores. Es decir, s6lo contaban
con los conocimientos adquiridos durante el bachillerato hace aproximadamente
cuatro afos.

Sin embargo al realizar las actividades con ayuda del software Geogebra,
tanto los aprendizajes actitudinales, procedimentales y conceptuales fueron
cambiando, pues, el software permitié a los estudiantes una mejor visualizacion de
los elementos de la parabola, asi como también facilito la construccién de la conica.

Por otro lado, al realizar la construccion de la conica, la definicion se aclaro,
pues se podia apreciar con mayor facilidad, como se formaba el lugar geométrico de
la parabola, asi como la orientacién de la cénica. La razén por la que algunos
estudiantes tuvieron problemas al determinar la ecuacion de la directriz, fue en
principio por que no distinguian entre una ecuacion lineal y una cuadrética, sin
embargo los alumno C y D no presentaron este problema, a pesar de que en un
inicio tampoco realizaron la distincion entre estas ecuaciones.

Con respecto al aprendizaje procedimental, los estudiantes crearon en ellos
habilidades que les permitieron saber describir e identificar el lugar geométrico de la
parabola y representar tanto en el origen como fuera de este a dicha coénica. En lo
gue concierne al aprendizaje actitudinal, los alumnos fueron capaces de realizar un
bosquejo del lugar geométrico para conocer la ecuaciéon y por otro lado, utilizar
graficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas.

En la tabla 10, se puede observar la comparacién entre la evaluacion
cualitativa del examen diagnostico y la evaluacion final. Al igual que en la actividad
anterior, esta tabla nos permite observar con mayor claridad el desenvolvimiento de
los alumnos en el transcurso de la actividad y en los diferentes aprendizajes,
actitudinal, procedimental y conceptual que se presentan en la lista de cotejo de
dicha tabla.
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Tabla 10. Cuadro comparativo de evaluacién de la elipse.

Cuadro comparativo. Examen Diagndstico. Evaluacion Final.
Alumno A B|C|D|E|A|B|C|D]|E
1. La definicién es clara. v VI v |||
2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico. v V|V VIV
3. La definicion tiene relacion con la grafica. v VIivI|vV |V |V
los focos v VA VAN VAR VAN VAN VAN VAN VAN V4
los vértices v V|V VAN VAN VAN VAN V4
4. Menciona como elementos de la
elipse a: los lados rectos v v VIivI|v |V
el eje mayor v AR AR
el eje menor v VIV
5. Representa a la elipse con centro en el origen. v v VIivI|v |V |V
6. Representa a la elipse con centro fuera del origen. v | v VAl AN AN VAN VAN BV
7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica. v R RARA
los focos VIV
los vértices VvV VIV
8. Describe los elementos de la
elipse con centro en el origen. los lados rectos Al
el eje mayor VI V|V
el eje menor VI vV
los focos VI v |||
los vértices VIV VY
9. Describe los elementos de la
elipse con vértice en (h, k) los lados rectos 1
el eje mayor VIV
el eje menor VIV ||
10. La ecuacién corresponde al centro (0, 0) SIS Y
lugar geomeétrico. centro (h, k) JIvilvlvlv
11. Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadrética. VvV |V
12. Intenta describir a la elipse visualmente. v R ARAR VIV |V
13. Relaciona al denominador de mayor valor en la
P . - VIV
ecuacion, con la orientaciéon 1 | « -
14. Utiliza graficas como herramienta para interpretar aaw;
expresiones algebraicas
15. Deduce las propiedades de una figura por medio de slolvly
sus coordenadas
16. Describe el termino excentricidad con sus propias 7|
palabras

Al iniciar el estudio de la elipse, los alumnos no contaban con los aprendizajes
conceptuales establecidos en la tabla anterior, pues, las definiciones no
correspondian al lugar geométrico del que hablaban, excepto el alumno C el cual dio
una definicion de elipse correspondiente al lugar geomeétrico. Los elementos de la
elipse que mencionaron fueron aquellos que tenian una analogia con la parabola,
pero no describieron en que consistian, sélo intentaron definir a la parabola como
una curva ovalada, tal fue el caso de los alumnos A, B y E, como se muestra en sus
examenes diagndsticos.

Al iniciar con las construcciones los alumnos tuvieron una mejor soltura en el
manejo del software, a pesar de las dificultades que mostraba la figura, puse
requeria de una gran cantidad de trazos. En el aprendizaje conceptual, la ayuda que
proporciono el software fue en cuanto a la visualizacion de los elementos de la
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elipse, pues, a partir de la construccion los alumnos pudieron observar con claridad
la definicion de la elipse, ademas de describir los elementos que la componen.

Por otro lado, en el aprendizaje procedimental los estudiantes crearon en ellos
habilidades que les permitieron saber describir e identificar el lugar geométrico de la
elipse y representar tanto en el origen como fuera de este a dicha conica. En lo que
concierne al aprendizaje actitudinal, los alumnos fueron capaces de realizar un
bosquejo utilizando graficas como herramienta para interpretar expresiones
algebraicas.

Tabla 11. Evaluacién final de la Hipérbola.
Alumno

focos

<

vértices

<

NI ENS =
NIEN RN [

Considera como elementos de la hipérbola lado rectos

eje no focal

eje focal

Relaciona el signo de la ecuacion con la orientacion t { « -

La ecuacion de la hipérbola con centro (0, 0) y la gréafica tienen relacion

La ecuacion de la hipérbola con centro (h, k) y la gréfica tienen relacion

Distingue entre una ecuacion lineal y una cuadratica

NIENIENI ENI ENI RN EN

Dada la ecuacién describe el lugar geométrico

NIEN PN PN RN RN RN RN RN RN RN [

NIENI KNI BN NI ENI RN RN ENS N RN e

Completan cuadrados para obtener los elementos de la hipérbola

Finalmente, como se puede observar en la tabla 11, los aprendizajes en sus
diferentes ambitos, actitudinal, procedimental y conceptual, para el caso de la
hipérbola, no son tan claros para los alumnos A y B, pues no concluyeron la
actividad, sin embargo, para los alumnos C y D, se puede observar que la analogia
gue existe con las coénicas anteriores sirvid de apoyo para realizar esta actividad,
pues tanto las construcciones como los elementos de las cénicas son bastantes
semejantes.
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Conclusiones.

Al iniciar las actividades y observar los resultados que arrojaron los examenes
diagnosticos se aprecio que el nivel de razonamiento geométrico de los estudiantes
se podia ubicar en el nivel de visualizacion, pues, no relacionaban las propiedades o
elementos de los lugares geométricos y los consideraban como alguna curva en
particular.

Sin embargo, en el momento que se aplicaron las actividades los estudiantes
no habian cursado durante la licenciatura materias cuyo contenido cientifico fuera de
matematicas, pues, son cursos que estudiaran en semestres posteriores. Es decir,
s6lo contaban con los conocimientos adquiridos durante el bachillerato hace
aproximadamente cuatro afios.

Por otro lado, la muestra que se considero fue tomada con estudiantes
voluntarios, por lo tanto, es una muestra no probabilistica. Lo cual implica que los
resultados obtenidos tienen un valor limitado y relativo a la muestra en si, mas no a
la poblacién. Sin embargo, esto no quiere decir que no se pueda llevar acabo en una
poblacion.

Al transcurrir el tiempo, los estudiantes pasaron del nivel cero al nivel uno del
modelo de Van Hiele, es decir, surge en ellos el descubrimiento y la generalizacion
de propiedades de los lugares geométricos a partir de las observaciones que se
realizaron en el desarrollo de las actividades.

Las construcciones dinamicas realizadas con el software facilitan el trabajo al
estudiante, es decir, le permiten construir con mayor rapidez las construcciones de
los lugares geométricos y tener una mejor exactitud en los trazos, provocando
observaciones de los elementos con mayor precision.

El manejar con mayor soltura el programa provocé en ellos un mejor
desempefio y desenvolvimiento en las actividades, permitiéndoles a su vez observar
con mayor claridad las propiedades y elementos de las conicas estudiadas.

El uso dirigido y experimental del software ayudo a los estudiantes a darse
cuenta de algunos errores de abstraccion de conceptos. Como fue el caso del
alumno C, el cual confundia el concepto de “simetria respecto a” y al enfrentarse
con el programa y analizar el desarrollo de las actividades pudo darse cuenta que su
ecuacion no correspondia a la gréfica, corrigiendo y reafirmando asi, los conceptos
involucrados.

Por otro lado, en el aprendizaje procedimental los alumnos crearon en ellos
habilidades que les permitieron saber describir e identificar el lugar geométrico de la
parabola y representar tanto en el origen como fuera de este a dicha cénica. Como
es el caso del alumno B, que al realizar sus reportes especificaba el porque de su
eleccién, cuando resolvio los ejercicios planteados en la actividad de la parabola.

Cuando los estudiantes se enfrentaron a la semejanza que existe entre la

elipse vy la hipérbola observaron que a diferencia de la elipse la posicion de la
hipérbola no se podia determinar con ayuda de los denominadores de la ecuacion,
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sino mas bien con el signo menos de ésta. Este pequefio detalle lo visualizo el
alumno D que al mover los puntos libres de la construccién observé los diferentes
casos que presentaba la ecuacion de la hipérbola, llegando asi al resultado correcto.

Sin embargo, la confianza total de los resultados del programa sin tener
claridad de los conceptos basicos, puede provocar conflictos cognitivos, es decir, si
el estudiante no se da cuenta de errores que puede cometer durante la construccion
de los lugares geométricos, los resultados pueden ser malos o en el peor de los
casos coincidir con lo que ellos quieren ver, pero al mover sus puntos libres sus
construcciones se deforman evitando asi, obtener las propiedades correctas y poder
observar el comportamiento adecuado de éstas.

La evaluacion cualitativa de las actividades se realiz6 mediante listas de
cotejo (1, 2 y 3), determinando en ellas los elementos relevantes con la finalidad de
poder observar el desempefio de los estudiantes, considerando en ellas los
aprendizajes actitudinales, procedimentales y conceptuales, involucrados en la
evaluacion de los estudiantes. De acuerdo con esta evaluacion, los estudiantes
tuvieron un progreso considerable, como se determino en los cuadros comparativos
9,10y 11.

Existen diferentes herramientas para llevar acabo la evaluacion cualitativa de
los estudiantes y poder llevar un seguimiento del progreso de estos, como son: la
tabla de actitudes, realizar un diario docente, entrevistas antes y después de las
actividades, entre otras que ayudaran a llevar un mejor control de la evaluacion.

Por otro lado, uno de los aspectos importantes que falto realizar en este
trabajo fue el llevar a cabo pruebas piloto, tanto en las actividades como en los
instrumento de evaluacion, con la finalidad de afinar dichos instrumentos.

Los niveles de Van Hiele se observarian mejor si se hubiera trabajado con un
sélo tema, para poder llevar a los alumnos del nivel cero al nivel cuatro de Van Hiele
y poder observar con claridad el paso de un nivel a otro, sin embargo, en este
trabajo se pudo apreciar el paso del nivel cero al nivel uno en el estudio de la
parabola, elipse e hipérbola.
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