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Introducción. 
 

“En esta vida hay dos cosas interesantes: 
Investigar matemáticas y enseñar matemáticas” 

 
Poisson. 

 
 

El presente trabajo tiene como propósito ofrecer a los estudiantes más y 
mejores oportunidades de visualización sobre conceptos geométricos relativos a las 
cónicas y de esta forma, observar la evolución cognitiva en ellos. 

 
Este trabajo se llevó a cabo con cinco estudiantes de la Escuela Normal 

Superior de México de la Licenciatura en Educación Secundaria Especialidad en 
Matemáticas, que en ese momento cursaban el tercer semestre. Se utilizó el 
laboratorio de cómputo de la Escuela Superior de Física y Matemáticas del Instituto 
Politécnico Nacional. 

 
Las actividades presentadas en el siguiente trabajo, están estructuradas 

tomando en cuenta el modelo de Van Hiele. Aprovechando el hecho de que hoy en 
día es más viable el uso de la tecnología, hemos utilizado el software Geogebra 
diseñado por Markus Hohenwarter, en el desarrollo de actividades como herramienta 
didáctica. 

 
El software, permite a los estudiantes una mejor visualización de los lugares 

geométricos y al mismo tiempo determinar propiedades implícitas en la construcción 
de estos. 

 
Los temas que se estudiaron en las actividades presentadas, son los lugares 

geométricos de la parábola, elipse e hipérbola. Las construcciones realizadas de 
estas cónicas se hicieron determinando puntos que pertenecen a ellas (construcción 
por puntos); es decir, son realizadas como si se estuviera trabajando con regla y 
compás. Con la diferencia, claro, de que se puede manipular la construcción, es 
decir, mover los puntos libres que nos permiten conocer mejor el comportamiento de 
los trazos y así, determinar las propiedades de estos. Llamaremos por puntos libres 
a aquellos de los que depende la construcción. 

 
En este caso los estudiantes involucrados, en base a las observaciones 

realizadas en este software generalizaron propiedades de los lugares geométricos 
que a su vez les permitieron profundizar en el contenido científico de estos. 

 
Se ha mencionado anteriormente la utilización del modelo de Van Hiele en la 

estructuración de las actividades desarrolladas, ¿Pero, de que trata dicho modelo? 
Esté consiste, por un lado en ubicar a los estudiantes en un nivel de razonamiento y 
por otro en ayudar a los alumnos a pasar con mayor facilidad de un nivel a otro.  

 
Los niveles de razonamiento geométrico que considera Van Hiele son: 

Visualización, Análisis, Deducción Informal, Deducción Formal  y Rigor. Para llevar a 
cabo el paso de un nivel a otro propone cinco fases cíclicas, las cuales le permiten al 
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docente organizar sus clases  y con ellas ayudar a los estudiantes en su 
aprendizaje.  

 
Las fases son: Información, Orientación Dirigida, Explicitación, Orientación 

Libre e Integración. En el desarrollo de las actividades nos referiremos a ellas como 
fase 1,…, fase 5 respectivamente. De la misma forma se clasifican los niveles: el 
nivel 0 corresponde al de Visualización, así sucesivamente, hasta llegar al nivel 4 el 
cual corresponde al de Rigor. 

 
En el Marco Teórico se presenta una descripción detallada del los niveles de 

razonamiento geométrico y fases de dicho modelo. Cabe mencionar, que para poder 
pasar al siguiente nivel se tendrá que tener un manejó adecuado del anterior, y el 
paso de un nivel a otro dependerá de los conocimientos adquiridos del estudiante. 
  

Existen diferentes formas que se pueden utilizar para realizar  una evaluación 
cualitativa de los estudiantes, las cuales son:  Escala de actitudes, Historia y 
experiencia de vida, Tabla de especificaciones, V heurística de Gowin, informe  
KPSI, Rubrica, Lista de cotejo, Matriz de resultados, Bitácora COL, portafolios, entre 
otras (Flores: pág.47). 

 
En esta ocasión se utilizó la lista de cotejo como herramienta para la 

evaluación cualitativa de los estudiantes, estas listas se pueden observar 
detenidamente en las tablas de evaluación 1,2 y 3, las cuales permiten observar en 
un inicio los conocimientos previos de los alumnos y al finalizar poder observar el 
avance de los estudiantes durante la actividad.  Estas lista contiene los elementos 
relevantes de la actividad, fomentando en los estudiantes un aprendizaje conceptual, 
actitudinal y procedimental.  
 
 Finalmente ¿Cuáles fueron las ventajas y desventajas? Entre las ventajas que 
se obtuvieron; al observar la construcción, es decir, la dependencia de los 
elementos, se reafirman los conceptos involucrados e incluso se determinan 
propiedades de los lugares geométricos. Sin embargo, entre las desventajas más 
comunes está; el tener plena confianza en los resultados que arroja el programa, 
pues, si al realizar las construcciones correspondientes y al mover los puntos libres, 
estas sufren cambios inadecuados, se pueden producir errores en el razonamiento 
geométrico y generar “lagunas” en el aprendizaje.  
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Problemática. 
 
 

Como sabemos el modelo de Van Hiele nos ayuda a explicar cómo es que el 
razonamiento geométrico evoluciona en el ser humano. Y al mismo tiempo propone 
al docente cómo puede apoyar al alumno en pasar de un nivel a otro con mayor 
facilidad por medio de las diferentes fases de dicho modelo, las cuales se 
mencionaran al ser analizado durante el marco teórico.  

 
 
Debido a la falta de visualización geométrica que presentan los alumnos en 

los diferentes niveles educativos. El presente trabajo se centrará en el ámbito 
educativo, enfocándonos en estudiantes que cursan el segundo año de la 
Licenciatura en Educación Secundaria con Especialidad en Matemáticas. 

 
 

 
 
 
Objetivo. 
 
 Por medio de las estrategias didácticas empleadas en las actividades 
basadas en el modelo de Van Hiele y apoyándonos en el software Geogebra, 
identificar el avance en el razonamiento geométrico de los estudiantes.  
 
 
 
 
Hipótesis. 
 

El razonamiento geométrico del estudiante se incrementa por medio de las 
estrategias didácticas, utilizando el software Geogebra, con respecto al modelo de 
Van Hiele. 
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Marco Teórico. 
 

A lo largo de la historia la humanidad ha sufrido cambios importantes sociales, 
científicos, tecnológicos entre otros, los que han permitido la evolución de 
herramientas tecnológicas en el avance científico y tecnológico de la sociedad. El 
desarrollo de las geometrías en la investigación sigue siendo de gran importancia en 
la matemática del siglo XXI, siendo uno de los impulsores Euclides considerado uno 
de los pilares de la geometría. 
 

La palabra “geometría” oculta una diversidad de apartados de interés 
matemático, entre ellos: transformaciones geométricas, geometría algebraica, 
sistemas dinámicos, geometría fractal, etc., de una gran lista que se encuentra 
ligada con la geometría según Joseph Malkevitch, que se dio a la tarea de revisar los 
diferentes apartados y su relación con la geometría.  

 
¿Pero en donde podemos utilizar la geometría?, esta pregunta es cada vez 

más sencilla de responder, pues, las aplicaciones “geométricas” son más amplias en 
el transcurrir del tiempo. Por ejemplo: Aplicaciones a la modelización matemática del 
mundo físico, estructuras en ingeniería y arquitectura, visualización de datos 
estadísticos, etc.  

 
El presente trabajo estudia el razonamiento geométrico de los alumnos del 

nivel superior apoyándonos con el modelo de Van Hiele, considerando que en la 
actualidad el acceso a la tecnología es cada vez más viable para el aprendizaje; así 
la utilización del software educativo abre un amplio panorama de oportunidades 
tanto para la vida laboral como estudiantil. 
 

Así pues, la extensa gama de aplicaciones de la geometría es de gran interés 
en la geometría analítica clásica al fomentar un conocimiento geométrico, que 
permite a los alumnos enfrentarse desde otros puntos de vista a los diferentes 
apartados ligados a la geometría, encaminados a la gran diversificación de lugares 
en donde pueden ser empleados de manera significativa. 
 

Por lo tanto, el software desarrollado ha permitido alcanzar niveles de 
visualización que sin ayuda de estos sería difícil de esperar, como es el caso del 
software Geogebra y Cabri-Géometre. Sin embargo, al igual que las construcciones 
realizadas con regla y compás, el software permite realizar las construcciones 
dinámicas con la misma analogía, es claro que es necesario conocer las definiciones 
previas de los conceptos geométricos involucrados en las construcciones, para 
desenvolverse con mayor facilidad. 

 
Podemos entender que visualización es el proceso por el cual, dado un 

concepto, se puede dar una forma mental o física del concepto, pues, los símbolos 
visuales juegan un papel importante por la estrecha relación que tienen con los 
objetos y conceptos que designan. La geometría se considera como un método que 
puede visualizar formas y figuras, visualizar conceptos o procesos sistemáticos, etc. 
(Fortuny: pág. 25). 

 
El modelo de Van Hiele esta conformado por cinco niveles de razonamiento 

geométrico, que describen las características del proceso de pensamiento. Cada 
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nivel esta estructurado por cinco fases que le permiten al profesor organizar sus 
clases para poder ayudar a los estudiantes a pasar de un nivel a otro con mayor 
facilidad. Dichos niveles no están asociados con la edad, además, sólo alcanzando 
un nivel se puede pasar al siguiente y su mayor o menor dominio de la geometría, 
influirá en que tan rápido avancen al siguiente nivel. 
 

Los autores de este modelo son Pierre M. Van Hiele y su esposa Dina Van 
Hiele – Goldof que en los años 50 eran profesores de geometría de enseñanza 
secundaria en Holanda. (Ángel Gutiérrez: pág. 125) 

 
A partir de sus experiencias docentes y de las dificultades de comprensión 

que observaban en sus alumnos elaboraron este modelo que explica, por una parte 
como se produce la evolución del razonamiento geométrico de los estudiantes y, por 
otra parte como puede el profesor ayudar a sus alumnos para mejorar la calidad de 
su razonamiento, los niveles de razonamiento son visualización, análisis, deducción 
informal, deducción formal y rigor.   

 
Van Hiele afirma que el paso a través de ellos depende de la instrucción 

recibida que de la edad o madurez fisiológica, de acuerdo con esto propone cinco 
fases de aprendizaje, con el fin de ayudar a los estudiantes a pasar de un nivel a 
otro. (Amelia Rodríguez: pág. 3)  

 
Este modelo considera que la geometría juega un papel importante dentro de 

las mismas matemáticas, además de reconocer que la geometría permite las 
interpretaciones geométricas de diferentes conceptos matemáticos para 
comprenderlos y asimilarlos mejor. 
 

El trabajo de Pierre M. Van Hiele y de su esposa Dina Van Hiele – Goldof, se 
basó en cinco niveles de razonamiento, los cuales describimos a continuación: 

 
Nivel 0 (Visualización).- En este nivel el estudiante identifica, nombra, 

compara y opera sobre figuras geométricas basándose en su experiencia, (por 
ejemplo, triángulos, rectángulos, círculos, etc.) de acuerdo con su apariencia global, 
pero las propiedades de las figuras no las distinguen.  

 
Nivel 1 (Análisis).- El estudiante se da cuenta de las propiedades de las 

figuras geométricas en términos de sus componentes y descubre propiedades y 
reglas de una clase de figuras empíricamente, mediante una variedad de actividades 
(por ejemplo, observando, doblando, midiendo, usando diagramas, etc.) ninguna de 
estas propiedades implican cualquier otra porque cada una se percibe de manera 
diferente. 

 
Nivel 2 (Deducción informal).- Un estudiante en este nivel interrelaciona 

lógicamente propiedades y reglas descubiertas previamente, dando o siguiendo 
argumentos informales. Las características de las figuras geométricas están 
organizadas y se perciben de forma estructurada. 

 
Nivel 3 (Deducción formal).- Aquí el estudiante demuestra teoremas 

deductivamente, de una manera formal usando axiomas y teoremas antes 
demostrados, establece interrelaciones entre redes de teoremas. Acepta la 
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posibilidad de llegar al mismo resultado desde distintas premisas (definiciones 
equivalentes, etc.). 

 
Nivel 4 (Rigor).- El estudiante establece teoremas en diferentes sistemas 

axiomáticos, tiene la capacidad para manejar, analizar y comparar diferentes 
geometrías.  

 
 Debemos tomar en cuenta que en estos niveles existe una jerarquización, 
pues tienen un orden que no podemos saltar, además son recursivos, es decir, lo 
que es implícito en un nivel se convierte explícito en el siguiente nivel. 
 

Es conveniente mencionar que el estudiante no puede pasar de un nivel a 
otro sin antes manejar correctamente el nivel en el que se encuentra, para que esto 
suceda Van Hiele, propone fases cíclicas que le ayudarán al estudiante, estas fases 
constituyen un esquema para organizar su enseñanza. Su carácter cíclico viene 
dado por el hecho de que cuando los estudiantes, tras recorrer las cinco fases, 
consiguen alcanzar un nivel de razonamiento superior al que tenían, deben iniciar un 
nuevo recorrido por las cinco fases para conseguir llegar al nivel superior actual.  

 
Las fases son las mismas para todos los niveles, los contenidos matemáticos, 

el lenguaje empleado y la forma de resolver problemas son diferentes para cada 
nivel. 

 
Las fases del modelo de Van Hiele son las siguientes: 

 
Fase 1 (Información).- El maestro y los alumnos  conversan y desarrollan 

actividades en relación a los objetos de estudio para el presente nivel. La finalidad 
es que el maestro se dé cuenta de los conocimientos previos de los estudiantes 
acerca del tema a tratar y además estas actividades permiten que los estudiantes se 
den cuenta del nuevo estudio que harán. 

 
Fase 2 (Orientación dirigida).- Los estudiantes exploran el campo de 

investigación por medio de materiales que el maestro hace cuidadosamente 
secuenciados. Este material suele estar formado por bloques de actividades 
dirigidos al descubrimiento y aprendizaje de los conceptos y propiedades 
fundamentales del área de estudio. 
 

Fase 3 (Explicitación).- Construyendo sobre sus experiencias previas, los 
estudiantes expresan e intercambian sus ideas acerca de las estructuras que han 
sido observadas. Fuera de ayudar a los estudiantes en el uso preciso y apropiado 
del lenguaje, el profesor sólo interviene cuando es necesario. Es durante esta fase 
cuando el sistema de relaciones del nivel empieza a manifestarse. 

 
Fase 4 (Orientación libre).- En esta fase, el estudiante debe de afianzar y 

completar sus conocimientos. Esto se consigue mediante la asignación de tareas por 
parte del profesor que pueda desarrollar de diversas formas o que puedan llevar a 
diferentes soluciones. Así, los estudiantes adquieren experiencia al resolver las 
tareas usando sus propios caminos.  
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Fase 5 (Integración).- En esta fase el profesor debe tratar de resumir en un 
todo el campo que han explorado los estudiantes y lograr que integren lo que 
acaban de aprender en la red de conocimientos relacionados con este campo.  

 
Al final de la quinta fase, los estudiantes han alcanzado un nuevo nivel de 

pensamiento. El nuevo dominio del pensamiento  remplaza el viejo, y los estudiantes 
están listos para repetir las fases de aprendizaje para el próximo nivel. 

 
Desarrollando el pensamiento visual, no sólo se abren nuevos horizontes a la 

forma de enseñar Geometría, sino que se facilitan nuevas maneras de descubrir e 
investigar.  

 
Una de las formas que se utilizan para observar  la evaluación del 

conocimiento como “proceso” de los estudiantes, es la elaboración  de una lista de 
cotejo, la cual nos permite organizar la información y resultados que arrojan los 
estudiantes, capturando en ella los conceptos y elementos relevantes en el 
desarrollo de la actividad que se quieren verificar. 

 
 Esta tabla (1, 2 y 3) nos permite cotejar el desempeño de los estudiantes  con 

el desarrollo esperado de la actividad. La evaluación nos permite conocer en un 
principio, cuales son los conocimientos con los que se  enfrenta  el alumno a la 
actividad y por otro lado, al finalizar poder observar los avances que presentaron los 
estudiantes. Esta evaluación es de tipo cualitativa, sin embargo, se puede llegar a 
cuantificar. 

 
¿Pero que es una evaluación cualitativa? Es aquella que nos permite 

involúcranos en el pensamiento del estudiante, realizando a su vez un análisis 
interpretativo  de los resultados obtenidos, procurando capturar las experiencias de 
los propios estudiantes. 

 
Los aprendizajes de los estudiantes son diversos y los podemos clasificar en 

sus diferentes ámbitos como: actitudinal, procedimental y conceptual (Díaz, Rojas). 
Donde el aprendizaje actitudinal consiste en la adquisición de actitudes por parte del 
alumno en su proceso de enseñanza – aprendizaje, es decir, el saber ser.  
 

El aprendizaje procedimental, es decir, el saber hacer o saber procedimental  
se define como la ejecución de procedimientos, estrategias, técnicas, habilidades, 
destrezas, etc. Es decir, como un conjunto de acciones ordenadas y orientadas a un 
objetivo común, el llevar al estudiante a dominar dicho aprendizaje. El aprendizaje 
conceptual o el saber qué, se construye a partir del aprendizaje de conceptos, 
principios y explicaciones, abstrayendo de estos su significado esencial. 

 
Estos aprendizajes son los que se involucran en la evaluación de los 

estudiantes, y se señalaran en las tablas 1, 2 y 3. 
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Metodología. 
 

Las actividades presentadas en esté trabajo utilizaron como herramienta de 
estudio el software Geogebra, con la finalidad de permitir a los estudiantes obtener 
una mejor visualización de los lugares geométricos que se estudiaron en el 
transcurso de las sesiones, apoyándose en el modelo de Van Hiele para la 
organización de las mismas. 

 
El desarrollo de las actividades se llevó acabó en la Escuela Superior de 

Física y Matemáticas del Instituto Politécnico Nacional ubicado en la Unidad Adolfo 
López Mateos, se hizo uso de la sala siglo XXI (computadoras y proyector)  en el 
horario de 16:30 a 18:00.  

 
Antes de ingresar al laboratorio de cómputo se realizó una breve explicación 

del contenido, con el propósito de introducir al estudiante en el tema de estudio. Esto 
se realizó con la técnica “lluvia de ideas” incorporando así a los estudiantes a las 
actividades.  

 
Al iniciar cada tema se aplicó un examen diagnóstico, que nos permitió 

conocer el nivel geométrico de los estudiantes, para después comparar los 
resultados con los obtenidos al finalizar las actividades. 

 
Se realizaron diez sesiones en el período del 4 de Septiembre al 4 de Octubre 

de 2007, los días martes y jueves, con cinco estudiantes que cursan el segundo 
grado de la Licenciatura en Educación Secundaria Especialidad en Matemáticas. Se 
ingreso al laboratorio de cómputo en sólo ocho ocasiones. 

 
En  el momento que se aplicaron las actividades los estudiantes no habían 

cursado durante la licenciatura materias cuyo contenido científico fuera de 
matemáticas, pues, son cursos que estudiarán en semestres posteriores. Es decir, 
sólo contaban con los conocimientos adquiridos durante el bachillerato hace 
aproximadamente cuatro años. 

 
La muestra que se considero fue tomada con estudiantes voluntarios, por lo 

tanto, es una muestra no probabilística. Lo cual implica que los resultados obtenidos 
tienen un valor limitado y relativo a la muestra en sí, más no a la población. Sin 
embargo, esto no quiere decir que no se pueda llevar acabo en una población.  

 
Ninguno de los estudiantes conocía el software, ni habían manejado otro 

semejante anteriormente, por lo cual se dedicó la primera sesión de cómputo para 
enseñarles a manejar el programa con la construcción del lugar geométrico del 
cardioide. En esta construcción, se utilizan la mayoría de los comandos que son 
necesarios conocer y manejar adecuadamente en el transcurso de las actividades. 

 
A continuación se muestra en la figura 1 la interfase del software Geogebra, la 

cual esta compuesta de diversos componentes como son: Barra de titulo, barra de 
menús, barra de herramientas, zona gráfica, campo de entrada y ventana 
algebraica.  
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Figura 1. 

La barra de menús, nos permite crear nuevos archivos, guardar, imprimir la 
zona gráfica, etc. La barra de herramientas contiene los comandos que son de gran 
utilidad para realizar las construcciones geométricas. Al dar clic sobre alguno de los 
comandos estos desplegarán más comandos relacionados a este como se muestra 
en la figura 2. El comando, específica con una figura o una etiqueta el concepto que 
representan como se muestra a continuación. 

 

 
Figura 2 

 
En la zona gráfica son visibles los trazos realizados en las construcciones, las 

propiedades de estos se pueden modificar en la ventana algebraica colocando el 
ratón en el objeto a modificar y al dar clic con el botón derecho se mostraran las 
propiedades que se pueden modificar, como podemos ver en la figura 3. 
 

 
Figura 3. 
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Las construcciones que se realizan en este software son dinámicas, pues, se 
pueden modificar con facilidad y sin necesidad de rehacer toda la construcción, 
además de poder observar el comportamiento de los lugares geométricos moviendo 
los puntos libres.  

 
En la ventana algebraica podemos ver los puntos libres de los cuales nuestras 

construcciones dependen. Al mover estos puntos, se puede observar como se 
modifica la construcción sin alterar sus propiedades. Las construcciones en el 
software se realizan de la misma forma que se hacen utilizando regla y compás.  

 
La diferencia al utilizar el software es que al realizar las construcciones nos 

permite observar con mayor facilidad la dependencia de los trazos. Lo cual permite 
al estudiante prestar atención a las propiedades de los lugares geométricos. 

 
 En el campo de entrada de Geogebra que se muestra en la figura 4, se puede 
introducir funciones determinadas que facilitan la construcción de ciertos objetos en 
este caso, de los lugares geométricos. 
 

 
Figura 4. 

 
 Las funciones se deben de introducir de acuerdo a los siguientes formatos, 

tomando en cuenta que los objetos entre corchetes ya están determinados y sólo se 
escribe la etiqueta del objeto. 
 
Parábola. 
 
Parábola[punto F, recta g]: Parábola con punto focal F y directriz g 

Elipse  

Elipse[punto F, punto G, número a]: Elipse con puntos focales F y G y eje principal 
de longitud a. Atención: Condición: 2a > Distancia[F, G]  

Elipse[punto F, punto G, segmento s]: Elipse con puntos focales F y G siendo la 
longitud del eje principal igual a la del segmento s (a = Longitud[s]). 

Hipérbola  

Hipérbola[punto F, punto G, número a]: Hipérbola con puntos focales F y G y eje 
principal de longitud a. Atención: Condición: 0 < 2a < Distancia[F, G]  

Hipérbola[punto F, punto G, segmento s]: Hipérbola con puntos focales F y G siendo 
la longitud del eje principal igual a la del segmento s (a = Longitud[s])  

 
En la fase de orientación dirigida se da a los estudiantes paso a paso la 

construcción por puntos del lugar geométrico, como se especifica posteriormente en 
las actividades. Esto les permitía, realizar sus construcciones y adaptarlas a 
determinadas circunstancias a las que se afrontaban en la fase de orientación libre.   
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 El hecho de poder cambiar los colores de los trazos, ayuda al estudiante a 

tener un mejor panorama del lugar geométrico y de las propiedades del mismo. 
 
Al finalizar las actividades, se aplicó un examen de conocimientos donde sólo 

tenían que resolver un problema que se les asigno de forma aleatoria y explicarlo 
posteriormente. El avance de los estudiantes se especifico  por medio de tablas de 
evaluación (1, 2 y 3) como se describe a continuación. 

 
 Durante el desarrollo de la actividad se realizó una lista de cotejo 

determinando en ella los elementos relevantes con la finalidad de poder observar el 
desempeño de los estudiantes, considerando en ellas los aprendizajes actitudinales, 
procedimentales y conceptuales. Esta evaluación es cualitativa, sin embargo, si se 
requiere se puede cuantificar. 

 
Las listas de cotejo se indican en el apartado de actividades como tablas de 

evaluación (1, 2 y 3), la finalidad de presentar dicho enlistado de forma detallada es 
para verificar el cumplimiento de cada punto. Después de cada tabla (5, 7 y 8) se 
especifica cuales fueron los indicadores que se consideran para conocer y validar 
que el estudiante cumple con ciertos elementos en especial, estos fueron retomados 
de los estándares curriculares (NCTM, 2001) del nivel 9-12. Al finalizar las 
actividades se realizó un cuadro comparativo, para observar con mayor claridad el 
progreso en los estudiantes.  
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Actividades. 
 

En esta sección se muestra las sesiones que se les aplicarán a los 
estudiantes, dichas actividades están diseñadas basándonos en el modelo de Van 
Hiele, que consta de cinco fases: información, orientación dirigida, explicitación, 
orientación libre e integración, y apoyándonos del software Geogebra, se identifica 
también el momento en que se introduce cada una de las fases del modelo y las 
observaciones que se realizarán utilizando el software. 

 
Tomando en cuenta que los alumnos nunca han utilizado el software 

Geogebra, el estudio de la primera cónica (parábola), nos servirá como eje para 
facilitar el aprendizaje en las siguientes, y familiarizarse con la nueva estructura del 
trabajo, pues para el caso de la elipse e hipérbola la especificación de los pasos es 
menos rigurosa ó especifica, ya que, se sobreentiende como manejar el programa. 

 
Parábola. 
 

Para iniciar esta sesión se aplicará un examen diagnóstico y de esta forma, 
con sesiones posteriores, complementar sus ideas y facilitar el aprendizaje. 

 
Es, en éste momento, donde se involucra la fase de información, en la cual el 

docente averiguará cuales son los conocimientos con los que el estudiante cuenta y 
establecer un acuerdo en común, donde se mostrarán las definiciones 
correspondientes y simbología que se utilizará en el transcurso de las actividades.  

 
Fase 1. Información. 
 
Examen Diagnóstico.  
 
a) ¿Qué es una parábola? 
b) Mencione las partes principales de la parábola (propiedades de la directriz, 
vértice, foco, lado recto). 
c) ¿Cuál es la ecuación de dicha curva? Menciona los diferentes casos. 
 

Al finalizar la prueba se construirá el concepto correspondiente al lugar 
geométrico de la parábola, se mostrarán sus partes principales y se hará mención de 
las propiedades de la misma, involucrando al alumno a través de la técnica conocida 
como  “lluvia de ideas”. Se utilizará la tabla 1 para la evaluación cualitativa del 
examen diagnostico. 
 

Para la siguiente sección necesitamos estar familiarizados con el software 
Geogebra, con la finalidad de proporcionar herramientas necesarias para 
construcciones posteriores, se realizará la siguiente construcción.  

 
Actividad auxiliar: Construcción  del lugar geométrico llamado Cardioide (Díaz: 
pág.49). 
 

A pesar de que esta construcción no es tan sencilla de realizar, escogimos 
este lugar geométrico, pues, involucra gran parte de los comandos que estaremos 
utilizando. Considerando que nuestro objetivo con el procedimiento establecido, es 
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que se pueda familiarizar poco a poco con el programa y conocer algo de lo que se 
puede llevar a cabo con él.  

 
Procedimiento: 
 
Realice los siguientes trazos. 
� Trazar un punto cualquiera A. 
� Circunferencia con centro en A y radio fijo (ejemplo: radio 3). 
� Punto sobre la circunferencia denotado por B y otro fuera de ella, llamado C. 
� Segmento A-B 
� Perpendicular a AB  que pase por B. 
� Perpendicular a la recta anterior que pase por C 
� Punto de intersección entre ambas rectas llamado D. 
� Lugar geométrico de D cuando B se mueve. 
Finalmente, mueva los puntos  B y C. 
 

El lugar geométrico que obtuvimos, conforme a esta construcción es conocido 
como cardioide. Se puede cambiar de color los diferentes trazos, según lo prefieran, 
esto lo podrán realizar ingresando a Menú-Edita-Propiedades, es en esta última se 
pueden realizar los cambios que así lo requieran.  

 
A partir de este momento ya se tienen los conocimientos necesarios para 

continuar con las actividades establecidas, pues se conoce, a grandes rasgos, la 
teoría de la parábola y los comandos que utilizaremos. 
 
Fase 2. Orientación dirigida. 
 

Es en esta fase, donde con actividades concretas, bien secuenciadas y 
dirigidas por el docente, se puede observar, analizar y practicar a través de la 
medición, con el fin de corroborar las diferentes construcciones.  

 
Además, si la construcción realizada  está mal ó en su defecto no cumple con 

las propiedades correspondientes las figuras se distorsionarán al mover alguno de 
los puntos libres. 

 
a) Tomando en cuenta lo anterior, construiremos la parábola con vértice en el origen 
y que es simétrica al eje X.  
 
 El programa Geogebra, automáticamente asigna a cada trazo una etiqueta; 
en la barra de menús en la ventana de propiedades podemos reasignar nombre a 
los trazos correspondientes y elegir la forma de la ecuación de las respectivas 
curvas según nuestros intereses. Veamos ahora la realización de esta curva: 
 
Procedimiento. 
 
� Trazar un punto  F, de coordenadas (x, 0). 
� Considere al Origen  del plano cartesiano como el vértice V de la parábola.  
� Con el comando simetría, trazar el simétrico de F respecto al vértice V. 
� Trazar la recta perpendicular al eje X que pase por el punto simétrico de F, 

llamemos a esta recta, la directriz de la parábola. 
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 Por definición de lugar geométrico de la parábola sabemos que: un punto 
sobre este lugar geométrico equidista del foco y de la directriz, así: 
 
� Trace un punto P sobre la directriz. 
� Trace la perpendicular a la directriz que pase por P. 
� Aplique el comando mediatriz a los puntos P y F. 
� Trace el punto de intersección de estas dos últimas rectas, llamémosle M. 
 
  Mueva el punto P y observe que sucede con la mediatriz, ¿Qué figura se va 
formando al moverse la mediatriz?  
 
� Trace el lugar geométrico de M cuando P se mueve. 
 

Lo que nos interesa en este momento es observar el comportamiento de la 
ecuación de la parábola, sin embargo, con el procedimiento anterior el software no 
proporciona dicha ecuación. Así construiremos de otra manera la cónica; para ello 
se requieren cinco puntos que pertenezcan a ésta.  

 
� Trace los puntos Q, R y S sobre la directriz y repita el procedimiento que 

utilizamos para el punto P, denote a los nuevos puntos de intersección como N, O 
y T, respectivamente. 

� Con el comando “cónica” seleccione los puntos de intersección y el vértice.   
� Oculte los trazos auxiliares, sólo conserve las partes principales de la parábola 

(vértice, foco, directriz y el lugar geométrico). 
 

 Hasta este momento hemos realizado la construcción de la cónica, sin 
embargo, se deben tener claras las definiciones de recta perpendicular, mediatriz, 
entre otros conceptos, pues de lo contrario provocará confusiones al realizar el 
procedimiento. Una vez terminada nuestra construcción podemos proceder al 
análisis de la misma. 
 
¿Qué sucede con la ecuación de la parábola y las coordenadas de F, cuando F se 
mueve a lo largo del eje X? 
 
� Con el comando “distancia” obtén la distancia del vértice al foco y  la distancia 

del lado recto. Mueve nuevamente al punto F, observa cuál es la relación que 
existe entre la distancia del vértice al foco y la distancia del lado recto.  

 
Así, podemos concluir que si p es positivo  entonces la parábola abre hacia: 
_________. Y si p es negativo entonces la parábola abre hacia: _________ y la 
ecuación es de la forma: _____________. La parábola es más ancha cuando: 
_________________________________________. Y es más estrecha cuando: 
________________________________________________ 
Justifica tus respuestas. 
 

Así, los estudiantes han analizado, a partir de la observación,  el caso cuando 
el eje focal coincide con el eje X  y el vértice se encuentra en el origen.  
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Fase 3. Explicitación. 
 

La intención en esta fase es que con la nueva construcción, en caso de ser 
necesario o de surgir alguna duda, el docente corrija el lenguaje de los estudiantes 
en cuanto a contenido y a su vez ellos interactúen entre sí, teniendo así que ordenar 
sus ideas y analizarlas, para posteriormente expresarlas de manera clara hacia los 
demás. 

 
Así, al realizar la siguiente construcción se reflejará la claridad del contenido 

que han obtenido hasta este momento y a su vez se aclararán las dudas 
correspondientes según sea el caso.  
 
Continuemos con el desarrollo de la actividad que realizarán los alumnos. 

 
 Análogamente construya la parábola simétrica al eje Y con vértice en el 
origen. Obtenga la ecuación de la parábola y las coordenadas del foco. 
 
� Mueva el punto F 
 
¿Qué sucede con la parábola cuando F se mueve a lo largo del eje Y (positivo)? 

1. Si la parábola abre hacia arriba ¿Cómo se comporta p?, si éste es la 
ordenada al origen del foco. 

2. Si la distancia del vértice al foco aumenta ¿Qué pasa con la parábola? 
3. En el caso cuando la distancia del vértice al foco es muy pequeña 

¿Qué sucede con la parábola? 
4. ¿Cuál sería la relación que existe entre el lado recto y la ordenada del 

foco? 
¿Qué sucede cuando F se mueve en el eje Y (negativo)? 

1.  Hacia dónde abre la parábola  y cómo es p, si éste es la ordenada al 
origen del foco. 

2. Si la distancia del vértice al foco aumenta qué pasa con la parábola.  
3.  En el caso cuando la distancia del vértice al foco es muy pequeña qué 

sucede con la parábola. 
4.  Cuál sería la relación que existe entre el lado recto y la ordenada del 

foco. 
 

Así, cuando la parábola es simétrica al eje X y con vértice en el origen, observamos 
que: 

� La coordenada del Foco: (__,__) 
� El lado recto es: _____ 
� La ecuación de la directriz es: _______ 
� La parábola es de la forma: _________ 

 
Por otro lado, cuando la parábola tiene vértice en el origen y es simétrica al eje Y, 
podemos decir que: 

� La coordenada del Foco es: (__,__) 
� El lado recto es: _____ 
� La ecuación de la directriz es: _______ 
� La parábola es de la forma: _________ 
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Fase 4. Orientación libre. 
 

En las fases anteriores hemos estudiado a la parábola con vértice en el origen 
y eje focal que coincide con los ejes de coordenadas, respectivamente. De acuerdo 
con esto, ya se ha analizado a la parábola en estos casos. 

 
 En esta fase de orientación libre se busca reforzar el contenido y llevarlo a 

diferentes situaciones cada vez más complejas. Es por esta razón que ahora se 
estudiará a la cónica trasladada con eje focal paralelo o coincidente a los ejes de 
coordenadas, como se especifica en las siguientes actividades: 

 
Realiza la construcción de la parábola trasladada, para el caso donde el 

vértice no esta en el origen y el eje de ésta, es paralelo al eje X. 
 

Puesto que ya analizamos el caso cuando la parábola es simétrica al eje X, 
observemos ahora que sucede cuando movemos el vértice en los diferentes 
cuadrantes.  
 
¿Cambian las partes principales de la parábola?  
 

Considera un caso particular utilizando la ecuación de la parábola que 
aparece en el programa y completando cuadrados obtén  la ecuación de la  forma 
( ) ( )hxpky −=− 42 . 
 
De acuerdo con las observaciones anteriores: 
Si p es positivo, la parábola abre hacia: ________ 
Si p es negativo, la parábola abre hacia: ________ 
El foco es de la forma: (____, ____) 
 
¿Qué sucede si el eje focal es paralelo ó coincide con  eje Y? 
 

Realiza la construcción correspondiente y mueve el vértice en los diferentes 
cuadrantes, observa cuidadosamente, tomando en cuenta la ecuación de la cónica, 
considera un caso particular y completando trinomios cuadrados perfectos obtén una 
ecuación similar al caso anterior, así, podemos concluir que: 
 
La ecuación de la parábola es de la forma: ( ) ( )p42 =  
Si la parábola abre hacia arriba, entonces p es: __________ 
Si la parábola abre hacia abajo, entonces p es: __________ 
El Foco es de la forma: (___, ___) 
 
Fase 5. Integración. 
 

Como su nombre lo dice, en esta fase lo que el docente realiza es una 
recapitulación de los nuevos conocimientos adquiridos, de modo que el estudiante 
integre todo lo que ha explorado a lo largo de las actividades presentadas en una 
red de conocimientos. Finalmente los ejercicios presentados a continuación 
reflejarán qué tanto ha influido la actividad en ellos. 
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En las observaciones anteriores, estudiamos qué sucede con la parábola, 
cuando esta tiene vértice en el origen y es simétrica a los ejes coordenados 
respectivamente, también estudiamos el caso cuando se encuentra trasladada.  
 

Utilizando Geogebra introduce las siguientes ecuaciones y halla: el Foco, la 
directriz, el vértice y la longitud del lado recto; si la ecuación es de la forma: 

022 =++++ FEyDxCyAx  completa el trinomio cuadrado perfecto para expresarla, 

según sea el caso a una ecuación de la forma: ( ) ( )hxpky −=− 42  ó 

( ) ( )kyphx −=− 42  
 

 
1. yx 122 =  

2. xy 82 =  

3. yx 22 =  

4. yx 162 −=  

5. xy 202 −=  

6. 09724204 2 =+−− yxx  

7. 015282 =−−+ yxy  

  
 
 
¿Qué lugar geométrico le corresponde a cada ecuación cuadrática? 
 
 
1. xy 82 =  

                                                 a)                                         b)                                                c) 
 
 
2. 082 =+ xy  

                                          a)                                         b)                                                c) 
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3. yx 82 =  

                                                         a)                                         b)                                                c)  
 
 
 
4. 082 =+ yx  

                                                                a)                                         b)                                                c) 
 
 
 
5. 084 2 =+ yx  

                                             a)                                         b)                                                c) 
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6. 084 2 =− yx   
 

                                                                      a)                                         b)                                                c) 
 
¿A qué curva pertenece cada lugar geométrico? 
 
1. 
 

a) yx 43 =  

                                  b) yx 42 =  

c) 122 =+ yx  
 
 
 
 
 
 
2.  

                          a) 012 22 =+ xy  

             b) 122 =− yx  

             c) 0122 =+ xy  
 
 
 
 
 
 
 
 
3. 
 

a) 4=+ yx  

b) 0162 =− yx  

c) yx 162 −=  
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4. 
 

a) 92 =+ yx  

b) 082 =− xy  

c) xy 82 −=  
 
 
 

 
 
 
 

 
 

En la tabla 1, se muestran los elementos relevantes que se tomarán en 
cuenta para la evaluación de los estudiantes, al iniciar la actividad se realizará la 
evaluación del examen diagnóstico, por medio de este enlistado. Para poder 
comparar e interpretar el desempeño de los estudiantes se utilizará esta misma tabla 
como herramienta de evaluación final. 

 
        Tabla 1. Evaluación de la parábola 

Alumno A B C D E 
1.  La definición es clara.      
2. Reconoce a la parábola como lugar geométrico.      
3. La definición tiene relación con la gráfica.      

la directriz.      
el foco.      
el vértice.      
el lado recto.      

4. Menciona como elementos de la parábola a: 

el eje focal.      
5. Representa a la parábola con vértice en el origen.      
6. Representa a la parábola con vértice fuera del origen.      
7. Relaciona los elementos de la parábola con la grafica.      

la directriz.      
el foco.      
el vértice.      
el lado recto.      

8. Describe los elementos de la parábola con vértice en el 
origen. 

el eje focal.      
la directriz.      
el foco.      
el vértice.      
el lado recto.      

9. Describe los elementos de la parábola con vértice en (h, k) 

el eje focal.      
vértice (0, 0)      

10. La ecuación corresponde al lugar geométrico. 
vértice (h, k)      

11. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática.      
12. Observa que el eje focal es eje de simetría      
13. Intenta describir a la parábola visualmente.      
14. Realiza un bosquejo del lugar geométrico para conocer la ecuación      
15. Relaciona el signo de la ecuación con la orientación ↑ ↓ ← →      
16. Utiliza gráficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas      
17. Cuando conoce la ecuación de la parábola describe su lugar geométrico       
18. Convierte representaciones sintéticas a representaciones analíticas      

 
En las diferentes tablas, consideraremos a los alumnos con las letras A – E, 

de acuerdo a la tabla anterior, observaremos si cada alumno cumple con los 
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elementos correspondientes a la evaluación. Por otro lado, los elementos de la tabla 
están enfocados a los diferentes aprendizajes, actitudinal, procedimental y 
conceptual, donde los elementos de la tabla, 1, 7-9, 11, 17 y 18 son aprendizajes 
conceptuales, los elementos 2-6, 10, 12 y 15 son aprendizajes procedimentales, 
mientras que los elementos 13, 14 y 16 son aprendizajes actitudinales. 

 
 
 Elipse. 
 

Tanto la elipse como la hipérbola llevan un formato muy similar al que se ha 
visto anteriormente, tomando en cuenta que en ella se especificó la importancia de 
las fases del modelo de Van Hiele; a menos que sea necesario, se agregará otro 
comentario dentro de las actividades describiendo algún punto en particular. 
 
Fase 1. Información. 
 

A partir de los conocimientos previos, con los que el alumno cuenta se 
obtendrá la información necesaria para averiguar a grandes rasgos, que conocen 
acerca del tema. 
 

a) ¿Cuál es la definición de elipse? 
b) ¿Cuáles son las propiedades que conoces de la elipse? 

 
 La finalidad de las preguntas anteriores es desde luego poner al corriente a 

los estudiantes, apoyándonos una vez más de la técnica “lluvia de ideas” se 
construirá el concepto de elipse y las propiedades de la misma, para que los 
alumnos cuenten con un contenido más claro de la nueva cónica a estudiar. Se 
utilizará la tabla 2, para la evaluación del examen diagnostico de la elipse, donde se 
consideran a los aprendizajes actitudinal, procedimental y conceptual para la 
evaluación cualitativa de los estudiantes. 

 
Fase 2. Orientación dirigida. 
 

Tomando en cuenta los conocimientos adquiridos en las construcciones 
efectuadas anteriormente, se realizará la construcción de la elipse y a partir de ésta 
se deducirán las propiedades correspondientes. 

 
 En esta fase se contará con el apoyo del docente que los guiará en el 

procedimiento de construcción para un caso particular de la elipse y se efectuarán 
las observaciones pertinentes, indicadas a continuación.  

 
Construcción de la elipse  con centro en el origen y eje mayor en el eje X. 
 
Procedimiento. 
 
� Trazar los puntos correspondientes al origen O y los focos  F y F´. (F´ es el 

simétrico de F respecto a O) 
� Trazar los puntos que corresponden a los vértices V y V´ son simétricos respecto 

a O, pero no están en FF´ . 
� Dar un punto R en OF´ . 



 24 

� Determinar los puntos A y A’ (eje menor), para esto trazar una circunferencia con 
centro en F y F’, respectivamente y radio aVO = , las intersecciones de estas 
circunferencias nos generan dichos puntos. (Nota: Para determinar los radios de 
las circunferencias se necesita primero construir los segmentos que jugarán el 
papel de radio.) 

� Trazar las siguientes circunferencias. 
a) Centro en F’ y radio RV´  
b) Centro en F y radio VR  
c) Centro en F’ y radio VR  
d) Centro en F y radio RV´  

� Definir los puntos de intersección de las circunferencias a) y b) con las etiquetas 
P y S.  

� Definir los puntos de intersección de las circunferencias c) y d) con las etiquetas 
Q y T.  

� Con el comando Cónica seleccionar los puntos P, S, Q, T y el vértice V. 
� Oculte todos los trazos auxiliares que se utilizaron para construir la cónica. 
� Trace los segmentos OA  y  OF renómbrelos como b y c, respectivamente. 
 
Hasta el momento sólo se ha construido la elipse utilizando la definición.  

 
Para obtener las propiedades principales de la elipse, analiza la construcción 

y observa su comportamiento, con base a ello responde las siguientes preguntas  
justificando tus respuestas. 
 

a) Determine ¿Cuál es la longitud del eje mayor?, si ésta es la porción 
comprendida entre los vértices V y V´. 

b) ¿Cuál es la longitud el eje menor?, si éste es el segmento ´AA .  
c) Una vez determinados ambos ejes ¿Cuáles son las coordenadas de los 

vértices? 
d) ¿Cuál es la relación que existe en el triángulo AOF∆  respecto a sus lados?, 

si éstos son: aAF = , bAO =  y cOF = . 
e) ¿Por qué aAF = ? 
f) ¿La relación entre a, b y c se cumple para ( )VOF ,∈ ?  
g) Con lo anterior, dados  a y b ¿Podemos determinar c? ¿Cuál es la expresión?  
h) ¿Cuáles son las coordenadas de los focos F y F´, respectivamente? 
i) ¿Cuál es la ecuación de la elipse con centro en el origen y ejes que coinciden 

con los ejes de coordenadas? 

j) El cociente 
a

c
 se llama excentricidad de la elipse el cual determina su grado 

de redondez o alargamiento y se denota como 
a

c
e = . ¿Cuál es el 

comportamiento de e, conforme varia c? 

k) Para cada elipse la longitud de cada lado recto es 
a
b22

, deduzca esta razón 

algebraicamente. 
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Fase 3. Explicitación. 
 
 En esta fase los alumnos se ven obligados a interactuar para analizar y 
complementar los conocimientos que acaban de adquirir, ordenando así sus ideas 
para posteriormente externarlas a los demás con mayor claridad, mientras son 
orientados para una adecuada construcción de sus conocimientos. Y de esta 
manera puedan enfrentarse a las actividades que a continuación se presentan.  
 
Ahora, construya la elipse con centro en el origen y eje mayor en el eje Y. 
 
Nota: Para términos prácticos, seguiremos utilizando la notación de la construcción 
anterior. 

 
a) ¿Las longitudes del eje mayor y eje menor se siguen comportando de la 

misma manera en términos de a y b? 
b) Determina las coordenadas de los vértices. 
c) ¿La relación en el triángulo AOF∆  se sigue cumpliendo? 
d) ¿Cuáles son las coordenadas de los focos? 
e) ¿Cuál es la ecuación de la elipse para este caso? 
f) ¿La excentricidad de la elipse, tiene el mismo comportamiento que en el caso 

anterior? 
g) Podemos afirmar que si el denominador en x2 es mayor entonces, la elipse 

tiene una posición: __________; en caso contrario, es decir, que el 
denominador mayor corresponde a y2 entonces, la elipse tiene una posición: 
___________. 

 
 
Fase 4. Orientación libre. 
 

Reforzaremos los conocimientos anteriores llevando a los estudiantes a una 
nueva situación semejante a las que se han estado estudiando, sólo con un pequeño 
cambio, que en este caso es, la traslación de la cónica, para que observe los 
cambios que se presentan en la misma.  

 
¿Qué sucede, si ahora el centro de la elipse no está en el origen y sus ejes 

son paralelos a los ejes de coordenadas? Construye dicha curva. 
¿Cambian las partes principales de la elipse? 
¿Cuáles son las coordenadas de los vértices y los focos? Expresa tu 

respuesta con variables. 
 
Considera un caso particular utilizando la ecuación de la elipse que aparece 

en el programa y completando el trinomio cuadrado perfecto obtén una ecuación de 

la forma 
( ) ( ) 12 22 2

=−+−
b
ky

a
hx

. Determina los focos, vértices, lado recto, electricidad y 

el centro de la elipse. 
 

Fase5. Integración. 
 

En los siguientes ejercicios el estudiante reflejará como ha influido la actividad  
en su razonamiento. 



 26 

 
Determina los vértices y los focos, en caso de ser necesario completar los 

trinomios cuadrados perfectos y realiza las gráficas correspondientes. 
 

a) 4843 22 =+ yx  

b) 4001625 22 =+ yx  

c) 0227693 22 =+−−+ yxyx  

d) 02436894 22 =−+−+ yxyx  

e) 013101652 22 =−−++ yxyx  
 

En la tabla 2, se especifican los elementos que se tomarán en cuenta para la 
evaluación de los estudiantes, considerando a la vez los aprendizajes actitudinales, 
procedimentales y conceptuales. Se realizará la misma metodología que en la 
actividad anterior, para la evaluación del examen diagnóstico y así poder comparar e 
interpretar el desempeño de los estudiantes. 
 
   Tabla 2. Evaluación de la elipse 

Alumno A B C D E 
1. La definición es clara.      
2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico.      
3. La definición tiene relación con la gráfica.      

los focos      
los vértices      
los lados rectos      
el eje mayor      

4. Menciona como elementos de la elipse a: 

el eje menor      
5. Representa a la elipse con centro en el origen.      
6. Representa a la elipse con centro fuera del origen.      
7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica.      

los focos      
los vértices      
los lados rectos      
el eje mayor      

8. Describe los elementos de la elipse con centro en el 
origen. 

el eje menor      
los focos      
los vértices      
los lados rectos      
el eje mayor      

9. Describe los elementos de la elipse con vértice en (h, k) 

el eje menor      
centro (0, 0)      

10. La ecuación corresponde al lugar geométrico. 
centro (h, k)      

11. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática.      
12. Intenta describir a la elipse visualmente.      
13. Relaciona al denominador de mayor valor en la ecuación, con la orientación  ↑ ↓ ← →      
14. Utiliza gráficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas      
15. Deduce las propiedades de una figura por medio de sus coordenadas      
16. Describe el termino excentricidad con sus propias palabras      

 
Por otro lado, elementos de la tabla, 1, 7-9 y 11 son aprendizajes 

conceptuales, los elementos 2-6, 10, 12 y 15 son aprendizajes procedimentales, 
mientras que los elementos 14 y 16 son aprendizajes actitudinales. 
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Hipérbola. 
 

En esta ocasión no se especificará en cada fase el propósito, pues se 
sobreentiende con las actividades anteriores, ya que en ellas se aclara que función 
cumple cada una, y esta actividad cuenta con el mismo formato, sin embargo, en 
caso de ser necesario realizaremos algún comentario al respecto. 
 
Fase 1. Información. 
 

Considerando los conocimientos previos, se obtendrá la información 
necesaria para averiguar a grandes rasgos, que conocen acerca del tema. 
 

a) ¿Cómo se define el lugar geométrico de la hipérbola? 
b) ¿Cuáles son las propiedades que conoces de la hipérbola? 

 
Quizás esta información pueda surgir gracias a la gran semejanza que se puede 

encontrar con la cónica elipse, pero esperando que dicha observación sea llevada a 
cabo por los estudiantes. De lo contrario el profesor puede hacer alusión al tema, y 
así establecer, en algún momento las diferencias que existen entre ambas cónicas. 

 
Fase 2. Orientación dirigida. 
 

En esta ocasión, no utilizaremos la construcción por puntos, se utilizará una 
función importante del software, la cual nos permitirá realizar con mayor facilidad los 
trazos correspondientes. Está función consiste en introducir la función de hipérbola 
como se especifica en el procedimiento, para generar el lugar geométrico 
correspondiente a los parámetros señalados y también nos proporciona la ecuación 
de la cónica que estemos trabajando, de hecho la razón de utilizar esta propiedad es 
porque, de hacer la construcción por puntos necesitamos demasiados trazos que 
podrían confundirnos al final y obstaculizar las observaciones que deben  realizarse.  

 
Con ayuda de los conocimientos adquiridos en las construcciones realizadas 

anteriormente, y apoyándonos de los conocimientos previos se deducirán las 
propiedades principales. Construcción de la hipérbola  con centro en el origen y eje 
focal en el eje X. 
 
Procedimiento. 
� Trazar los puntos que corresponderán al origen O y los focos  F y F1. (F1 es el 

simétrico de F respecto a O) 
� Trazar los vértices V y V1, donde V1 es el simétrico respecto a O del vértice V, 

además, están en 1FF  y siempre son menores a los extremos del segmento 1FF  
� Trazar el segmento OV  , además sabemos que 1VV  es el eje real y se designa 

por a2  entonces, aOV =  y oculta este segmento. 
� En la parte inferior de la pantalla, ingresar la función Hipérbola[F, F1, OV], donde 

F y F1 son los focos y  OV  es el semieje real 
 
 Hasta el momento, con el procedimiento anterior hemos determinado la 
hipérbola. Si elegimos un punto cualquiera, Q por ejemplo, entonces ¿Se cumple la 
condición 11 VVQFQF =−  , donde 1VV = a2 ? ¿Cuál es la razón por la que en el eje 
no focal no hay puntos  que pertenezcan a la hipérbola? 
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Nota: Para determinar geométricamente el eje no focal realizaremos el siguiente 
procedimiento: 
 
� Trazar la recta perpendicular al eje focal que pase por V. 
� Trazar la circunferencia con centro en O y radio OF (semidistancia focal, cOF = ) 
� Trazar los puntos de intersección de la circunferencia con la recta, llamemos a 

estos puntos  I, I1 
� Trazar dos perpendiculares a 1II , que pasen por los extremos del segmento, 

respectivamente. 
� Trazar la mediatriz del segmento 1VV  
� Trazar los puntos de intersección entre las rectas perpendiculares anteriores y la 

mediatriz del segmento 1VV , denotemos a estos puntos por B, B1. Al segmento 
1BB  lo llamaremos eje no focal ó imaginario, lo designaremos por 2b así, 

bBB 21 =  
 
¿Cuál es la relación que existe en el triángulo OIV∆ , respecto a sus lados?, si las 
longitudes de los lados son aOV = , bIV =  y cOI = . ¿Cuáles fueron los criterios 
que utilizaste en  esta ocasión? 
¿Cuál es la longitud del eje no focal o imaginario? 
¿Cuáles son las coordenadas de los focos F, F1 y de los vértices V, V1 
respectivamente? 
¿Cuál es la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y ejes que coinciden 
con los ejes de coordenadas? 

El cociente 
a

c
, se llama excentricidad de la hipérbola, y denota como 

a

c
e = . ¿Cuál 

es el comportamiento de e, conforme varia c? 

Para cada hipérbola, la longitud de cada lado recto es 
a
b22

, deduzca esta razón 

algebraicamente.  
 
Fase 3. Explicitación. 
 
 Una vez comprendida la construcción anterior, es importante ver qué tanto 
manejan los alumnos este nuevo conocimiento, así que en esta fase se buscará, 
como en las cónicas anteriores, que los estudiantes interactúen entre si, en las 
siguientes actividades y desde luego corregir su lenguaje en caso de ser necesario.  
 
Análogamente, construya la hipérbola con centro en el origen y eje focal en el eje Y. 
 
Nota. Para términos prácticos, seguiremos utilizando la notación de la construcción 
anterior. 
¿Determina las coordenadas de los  vértices y los focos? 
¿La relación en el triángulo OIV∆ , se sigue cumpliendo? 
¿Cuál es la ecuación de la hipérbola para este caso? 
La excentricidad de la hipérbola, ¿tiene el mismo comportamiento que en el caso 
anterior? 
 

En  el caso de la elipse, para saber en qué eje de coordenadas coincidía o era 
paralelo el eje mayor observábamos el comportamiento de los denominadores, para 
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la hipérbola esto no puede ser posible pues los denominadores pueden ser mayores, 
menores o iguales y esto no nos da ninguna información en cuanto a la posición del 
eje real. Así, lo que el docente debe hacer notar es que lo que determina este dato 
de gran importancia, es precisamente el signo menos que posee alguna de las 
variables de la ecuación de la hipérbola.  
 
Podemos afirmar, que si la variable x tiene el signo menos, entonces la hipérbola 
tiene una posición __________; en caso contrario, es decir que el signo menos lo 
tenga la variable y, entonces la hipérbola tiene una posición ___________. 
 
Fase 4. Orientación libre. 
 
¿Qué sucede, si ahora el centro de la hipérbola no esta en el origen y sus ejes son 
paralelos a los ejes de coordenadas? Construye dicha curva. 
¿En qué cambian, las partes principales de la hipérbola? 
¿Cuáles son las coordenadas de los vértices y los focos? Expresa tu respuesta con 
variables. 

 
Fase5. Integración. 
 

Los siguientes ejercicios nos ayudarán a saber cuanto se ha aprendido acerca 
del tema y como lo expresan los estudiantes. 

 
Determina los vértices, focos y las longitudes de los ejes en caso de ser 

necesario completa cuadrados y realiza la gráfica. 
 

a)  1
25144

22
=− yx

 

b)  164 22 += yx  

c)  
( ) ( ) 1

6
3

4
4 22

=+−− yx
 

d)  ( ) ( ) 400416125 22 =+−− xy  
 

En la tabla 3, se especifican los elementos que se tomarán en cuenta para la 
evaluación cualitativa de los estudiantes.  

 
               Tabla 3. Evaluación de la Hipérbola. 

Alumno A B C D E 
focos      
vértices      
lado rectos      
eje no focal      

1. Considera como elementos de la 
hipérbola  

eje focal      
2. Relaciona el signo de la ecuación con la orientación ↑ ↓ ← →      
3. La ecuación de la hipérbola con centro (0, 0) y la gráfica tienen 
relación      

4. La ecuación de la hipérbola con centro (h, k) y la gráfica tienen 
relación      

5. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática       
6. Dada la ecuación describe el lugar geométrico      
7. Completan cuadrados para obtener los elementos de la hipérbola      

 
Además, los elementos de la tabla, 3-5 y 7 son aprendizajes conceptuales, los 

elementos 1 y 2 son aprendizajes procedimentales, mientras que el elemento 6 es 
un aprendizaje actitudinal. 
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Resultados y análisis. 
 

El formato que se proporciono a los alumnos para que realicen las actividades 
correspondientes a cada una de las cónicas estudiadas es similar para los tres 
casos al que a continuación se presenta. 
 
 
Elipse. (Formato) 
 
1. ¿Cuál es la definición de elipse? 
    ¿Cuáles son las propiedades que conoces de la elipse? 
 
2. Tomando en cuenta los conocimientos adquiridos en las construcciones 
efectuadas anteriormente, se realizará la construcción de la elipse y a partir de ésta 
se deducirán las propiedades correspondientes a la misma. 
 
Construcción de la elipse  con centro en el origen y eje mayor en el eje X. 
 
Procedimiento. 
 
� Trazar los puntos correspondientes al origen O y los focos  F y F´. (F´ es el 

simétrico de F respecto a O) 
� Trazar los puntos que corresponden a los vértices V y V´ son simétricos respecto 

a O, pero no están en FF´ . 
� Dar un punto R en OF´ . 
� Determinar los puntos A y A’ (eje menor), para esto trazar una circunferencia con 

centro en F y F’, respectivamente y radio aVO = , la intersección de estas 
circunferencias nos generan dichos puntos. (Nota. Para determinar los radios de 
las circunferencias se necesita primero construir los segmentos que jugaran el 
papel de radio.) 

� Trazar las siguientes circunferencias. 
e) Centro en F’ y radio RV´  
f) Centro en F y radio VR  
g) Centro en F’ y radio VR  
h) Centro en F y radio RV´  

� Definir los puntos de intersección de las circunferencias a) y b) con las etiquetas 
P y S.  

� Definir los puntos de intersección de las circunferencias c) y d) con las etiquetas 
Q y T.  

� Con el comando cónica seleccionar los puntos P, S, Q, T y el vértice V. 
� Oculte todos los trazos auxiliares que se utilizaron para construir la cónica. 
� Trace los segmentos OA  y  OF renómbrelos como b y c, respectivamente. 
 
 Hasta el momento sólo se ha construido la elipse utilizando la definición de la 
misma. Analiza la construcción y observa su comportamiento al mover los puntos 
libres, para obtener las propiedades principales de la elipse, con base a ello 
responde las siguientes preguntas justificando tus respuestas. 
 

l) Determine ¿Cuál es la longitud del eje mayor?, si esta es la porción 
comprendida entre los vértices V y V´. 



 31 

m) ¿Cuál es la longitud el eje menor?, si este es el segmento ´AA .  
n) Una vez, determinados ambos ejes. ¿Cuáles son las coordenadas los 

vértices? 
o) ¿Cuál es la relación que existe en el triángulo AOF∆  respecto a sus lados?, 

si éstos son: aAF = , bAO =  y cOF = . 
p) ¿Por qué aAF = ? 
q) ¿La relación entre a, b y c se cumple para ( )VOF ,∈ ?  
r) Con lo anterior, dados  a y b ¿Podemos determinar c? ¿Cuál es la expresión? 
s) ¿Cuáles son las coordenadas de los focos F y F´, respectivamente? 
t) ¿Cuál es la ecuación de la elipse con centro en el origen y ejes que coinciden 

con los ejes de coordenadas? 

u) El cociente 
a

c
 se llama excentricidad de la elipse el cual determina su grado 

de redondez o alargamiento y se denota como 
a

c
e = . ¿Cuál es el 

comportamiento de e, conforme varia c? 

v) Para cada elipse la longitud de cada lado recto es 
a
b22

, deduzca esta razón 

algebraicamente. 
 
3. Construya la elipse con centro en el origen y eje mayor en el eje Y. 
 
Nota. Para términos prácticos, seguiremos utilizando la  notación de la construcción 
anterior. 

 
h) ¿Las longitudes del eje mayor y eje menor se siguen comportando de la 

misma manera en términos de a y b? 
i) Determina las coordenadas de los vértices. 
j) ¿La relación en el triángulo AOF∆ , se sigue cumpliendo? 
k) ¿Cuáles son las coordenadas de los focos? 
l) ¿Cuál es la ecuación de la elipse para este caso? 
m) La excentricidad de la elipse, tiene el mismo comportamiento que en el caso 

anterior. 
n) Podemos afirmar, que si el denominador en x2 es mayor entonces, la elipse 

tiene una posición: __________; en caso contrario, es decir, que el 
denominador mayor corresponde a y2 entonces, la elipse tiene una posición: 
___________. 

 
4. ¿Qué sucede, si ahora el centro de la elipse no esta en el origen y sus ejes son 
paralelos a los ejes de coordenadas? Construye dicha curva. 
 
¿Cambian las partes principales de la elipse? 
 
¿Cuáles son las coordenadas de los vértices y los focos? Expresa tu respuesta con 
variables. 
 
Considera un caso particular, utilizando la ecuación de la elipse que aparece en el 
programa y completando cuadrados obtén la ecuación de la forma 
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( ) ( ) 12 22 2
=−+−

b
ky

a
hx

, determine los focos, vértices, lado recto, excentricidad y centro 

de la elipse. 
 
5. Determina los vértices y los focos, en caso de ser necesario completar los 
trinomios cuadrados perfectos y realiza la gráficas correspondientes. 

 
a) 4843 22 =+ yx  
 
b) 4001625 22 =+ yx  
 
c) 0227693 22 =+−−+ yxyx  
 
d) 02436894 22 =−+−+ yxyx  
 
e) 013101652 22 =−−++ yxyx  
 

Observemos que este formato  es semejante al que se presentó en el 
apartado de actividades, sólo que esta es la versión que se le proporciono al 
alumno, con la finalidad de facilitar el trabajo. 

 
Para no manejar los nombres de los estudiantes en el transcurso de esta 

sección mencionáremos con letras mayúsculas del alfabeto a los alumnos, por 
ejemplo: alumno A, para hacer alguna referencia en sus resultados. Utilizaremos 
sólo  las letras correspondientes al intervalo A – E, pues las actividades se aplicaron 
a cinco estudiantes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Parábola. (Resultados y análisis) 
 
Fase1. Información y Fase 2. Orientación dirigida. 
 

El examen diagnóstico se llevó a cabo el día 4 de Septiembre del presente 
año, alrededor de las 14:30 horas. Los alumnos tuvieron un tiempo aproximado de 
cuarenta y cinco minutos para contestar las preguntas correspondientes. Al finalizar 
la prueba, con la técnica “lluvia de ideas” se hizo participar a los estudiantes,  
integrando así los conocimientos previos  y estableciendo un acuerdo común en 
cuanto a contenido y simbología.   
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Una inquietud que surgió entorno a la teoría fue el como surgía la ecuación de 
este lugar geométrico es por ello que se realizó la demostración algebraica  para el 
caso cuando el eje focal coincide con el eje de coordenadas X y el vértice está en el 
origen, la tarea de ellos fue deducir en las sesiones posteriores para cada cónica la 
ecuación correspondiente según fuera el caso, los detalles se mostraran mas 
adelante. A pesar de que en un inicio esto no estaba contemplado dentro de las 
actividades la reacción en los alumnos fue favorable. 

 
Los resultados de los exámenes diagnósticos se muestran a continuación. 

 
Alumno A. 
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Alumno B. 
 

 
Alumno C. 
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Alumno E. 
 

  
 

Por razones ajenas, el alumno D no presento examen diagnóstico escrito, sin 
embrago, se le realizó posteriormente una entrevista en la cual se le realizaron las 
mismas preguntas que a los otros estudiantes, observando que los conocimientos 
con los que este alumno cuenta son visuales, pues sólo intento realizar una 
descripción gráfica del lugar geométrico, sin relacionar los elementos de la cónica, 
además de considerar sólo como elementos del lugar geométrico al vértice, foco y 
directriz, pero sin realizar una descripción de ellos. 

 
Durante esta fase los estudiantes dieron ejemplos de en donde podíamos 

encontrar objetos con la forma de está cónica. En la tabla 4, se muestra una 
evaluación cualitativa de los conocimientos, con los cuales deberían de contar y en 
los se va trabajar en el transcurso de la actividad. Con la finalidad de observar el 
cumplimiento de dichos elementos. 
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       Tabla 4. Evaluación del examen diagnóstico (Parábola) 
Alumno A B C D E 

La definición es clara.   �   

Reconoce a la parábola como lugar geométrico.  � � �  

La definición tiene relación con la gráfica.   �   

la directriz. � � � � � 

el foco. � � � � � 

el vértice. � � � �  

el lado recto.  � �   

Menciona como elementos de la parábola a: 

el eje focal.   �  � 

Representa a la parábola con vértice en el origen. � � � �  

Representa a la parábola con vértice fuera del origen. �  � � � 

Relaciona los elementos de la parábola con la grafica.   �  � 

La directriz. �      

El foco. �      

El vértice. �      

El lado recto.  �     

Describe los elementos de la parábola con vértice en el 
origen. 

El eje focal. �      

la directriz. �      

el foco. �      

el vértice. �      

el lado recto. �     

|Describe los elementos de la parábola con vértice en (h, k) 

el eje focal. �      

vértice (0, 0) �     
La ecuación corresponde al lugar geométrico. 

vértice (h, k) �     

Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática.  �    

Observa que el eje focal es eje de simetría  �    

Intenta describir a la parábola visualmente. � � � � � 

Realiza un bosquejo del lugar geométrico para conocer la ecuación   �   

Relaciona el signo de la ecuación con la orientación ↑ ↓ ← →   �   

Utiliza gráficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas   �   

Cuando conoce la ecuación de la parábola describe su lugar geométrico    �   

Convierte representaciones sintéticas a representaciones analíticas   �   

 
 De acuerdo con los datos anteriores se puede observar que sólo representan 
de manera visual al lugar geométrico, incluso no consideran a la cónica como lugar 
geométrico. Los estudiantes saben que existen los elementos de la parábola, pero 
no los relacionan entre si y mucho menos describen en que consisten.   

 
De tener que ubicar a los estudiantes en uno de los niveles del modelo de 

Van Hiele de acuerdo con los resultados de su examen diagnóstico, la mayoría de 
ellos se encuentran en el nivel 0 que es el de visualización, como podemos observar 
los estudiantes identifican el lugar geométrico de la parábola, a manera de alguna 
curva en especial pero sin propiedades que pertenezcan a la misma. El alumno C 
tiene una mayor noción de esta cónica, sólo que confunde la correspondencia de las 
simetrías en estas cónicas, pues, al relacionar la ecuación de las mismas con el 
diagrama correspondiente podemos observar que esta correlación no es correcta, 
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sin embargo, esperemos que estos detalles se disipen en la realización de la 
actividad. 
 

En nuestra primera visita al laboratorio de cómputo, la cual se realizó el 6 de 
Septiembre del año pasado, los estudiantes comenzaron a involucrarse con las 
algunas construcciones y el hecho de familiarizarse con el software les hizo notar 
que necesitaban conocer la teoría correspondiente, de lo contrario sus 
construcciones se deformarían al mover los puntos que son considerados como 
libres pues los trazos posteriores dependen de éstos. Por ejemplo, en caso de no 
trazar la directriz perpendicular al eje focal a pesar de que a simple vista la 
construcción parece estar bien, como se muestra en la figura 5, podemos observar 
que al mover los puntos libres nuestra construcción se  distorsiona como se muestra 
en la figura 6. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 5.      Figura 6. 
 
Este tipo de circunstancias a las que se enfrentaron los alumnos dieron pauta 

a reafirmar sus conocimientos y profundizar en el tema a tratar, a continuación se 
presentan sus comentarios al respecto. 

 
Alumno A 
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Alumno B 

 
Alumno C. En esta ocasión el comentario hace referencia del desarrollo de la 
actividad, así como los problemas en los que el se vio involucrado.  

 

 
Alumno E. 
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A pesar de los conflictos de los estudiantes en cuanto al álgebra que se utilizó 

en el transcurso de la práctica la mejoría fue notable, pues al iniciar con los reportes 
podemos notar que los resultados eran expresados en lenguaje coloquial, pero al 
finalizar, la generalización de resultados en el caso de las propiedades fue realmente 
notoria. 

 
En las actividades van implícitas las observaciones que tienen que realizar los 

alumnos. Así, al terminar las construcciones estas fueron las anotaciones que se 
realizaron. 
 

En el caso cuando el eje focal coincide con el eje X, al mover el foco a lo largo 
del eje focal se puede observar que: 
Alumno C.  

 
Por otro lado, si consideramos las distancias que hay del vértice al foco y la 

del lado recto, la relación que hay entre estas los estudiantes la ven de distintas 
formas apoyándose en las herramientas del software junto con la visualización de la 
construcción, como se señala a continuación.  
Alumno A. 

 
 
Alumno C. 

 
Cabe añadir que en los casos presentados anteriormente la única diferencia 

que se exhibe es la generalización que podemos ver en el alumno C, sin embargo, el 
alumno A aunque con otro lenguaje presenta una definición acertada.  
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Fase 3. Explicitación. 
 

Con base a lo anterior, en esta fase los alumnos obtienen las propiedades de 
la parábola para los casos cuando el eje focal coincide con los ejes de coordenadas 
respectivamente, observando la semejanza que existe entre ambos casos, 
realizando las observaciones pertinentes. Por ejemplo; el alumno C muestra la 
semejanza entre ambos procesos, sin embargo, los estudiantes pueden generalizar 
como se hace explícito en el reporte del alumno E, al igual que sucede con el 
alumno D, como se presenta a continuación:  

 
Alumno C. Estas anotaciones fueron realizadas al observar el comportamiento de los 
puntos libres, esto es sólo un fragmento. 

 
 
Alumno E. Analizando el comportamiento de los diferentes trazos al mover los 
puntos libres y realizar las anotaciones como se mencionó con el alumno anterior, se 
puede llegar a una generalización de los conocimientos aprendidos. 
 
Así, cuando la parábola es simétrica en el eje X y con vértice en el origen, 
observamos que para un caso general tenemos que: 

 
Por otro lado, cuando la parábola tiene vértice en el origen y es simétrica al eje Y, 
podemos decir que: 

 
Alumno D. En este caso, sus reportes muestran, un manejó adecuado del tema  
Generalizaciones correspondientes a las parábolas con vértice en el origen: 
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 Simétrica al eje X.     Simétrica al eje Y. 
 

 
 
 

 

Tomando en cuenta que el alumno E en su examen diagnóstico  
prácticamente no resaltó ninguna propiedad de la parábola y basándonos en sus 
comentarios y sus anotaciones anteriores, podemos decir que al realizar las 
observaciones y apoyándose de la construcción geométrica el alumno adquirió la 
correcta visualización de las propiedades de la parábola.  En definitiva podemos 
afirmar que tanto el software como la estructura de la actividad han creado un 
aprendizaje significativo en él. 
 
Fase 4. Orientación libre. 

 
Pero qué sucede ahora al trasladar los conocimientos que han adquirido en 

las fases anteriores, en donde el lugar geométrico de la parábola se manejó con 
vértice en el origen y la actividad en esta fase implica colocar nuestro vértice fuera 
del origen y ver los casos cuando el eje focal es paralelo a los ejes de coordenadas 
o coincidente. Desde luego, se encuentra una gran semejanza en el comportamiento 
de nuestro lugar geométrico y los estudiantes lo notan.  

Veamos a continuación los siguientes casos: Alumno C. En el transcurso de la 
actividad podemos notar que él tiene más arraigada la generalización de conceptos, 
sin embargo, la dificultad mostrada en  relacionar la simetría de algún lugar 
geométrico se ha disipado satisfactoriamente, pues la correlación que existe entre la 
ecuación y su diagrama correspondiente es correcta. 
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Alumno E. Al generalizar el caso cuando el eje focal es paralelo o coincidente al eje 
de coordenadas x tenemos las siguientes anotaciones. 
 

 

 
 
Para el caso cuando el eje focal es paralelo o coinciden de con el eje de 
coordenadas y, tenemos que: 
 

 
 
 
 
Fase 5. Integración 
 

Finalmente, ¿Qué tanto ha influido la actividad en los estudiantes? Es en esta 
fase donde se reflejará que tanto han aprendido y como relacionan sus 
conocimientos con el problema a tratar. 
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¿Qué lugar geométrico le corresponde a cada ecuación cuadrática? 
 
1. xy 82 =  

                                                 a)                                         b)                                                c) 
 
Solución. 
 
Alumno C. Al finalizar la actividad y presentar el resultado siguiente, podemos 
observar que: el razonamiento utilizado por el alumno lo conduce a la correcta 
representación gráfica de la ecuación presentada. Lo cual nos indica que la 
confusión del concepto “simétrico a” se ha disipado. 
 

 
 
2. 082 =+ xy  
 

                
           a)                                         b)                                                c) 
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Solución. 
Alumno C. Con las observaciones realizadas en la actividad se puede analizar a 
partir de la ecuación, la gráfica de la que estamos hablando como se muestra a 
continuación.  

 
Alumno B. Las observaciones realizadas en el software ayudan al estudiante a 
analizar en este caso el comportamiento de la ecuación cuadrática. 

 
4. 082 =+ yx  

                                      
            a)                                         b)                                                c) 
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Solución. 
Alumno B.  

 
¿A qué curva pertenece cada lugar geométrico? 
1. 
 

a) yx 43 =  

                                  b) yx 42 =  

c) 122 =+ yx  
 
 
 
 
 
Solución  
Alumno C. En base al siguiente análisis se muestra que a partir de la gráfica, el 
alumno puede deducir la ecuación a la que pertenece el lugar geométrico. 

 
2.  

a) 012 22 =+ xy  

b) 122 =− yx  

c) 0122 =+ xy  
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Solución. 
Alumno C. 

 
 
3. 
 

a) 4=+ yx  

b) 0162 =− yx  

c) yx 162 −=  
Solución. 
Alumno B. 

 
Es importante resaltar de esta actividad el problema al que se enfrentaron los 

estudiantes al intentar deducir las ecuaciones que describen a los lugares 
geométricos correspondientes.  

 
A pesar de la dificultad que externaron  al realizar las demostraciones, como 

es el caso del alumno E, sus deducciones son correctas como se muestra a 
continuación. 
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Al finalizar la actividad de la parábola los estudiantes han pasado del nivel 0 al 

nivel 1 del modelo de Van Hiele, es decir, ahora como podemos observar surge en 
ellos el descubrimiento y la generalización de propiedades a partir de las 
observaciones que se realizaron en el transcurso de la actividad. 

 
En la tabla 5, se muestra el avance que tuvieron los estudiantes en el 

transcurso de las actividades, también se toma en cuenta los resultados del examen 
final en el cual se involucran estos conceptos, es decir, al finalizar las actividades, 
los conocimientos adquiridos por los estudiantes son los establecidos en el siguiente 
listado. 

 
         Tabla 5. Evaluación final de la Parábola. 

Alumno A B C D E 

1. La definición es clara. � � � � � 

2. Reconoce a la parábola como lugar geométrico. � � � � � 

3. La definición tiene relación con la gráfica. � � � � � 

la directriz. � � � � � 

el foco. � � � � � 

el vértice. � � � � � 

el lado recto.  � � � � 

4. Menciona como elementos de la parábola a: 

el eje focal. � � � � � 
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5. Representa a la parábola con vértice en el origen. � � � � � 

6. Representa a la parábola con vértice fuera del origen. � � � � � 

7. Relaciona los elementos de la parábola con la grafica.  � � � � 

La directriz. �   � � � 

El foco. � � � � � � 

El vértice. � � � � � � 

El lado recto.  �  � � � 

8. Describe los elementos de la parábola con vértice en el 
origen. 

El eje focal. � � � � � � 

la directriz. �   � � 
 
 

el foco. � � � � � � 

el vértice. � � � � � � 

el lado recto. �  � � � 

9. Describe los elementos de la parábola con vértice en (h, k) 

el eje focal. � � � � � � 

vértice (0, 0) � � � � � 
10. La ecuación corresponde al lugar geométrico. 

vértice (h, k) � � � � � 

11. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática.   � �  

12. Observa que el eje focal es eje de simetría  � � �  

13. Intenta describir a la parábola visualmente. � � � � � 

14. Realiza un bosquejo del lugar geométrico para conocer la ecuación  � � �  

15. Relaciona el signo de la ecuación con la orientación ↑ ↓ ← → � � � � � 

16. Utiliza gráficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas  � � � � 

17. Cuando conoce la ecuación de la parábola describe su lugar geométrico   � � � � 

18. Convierte representaciones sintéticas a representaciones analíticas  � � �  

 
Finalmente los estudiantes relacionan los elementos de la parábola, 

consideran al eje focal como eje de simetría de la cónica. Como fue el caso del 
estudiante C, el cual presento en un inicio confusión al respecto y que al realizar la 
actividad se dio cuenta del error. Sin embargo, el alumno D preservó el problema, 
pues las ecuaciones tanto con vértice en el origen como trasladado en los diferentes 
casos no corresponden a la gráfica. 

 
Comparando las tablas 4 y 5, podemos afirmar que los conocimientos en los 

estudiantes son diferentes, han pasado del nivel cero al nivel uno, pues ya 
relacionan las propiedades de los elementos de la parábola, además de identificar 
las características que corresponden al lugar geométrico. 

 
Los alumnos A, B y E, no distinguen entre una ecuación lineal y una 

cuadrática, en el sentido de que aun confunden la ecuación de la directriz con la 
ecuación de la parábola, sin embargo, dada la ecuación cuadrática pueden 
determinar  los elementos del lugar geométrico  y describir con sus propias palabras 
a la directriz, pero no dar su ecuación. Además, relacionan el signo de la ecuación 
con la orientación horizontal, vertical, arriba y abajo de la parábola, Pues al realizar 
la actividad y hacer uso del software observaron estas características de los 
elementos de la parábola. 
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Elipse. (Resultados y análisis) 
 
Fase1. Información y Fase 2. Orientación dirigida. 
 

El examen diagnóstico se llevó a cabo el día 18 de Septiembre de 2007, 
alrededor de las 15:00 horas. En esta ocasión los alumnos sólo utilizaron un tiempo 
aproximado de veinte minutos para contestar las preguntas correspondientes.  

 
Al finalizar la prueba la técnica “lluvia de ideas” ayudó a para poner al 

corriente a los estudiantes,  integrando así los conocimientos previos  y 
estableciendo un acuerdo común en cuanto a contenido y simbología, llevándose a 
cabo en un tiempo aproximado de una hora en el intervalo de las 15:30 a las 16:30.   
 
Los exámenes diagnósticos se muestran a continuación: 
Alumno A. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Alumno B. 

 



 50 

Alumno C. 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Alumno E. 
 
 

 
 
Al estudiante D se le realizó una entrevista con las preguntas que contenía el 

examen diagnóstico, observando que,  reconoce como elementos de la elipse a los 
focos, vértices, los lados rectos, además de reconocer a la cónica como un lugar 
geométrico e intentarla describir gráficamente con centro en el origen 
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En la tabla 6, se muestra una evaluación cualitativa de los conocimientos, con 

los cuales deberían de contar los estudiantes y en los  que se va trabajar en el 
transcurso de la actividad. Con la finalidad de observar el cumplimiento de dichos 
elementos 

 
 

   Tabla 6. Evaluación del examen diagnóstico (Elipse) 
Alumno A B C D E 

1. La definición es clara.   �   

2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico. � � � �  

3. La definición tiene relación con la gráfica.   �   

los focos � � � � � 

los vértices � � � �  

los lados rectos �   �  

el eje mayor   �   

4. Menciona como elementos de la elipse a: 

el eje menor   �   

5. Representa a la elipse con centro en el origen.  �  �  

6. Representa a la elipse con centro fuera del origen.  � �  � 

7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica.   �   

los focos. �      

los vértices. �      

los lados rectos. �      

el eje mayor. �      

8. Describe los elementos de la elipse con centro en el 
origen. 

el eje menor. �      

los focos. �      

los vértices. �      

los lados rectos. �      

el eje mayor. �      

9. Describe los elementos de la elipse con vértice en (h, k) 

el eje menor. �      

centro (0, 0) �      
10. La ecuación corresponde al lugar geométrico. 

centro (h, k) �      

11. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática. �      

12. Intenta describir a la elipse visualmente. � � � � � 

13. Relaciona al denominador de mayor valor en la ecuación, con la orientación  ↑ ↓ ← 
→ 

  �   

14. Utiliza gráficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas. �      

15. Deduce las propiedades de una figura por medio de sus coordenadas. �      

16. Describe el término excentricidad con sus propias palabras. �      

 
 
Como podemos observar en la tabla anterior, los estudiantes inician un nuevo 

tema, es decir, se encuentran nuevamente en el nivel 0 de Van Hiele, no reconocen 
propiedades y elementos de la elipse, los elementos que toman en cuenta son los 
que de alguna forma relacionan con la parábola, tratando de encontrar una 
semejanza con el nuevo tema. 

 
Después de establecer la teoría de nuestro nuevo tema iniciamos las 

sesiones en el laboratorio de cómputo con la construcción por puntos que 
pertenecen al lugar geométrico de la elipse, como se muestra en la figura 7. La cual 
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permite una mejor visualización de las propiedades de la misma, cabe señalar que la 
elipse resultó ser más complicada por la cuestión algebraica, además, de involucrar 
más trazos que en el caso de la parábola, sin embargo, esto no fue ningún 
impedimento. 

 
Como se esperaba, al realizar las construcciones correspondientes el manejó 

del software fue mayor y esto ayudó a tener una mejor soltura en las observaciones 
que permitieron deducir con facilidad las propiedades de la elipse. 

 
Figura 7. 

 
 

Tomando en cuenta los exámenes diagnósticos que observamos 
anteriormente podemos decir que los estudiantes se encuentran en el nivel 0 del 
modelo de Van Hiele. Es decir, no toman en cuenta los elementos y propiedades del 
lugar geométrico, considerándolo sólo como una figura. Sin embargo, en esta 
ocasión, tenemos cierta ventaja sobre la actividad anterior, pues ya manejan el 
programa con mayor fluidez, además de haber adquirido conocimientos que les 
ayudarán en ésta actividad. 

 
 Ahora bien, con ayuda de la construcción anterior y utilizando la misma 

simbología empleada en el caso de la parábola, los estudiantes descubrirán en el 
transcurso de la actividad las propiedades del lugar geométrico de la elipse llegando 
a una generalización de sus elementos.  

 
El realizar la construcción y etiquetar los puntos conforme  a la notación que  

se utilizará les ayudará a visualizar las distancias que hay entre ellos. No obstante, si 
se maneja otra notación pero sin perder de vista el punto que estamos tratando, no 
habría ningún problema. 
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Así, los estudiantes apoyándose en el software pueden responder las 
siguientes preguntas y hacer generalizaciones. Como es el caso del alumno C en el 
que se puede observar el proceso que utilizó para llegar a la generalización de sus 
resultado. Sin embargo, el alumno D también generaliza correctamente pero sin 
argumentar, en caso de que sus respuestas fueran incorrectas se podría llegar a 
pensar que ha mecanizado la información. En base a esto las observaciones que 
realizaron son las siguientes:     
 
 
 ¿Cuál es la longitud del eje mayor ( 'VV )? 
 
Alumno C. Es en este alumno donde podemos observar con mayor claridad la 
visualización del lugar geométrico. 
 

 
 
Alumno D. 

 
 
¿Cuál es la longitud del eje menor ( 'AA )? 
 
Alumno C. 

 
 
Alumno D. 

 
 
¿Cuáles son las coordenadas de los vértices? 
 
Alumno C.  

 
 
Alumno D.  
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Hasta el momento lo que se ha realizado en las observaciones, es ubicar 
conforme a la construcción de la elipse por  puntos, aquellos que corresponden a los 
vértices y las respectivas longitudes de los ejes mayor y menor del lugar geométrico. 

 
 Otro punto a considerar es precisamente si se cumple la relación: El 

cuadrado del semieje mayor es igual a la suma de los cuadrados del semieje menor 
y de la semidistancia focal. La importancia  de esta correspondencia se involucra en 
la justificación de la ecuación de la elipse y en la relación del lado recto, además de 
surgir de la construcción de la elipse. 

 
Así, podemos ver a continuación la relación que encuentran los alumnos de 

estos elementos, apoyándose del teorema de Pitágoras, como es el caso de los 
alumnos C y D, sin embargo, el alumno E sólo realiza la observación de  que es un 
triángulo rectángulo e identifica al semieje mayor como la hipotenusa del triángulo. 
 
¿Cuál es la relación que existe en el triángulo AOF∆  respecto a sus lados?, si éstos 
son: aAF = , bAO =  y cOF = . 
 
 
Alumno C 
 

 
 
Alumno D. 

  
 
Alumno E. 
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De lo anterior podemos preguntarnos ¿Por qué aAF = ? Es claro que es de 
esta forma en la que hemos realizado la construcción, aun así, la respuesta del 
alumno B es en base a la definición del lugar geométrico comparándola con la del 
alumno C que se apoyo de la construcción como se indica en su reporte.  
Alumno B. 

 
Alumno C. 

 

 
Ahora bien, la correspondencia en el teorema de Pitágoras ¿Se cumple para 

( )VOF ,∈ ? desde luego, pues, para que hablemos de una elipse la distancia  OF es 
menor a la de OV . En caso de que fueran iguales los semiejes estaríamos hablando 
de una circunferencia que es un caso particular de la elipse, es así como 
argumentan a continuación los alumnos B y C. 
Alumno B. 
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Alumno C. 

 
 
Con lo anterior, dados a y b ¿Podemos determinar c? es decir, si conocemos 

las longitudes de los semiejes mayor y menor, respectivamente ¿Podemos 
determinar la semidistancia focal? ¿Cuál es la expresión? ¿Cuáles son las 
coordenadas de los focos F y F’, respectivamente? 

 
Alumno C. 

 

 

 

 

 
Al iniciar las actividades los estudiantes determinaron la ecuación que 

correspondía al lugar geométrico de la parábola. Cuando iniciamos con la elipse se 
realizó un bosquejo de la ecuación correspondiente. Así, ¿Cuál es la ecuación de la 
elipse con centro en el origen y eje mayor que coincide con el eje X? Como 
podemos observar, en las ecuaciones que los estudiantes determinan como es el 
caso del alumno B y C hacen referencia con que eje de coordenadas debe de 
coincidir el eje mayor de la elipse. 
 
Alumno B. 
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Alumno C. 
 

 

 

 
 
Otras propiedades o elementos que son importantes considerar de la elipse 

son su excentricidad y la longitud de sus lados rectos, como ambos lados miden lo 
mismo sólo consideramos a uno de ellos para deducir su razón algebraica. Ahora 

bien, el cociente 
a

c
 se llama excentricidad de la elipse y se denota como 

a

c
e = . 

¿Cuál es el comportamiento de e, conforme varia c? 
 
Alumno B. 

 
 
Alumno C. 
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En las observaciones realizadas en este caso por los alumnos B y C, se 
determinó que: La excentricidad es igual a la unidad cuando la elipse se transforma 
un  segmento y si la excentricidad se acerca cada vez más a 0, tenemos que la 
elipse se aproxima a una circunferencia (la circunferencia es una elipse de 
excentricidad nula) La excentricidad de una elipse es su grado de redondez o 
alargamiento (Toribio: 266) 

Para cada elipse la longitud del lado recto es 
a
b22

, deduzca esta razón 

algebraicamente. 
 
Alumno C. 

 

 

 
 
 
Fase 3. Explicitación. 

 
En la fase anterior los alumnos obtuvieron las propiedades de la elipse para el 

caso cuando el centro esta en el origen y el eje mayor coincide con el eje X. En esta 
ocasión los estudiantes interactúan entre sí observando la semejanza que existe, 
realizando la construcción correspondiente cuando el eje mayor coincidente con el 
eje Y con centro en el origen y efectuando posteriormente las observaciones 
pertinentes.  
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Para este caso también se realizó la construcción por puntos de la elipse 
como se muestra en la figura 8, para poder observar detenidamente las propiedades 
de la elipse y realizar las anotaciones correspondientes.  

 
 

 
Figura 8. 

 
 

La finalidad en esta fase es encontrar la semejanza y diferencias que existen 
en esta construcción, para poder generalizar en las diferentes situaciones los 
elementos que se han estudiado con anterioridad. Así, las anotaciones de los 
alumnos son las siguientes:  

 
¿Las longitudes del eje mayor y eje menor se siguen comportando de la misma 
manera? 
 
Alumno C. 
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Determina las coordenadas de los vértices. 
 
Alumno B.  

 
 
Alumno C. 
 

 
 
¿La relación en el triángulo AOF∆ , se sigue cumpliendo? 
 
Alumno B.  
 

 
 
Alumno C. 
 

 
 
¿Cuáles son las coordenadas de los focos? 
 
Alumno B. 

 
 
Alumno C. 

 
¿Cuál es la ecuación de la elipse para este caso? Al igual que para el caso anterior 
los alumnos hacen hincapié en la relación que existe entre el eje mayor y el eje de 
coordenadas correspondientes. 
 
 
 



 61 

Alumno B. 

 
 
Alumno C. 

 
Alumno E. 
 

 
 

Por otro lado, la excentricidad de la elipse tiene el mismo comportamiento que 
en el caso anterior. Como lo hacen notar los alumnos B y C individualmente. 
 
Alumno B. 

 
Alumno C 
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La relación que existe en la ecuación de la elipse con el eje mayor los 
estudiantes lo manejan de la siguiente manera:  
 
Alumno B. 

 
Alumno C. 

 

 
Podemos resumir las observaciones anteriores en el siguiente Teorema (Lehmann: 
177) 
 

La ecuación de una elipse de centro en el origen, eje focal el eje X, distancia 
focal igual a 2c y cantidad constante igual a 2a es: 

12222 =+ b
y

a
x

 

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de 
los focos sean (0, c) y (0, -c), la ecuación de la elipse es: 

12222 =+ a
y

b
x

 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menor, y a, b y 
c están ligados por la relación. 222 cba +=  

También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es 
a
b22

y la excentricidad e 

está dada por la fórmula 

1
22
〈−==

a
ba

a
ce  
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Fase 4. Orientación libre. 
 

Al realizar la traslación de ejes de la elipse, los estudiantes se enfrentan a 
nuevas situaciones en las que refuerzan sus conocimientos, logrando incorporar en 
un todo lo aprendido anteriormente; observando la semejanza que existe en los 
diferentes casos, como se muestra en las figuras 9 y 10 donde podemos ver a la 
elipse con centro en (h, k) y eje mayor paralelo al eje Y & X respectivamente, 
concluyendo así, los cambios que existen en las mismas. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

Figura 9.     Figura 10. 
 
Ahora bien, ¿Qué sucede, si el centro de la elipse no esta en el origen y sus 

ejes son paralelos a los ejes de coordenadas? ¿Cambian las partes principales de la 
elipse? 
Alumno C 

 
¿Cuál es la ecuación del lugar geométrico y cuáles son las coordenadas de los 
vértices y los focos?  
Alumno B. 
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Alumno C. 
Para el caso cuando la ecuación del lugar geométrico es de la forma: 

  

 

 
Si la ecuación de la elipse es:  

 
Se puede observar que las coordenadas cambian, entonces: 

 

 
Alumno E. 

 
Los resultados anteriores se obtuvieron a partir de las observaciones de los 

estudiantes, observemos que la ecuación de la elipse permite saber a los 
estudiantes si es horizontal o vertical. Las conjeturas anteriores las podemos resumir 
en el siguiente Teorema (Lehmann: 181). 
 

La ecuación de la elipse de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje X, 
está dada por la segunda forma ordinaria,  

( ) ( ) 12 22 2
=−+−

b
ky

a
hx

 

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuación está dada por la segunda forma 
ordinaria,  

( ) ( ) 12 22 2
=−+−

a
ky

b
hx

 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menor, y a, b y 
c están ligados por la relación. 222 cba +=  

También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es 
a
b22

y la excentricidad e 

está dada por la fórmula.  

1
22
〈−==

a
ba

a
ce  
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Fase 5. Integración 
 

Finalmente, es en esta fase donde se refleja que tanto han aprendido y como 
relacionan sus conocimientos con el problema a tratar. 

Determina los vértices y los focos, en caso se ser necesario completar los 
trinomios cuadrados perfectos y realiza las gráficas correspondientes. 
Alumno C. 

 

 

 
Alumno D. 
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En la tabla 7, se muestra el avance que tuvieron los estudiantes en el 
transcurso de la actividades, también se toma en cuenta los resultados del examen 
final, donde se involucran estos conceptos, es decir, al finalizar las actividades, los 
conocimientos adquiridos por los estudiantes son los establecidos en el siguiente 
listado. 
 
 
         Tabla 7. Evaluación final de la Elipse. 

Alumno A B C D E 

1. La definición es clara. � � � � � 

2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico. � � � � � 

3. La definición tiene relación con la gráfica. � � � � � 

los focos � � � � � 

los vértices � � � � � 

los lados rectos � � � �  

el eje mayor � � � � � 

4. Menciona como elementos de la elipse a: 

el eje menor � � � � � 

5. Representa a la elipse con centro en el origen. � � � � � 

6. Representa a la elipse con centro fuera del origen. � � � � � 

7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica.  � � � � 

los focos. � � � � � � 

los vértices. � � � � � � 

los lados rectos. �   � �  

el eje mayor. � � � � � � 

8. Describe los elementos de la elipse con centro en el 
origen. 

el eje menor. � � � � � � 

los focos. � � � � � � 

los vértices. � � � � � � 

los lados rectos. �   � �  

el eje mayor. � � � � � � 

9. Describe los elementos de la elipse con vértice en (h, k) 

el eje menor. � � � � � � 

centro (0, 0) � � � � � � 
10. La ecuación corresponde al lugar geométrico. 

centro (h, k) � � � � � � 

11. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática. � � � � � � 

12. Intenta describir a la elipse visualmente. � � � � � 

13. Relaciona al denominador de mayor valor en la ecuación, con la orientación  ↑ ↓ ← 
→ 

� � � � � 

14. Utiliza gráficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas. �  � � � � 

15. Deduce las propiedades de una figura por medio de sus coordenadas. � � � � � � 

16. Describe el término excentricidad con sus propias palabras. �  � �  � 

 
Finalmente los estudiantes relacionan los elementos de la elipse, consideran 

a los ejes mayor y menor como ejes de simetría. Tomando en cuenta que el 
aprendizaje es un proceso y que cada individuo tiene un ritmo diferente, podemos 
decir que si hubo avance en sus conocimientos, pues, comparando las tablas 6 y 7, 
podemos afirmar que los conocimientos en los estudiantes son diferentes, han 
pasado del nivel cero al nivel uno, pues ya relacionan las propiedades de los 
elementos de la elipse, además de identificar las características que corresponden al 
lugar geométrico. 
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Hipérbola. (Resultados y análisis) 
 
Fase1. Información y Fase 2. Orientación dirigida. 
 

En esta ocasión no se realizó ningún examen diagnóstico, por cuestiones de 
tiempo, empezamos y concluimos la teoría de la hipérbola en una sesión de una 
hora y media aproximadamente que se llevó a cabo el 2 de Octubre del 2007. Se 
hizo notar la gran semejanza que existe con el lugar geométrico de la elipse, 
posteriormente ingresamos a la sala de cómputo para realizar las construcciones 
correspondientes.  

 
Incluso, no se realizó la construcción por puntos en su lugar se ingreso la 

función de Hipérbola [ ]OVFF ,1,   en la parte inferior de la pantalla para facilitar el 
trazo del lugar geométrico de la hipérbola y ahorrar tiempo. Sin embargo, la 
construcción por puntos es semejante a la de la elipse con la diferencia de que 
ahora  OF > OV . 

 
Ahora bien ya que el software no proporciona el eje no focal de la hipérbola, 

se realizaron los trazos convenientes para poderlo visualizar gráficamente como se 
muestra en la figura 11 donde es representado por 1BB . 

 

 
Figura 11. 

 
En base a la construcción del lugar geométrico de la hipérbola se realizaron 

las observaciones con la finalidad de generalizar los resultados y así conocer sus  
elementos y propiedades. Las anotaciones realizadas por los estudiantes son las 
siguientes: 
 
¿Se cumple la condición 11 VVQFQF =−  , donde 1VV = a2 ? 
 
Alumno D. 
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Alumno E. 
 

 
 
Podemos argumentar que la razón por la cual en el eje no focal no hay puntos que 
pertenezcan al lugar geométrico es precisamente por: 
 
Alumno C. 
 

 
 
Alumno D. 
 

 
 
Alumno E. 
 

 
 

Al igual que en la elipse, en la hipérbola se encuentra un triangulo rectángulo 
en el que se puede observar la relación entre los diámetros principales y la distancia 
focal  la cual es 222 bac +=  donde a puede ser mayor, igual o menor que b. 
(Anfossi: 76) 
Alumno C. 

 
Alumno D.  
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Alumno E. 
 

 
 
¿Cuáles son las coordenadas de los focos F, F1 y de los vértices V, V1 
respectivamente? 
 
Alumno D. 

 
 
¿Cuál es la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y eje focal que 
coinciden con el eje X? 
 
Alumno D. 

 

El cociente 
a

c
, se llama excentricidad de la hipérbola, y denota como 

a

c
e = . ¿Cuál 

es el comportamiento de e, conforme varia c? 
Alumno C. 

 



 70 

Hemos visto que una propiedad importante de la hipérbola es el hecho de que 
siempre c>a, a partir de esto la pregunta anterior va en relación al comportamiento 
de la excentricidad conforme c varia. 

 
 De acuerdo a las anotaciones anteriores del alumno C podemos decir 

(Toribio: 299): Como c>a, entonces e>1. Por otro lado 
2

1 


+=
a
be , de acuerdo con 

esta formula resulta que manteniendo invariable la longitud del eje real 2a y 
disminuyendo la longitud del eje no focal 2b, la excentricidad de la hipérbola se 
aproximara a 1. Por otra parte, en cuanto b disminuye la hipérbola se irá haciendo 
cada vez más delgada.  

 

Por lo que se refiere a la hipérbola, la longitud de cada lado recto es 
a
b22

, los 

estudiantes demostraron esta razón algebraicamente como se muestra a 
continuación.  

 
Alumno C. 
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Hasta el momento los estudiantes sólo han estudiado el comportamiento de la 

hipérbola cuando se encuentra en el origen y su eje focal coincide con el eje X, han 
generalizado los elementos de la curva para este caso en particular. 
 
 
Fase 3. Explicitación. 

 
En la fase anterior los alumnos obtuvieron las propiedades de la hipérbola 

para el caso cuando el centro esta en el origen y el eje focal coincide con el eje X. 
En esta ocasión se realizará la construcción correspondiente cuando el eje focal 
coincidente con el eje Y, con centro en el origen efectuando posteriormente las 
observaciones pertinentes.  
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Se realizó la construcción de la hipérbola utilizando el procedimiento de la 
fase 2 del modelo de Van Hiele, realizando análogamente los trazos para definir 
gráficamente el eje no focal como se muestra en la figura 12 y así poder observar 
detenidamente las propiedades y realizar las anotaciones correspondientes.  

 

 
Figura 12. 

 
De acuerdo con lo anterior se les pidió a los estudiantes determinar las 

coordenadas de los  vértices y los focos utilizando la notación anterior y la 
construcción previa. Así las conclusiones de los alumnos son las siguientes: 
 
Alumno D. 

 
Además, ¿La relación en el triángulo OIV∆ , se sigue cumpliendo? 
 
Alumno C. 

 
Como podemos observar la relación entre los diámetros principales y la 

distancia focal se sigue cumpliendo a pesar de la posición de la hipérbola. 
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¿Cuál es la ecuación de la hipérbola para este caso? Veremos mas adelante 
que esta pregunta causa gran controversia entre los estudiante, pues, a diferencia 
de la elipse no podemos determinar la posición de la hipérbola, tomando en 
consideración el denominador de mayor valor. Este punto será tratado mas adelante 
con mayor detalle. Así, la ecuación con la que asocia el lugar geométrico de la 
hipérbola el alumno C es la siguiente: 

 
Alumno C. 

 
 

Nuevamente, la excentricidad de la hipérbola, ¿tiene el mismo 
comportamiento que en el caso anterior? Al igual que la relación que existe con el 
teorema de Pitágoras al realizar las observaciones para cada caso de la hipérbola, 
es decir, eje focal paralelo o coincidente al eje coordenada X & Y respectivamente, 
podemos ver que sus propiedades no cambian. De acuerdo con esto la semejanza 
que existe en los comentarios del alumno C en las diferentes fases del modelo de 
Van Hiele, la excentricidad es acertada.  
 
Alumno C. 

 
 

Al proporcionarles el material a los estudiantes este tenia un error, pues se 
consideraba que al igual que en la elipse el denominador era el que determinaba la 
posición horizontal o vertical de la hipérbola. Cuando llegaron a esta parte surgieron 
bastantes dudas; los estudiantes se encontraron con las siguientes posibilidades 
a>b, a<b y a=b observando que para cualquiera de los casos anteriores la hipérbola 
podía ser horizontal o vertical. 

 
Los estudiantes comentaron durante la sesión de cómputo estos problemas 

observando cada uno de los casos, por un momento sin encontrar la relación como 
lo menciona el alumno E en las anotaciones posteriores. 

 
El alumno D argumentaba que al mover los puntos libres cuando el eje focal 

coincide con el eje de coordenadas X podía encontrarse con los tres casos antes 
mencionados, sin embargo, el signo menos de la variable no cambiaba para los 
casos anteriores. Es aquí donde al analizar este punto  los estudiantes comprobaron 
que era el signo el que determinaba la posición de la hipérbola, pues al estudiar el 
caso cuando el eje focal coincide con el eje de coordenadas Y sucedía exactamente 
lo mismo sólo que ahora el signo menos le pertenecía a la variable contraria que en 
el caso anterior.  
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Finalmente los estudiantes concluyeron que si el signo menos lo tenia la 
variable y, entonces el eje focal es paralelo o coincidente al eje de coordenadas X. 
Análogamente, si el signo menos de la ecuación pertenecía a la variable x, entonces 
el eje focal era paralelo o coincidente al eje de coordenadas Y. 

 
El reporte del alumno C que aparece a continuación muestra la confusión a la 

que se enfrentaron los estudiantes incluyéndolo a él. No obstante, estas se disiparon 
con ayuda del software observando el comportamiento de los puntos libres como se 
mencionó anteriormente llegando así a la conclusión correcta. 

 
Alumno C. 
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Alumno E. Este estudiante no relaciona el signo menos de la variable, sin embargo, 
toma en cuenta signo positivo de la variable llegando al mismo resultado. 
 

 
 
 
Los resultados anteriores los podemos resumir en el siguiente Teorema (Lehmann: 
195). 
 
La ecuación de la hipérbola de centro en el origen, eje focal coincidente con el eje X, 
y focos los puntos (c, 0) y (-c, 0), es 
 

12222 =− b
y

a
x

 

Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de los focos 
sean  (0, c) y (0, -c), entonces la ecuación es: 
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12222 =− b
x

a
y

 

 
Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso o eje focal, b la del 
semieje conjugado o eje no focal, c la distancia del centro a cada foco, y a, b, c 
están ligados por la relación 
 222 bac +=  

 

También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados rectos es 
a
b22

, y 

la excentricidad e está dada por la relación 

1
22
〉+==

a
ba

a
ce  

 
 
Fase 4. Orientación libre. 
 

En esta fase los estudiantes realizarán la traslación de ejes fuera del origen 
para el lugar geométrico de la hipérbola con la finalidad de encontrar la semejanza 
que existe con los casos anteriores. 

 
En la figura 13 y 14 podemos observar a la hipérbola con centro en (h, k) y eje 

focal paralelo al eje de coordenadas X & Y respectivamente. 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
          Figura 13.      Figura 14. 
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Una vez realizadas las construcciones anteriores podemos preguntarles a los 
estudiantes ¿Qué sucede si ahora el centro de la hipérbola no está en el origen y 
sus ejes son paralelos a los ejes de coordenadas? ¿En qué cambian las partes 
principales de la hipérbola? 
 
Alumno C.  
 

 

 

 
 
Alumno D.  
 

 
 
Alumno E. 
  

 
 

En cualquiera de los comentarios anteriores se puede observar que no 
cambian los elementos ó propiedades de la hipérbola. El único cambio es un tanto 
numérico y está dirigido a las nuevas coordenadas de traslación, pues en esta 
ocasión la hipérbola se encuentra fuera del origen. Así, ¿Cuáles son las 
coordenadas de los vértices y los focos? 
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Alumno C. 
Hipérbola con eje focal paralelo al eje de coordenadas X. 
 

 
 
Hipérbola con eje focal paralelo al eje de coordenadas Y. 
 

 
Alumno D. 
 

 
Alumno E. Hipérbola con eje focal paralelo al eje de coordenadas X. 

 
 
Finalmente, podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente 

Teorema (Lehmann: 203). 
 

La ecuación de una hipérbola de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al 
eje X, es de la forma 

( ) ( ) 12 22 2
=−−−

b
ky

a
hx

 

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuación es  
 

( ) ( ) 12 22 2
=−−−

b
hx

a
ky
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Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la del semieje 

conjugado, c la distancia del centro a cada uno de los focos, y  a, b, c están ligados 
por la relación 222 bac +=  

 
También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados rectos es 

a
b22

, y la excentricidad e está dada por la relación 

 

1
22
〉+==

a
ba

a
ce  

 
Fase 5. Integración 
 

En los siguientes ejercicios se puede observar el razonamiento utilizado por 
los estudiantes para resolver los problemas reflejando en ellos lo que han aprendido. 

 
Determina los vértices, focos y las longitudes de los ejes en caso de ser necesario 
completa cuadrados y realiza la gráfica.  
 
Alumno C. 
 

 
 

 



 80 
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Alumno D.  
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A diferencia de las cónicas anteriores en esta ocasión no se aplico examen 
diagnóstico, sin embargo, si consideramos al contenido de las tablas 4 y 6, 
observamos que el nivel que tienen de conocimientos, es visual, pues, en la mayoría 
de los casos el estudiante sólo describe de manera visual el lugar geométrico a 
estudiar, es decir, sabe que existe y que tiene propiedades y elementos, pero no los 
relaciona entre sí. 
 
                    Tabla 8. Evaluación final de la Hipérbola. 

Alumno A B C D E 

focos � � � � � 

vértices � � � � � 

lado rectos � � � �  

eje no focal   � � � 

Considera como elementos de la hipérbola  

eje focal   � � � 

Relaciona el signo de la ecuación con la orientación ↑ ↓ ← →   � � � 

La ecuación de la hipérbola con centro (0, 0) y la gráfica tienen relación   � � � 

La ecuación de la hipérbola con centro (h, k) y la gráfica tienen relación   � � � 

Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática    � � � 

Dada la ecuación describe el lugar geométrico   � � � 

Completan cuadrados para obtener los elementos de la hipérbola   � �  

 
En la tabla anterior, podemos apreciar que los estudiantes más constantes 

fueron el C, D y E, a pesar de que en un inicio el alumno E, no demostró tener un 
gran avance en sus conocimientos, consideró que su aprendizaje al finalizar todas 
las actividades fue significativo. 

 
Los alumnos A y B, no concluyeron la última actividad, por razones ajenas, sin 

embargo su desempeño en la parábola y la elipse fue mejorando comparándolo con 
sus conocimientos iniciales, como se puede apreciar en las tablas 5 y 6, adquirieron 
conocimientos nuevos y relevantes. 

 
Al finalizar las actividades se aplicó a los estudiantes un examen final con la 

finalidad de evaluar sus conocimientos de las cónicas estudiadas, el formato es el 
siguiente. 
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Examen Final. 
 
 
1. Encontrar el lado recto, vértices, focos y la ecuación de la elipse que tiene el 
centro en el origen de coordenadas y sus elementos son los que se indican. 

 
 

a) 2a = 34, c = 15 y eje mayor sobre el eje X. 

b) Un foco es (5, 0) y 
3
2=e   

 
 
2. Encontrar los elementos de las siguientes elipses (centro, ejes, lado recto, 
vértices, focos y excentricidad). Dibujar la curva correspondiente. 
 
 

a) 
( ) ( ) 1

16
1

25
4 22

=−++ yx
 

b) ( ) ( ) 4314 22 =++− yx  
 

 
3. Dadas las siguientes parábolas, obténgase V, F, la ecuación de la directriz y el 
ancho focal. 
 
 

a) 027962 =−++ xyy  

b) 0151262 =−−− yxx  
 
 
 
4. Para las ecuaciones de la hipérbola. Hallar, vértices, focos, longitudes de los ejes 
focal y no focal y la longitud del lado recto. 
 
 

a) 3694 22 =− yx  

b) 44 22 =− yx  
 

Como podemos observar en los siguientes resultados los avances de los 
estudiantes son notorios. Realizan las observaciones  de las propiedades o 
elementos correspondientes al lugar geométrico, construyendo para alguno de los 
casos la gráfica correspondiente. Es así, como podemos comprobar que los 
estudiantes han pasado del nivel 0 del modelo de Van Hiele al nivel 1 del mismo. 

 
 En los estudiantes surge el descubrimiento de propiedades o elementos a 

partir de las observaciones de los casos particulares, generalizando finalmente sus 
resultados. 
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1. Encontrar el lado recto, vértices, focos y la ecuación de la elipse que tiene el 
centro en el origen de coordenadas y sus elementos son los que se indican. 
 

a) 2a = 34, c = 15 y eje mayor sobre el eje X. 
 
Solución. Alumno D. 
 

 
 

b) Un foco es (5, 0) y 
3
2=e   

Solución. Alumno D. 
 

 
 
2. Encontrar los elementos de las siguientes elipses (centro, ejes, lado recto, 
vértices, focos y excentricidad). Dibujar la curva correspondiente. 
 
 

a) 
( ) ( ) 1

16
1

25
4 22

=−++ yx
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Solución. 
 
Alumno C. 
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b) ( ) ( ) 4314 22 =++− yx  
 
Solución. Alumno A. 
 

 
 

 
 
3. Dadas las siguientes parábolas, obténgase V, F, la ecuación de la directriz y el 
ancho focal. 
 

a) 027962 =−++ xyy  
 

Solución.  
 
Alumno C. En esta ocasión podemos decir que el procedimiento utilizado y las 
observaciones  para resolver este problema son correctas, sin embargo, el error al 
factorizar un signo afecta los resultados finales. 
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b) 0151262 =−−− yxx  
 
Solución. 
 
Alumno E 

 
 
 
 
4. Para las ecuaciones de la hipérbola. Hallar, vértices, focos, longitudes de los ejes 
focal y no focal y la longitud del lado recto. 
 

a) 3694 22 =− yx  
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Solución. Alumno C. 

 
 

b) 44 22 =− yx  
Solución. Alumno B 
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Durante las actividades se llevaron acabo diferentes evaluaciones entre ellas 
el examen diagnóstico, que nos sirvió como guía para conocer cuales eran los 
conocimientos con los que se enfrentaban los estudiantes a los nuevos temas. 
Mientras que en la evaluación final, se pudo observar el avance de los estudiantes 
considerando que este es todo un proceso que requiere de tiempo, que varía 
conforme al estudiante. 

 
Además, como los elementos de las tablas de evaluación consideran al 

aprendizaje en sus diferentes ámbitos, es decir, actitudinal, procedimental y 
conceptual, esto nos permitió comparar entre el examen diagnóstico y la evaluación 
final, pues, se pudo observar cuales fueron los elementos que cumplieron los 
estudiantes, como se muestra en la tabla 9. 
 
      Tabla 9. Cuadro comparativo de evaluación de la parábola. 

Cuadro comparativo  Examen Diagnóstico Evaluación Final 
Alumno A B C D E A B C D E 

1. La definición es clara.   �   � � � � � 

2. Reconoce a la parábola como lugar geométrico.  � � �  � � � � � 

3. La definición tiene relación con la gráfica.   �   � � � � � 

la directriz. � � � � � � � � � � 

el foco. � � � � � � � � � � 

el vértice. � � � � � � � � �  

el lado recto.  � �   � � � �  

4. Menciona como elementos de la parábola 
a: 

el eje focal.   �  � � � � � � 

5. Representa a la parábola con vértice en el origen. � � � �  � � � � � 

6. Representa a la parábola con vértice fuera del origen. �  � � � � � � � � 

7. Relaciona los elementos de la parábola con la grafica.   �  �  � � � � 

La directriz. �       � � �  

El foco. �      � � � � � 

El vértice. �      � � � � � 

El lado recto.  �     �  � � � 

8. Describe los elementos de la parábola con 
vértice en el origen. 

El eje focal. �      � � � � � 

la directriz. �        � � 
 
 

el foco. �      � � � � � 

el vértice. �      � � � � � 

el lado recto. �     �  � � � 

9. Describe los elementos de la parábola con 
vértice en (h, k) 

el eje focal. �      � � � � � 

vértice (0, 0) �     � � � � � 10. La ecuación corresponde al lugar 
geométrico. vértice (h, k) �     � � � � � 

11. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática.  �      � �  

12. Observa que el eje focal es eje de simetría  �     � � �  

13. Intenta describir a la parábola visualmente. � � � � � � � � � � 

14. Realiza un bosquejo del lugar geométrico para conocer la 
ecuación   �    � � �  

15. Relaciona el signo de la ecuación con la orientación ↑ ↓ ← 
→ 

  �   � � � � � 

16. Utiliza gráficas como herramienta para interpretar 
expresiones algebraicas   �    � � � � 

17. Cuando conoce la ecuación de la parábola describe su lugar 
geométrico    �    � � � � 

18. Convierte representaciones sintéticas a representaciones 
analíticas   �    � � �  
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De acuerdo a la tabla anterior, los estudiantes no tenían el aprendizaje 
conceptual, pues no relacionaban, ni describían los elementos de la cónica, sólo 
sabían que existían algunos elementos de esta como son: directriz, foco y vértice, 
pero no los relacionaban con la grafica del lugar geométrico, sólo describía a la 
cónica visualmente, sin propiedades, ni elementos, incluso la ecuación que 
presentaban para la parábola no correspondía. 

 
Por otro lado, no tenían clara la definición de parábola, pues la definición que 

trataron de dar en su examen diagnóstico, no correspondía al lugar geométrico que 
ellos dibujaban, como es el caso del alumno A que intento definir a la parábola como 
una curva cualquiera que parte del origen y en el momento de dibujar el lugar 
geométrico, dibujo una parábola en el origen, la cual no es una curva cualquiera, 
pues tiene propiedades y elementos que la acompañan. Además de no distinguir 
entre una ecuación lineal y una cuadrática. Es decir, los elementos de la tabla que 
corresponden a los aprendizajes actitudinales y procedimentales, no los ubicaban. 

 
Hay que tener en cuenta que los estudiantes, no habían cursado materias 

relacionadas con matemáticas en  el momento que se aplicaron las actividades, 
pues, son cursos que estudiarán en semestres posteriores. Es decir, sólo contaban 
con los conocimientos adquiridos durante el bachillerato hace aproximadamente 
cuatro años. 

 
Sin embargo al realizar las actividades con ayuda del software Geogebra, 

tanto los aprendizajes actitudinales, procedimentales y conceptuales fueron 
cambiando, pues, el software permitió a los estudiantes una mejor visualización de 
los elementos de la parábola, así como también facilito la construcción de la cónica.  

 
Por otro lado, al realizar la construcción de la cónica, la definición se aclaro, 

pues se podía apreciar con mayor facilidad, como se formaba el lugar geométrico de 
la parábola, así como la orientación de la cónica. La razón por la que  algunos 
estudiantes tuvieron problemas al determinar la ecuación de la directriz, fue en 
principio por que no distinguían entre una ecuación lineal y una cuadrática, sin 
embargo los alumno C y D no presentaron este problema, a pesar de que en un 
inicio tampoco realizaron la distinción entre estas ecuaciones. 

 
Con respecto al aprendizaje procedimental, los estudiantes crearon en ellos 

habilidades que les permitieron saber describir e identificar el lugar geométrico de la 
parábola y representar tanto en el origen como fuera de este a dicha cónica. En lo 
que concierne al aprendizaje actitudinal, los alumnos fueron capaces de realizar un 
bosquejo del lugar geométrico para conocer la ecuación y por otro lado, utilizar 
gráficas como herramienta para interpretar expresiones algebraicas. 

 
En la tabla 10, se puede observar la comparación entre la evaluación 

cualitativa del examen diagnostico y la evaluación final. Al igual que en la actividad 
anterior, esta tabla nos permite observar con mayor claridad el desenvolvimiento de 
los alumnos en el transcurso de la actividad y en los diferentes aprendizajes, 
actitudinal, procedimental y conceptual que se presentan en la lista de cotejo de 
dicha tabla. 
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          Tabla 10. Cuadro comparativo de evaluación de la elipse. 

Cuadro comparativo. Examen Diagnóstico. Evaluación Final. 
Alumno A B C D E A B C D E 

1. La definición es clara.   �   � � � � � 

2. Reconoce a la elipse como lugar geométrico. � � � �  � � � � � 

3. La definición tiene relación con la gráfica.   �   � � � � � 

los focos � � � � � � � � � � 

los vértices � � � �  � � � � � 

los lados rectos �   �  � � � �  

el eje mayor   �   � � � � � 

4. Menciona como elementos de la 
elipse a: 

el eje menor   �   � � � � � 

5. Representa a la elipse con centro en el origen.  �  �  � � � � � 

6. Representa a la elipse con centro fuera del origen.  � �  � � � � � � 

7. Relaciona los elementos de la elipse con la grafica.   �    � � � � 

los focos      � � � � � 

los vértices      � � � � � 

los lados rectos        � �  

el eje mayor      � � � � � 

8. Describe los elementos de la 
elipse con centro en el origen. 

el eje menor      � � � � � 

los focos      � � � � � 

los vértices      � � � � � 

los lados rectos        � �  

el eje mayor      � � � � � 

9. Describe los elementos de la 
elipse con vértice en (h, k) 

el eje menor      � � � � � 

centro (0, 0)      � � � � � 10. La ecuación corresponde al 
lugar geométrico. centro (h, k)      � � � � � 

11. Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática.       � � � � 

12. Intenta describir a la elipse visualmente. � � � � �  � � � � 

13. Relaciona al denominador de mayor valor en la 
ecuación, con la orientación  ↑ ↓ ← → 

      � � � � 

14. Utiliza gráficas como herramienta para interpretar 
expresiones algebraicas 

       � � � 

15. Deduce las propiedades de una figura por medio de 
sus coordenadas       � � � � 

16. Describe el termino excentricidad con sus propias 
palabras        � �  

 
 

Al iniciar el estudio de la elipse, los alumnos no contaban con los aprendizajes 
conceptuales establecidos en la tabla anterior, pues, las definiciones no 
correspondían al lugar geométrico del que hablaban, excepto el alumno C el cual dio 
una definición de elipse correspondiente al lugar geométrico. Los elementos de la 
elipse que mencionaron fueron aquellos que tenían una analogía con la parábola, 
pero no describieron en que consistían, sólo intentaron definir a la parábola como 
una curva ovalada, tal fue el caso de los alumnos A, B y E, como se muestra en sus 
exámenes diagnósticos. 

 
Al iniciar  con las construcciones los alumnos tuvieron una mejor soltura en el 

manejo del software, a pesar de las dificultades que mostraba la figura, puse 
requería de una gran cantidad de trazos. En el aprendizaje conceptual, la ayuda que 
proporciono el software fue en cuanto a la visualización de los elementos de la 
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elipse, pues, a partir de la construcción los alumnos pudieron observar con claridad 
la definición de la elipse, además de describir los elementos que la componen. 

 
Por otro lado, en el aprendizaje procedimental los estudiantes crearon en ellos 

habilidades que les permitieron saber describir e identificar el lugar geométrico de la 
elipse y representar tanto en el origen como fuera de este a dicha cónica. En lo que 
concierne al aprendizaje actitudinal, los alumnos fueron capaces de realizar un 
bosquejo utilizando gráficas como herramienta para interpretar expresiones 
algebraicas. 

 
 
                    Tabla 11. Evaluación final de la Hipérbola. 

Alumno A B C D E 

focos � � � � � 

vértices � � � � � 

lado rectos � � � �  

eje no focal   � � � 

Considera como elementos de la hipérbola  

eje focal   � � � 

Relaciona el signo de la ecuación con la orientación ↑ ↓ ← →   � � � 

La ecuación de la hipérbola con centro (0, 0) y la gráfica tienen relación   � � � 

La ecuación de la hipérbola con centro (h, k) y la gráfica tienen relación   � � � 

Distingue entre una ecuación lineal y una cuadrática    � � � 

Dada la ecuación describe el lugar geométrico   � � � 

Completan cuadrados para obtener los elementos de la hipérbola   � �  

 
 
Finalmente, como se puede observar en la tabla 11, los aprendizajes en sus 

diferentes ámbitos, actitudinal, procedimental y conceptual, para el caso de la 
hipérbola, no son tan claros para los alumnos A y B, pues no concluyeron la 
actividad, sin embargo, para los alumnos C y D, se puede observar que la analogía 
que existe con las cónicas anteriores sirvió de apoyo para realizar esta actividad, 
pues tanto las construcciones como los elementos de las cónicas son bastantes 
semejantes. 
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Conclusiones.  
 

Al iniciar las actividades y observar los resultados que arrojaron los exámenes 
diagnósticos se apreció que  el nivel de razonamiento geométrico de los estudiantes 
se podía ubicar en el nivel de visualización, pues, no relacionaban las propiedades o 
elementos  de los lugares geométricos y los consideraban como alguna curva en 
particular. 

 
Sin embargo, en  el momento que se aplicaron las actividades los estudiantes 

no habían cursado durante la licenciatura materias cuyo contenido científico fuera de 
matemáticas, pues, son cursos que estudiarán en semestres posteriores. Es decir, 
sólo contaban con los conocimientos adquiridos durante el bachillerato hace 
aproximadamente cuatro años. 

 
Por otro lado, la muestra que se considero fue tomada con estudiantes 

voluntarios, por lo tanto, es una muestra no probabilística. Lo cual implica que los 
resultados obtenidos tienen un valor limitado y relativo a la muestra en sí, más no a 
la población. Sin embargo, esto no quiere decir que no se pueda llevar acabo en una 
población.  

 
Al transcurrir el tiempo, los estudiantes pasaron del nivel cero al nivel uno del 

modelo de Van Hiele, es decir, surge en ellos el descubrimiento y la generalización 
de propiedades de los lugares geométricos a partir de las observaciones que se 
realizaron en el desarrollo de las actividades. 

 
Las construcciones dinámicas realizadas con el software facilitan el trabajo al 

estudiante, es decir, le permiten construir con mayor rapidez las construcciones de 
los lugares geométricos y tener una mejor exactitud en los trazos, provocando  
observaciones de los elementos con mayor precisión. 

 
El manejar con mayor soltura el programa provocó en ellos un mejor 

desempeño y desenvolvimiento en las actividades, permitiéndoles a su vez observar 
con mayor claridad las propiedades y elementos de las cónicas estudiadas. 
 

El uso dirigido y experimental del software ayudó a los estudiantes a darse 
cuenta de algunos errores de abstracción de conceptos. Como fue el caso del 
alumno C, el cual confundía el concepto de “simetría respecto a”  y al enfrentarse 
con el programa y analizar el desarrollo de las actividades pudo darse cuenta que su 
ecuación no correspondía a la gráfica, corrigiendo y reafirmando así, los conceptos 
involucrados. 

 
Por otro lado, en el aprendizaje procedimental los alumnos crearon en ellos 

habilidades que les permitieron saber describir e identificar el lugar geométrico de la 
parábola y representar tanto en el origen como fuera de este a dicha cónica. Como 
es el caso del alumno B, que al realizar sus reportes especificaba el porque de su 
elección, cuando resolvió los ejercicios planteados en la actividad de la parábola.  

 
Cuando los estudiantes se enfrentaron a la semejanza que existe entre la 

elipse  y la hipérbola observaron que a diferencia de la elipse la posición de la 
hipérbola no se podía determinar con ayuda de los denominadores de la ecuación, 



 94 

sino más bien con el signo menos de ésta. Este pequeño detalle lo visualizo el 
alumno D que al mover los puntos libres de la construcción observó los diferentes 
casos que presentaba la ecuación de la hipérbola, llegando así al resultado correcto.  

 
Sin embargo, la confianza total de los resultados del programa sin tener 

claridad de los conceptos básicos, puede provocar conflictos cognitivos, es decir, si 
el estudiante no se da cuenta de errores que puede cometer durante la construcción 
de los lugares geométricos, los resultados pueden ser malos o en el peor de los 
casos coincidir con lo que ellos quieren ver, pero al mover sus puntos libres sus 
construcciones se deforman evitando así, obtener las propiedades correctas y poder 
observar el comportamiento adecuado de éstas.  

 
La evaluación cualitativa de las actividades se realizó mediante listas de 

cotejo (1, 2 y 3), determinando en ellas los elementos relevantes con la finalidad de 
poder observar el desempeño de los estudiantes, considerando en ellas los 
aprendizajes actitudinales, procedimentales y conceptuales, involucrados en la 
evaluación de los estudiantes. De acuerdo con esta evaluación, los estudiantes 
tuvieron un progreso considerable, como se determino en los cuadros comparativos 
9, 10 y 11. 

 
Existen diferentes herramientas para llevar acabo la evaluación cualitativa de 

los estudiantes y poder llevar un seguimiento del progreso de estos, como son: la 
tabla de actitudes, realizar un diario docente, entrevistas antes y después de las 
actividades, entre otras que ayudaran a llevar un mejor control de la evaluación.  

 
Por otro lado, uno de los aspectos importantes que falto realizar en este 

trabajo fue el llevar a cabo pruebas piloto, tanto en las actividades como en los 
instrumento de evaluación, con la finalidad de afinar dichos instrumentos. 

 
Los niveles de Van Hiele se observarían mejor si se hubiera trabajado con un 

sólo tema, para poder llevar a los alumnos del nivel cero al nivel cuatro de Van Hiele 
y poder observar con claridad el paso de un nivel a otro, sin embargo, en este 
trabajo se pudo apreciar el paso del nivel cero al nivel uno en el estudio de la 
parábola, elipse e hipérbola.  
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