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Resumen

En este trabajo se presentan los aspectos necesarios para la valuacién de opciones financieras en México

haciendo uso de métodos numéricos, en particular del método de diferencias finitas y del método del elemento
finito.
En los primeros capitulos se proporcionan los conceptos financieros bésicos que permiten familiarizarse con el
contexto en caso de que no hubiera tenido mucha relaciéon con el tema asi como una explicaciéon detallada de
cémo es que operan los mercados de opciones en México ofreciendo con esto una panoramica del procedimiento
que se debe seguir en caso de que se decidiera invertir en este tipo de derivados. Posteriormente se introducen
los capitulos correspondientes a la teoria matemaética que se necesita para abordar la valuacién de las opciones
asi como las técnicas usadas para entrelazar un concepto financiero con una idea matematica que lo represente
comenzando por introducir la férmula de valuacién analitica para después conocer cémo es que se construye
la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes que posteriormente y mediante una serie de transformaciones,
serd convertida en la ecuacion de calor ademas de que se construird las condiciones de frontera que permitan
resolver la ecuacion. En los siguientes capitulos se introduce el concepto de ecuaciones diferenciales parciales
asi como dos de los métodos numéricos mas conocidos para la soluciéon de las ecuaciones diferenciales parciales,
dichos métodos son el de diferencias finitas y el de elementos finitos los cuales son explicados a detalle para
permitir una correcta aplicacién de los mismos en la solucién del problema de valuacién de opciones. Por tltimo
se analizan algunas opciones reales cuya informacién financiera proviene directamente de la pagina del MexDer
para esto se hace uso de los métodos analiticos y numéricos desarrollados en las secciones previas. Al final del
trabajo se proporcionan algunas conclusiones y recomendaciones relativas a esta tesis.
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Introduccion

Debido al ntimero de operaciones financieras que se realizan en el mundo entero, la rapidez con que se

realizan y las sumas de capital que se trasfieren desde un extremo a otro del planeta se dice que el comercio es
una actividad global y podemos comprobar esto todos los dias cuando consultamos algtin periédico donde se
muestra cémo afecta a nuestro pais la actividad econémica de otros paises e incluso como las propias actividades
de algunas empresas internacionales afectan el desempeno de la economia nacional. Operaciones tan grandes
cémo éstas suelen estar acompanadas de grandes riesgos de pérdidas para los inversionistas es por ésto que se
han disenado y comercializado una nueva generacion de productos conocidos como derivados financieros que
permiten el intercambio de riesgo de las transacciones a una persona dispuesta a asumir el riesgo de pérdidas,
es decir, en la actualidad no sélo se comercializan activos o productos sino que también se vende y se compra
el riesgo en los mercados bursatiles del mundo. Uno de estos derivados, que es en especial el de interés de esta
tesis, son las opciones financieras.
Una opcién financiera es un derivado que brinda al comprador el derecho de liquidar una operacién a un precio
previamente establecido pero sélo si él lo considera adecuado, en cambio su contraparte, el vendedor de la opcion
tiene la obligacion de liquidar la operacion solicitada, para esto el vendedor de la opcion solicita el pago de una
prima conocida como prima de riesgo por lo que surge entonces el problema de la valuacién del precio de las
opciones.

El problema central que tratara de resolver esta tesis es el de encontrar el valor de la prima de riesgo que
debe ser pagada por una opcién financiera; en términos més concretos se quiere encontrar el valor de una
opcién mediante métodos numéricos, este problema ha sido estudiado desde varios puntos de vista, sin embargo
la valuacién de opciones financieras mediante diferencias finitas y elementos finitos ha sido poco utilizada ya
que por lo general son empleadas algunas otras técnicas como las de simulaciéon o las de arboles binomiales
que aunque suelen ser mas précticas porque son ficiles de implementar éstas requieren la evaluacién de una
gran cantidad de posibles escenarios y asignar a estos probabilidades de ocurrencia que por lo general son
desconocidas y suelen introducir variaciones en los resultados. Los métodos numéricos de diferencias finitas y
elementos finitos, en cambio no han sido muy experimentados en el problema de la valuacién de opciones a
pesar de que las técnicas son bastante conocidas por su eficiencia dentro de la solucién de problemas en fisica e
ingenieria, es ésta la principal motivacion de la realizacién de esta tesis. Otra de las ventajas mas importantes
en el uso de las técnicas de andlisis numérico es que brindan la posibilidad de conocer el desenvolvimiento del
valor de un derivado considerando para ello la captura de datos discretos que son en realidad los que brindan
los mercados financieros y no continuos como se supone para el caso de la valuacién analitica. Es necesario el
uso de algunas hipétesis antes de comenzar a desarrollar esta tesis una de ellas es la suposiciéon de que todos
los inversionistas, los activos y los derivados financieros son parte de un mercado eficiente, en términos simples
que se trata de un mercado justo, libre de la posibilidad de arbitraje y donde los costos de transaccién son
despreciables o nulos. Con base en esta suposiciéon se propone como objetivo de este trabajo mostrar cémo
operan los mercados de derivados en México y en particular cémo son negociadas las opciones financieras sobre
activos financieros que cotizan en la bolsa mexicana de Valores (B.M.V) ademds se pretende hacer uso de los
métodos numeéricos de diferencias finitas y de elemento finito para conocer el precio de la prima de una opcién
financiera. La metodologia que se emplea para conseguir este objetivo es la siguiente:
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. Realizar una investigacién de las caracteristicas de una opcién financiera.

Describir cémo opera el mercado mexicano de derivados (MexDer) en particular el mercado de opciones
financieras.

Investigar como funcionan las técnicas analiticas de valuacién de opciones y usarlas como referente de los
resultados que deben obtenerse mediante los métodos numéricos.

Investigar a detalle como funcionan las técnicas de diferencias finitas y elementos finitos asi como las
condiciones necesarias y suficientes para la solucién del problema.

Adaptar las técnicas numéricas a los conceptos financieros que permitan la valuacién de las opciones
financieras.

Investigar algunos datos reales sobre los precios de los activos, las tasas de interés y los indices de volatilidad
para algunas opciones que coticen en México y evaluarlas mediante los métodos antes descritos.

Desarrollar algunos programas de cémputo que permitan la valuacién de otras opciones financieras.



Capitulo 1

Riesgo y Derivados Financieros

1.1. Los Riesgos en las Finanzas

Uno de los temas de estudio més importantes en el mundo de las finanzas actuales es el riesgo y la cobertura
del riesgo porque dados los voltimenes de capital que se mueven en el mundo se quiere estar protegido contra
cualquier movimiento desfavorable de los mercados que afecte la rentabilidad de los capitales que se invierten. Es
bien sabido que aquella entidad que este dispuesta a correr un riesgo espera a cambio recibir una gratificacién y
cuanto mayor sea el tamano del riesgo mayor es la cantidad de utilidad requerida para correr dicho riesgo asi pues
existe ya un detallado estudio de el riesgo como se clasifica, de donde proviene y técnicas para diversificarlo o
transferirlo sin embargo sélo se presenta un breve resumen de lo indispensable para familiarizarse con el contexto:

Intuitivamente se conoce al riesgo como aquella probabilidad de ocurrencia de un evento desfavorable o
inoportuno que contraiga pérdidas a una entidad determinada. Asi pues, en las finanzas dichos eventos desfa-
vorables representan la perdida de capitales u oportunidades y basicamente se tienen dos clasificaciones para el
riesgo:

1. Diversificable o no sistematico: Este es el riesgo que se puede minimizar en funcién del conocimiento
que se tenga sobre el instrumento en el que se invierta es de cierto modo un tipo de riesgo que se puede
medir de acuerdo al historial del activo.

2. No diversificable o sistematico: Este es un riesgo implicito en cualquier negociacion que se efectiia entre
dos entidades podemos ejemplificar estos riesgos con eventos como guerras, golpes de estado, desastres
naturales u otros eventos similares.

Otro modo de clasificar el riesgo es como sigue:

1. Riesgo de Crédito: Se basa en el comportamiento que haya tenido la entidad en la que se invierte y su
capacidad de cumplir con sus obligaciones de pago sobre los créditos que adquiera.

2. Riesgo de Pais: Este tipo de riesgo se basa en la situacion econdémica y politica del pais donde se va
a invertir, y se relaciona basicamente con la estabilidad de la moneda con la que se habria de invertir
asi como la cantidad de divisas que se posean y el tipo de cambio. Otro de los riesgos asociados al riesgo
pais es la gobernabilidad y la situacién politica que atraviesa un pais dado.

3. Riesgo de Mercado: Este es el riesgo mas comun al que se enfrentan las inversiones y esta dado por
todas las condiciones que aparezcan en el mercado tal como variaciones en las tasas de interés, inflacion,
volatilidad , variaciones en el tipo de cambio, etc.

4. Riesgo de desfasamiento: Este tipo de riesgo estd dado por variaciones o disparidades en las fechas de
vencimiento de contratos ocasionados por permutas o compraventa de los mismos.
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5. Riesgo de Base: Este tipo muy comun de riesgo se debe a la diferencia de precio de contado de un activo
con el de una fecha futura.

6. Riesgo de entrega: Es el riesgo que se asocia con la probabilidad de que la entidad deudora no cumpla
con sus pagos en tiempo y forma.

7. Riesgo de trayectoria: Este riesgo se da por todos los agentes propios del mercado que hacen fluctuar
el valor de la inversién esta representado por la volatilidad de los activos[l

OTROS RIESGOS | RIESGO DE PAIS

L RIESGO DE RIESGO DE

MERCADO DESFASAMIENTO

RIESGO DE RIE;’ESDEDE
CREDITO S
RIESGO DE RIESGO DE

TRAYECTORIA ENTREGA

Figura 1.1: Tipos de Riesgo

Dados todos estos riesgos dentro de los mercados bursatiles de todo el mundo se han disenado herramientas
de proteccién contra las probabilidades de perdida uno de ellos son las opciones.

1.2. Conceptos Preliminares

Se enlistan a continuacién los conceptos basicos que deben conocerse sin hacer énfasis en los mismos para
una referencia mas profunda se recomienda consultar la bibliografia. [8]

Subyacente: Las acciones, bonos, divisas y en general cualquier instrumento financiero comercializable cuyo
valor radica en su propio comportamiento se denomina activo subyacente.
Derivado: Se dice que un derivado es un instrumento financiero cuyo valor radica en la trayectoria que tenga
un activo subyacente con el cual se le encuentra asociado.
Interés Simple: Considere una cantidad de capital P el dia de hoy y que dicho capital es invertido en un
fondo cualquiera de inversién que paga una tasa de interés r y el capital permanece en dicho fondo durante un
tiempo t que es el momento en el que el capital serd retirado o reinvertido asi pues la cantidad de capital que
se tendrd al momento del retiro estd dada por la relacion:

F=PQ1+r) (1.1)

IEsta informacién se sustenta en
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Interés Compuesto: De igual modo consideremos una cantidad de capital P el dia de hoy. Luego entonces
al cabo de un tiempo t esperariamos obtener una cantidad F acumulada por n recapitalizaciones del capital
inicial durante el intervalo de tiempo t a una tasa de interés r, dicha relacién puede ser expresada como:

F=P1+ ) (1.2)
n
Interés Continuo: De la ecuacién anterior podemos asumir la siguiente relacion:
7 T \nt rt
lim (14 —)" =e (1.3)
n—oo n

Luego entonces podemos establecer la siguiente relacién entre el capital y el interés cuando se tiene recapital-
izacién constante:

F = Pe"t (1.4)

Funcién de densidad de una variable aleatoria normal: f es la funcién de densidad de una variable
aleatoria normal estandarizada es decir de media 0 y desviacién estdndar 1; N(0,1)

1 2

f(z) = me‘T (1.5)

Funcién de distribuciéon de una variable aleatoria normal: F es la funcién de distribucién de una
variable aleatoria normal estandarizada es decir de media 0 y desviacién estdndar 1; N(0,1)

F(z) = Vlew/ e~ dt (1.6)

1.3. Las Opciones como Instrumentos de Cobertura

Una opcién es un instrumento financiero cuyo valor depende del comportamiento de un bien subyacente
(Acciones, Bonos, Divisas, etc.) al que se encuentra asociado, su mismo nombre nos sugiere que una opcion es
un contrato que brinda el derecho de ejercerla si el poseedor de la misma lo considera adecuado. Es importante
enfatizar en todo lo que engloba la frase Derecho de FEjercicio para esto se deben mencionar que la opcién es
un contrato que redne dos inversores, por un lado el emisor de la opcién y por otra parte el comprador de la
misma adquieren un contrato de compra o de venta de opciones.

1.3.1. Clausulas de los contratos sobre opciones

Los contratos son uno de los principales elementos que generan los mercados de opciones pues ademas de
adjudicar derechos y obligaciones a los inversionistas brindan toda la informacién que permite conocer el valor
de la opcién a través del tiempo es por eso que se enlistan a continuacién todos los datos que debe contener un
contrato de opciones.

1. El activo subyacente S: Deberd especificarse el activo subyacente, esto es el nombre de la accién, bono,
o activo financiero en cuyo valor de mercado habra de sustentarse el valor de la opcién.

2. El tamano del contrato: Se refiere al nimero de acciones del activo subyacente que se estan negociando.

3. El precio de ejercicio K: Este precio es una parte muy importante porque establece una frontera
virtual a partir de la cual el comprador de la opcién decidira cual es el momento indicado para ejercer su
opcion, este precio de ejercicio es pactado por el comprador y el vendedor de la opcién en funcién de las
expectativas que tenga cada uno de ellos sobre el desenvolvimiento en el mercado del activo subyacente
asi como de la estrategia que tenga planeada seguir.

4. La fecha del Contrato: La fecha en que se firma el contrato.
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5. La fecha de expiracién T: Este es otro de los puntos importantes para determinar el valor de la opcién
antes de que la opcién expire y carezca definitivamente de valor.

6. La Prima de riesgo: Este es el costo que el comprador de una opcion esté dispuesto a pagar con tal de
transferir el riesgo de pérdidas al emisor de la opcidn.

7. Tipo de Opcidn: El contrato especifica el tipo de opcién que se esta negociando que puede ser:

= Opciones Americanas

= Opciones Europeas

= Opciones Asiaticas

= Opciones Lookback

= Opciones Condicionales
= Opciones Bermuda

= Opciones Digitales

Por otra parte el modo en el que cada una de estas clausulas y algunas otras quedan estipuladas en el

contrato no es negociada directamente por los inversionistas en la compra-venta de los contratos sino por medio
de una camara de negociacién que funge como intermediaria legal para dar credibilidad y certeza al mercado
de derivados, en capitulos posteriores se redacta el medio en que operan estas cadmaras asi como un detallado
informe de cémo se puede participar en este mercado.
Es importante aclarar que el valor que se calculara es el valor intrinseco de las opcionesesto es el valor
teodrico de la opciodn si fuera ejercida al momento dejando de lado el valor que pudiera encontrarse en el mercado
puesto que este esta sujeto a la capacidad de negociacién de los inversionistas asi como de las caracteristicas de
cada mercado.

1.3.2. Opciones CALL o de compra y opciones PUT o de venta

Las dos variantes de las opciones son las opciones tipo CALL o de compra y las del tipo PUT o de venta
que poseen las siguientes caracteristicas:
Una opcién CALL brinda a su poseedor el derecho a comprar de considerarlo adecuado el activo subyacente
estipulado en el contrato al precio de ejercicio pactado en el mismo siempre que la duracién al vencimiento del
contrato se lo permita. Por otra parte el emisor o vendedor de la opciéon CALL tiene la obligacién de vender a
peticién de su comprador el activo suscrito y recibir por concepto de pago el precio de ejercicio de la acciéon y no
su valor de mercado o en caso de asi pactarlo se compromete a entregar la diferencia por concepto de utilidades
en beneficio del comprador de las opciones.
Una opcién PUT brinda a su poseedor el derecho de vender en caso de considerarlo apropiado a sus intereses el
activo subyacente estipulado en el contrato al precio de ejercicio pactado en la misma siempre que la duraciéon
al vencimiento del contrato se lo permita. Por otra parte el emisor de la opcién de venta tiene la obligacién de
comprar a peticion del vendedor el activo suscrito y pagar por el activo el precio de ejercicio y no el precio de
mercado o en caso de acordarlo ambas partes pagar la diferencia al comprador de la opcién por concepto de
utilidades.

En los siguientes parrafos se describen las expectativas generales que tienen los inversionistas sobre los activos
para tomar sus decisiones.
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La Funcién de Pago para las opciones de compra (CALL)

La funcién de pago tanto para las opciones CALL como para las opciones PUT representa una relacién del
valor intrinseco de la opcién con respecto al valor del activo subyacente.

Se dice que una opcién CALL tiene valor cuando el precio de ejercicio supera el precio del activo subyacente
situacién que se conoce como opcién in the money o dentro de dinero. El diagrama ilustra con claridad la idea
que acabamos de mencionar.

=== Valor Calculado
w1+« == Valor Tedrico

VALOR DEL K = Precio de Ejercicio
DERIVADO

ST = Precio del Activo

Subyacenteal tiempo t

Zona Fuera de dinero Zona dentro del dinero

oJauIq U3 BUOZ

Figura 1.2: Funcién de pago de una opcién CALL

La figura muestra una la relacién de valor del activo subyacente contra valor de la opcién y podemos verificar
facilmente que la opcién tiene el valor conforme més se asienta en la zona in the money empleamos la siguiente
funcién para determinar el valor de una opcién de compra:

Donde Cg(St,T) expresa el valor de una opcién Call de tipo europea en funcién de tiempo y el valor del
activo subyacente.

La Funcién de Pago para las opciones de venta Put
Por otra parte para las opciones Put se tiene que carece de valor mientras que el precio de mercado se encuentre
por encima del precio de ejercicio como lo muestra el diagrama.

Matematicamente escribimos la funciéon de pago de estas opciones mediante:
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Valor Calculado
= ** = Valor Tedrico

K= Precio de Ejercicio

VALOR DEL
DERIVADO

Zona Dentro del Dinero Zona fuera de Dinero

o13uIqg UB BUOZ ’

Figura 1.3: Funcién de pago de una opciéon PUT

Donde Pg(St,t) expresa el valor de la opcién Put tipo europea en funcién del tiempo y el valor del activo
subyacente al tiempo t.

1.3.3. Expectativas de los inversionistas

El concepto de funcién de pago es un concepto fundamental que muestra la perspectiva general del valor
de las opciones en términos del valor de mercado del activo subyacente. De manera analoga a como se hizo
para las funciones de pago haremos uso de graficos que permitan visualizar con claridad las expectativas de los
inversionistas para una referencia mas detallada consulte la bibliografia [3].

1. Opciones CALL

= Punto de vista del Emisor: En general se puede decir que el emisor de una opcién CALL espera
estabilidad o tendencia a la baja en el precio del activo subyacente.

Asi el emisor de una opcién CALL obtendra beneficios mientras que el precio del subyacente sea
menor que el precio de ejercicio, siendo éste el caso se dice que el emisor de una opciéon CALL adopto
una posicién corta de opciones y obtendra utilidades mientras la opcién se encuentra en la zona out
of the money.
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BENEFICIOS § —
— . — Valor Tedrico

K= Precio de Ejercicio

Prima de

Resgo ([T r—e— N

~ R -
E . VALOR DEL
N | susracenre
.

N

Figura 1.4: Beneficios para el emisor de un CALL

= Punto de vista del comprador: En este caso se puede decir que el comprador de una opciéon Call
espera tendencias a la alza en el precio del activo subyacente.

Luego entonces el comprador de una opcién CALL obtendra beneficios mientras que el precio del
activo subyacente sea mayor que el precio de ejercicio, siendo ése el caso se dice que el comprador
de la opcién CALL adopté un posicién larga en opciones y que obtendrd beneficios mientras que la
opcion se asiente en la zona in the money .

2. Opciones PUT

= Punto de vista del emisor: El emisor de una opciéon PUT espera que el precio del activo subyacente
se mantenga estable o con ligera tendencia a la alza.
De aqui concluimos que el emisor de una opcién Put obtendra beneficios mientras que el precio del
activo subyacente sea mayor al precio de ejercicio, en este caso suele decirse que el emisor de una
opcién Put adoptd una posicion corta en opciones de venta y obtendrd beneficios mientras que la
opcidn se encuentre en la zona in the money.

= Punto de vista del comprador: El comprador de una opcién Put espera que el precio del subyacente
mantenga tendencias a la baja.

De aqui concluimos que el comprador de una opcién de venta obtendra beneficios mientras que el
precio del activo subyacente sea menor que el precio de ejercicio en este caso suele decirse que el
comprador adopté una posicién larga de opciones y obtendra beneficios mientras que la opcion se
encuentre en la zona Out of the Money.

Las posturas que puede tomar un inversor con base en sus expectativas y las relaciones que acaban de ser
mostradas pueden ser muchas e incluso ciertas combinaciones de éstas son ejecutadas por los inversionistas
aunque es preciso mencionar que dichas estrategias combinadas son dificiles de ejecutar a la perfeccién en el
mundo real. Un estudio mas detallado sobre opciones, riesgo y cobertura nos permitird determinar cual es la
estrategia que mas se adapta a nuestras expectativas sobre activos en funcién del riesgo que se este dispuesto a
correr.
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BENEFICIOS §
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Figura 1.5: Beneficios para el comprador de un CALL

Por tltimo se aclara a qué se refieren los conceptos que fueron mencionados anteriormente sobre posiciones
cortas y largas sobre activos.

1. Posicién corta En general una posicién corta en cualquier activo u opcién o algin otro derivado refiere
al hecho de vender o despojarse de algo. Es comun encontrarse en la jerga de los mercados financieros
expresiones como "se adopté una posicion corta sobre el activo” que se puede interpretar como negociar
o vender acciones que no se tengan a la fecha de firmarse un contrato.

2. Posicién Larga El caso contrario es el de la posicién larga que podemos entender como adquirir algo o
negociar algo que pudiera tenerse en el momento de efectuar el contrato

1.4. Arbitraje

Este es uno de los mas importantes supuestos que deben considerarse en la teoria de valuacién de opciones.
El arbitraje representa para los inversores de los mercados financieros la oportunidad de aprovechar una de-
scompensacién o desequilibrio en los precios de los instrumentos financieros para conseguir algin beneficio sin
que implique ninguna de los tipos de riesgo que mencionamos anteriormente y probablemente tampoco tenga
que invertir capital para obtener alguna ganancia.
El enfoque principal que se encarga de eliminar las posibilidades de arbitraje es el enfoque del Precio Justo
de Mercado en éste se considera que el precio de cualquier instrumento financiero siempre busca alcanzar el
equilibrio en base a la teoria basica de la oferta y la demanda que dice basicamente que el precio de un bien
representa la razon de equilibrio entre la cantidad ofertada y el nivel de demanda del producto luego entonces
con base en estas dos teorias vamos a explicar cémo desaparecen las oportunidades de arbitraje en los mercado
eficientes.
Sea V el precio de la opcién S el precio del subyacente y digamos que a denotara el niimero de acciones com-
pradas o vendidas (en lo sucesivo a™ denotard compra de acciones y a~ denotard la venta de acciones). Vamos
a suponer que creamos una cartera cuya inversion sera distribuida de la siguiente manera:

H():CLS—V
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BENEFICIOS § .
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Figura 1.6: Beneficios para el emisor de un PUT

Donde Iy representa el valor de nuestra cartera en este momento, pasado el tiempo la cartera se valuara en
funcién de los movimientos del activo subyacente que para simplificar este capitulo consideraremos sélo dos
casos:

1. Si la tendencia del activo subyacente fue a la alza:

HU = aSU — VU (17)

2. Si la tendencia del activo subyacente fue a la baja:

HD:CLSD*VD (18)

Supongamos ahora que deseamos construir nuestra cartera de modo tal que transcurrido el tiempo el valor de
la misma sea independiente de lo que haya ocurrido con el activo subyacente luego entonces lo que hariamos es
igualar las ecuaciones (1.9)y (1.10) con lo que obtendremos:

aSU—VU :CLSD —VD (19)
Despejando a de la igualdad anterior se tiene que:

Vo -

El valor de a es conocido como la Delta“A” de la cartera en términos de riesgo pero para este caso representa
el nimero de acciones que se poseen por cada opcién que se vende una vez conocido dicho valor reorganizamos
nuestras ecuaciones en términos financieros como sigue:

ert(VO — aSO) = (VU — aSU) (1].1)

La expresion anterior es el valor futuro de la cartera inicial y dado que encontramos a de modo tal que las
variaciones del mercado no influyan en el valor final de la cartera la igualdad anterior resulta ser vélida tanto



10 CAPITULO 1. RIESGO Y DERIVADOS FINANCIEROS

BENEFICIO §
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Figura 1.7: Beneficios para el comprador de un PUT

para movimientos a la alza como para movimientos a la baja del activo subyacente. Luego entonces es sencillo
conocer el valor del derivado al tiempo t = 0 esto es Vj

Vo = aSy + (VU — aSU)e*” (1.12)

Esta es una igualdad cuya obtencion es sencilla pero muy representativa y aunque en los mercados actuales
es muy improbable que el valor del derivado coincida exactamente con el valor calculado una diferencia muy
pronunciada respecto a este valor pondria en evidencia oportunidades de arbitraje como se explica a contin-
uacion:

1. Si V es muy alto: Si V excede demasiado el valor calculado podria prestarse a la oportunidad de vender
una gran cantidad de opciones puesto que de adquirir el nimero apropiado de acciones determinado por
la delta que se calculé asegurariamos nuestra posicion ya que el costo del valor futuro de la cartera estaria
por debajo de lo que se obtiene de V ya que la delta fue calculada de modo que la cartera fuese indiferente
a las variaciones del mercado esto es mantendremos asegurada la diferencia entre ambos valores.

2. Si V es muy bajo: De manera similar si V estA demasiado por debajo del valor calculado existiria la
oportunidad de comprar una gran cantidad de opciones pues de igual modo al vender el numero apropiado
de acciones el valor futuro que genera esta posicién excederia el costo que genera la cartera inicial puesto
que también fue construida para producir ingresos independientes del valor del subyacente.

De estos enunciados podemos concluir que si el precio de la opcién esta sesgado respecto al valor apropiado
el mismo mercado se encargara de corregir este defecto puesto que una gran demanda de acciones provocard una
tendencia a la alza en el precio de las mismas provocando asi que el valor de la cartera inicial aumente eliminando
esto las posibilidades de arbitraje.



1.5. CONTRATOS ADELANTADOS (FORWARD) 11

1.5. Contratos Adelantados (Forward)

Un complemento importante que permite entender mejor las teorias de valuaciéon de opciones consiste en
un instrumento financiero que permite asegurar a los participantes de los mercados que en una fecha futura
denominada fecha de expiracion ambas partes tienen la estricta obligacién de efectuar la compra o venta de
un activo subyacente a un precio pactado con anterioridad denominado precio de ejercicio. A diferencia de las
opciones este contrato tiene cardcter de cumplimiento obligatorio por parte de los inversionistas sin embargo
dicho contrato puede ser recomercializado en el mercado secundario luego entonces el valor intrinseco del contrato
se calcula en base a la probabilidad de obtener utilidades. El vendedor obtiene beneficios cuando el precio del
subyacente va a la baja puesto que la funcién de pago se representa por:

K — St (1.13)

Para el comprador los beneficios se presentan cuando el precio del subyacente se encuentra por encima del precio
de ejercicio.

La siguiente es una representacién grafica que permite ilustrar las utilidades que perciben los participantes en
funcion del precio del subyacente.

— .. — . Beneficiospara el
yz p
comprador

Beneficios parael
vendedor

K= Precio de Ejercicio

K 7 VALOR DEL
/ . SUBYACENTE

Figura 1.8: Contratos Adelantados

Del mismo modo que en los casos anteriores surge la pregunta de ;Cual es el precio que se debe de acordar
en dicho contrato ¢ un andlisis sencillo nos permite realizar un esbozo del precio apropiado.
Suponga que el dia de hoy se firma un contrato adelantado en el que me comprometo a entregar una accion
en una fecha pactada esto es al tiempo t = T que quede asentada en dicho contrato, luego entonces lo que
hago para cubrir mi posicién ante variaciones del precio de la accién es solicitar un préstamo por la cantidad
adecuada para comprar de inmediato la accién y mantenerla hasta el dia que sea requerida en ese momento es
preciso entregar la accién y pagar el préstamo mas los intereses generados, de ahi se concluye que el precio del
Forward debe aproximarse al valor dado por:

Ft = Ster(Tit) (114)

De igual modo es importante mencionar que cualquier diferencia pronunciada sobre el precio se prestaria
a oportunidades de arbitraje siendo el mercado el que de inmediato corregiria esta situacién hasta alcanzar el
equilibrio.



12 CAPITULO 1. RIESGO Y DERIVADOS FINANCIEROS

1.5.1. Paridad Put-Call

Existe una relacién bastante 1til que se produce en base a las teorias de ausencia de arbitraje en los mercados
eﬁcientes@, se trata de la relacion de paridad de los precios de un Call y un Put para esto consideraremos dos
portafolios: Por un lado el portafolio A que consiste en adoptar una posicién larga sobre un forward esto es
comprometerme a entregar una accién a un tiempo t a un precio de ejercicio K ; por otro lado el portafolio B
que consiste en una posicion larga sobre una opciéon Call europea esto es adquirir una opcién Call con precio de
ejercicio K y fecha de expiracién T mas una posicion corta sobre un Put europea con los mismos parametros.
A la fecha de vencimiento el valor del portafolio B estd dado por la expresién

(Sr—K)y —(K—=8r)y =S — K (1.15)

Si se es cuidadoso se observa que este valor coincide con el valor del portafolio A al momento del vencimiento
y de aqui se tiene la siguiente expresién que resume la idea del parrafo anterior con el valor presente del flujo

de efectivo:
Cp(S;,T) — Pg(S;,T) =8, — Ke "(T=0 (1.16)

2Esta informacién se consulto en [4]



Capitulo 2

Mercados de Opciones

2.1. Introduccion a los mercados de opciones

Desde tiempos remotos el riesgo ha sido parte de las actividades cotidianas de la humanidad y esta implicito

en mayor o menor medida en cada una de las decisiones que tomamos. No obstante siempre se esta dispuesto
ha aceptarlo en el entendido de que lo que se estd arriesgando tiene un valor menor que el beneficio que se
obtendra de conseguirse el objetivo. Por otra parte y como parte de la naturaleza humana son muy variadas las
situaciones bajo las cuales una persona decide correr un riesgo o mostrarse adverso a la posibilidad de pérdidas
es esta diversidad de personalidades la que enriquece y le da vida a los mercados financieros.
Una buena estrategia para entender qué es un mercado de opciones consiste en describir el significado de
las palabras mercado y opciones para después entrelazarlos y construir una idea de lo que son los mercados
de opciones. Enfocdndonos estrictamente en el sentido financiero los mercados son el conjunto de espacios y
mecanismos mediante los cuales se intercambian valores. Luego una opcién es un instrumento financiero que
permite protegerse contra situaciones adversas en el valor de un activo subyacente esto es permite transferir el
riesgo de pérdidas a una entidad dispuesta a arriesgarse para obtener cierto beneficio en este caso econdmico.
Asi pues un mercado de opciones es aquel espaci con ciertas reglas y mecanismos mediante los cuales se
transfieren riesgos por valores.

Aunque la historia de estos mercados se remonta alrededor del siglo XVII en Holanda donde se comenzaban
a comercializar opciones que tenian como activos subyacentes bulbos de tulipanes fue para mediados del siglo
XVIII que se pudo establecer un mercado un poco mas formal en Inglaterra y Estados Unidos que en si mismo no
tuvo credibilidad a falta de marcos reguladores que permitieran garantizar certeza y legalidad de los procesos
asi como el problema al que se enfrentaban los accionistas debido al nivel de especulacién que propiciaban
las transacciones con opciones, esto provoco el cierre de estos mercados que se consideraron entonces como
fraudulentos e ilegales.

A principios del siglo XX se funda la Asociacién de Agentes y Dealers de opciones de compra y venta dada
la insistente demanda de instrumentos de cobertura contra riesgo. Sin embargo este mercado operaba como un
mercado OTC ”over the counter” o fuera del mostrador esto es de manera ajena al mercado bursatil y carente
de un marco regulador lo que propiciaba falta de confianza en el mismo ya que no existian mecanismos para
garantizar las liquidaciones y proteger a los inversionistas contar fraudes. fue hasta el 26 de abril de 1973 el
Chicago Board of Trade inauguro un nuevo mercado denominado Chicago Board Options Exchange (CBOE) con
el tnico fin de negociar las opciones sobre activos que cotizaban en bolsa. Dicho mercado consiguié un alto grado
de confianza y popularidad por la variedad de opciones que ahi se comercializaban sobre una gran cantidad de
activos muy variados como metales o piedras preciosas asi como indices bursatiles e instrumentos de deuda. La
creciente consolidacién de otros mercados como los de futuros o los de warrants motivaron la comercializaciéon
opciones en otros como en el American Stock Exchange (AMEX) y el Philadelpia Stock Exchange (PHLX)en
1975 o en el Pacific Stock Exchange(PSE) en 1976 para Marzo de 1993 comenz6 la comercializacién de opciones

la palabra espacio no se refiere estrictamente a la existencia de un espacio fisico puede tratarse de uno virtual o de otra clase

13



14 CAPITULO 2. MERCADOS DE OPCIONES

cuyo activo subyacente era el indice Standar € Poor’s 100 que habia aparecido en la decada anterior. Es por
esto que se considera un mercado relativamente nuevo el de las opciones y con mucho terreno por explorar.

2.2. Funciones de los mercados de Opciones

2.2.1. Los Subyacentes

Como se menciond anteriormente el valor de las opciones se deriva, como lo indica su nombre del valor de
un activo subyacente, asi pues se consigue respaldar el valor de algunos activos como son:

= Acciones

Indices Accionarios

Instrumentos de deuda

Divisas

Mercancias y futuros financieros

2.2.2. Negociacién

Una de las caracteristicas mas importantes de los mercados de opciones de todo el mundo es lo impersonales
y an6énimos que resultan ser.

En casi todos los mercados existen los denominados creadores de mercado que son los encargados de elaborar
las cotizaciones del precio de compra asi como los precios de venta que piensan ofertar con lo que se asegura
que las transacciones de compra y venta se lleven a cabo en tiempo y forma.

Béasicamente el mercado de opciones se compone de agentes de parque o socios liquidadores y agentes de
piso . Los agentes de parque son entidades que tienen el derecho de acudir al parque del mercado y negociar
con otros miembros del mercado los cuales adoptan diferentes posiciones cortas y largas en opciones de acuerdo
a lo que le soliciten los agentes de piso. Los agentes de piso son personas que fungen como intermediarios entre
los inversionistas y los socios liquidadores.

2.2.3. Esquema de Negociacién en México

El siguiente esquema muestra de manera més precisa como funciona el mercado de opciones en Méxi-
co. Suponga que existe un inversionista que posee acciones sobre cierta empresa y desea cubrir su posicién
adquiriendo algunas opciones de venta. Entonces el procedimiento para hacerlo es el siguiente.

1. Contactar a un agente de piso autorizado por MexDerf.

2. El operador o agente de piso solicitara cierta informacién por parte del inversor que le permita analizar
su liquidez.

3. De considerarlo adecuado el operador creard una carpeta del andlisis que elabord sobre su cliente para
enviarlo a un socio liquidador del MexDer con lo que se firma un convenio ente las partes.

Por otra parte el operador llevara a cabo las siguientes actividades junto con su cliente.

1. El operador explica a la empresa las condiciones a las que se sujeta asi como los riesgos propios del
mercado.

2. El operador puede asesorar al inversionista en la construccién de una estrategia de cobertura contra el
riesgo.

2Mercado Mexicano de Derivados
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3. El operador gira las instrucciones de compra o venta de opciones previa autorizacion de su cliente.

4. El socio liquidador mantendra informado diariamente al operador de la situaciéon de su cliente.

Todas estas operaciones se realizan por medios electrénicos que garantizan por completo que los vendedores
y compradores realizan operaciones completamente anénimas utilizando el sistema electrénico de negociacion
registro y asignacién "SENTRA- Derivados” y para la operacién se utiliza el 7S/MART” este sistema es el
encargado de realizar a cabo las operaciones de compra-venta asignando aleatoriamente un comprador de una
opcién con un vendedor de una opcién de las mismas caracteristicas.

2.2.4. Garantias

La consolidaciéon de los mercados de Opciones se debe a las garantias de pago que éste ofrezca asi como la
certeza de que éstos se realizaran en tiempo y forma y es por esto que en todos los mercados mundiales se exige
a los inversionistas tanto compradores como vendedores de opciones realizar depositos en cuentas de garantias
que seran utilizadas para las liquidaciones que correspondan llegada la fecha de vencimiento del contrato. Los
compradores de opciones tienen que garantizar su pago de las pérdidas que enfrentan en caso de no ejercer su
opcion, éste equivale con una prima de riesgo por cada contrato por otra parte el vendedor de una opcién debe
depositar en su cuenta de garantia una cantidad de entre el 15 % al 20 %, esta cantidad se calcula diariamente y
esta en funcion del valor del activo subyacente asi como de qué tan cerca del precio de ejercicio se encuentre el
precio del activo suyacente. Estas garantias son depositadas en cuentas individuales a las que los inversionistas
no tienen acceso durante el tiempo de vida de la opcién esto implica que los recurso invertirdos no generan
dividendos para los inversores por lo que una de las formas para cubrir los depdsitos de garantia es mediante
bonos del tesoro o algin otro titulo de renta fija esto permite que el inversor cubra su posicion con bajos
costos de oportunidad. Como ya se menciond estas operaciones de pago no se realizan directamente entre los
inversionistas si no que se realizan ante una cdmara de liquidacion que en el caso de México se trata de ASIGNA
compensacion y liquidacion la cual funge como intermediario y llegada la fecha de vencimiento del contrato es
la encargada de realizar los cobros o los depdsitos en las respectivs cuentas de garantia de los inversionistas.

2.2.5. Emision de Opciones

Una ventaja significativa de la emisién de opciones es el grado de apalancamiento que se puede obtener para
invertir en las acciones de alguna compania esto es porque en los mercados de opciones se permite la emisién
de opciones sobre activos que pudieran o no tenerse al momento de la emisién de las opciones.

» Emisién de opciones en descubierto (Naked options). Cuando un inversor decide emitir opciones sin contar
con la posesion del activo subyacente se le denomina a esto emisiéon de opciones en descubierto. Obviamente
por ser ésta una estrategia méas riesgosa implica que los depédsitos en la cuenta de garantia son mas altos
y se calculan de la siguiente manera:

1. Un 100 % del ingreso obtenido por la venta de las opciones mas un 20 % del precio del subyacente
menos la cantidad por la que la opcion estuviese fuera del dinero.

2. Un 100 % del ingreso obtenido por la venta de las opciones mas un 10 % del precio del subyacente

El depdsito de garantia estd dado por aquél que resulte el mayor de los dos anteriores

= Emision de opciones de compra cubiertas. En este caso el emisor de las opciones es propietario de los
activos subyacentes al momento de emitir opciones por lo tanto por ser ésta una estrategia menos riesgosa
permite que los depdsitos en la cuenta de garantia sean minimos o practicamente nulos ya que si las
opciones emitidas son opciones fuera del dinero es poco probable que sean ejercidas por su propietario y
en caso de que asi sea lo peor que puede pasarle al emisor es tener que vender sus acciones por debajo de
su valor de mercado. Por lo tanto el dinero que se obtiene por la venta de las opciones es practicamente
suficiente para cumplir su cuenta de garantia.
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2.2.6. Vencimientos

Las fechas de vencimiento de los contratos de opciones se centran en tres ciclos y estan en funcion de lo que
especifique el contrato sin embargo los contratos son negociados todos los dias en los mercados secundarios lo
que permite a los inversionistas adoptar la estrategia que consideren maés adecuada a sus predicciones sobre el
mercado. Dichos ciclos estan distribuidos de la siguiente manera:

1. Enero/Abril/Julio/Octubre
2. Febrero/Mayo/Agosto/Noviembre
3. Marzo/Junio/Septiembre/Diciembre

Como podemos ver los contratos de opciones tienen un vencimiento minimo de tres meses y hasta por un afio,
sin embargo como ya se menciond, este contrato puede ser renegociado todos los dias en el mercado secundario.
Llegada la fecha de vencimiento ASIGNA ejerce automdaticamente las opciones que estén dentro de dinero salvo
que se le indique lo contrario por parte de los inversionistas. Las opciones que implique compra venta de acciones
implican operaciones de enajenacién de valores que son ejecutadas directamente en la bolsa mexicana de valores
el dia habil siguiente a la fecha de vencimiento del contrato.

2.2.7. Liquidacion

Una de las funciones de ASIGNA es fungir como un elemento imparcial en las operaciones de compra venta
llevadas a cabo en el MexDer por lo que se encarga de liquidar llegada la fecha de cada contrato los saldos a
cargo o a favor de los socios de la cdmara. Los pagos son efectuados mediante el sistema centralizado de pago del
banco de México (SPEUA) los movimientos de liquidacién que pueden ocurrir son basicamente los siguientes:

1. Liquidacién de las primas de riesgo a favor de los vendedores de opciones.

2. El ejercicio anticipado de opciones que originen la enajenaciéon de acciones en bolsa (compra venta de
acciones) se ejecutard al dia hdbil siguiente de la notificacién del ejercicio.

3. El ejercicio de la opcién al vencimiento que originen la enajenacién de acciones en bolsa (compra venta
de acciones) se ejecutara al dia habil siguiente a la fecha que indica el contrato.

2.2.8. Marco Regulatorio

Como ya se habia mencionado en los parrafos anteriores los mercados de opciones adquieren confianza entre
los inversores al contar con un marco regulatorio estricto que brinde certeza y legalidad a las transacciones que
en ¢l se realizan. En el caso de México los mercados de opciones han demostrado ser mercado autosuficientes
que se rigen en la medida de lo posible por sus propios reglamentos de operacién internos sin embargo existe un
organismo federal encargado de supervisar las actividades de los mercados de opciones se trata de la comision
nacional bancaria y de valores (CNBV) quien es la encargada de vigilar las actividades de ASIGNA compensacién
y liquidacién asi como de la Secretaria de Hacienda y Crédito Ptblico (SHCP) y del Banco de México.

2.3. MexDer y el mercado de opciones en México

En México el mercado de opciones opera a través del MexDer que es el mercado mexicano de derivados cuya
fecha de inicio de operaciones fue el 22 de marzo de 2004 y fue inaugurado por el gobernador del Banco de México
Guillermo Ortiz Martinez después de que un conjunto de operadores, el Mercado Espafiol de Futuros y Opciones
Financieras (MEFF) asi como un conjunto de inversionistas privados instalaran la cdmara de compensacién y
liquidaciéon ASIGNA. En México las operaciones del mercado de opciones se manejan mediante MexDer que es
una subdivisién de la Bolsa Mexicana de Valores bajo el control de ASIGNA una institucion calificada entre las
de mejor prestigio crediticio otorgado por las calificadoras més destacadas Fitch Rating con AAA Standar &
Poor s con mxAAA y Moody s que le otorga AAA. Es por esto que el mercado de opciones crece aceleradamente
en México

3Para mayor informacién consulte www.mexder.com.mx



Capitulo 3

Métodos analiticos de valuacion

3.1. Valuaciéon de Activos Financieros

Uno de los supuestos mas conocidos en la teoria de los mercados eficientes es que el precio de las acciones
que se comercializa tiene un comportamiento meramente aleatorio, esto es, los inversionistas del mercado aun
conociendo toda la informacién del historial y la que el emisor del activo financiero pudiera brindarle sobre
la misma no tiene alguna manera para poder determinar el precio exacto del activo en un futuro préximo.
Este supuesto es de vital importancia para el desarrollo de los mercados financieros pues de no cumplirse los
inversionistas podrian generar cantidades extraordinarias de utilidades fracturando asi el sistema hasta volverlo
inttil y obsoleto. Este concepto tiene un parecido con un concepto matematico que al aplicarse a los mercados
financieros proporciona una herramienta para tratar de modelar el comportamiento del precio de las acciones.
Se trata del los procesos Markovianos y el movimiento Browniano. Un modelo adoptado cominmente debido a
su similaridad con el comportamiento real de un activo S al tiempo t estd dado por la ecuaciérll:

dS = uSdt +o0SdB (3.1)

Donde p representa el rendimiento que ofrece el activo y o la volatilidad del mismo. En el siguiente apartado
trataremos de visualizar la construccion de este modelo para posteriormente utilizarlo en el modelo de Black-
Scholes. Una de las bases mas importantes para la construccién del modelo de Black-Scholes es considerar tres
supuestos importantes: Suponga que el rendimiento proporcionado por una accién sobre un intervalo de tiempo
t se apega a la expresion:

St = S0

So

suponiendo ademas:

1. Los rendimientos son variables aleatorias idénticamente distribuidas
2. Los rendimientos son variables aleatorias independientes

3. La media y la varianza coinciden con (ut,o?t) respectivamente

Estas tres suposiciones coinciden con la idea mencionada anteriormente sobre las caracteristicas de los
mercados eficientes.
Para alcanzar a visualizar el alcance de estos modelos es conveniente partir de lo bésico asi que supongamos
que S(T') es el precio de una accién al tiempo T asi que si se emplea el hecho de que p representa la tasa de
rendimiento esperado por periodo de tiempo At para nuestra acciéon podemos esperar que

51 = G#AtSQ (32)

! Esta informacién se consulto en [?]

17
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o més en general que:

Sk+1 = GNAtSk (33)

Observando cuidadosamente nos damos cuenta que Sy es el producto de los k factores anteriores de rendimien-
to e"At 1o que nos permite concluir que:

Sy, = e A8, (3.4)

Ahora hagamos que T = kAt con lo que obtendriamos:

S(T) = elT'S, (3.5)
que coincide con la solucién de la ecuacién diferencial:

ds
@ ="

Que resulta ser la abstraccién matemaética del hecho de que la razén de cambio en el valor del activo subyacente
cuando transcurre el tiempo es equivalente al valor inicial del subyacente multiplicado por la tasa de crecimiento
que se espera tenga.

Esta ecuacién diferencial es la misma que se tiene en (3.1) cuando se hace que o = 0, suposicién que elimina el
efecto de la volatilidad en el precio del activo. Sin embargo la solucién determinista que construimos no coincide
con la realidad, luego entonces resultan imprescindibles términos aleatorios que den apego a la realidad a este
modelo. Para lograr esto sea Z una variable aleatoria normal con media 0 y varianza 1 esto es Z — N(0,1)
cuyas caracteristicas quedaron establecidas en los capitulos anteriores.

Procederemos entonces a agregar términos aleatorios que nos ayuden a modelar la parte no determinista del
precio del subyacente por lo que tendriamos que:

Sl = €#At€CZ1 SO (36)

Donde Z; representa el valor de una normal y ¢ es una constante y como se hizo anteriormente tras repetir
durante k unidades de tiempo podemos establecer que:

Sk = ep'kAtGCZkSkfl (37)

Suponemos que las variables aleatorias Z son independientes entre si por lo que podemos escribir:
Sk _ eukAtec(Zl+Z2+...+Zk)So (38)

Aunque podemos observar que se ha construido un modelo mucho més elaborado y preciso para explicar los
movimientos del precio de subyacente tiene un defecto bastante importante que trataremos de corregir. e#4t
representa la parte de crecimiento deterministico por lo que vamos a eliminar la tendencia de crecimiento por
parte del termino estocastico, esto es normalizar la parte estocastica para corregir la tendencia que brindan los
términos aleatorios. Para esto considere la siguiente propiedad:

E[ecZ] _ 602/2

La igualdad anterior se deduce del siguiente desarrollo:

e 1
E[e??] = eczﬁe_ﬂﬂ (3.9)

Al reordenar los términos, segin las propiedades operacionales de la funciéon exponencial, y aplicando la
técnica de completar cuadrados podemos visualizar que la expresién anterior es equivalente con :
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Rl | —1,,2 2 2
Ele?] :/ o (222747 2)2 (3.10)
o V2T

1

Puede entonces visualizarse en la expresiéon anterior que la parte entre llaves corresponde a la funcién
de densidad de una variable aleatoria con media ¢ por lo que dicha expresiéon debe ser igual con la unidad
concluyendo entonces la veracidad de nuestra hipétesis E[e?] = /2,

El siguiente paso consiste en la normalizacion, esto es aplicar algunas operaciones algebraicas para concluir que:

E[eCZ—c2/2] -1

Dicha identidad serd de gran utilidad para reforzar el modelo que se estd construyendo. Al aplicar todos los
conceptos que se han desarrollado se tiene que:

_ .2
Sl = €#At€CZ ¢ /250 (311)
Generalizando la expresién anterior para k periodos concluimos que:

Sk = Soe“kAtec[(ZlJr"'JrZ’“)]67“2/2 (3.12)

Ahora se necesita escribir esta expresiéon con una notaciéon mas robusta lo que se logra tras la observacién de que
la expresion anterior incluye £ variables aleatorias normales con media cero y varianza uno por lo que definimos:

Wey=21+..4+ 2
donde Wy, es un proceso de Wiener que cumple con las siguientes propiedades:
= W(0)=0;
= W(t)-W(s) estd normalmente distribuida con media cero y varianza o2(t — s) para s < t;
» Wi(ts) — W(t1), W(ts) — W(ta), ..., W(tx) — W(tr—1) son independientes para t; < to < ... < .

Estas condiciones permiten establecer un modelo eficiente para el comportamiento de un activo dado por la
ecuacion:
Sy = SoetkAteeWr g=ke?/2 (3.13)
Donde para este caso e—ke?/ 2. asf como, ¢ representan factores de correccién que nos permitirdn ajustar el
modelo al comportamiento especifico del activo que se esté manejando.
Por otra parte el factor e°V* representa el comportamiento estocéstico del activo por lo que en la medida de lo
posible debemos ajustarla con el pardmetro de la volatilidad (02T esto es:

Var(cWy,) = 2Var(Wy) = ¢*(k — 0) = o*T

Terminamos por concluir un modelo eficiente para la representacion del valor de un activo sobre el tiempo
dados sus antecedentes de volatilidad y tendencia de crecimiento:

Sy = Spe Wet(u—o?/2)T (3.14)

3.2. Formula de Black-Scholes para la valuacion de opciones

Para verificar cémo se construye la formula de Black-Scholes vamos a utilizar una de las herramientas de las
finanzas para la valuacién de activos. Suponga entonces que tenemos una cartera compuesta de una cantidad
de acciones de alguna empresa y por otra parte una cantidad de dinero esto es:
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I =aSy+b (3.15)

Luego de transcurrido un tiempo ¢ el valor de la cartera original queda dado por:

II; = aS; + be™ (3.16)
Calculamos entonces el valor presente de la ecuacién (3.16) como sigue:
e " = ae” S + b (3.17)
En esta ecuacion sustituimos el valor de b tomado de (3.15) con lo que tenemos:
e ", = ae” S, + Iy — aSoy (3.18)
reagrupando términos obtenemos la siguiente expresién:
e " — Ty = a(e™""S; — Sp) (3.19)

Supongamos que S cumple con la siguiente proposicién E[e~"tS; — Sg] = 0, lo que implica necesariamente que
Ele "1, — IIp] = 0; luego entonces se puede decir que:

Iy = e " E[IL,] (3.20)

La construccién del valor esperado de la cartera nos permite visualizar una aproximacién del valor de la

misma que nos servird como referendo para comparar los datos que se obtienen con otros métodos de valuacién
0 en su caso si son erréneos y exagerados.
Una de las técnicas que son un poco mas elaboradas para la valuacién de opciones se desarrolla a continuacién.
Para esto consideremos una opcién de compra Europea cuya utilidad est4 dada por la expresién (St — K )+ Donde
St representa el valor del subyacente a la fecha de expiracién T y K representa el precio de ejercicio fijado en
el contrato de modo que el valor actual del derivado se estima mediante la ecuacion:

V=e"TE[(Sr — K)*] (3.21)

Al sustituir en esta ecuacion el precio estimado del subyacente dado por la ecuacidon que se construyé ante-

riormente.
S, = SpeoWit(u=o?/2T

Donde W; representa un proceso de Wiener con las propiedades ya mencionadas esto es media cero y vari-
anza t por lo que podemos entonces sustituir:

W, = v/tZ donde Z es la variable aleatoria normal Std.

Luego entonces:

Sy = SeoVTZH(n=a?/2)T (3.22)
Por lo que:
V = e "TE[(SoeVTZHn="/2T _ )+ (3.23)
Entonces tenemos que:
e_TT o0 2 2
V= (Soe?VTotu=o/2T _ pryte=a*/2gy (3.24)

V2*x7m ) oo

Que es el célculo ordinario del valor esperado, nuestra tarea consiste ahora en calcular esta integral en el espacio

donde
(Soeoﬁx—&-(u—o2/2)T _ K) >0

Para hacer esto sea “a” sustituida en la expresion anterior que al ser igualada con cero resulta ser:
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(Spe?VTat=c"/2T _ oy — (3.25)
Despejando a de dicha ecuacién:

2

g - (=)
oVT

Ahora ya se construyo “a” de tal modo que podemos entonces restringir la ecuacién inicial de V como:

(3.26)

e—rT 00

- V2x1 Jg

Luego entonces procedemos a resolver esta integral separandola en dos partes.
En la primera parte tenemos:

1% (Soeo VTt (u=o/AT _ rye=a*/2y (3.27)

1
V2xm

mientras que en la segunda parte tenemos:

/oo (—K)e " /%dz = —K(1 — N(a)) = —KN(—a) (3.28)

1 o0 \/T _ -2 NT — 2 2 1 _ 2 2T o0 \/T .2 2
Soe?VIEtn=0" /2T =272y — _—_ G e(h="/2) eoVTe=2"/2 4y (3.29)
V2% /ai V2T a

Para poder evaluar dicha integral tendremos que hacer uso de la siguiente herramienta:
2%)2 — oVTx =22)2 — oVTx + 6°T)2 — 6°T/2 = ((x — oVT)? — 0*T) /2

Por lo tanto:

1 > VTz—z%/2 1 / > 2 2
— eTVITTT oy = —— e—((x — oVT)? + 02T /2dx
= = e 7 +0°1)/
Basta ahora con realizar un cambio de variable haga y = x — ov/T con lo que la integral se convierte en:

o’ T/2 e*y2/2dy = eUQT/Q(l — N(a—oVT)) (3.30)

1 /°°
V2T Ja—ovT

Concluimos que la segunda parte de la integral esta dado por:
Soe" T N(=(a — oV/T))
Por dltimo sélo resta reunir las integrales que acabamos de evaluar con lo que se tiene que:

V = e "TE[(Sr - K)']
= e "T[Sye" " N(—(a — oVT)) — KN(—a)]
= SoN(—=(a—oVT)) — Ke "I N(—a)

Recordamos que “a” quedé construido de esta manera:
nE —(u—2)T
_ "5 K 2

- ~ox

Se tiene que:
2
ln% +(pn—%)T

- e
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ademas: < )
In2 + (p+5)T
—(a—oVT) = —K 2
(@ =V T
Porellod; =—aydy = —(a— O'\/T) Con lo que podemos expresar finalmente el valor del derivado como:

V = SoN(dy) — e "TKN(ds) (3.31)

3.3. La Ecuacién Diferencial Parcial de Black-Scholes(EDP-BS)

Hasta este momento se ha visto un enfoque analitico de la valuacién de opciones europeas en base al empleo
de técnicas matematicas sencillas y una serie de conceptos financieros en los que se emplean herramientas
matematicas para abstraer los conceptos que se necesitan. Sin embargo la premisa fundamental de este texto es
mostrar el uso de los métodos numéricos que nos permitan una panoramica del comportamiento de los derivados
pero, sobre todo que nos permita comprender el modelado y la aplicacién de herramientas numéricas. Esto es
a titulo de que uno de los elementos de la mateméatica moderna es el modelado de los fenémenos que cambian
en el tiempo y espacio por medio de las Ecuaciones Diferenciales que si bien es cierto es una de las mejores
herramientas para construir modelos eficientes la mayoria de las ocasiones es dificil o resulta poco préactico tratar
de utilizar las soluciones analiticas de las ecuaciones.

Las finanzas son un campo en desarrollo para la modelaciéon donde expresar las soluciones en términos numéricos
resulta mas practico y facil de entender.

Es importante que no se pierda de vista en el siguiente desarrollo el modelo que gobierna el precio de un
subyacente que se estudié anteriormente:

dS = pSdt + 0SdB

Para poder verificar la estructura de la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes emplearemos algunas
técnicas sencillas y algunos conceptos financieros que determinan dicha ecuacién.

Supongamos que V(S,t) representa el precio del derivado en funcién del precio del activo subyacente y del
tiempo; supongamos ademds que se trata de una funcién suave esto es continua y derivable en cualquier punto
del dominio entonces el primer paso consiste en expandir V(S,t) mediante series de Taylor esto es :

ok
fay =3 L0

k=0

Sin embargo en nuestro caso se trata de dos variables por lo que tenemos que hacer uso de:

f(e,y) = £(0,0) 2[00, 0F

182.]0(0’ 0) 2 an(Oa 0) + lan(Oa 0) 2
Or dy

3
27 z2 Oxdy Wy 0y? y +O(R)

(0,0)y +

Reescribimos esta ecuacién en forma diferencial:

of of 1O%f 5 3
df = =—d —d ——=d dxd ——=d h
! Ox er8y y+28x2$+8m8ygjy+26y2 y +O(R)

Adoptaremos la notacién que hemos venido utilizando por lo que reescribimos la ecuacién de la siguiente manera.

0 f 19%f

)% o . 19V ., OV 10°V .
AV = S5dS + odt + 55 eg dS® + s dSdt + s di + O(h°) (3.32)

Por otra parte sabemos que:
dS = uSdt + oSdB

Dado que la variable dB es una variable estocastica con la propiedad de que es continua sobre t pero no es
diferenciable en ningin punto el cédlculo ordinario no nos permite resolver este tipo de ecuaciones por lo que
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se hace uso de las técnicas del cédlculo estocastico a partir de este punto. Luego entonces podemos realizar la
siguiente substitucién:
oV ov 10?2V 0%V 10%V
dV = — (uSdt+0SdB) + ——dt + = —— (uSdt +5SdB)? Sdt+0SdB)dt + = ——dt* + O(h®) (3.33
g WSt ToSAB) T rdit 5 G nSdttoSAB) + 5 (nSdi+oSdB)di+ 5 G di”+ O(h) (3.33)
Dicha ecuacién se restringira a la precision de orden uno en la variable ¢ con lo que analizaremos entonces
la naturaleza de los términos para determinar si se preservan o si son desechados.

1.
dSdt = (uSdt + 0SdB)dt = pSdt? + o SdBdt

Dado que se ha supuesto durante todo este tiempo que dB = Z+/dt es claro que dBdt = Z (dt)3/ 2 Juego
dado que estan contenidos en dSdt términos cuyo orden de precisién en ¢ superan al establecido podemos
desecharlos.

2. Por otra parte del termino (dS)? podemos ver que:
(dS)? = p2S?(dt)* + poS?*dBdt + 0*S*(dB)*

En este caso los dos primeros términos del lado derecho seran desechados en base a las consideraciones
similares a las que realizamos anteriormente sin embargo tenemos en el dltimo término que:

(dB)? = (Z+/(dt))* = Z2dt

Una vez verificados dichos puntos procedemos a reordenar nuestra ecuacién diferencial como:

oV oV 1 o*V
dV = —dt + —— (uSdt dB) + =0*S*Z* ——dt 34
Vv 5 +8S(“S +0S )+2ch 557 (3.34)
Al reagrupar los términos que corresponden a dtydB respectivamente se obtiene:
oV av 1 0%V oV
dV = (— — + —028%72 7 )dt —dB .
Vv (at+uSaS+zaS 652) +aSaS (3.35)

Ahora usaremos una estrategia estadistica que nos permitira simplificar aun mas la ecuacién anterior. Como
Z es una V.A normal estdndar entonces Z2 es una variable aleatoria con distribucién gama de media 1 por lo
que
E[Z%] =1
Luego podemos sustituir esta identidad con lo que se obtiene:
aVv ov 1 0?V 1%
0?8~

3.4. Conceptos financieros en la ecuacion de Black-Scholes

En los capitulos anteriores se presentaron los fundamentos financieros a los que se apelard en los pasos poste-
riores dado que se tiene una ecuacién diferencial genérica aplicable a cualquier campo de estudio, desarrollaremos
una cartera con lo que se expondra como valorar el precio del derivado que deseamos estimar.

Consideremos que ¢(t) representa el nimero de acciones que se poseen sobre un valor al tiempo t y que ()
es el nimero de bonos que se poseen al tiempo t de modo que:

Representa el valor neto de una cartera compuesta con ¢ unidades de accién de precio S al tiempo t y
unidades de bonos de precio P al tiempo ¢ similarmente al caso discreto el caso continuo afirma que las variaciones
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en el valor de las acciones y de los bonos se refleja directamente en el valor de la cartera; representamos esas
variaciones como:
dV = ¢dS; + pd P,

Ahora puesto que sabemos que:
dS = uSdt 4+ oSdB

y que:
dP = rPdt

haremos uso de dichas igualdades para concretar la siguiente ecuacién:

dV = (u¢S + rpP)dt + c$SdB

Acto seguido concluimos la parte matematica al igualar la ecuacién que acabamos de analizar respecto a la
ecuacién que construimos con anterioridad esto es:
oV ov 1 0?V oV
P)dt dB = (—- — + -0?S*——)dt ——dB .
(upS + ryP)dt + oS (at+“sas+205352) +0—585 (3.38)

Luego si se considera una cartera con disposicién nula al riesgo se tiene necesariamente que el numero de
acciones que se adquieren coincide con la delta de la cartera esto es:

8() = 95 (501

este modo de construir cartera permite simplificar la ecuacién (3.38) con lo que obtenemos:

OV 1,0V

rpPdt = (G + 50052 g )dt (3.39)

Ademas por el modo en el que se propuso la construccién de la cartera, podemos verificar facilmente de ahi mismo
que:

ov
P=V-S—
v oS
Esta sencilla observacién permite reducir mas aun la Ecuacion:
ov ov 1 0%V
— dt = (— + =028%—)dt 4
r(V S&S’) (at—l-QJS 852) (3.40)
al simplificar esta ecuacion tenemos:
oV 1 4, 0%V ov
— + oS = +rS—=—-rV =0 3.41
ot T27 7 a5z T es T (3.41)

Dicha ecuacién es conocida como la Ecuacién Diferencial Parcial de Black-Scholes que resulta ser
bastante conocida en los medios relacionados a las finanzas pero al hacer uso de herramientas matematicas se
podra visualizar mediante el método de diferencias finitas el comportamiento de la ecuacién. Cabe mencionar
que la solucién analitica, de la ecuacion que se acaba de construir coincide con la férmula para valuacion de
derivados que se estudio anteriormente; sin embargo el motivo de esta tesis es mostrar una alternativa de solu-
ciéon que emplea otros principios y que sirva de herramienta comparativa o como alternativa para la toma de
decisiones.

Antes de abordar el método de solucién de la ecuacién es indispensable familiarizarse con las herramientas
que se van a emplear es por esto que en los capitulos subsecuentes se mostrara la teoria necesaria para la solucién
de la ecuacion se mostrard cémo resolver la ecuacién de difusion que es ampliamente conocida en problemas de
fisica y que coincide con la ecuacién que vamos a resolver.
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3.5. Transformacién a la Ecuacién de Difusion

Pues bien una vez vista la forma de la ecuacion con la que nos encontraremos se muestra el método de solu-
cién. Se simplificard la ecuacion mediante algunas transformaciones que permitirdn resolverla numéricamente.
Consideramos la siguiente ecuaciont:

oV 1, ,8V OV B
a0 T S e trSeg — TV =0 (3.42)

Consideramos los siguientes cambios de variable:

S:Kem,t:TfT/(%oz) (3.43)

V(S(x),t(r)) = Kv(z(s), 7(t)) (3.44)

La transformacién nos dice que V(S(x),t(r) = Kuv(x(s),7(t)) pero por otra parte de las mismas trans-

formaciones es evidente que si S = Ke” entonces © = Ln(4-) y también que si t = T — 7/(30?) entonces

7 = 20%(T —t) Luego se quiere calcular:

S
K

o _ o oor
o or ot
or o?
= 22
De manera similar se puede verificar que:
o _ o o
2s Oz 0S
ov 1
= 23
Por ltimo se analiza qué pasa para:
Po 0 oo,
28 9S80S
_ o won
0S80z 08

ov 0 Ox or 0 Ov
929595 T 9508 0z
ov 0 Ox or 0 Ov
929505 T 950208
v 0%x ox Ox 9%*v
92952 * 9595 922
v O%x 0z 5 0%
arosz (55 o
ov 1 1 0%v
"z T 2022

Una vez construidas las transformaciones necesarias procedemos a sustituirlas en la EDP original con lo que
obtenemos:

2 Aunque el modo en que se explica el uso de estas transformaciones es una aportacién propia la idea original de las transforma-
ciones fue consultada en [4]
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v o? ovl 1 v 1 ov 1
- - S——= 4 =029 (=) — — (=5)) =0 3.45
gz s T e () g () (3.45)
Al simplificar esta ecuacién aplicando un poco de dlgebra obtenemos la ecuacién transformada:
v 0%*v  Ov 2r 2r
= (o) 3.46
or  0x? + ox (02 ) o2 (3.46)
Sea: 5
r
b=
bajo esta consideracién podemos escribir nuestra ecuaciéon como:
dv 0%
—=—4+—(k—-1)—k 3.47
or  Ox2 + 8x( ) v ( )
Finalmente podemos eliminar los términos v y v,realizando un nuevo cambio de variable :
v(z,7) = e " PRI (2 1) (3.48)
donde: .
=—(k—-1
v=5k-1)

Recordando que V(S,T) = Kv(z,7) del cambio de variable que se propuso originalmente podemos reescribir a
u(x,T) como:
u(z,7) = e”"”Jr(”erk)TV/K

Para hacer una expresién mas sencilla sea § definido por:
1
B=(k+1)
2
Luego entonces se tiene la siguiente ecuacion simplificada
u(z,7) = eWJrﬂQTV/K (3.49)

Cabe sefialar que una vez que se conozca la solucién en términos de u(x, 7) es posible recuperar la solucién
en términos de V(S,T) mediante la transformacién inversa de la ecuacién dada por:

V(S,t) = Ku(z,7)e " (3.50)

Aunque los precios S del activo subyacente estén limitados por cero como frontera bajo la transformacion
z = Ln(£) estd en el intervalo —co < z < 0o. Por otra parte bajo la transformacién:

1
T=(T- t)502

y dado que T se definié como el tiempo para la expiracion del derivado cuando se tenga ¢t = T que es la fecha

de expiracion coincidird bajo la transformacion con 7 = 0 y cuando ¢ = 0 que es el tiempo presente se tiene que
To?
2 ) . . . .7’ .
Una vez que aplicamos el cambio de variable propuesto en (3.49) a (3.48) obtenemos una ecuacién conocida
como La ecuacién de Difusién

T =

ou  0%u

or  0x2’
Se tiene entonces una ecuacién para la que existen técnicas ya revisadas de solucién sin embargo para poder
garantizar la existencia y unicidad de dicha solucién es indispensable contar con las condiciones de frontera y
la condicién inicial que delimita este problema:

Para hacer esto se requiere definir los conceptos financieros que permiten construir las condiciones:
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3.5.1. Condiciones iniciales y de frontera para la Valuacion de Opciones de Com-
pra

1. Sabemos por las reglas de operacién de las opciones que cumplido el tiempo de vida del derivado su valor
estd dado por el méximo entre cero y la diferencia del precio del subyacente al momento del vencimiento
y el precio de ejercicio expresando esta relaciéon como:

V(Sr,T)= (St — K)*
2. Sabemos también basdndonos en las teorias de valuacién de opciones que si el valor del subyacente crece

demasiado, es decir se encuentra en una regién muy dentro del dinero el valor intrinseco de la opcién se
aproxima asintoticamente al valor del subyacente expresemos esta relacién por:

lim V(St,t) = St

§— 00

3. Por ultimo sabemos que si el valor del subyacente se ubica en una regién fuera del dinero extrema el valor
de la opcidén carecera de valor el resto de su vida expresamos esta idea por:

S S(t()) =0= V(S,t) =0Vt > to;

Es necesario aplicar las mismas transformaciones de la ecuacién a las condiciones que acabamos de mencionar
para garantizar su validez en el problema:

1. se tiene que:

V(S,T) = Ku(x,0)e "= F"0

Despejando u(z,0) de la ecuacién anterior:

u(z,0) = LACEY e

eV 0)
e”+7T e’ 0)

(
(

= mam(e(H”)x— 7“”,0)
(

el+ (k—1) e%(k—l)z’o)

Asi, finalmente se concluye que:

w(z,0) = maz(ez 1 — ez(k=Dz ) (3.51)
2. Tenemos que cuando:

S—o0o=V(St) —S
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por lo que podemos deducir que:

u(z,7) = %e

S

= Ee

ya+B2T
'ya:—i—ﬁz‘r

— rlatstn)

e%(k+1)z+%(!@+1)27—
concluimos entonces que:

u(z, ) — e3 (DT RHD* T indo & — 0o (3.52)
y por ultimo

3. Tenemos que cuando:

S — 0= 12— —oo entonces V(S,t) — 0

Se concluye que:
u(z,7) = 0 cuando © — —o0 (3.53)

3.5.2. Condiciones Iniciales y de Frontera para la Valuacién de Opciones de Venta

1. Sabemos por las reglas de operacién de las opciones de venta que cumplido el tiempo de vida del derivado su
valor estd dado por el méximo entre cero y la diferencia del precio de ejercicio al momento del vencimiento
y el precio del subyacente expresando esta relacién como:

2. Sabemos también basdndonos en las teorias de valuacion de opciones de venta que si el valor del subyacente

crece demasiado es decir se encuentra en una regiéon muy dentro del dinero el valor intrinseco de la opcién
se aproxima asintéticamente a cero expresamos esta relacion por:

lim V(S;,t) =0

§— 00

3. Por ultimo sabemos que si el valor del subyacente se ubica en una region fuera del dinero extrema el valor
de la opcion tenderd a ser igual al precio de ejercicio:

Si S, —0=V(St) =K

Es necesario aplicar las mismas transformaciones de la ecuacion a las condiciones que acabamos de mencionar
para garantizar su validez en el problema:

1. se tiene que:

V(S,T) = Ku(z, 0)(3_'””_62'0



3.5. TRANSFORMACION A LA ECUACION DE DIFUSION

despejando u(x,0) de la ecuacién anterior:

Asi, finalmente concluimos que:

2. Tenemos que cuando:

por lo que podemos deducir que:

concluimos entonces que:

y por ultimo

3. Tenemos que cuando:

Se concluye que:

—= e

_ V(S,T) e
K
_ max([i{f S, 0) e
= maw(Kew — Ser , O)
= ma:c(e” —ette 0)
= max(ew eItz O)
_ mam(e% (k=1)z _ 1+ 5 (k+1) 0)

u(z,0) = mam(e%(k—l)f _ e%(k-‘rl)r’ 0)

S—o00=V(St)—0

YT+

v

K°

0 YT+
K

0

u(z,7) = 0 cuando x — oo

S—0= V(St) - K

1 1 2
z(k=Dz+3 R+ cyando x — —oo

29

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales y el método de
Diferencias finitas (MDF)

4.1. Introducciéon a las Ecuaciones Diferenciales Parciales

El objetivo de este capitulo es aplicar las técnicas numéricas de solucion de ecuaciones diferenciales parciales
en las cuales se utilizaran las herramientas computacionales que se conocen para identificar la solucién.

Lo mas conveniente en este punto es introducir la notacién que se empleara a lo largo de estas secciones en
la medida de lo posible se va a procurar emplear la notacién que emplean la mayoria de los textos conocidos
lo que permitird que cuando se requiera consultar una bibliografia mas avanzada no existan conflictos para
relacionar los conceptos que representan las variables es por eso que procuramos emplear la notacion tradicional
emplearemos indistintamente los simbolos:

0%u

_ _ "
92 = U = U

Para representar la derivada parcial de la funcién U con respecto a la variable independiente x. Similarmente
emplearemos la notacién:

ou
ot
Para representar la derivada parcial de la funcién U con respecto a la variable independiente t, que generalmente

se emplea en problemas dindmicos para representar variaciones respecto al tiempo. Emplearemos la notacién
abreviada

=U, =U

1. E.D.P. ; para abreviar Ecuacién diferencial parcial
2. M.D.F. ; para abreviar Método de diferencias finitas
3. ML.E.F. ; para abreviar Método de elemento finito

En general una EDP de segundo orden es una ecuacién de la forma:

) ou d ou
Donde:
x € R

d= es el nimero de variables independientes y

U= La variable dependiente o funcién incégnita.
31
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Las EDP poseen una gran variedad de aplicaciones en problemas trascendentes de la fisica (gravitacidn,
electrostdtica, magnetismo, etc...) as{ como en otras dreas tales como en problemas de modelos financieros o
en fendémenos bioldgicos. Es bastante comin que sélo sean empleadadas dos o tres variables dependientes en
la construccién de modelos mediante E.D.P. de 2° orden pues los métodos de solucién suelen aumentar su
complejidad en funcién del nimero de variables independientes que sean empleadas por lo general una de las
variables dependientes se relaciona con el tiempo y las restantes con la dimensién del espacio en el que se
analicen los problemas. asi pues una E.D.P. lineal de segundo orden con dos variables independientes es una
ecuacion de la forma:

AUa:m + BUzt + CUtt = f(xv ta Ua Umv Ut) (42)

Donde A, B, C son constantes numéricas que representan algunos paramentos dependiendo del drea en que se
emplea. dicha ecuacién es dividida en tres clases dependiendo del discriminante de la ecuacién esto es:

» si B2 - 4AC < 0= Es una E.D.P. Eliptica
» si B2 — 4AC = 0= Es una E.D.P. Parabdlica
» si B2 - 4AC > 0= Es ena E.D.P. Hiperbélica

Algunos de los modelos més comunmente empleados que involucran E.D.P. son los siguientes:

La ecuacion de Poisson:

V2u=f(z) en Q, (4.3)
u=g(xz) sobre T (4.4)

d 8%y
j=1 022’
funcién u sobre R¢ con frontera I' las funciones dadas por f=f(z) y g=g(z) son los datos del problema. Ademas
de las anteriores podemos considerar también la condicién de Neumann dada por

donde z= (x1,...,24),V? representa al Laplaciano definido por Vu = > y Q es el dominio de la

ou

= g(x) sobre T (4.5)

Donde % denota la derivada en la direccién del vector normal n a I’
Una tercer forma de las condiciones de frontera son las condiciones mixtas o de Robin;

g—z + B(x)u = g(x); sobrel. (4.6)

O algunos problemas con dependencia en tiempo que son:

La ecuacion de calor:

ou

o5~ Vu="Ff@1), (4.7)
La ecuacion de onda:

iufv = f(z,1) (4.8)

BTE uw= f(z,t). .

Consideraremos para todo tiempo t positivo y V x € Q ¢ R?
Es importante que a fin de conocer una solucién en particular y de acuerdo al teorema de unicidad sean
proporcionadas las condiciones de frontera del problema pero ademés es indispensable contar con las condiciones
iniciales relativas al problema esto implica que para ecuaciones de orden uno en la variable de tiempo (Ecuacién
de Calor) es indispensable conocer el valor de la variable dependiente en algin tiempo t y para los problemas

de orden dos en la variable de tiempo (Ecuacién de Onda) es necesario conocer %
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Asi este tipo de ecuaciones y sus generalizaciones nos permitiran visualizar aplicaciones en la conduccién de
calor en sdlidos, en transporte de masas por difusion en la transmision telegréfica en los cables, en las teorias de
ondas electromagnéticas, en procesos estocasticos y bioldgicos asi como en los problemas de vibracién en sélidos,
las ondas sonoras dentro de un tubo o la transmisién de la electricidad en cable largo y de baja resistencia.

En las aplicaciones las ecuaciones utilizadas en los modelos contienen pardametros fisicos. en particular en
el problema de conduccién de calor la temperatura en algin punto de un sélido homogéneo extendido sobre €2
con conductividad térmica r, densidad, p , capacidad calorifica especifica ¢ y con una fuente de calor f(z,t)
satisface:

ou
pear = V- (kVu) + f(z,t) sobre Q (4.9)

Si p, ¢, k son constantes esta ecuacién puede ser escrita de la forma de (4.6) después de la correspondiente
transformacién pero si estas dependen de = entonces tenemos una EDP del caso més general. Una caracteristica
de la modelacién matematica es que una vez que el modelo es establecido y en nuestro caso como un modelo de
condiciones iniciales y/o de frontera se tiene entonces que iniciar con un anglisis puramente matemé&tico y que
es independiente al area de aplicacién que el modelo describe luego entonces el resultado obtenido es validado
por la experimentacién sobre el mismo. Podemos decir de aqui entonces que mucha de la terminologia de la
fisica y el resto de los campos de aplicacién son casos meramente particulares de los anteriores modelos.

Una vez que se ha construido el modelo, lo més importante es poderlo resolver y aunque existen diversas
técnicas analiticas para obtener la soluciéon como la separacién de variables el objetivo de este texto es el empleo
de técnicas numéricas esto es debido a que cuando se construye un modelo la solucién analitica del mismo suele
ser dificil de establecer con claridad o muy compleja como para ser realmente de utilidad para ciertas areas de
aplicacion como las finanzas y la medicinas asi que en lo sucesivo nos referiremos a dos de los métodos mas
comunes para la solucién de ecuaciones diferenciales el método de diferencias finitas y el método del elemento
finito.

4.2. FEl método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas es un método préctico que permite resolver ecuaciones diferenciales que por
razones de complejidad la obtencién de una solucién analitica es poco factible o que estd expresada en términos
complejos para ser realmente util.

Para comenzar emplearemos la férmula de Taylor para obtener aproximaciones de las expresiones:

ou
= 4.10
o (4.10)
8%u
— 4.11
92 (4.11)
Desarrollemos la expansion en series de Taylor de la expresion U(zy, + h) sea 0 € (zg, Tp11)
du h? d’u A" d™u
U h)y=U h-— e —_— 4.12
(e + 1) (ze) + dr|,, + 2 da?|, n! daxm|,_, (4.12)
sea h = xp11 —xp y 0 € (Tk, Tp41) se tiene en [@I2) que;
du h? d?u A" d"u
U =U [ IR G L 413
(Th+1) (zr) + dzl,, Ty i . al |, (4.13)
sea h=xp_1 —x y 0 € (xf,xp4+1) se tiene en [{LI2) que;
du h? d?u A" d™u
Ulxp_1)=U —h-— —_— . - — . — 4.14
(k1) (zk) dr|, 2 dx? . +(=1) n! dan|,_, (4.14)

Sea O(h™) el error de truncamiento de orden n, al considerar para (II3) y (@I4) O(h) tenemos



34 CAPITULO 4. ECUACIONES DIFERENCIALES Y EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (MDF)

para ([{I3):

du . U(:z:k 1) *U(zk)

dr|, a0 +oth) (419)
y para @.14):

du o U(:ck) — U($k_1)

|, = ; +0(h) (4.16)

Que son las expresiones conocidas como primera diferencia dividida hacia adelante y primera diferencia
dividida hacia atras respectivamente.
M4s atin, de la diferencia de ([@I3) y (@I4) obtenemos

d7u
dx

) = Ul@x-1)
2-h

_ Uloen +0(h?) (4.17)

Tk

Conocida como primera diferencia dividida central que como podremos apreciar tiene un error de orden dos
por lo que es un esquema més preciso

Siguiendo el mismo razonamiento podemos elaborar un esquema para las segundas derivadas en el que se
debe considerar

du 4h?  d*u 2"h™  d"u
U =U 2h - — —_— = C—— 4.18
(Th+2) (zk) + i, + > &, nl ozt |, (4.18)
du 4h?  d*u h" d'u
U(xg—o)=U —2h - — —_— = A2 (D) — s — 4.19
(-2) (k) dx 2  dz? o +o 427 n! dz™|,_, ( )
Al considerar ([ZI8)) y [EI9) se puede deducir la expresién para

d*u U(zgao) — 2U (xgy1) + Ul(zy)
— | = 4.20
da? |, h? (4:20)

Que representa la aproximacién para la segunda diferencia dividida hacia adelante
De igual modo podemos construir expresiones cerradas para la segunda diferencia dividida central y la segunda
diferencia dividida hacia atrés.

d*u U(zgy1) — 2U(zg) + U(xg—1)
—| = : 4.21
dz? |, h? (421)
d*u U(zg—2) — 2U(xp—1) + U(zy)
2 - 2 (4.22)

4.3. FEcuaciones Diferenciales Ordinarias

Se muestra ahora el método para resolver una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden misma que
nos permitird introducirnos en la notacién y que servira como preambulo para la solucién de las E.D.P.
Considere:

d?u

—aus + fu = f(z); (4.23)

junto con las siguientes condiciones de frontera:
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Paso 1 : Evaluar
d?u
_O‘@bk + Bu(zk) = f(z);

Paso 2 : Aproximar El siguiente paso consiste en aproximar la expresién anterior para la cual emplearemos
la aproximacién a la segunda derivada segun el esquema de la segunda diferencia dividida central:

—oYen =2t et 4 B1, = f(ag); h=1,...,N —1

Ya que hemos obtenido esta expresién el siguiente paso consiste en obtener las incégnitas de esta ecuacién
para lograrlo primero tenemos que reorganizar la ecuaciéon como a continuacién se presenta:

_%U,H + (% + B)Ux — %U,Hl = f(zp); k=1,...,N—1
en cuyo caso las incégnitas serian
Up...Un—1

Al emplear las condiciones iniciales se verifica que:

k=1:
(% +B)U1 — %Uz = f(X1)
k=2
—%U1 + (?TO; + B)Us — %Us = f(X2)
k=N-2
—%Uz\us + (% + B)Un—2 %UNA = f(Xn—2)

k=N-1:

« 2c
*ﬁUN—z + (ﬁ +B)Un-1 = f(XNn-1)

En base a las ecuaciones anteriores podemos entonces construir la representacion matricial que nos permita
despejar las incognitas que buscamos esto se lograria al resolver el sistema

AU=F (4.24)
donde:
2248 -5 0 0 0
—hz (+0 - 0 0
A=| 0 - (BH -3 0
0 0 0 0 -2 (2+p
U,
U,
U= Us
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flax-1)

4.4. La ecuaciéon unidimensional de Calor con condiciones Homogéneas

Ahora que ya hemos logrado visualizar un ejemplo sencillo de solucién de ecuaciones diferenciales mediante
la técnica de diferencias divididas vamos entonces a abordar en el tema de interés de este trabajo la solucién de
EDP’S para esto vamos a considerar una ecuacién diferencial parcial de orden dos dependiente del tiempo y en
una dimensién en el espacio. Considere

ou  0%u

Figura 4.1: Dominio de la funcién

Esta es la ecuaciéon unidimensional de calor se construye a continuacién una aproximacién a la soluciéon
mediante diferencias finitas.
Por simplicidad en esta ocasién vamos a considerar las dos condiciones de frontera:

U(0,t) =U(L,t) =0
y la condicién inicial siguiente:
U(z,0) = g(x).

Para obtener una aproximacion a la solucién de esta ecuacién utilizaremos cada uno de los siguientes tres
esquemas de discretizacién:

» Euler Hacia Adelante
= FEuler Hacia Atrés

= Crank-Nicholson
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4.4.1. Esquema Euler Hacia Adelante

La idea que sustenta este esquema de discretizacién es aproximar la solucién a la ecuacién en un punto
posterior sobre la malla en base a tres puntos préximos que ya se conocen. Para esto considerando (.25])
aproximamos mediante
0%u

ax2 |Xl;Tn

Ju
ot | X1, T

Luego lo substituimos segun la ecuacién de diferencias divididas hacia adelante en tiempo y diferencias centradas
en espacio con lo que se tiene:

UXy, Toi1) —UX, Tn)  U(Xi41,Ty) — 2U(X, Tn) + U(Xy—1, T)
_ (4.26)
At Az?

Esta es una grafica que ilustra como se obtiene el nodo Ul"'*'1 en base a los nodos cercanos.

&utl
t O—:—‘

v

WNED X
Figura 4.2: Discretizacion Euler hacia adelante
A partir de este punto se empleard la siguiente notacion:

U(X;,T,) =0
Luego entonces de ([A.20])

At

Ut - ur = (AacQ

MU =207 + U]

Para simplificar la notacién v = ( AAJQ)

Uttt = UM + (1= 20) U + 00U

Luego al considerar las condiciones de frontera que mencionamos al inicio la obtencién de la solucién para
cada nodo se obtiene al resolver

0 =, (4.27)
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Donde :
uptt
U’n+1
| v
Ut
1-—2v v 0 0 0
v 1—2v v 0 0
U= 0 v 1-2v v O
0 0 0 0 v 1-2v
ur
Uy
Ul

Donde podemos ver que cuando n=0 se tiene el vector de la condicion inicial.

4.4.2. Esquema Euler Hacia Atras

La idea que sustenta este esquema de discretizacion es aproximar la solucién a la ecuacién en un punto
anterior sobre la malla en base a tres puntos préximos que ya se conocen. Para esto considerando ({20])
aproximamos mediante

ou 0%u
a‘xl,Tn T 92 ‘X;,,Tn
Luego lo substituimos segun la ecuacién de diferencias divididas hacia atrds en tiempo y diferencias centradas
en espacio con lo que se tiene:
U(Xt, Tos1) = UX0, T)  U(Xis1, Turd) = 20(X0, Tst) + U(Xi—1, Toir)

At - Ag? (4.28)

thi 0—:—‘

v

X2 X1 Xis1 X

Figura 4.3: Discretizacion Euler hacia atrés
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Esta es una grafica que ilustra como se obtiene el nodo UZ”Jrl en base a los nodos cercanos y asi proponemos
la siguiente solucién al utilizar la notacién ya conocida donde por conveniencia proponemos que:
U(X;,T,) =0
tenemos que
n __ n+1 n+1 n+1
U =—vU" " + (1 + 20U —vU

Luego al considerar las condiciones de frontera que mencionamos al inicio de la seccién la soluciéon para cada
nodo se obtiene al resolver

Uy = 0U (4.29)
Donde :

uptt
U51+1
o= v
Ut

1+2v —v 0 0 0

—v 14+ 2v —v 0 0

U= 0 —v 1+2v —v 0

0 0 0 0 —v 142v

ur
Uy
Ul

Donde podemos ver que cuando n = 0 se tiene el vector de la condicién inicial.

4.4.3. Esquema Crank-Nicholson

Este es un esquema que hace uso de los dos anteriores y busca aproximar la solucién de la ecuaciéon en base
al promedio de los nodos en vez de un nodo a la vez esto es tomando como base [@25) hacemos que:

tn41 ou tn41 824
—dt = ——dt 4.30
/tn ot ‘/tn 02 ( )

Y haciendo uso del teorema de divergencia podemos hacer a ([£30) igual con:

At 02U 02U

Uxi,tn) — Ul ty) = > [Tx? ’(:r,,tn“) + 52 \(mn)]

Luego de aqui procedemos a aplicar la notacién que habiamos venido empleando para simplificar la expresion
anterior a

n n v n n n n n n
Uttt —up = 5 (U =200t + URH + Uy — 207 + U]

de esta expresién procedemos a reorganizar agrupando los términos como se muestra:

_§Uz—+11 + (1)U §Ul++11 = §U171 + 1 =)U" + §Uz+1
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Luego al considerar las condiciones de frontera que mencionamos al inicio la obtencién de la solucién para cada
nodo se obtiene al resolver

dU = VU, (4.31)
Donde:
1+v  —% 0 0 0
-3 1+v —% 0 0
b — 0 —% 1+v —% 0
0 0 0 0 -5 1+4vw
Uln+1
U2n+1
(7: U?:H_l
Ut
1—v 5 0 0 0
5 1—v 5 0 0
U= 0 % 1—-v % 0
0 0 0 0 2 1-v
ur
Uy
Uy = Us'
Ul

Donde podemos ver que cuando n = 0 se tiene el vector de la condicién inicial.

4.5. Algoritmos de Solucion

Una vez que se conoce la estructura de los sistemas de ecuaciones que nos brindan las aproximaciones al valor
de la solucién es necesario resolverlos asi pues es necesario destacar que aunque esta tarea puede parecer sencilla
podria no serlo tanto puesto que para construir aproximaciones razonablemente buenas muchas veces es necesario
construir sistemas de ecuaciones de orden muy grande cuya solucién resulta ser costosa computacionalmente
es por eso que es necesario elaborar un andlisis detallado de la estructura de las matrices que acabamos de
construir puesto que es importante explotar la forma que poseen dichas matrices para elaborar calculos precisos
pero mucho mas eficientes.

Como se pudo observar nuestra tarea consiste en resolver sistemas de ecuaciones lineales de la forma:

QUL = U

donde V¥ es una matriz tridiagonal lo que nos permite resolver el sistema de ecuaciones sin abusar del uso de
calculos y operaciones. Observamos que la matriz ¥ tiene 1 + 2v en la diagonal principal y —v en la diagonal
superior asi como en la diagonal inferior el resto de valores son nulos un camino obvio para resolver el sistema
es emplear una computadora y calcular ¥~! sin embargo haremos uso de la siguiente técnica. Dado que ¥ es
una matriz cuadrada con elementos nulos en posiciones diferentes para cada uno de los vectores columna que la
componen podemos entonces asegurar que se trata de una matriz invertible con lo que aseguramos que todas las
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operaciones que realizaremos nos permiten efectivamente resolver el sistema de ecuaciones. asi pues podemos
expresar a ¥ mediante el producto de dos matrices triangulares superior e inferior respectivamente esto es

LU - UrH) = Un
Con esto podemos entonces resolver nuestro sistema inicial en dos etapas en la primera de ellas resolveremos el
sistema
i=L"'Un
Y en la segunda etapa resolver el sistemas:
Untt = U-'g
Es importante enfatizar las ventajas de estd separacién ya que a simple vista podria incluso pensarse que se esta
aumentando la carga de trabajo pues ahora en vez de resolver un sistema de ecuaciones tengo que resolver dos de
ellos sin embargo no es asi puesto que nuestro trabajo se reduce a construir las matrices L y U ya que la solucién
de los sistemas asociados radica en simple sustitucién hacia adelante para el sistema Lv/ = U "y sustitucién hacia
atras para el sistema U - U n+l = §. También es importante resaltar que ser cuidadoso en diferenciar claramente
entre la matriz triangular superior U y el vector de aproximaciones Un pues desafortunadamente hacemos uso
de la misma literal para representarlos, son bastante similares y hacemos uso de los mismos para emplear la
notacién de cualquier literatura que sea consultada.

Mediante esta idea procedemos a construir dichas matrices tenemos entonces que las matrices deben ser de
la forma:

1 0 0 0 04 —v ... 0 0
)\1 1 0 0 0 52 -V 0
U=LU-= 0 X 1 0 0 043 (4.32)
N : .0 oo e T
0 ... 0 Mo 1 0O ... 0 0 dr
Donde L representa el ntimero de intervalos en los que se divide el dominio de interés.
Ahora se tienen las siguientes igualdades:
(51 = 1 + 2V
v
AN o= ——=
1 5
—vA1+6 = 1+2v
De la ultima identidad se tiene que:
52 = (1 + 2V) + V)\l
2
0y = (1 + 2V) - —
o1
De donde se pueden establecer las siguientes relaciones:
0 = 1+2v (4.33)
2
J
v
J

Donde, j=1...L-2
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Con esto conocemos perfectamente la estructura de las matrices L y U El siguiente paso consiste en resolver
los sistemas de ecuaciones que se habian desglosado lo cual como se habia mencionado consiste inicamente de
miltiples sustituciones hacia adelante y luego hacia atrés se tiene que:

U1 = U{L
14
V2 = U2n+67’01
1
14
vy = U;L—‘r(s*’l)g
1
14
v, = U+ Vi1
51’—1
14
n
vr,—-1 = UL_1+67UL_2
L-2

Con esto hemos resuelto la primera parte de los sistemas de ecuaciones ahora sélo resta sustituir hacia atras
para obtener la soluciones que estamos buscando tenemos entonces que:

n+1 _ VrL—-1
UL*l - 5
L—1
n+1
grtl = v +vULT
L-2 -
Or—2
. n+1
sz-‘rl — v +V i+1
i 5;
+1
gl o + Uy
1 51

Asi entonces son conocidos las aproximaciones numeéricas que estabamos buscando ahora bien aunque existen
muchos otros métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales como el método de Jacobi o el de Gauss-
Seidel todos ellos son métodos iterativos cuya rapidez de convergencia suele depender de la proximidad del
vector inicial o del radio espectral de la matriz a diferencia de estos la descomposiciéon LU es un método éptimo
pues los resultados no son aproximados si no que son exactos y el nimero de operaciones que se realiza no es
mas que de orden 2*L siendo este aceptable en términos de costo computacional.

Para concluir esta seccién se elaboré un programa computacional que realiza todas las operaciones que se
mencionaron sin embargo se anexa al final de la tesis.



Capitulo 5

El Método de Elemento Finito (MEF)

5.1. Introduccion al método de elemento finito

En esta parte abordaremos un método alternativo para conocer la forma de la solucién de las ecuaciones en

derivadas parciales resultantes del analisis de Black-Scholes que fue previamente elaborado[]
Aunque existen ciertas singularidades en general se puede decir que el método del elemento finito es un proceso
estandarizado por lo que podemos enumerar una serie de pasos que nos permiten implantarlo con facilidad.
La idea general del método de elemento finito consiste en discretizar o dividir el espacio de dominio de la
ecuacion diferencial dada en poligonos convexos regulares de modo que la suma de todos los poligonos sea
aproximadamente igual al dominio original. A cada uno de estos poligonos se le llamara elemento a su vez todos
los elementos estaran conectados mediante nodos que son la interseccion de los vértices, lineas o planos que
tengan en comun algunos de los elementos.

Por otra parte para cada uno de esos elementos existe una funcién de interpolacién asociada que serd la
encargada de aproximar el valor de la funcién que se desea conocer en cada uno de los elementos del dominio
aunque existe una gran variedad de funciones de aproximacién es muy comun emplear polinomios debido a
que son muy sencillos de manipular. Una vez seleccionada dicha funcién el siguiente paso consiste en ajustar
los coeficientes de dicho polinomio de modo que la funcién aproxime la solucién de manera optima. Una vez
obtenidas las ecuaciones de cada uno de los elementos éstas deben ser ensambladas de modo que quede cubierto
el dominio de interés y que se asegure la continuidad de la solucién. El siguiente paso consiste en agregar las
condiciones de frontera al sistema de ecuaciones y por ultimo implementar algin método de solucién que por lo
general resulta ser un sistema de ecuaciones que se factoriza mediante descomposiciéon LU. El problema central
de este capitulo es resolver una ecuacién diferencial parcial con una variable independiente en tiempo y una
variable independiente en espacio lo que lo convierte en un problema dindmico de una dimensién por lo que
trataremos la variable de espacio con el E.F. pero la variable de tiempo sera discretizada mediante D.F.

5.2. El ML.E.F. en problemas estaticos

Antes de abordar completamente el método de solucién para la ecuacién de calor asociada al problema
medular de este trabajo se estudia el M.E.F. inicamente para la variable de espacio se construye el esquema de
solucién asi como la manera de adaptar las condiciones de frontera (CF)E

Para esto consideramos la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden discretizando el dominio de interés
en un sélo elemento para apreciar como funciona el método posteriormente se hace un anéalisis mds minucioso.

aT—i—ﬁ—z = f(z) (5.1)

1Esta informacion fue consultada en [9]
2a partir de este puto CF denotara las condiciones de frontera

43
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Sujeta a las CF: 4
u(z™") = u(@™**) =0 (5.2)
5.2.1. Aproximacion mediante polinomios de grado 2 y un elemento
Considere una funcién de aproximacién de grado 2 esto es de la forma:
i(x) = a1 + agx + asz?
Dicha funcion de aproximacién a u debe cumplir con las CF, por lo que:
,a(xmin) =a; + az(xmin) 4 a3(xmin)2 =0
ﬁ(xmaa:) =a + a2(mmaw) + ag(xmaw)Q =0

En base a esta informacién desarrollamos la forma matricial asociada al sistema que se tiene que resolver:

ay
1 =z min :L.min 2 0
. a2 —
1 gmez pmaz 2 0
as

Al resolver este sistema dejando todas las constantes expresadas en términos de a; se obtiene:

(xmin + xmaw)alx N xmin2 + (xmaz % xmin)al 5

(mmin * xmam) (a:mln * xmam)

u(z) =a; —

Hasta este punto sélo se ha construido una familia de funciones de aproximacién que satisfacen las condiciones
de frontera que se le proporcionaron sin embargo el siguiente paso consiste en encontrar el valor del coeficiente a;
de modo que el polinomio de aproximacion sea tal que se minimice la diferencia respecto al valor de la solucién
del problema. Pues bien resulta ser que ésta es la idea general del método de residuos ponderados (M.R.P)
lo que hacemos es considerar la funcién de aproximacién 4 asi que al sustituir esta aproximacién dentro de la
ecuacion diferencial obtenemos un residuo distinto de cero pues si fuese cero entonces lo que tendriamos es la
solucién exacta y careceria de sentido todo esto. Expresamos la funcion de residuo mediante:

R=L(a) - f(x) (5-3)

Ahora bien ya que se visualizé el objetivo es necesario emplear ciertas herramientas algebraicas para desarrollar
la solucién el método de residuos ponderados propone construir la funcién de residuo de manera que sea ortogonal
a ciertas funciones de ponderacién con lo que garantizamos que la magnitud del error sea minima es claro que
dichas funciones de peso son funciones linealmente independientes, expresamos esta idea mediante.

/RWidDzo; i=1,2,...,m (5.4)
D

donde:
D=Dominio de la solucién.
Wi funciones de Ponderacién

Se tienen miultiples opciones para las funciones W; sin embargo el método mas comun consiste en emplear
las funciones de interpolacién como funciones de ponderacion. Esta eleccién es conocida como el método de
Galerkin.

Una vez que se conoce el marco tedrico que respalda lo que se va a hacer podemos continuar con la solucién de
la ecuacién diferencial que estdbamos resolviendo originalmente. Contdbamos entonces con la siguiente funcion
aproximacion:

(xmin + xmax)al $min2 + ($mar * xmin)al 5

T+

(xmin * xmaz) (xmzn * xmaw)

w(z) =a; —
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Al factorizar a; de la ecuacién anterior podemos encontrar facilmente las funciones de interpolacion esto es:

(x7rLin + xma:c) xmin2 + (xmaac * xmzn)

(xmin * xmam) (Imzn * xmam)

a(z) =a1(1 —

z?)

Wi

Ahora construimos la funcién de residuo segin se explicé con lo que:

d’a du
De donde:
di(z) = a9 + 2azx
dx

d*u(x)

Tdz
Empleando el método de Galerkin se debe seguir que:

T min max min?2 mazx min
Riz,al) . (1 @a™) a4 @ 2 e — 0 (5.6)
gmin (xmm * xmax) (xm'm * mmax)

Al desarrollar esta integral se obtendrd el valor del coeficiente “a;” de modo que se ha construido la mejor
funcién de aproximacién a la solucién.

Aunque este es un ejemplo de los mas sencillos ya que el espacio de dominio se analiza inicamente con un
elemento y es interpolado con un polinomio de grado 2 nos permite conocer una panoramica del funcionamiento
del método de elemento finito.

5.2.2. Aproximacion mediante polinomios de grado N y un elemento

Se podria continuar de manera indefinida agregando términos al polinomio de interpolacién ya que conforme
se vayan agregando se obtendra una aproximacion maés precisa a la solucién analitica sin embargo conforme va
creciendo el grado del polinomio de interpolaciéon va aumentando en complejidad el sistema de ecuaciones que se
tiene que resolver lo que se hace entonces, para evitar este problema, es subdividir el espacio de dominio donde
se quiere conocer la solucién en una cantidad mayor de elementos haciendo con esto una malla mas refinada y
se obtendra una solucién precisa con un polinomio de grado pequeno.

Podemos resumir la aplicacién del MEF con un solo elemento y polinomios de grado N mediante el siguiente
procedimiento:

1. Seleccién de una funcién de aproximacién o = ag + a1z + . .. + a,z"
2. sustitucién de las CF en la funcién de aproximacién
3. Encontrar las (n-2) funciones de interpolacién W;

4. aplicar el criterio de Galerkin

/ R(z,a)W;dz =0 (5.7)
D

5. Determinar el valor de los coeficientes restantes de las funciones de aproximacién

En las siguientes secciones se agrega un estudio para casos un poco mas desarrollados que permiten ver el
verdadero potencial de este método.
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5.2.3. Discretizacién en miltiples elementos

Como ya se habia mencionado, una de las ventajas del método es que permite estudiar el espacio de dominio
de la funcién por espacios tan pequenos como las herramientas computacionales lo permitan y una vez que ya
estamos familiarizados con la idea de M.R.P. y que ya practicamos un poco el método de Galerkin podemos
realizar el siguiente anélisis.

Consideramos en este caso una ecuacion diferencial de segundo orden similar a la que se habia analizado en
la seccién anterior esto es:

u(z) + a1 () (z) + a2(z)u(z) + f(z) =0 (5.8)

pero en este caso analizaremos condiciones de frontera de la siguiente forma:

asu(x™) + Bou/ (M) = 7o (5.10)

Dichas condiciones son conocidas como condiciones de frontera mixtas.

La similitud de la aproximacién con la solucién exacta depende bédsicamente de dos cosas la, primera es el
grado del polinomio que se emplea para interpolar y la segunda es el nimero de elementos en la que se divide
el espacio de dominio. Aunque obviamente a mayor numero de elementos o polinomios de interpolacién de
mayor grado brindan soluciones mas precisas su costo esta dado por la complejidad de calculo por lo que debe
encontrarse un punto de equilibrio entre estos factores segin el nivel de precisién que se necesite. Basicamente
el método de solucién se resume a continuacién:

5.2.4. Aproximacion mediante polinomios de grado 1 y multiples elementos

1. Discretizacion: Por tratarse en este caso de ecuaciones unidimensionales en espacio la discretizacién del
dominio se tratard simplemente de divisién en intervalos de la misma o de distinta longitud para el dominio
que se analiza. Cada uno de esos subintervalos representa un elemento y los nodos son simplemente los
puntos de los extremos de cada uno de los elementos.

2. Interpolacion: Por simplicidad de esta seccién vamos a considerar el polinomio de aproximacién més
sencillo que es un polinomio de grado 1 esto es vamos a suponer que una linea recta entre dos nodos es
una buena aproximacién a la solucién. Se tiene entonces la siguiente funcién de aproximacion:

Ue(z) =ax +b

ambos coeficientes a y b seran construidos de modo que @.(z;) = u; y que Ue(T;41) = uij+1 con estas
condiciones podemos definir la forma de a y b tenemos que :
. Tig1 — T . T —x; .
Ue(r) = a ~U; + g1 (5.11)
Ti+1 — X1 Tit1 — 21
= N;ju; + Nijp1Ui41 (512)

N; vy N;y1 son las funciones de interpolacién. Como se habia mencionado la solucién general en el domino
de interés esta dada por la suma de las soluciones de cada uno de los elementos en los que sea dividido el
dominio por lo que la solucién general de la ecuacién debe ser entonces de la forma:

donde:
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ni(z;) =0Vi#j
Se tiene entonces que n; es igual con 1 cuando se le evalta en el ¢ — ésimo nodo y vale cero para el resto

de los nodos, esto implica necesariamente entonces que:

N+1

() =Y ami(z;) =i
=1

3. Sustitucion: En esta parte vamos a sustituir la funcién de aproximacién dentro de la ecuacién diferencial
con esto vamos a obtener una funcién de residuo como lo hicimos anteriormente.

R(l‘,’al,ﬂg, ey ﬂN+1) =4+ al(a:)f/ + ag(.’L‘)ﬂ + f(l‘)

ahora que se tiene la forma de R procedemos a aplicar el criterio de Galerkin el cual requiere que:

gmaz
/ [@" + a1 (2)@ + az(x)a + f(2)|np(z)de =0V k=1,2,...N +1 (5.13)
min

El siguiente paso consiste en la reduccion de orden de la ecuacién anterior para lo cual basta con analizar
el primer término dentro de la integral

max max

/_ W'ng(x)de = [ﬂ'nk]immf/v a'ny(x)dx
zml'n/ x’nlln
max min e
= mplamen ROy ey MU [ g
2 1 pmin

al sustituir el resultado de esta integral en la ecuacién que teniamos originalmente se tendré la reduccion
de orden que se esperaba:

max

Y2 + aQU(xmam)

n (xmam) [ 52

J =@

min &
714'0‘1—“(“”)] - / [nk @ — npard’ — npazt — nyflde =0
T

B
Vk=1,2,...N+1
Ahora se sustituye @ por la funcién de aproximacién que se construy6 anteriormente para el lado derecho
de (5.20)con lo que se tiene que:

min

gmae N+1 N+1 N+1
/ _ [n}, E wn, — ngas g Win; — ngaz E win; — ng f|dx (5.14)
zmen i=1 i=1 i=1

Vk=1,2,...N+1
Por las propiedades de linealidad del operador ), podemos escribir (5.20) como:

N+1 pmae pma

(njni — arngnj — agngn;)da]d; — / ny fdx (5.15)

min pmin

i=1 x

usando este resultado y al unir todas las partes de la ecuacién podemos verificar facilmente que:

N+1 xmam xmam mazx
Z [/ (njn; — aingn; — agngng)de|d; = / ngfdx + ng(z™*) [WQQ—UW)
P pmin pmin B2
min
_ nk(xmzn)[’yl +a1u(x )}

b
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k=1,2...,N+1

A modo de tener una escritura mas compacta y de reordenar los términos de la ecuacién anterior in-
troduciremos la funciéon Delta de Kronecker la cual puede ser descrita como:

lsii=j

0sii#j
5ij =
con esto reescribimos la ecuacion anterior como:

N4+1 ZmaT

~ Qg oy
Z [/ (njyn; — arngn — azngng)dz]d; + Spn+1 - Un41 — Okt o1
= Jamin B2 B
72 7
= [ npfdr +0kni1-- — k1
/ 1By B

Vk=1,...,N+1

El uso de esta funcién es la que nos permite introducir las CF podemos reescribir el sistema de una manera

mucho mas compactas:
N+1

> Kty = F Yk =1,...,N +1 (5.16)
=1

o en una notacién mas compacta ain:

Ku=F
donde:
Ky = / (npn; — ayngnl — agngn;)dx + 5kN+1% — 5klﬂ (5.17)
wm,in 52 /81
Fi. = / ng fdx + ($]€1\[_i_1E — 5]@1& (518)
Iwnﬂn 62 ﬂl

Un método 1til para conocer la relacion entre los elementos del dominio y ver cémo estan conectados es
realizar una tabla de la topologia del sistema.

NUMERO DE NODOS

ELENMENTO LOCAL GLOBAL
1 1 1
2 2
2 1 2
2 3
3 1 3
2 . §
a 1 -
N-1 1 N-1
2 N
N 1 N
2 N+1
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Un grafico que puede ser de utilidad para elaborar la tabla es el siguiente:

#GLOBAL 1 2

w
S
w
=
0
—
=
=
+
-

21 21 21 2 1 21 2

| | l 1 | |

T |
{ J\ Y \ Y J\ Y /
| #ELEMENTO | . ' . '

_]_b—’
_1
_1

Y un esbozo de la forma de la matriz asociada puede ser también de utilidad para conocer la forma en
que se conectan los elementos del dominio en este caso y por tratarse con polinomios lineales tenemos la
siguiente forma

X X 0 0
X X X 0 0
k-]l 0 X X X o0

0 0 0 0 X X

Una vez que se tiene una idea de la forma que tiene la matriz podemos hacer las sustituciones en base
al desarrollo que habiamos venido construyendo sabemos entonces que la matriz asociada debe ser de la

forma:
Kn Kio 0 0 0
Ky Ko Kz 0 0
K=1|20 K3z Kizz Kz 0
0 0 0 0 Knyiv Kyiingr

Como podemos observar se trata de una estructura tridiagonal similar a las que habian sido analizadas
en los capitulos anteriores.

4. Ensamble: Ahora que se conoce la estructura de la matriz asi como la forma de sus elementos el siguiente
paso consiste en armar la matriz que servira para encontrar las incégnitas u; aunque es sencillo determinar
la forma general de las matrices resulta mucho mas ilustrativo considerar un caso en particular que por
sencillez resulta ser el caso en que se tengan solamente 2 elementos :

Zo ) z2 3 o z2 -
Fiidzay + Fiodxiio +0 — ﬂ—ul = ny fdxr — 67 (519)
1 1 1 1 1

T2 T2 x3 x2 T2 3
/ Fordzug + / Fosdzxis + / Fosdzxis + / Fosdxus = / no fdzr + / no fdz (5.20)
x1 x1 x2 x

x1 1 2

x3

T3 T3
0+ / Fisdziia + / Fogdriiy + 2y = / na fde + 22 (5.21)
T2 T2 ﬁQ To 62

Donde Fj, = njn) — ain;n), — asn;ng.
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Desde esta perspectiva podemos visualizar dénde se encuentran los términos relacionados con el primer y
con el segundo elemento respectivamente a partir de esta informacién disenamos las siguientes matrices:

k L= ( fz;m FlldI f;z Flng? )

[ Fode [ Fooda

ko — fmm?’ Fndx f;s Flgdl‘
€2 fj} Fgldx faiB FQQdI’

Las matrices k., son conocidas como las matrices de rigidez para el i — ésimo elemento vamos a expresar
estas matrices en términos de las funciones de interpolacién para esto definamos el siguiente vector de

interpolacion
(M
(%)

!/
N = N
= W
2
con esto y segun la construccion que habiamos desarrollado para las matrices de rigidez podemos rescribir-
las como:

por lo que:

T2
koy = N'N'T — gy NN'T — auNNT dz

x1

T3
koo = N'N'T — q;NN'T — aaNNTdz

Z2

El siguiente paso consiste en expandir las matrices de rigidez de cada elemento hasta que tengan la
dimensién de las matrices de rigidez global para el caso de dos elementos y con funciones de interpolacién
lineal la matriz de rigidez global es de orden 3 por lo que las matrices de rigidez de cada elemento son de

la forma:
f; Fiidx j;; Fiadz 0
kgl = le Fgldx f:L’1 Fggd.ﬁ 0
0 0 0
0 0 0
k92 = f;s Fiidx fjs Fiadz 0
fng FQldIL’ fz; F22d$ 0

escribimos entonces que kg = kg1 + kg2

De la misma manera construimos el lado derecho del sistema de ecuaciones mediante:

52 led.’li‘
felz ( flizszdI )

x

s led.’b

(1
feQ(fiSNQfdl‘)
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Dichas matrices son conocidas como matrices de carga y de manera similar a lo que se hizo con las matrices
de rigidez las matrices de carga deben ser de orden (3x1) para que el sistema de ecuaciones tenga sentido.

por lo que hacemos:
f;w N1 deC

fo = | 2 Nafau
0
0
foo= | Jp Nifda
fz; Ngfdx
escribimos entonces que fg = fg1 + fg2
Por dltimo agregamos las C.F. que se especificaron pero de igual manera a como se ha venido haciendo
deben ser escitas dentro de matrices de orden tres para poder operarlas dentro del sistema de ecuaciones
por lo que tenemos:

similarmente:

o

btg = 0
2
B2

finalmente el sistema de ecuaciones puede ser escrito de la forma:

Kgug =F¢ (5.22)

donde:
Kesg = kg+BTg (523)
Fg = fg+btg (524)

Podemos generalizar este resultado al caso de N elementos esto es muy sencillo ya que las matrices de
rigidez para el i-ésimo elemento tienen la misma estructura que las que acabamos de construir para 2
elementos esto es:

Ti+1
kei = / (N'N'T —a;NN'" — azNNT)d (5.25)

Zq

fo = / V) fde (5.26)

L

La ecuacion diferencial ordinaria que estamos analizando es un modelo bastante general sin embargo si
enfocamos nuestra atencion al caso en el que las a; son términos constantes tenemos entonces una ecuacion
diferencial lineal y en este caso podemos expresar los vectores de interpolacién N como:

Tif1—T
N = Tit1—T5 — i Tit1 — L
LT li T — T
Ti41—T4 E g
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Nuestra tarea consiste ahora en introducir las expresiones de los vectores de interpolacién en las ecuaciones
de las matrices de rigidez del ¢ — ésimo elemento con lo que obtenemos:

oo L1 1) _a =11 Cagly (201
e i\ -1 1 2 -1 1 6 1 2
De manea similar a como lo hicimos en los parrafos anteriores podemos expresar el sistema de ecuaciones
mediante:

Ki=F
donde:
N
K =Y kg + BT, (5.27)
=1
N
F=>" fg+0t (5.28)
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5. Condiciones de frontera: Segun fue dada la forma de las condiciones de frontera del problema que se esta
analizando no nos queda mas que insertar dicha condicién en el sistema de ecuaciones diferenciales lo que
modificaria ligeramente la matriz de rigidez global y la matriz de carga global como sigue:

10 0 0 0 i 2
Ko Koy Koz 0 0 - Us Fy
0 K3y K33 Kay 0 ) U3 - F3
0 0 0 0 Kyyiv Knipinit UN 11 Fyia

Con lo que forzamos al valor %1 a cumplir con la condicién de frontera.

6. Solucion: Una vez que se han desarrollado todos los elementos que nos permiten conocer la naturaleza
de la solucion de la ecuacién diferencial el siguiente paso consiste en resolver el sistema asociado para
esto se cuenta con infinidad de técnicas pero por ser esta un area de estudio de las técnicas numéricas
de solucién se hara uso de las mismas asi como de la ventaja de la estructura de la matriz que es una
matriz tridiagonal la cual es facil de manipular. Dejaremos por el momento de lado este punto pero
serd desarrollado en capitulos posteriores dedicados al los métodos numéricos de soluciéon de sistemas de
ecuaciones asi como su ejecucion mediante software de cédlculo.

5.2.5. Aproximacion mediante polinomios de grado 2 y multiples elementos

De manera similar a como lo realizamos con funciones de aproximacion lineales estudiaremos cémo construir
un sistema de ecuaciones para obtener una aproximacion a la solucién de la ecuacién diferencial pero mediante
el uso de polinomios de grado 2.

1. Discretizacion: Dado que continuamos trabajando el dominio de la funcién en una sola dimension la
dscretizacién consta simplemente de subintervalos de la misma o de diferente longitud. Sin embargo a
diferencia del caso de polinomios de grado uno para polinomios cuadraticos requeriremos un nodo més
por cada uno de los elementos podemos entonces considerar por simplicidad el punto medio de cada uno
de los elementos con lo que tendriamos 2n + 1 nodos.

2. Interpolacion: para este caso suponemos que una buena aproximacién a la solucién esta dado por:

e(2) = a + B + ya? (5.29)

Esta ecuacién debe pasar por los siguientes tres puntos: (x;, @;), (Ti+1, Uit+1), (Tit2, Ui+2) de aqui tenemos
que:

i = a+ Bz +ya? (5.30)
U1 = a4 BTip1 +725 (5.31)
Uivs = o+ Bripo+ 77, (5.32)

(5.33)

Con estas tres ecuaciones podemos determinar de manera tnica la forma de los parametros o, B y;v y
como lo hicimos anteriormente podemos expresar la funcién de aproximacién como:

ﬂe(x) = Nl(x)ﬁl + Ni+1($)ﬂi+1 + Ni+2($)’l]i+2 (534)
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donde:
() = (. — @iy1) (@ — Tito)
Ni() (i — @ig1) (@ — Tiga) (5.35)
) = (2 —z)(z — wig0)
NZH( ) (l‘z‘+1 xz)(xz—‘rl —$i+2) (5.36)
A (x —zi)(x —wit1)
NHQ( ) (ZH-Q xi)(xi—&-Q *$i+1) (5.37)

(5.38)

Con esto creamos el vector de interpolacién N asi que podemos conocer la forma del vector N’ derivando
cada una de las entradas del vector N con lo que obtendriamos:

2 — Tir1 — Tijg2
N! = + + 5.39
(@) (s — zip1) (25 — Tigo) (5.39)

2x — Ty — Ti+2

N/, . (z 5.40

() (g1 — 23)(Tig1 — Tig2) ( )
20— T; — Tigq

! oz LTt 5.41

HZ( ) (131'+2 - xi)($i+2 - $i+1) ( )

(5.42)

3. Sustitucion: Debemos tener en cuenta que cambia la dimension de la matriz de rigidez a matrices de orden

3z3 y también cambian los intervalos de integracién que ahora van de x; az;12 esto es:

Ti42 Ti42

kei = / (N'N'T —ayNN'T — ayaNNT)da fo; = / (N f)dzx (5.43)
T Ti

. Ensamblaje: El proceso de armado de la matriz de rigidez global es muy similar al que se realizo para
interpolacion lineal pero como ya se dijo se tienen matrices de rigidez para el i-ésimo elemento de dimensién
3 y para armar la matriz de rigidez global debe considerarse que traslapan la componente de la primer fila
y la primer columna de la matriz de un elemento con la componente del 3° renglén y la 3° columna por
lo que para una matriz con n elementos la matriz global es de orden (2n + 1) - (2n + 1) similarmente para
la matriz de carga la cual es de orden 3x1 para el ¢ — ésimo elemento y traslapan el primer y el tercer
elemento de cada vector para formar la matriz global de carga la cual es de orden (2n+ 1)1 emplearemos
la siguiente tabla para conocer como se conectan los nodos de algunos elementos:

NUMERO DE NODOS

ELEMENTO LOCAL GLOBAL
1 1 1
2 2
3 3
2 1 3
2 a
3 =
3 1 5
N-1 1 2N-3
2 2N-2
3 2N-1
N 1 2N-1
2 2N
3 2N+1
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Y un grafico que podria ser de utilidad para entender el concepto
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5. Condiciones de Frontera: Las condiciones de frontera se introducen al sistema del mismo modo que se
hizo en la interpolacién lineal

6. Solucion: Indudablemente la complejidad de cémputo del valor de la funcién en los nodos aumenta con-
siderablemente dado que la estructura de la matriz resultante ya no es una matriz tridiagonal pero esto
no implica que no funcione este método de interpolacién si no que hay que disenar o proponer algtin otro
esquema de programacién de software numérico para la solucién.

5.3. El ML.E.F. en problemas dinamicos

Una vez que se tiene una amplia panoramica de la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias mediante
el método de elemento finito podemos ahora enfocarnos en problemas donde la funcién incégnita tiene una
parte dependiente de tiempo y una parte dependiente del espacio en esta parte del texto nos enfocamos en la
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas de la forma:

ou 0%u ou

— =ap(®) == +a1(x)x— +ax(x)u+ f(z 5.44

= ao(w) 5 + () 5 + aa(e)u+ f(a) (544
Para simplificar nuestra notaciéon y como se hizo en otros capitulos cuando se trata més de una variable

independiente escribiremos u’ para denotar la derivada parcial de u con respecto a x y @ denotar4 la derivada

parcial de u respecto a t. con esta notacién escribimos entonces la ecuacién diferencial como:
U= apu” + arv + agu + f (5.45)

con las condiciones de frontera siguientes:

Consideraremos esta ecuacion con estas condiciones de frontera e iniciales para dar generalidad a los métodos
que se estudian para solucionar ecuaciones diferenciales posteriormente haremos énfasis en el modelo que nos
interesa junto con las ecuaciones de frontera que resulta ser solamente un caso particular de la ecuacién que
estamos por desarrollar.

Para determinar la solucién especifica de la ecuacion diferencial necesitamos dos condiciones de frontera tal
cual se hizo en los capitulos anteriores y una condicién inicial para determinar la parte de la ecuacion relacionada
con el tiempo expondremos entonces las ecuaciones de frontera como:

aru(z™m) + fru (™) = (5.46)

asu(z™*) + Bou (™) = 9 (5.47)
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Cabe senalar que esta es la forma mé&s general de las condiciones de frontera donde se tiene la funcién
evaluada en los puntos extremos asi como en su derivada sin embargo es suficiente conocer cualesquier dos de
ellas para determinar una solucién en especifico.

Como ya se dijo es necesario agregar una condicion inicial que es de la forma:

u(to, x) = ug(x) (5.48)

En particular se consideran tinicamente condiciones de frontera dadas por la funcién evaluada en ™" y
maT asi como de la condicién inicial.

El procedimiento de solucién para ecuaciones dindmicas es en extremo similar al procedimiento que se habia
estado desarrollando para ecuaciones estaticas salvo que en este caso es necesario revisar como va evolucionando
el sistema en funcién de los avances sucesivos en el dominio del tiempo. comenzaremos como en el caso anterior
por la discretizacion.

x

1. Discretizacion: Dado que la funcién sigue teniendo un dominio de una sola dimensién en espacio el tipo
de discretizacién no cambia siguen siendo intervalos de la misma o de distinta longitud. Por otro lado el
tiempo no serd discretizado si no que se usard la condicién inicial para resolver para intervalos de tiempo
de la misma o de distinta magnitud.

2. Interpolacion: En este caso las funciones de aproximacién seran construidas considerando no sélo el el
producto de funciones de interpolacién por el valor que se interpola si no por el valor que se interpola
relacionado con el tiempo en el que se evaliia expresamos esta idea mediante:

N+1

i, t) = ai(t)ni(x) (5.49)

i=1

3. Sustitucion: Antes de continuar sobre la formulacién de los elementos se sugiere un cambio de variable
que resulta muy conveniente para simplificar nuestras operaciones, haga:

aou” = (apu’) — aju’

Haciéndose notar que mediante la regla de la cadena se puede verificar la validez de esta transformacién
ademds esta fue diseniada asi para poder escribir (5.51) como:

= (apu') + (a1 — ap)u' + agu + f (5.50)

Una vez que se reformulé la forma en que se presenta nuestra ecuacion diferencial podemos proseguir con
el procedimiento conocido para conocer la solucién del problema asi que como sabemos se tiene la funcién
de residuo dada por:

R(z,t, ) = (aot’) + (a1 — ab)i + axti + f — i (5.51)

Sabemos que el criterio de Galerkin requiere que la funcién de residuo sea ortogonal a las funciones de
peso por lo que se debe cumplir que:

max

/ Rnypdzr =0 (5.52)

Vk=1,2,...,N +1 o lo que es lo mismo:

max
x

[(ao@) + (a1 — af)@’ + as@i+ f — @|ngdr =0 (5.53)

pmin
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Similar a como lo habiamos hecho vamos resolver la integral del término con derivada de orden dos solo
para reducir el orden de la ecuaciéon que queremos resolver tenemos entonces que:

max .max

T x

‘ (apt') ng de = [aoﬂ’nk]z:f— _ aopt'n.dx
gmin gmin
A ‘ U
= [ao@ ()i ()] = [ao@ (™" )ng(z™")] —/  aot'njdx

max

= agny, (™) [%Z(w‘“)} —aonk(mmi")[%ﬁm")] — 5 agiinda

Al insertar este resultado en (5.59) se tiene:
pman
[aot'ny, — (a1 — ag)@'ni — agting — frg + nip]de =
pmin

Yo — aou(x™F)

fa

1 — agu(z™mn)

A )

agng (™) [ ] — agng(z™") [

Vk=1,...,N+1

Considere ahora tnicamente el integrando de la ecuacién anterior insertamos la funcién de interpolacion
que construimos en la ecuacion anterior con lo que obtenemos:

gmaw N+1 N+1 N+1 N+1
_ [aony, ( Z anj) — (a1 — ag)m( Z ang) — azmny( Z an;) — fru, 4 Z un;)|dx  (5.54)
LA i=1 i=1 i=1 i=1

Como lo hicimos anteriormente hacemos uso de las propiedades del operador > con lo que podemos
escribir la ecuacién anterior como:

N+1 N+1 gmav gpmaz

Z [/ _ (agnin; — (a1 — ag)ngn; — agngn;)dz|; + Z [/ (ngn;)dx) U —/ ng fdz (5.55)
=1 Jamr -1 Yz

pmin
Reunimos los elementos de nuestra ecuacién y utilizamos la funcién Delta de Kronecker para simplificar
nuestra ecuacion.

min

N+1 pmaT

- Qo Qa1 .
Z [/ (aonfcng - (al — ag)nkng — aznkni)d:n] u; + aoékN+1iuN+1 — aoékl—lul
2L fpin B, B
N+1 gmez ) gmaz 62 71
+ Z [/ (ngn;)da] y = / ngf dr + agdpn+1— — aodk1 -
=1 pmin pmin /62 ﬂl
Vk=1,...,N+1
Reescribimos mediante el sistema de ecuaciones
Aii+ B =q (5.56)

donde:
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max

r « «
Ay = / ‘ (aonyni; — (a1 — ag)ngn; — agngn;)dx + aodkn+1 FzﬂN+l — aoli1 B—iﬂl (5.57)
Bii = / (rnpems)dz(5.58)
xmi’n
- e 02 Y1
w= [  nfde+ ao5kN+1E - ao5k1T (5.59)

4. Ensamblaje: En este caso se tienen matrices similares a las que se tenian en el caso estatico es decir la
dimension de éstas se relaciona directamente con el grado del polinomio que se eligiera para aproximar
asi como del numero de elementos en los que se subdivida el dominio de cualquier manera es necesario
construir matrices de la forma:

A = Y K,+BT

B = ng
q = qu+bt

Dichas matrices son el resultado de la suma de matrices de cada uno de los elementos expandidas al orden
que sea necesario segun el nimero de elementos en que fuera dividido el dominio en este caso se han
considerado n elementos por la que las matrices tendrian las siguientes dimensiones:

Ac M(n+1)(n+1)

B e M+

g € M+

Tenemos entonces que las matrices de rigidez y de carga par cada uno de los elementos estan dadas por:

max

ke = / (aoN'N'"" — (a1 — al)) NN — a; NN dx (5.60)
rmin
me = / ~ NN"dz (5.61)
Me :/ N fdx (5.62)
a1 (t)
—aoGy 0 0 0 0
BTg=]| 0 0 0 ... 00
Olz(t)
0 0 0 0 aogiy

similarmente:
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Y1 (t)
—a03,(7)

btg = :
0

t

a0 (3

5. Condiciones de Frontera: Son insertadas de manera natural como se hizo en el caso estatico es decir son
insertadas en las matrices de masa y de rigidez forzando al sistema a cumplir con dichas ecuaciones.

6. Solucidon: La solucién de estas ecuaciones requiere de la combinacion de técnicas de elemento finito junto
con las de diferencias finitas ya que como se dijo antes la parte relacionada con el tiempo serd resuelta
mediante el esquema de diferencias finitas. basicamente tenemos la tarea de resolver sistemas de la forma:

Mi+ Ka= f (5.63)

5.4. Aplicacién del M.E.F. en la ecuacion unidimensional de calor

Como ya habifamos dicho la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes puede ser transformada en la
ecuacion de calor por lo que en este apartado mostraremos cémo emplear el método de elemento finito para
resolver la ecuacion diferencial parcial de calor con las condiciones de frontera que derivamos en capitulos
anteriores obtenidas en base a la teoria de las opciones financieras. utilizaremos la misma metodologia que
habiamos venido empleando para la ecuacién diferencial parcial parabdlica genérica con la que se habia estado
trabajando y utilizaremos los resultados que se obtuvieron en la seccién anterior. esta seccion sera dividida en
dos apartados en el primero de ellos se emplean funciones de aproximacién lineal y en el segundo funciones
de aproximacion cuadraticas esto con el fin de visualizar diferencias en la precisién y otras que pudiéramos
destacar.

5.4.1. Uso de funciones de aproximacién lineal.

1. Discretizacion: Se van a considerar M elementos de la misma longitud para dividir el dominio de valores
que para el caso de modelo de valuacién de opciones representa la gama de precios del activo subyacente
es importante mencionar que aunque este dominio esta acotado por cero hacia la izquierda e co hacia la

derecha sera truncado a un intervalo finito ™" a 2™%* que sea de interés para los inversionistas.

2. Interpolacion: Esta vez se empleara interpolacién lineal para cada uno de los elementos los cuales seran
enumerados de 1--- M esto implica que se tendran M + 1 nodos por lo tanto como se vera en lo sucesivo
podemos adelantar que nuestra tarea consistird en resolver sistemas de ecuaciones lineales de orden M + 1

3. Sustitucion: Emplearemos el andlisis que elaboramos en la seccién anterior para determinar facilmente la
forma de las matrices de rigidez y de carga para cada uno de los elementos.
Se propuso emplear interpolacion por medio de lineas como lo muestra el diagrama:
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Aproximacion
mediante
funciones lineales

VALOR DEL
DERIVADO

Ya conocemos la forma de las funciones base por lo tanto conocemos la forma de los vectores de interpo-
lacién y dado que los elementos son de la misma longitud podemos escribirlo como:

Ti41—X
N_<—*—>_i<—>
I N T BT T — 1

3

Tip1—T5 ZZE
de donde:
S e
Iy 1

= az(z) = 0 por lo que las matrices para

4. Ensamblaje: Para la ecuacién de calor se tiene que f(x) = a1 (x)
cada uno de los elementos estd dado por:

LTi+1
ke = / N'N'"dx (5.64)

i
al desarrollar esta expresion tenemos que:

Ti41 2ttt *,1
1 aT!T _ f -1 1
N'N*dx = /x (i)*(l% l%)da@

Z; k3
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De igual modo para la matrices de carga tenemos que:

Ti41
7ne:t/ NNTdx (5.65)
T
Desarrollando se tiene:
Tit1 1 = 1
/ NNTdz = ‘<x1+1 m)*»($i+1—x . T )
z; Ig L =i I
~ (L ( (%41 —2)° (Ti41 —z)(x — ;) >
I (z —2)(Tip1 — @) (z — )

Entonces al desarrollar la integral del primer elemento del producto de estas matrices se tiene:

Ti4+1 R _ 1 Ti41
/ (=T = (7)2/ (i1)? = 2wig1 - 2+ 2Pda

1 .

- ( i )z(l’z’-s-l *Ii)d

311,

_ g

3

_ Tmaz — Tmin

B 3% M

al desarrollar de manera andloga los otros tres elementos de la matriz podemos encontrar la siguiente

forma de la matriz de carga:
rmeT _ xmin 2 1
mE_G*M(l 2) (566)

Por ultimo para el caso particular de la ecuacién de calor tenemos que:
ge =0 (5.67)

En este punto es prudente recordar cudl es el tipo de sistema que pretende resolver tenemos entonces
segun lo que analizamos en las secciones anteriores que resolver el sistema:

A4+ Bii=0 (5.68)

Ahora se puede construir la matriz de rigidez global A pero primero trataremos de conocer la estructura
que tendra dicha matriz nos auxiliaremos del diagrama elaborado en la seccién anterior para conocer como
se relacionan los elementos tomando en consideracién que se tienen ahora M elementos, igual a como ya
lo se habia visualizado el nodo izquierdo de los elementos coincide con el nodo derecho del elementos
adyacentes de hecho son el mismo por lo que podemos adelantar que el valor del segundo renglén y la
segunda columna de las matrices de rigidez de cada elemento se traslapan con el valor del primer renglén y
la primer columna de la matriz de rigidez del elemento adyacente al colocarlas en la matriz global, dichas
matrices quedan expresadas como:
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1 -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0 0
o -1 2 -1 0 0 0 0
0 0o -1 2 -1 0 0 0
A= % : : : : : : : : : (5.69)
z - o -~ 0 -1 2 -1 0 0 0
0 0 0o -1 2 -1 0 0
0 0 0 0o -1 2 -1 0
0 0 0 o --- 0 -1 2 -1
0 0 0 0 0 0o -1 1
Algo similar ocurre en la matriz de carga B la cual expresamos mediante:
2 1 0 0 0 0 0 0
1 4 1 0 o --- 0 0 0
0 1 4 1 0 0o - 0 0
0 0 1 4 1 0 o --- 0
P s L T S S S S S S 570
6% M 0O -~ 0 1 4 1 0 0 0 (>70)
0 0 0 1 4 1 0 0
0 0 0 1 4 1 0
0 0 0 0 0 1 4 1
0 0 0 0 0 0 1 2

5. Condiciones de Frontera e iniciales: Como se ha venido haciendo las condiciones de frontera y la condicién
inicial seran insertadas en las matrices globales que acabamos de construir forzando al sistema a cumplir
con las mismas recordamos que se tenian como condiciones que:

a)

u($7 0) = max(e%(k‘*‘l)x — e%(k—l)x’ O)

u(z™", 1) — 0 cuando ™" — 0

1 1 2
u(mmam’T) - ez(k+1)z+4(k+1) T cuando ™ — oo

Aunque ain es necesario realizar algunos ajustes a las matrices globales asi como ciertas operaciones
algebraicas que se mostraran a detalle posteriormente es esta la forma de resolver nuestro problema
original es conveniente volver a mencionar que la parte dependiente en tiempo de nuestro problema sera
discretizada mediante el método de diferencias finitas.

6. Solucion: Dejaremos el algoritmo de solucién para un apartado posterior por ahora nos limitamos a
asegurar que los sistemas por resolver son de sistemas tridiagonales de orden M + 1 El siguiente diagrama
puede ser de gran ayuda para visualizar el tipo de sistema que vamos a resolver:
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ymax _ ymin

oM

xmax 2E xmm

A
T
o

5.4.2. Uso de funciones de aproximacién cuadraticas.

1. Discretizacion: Al igual que en el apartado anterior se van a considerar M elementos de la misma longitud
para dividir el dominio de valores que sea de interés para los inversionistas.

2. Interpolacion: Esta vez se empleard interpolacion cuadratica para cada uno de los elementos los cuales
seran enumerados de 1--- M esto implica que se tendran 2M + 1 nodos por lo tanto como se vera en lo
sucesivo podemos adelantar que nuestra tarea consistird en resolver sistemas de ecuaciones banda cuyo
ancho de banda sera cinco y de orden 2M + 1.

3. Sustitucion: Emplearemos el andlisis que elaboramos en la seccién anterior para determinar facilmente la

forma de las matrices de rigidez y de carga para cada uno de los elementos.
Se propuso emplear interpolacion por medio de funciones cuadraticas como lo muestra el diagrama:

Valuacion de una opcién de compra (CALL)

Aproximacion
mediante funciones .'

Valor del cuadraticas

Derivado

v

Valor del

Subyacente
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Ya conocemos la forma de las funciones base por lo tanto conocemos la forma de los vectores de interpo-
lacién y dado que los elementos son de la misma longitud podemos escribirlo como:

((Z*Ii-ﬂggmfﬂiwz))
Ti—Ti41 )(Ti —Tif2
_ (ﬂﬂ—m)(fﬂ—zw;g

N = (Tit1—2:)(Tit1—Ti42)
(z—zi)(x—mit1)

(@it2—2i)(Tit2—Tit1)

de donde:
2r—Ti41—Tip2
(wi—xip1)(Ti—Tiy2)
N = 20—T;—Tiy2
- (@it1—2:) (Tit1—Tit2)
20—x; —Tiq1

(Tit2—xi)(Tit2—Tit1)

4. Ensamblaje: Para la ecuacién de calor se tiene que f(z) = a1(x) = az(z) = 0 por lo que las matrices para
cada uno de los elementos estd dado por:

Ti42
ke = / N'N'Tdg (5.71)

k3
al desarrollar esta expresién tenemos que:

iin [ N{Njdz [T N]N[ de [T NN ode
/ N'N'Tdz = fi;“ N, Njdx f;’” N{\N{ dx f;:“ N{ N odx

T 1+2 i+2 1+2

‘ f " N oNjdx f " Nzl+2 Ny dx fx " NiioN{ odz

Para desarrollar estas ecuaciones es conveniente emplear un cambio de variable que nos permita resolver
todas estas integrales con facilidad .Dado que las integrales que forman la matriz difieren solamente en los
limites de integracion esto es el integrando es similar para cada uno de los elementos de las matrices de
rigidez se propone construir un cambio de variable que transforme la regiéon de integracién a una regién
normalizada esto es:

Dominio de Integracion

Asi pues el cambio de variable propuesto es:

2r — (.’L’H_Q + LTJZ)
Tiy2 — T

¢ = (5.72)
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(5.81)

Una vez que se conoce el cambio de variable es necesario expresar las funciones de interpolacion en funcién
de la nueva variable £ para esto tenemos que considerar una vez mas la forma de la funcién de aproximacién
que habiamos venido empleando:

w(z,t) = ui(t)Ni(8) + tip1 (t)Nig1(8) + tit2(t)Nig2(E) (5.73)
Sabemos también que:
Ni(&5) = dij
donde & = —1,& = 0,& = 1 Resolviendo el sistema de ecuaciones que construimos a partir de esta

informacién obtenemos las siguientes funciones de interpolacion:

N =Y (5.74)
Nij(§)=1-¢€ (5.75)
Nea() = $E 71 (5.76)

Por ultimo necesitamos expresar la funcién integradora en términos de la nueva variable £ para esto

observamos que
Az i

2
donde Ax; = x;49 — x; asi que empleando toda esta informacién tenemos que:

dz

d¢ (5.77)

Tit2 1
| VN = - [ NNy (578)

i

Podemos con esto construir una forma estilizada y facil de manipular de las matrices de rigidez de cada
uno de los elementos que sean considerados :

7T -8 1
M
k’e = ?,T'WL’—"”'TL *8 16 *8 (579)
(@mer—amm) \ g 7
De igual modo para la matrices de carga tenemos que:
Tit2
me = / NNTdz (5.80)

Desarrollando se tiene:

i+2 f;vi+2 NlNldSC f;jJrQ NZ‘NH_ldI' f;z‘+2 NZ'NH_QdI’

x i : Ui
/ NNTdx = f:;l“ Niy1Ndz fg;”z Niy1N;p1dx fa;l” N; 1 N;iodx
Ti fzil+2 N;ioN;dx fxiH—Q N1‘+2Ni+1d$ fz;_ﬂ Ni+2Ni+2d1:

Para resolver estas integrales empleamos la misma tecnica que empleamos en las matrices de rigidez pero
es necesario realizar ciertas dapataciones con lo que obtenemos:

J O RGO (5.52)

i
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Asi obtenemos la siguiente matriz de carga de un elemento :

mazxr __ ,.min 4 2 -1

Mme=—" | 2 16 2 (5.83)
30M I

Por 1ltimo para el caso particular de la ecuacién de calor tenemos que:
ge =0 (5.84)
Entonces segtin lo que analizamos en las secciones anteriores se tiene que resolver el sistema:
Al +Bu=0 (5.85)

Una vez mas el siguiente paso es construir la matriz de rigidez global A pero primero trataremos de conocer
la estructura que tendra dicha matriz nos auxiliaremos del diagrama elaborado en la seccién anterior para
interpolacion mediante funciones cuadraticas y de ahi conocer cémo se relacionan los elementos tomando
en consideracion que se tienen M elementos, igual a como ya se habia visualizado el nodo izquierdo de los
elementos coincide con el nodo derecho del elementos adyacentes de echo son el mismo por lo que podemos
adelantar que el valor del tercer rengléon y la tercer columna de las matrices de rigidez de cada elemento
se traslapan con el valor del primer renglén y la primer columna de la matriz de rigidez del elemento
adyacente al colocarlas en la matriz global.dichas matrices quedan expresadas como:

7T -8 1 0 0 0 0 0

-8 16 -8 0 o --- 0 0 0

1 -8 14 -8 1 o --- 0 0

0 0 -8 16 -8 0 0 0

A= L : : : : : : : : : (5.86)

J(amar —gmim) f g ... 0 -8 14 -8 1 0 0

0 0 0 -8 16 -8 O 0

0 0 o --- 0 -8 14 -8 1

0 0 0 o -~ 0 -8 16 -8

0 0 0 0 o -~ 1 -8 7

Algo similar ocurre en la matriz de carga B la cual expresamos mediante:
4 2 -1 0 o --- 0 0 0
2 16 2 0 o --- 0 0 0
-1 2 8 2 -1 0 --- 0 O
0 2 16 2 0 0o - 0
mar — g : : : : : : : o
b 30M 0 - 1 2 8 2 -1 0 0 (587)
0 0o --- 0 2 16 2 0 0
0 0 o --- -1 2 8 2 1

0 0 0 0o --- 0 2 16 2
0 0 0 0 o -~ -1 2 4

5. Condiciones de Frontera e iniciales: Como se ha venido haciendo las condiciones de frontera y la condicién

inicial seran insertadas en las matrices globales que acabamos de construir forzando al sistema a cumplir
con las mismas recordamos que se tenian como condiciones que:

a)

u(z,0) = max(e%(’“ﬂ)x _ e%(k71)m’ 0)
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b) '

u(z™", 1) — 0 cuando ™" — 0

c)

max x

(+D)e+3 DT ando £ 5 0o

1
u(z™¥, 1) — e2
Aunque adn es necesario realizar algunos ajustes a las matrices globales asi como ciertas operaciones
algebraicas que se mostrardan a detalle posteriormente es esta la forma de resolver nuestro problema
original es conveniente volver a mencionar que la parte dependiente en tiempo de nuestro problema sera

discretizada mediante el método de diferencias finitas.

6. Solucion: Dejaremos el algoritmo de soluciéon para un apartado posterior por ahora nos limitamos a
asegurar que los sistemas por resolver son de sistemas pentadiagonales de orden 2M + 1 El siguiente
diagrama puede ser de gran ayuda para visualizar el tipo de sistema que vamos a resolver:

yMax _ ymin

3(ume - ymin) 30M

S
11
o
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5.4.3. Uso de funciones de aproximacién cubicas.

1. Discretizacion: Al igual que en los apartados anteriores se van a considerar M elementos de la misma
longitud para dividir el dominio de valores que sea de interés para los inversionistas.

2. Interpolacion: Esta vez se empleard interpolacién cibica para cada uno de los elementos los cuales seran
enumerados de 1--- M esto implica que se tendrdn 30 + 1 nodos por lo tanto como se verd en lo sucesivo
podemos adelantar que nuestra tarea consistird en resolver sistemas de ecuaciones banda cuyo ancho de
banda sera siete y de orden 3M + 1

3. Sustitucion: Emplearemos el analisis que elaboramos en las secciones anterior para determinar facilmente
la forma de las matrices de rigidez y de carga para cada uno de los elementos.
Se propuso emplear interpolacién por medio de funciones cuadraticas como lo muestra el diagrama:

Valuacion de unaopcién de compra (CALL)

Aproximacion
mediante funciones R

Valor del cubicas
Derivado

A

Valor del

Subyacente

Ya conocemos la forma de las funciones base por lo tanto conocemos la forma de los vectores de interpo-
lacién y dado que los elementos son de la misma longitud podemos escribirlo como:

(E=2iy1)(@—Tit2)(T—Tiys)
(xi—mit1)(@i—zit2)(Ti—Tit3)

(=) (T=Diy2)(T—Tit3)
(Tit1—2i)(®it1—Tit2)(Tit1—Tit3)

(z—zi) (z=Tiy1)(T—Tit3)
(Tit2—2i)(Tit2—Tit1)(Tit2—Tits)

(=) (=Dit1)(T—Tit2)
(Tir3—zi)(@it3—Tit1)(Tit3—Tit2)
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de donde:

(E—zip ) (@—2it)+(@=Tip1)(@=Tits)+(@—Tiy2)(@—Tiy3)
(ﬂCi—£Ei+1)($i—-’£i+2)(ﬂcqz—9€zﬂ+3)

(@—zi)(@—2it2)+(@—2i)(@—2iy3) +H(@—Titp2) (T—Tiys)
(Tip1—zi)(@ip1—@it2)(@it1—Tig3)

r_
N = E—zi)(@—zip1)+(@—zi)(@=Tiy3)+(@—Tit1) (T—Tiys)
(@iyo—m:)(@ire—Tiv1)(@ira—Tits)

E—zi)(@—zip1)+(@—zi)(@=Tig2)+(@—Tit1) (T—Tiy2)
(ﬂci+3—$i)(xi+3—9€i+1)(ﬂcqz+3—$i+2)

4. Ensamblaje: Para la ecuacién de, calor se tiene que f(x) = ai(x) = as(z) = 0 por lo que las matrices para
cada uno de los elementos esta dado por:

Tit3
ke = / N'N'T dx (5.88)

x;
al desarrollar esta expresién tenemos que:

o NINjde [T N]Nfgde o [P0 NN ode [0 NN pd

Ti43 / / Ti43 / / Ti43 / / Tit3 ! /
/zm o fxi NiNidx fa: NiyiNipde fxi Niy1Nijode fxi Ni1Nipgda
N'N"dx =
i Tit3 / / Tit3 / / Ti43 / / Zi43 / /
’ SN Njde - [0 N N yde [ NI NY pda [T N, N gda

x4 T

Tit+3 / / Ti43 / / Ti43 / 4 Tit3 ! /
[ N gNdz [ N] g Nfde o [0 N N pdae [0 N g N gda

xT T4

(5.89)

de la misma manera que en la seccién anterior se emplea la técnica de cambio de variable:
2 — (2407
£— (Zitomi) (5.90)
Tit2 — &4

Y también aqui es necesario expresar las funciones de interpolacién en funcién de la nueva variable £ para
esto tenemos que considerar una vez mas la forma de la funciéon de aproximacién que habiamos venido

empleando para interpolacién ctibica:

U(x,t) = ui(£)Ni(8) + i1 (t)Nig1(§) + wir2 (1) Niv2(§) + wirs(t)Nivs(§) (5.91)
Sabemos también que:
N; (fj) = 5ij
donde & = —1,& = f%, &3 = %, &4 = 1 Resolviendo el sistema de ecuaciones que construimos a partir de

esta informacién obtenemos las siguientes funciones de interpolacién:

No(g) = 26D DELY (5.99)
Nepo() = 2-EEHDEXD (594)
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No(g) = B DB DERY (5.95)

Por 1ltimo necesitamos expresar la funcién integradora en términos de la nueva variable £ para esto

observamos que

Az;
de = ; d¢ (5.96)
donde Az; = x;43 — x; asi que empleando toda esta informacién tenemos que:
Ti43 2 1
J R O el B AGRAIGLS (597)
x5 i J-=1

Ahora ya podemos conocer la forma de las matrices de rigidez de cada elemento

148 —189 54  —13
M —189 432 —297 54

ke = 40({1)7”&%' _ mmin) 54 —297 432 —189 (598)
~13 54 —189 148

De igual modo para la matrices de carga tenemos que:
Tit3
Me = / NNTdx (5.99)
x;
Desarrollando se tiene:

Jo P NiNdz [P NiNigade [0 NiNigoda [0 NiNiygda

) Tit3 Tit3 Tit3 Tit3
i+3 fz g Ni+1Nidx f K Ni+1Ni+1d$ fw NiJrlNiJ,»Qd.r fz; Ni+1Ni+3d{E

/ NNTdg = ‘ " '
i f;ii% NiyoNidz  [77° NijpoNipida f;:” NiyoNiyodx f;ii% NiyoNiy3dx

T4

Tit3 Ti43 Ti+3 Tit3
fx Ni+3Nid(E fx Ni+3Ni+1dl‘ fxl Ni+3Ni+2d£L’ fx@ Ni+3Ni+3d$

i i

(5.100)

Para resolver estas integrales empleamos la misma técnica que empleamos en las matrices de rigidez pero
es necesario realizar ciertas adaptaciones con lo que obtenemos:

Ti42 A.’El 1
I AR GRAGEE (5.101)
xZ; —
Asi obtenemos la siguiente matriz de carga de un elemento :
16 33 _3 19
105 280 70 840
33 27 27 _ 3
, 280 35 280 70
pmaT _ pmin (5 102)
Me = 3 27 27 33 .
2M ~7 T30 3 280
19 _3 33 16
840 70 280 105
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Por ultimo para el caso particular de la ecuacién de calor tenemos que:

Entonces segin lo que analizamos en las secciones anteriores se tiene que resolver el sistema:

Qezo

A+ Bi=0

71

(5.103)

(5.104)

Una vez maés el siguiente paso es construir la matriz de rigidez global A pero primero trataremos de conocer
la estructura que tendréa dicha matriz nos auxiliaremos del diagrama elaborado en la seccién anterior para
interpolaciéon mediante funciones cuadraticas y de ahi conocer cémo se relacionan los elementos tomando
en consideracion que se tienen M elementos, igual a como ya lo se habia visualizado el nodo izquierdo de
los elementos coincide con el nodo derecho del elementos adyacentes de hecho son el mismo por lo que
podemos adelantar que el valor del tercer renglén y la tercer columna de las matrices de rigidez de cada
elemento se traslapan con el valor del primer renglén y la primer columna de la matriz de rigidez del
elemento adyacente al colocarlas en la matriz global. Dichas matrices quedan expresadas como:

148
—189
54
—13
A= M - :
40(xmam zmin) 0
0
0
0
0

—189
432
—297
o4

cococooco -

0
0
0

—189

54 -13
—297 54
432 189
—189 296
.. 0

0 ...

0 0

0 0

0 0

0
0
0

o4

0
—13

54 =297 432
—13

0
0

o4
0

—189
0
0
0

Algo similar ocurre en la matriz de carga B la cual expresamos mediante:

16
105

33
280

maxr __ ,.min

2M

33
280

27
35

27
280
_3
70

19
840

_3
70
33
280

32
105

0

33
280

70

840

0

3
70
_ 27
280

70

19
840
27
35

33
280

19
840

0

—189
296
—189
54
—13

280

o

—189
432
—297
54

33
280

o o oo

0
54
—297
432
—189

o o oo

0
—13
54
—189
148

5. Condiciones de Frontera e iniciales: Como se ha venido haciendo las condiciones de frontera y la condicién
inicial seran insertadas en las matrices globales que acabamos de construir forzando al sistema a cumplir
con las mismas recordamos que se tenfan como condiciones que:
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U({E, 0) = max(e%(k'*'l)w _ e%(k—l)w7 0)

u(z™", 1) — 0 cuando ™" — 0

¢)

1 1 2
U(l‘mam,T) _)62(k+1):v+4(k+1) T cuando ™ — oo

Aunque ain es necesario realizar algunos ajustes a las matrices globales asi como ciertas operaciones
algebraicas que se mostrardn a detalle posteriormente es ésta la forma de resolver nuestro problema
original es conveniente volver a mencionar que la parte dependiente en tiempo de nuestro problema sera
discretizada mediante el método de diferencias finitas.

. Solucion: Dejaremos el algoritmo de solucién para un apartado posterior por ahora nos limitamos a

asegurar que los sistemas por resolver son de sistemas heptadiagonales de orden 3M + 1 El siguiente
diagrama puede ser de gran ayuda para visualizar el tipo de sistema que vamos a resolver:

Y ()
M xmax - xmin A.«
40 - yiny M Ut 0




Capitulo 6

Valuacién de Opciones sobre Activos
que Cotizan en B.M.V.

6.1. Metodologia

En este apartado se aplicardn los tépicos que se revisaron en los capitulos anteriores y se va a emplear
informacién real obtenida desde los mercados bursétiles en México, lo anterior con la finalidad de visualizar una
aplicacién concreta y real de los métodos de valuacion de opciones. La metodologia que se va a emplear es la
siguiente:

1. Emplear la informacién que se conoce sobre el esquema de negociacién de derivados en México.

2. Recabar la informacién para poner en practica los métodos que se han desarrollado esto es:

a) Andlisis de la informacién mediante los programas de cémputo que se desarrollaron en este trabajo.

b) Gréaficas y evaluacién de los Resultados.

73
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6.2. Aplicacién No. 1
Valuacién de Opciones sobre América Mévil (Telcel)

Este ejemplo sirve para mostrar cémo obtener la informacién financiera de algin activo subyacente que
permita entonces, la valuacién de opciones sobre dicho activo, se muestran las fuentes que fueron consultadas
y el modo en que debe interpretarse esta informacién para que sea de utilidad, posteriormente se emplean los

métodos numeéricos de valuacion que se desarrollaron a lo largo de la tesis y se describe como debe interpretarse
los resultados.

6.2.1. Captura de Informacién
Selecciéon del Activo Subyacente:

Se elige un activo financiero cuya informacién financiera sea de dominio publico para esto es necesario
ingresar a la pagina de internet del mercado mexicano de derivados e ingresar en la pestana de productos en el
link de contratos de opcion en la que va a aparecer una pagina similar a la que muestra la imagen:

/2 Bolsa de Derivados - Windows Intemet Explorer - [Trabajar sin conexién] X

@ S £ http://www.mexder.com.mx/MEX/Contratos_Opciones.html v |42 | X [ Live Search P
= _ —

Google|Gi» E|x« (D B v | 92 Marcadoresw 6 bloqueadns‘ "% Corrector ortogréfico v | e Enviarav. () Configuracién~
w ok 35H§Bolsa de Derivados X | 8 Google | ‘ '-} v B) v s v |- Pégina v ((} Heramientas v

V

l

25 Octubre 2008 / 7:12 PM

INFORMACION GENERAL  MEXDER ASIGNA PRODUCTOS MARCO REGULATORIO EDUCACION INFORMACION DE MERCADO

ENGLISH VERSION

Buscar

CONTRATOS LISTADOS EN MEXDER

CONTRATOS DE OPCION CLAVE ESPAfIOL ENGLISH

re Futuros del Indice de
ones de la BMV

INDICES P

()
[ i)

12}
i

ACCIONES América Mavil L
Cemex CPO e = =~
Walmex V o~ B2 2
WA =
Naftrac
laftrac - & ‘:
ETFs Términos Especificos ETF's = 2
“Nasdaq 100-Index Tracking StockS"* aa - I~
aaqas™ = =

iShares S&P 500 Index&” IVV

(%)
it}
“

k4 @ Interet | Modo protegido: activado H100% v

Figura 6.1: Pagina del MexDer

Esta pagina despliega la informacién sobre los contratos de opcién que se comercializan en México asi como

del tipo y razén social del activo subyacente al que pertenecen, asi entonces se selecciona uno de ellos, en este
caso:

= AMERICA MOVIL, S.A.B. de C.V.
serie L
Clave en Bolsa: AX

Empresa relacionada con los servicios de telecomunicaciones
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Una vez seleccionado el activo subyacente se puede emplear la informacién que brinda la pagina de la bolsa
mexicana de valores sobre el estado del activo que estamos investigando, para ello es necesario ingresar a la
pagina y navegar en link de las empresas emisoras una vez ahi es posible ubicar rapidamente la informacién
relacionada con el desempeno de la empresa propietaria de las acciones y de este modo podemos consultar la
estabilidad de sus precios asi como el estado actual de la compania esto con el fin de ir formando un criterio
sobre el tipo de riesgo al que se va a enfrentar un inversionista.

Ya que se tiene una primera impresién del comportamiento del activo que se estd examinando es necesario
elaborar una andlisis detallado del historial del activo, por lo anterior es necesario emplear una pagina de
Internet que resulta de gran utilidad en este tipo de aplicaciones ya que esta nos brinda el historial del activo
en un formato apropiado para su andlisis estadistico mediante una hoja de calculo de ”Microsoft Fxcel” asi que
ingresamos a la pagina de yahoo finanzas la cual posee un link de inversiones donde basta con ingresar la razén
social de la empresa que estamos investigando para que nos brinde la informacién. Con esta informacién se
elaborara una grafica (figura[6.2]) que muestra el comportamiento del activo.

Comportamiento del Subyacente

$54.00

e I\
$51.00 M / A
AN/

$50.00 ¥ .\1
$49.00 \

$48.00

|

Precios

—4—Valor de las Acciones
$47.00

$46.00

$45.00

$44.00

P PSP
&

o & & &
& & 8 & & &
& s )

0 0 08 0

® B S S Y
& & $ FFLFTLFLFL L $
WA G A WA G CaR a VAR GIR VR A Ui
S S S s s S P
ST QS ST A QUG BT gV s g Y o b )

Fecha

Figura 6.2: Historial de los precios del activo

Una vez capturada esta informacién podemos estimar el valor de la volatilidad del activo que se estd anal-
izando, aunque existen técnicas muy sofisticadas para realizar este calculo se considera la desviacién estandar
como medida de la volatilidad para la valuaciéon de opciones, se considera también que es conveniente analizar
el historial de 30 dias anteriores para obtener una buena estimacién. Al elaborar dicho cdlculo obtenemos el
valor de la volatilidad diaria que es:

oq = 0,030596

Precio de Ejercicio

En el caso de las opciones sobre acciones de América Mévil el MexDer establece que los precios de ejercicio
se encontraran distribuidos a intervalos iguales y dependeran del precio de la accién. Una vista mas detallada
nos permite verificar que los precios de Ejercicio se encuentran distribuidos de la siguiente manera:

= Desde 25 Pesos por Accién hasta 38 Pesos por Accién

Diferidos a un peso por accién entre cada uno de los precios de ejercicio.

Tasa de Interés

Otro de los datos que es necesario conocer para estimar el valor de las opciones es la tasa de interés libre de
riesgo y para poder conocerla es necesario ingresar a la pagina del Banco de México y considerar el historial del
monto de interés que brinda el gobierno sobre los certificados de deuda que para el caso de México corresponde
con la tasa de los CETES (certificados del Tesoro) a 28 dias. La siguiente imagen muestra el sitio en Internet
que despliega dicha informacion.

El andlisis de la informacién de esta pagina permite establecer el valor de la tasa de interés que vamos se va a
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Figura 6.3: Pagina del Banco de México

utilizar asi como la posibilidad de elaborar un gréafico que nos ilustre el comportamiento de las tasas de interés
en México:
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Figura 6.4: Historial de la tasa de interés

rq = 0,081574194

Tipo de opcion:

= Call Europea
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6.2.2. Analisis de la informacion, graficos y evaluacion de los Resultados

Una vez capturada la informacién se puede establecer plenamente el siguiente problema Un inversionista
desea conocer el valor de una opcién CALL tipo Europea sobre las acciones de América Mévil cuya volatilidad
diaria o4 = 1,5413 %(Volatilidad anualizada = ¢ = o4 * v/250 = 0,4837 ) fechada un afio antes de la expiracion
del contrato, el precio de ejercicio de 30 pesos/accién, tasa de interés anual r, = 0,081574194 (Tasa de interés
continuo r = (In(1+r,)) = 0,07841). Desea conocer el valor del derivado para cada uno de los posibles precios
del activo subyacente as{ cémo su evolucién en funcién del tiempo que le resta de vida al contrato( “Time to
Maturity”).

6.2.3. Valuacién Mediante Diferencias Finitas

Para realizar la valuacién de opciones mediante diferencias finitas lo primero es seleccionar el rango de
precios del activo para los cuales se va a calcular el precio de la opcidn, por lo general para los inversionistas el
rango de interés se encuentra cercano al precio de ejercicio, sin embargo, pensando en las condiciones de frontera
requeridas para la valuacion mediante métodos numéricos se selecciona un rango mas amplio, posteriormente
se aplican las transformaciones sugeridas en ([B43)al intervalo seleccionado con lo que se obtiene:

S™min — 01Pesos/Accion = ™™ = —5,703
S™eT = 100Pesos/Accion = x™** = 1,204

Una operacién similar ocurre para el dominio del tiempo donde t representa el tiempo que le resta de vida al
contrato ( “Time to Maturity”):

™" = 0 Ao = 7™ =0
M — 1Ano = 7 = 117

Ya con el dominio especificado procedemos a discretizar la ecuacion de calor en intervalos de la misma longitud
para el tiempo y espacio como muestra la imagen:

A A
t T
| TR A7

1 1 1 :

: ! 5 |

! ! ! |

e a = i

S L» )

0.01 200 S -5.703 0 1.204 x

Figura 6.5: Cambio de Dominio

1Un planteamiento similar se puede consultar en: Levi Haim, Introduction to Investments,Ed Thompson,1996,pp.863
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En este caso se dividié el dominio de precios en 512 subintervalos de la misma longitud y el dominio del
tiempo fue dividido en 32 intervalos todos ellos de la misma longitud. Con estos datos se puede generar una malla
similar a la que muestra en la figura donde cada una de las intersecciones corresponde con un punto donde
se interpolard. El siguiente punto es construir las condiciones de frontera que permitan resolver el problema

Figura 6.6: Discretizacion del Dominio

para esto empleamos las ecuaciones (B.51),[B.52) v (B.53) las cuales desarrolladas para este caso en particular
son:

1.
u(z,0) = max(e%(l’m)x - e%(_’?’?’)x,()) (6.1)
2.
1(1,67)z+1(2,79) 1
u(z,7) — e2 1 cuando T — 00 (6.2)
3.
u(z,7) — 0 cuando x — —o0 (6.3)

Conocida la condicién inicial se puede construir el vector de condicién inicial Uy que nos permita resolver
([29)) también se puede ahora establecer claramente la forma de la matriz ¥ desarrollada en (£.29) en este caso
los elementos de dicha matriz son:

1+20 = 344,34
—v = —17167 (6.4)

Mediante la solucién de ([@29) con estos datos podemos estimar el valor de la opcién para el siguiente intervalo
de tiempo la solucién de este sistema de ecuaciones se realiza mediante el programa 1 del apéndice A “M.D.F
para valuacién de un Call” sin embargo una vez resuelto el sistema de ecuaciones es necesario aplicar las
transformaciones inversas propuestas en ([B.50)a los resultados obtenidos con lo que conocemos finalmente el
valor de la opcién en el dominio original.

Se muestra el resultado de esta operaciéon mediante un grafico donde cada uno de los puntos corresponde con
el valor de la opcién segun el valor del subyacente y con una tiempo antes del vencimiento de 3% de ano ~ 11

dias.
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Figura 6.7: Valor del un Call con 11 dias antes del vencimiento

De manera similar se realizan los cdlculos para el resto de los intervalos en que fue discretizado el dominio del
tiempo luego se grafican todos ellos donde se muestra el dominio del tiempo y el dominio de precios completo:

100

-~
&3

Walor del Call 50

)
il

P T N T T N N T A 2 A T B B 2

o

Figura 6.8: Valor del un Call mediante diferencias finitas con distintas fechas antes del vencimiento

En este grafico se puede apreciar el efecto del tiempo sobre el valor del derivado provocando en este reduccion
de su precio cuando el activo subyacente baja su precio por debajo del precio de ejercicio pero aumentando su
valor cuando el tiempo de vida del contrato de opcién es mayor.
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6.2.4. Valuacién Mediante Elemento Finito (Interpolacién Lineal)

Para realizar la valuacién de opciones mediante elemento finito lo primero es seleccionar el rango de precios
del activo para los cuales se va a calcular el precio de la opcion, se conserva el mismo intervalo del analisis
anterior posteriormente se aplican las transformaciones sugeridas en (3.:43)al intervalo seleccionado con lo que
se obtiene:

S™min — 01Pesos/Accion = ™™ = —5,703

ST = 100Pesos/Accion = ™ = 1,204

Una operacién similar ocurre para el dominio del tiempo donde t representa el tiempo que le resta de vida al
contrato ( “Time to Maturity”):

tmn = 0Afo = T =0

9T = 1 Afio = 77 = 117

Ya con el dominio especificado procedemos a discretizar en intervalos de la misma longitud en tiempo y espacio
la ecuacién de calor que se ha especificado para la valuacién de opciones en este caso por tratarse de interpolacién
lineal la discretizacién es igual a la que se hizo para diferencias finitas en el anélisis anterior. Se divide el dominio
de precios en 512 elementos de la misma longitud y el dominio del tiempo fue dividido en 32 intervalos todos
ellos de la misma longitud. Con estos datos se puede generar una malla como la que se diseno en la seccién
anterior donde cada una de las intersecciones corresponde con un punto de interpolacion. El siguiente punto
es construir las condiciones de frontera que permitan resolver el problema para esto empleamos las ecuaciones
BEI),352) y B53) las cuales desarrolladas para este caso en particular son:

1.
u(z,0) = max(ez100% — ¢3(=33)z () (6.5)

2.
u(z, ) — e2(LONT+3TNT cyando z — oo (6.6)

3.
u(z,7) = 0 cuando © — —o0 (6.7)

Conocida la condicién inicial se puede construir el vector de condicién inicial % que nos permita resolver
(BE6]), sin embargo, aun falta emplear diferencias finitas para de discretizacién en tiempo de este sistema
para hacer esto solo es necesario emplear la formula de Taylor de diferencias hacia adelante ([4.13]) con la cual
expresamos (.68 como:

Au+Bi = 0
Bu = -Au
ﬂt+1_at
B(——) = —Aa
( Al ) U

Battt = Bat — AtAG
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La forma de las matriz de rigidez A y de la matriz de carga B para este caso en particular se obtiene directamente
de la sustitucién de valores en (5.69) y (.70 dando por resultado:

1 -1 0 0 o - 0 0 0
-1 2 -1 0 o - 0 0 0
o -1 2 -1 0 o -+ 0 0
0 o -1 2 -1 0 0 0
A= (74,1277) - : : : : : : : : : (6.8)
o -~ 0 -1 2 -1 0 0 0
0 0 o -1 2 -1 0 0
0 0 0 o -1 2 -1 0
0 0 0 o -~ 0 -1 2 -1
0 0 0 0 0 0o -1 1

Algo similar ocurre en la matriz de carga B la cual expresamos mediante:

2 1 0 0 0 0 0 O
1 4 1 0 o -+ 0 0 O
0 1 4 1 0 0 0 O
0 0 1 4 1 0 0 0
B:=(0,002248) - | = : : : : : Do (6.9)
o --- 0 1 4 1 0 0 O
o o0 - 0 1 4 1 0 O
0 O o -+ 0 1 4 1 0
0 O 0 o --- 0 1 4 1
0 0 0 0 0 0 1 2

Con estos datos podemos estimar el valor de la opcién para el siguiente intervalo de tiempo la solucién
de este sistema de ecuaciones se realiza mediante el programa 3 del apéndice A “M.E.F. Interpolacién Lineal,
para valuaciéon de un CALL” una vez resuelto el sistema de ecuaciones es necesario aplicar las transformaciones
inversas propuestas en ([B50)a los resultados obtenidos con lo que conocemos finalmente el valor de la opcién en
el dominio original. Se muestra el resultado de esta operacién mediante un gréafico donde cada uno de los puntos
corresponde con el valor de la opcién segin el valor del subyacente y con una tiempo antes del vencimiento de
3% de ano ~ 11 dias.
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Figura 6.9: Valor del un Call con 11 dias antes del vencimiento
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De manera similar se realizan los calculos para el resto de los intervalos en que fue discretizado el dominio del
tiempo luego se grafican todos ellos donde se muestra el dominio del tiempo y el dominio de precios completo:

Figura 6.10: Valor del un Call mediante elemento finito con distintas fechas antes del vencimiento

Este grafico muestra como evoluciona el valor del derivado confirmando las proposiciones tedricas ya que
como se aprecia en el mismo a medida que aumenta el precio del activo subyacente la opcién incrementa su
valor hasta el punto en el que el activo subyacente y la opcién valen practicamete lo mismo, por otro lado a
medida que disminuye el tiempo de vida del contrato el valor de la opcién decrece hasta el punto en que su
valor es el mismo que el de la funcién de pago de una opcién de compra.

6.2.5. Valuacién Mediante Elemento Finito (Interpolacién Cuadratica)

Para realizar la valuacion de opciones mediante elemento finito e interpolacion cuadratica se procede de la
misma manera como se ha venido haciendo lo primero es seleccionar el rango de precios del activo para los
cuales se va a calcular el precio de la opcidén, se conserva el mismo intervalo del anélisis anterior posteriormente
se aplican las transformaciones sugeridas en [B:43)al intervalo seleccionado con lo que se obtiene:

Smin — 01Pesos/Accion = ™™ = —5,703
S™ = 100Pesos/Accion = ™ = 1,204

Una operacién similar ocurre para el dominio del tiempo donde t representa el tiempo que le resta de vida al
contrato ( “Time to Maturity”):

tmin = 0Afo = 7" =0
M9 = 1 Ajio = 7™ = 117

Ya con el dominio especificado procedemos a discretizar en intervalos de la misma longitud en tiempo y espacio
la ecuacion de calor que se ha especificado para la valuaciéon de opciones pero en este caso por tratarse de
interpolacion cuadratica la discretizacién del espacio de los precios requiere un numero mas grande de nodos
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pues por cada elemento que se interpole se requeririan 3 nodos. Se divide el dominio de precios en 512 elementos
de la misma longitud y se emplea un tercer punto en el centro de cada uno de los elementos esto general un
total de 1025 nodos, el dominio del tiempo fue dividido en 32 intervalos todos ellos de la misma longitud. Con
estos datos se puede generar una malla como la que se disefio en la secciéon anterior donde cada una de las
intersecciones corresponde con un punto de interpolacién sin embargo se trata de una malla mas refinada. El
siguiente punto es construir las condiciones de frontera que permitan resolver el problema para esto empleamos
las ecuaciones (B51),[B52) y B53) las cuales desarrolladas para este caso en particular son:

1.

u(z,0) = max(e%(l’m)z —e2(=33)z 0) (6.10)
2. ) )
u(z, 1) — e2(HENTHIRINT iando & — 0o (6.11)
3.
u(z,7) = 0 cuando © — —o0 (6.12)

Conocida la condicién inicial se puede construir el vector de condicién inicial %@ que nos permita resolver
(568)), sin embargo,es necesario emplear diferencias finitas para de discretizacién en tiempo de este sistema
para hacer esto solo es necesario emplear la formula de Taylor de diferencias hacia adelante (@I5) con la cual
expresamos (.68) como:

Au+Bi = 0
Bi = -—Au
~t+1 _ ~t
B(%) = At
Batt! = Bat — AtA@

La forma de las matriz de rigidez A y de la matriz de carga B para este caso en particular se obtiene directamente
de la sustitucién de valores en (5.80) y (5:87) dando por resultado:

7T -8 1 0 o -~ 0 0 0
-8 16 -8 O o --- 0 0 0
1 -8 14 -8 1 o --- 0 0
0 0 -8 16 -8 0 0 0
A:=(24,71) - : : : : : : : : . (6.13)

o --- 0 -8 14 -8 1 0 0
0 0 0 -8 16 -8 0 0
0 0 o -~ 0 -8 14 -8 1

0 0 0 o -~ 0 -8 16 -8
0 0 0 0 o --- 1 -8 7

Algo similar ocurre en la matriz de carga B la cual expresamos mediante:
4 2 -1 0 o --- 0 0 0
2 16 2 0 o --- 0 0 0
-1 2 8 2 -1 0 0 0
0 0 2 16 2 0 0 0
B :=(0,00039) - | - : : : : : : S (6.14)

0 | 2 8 2 -1 0 O
0 0 0 2 16 2 0 0
0 0 0 -1 2 8 2 -1
0 0 0 o --- 0 2 16 2
0 0 0 0 0 -1 2 4
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Con estos datos podemos estimar el valor de la opcién para el siguiente intervalo de tiempo la solucién de
este sistema de ecuaciones se realiza mediante el programa 4 del apéndice A “M.E.F. Interpolacién Cuadratica,
para valuacién de un CALL” una vez resuelto el sistema de ecuaciones es necesario aplicar las transformaciones
inversas propuestas en ([B.50)a los resultados obtenidos con lo que conocemos finalmente el valor de la opcién en
el dominio original. Se muestra el resultado de esta operacién mediante un grafico donde cada uno de los puntos
corresponde con el valor de la opcién segin el valor del subyacente y con una tiempo antes del vencimiento

de % de ano =~ 11 dias. De manera similar se realizan los cédlculos para el resto de los intervalos en que fue
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Figura 6.11: Valor del un Call con 11 dias antes del vencimiento

discretizado el dominio del tiempo luego se grafican todos ellos donde se muestra el dominio del tiempo y el
dominio de precios completo:

Figura 6.12: Valor del un Call mediante elemento finito con distintas fechas antes del vencimiento

Este gréafico muestra también la evolucion del precio de una opcién Call sin embargo este tiene una definicion
mas clara puesto que cada uno de los elementos que compone la discretizacién en precios esta formado por tres
nodos que permiten desarrollar la interpolacién con mas precision.
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6.3. Aplicaciéon No. 2 Valuaciéon de Opciones sobre Divisas (Délar
Americano)

El objetivo de esta aplicacién es emplear el método de diferencias finitas en la valuacién de una opcién
de venta (Put) sobre dolares americanos esto con la intencién de revisar como emplear este trabajo para la
valuacion de esta clase de opciones, sin embargo, el énfasis se centra en la valuacién de opciones Call puesto que
mediante la paridad Put-Call se puede determinar el precio de las opciones Put conociendo el valor del Call,
por lo que se van a desarrollar comparaciones entre la valuacién de una opcién de compra mediante diferencias
finitas, elemento finito y el método analitico.

6.3.1. Captura de Informacién
Selecciéon del Activo Subyacente:

Similar al caso anterior se va a seleccionar un activo financiero cuya informacién financiera sea de dominio
publico. Para esto una vez mas se requiere ingresar a la pagina de Internet del mercado mexicano de derivados.
En este caso seleccionamos el siguiente activo subyacente:

= Ddélar de los Estados Unidos de América
Clave en Bolsa: DA

En esta ocasion la informacion del historial de comportamiento se puede adquirir desde la pagina del Banco de
México y similar a como se hizo en el apartado anterior se elabora una grafico que permita conocer el desempeno
del activo subyacente en los ultimos dias.

Variaciondel tipo de Cambio

16.0000

14.0000

15 0000 N“‘"

10.0000

8.0000
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6.0000

4.0000

2.0000

0.0000
30/08/200809/09/200819/09/2008 29/09/200809/10/2008 19/10/200829/10/2008

Fecha

Figura 6.13: Tipo de Cambio

Una vez que se tiene una primera impresion del comportamiento del activo que se esta analizando es necesario
elaborar una anilisis detallado del historial del activo. Una vez capturada la informacién referente al historial
del tipo de cambio podemos estimar el valor de la volatilidad del activo que se estd analizando y aunque existen
técnicas muy sofisticadas para realizar calculos sobre la volatilidad de una activo se considera que la desviacién
estandar es un buen estimador se considera también que es conveniente analizar el historial de 30 dias anteriores
para obtener una buena estimacion.

Al elaborar dicho calculo obtenemos el valor de la volatilidad que es:

o = 0,928972034
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El Precio de Ejercicio

En el caso de las opciones sobre divisas el MexDer establece que los precios de ejercicio se expresardn en
pesos de acuerdo al precio del Délar fecha valor spot y seran multiplos de 0.05 pesos una vista mas detallada de
la informacién que muestra la pagina del MexDer nos permite verificar que los precios de ejercicio se encuentran
distribuidos de la siguiente manera:

= Desde 10.5 Pesos por Délar hasta 12 Pesos por Délar

Diferidos a .05 pesos por dolar entre cada uno de los precios de ejercicio.

Tasa de Interés

El andlisis de la informacion elaborado para el ejemplo anterior brinda el valor de la tasa de interés que
vamos a considerar:

r = 0,081574194

Tipo de opcidn:

= Furopea

6.3.2. Analisis de la informacion, graficos y evaluacion de los Resultados

Una vez capturada la informaciéon podemos establecer plenamente el siguiente problemag Un inversionista
desea conocer el valor de una opcién PUT tipo Europea sobre las acciones de América Mdévil cuya volatilidad es
o = 0,928972034 % fechada un ano antes de la expiracion del contrato, el precio de ejercicio de 11 pesos/accién,
tasa de interés continua r = 0,081574194 . Desea conocer el valor del derivado para cada uno de los posibles
precios del activo subyacente asi como su evolucién en funcion del tiempo que le resta de vida al contrato( “Time
to Maturity”).

6.3.3. Valuacion de una opcién de venta

El método para valuar una opciéon de venta es similar al de la valuaciéon de las opciones de compra, un
procedimiento es el siguiente. Seleccionar el rango de precios del activo para los cuales se va a calcular el precio
de la opcién, por lo general el rango de interés se encuentra cercano al precio de ejercicio, sin embargo, pensando
en las condiciones de frontera requeridas para la valuacién mediante métodos numeéricos se selecciona un rango
mas amplio, posteriormente se aplican las transformaciones sugeridas en ([B.43])al intervalo seleccionado con lo
que se obtiene:

S™Min — 01Pesos/Accion = ™™ = —5,703
S™ = 100Pesos/Accion = ™" = 1,204
Una operacién similar ocurre para el dominio del tiempo donde t representa el tiempo que le resta de vida al
contrato ( “Time to Maturity”):
t"" = 0Af0 = 7" =0
" = 1Ano = 7 = 117

Ya con el dominio especificado procedemos a discretizar la ecuacion de calor en intervalos de la misma longitud
para el tiempo y espacio como muestra la imagen:
En este caso se dividié el dominio de precios en 200 subintervalos de la misma longitud y el dominio del tiempo

2Un planteamiento similar se puede consultar en: Levi Haim, Introduction to Investments,Ed Thompson,1996,pp.863
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Figura 6.14: Cambio de Dominio

fue dividido en 32 intervalos todos ellos de la misma longitud. Con estos datos se puede generar una malla
similar a la que muestra en la figura (6.15) donde cada una de las intersecciones corresponde con un punto
donde se interpolara.

Figura 6.15: Discretizacién del Dominio

El siguiente punto es construir las condiciones de frontera que permitan resolver el problema para esto
empleamos las ecuaciones ([3.54),([350) v (B50) las cuales desarrolladas para este caso en particular son:

1.
u(z,0) = max(e%(_’&o%)m — 2 (1,189 0) (6.15)

u(z,7) — 0 cuando x — o0 (6.16)

1(—,81094)z+1(1,189)%r

u(z,7) >=e cuando T — —o0 (6.17)
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Conocida la condicién inicial se puede construir el vector de condicién inicial Uy que nos permita resolver (£29)
se establece entonces la forma de la matriz ¥ desarrollada en (£29) en este caso los elementos de dicha matriz
son:

1+2v = 8,3676
—v = —3,6838 (6.18)

Mediante la solucién de ([E29) con estos datos podemos estimar el valor de la opcién para el siguiente intervalo
de tiempo la solucién de este sistema de ecuaciones se realiza mediante el programa 2 del apéndice A “M.D.F.
Para valuacién de un PUT” sin embargo una vez resuelto el sistema de ecuaciones es necesario aplicar las
transformaciones inversas propuestas en ([B.50)a los resultados obtenidos con lo que conocemos finalmente el
valor de la opcién en el dominio original.

Por otra parte el objetivo de este ejemplo es mostrar comparaciones entre los resultados del analisis numérico
y la solucién analitica por lo que se procede a emplear la formula de valuacién analitica: Un desarrollo similar
al de (B3] permite obtener la formula para la valuacién de opciones de venta esto es:

Vp(S,t) = Ke " T"YN(—=dy) — SN (—dy) (6.19)
donde:
In(= Loy (T —+¢
dy = n(z)+ (r+50°)( ) (6.20)
ovT —t

In(£) + (r— o) (T -1t
ovT —t
Lo que se tiene que hacer es sustituir los precios del subyacente y del tiempo en la formula para obtener el valor

de la opcién Put por ejemplo para obtener el valor de la opcién de venta que se esta analizando cuando el precio
del subyacente es 2 Pesos/Délar y cuando el tiempo de vida de esta opciones de 182 dfas.

dy =

(6.21)

In(2) + (0,081574194 + L - 0,86299) (1)

dl — 11
092897 /%

= —2,204677246

In(Z) + (0,081574194 — 1 - 0,86299)(%)

0,92897\/2

= —2,861559671

De donde:

Vp(S,t) = 11~ 0081574194(3) N (1 430779835) — 2 - N(1,102338623)
8,565586017
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Se muestra el resultado de esta operacién mediante un gréfico donde cada uno de los puntos corresponde

con el valor de la opcion segun el precio del subyacente, la linea continua representa el valor analitico calculado

para esta opcién el tiempo antes del vencimiento es de % de ano ~ 182 dias.

M.D.F. vs Método Analitico
sl

10.00000 1\
8.00000 \
6.00000 \

4.00000 \ ! —Valor de Formula

@ Valor Numérico

Valor de Derivado

2.00000
\

0.00000 | \.-- 2000000 s

0 2 4 6 8 100 120
-2.00000

Precio del Subyacente

Figura 6.16: Valor del un Put con 182 dias antes del vencimiento

Por ultimo se realizan los calculos haciendo variar los precios del subyacente entre todo el dominio en que
se quiera analizar también se hace variar el tiempo antes del vencimiento del contrato.

Figura 6.17: Valor de un Put mediante diferencias finitas con distintas fechas antes del vencimiento

En este gréafico se puede apreciar claramente el efecto que tiene el tiempo sobre el valor del derivado provo-
cando en este reducciéon de su precio cuando el activo subyacente aumenta su precio por encima del precio de
ejercicio pero aumentando su valor cuando el tiempo de vida del contrato de opcién es mayor.

La tabla siguiente muestra un resumen de la comparacién de los datos obtenidos numéricamente y los
datos analiticos ademas de que permite visualizar estos comparativos mas facilmente, esta tabla se construye
seleccionando un tiempo antes del vencimiento de 182 dias se capturan los datos para ser evaluados mediante
el método analitico como se acaba de mostrar y se capturan también algunos de los datos que proporciona el
método numeérico de diferencias finitas posteriormente se tomo como referencia el valor analitico y se considera
como error la diferencia del la soluciéon numérica respecto de la solucién analitica.
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Datos del Activo Subyacente

Subyacente : Dolar Americano (Divisas)

Preciode Ejercicio: 11 pesos/Ddlar

volatilidad: 093 tasa de Interés8.2 2%

tiempo antes delvencimiento: 0.5 anos
Szrtf:algedni:e Metodo de Valuacion Error
Analitico Numeérico
Diferencias Finitas
0| 11.00000 11. 00000 | 0.0000%
5 6.91954 7.0579 | 2.0000%
10 4 73761 48418 | 2.2000%
15 242467 24269 | 0.0900%
20 091347 02140 | 0.0600%
25 0.00000 0.0000 | 0.0010%%
30 0.00000 0.0000 | 0.0000%
35 0.00000 0.0000 | 0.0000%
40 0.00000 0.0000 | 0.0000%
45 0.00000 0.0000 | 0.0000%
50 0.00000 0.0000 | 0.0000%
55 0.00000 0.0000 | 0.0000%
60 0.00000 0.0000 | 0.0000%
65 0.00000 0.0000 | 0.0000%
70 0.00000 0.0000 | 0.0000%
75 0.00000 0.0000 | 0.0000%
80 0.00000 0.0000 | 0.0000%
85 0.00000 0.0000 | 0.0000%
S0 0.00000 0.0000 | 0.0000%
a5 0.00000 0.0000 | 0.0000%
100 0.00000 0.0000 | 0.0000%
Datos de la Corrida
Programa: M _D.F para valuacion de un PUT
Smin 0.01000
Smax 100
L (No. de intervalosen precios) 200
N (No. De intervalos para tiempo) 32




6.3. APLICACION NO. 2 VALUACION DE OPCIONES SOBRE DIVISAS (DOLAR AMERICANO) 91

6.3.4. Analisis de la informacion, graficos y evaluacion de los Resultados

Ahora se plantea el siguiente problema; un inversionista desea conocer el valor de una opcién Call tipo
Europea sobre las acciones de América Mdvil cuya volatilidad diaria o = 0,928972034 % fechada un afo antes
de la expiracion del contrato, el precio de ejercicio de 11 pesos/accidn, tasa de interés continua r = 0,081574194
. Desea conocer el valor del derivado para cada uno de los posibles precios del activo subyacente asi como su
evolucién en funcion del tiempo que le resta de vida al contrato( “Time to Maturity”).

6.3.5. Valuacién Mediante Elemento Finito (Interpolacién Lineal)

Para realizar la valuaciéon de la opcién de compra sobre divisas mediante elemento finito lo primero es
seleccionar el rango de precios del activo para los cuales se va a calcular el precio de la opcién, se conserva
el mismo intervalo del andlisis anterior posteriormente se aplican las transformaciones sugeridas en (3.43)al
intervalo seleccionado con lo que se obtiene:

S™in — 01Pesos/Accion = x™" = —5,703
S™ = 100Pesos/Accion = ™ = 1,204

Una operacién similar ocurre para el dominio del tiempo donde t representa el tiempo que le resta de vida al
contrato ( “Time to Maturity”):

t™" = 0Afo = ™" =0
tm = 1ARo = 7™ = 117

Ya con el dominio especificado procedemos a discretizar en intervalos de la misma longitud en tiempo y espacio
la ecuacién de calor que se ha especificado para la valuacién de opciones. Se divide el dominio de precios en
100 elementos de la misma longitud y el dominio del tiempo fue dividido en 32 intervalos todos ellos de la
misma longitud. Con estos datos se puede generar una malla como la que se disenio en la seccién anterior donde
cada una de las intersecciones corresponde con un punto de interpolacion. El siguiente punto es construir las
condiciones de frontera que permitan resolver el problema para esto empleamos las ecuaciones ([B.51)),[352) y
(B353) las cuales desarrolladas para este caso en particular son:

1.
u(z,0) = Tnafzr(eé(l’lggo)QE — e%(fo,swg)x’ 0) (6.22)

2.
u(z,7) — e2(LIBNTHLLADT yando o — oo (6.23)

3.
u(z,7) = 0 cuando © — —o0 (6.24)

Conocida la condicién inicial se puede construir el vector de condicién inicial @ que nos permita resolver
(BE6g)), sin embargo, aun falta emplear diferencias finitas para de discretizacién en tiempo de este sistema
para hacer esto solo es necesario emplear la formula de Taylor de diferencias hacia adelante (@I5) con la cual
expresamos (B.68]) como:

Ai+Bi = 0
Bu = -Au
ﬂt+1_at
B(——) = —A#
( Al ) U

Battt = Bat — AtAG
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La forma de las matriz de rigidez A y de la matriz de carga B para este caso en particular se obtiene directamente

de la sustitucién de valores en (5.69) y

A := (14,47806573) -

Algo similar ocurre en la matriz de

B := (0,011511667) -

G10) dando por resultado:

1 -1 0 0 o -

-1 2 -1 0 o --- 0
0o -1 2 -1 0
0 o -1 2 -1 0 0

0o -

0 0 o -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2
0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0

carga B la cual expresamos mediante:

2 1 0 0 0 0
1 4 1 0 o --- 0
0 1 4 1 0 0o -
0 0 1 4 1 0 0
o --- 0 1 4 1 0
o o - 0 1 4 1
0 0 o --- 0 1 4
0 0 0 o --- 0 1
0 0 0 0 0 -0

o

o

S =R

o o oo

o O oo

(6.25)

(6.26)

Con estos datos se puede estimar el valor de la opcién para el siguiente intervalo de tiempo la solucién

de este sistema de ecuaciones se realiza mediante el programa 3 del apéndice A “M.E.F. Interpolacién Lineal
)

para valuacién de un CALL” una vez resuelto el sistema de ecuaciones es necesario aplicar las transformaciones
inversas propuestas en ([3.50)a los resultados obtenidos con lo que conocemos finalmente el valor de la opcién

en el dominio original.

El calculo analitico se realiza mediante el uso de ([B.31]) en este caso en particular Lo que se tiene que hacer
es sustituir los precios del subyacente y del tiempo en la formula para obtener el valor de la opcién Call por
ejemplo para obtener el valor de la opcién de venta que se esta analizando cuando el precio del subyacente es 2
Pesos/Ddlar y cuando el tiempo de vida de esta opciones de 182 dias.

Ve
donde:

En este caso:

dy =

(S,t) = SN(dy) — Ke " T~ N(dy)

iy — ln(%) +(r— %02)(T —t)

oI —t
g @)+ 4 530°)(T 1)
2 oI —t

In(2) + (0,081574194 — 1 - 0,86299) (1)

0,92897\@

—2,861559671

In(Z) + (0,081574194 + 1 - 0,86299) (%)

0,92897\@

—2,204677246

(6.27)

(6.28)

(6.29)
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Ve(S,t) = 2-N(—1,430779835) — 11e~0081574194:(3) N(_1,102338623)
= 10,0042

Se muestra el resultado de esta operacién mediante un grafico donde cada uno de los puntos corresponde

con el valor de la opcién segiin el valor del subyacente y con una tiempo antes del vencimiento de 1%

3 de afio =~
182 dias.

M.E.F.(Lineal) vs Método Analitico

$12000

$100.00

y.ai
$80.00 ¥

56000 //

/ @ Valor Numérico
$40.00 / ——Valor de Formula
$2000 //
$0.00 /

$000  $2000 4000 6000 $80.00  $100.00 $120.00

Valor de Derivado

Precio del Subyacente

Figura 6.18: Valor del un Call con 182 dias antes del vencimiento

De manera similar se realizan los cdlculos para el resto de los intervalos en que fue discretizado el dominio del
tiempo luego se grafican todos ellos donde se muestra el dominio del tiempo y el dominio de precios completo:

“aloreel Call 50

£ W W W S W W

100

Figura 6.19: Valor del un Call mediante elemento finito con distintas fechas antes del vencimiento
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Este grafico muestra como evoluciona el valor del derivado confirmando las proposiciones tedricas ya que

como se aprecia en el mismo a medida que aumenta el precio del activo subyacente la opcién incrementa su
valor hasta el punto en el que el activo subyacente y la opcién valen practicamete lo mismo, por otro lado a
medida que disminuye el tiempo de vida del contrato el valor de la opcién decrece hasta el punto en que su
valor es el mismo que el de la funcién de pago de una opcién de compra.
La tabla siguiente muestra un resumen de la comparacion de los datos obtenidos numéricamente y los datos
analiticos ademas de que permite visualizar estos comparativos mas facilmente, esta tabla se construye selec-
cionando un tiempo antes del vencimiento de 182 dias se capturan los datos para ser evaluados mediante el
método analitico como se acaba de mostrar y se capturan también algunos de los datos que proporciona el
método numeérico de diferencias finitas posteriormente se tomo como referencia el valor analitico y se considera
como error la diferencia del la solucién numérica respecto de la solucién analitica.
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APLICACION NO. 2 VALUACION DE OPCIONES SOBRE DIVISAS (DOLAR AMERICANO)

Datos del Activo Subyacente

Subyacente - Dolar Americano (Divisas)

Preciode Ejercicio: 11 pesos/Ddlar

volatilidad: 0.93 tasa de Interées8.2 9%

tiempo antes delvencimiento: 0.5 anos
SF::rbe:aI(c)ednile Metodo de Valuacion Error
Analitico Numeérico
Elemento Finito (Lineal)
O 0.00000 0.00000 | 0.0000%
5 0.71326 0.7364 | 3.2450%
10 3.79439 39054 | 2.9243%
15 8.20400 8.2873| 1.0154%
20| 1283973 129729 | 1.0370%
25| 17.80854 179910 1.0246%
30| 22.83698 23.0733)| 1.0349%
35| 27.629614 27.9840)| 1.0395%
40| 32.76123 33.1033)| 1.0441%
45| 37.63702 380317 | 1.0487%
50| 42.71078 431606 | 1.0533%
55| 47.78617 48.2917 | 1.0579%
60| 52.66720 53.2268)| 1.0625%
65| 57.74398 58.3601 | 1.0671%
70| 62 62580 63.2454 | 0.9893%
75| 67.70307 68.3202 | 0.9115%
80| 72.78046 73.3873| 0.8338%
85| 77.66264 78.1150)| 0.5825%
90| 82.74016 85.0000)| 2.7313%
95| 87.62241 94 3450 | 7.6722%
100 | 92.69998 1000000 | 7.8749%
Datos de la Corrida
Programa: M _E.F para valuacion de un CALL
Smin 0.01000
Smax 100
M (No. de elementos en precios) 100
N (No. De intervalos para tiempo) 32

95
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6.3.6. Valuacién Mediante Elemento Finito (Interpolacién Cuadrética)

Para realizar la valuacion de opciones mediante elemento finito e interpolacion cuadratica se procede de la
misma manera como se ha venido haciendo lo primero es seleccionar el rango de precios del activo para los
cuales se va a calcular el precio de la opcidon, se conserva el mismo intervalo del anélisis anterior posteriormente
se aplican las transformaciones sugeridas en ([B43)al intervalo seleccionado con lo que se obtiene:

S™min — 01Pesos/Accion = ™™ = —5,703

S™e* = 100Pesos/Acciéon = ™" = 1,204

Una operacién similar ocurre para el dominio del tiempo donde t representa el tiempo que le resta de vida al
contrato ( “Time to Maturity”):

tm = 0Af0 = T =0

£ — 1 Afo = 7 = 117

Ya con el dominio especificado procedemos a discretizar en intervalos de la misma longitud en tiempo y espacio
la ecuacion de calor que se ha especificado para la valuacién de opciones pero en este caso por tratarse de
interpolacién cuadrética la discretizacion del espacio de los precios requiere un numero mas grande de nodos
pues por cada elemento que se interpole se requeririan 3 nodos. Se divide el dominio de precios en 100 elementos
de la misma longitud y se emplea un tercer punto en el centro de cada uno de los elementos esto general un
total de 201 nodos, el dominio del tiempo fue dividido en 32 intervalos todos ellos de la misma longitud. Con
estos datos se puede generar una malla como la que se diseno en la seccién anterior donde cada una de las
intersecciones corresponde con un punto de interpolacién sin embargo se trata de una malla mas refinada. El
siguiente punto es construir las condiciones de frontera que permitan resolver el problema para esto empleamos
las ecuaciones B.101]),([B.52) y (B.53) las cuales desarrolladas para este caso en particular son:

1.
u(z,0) = mam(e%(l’lggo)m — e%(—o,slog)x7 0) (6.30)

2.
u(z,7) — ez (L1831 (LADT yando 2 — oo (6.31)

3.
u(z,7) = 0 cuando © — —o0 (6.32)

Conocida la condicién inicial se puede construir el vector de condicién inicial @° que nos permita resolver
(BE61), sin embargo,es necesario emplear diferencias finitas para de discretizacién en tiempo de este sistema
para hacer esto solo es necesario emplear la formula de Taylor de diferencias hacia adelante (@I5)) con la cual
expresamos (5.68]) como:

Au+Bi = 0
Bu = -Au
ﬂt+1_at
B(——) = —A#
( Al ) U

Battt = Bat — AtAG
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La forma de las matriz de rigidez A y de la matriz de carga B para este caso en particular se obtiene directamente
de la sustitucién de valores en (580) y (5.87) dando por resultado:

7T -8 1 0 o -~ 0 0 0
-8 16 -8 0 o -~ 0 0 0
1 -8 14 -8 1 0o - 0 0
0 0 -8 16 -8 0 0 0
A = (4,826) - : : : : : : : : : (6.33)
o --- 0 -8 14 -8 1 0 0
0 o -~ 0 -8 16 -8 0 0
0 0 o -~ 0 -8 14 -8 1
0 0 0 o --- 0 -8 16 -8
0 0 0 0 0 1 -8 7
Algo similar ocurre en la matriz de carga B la cual expresamos mediante:
4 2 -1 0 0 0 0 0
2 16 2 0 o --- 0 0 0
-1 2 8 2 -1 0 0 0
0 0 2 16 2 0 o --- 0
B :=(0,0023) - | * : : : : : : Do (6.34)
0 e 1 2 8 2 -1 0 0
0 0 0 2 16 2 0 0
0 0 0 -1 2 8 2 -1
0 0 0 0 0 2 16 2
0 0 0 0 0 -1 2 4

Con estos datos podemos estimar el valor de la opcién para el siguiente intervalo de tiempo la solucién de
este sistema de ecuaciones se realiza mediante el programa 4 del apéndice A “M.E.F. Interpolaciéon Cuadratica,
para valuacién de un CALL” una vez resuelto el sistema de ecuaciones es necesario aplicar las transformaciones
inversas propuestas en ([B.50)a los resultados obtenidos con lo que conocemos finalmente el valor de la opcién
en el dominio original.

El calculo analitico es el mismo al que se mostré en para la interpolacion lineal por lo que solo es necesario
consultar los datos que se obtuvieron para poder elaborar la comparaciéon. Se muestra el resultado de esta
operacion mediante un grafico donde cada uno de los puntos corresponde con el valor de la opcién segun el valor

1

del subyacente y con una tiempo antes del vencimiento de £ de ano = 182 dias. De manera similar se realizan
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M.E.F. (Cuadratico) vs Método Analitico

$120.00

$100.00

$80.00 P
R

$60.00 P
/ ® Valor Numérico

$40.00 / ——Valor de Formula

$2000 '//
arrs

$0.00 o
$000  $2000 $4000 $60.00 $80.00 $100.00 $120.00

Valor de Derivado

Precio del Subyacente

Figura 6.20: Valor del un Call con 182 dias antes del vencimiento

los célculos para el resto de los intervalos en que fue discretizado el dominio del tiempo luego se grafican todos
ellos donde se muestra el dominio del tiempo y el dominio de precios completo. Este grafico muestra también la

Figura 6.21: Valor del un Call mediante elemento finito con distintas fechas antes del vencimiento

evolucién del precio de una opcién Call sin embargo este tiene una definicién mas clara puesto que cada uno de
los elementos que compone la discretizacion en precios esta formado por tres nodos que permiten desarrollar la
interpolacion con maés precision. La tabla siguiente muestra un resumen de la comparacién de los datos obtenidos
numéricamente y los datos analiticos ademas de que permite visualizar estos comparativos mas facilmente, esta
tabla se construye seleccionando un tiempo antes del vencimiento de 182 dias se capturan los datos para ser
evaluados mediante el método analitico como se acaba de mostrar y se capturan también algunos de los datos
que proporciona el método numérico de diferencias finitas posteriormente se tomo como referencia el valor
analitico y se considera como error la diferencia del la solucién numérica respecto de la solucién analitica.
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Datos del Activo Subyacente
Subyacente - Dolar Americano (Divisas)
Preciode Ejercicio: 11 pesos/Ddolar
volatilidad: 0.93 tasa de Interés8.2 %%
tiempo antes delvencimiento: 0.5 anos
Szrt?:algedniL Metodo de Valuacion Error
Analitico Numeérico
Elemento Finito (Cuad.)
8 0.00000 0.00000 | 0.0000%
5 0.71326 0.7221| 1.2450%
10 3.79439 3.8370| 1.1236%
15 8.20400 8.2852 | 0.9893%
20| 1283973 129506 | 0.8636%
25| 17.80854 179396 | 0.7358%
30| 22.83698 229758 | 0.6079%
35| 27.69614 27.8291| 0.4801%
40| 32.76123 328766 0.3522%
45| 37.63702 37.7215|0.2244%
50| 42.71078 42 8018 | 0.2132%
55| 47.78617 47 8827 | 0.2021%
60| 52.66720 527677 | 0.1909%
65| 57.74398 57.8478| 0.1798%
70| 62.62580 62.7314 | 0.1686%
75| 67.70307 67 8097 | 0.1575%
80| 72.78046 72 8869 | 0.1463%
85| 77.66264 78.1150 )| 0.5825%
90| 82.74016 83 8764 )| 1.3733%
95| 87.62241 93 4550 | 6.6565%
100 | 92.69998 100.0000| 7.8749%
Datos de la Corrida
Programa: M _E.F para valuacion de un CALL
Smin 0.01000
Smax 100
M (No. de elementos en precios) 100
N (No. De intervalos para tiempo) 32
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6.3.7. Valuacién Mediante Elemento Finito (Interpolacién Cibica)

Para realizar la valuacién de opciones mediante elemento finito e interpolacién ciibica se procede de la misma
manera como se ha venido haciendo lo primero es seleccionar el rango de precios del activo para los cuales se va
a calcular el precio de la opcién, se conserva el mismo intervalo del analisis anterior posteriormente se aplican
las transformaciones sugeridas en ([B43])al intervalo seleccionado con lo que se obtiene:

S™min — 01Pesos/Accion = ™™ = —5,703

S™e* = 100Pesos/Acciéon = ™" = 1,204

Una operacién similar ocurre para el dominio del tiempo donde t representa el tiempo que le resta de vida al
contrato ( “Time to Maturity”):

tm = 0Af0 = T =0

£ — 1 Afo = 7 = 117

Ya con el dominio especificado procedemos a discretizar en intervalos de la misma longitud en tiempo y espacio
la ecuacion de calor que se ha especificado para la valuacién de opciones pero en este caso por tratarse de
interpolacién cubica la discretizacién del espacio de los precios requiere un numero mas grande de nodos pues
por cada elemento que se interpole se requeririan 4 nodos. Se divide el dominio de precios en 100 elementos
de la misma longitud y se emplean dos nodos equidistantes dentro de cada uno de los elementos esto general
un total de 301 nodos, el dominio del tiempo fue dividido en 32 intervalos todos ellos de la misma longitud.
Con estos datos se puede generar una malla como la que se diseno en la seccién anterior donde cada una de las
intersecciones corresponde con un punto de interpolacién sin embargo se trata de una malla mas refinada. El
siguiente punto es construir las condiciones de frontera que permitan resolver el problema para esto empleamos
las ecuaciones B.101]),([B.52) y (B.53) las cuales desarrolladas para este caso en particular son:

1.
u(z,0) = mam(e%(l’lggo)m — e%(—o,slog)x7 0) (6.35)

2.
u(z, ) — ez (L1831 (LADT yando 2 — oo (6.36)

3.
u(z,7) = 0 cuando x — —o0 (6.37)

Conocida la condicién inicial se puede construir el vector de condicién inicial @° que nos permita resolver
(BE61), sin embargo,es necesario emplear diferencias finitas para de discretizacién en tiempo de este sistema
para hacer esto solo es necesario emplear la formula de Taylor de diferencias hacia adelante (@I5)) con la cual
expresamos (5.68]) como:

Au+Bi = 0
Bu = -Au
ﬂt+1_at
B(——) = —A#
( Al ) U

Battt = Bat — AtAG
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La forma de las matriz de rigidez A y de la matriz de carga B para este caso en particular se obtiene directamente
de la sustitucién de valores en (580) y (5.87) dando por resultado:

148 —189 54 -13 0 0 e 0 0 0 0
—189 432 —-297 54 0 0 e 0 0 0 0
54 =297 432 —189 0 0 0 e 0 0 0
-13 54 —189 296 —189 54 —13 0 0 0
A :=(0,36195) - : : : K K K . : (6.38)
0 0 e 0 54 =297 432 —189 0 0 0
0 0 0 . —13 54 —189 296 —189 54 —13
0 0 0 0 e 0 0 —189 432 —297 54
0 0 0 0 0 e 0 54  —297 432 —189
0 0 0 0 0 e 0 —13 54  —189 148
Algo similar ocurre en la matriz de carga B la cual expresamos mediante:
16 33 3 19
i05 380 %0 840 0 0 e 0 0 0 0
33 27 27 3
550 55 —5s9 —m5 U 0 e 0 0 0 0
3 27 27 33
—%5 —3%0 3% 580 0 0 0 0 0 0
19 3 33 32 33 3 19
810 70 280 105 280 70 s O 0 0
B:=(00018)-| 0 0 o 0 —F% 35 F 55 0 o 0 (6.39)
19 3 33 32 33 3 19
o 0 0 80 70 28 105 380 70 840
33 27 27 3
0 0 0 0 0 0 35 % —%5 — 7%
3 27 27 33
0 0 0 0 0 0 -5 —3530 355 550
19 3 33 16
0 0 0 0 0 0 6 —=5 380 o5

Con estos datos podemos estimar el valor de la opcién para el siguiente intervalo de tiempo la solucién de este
sistema de ecuaciones se realiza mediante el programa 5 del apéndice A “M.E.F. Interpolacién Cibica, para
valuaciéon de un CALL” una vez resuelto el sistema de ecuaciones es necesario aplicar las transformaciones
inversas propuestas en ([B.50)a los resultados obtenidos con lo que conocemos finalmente el valor de la opcién
en el dominio original.

El calculo analitico es el mismo al que se mostré en para la interpolacion lineal por lo que solo es necesario
consultar los datos que se obtuvieron para poder elaborar la comparacién. Se muestra el resultado de esta
operaciéon mediante un grafico donde cada uno de los puntos corresponde con el valor de la opcién segun el valor
del subyacente y con una tiempo antes del vencimiento de % de ano ~ 182 dias.
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M.E.F. (Cdbico) vs Método Analitico

$120.00

$100.00

L

$80.00 v
P

=rs

$60.00 o
/ @ Valor Numérico

Valor de Derivado

$40.00 / ——Valor de Formula

$2000 '//
$0.00 /

$000  $2000 $4000 $60.00 $80.00 $100.00 $120.00

Precio del Subyacente

Figura 6.22: Valor del un Call con 182 dias antes del vencimiento

De manera similar se realizan los cdlculos para el resto de los intervalos en que fue discretizado el dominio del
tiempo luego se grafican todos ellos donde se muestra el dominio del tiempo y el dominio de precios completo:

“alor del Call

100

Figura 6.23: Valor del un Call mediante elemento finito con distintas fechas antes del vencimiento

Este gréafico muestra también la evolucién del precio de una opcién Call sin embargo este tiene una definiciéon
mads clara puesto que cada uno de los elementos que compone la discretizacién en precios esta formado por tres
nodos que permiten desarrollar la interpolacién con mas precisién. La tabla siguiente muestra un resumen de la
comparacion de los datos obtenidos numéricamente y los datos analiticos ademas de que permite visualizar estos
comparativos mas facilmente, esta tabla se construye seleccionando un tiempo antes del vencimiento de 182 dias
se capturan los datos para ser evaluados mediante el método analitico como se acaba de mostrar y se capturan
también algunos de los datos que proporciona el método numérico de diferencias finitas posteriormente se tomo
como referencia el valor analitico y se considera como error la diferencia del la solucién numérica respecto de la
solucién analitica.



Datos del Activo Subyacente

6.3. APLICACION NO. 2 VALUACION DE OPCIONES SOBRE DIVISAS (DOLAR AMERICANO)
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Subyacente : Délar Americano (Divisas)

Precio de Ejercicio: 11 pesos/Ddlar

volatilidad: 0.93 tasa de Interes 8.2 %

tiempo antes del vencimiento: 0.5 afios
PESEia e Metodo de Valuacion Error
Subyacente
Analitico Numeérico
Elemento Finito (Cub.)
0 0.00000 0.00000 0.0000%
5 0.71326 0.7198 0.9234%
10 3.79439 3.8294 0.9216%
15 8.20400 8.2716 0.8234%
20 12.83973 12.9223 0.6430%
25 17.80854 17.8909 0.4626%
30 22.83698 22.9014 0.2822%
35 27.69614 27.7606 0.2327%
40 32.76123 32.8212 0.1832%
45 37.63702 37.6873 0.1337%
50 42.71078 42.7467 0.0842%
55 47.78617 47.8168 0.0640%
60 52.66720 52.6903 0.0438%
65 57.74398 57.7692 0.0436%
70 62.62580 62.6530 0.0434%
75 67.70307 67.7323 0.0432%
80 72.78046 72.8119 0.0432%
85 77.66264 77.1150| -0.7052%
S0 82.74016 82.8764 0.1647%
95 87.62241 90.8650 3.7006%
100 92.699398 100.0000 7.8749%
Datos de la Corrida
Programa: |M.E.F para valuacion de un CALL
Smin 0.01000
Smax 100
M (No. de elementos en precios) 100

N (No. De intervalos para tiempo) 32
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo se logré concretar el uso de los métodos numéricos de diferencias finitas y de
elemento finito para la valuacién de opciones financieras se pudo entrar también en contacto con el mercado
bursatil de México y conocer su modo de operacién. Una de las cosas més importantes es que se pudieron
encontrar los medios para obtener informacion real de los activos subyacentes ya que aun cuando la teoria sugiere
que esta informacién es publica y para uso de los inversionistas algunas veces se tuvo que recurrir a fuentes
diferentes a las oficiales para conseguir los archivos del historial del comportamiento de los activos subyacentes.
Se logré también demostrar plenamente mediante ejemplos concretos que los métodos numéricos brindan una
muy buena aproximacién al valor de la prima de riesgo de las opciones financieras tomando como referencia
el valor analitico dado por la férmula de Black-Scholes se pudo observar también que el método de diferencias
finitas entrega un resultado de muy buena precisién cuando se emplean niimeros grandes en la discretizacién del
dominio, sin embargo, y aunque se diseié un algoritmo muy eficiente en la solucién de los sistemas de ecuaciones
asociados, el uso de mas de 1000 intervalos para discretizar el dominio de precios no genera informacién que sea
realmente de interés para un inversionista pues pudimos observar que los mercados bursatiles en México sélo
operan con dos cifras decimales por lo que no es recomendable entorpecer los algoritmos agregando nimeros
muy grandes en la discretizacién. Por otra parte en el caso del elemento finito pudimos observar que el uso de
100 elementos para la discretizacién del dominio de precios genera aproximaciones muy buenas en todos los
casos y que al igual que en diferencias finitas el uso de funciones de interpolacién de grado mayor a 3 resultaria
compleja e innecesaria puesto que sélo se crearian sistemas de ecuaciones mas complejos de resolver pero que
no aportan una precision significativa para los inversionistas. Surgen sin embargo muchas nuevas preguntas a
partir del desarrollo de este trabajo ya que algunas de las hipdtesis empleadas son muy restrictivas como la
ausencia de dividendos pagados por las acciones o el considerar como constante la tasa de interés libre de riesgo
por lo que uno se puede preguntar ;Qué pasaria con el modelo al incluir éstas como variables independientes que
afectan el valor de los derivados? ;Qué tan complejo se vuelven los modelos? ;Qué tan importantes son estas
variables en la valuacién de opciones? o simplemente si brindan una aproximacién mas precisa al valor técnico
de las opciones. Otra de las investigaciones que resultan de gran importancia es la de analizar la estabilidad y
la convergencia de los métodos numéricos que fueron empleados.
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Recomendaciones

El desarrollo de esta tesis sirve como introduccién para conocer como emplear los métodos numeéricos en la
valuacion de opciones. Sin embargo, usando este trabajo como plataforma se recomienda realizar un estudio mas
profundo de la volatilidad, existen lineas de investigacién que apuntan a que la volatilidad debe ser estimada
mediante el historial propio del valor del derivado y no sélo del comportamiento del activo subyacente este
es un tépico en el que se recomienda investigar, también se sugiere que un estudio complementario incluya la
planeacién de toda una estrategia de cobertura empleando diferentes activos y derivados méas complejos como
las opciones canasta con las que se puede diversificar el riesgo entre varios activos.

107



108 RECOMENDACIONES



Cddigo fuente de los programas

.1. M.D.F. Para valuacién de un CALL

El siguiente programa, compilado para Maple 11, ayuda a resolver la ecuacion de calor mediante diferencias
finitas con las condiciones iniciales y de frontera adaptadas para permitir la valuacién, de opciones de Compra y
emplea la factorizacion LU para resolver el sistema de ecuaciones que resulta, ademas construye un grafico que
permite realizar una comparacién entre los resultados por la solucién analitica y los de aproximaciéon mediante
M.D.F, por tdltimo convierte toda la informacién en un archivo de Excel para permitir algiin andlisis posterior:

> restart;
> Smin := 0.1le-1;
Smax := 100;
r := 0.82e-1;
sigma := .93;
k := 2xr/sigma”2;
K := 11;
T :=1;
L := 512;
N := 32;
x[0] := 1n(Smin/K);
x[L] := 1n(Smax/K); evalf(\%);
Delta0 := (x[L]-x[0])/L;
Deltal := evalf(Deltal);
Delta2 := T/N;
nu := Delta2/Deltal”2;
> for w from 0 to N do
taulw] := wxT*xsigma~2/(2*N)
end do;
for i from O to L-1 do
x[i] := 1n(Smin/K)+i*Deltal;
if x[i] <= 0 then U[i, 0] := 0
else
Uli, 0] := exp((.5*x(k+1))*x[i])-exp((.5*(k-1))*x[i])
end if
end do;
> for i to N do
ulo, il =0
end do;
> for j from O to N do
a := exp((.5%(k+1))*x[L]+.25%(k+1) "2*tauljl);
UL, j] := evalf(a);
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end do;
> deltal1] := 1+2%nu;
for j from 2 to L-1 do
deltalj] := 1+2*nu-nu~2/delta[j-1]
end do;
> for d to N do
B[1, 4] := U[1, a-11;
for 1 from 2 to L-1 do
if 1 = L-1 then B[1l, d] := U[1l, d-1]+nuxU[L, d]+nu*B[1-1, d]/deltall-1]
else
B[1, d] := U[1, d-1]+nu*B[1-1, d]/delta[l-1]
end if
end do;
U[L-1, 4] := B[L-1, d]/delta[L-1];
for j from L-2 by -1 to 1 do
Ulj, d] := (B[j, dl+nuxU[j+1, d])/deltaljl
end do
end do;
> gama := .5x(k-1);
beta := .5x(k+1);
> for g from O to N do
for h from 0 to L do
S[h] Kxexp(x[h]);
tlg] := T-2*taulgl/sigma2;
V[h, gl := evalf(K*U[h, g]*exp(-gama*x[h]-beta~2*taulgl))
end do
end do;
> with(plots);
for j from 0 to N do
f := j/N; points[j] := {seq([S[il, £, V[i, j1], i =0 .. 512)}
end do;
> multiple(pointplot3d, [points[1]], [points([2]], [points[3]], [points[4]], [points[5]],
[points[6]], [points([7]], [points[8]], [points[9]], [points[10]], [points[11]], [points[12]],
[points[13]], [points[14]], [points([15]], [points[16]], [points[17]], [points[18]], [points[19]],
[points[20]], [points[21]], [points([22]], [points[23]], [points[24]], [points[25]], [points[26]],
[points[27]], [points[28]], [points[29]], [points[30]], [points[31]], [points([32]],
axes = boxed, labels = ["S", "t", "Valor del Call"l);

> with(finance);
plot3d(evalf (blackscholes(x, 11, .82, t, .93)), x =0 .. 100, t =0 .. 1,
axes = boxed, labels = ["S", "t", "Valor del Call"]);

> P := array(l .. 20, 0 .. 8);
for j from O to 8 do
for i to 20 do
Pli, j1 := V[25*i, 4%j]
end do
end do;
> VC := convert(P, Matrix); matfile := "C:/MDFC-DA.x1ls"; ExportMatrix(matfile, VC);
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.2. M.D.F. Para valuacién de un PUT

El siguiente programa, compilado para Maple 11, ayuda a resolver la ecuacion de calor mediante diferencias
finitas con las condiciones iniciales y de frontera adaptadas para permitir la valuacién, de opciones de Venta
y emplea la factorizacién LU para resolver el sistema de ecuaciones que resulta, por tultimo convierte toda la
informacion en un archivo de Excel para permitir algiin anélisis posterior:

> restart;
> Smin := 0.1le-1;
Smax := 100;
r := 0.82e-1;
sigma := .93;
k := 2*r/sigma”2;
K := 11;
T :=1;
L := 512;
N := 32;
x[0] := 1n(Smin/K);
x[L] := 1n(Smax/K); evalf(\%);
Delta0 := (x[L]-x[0])/L;
Deltal := evalf(DeltaOl);
Delta2 := T/N;
nu := Delta2/Deltal”2;
> for w from 0 to N do
taulw] := wxT*xsigma~2/(2xN)
end do;

for i from 0 to L-1 do
x[i] := 1n(Smin/K)+i*Deltal;
if x[i] <= 0 then
Uli, 0] exp((.5*%(k-1))*x[i])-exp((.5*x(k+1))*x[i])
else
Uli, 0] := 0
end if
end do;
> for i to N do
U[L, i] := 0
end do;
> for j from O to N do
a := exp((.5%(k+1))*x[L]+.25%(k+1) "2*xtauljl); U[O, jl := evalf(a)
end do;

> deltall] := 1+2*nu;
for j from 2 to L-1 do
deltalj] := 1+2*nu-nu~2/deltal[j-1]
end do;
> for d to N do
B[1, 4] := U[1, d-11;
for 1 from 2 to L-1 do
if 1 = L-1 then B[1l, d] := U[1l, d-1]+nuxU[L, d]+nu*B[1-1, d]/delta[l-1]
else
B[1, 4] := U[1, d-1]+nu*B[1-1, d]/delta[l-1]
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end if
end do;
U[L-1, 4] := B[L-1, d]l/delta[L-1];
for j from L-2 by -1 to 1 do
Ulj, d] := (B[j, dl+nuxU[j+1, dl)/deltalj]
end do
end do;
> gama := .5*x(k-1);
beta := .5x(k+1);
> for g from 0 to N do
for h from 0 to L do
S[h]l := Kxexp(x[h]);
tlg] := T-2*taulgl/sigma2;
Vih, gl := evalf(K*#U[h, gl*exp(-gama*x[h]-beta~2xtaulg]l))
end do
end do;
> with(plots);
for j from 0 to N do
f := j/N; points[j] := {seq([S[i], £, V[i, j1]l, i =0 .. 512)}
end do;
> multiple(pointplot3d, [points[1]], [points[2]], [points[3]], [points[4]], [points[5]],
[points[6]], [points([7]], [points[8]], [points[9]], [points[10]], [points[11]], [points[12]],
[points[13]], [points[14]], [points[15]], [points[16]], [points[17]], [points[18]], [points[19]],
[points[20]], [points[21]], [points[22]], [points[23]], [points[24]], [points[25]], [points[26]],
[points[27]], [points[28]], [points[29]], [points[30]], [points[31]], [points[32]],
axes = boxed, labels = ["S", "t", "Valor del Put"]);

> P := array(l .. 20, 0 .. 8);
for j from 0 to 8 do
for i to 20 do
P[i, j] := V[25%i, 4xj]
end do
end do;
> VP := convert(P, Matrix); matfile := "C:/MDFP-DA.x1ls"; ExportMatrix(matfile, VP);
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.3. M.E.F. Interpolaciéon Lineal, para valuacién de un CALL

El siguiente programa, compilado para Maple 11, ayuda a resolver la ecuacién de calor mediante elementos
finitos con las condiciones iniciales y de frontera adaptadas para permitir la valuacién de opciones de Compra
y emplea funciones de interpolaciéon polinomiales de grado 1, por ultimo convierte toda la informaciéon en un
archivo de Excel para permitir algin analisis posterior:

> restart;
with(LinearAlgebra) ;
> Smin := 0.1le-1;
Smax := 100;
r := 0.82e-1;
sigma := .93;
2xr/sigma”2;
= 11;
= 1;
:= b5b;
N := 100;
x[0] := 1n(Smin/K);
x[M] := evalf(1n(Smax/K));
Le := evalf((x[M]-x[0])/M);
Deltat := evalf(T*sigma~2/(2xN));
> alpha := 1/Le;
beta := (1/6)*Le;
> for w from 0 to N do
taul[w] := wxDeltat
end do;
> for i from 0 to M-1 do
x[i] := 1n(Smin/K)+ix*Le;
if x[i] <= 0 then
Uli, 0] =0
else
Uli, 0]
end if
end do;
> for i to N do
ulo, il
end do;
> for j from O to N do
a := exp((.5%(k+1))*x[M]+.256%(k+1) "2*xtauljl); UM, jl := evalf(a)
end do;
> BTG := array(0 .. M, 0 .. M);
BTG[0, 0] := -1;
BTG[M, M] := 1;
BTG := convert(BTG, Matrix);
> E[0] := array(1 .. M+1);
for i to M+1 do
E[0][i] := U[i-1, O]
end do;

v

=H X

exp((.5%(k+1))*x[i])-exp((.5*(k-1))*x[i])

I
o

E[0] := Transpose(convert(E[0], Vector));
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> for j from 0 to N do
btG[j] := array(0 .. M);
for i from 0 to M do
if i = M then btG[j][i] := U[i, jl+1
end if
end do;
btG[j] := Transpose(convert(btG[j], Vector))
end do;

> Al := array(0 .. M, 0 .. M);
Bl := array(0 .. M, 0 .. M);
for i from O to M do

for j from O to M do
if i =jand (i =0or i
A1li, j1 :=1; B1[i, j]
elif i = j then
A1[i, j1 := 2; B1[i, j] := 4
elif ‘or‘(i = j+1, i = j-1) then

= M) then
2

A1[i, j1 := -1; B1[i, j] :=1
end if
end do
end do;
> A := alpha*convert(Al, Matrix);

B beta*convert(B1l, Matrix);
> A2 := A+BTG;
> for i to N do
Lambda[i] := -(A2, E[i-1])+btG[i-1];
PI[i] := LinearSolve(B, Lambdal[i]);
E[i] := array(1 .. M+1);
E[i] Deltat*PI[i];
for j to M+l do
E[i1[j] := E[i-11[j1+E[i][j];
if j = 1 then E[i][j] := U[O0, il
elif j = M+1 then E[il[j] := UM, il
elif E[i][j] < O then
for k from j by -1 to 1 do

E[i] [k] 0
end do
end if
end do;
E[i] := convert(E[i], Vector)
end do;

>U := array(1 .. M+1, 1 .. N);
for i to M+1 do
for j to N do
Uli, j] := E[3][4]
end do
end do;
U := convert(U, Matrix);
> gama := .5%(k-1);
beta := .5k (k+1);
> for g to N do
for h to M+1 do

CODIGO FUENTE DE LOS PROGRAMAS
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S[h] := Kxexp(x[hl);

t[g] := T-2*taulgl/sigma”2;

Vlh, gl := evalf(XKxU[h, gl*exp(-gama*x[h]-beta”2*taulg]l))
end do

end do;

> with(plots);

for j to N do

f := j/N; points[j]

end do;
> multiple(pointplot3d, [points[1]],
[points([6]], [points([7]], [points[8]], [points[9]],
[points[13]], [points[14]], [points[15]], [points[16]],
[points[20]], [points[21]], [points[22]], [points[23]],
[points[27]], [points([28]], [points[29]], [points[30]],
, axes = boxed, labels = ["S", "t", "Valor del Call"]);

>P :=array(l .. 27, 1 .. 20);
for j to 20 do for i to 27 do

Pli, j] := V[2*i, 5%j]
end do
end do;

> VC := convert(P, Matrix);

matfile := "F:/MEFC-DA.x1ls";
ExportMatrix(matfile, VC);

:= {seq([S[il, £, V[i, j11, i =1 ..

[points[2]], [points[3]], [points[4]],

55)}

[points[5]],

[points[10]], [points[11]], [points[12]],
[points[17]], [points([18]], [points([19]],
[points[24]], [points([25]], [points([26]],
[points[31]], [points([32]]
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4.

El siguiente programa, compilado para Maple 11, ayuda a resolver la ecuacién de calor mediante elementos
finitos con las condiciones iniciales y de frontera adaptadas para permitir la valuacién de opciones de Compra
y emplea funciones de interpolaciéon polinomiales de grado 2, por tdltimo convierte toda la informaciéon en un

archivo de Excel para permitir algin analisis posterior:

>
>
>

restart;
with(LinearAlgebra) ;
Smin := 0.le-1;

Smax := 100;

r := 0.82e-1;
sigma := .93;

k := 2*r/sigma”2;
K := 11;

T :=1;

M1 := 55;

M := 2xM1;

N := 100;

x[0] := 1n(Smin/K);
x[M] := evalf(1n(Smax/K));
Le := evalf((x[M]-x[0]1)/M);
Deltat := evalf(Txsigma”2/(2+N));
alpha := 1/(3%Le);
beta := (1/30)*Le;
for w from 0 to N do
tau[w] := wxDeltat
end do;
for i from 0 to M-1 do
x[1i] := 1n(Smin/K)+ix*Le;
if x[i] <= 0 then

Uli, 0] :=0

else

Uli, 0] := exp((.5*x(k+1))*x[i])-exp((.5*%(k-1))*x[i])
end if

end do;

for i to N do

ulo, i] =0

end do;

for j from O to N do

a := exp((.5*(k+1))*x[M]+.25%(k+1) "2xtauljl); UM, j]
end do;

BTG := array(0 .. M, 0 .. M);

BTG[O0, 0] := -1;

BTG[M, M] := 1;

BTG := convert(BTG, Matrix);
E[0] := array(1 .. M+1);

for i to M+1 do

E[0][i] := U[i-1, 0]

end do;
E[0] := Transpose(convert(E[0], Vector));
for j from O to N do
btG[j] := array(0 .. M);

CODIGO FUENTE DE LOS PROGRAMAS
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for i from O to M do
if i = M then
btG[§1[i] := Uli, j1+1

end if
end do;
btG[j] := Transpose(convert(btG[j]l, Vector))
end do;
> Al := array(0 .. M, 0 .. M);
Bl := array(0 .. M, 0 .. M);

for i from 0 to M do

for j from O to M do
if i = j and (i = 0 or i = M) then
AL[i, j] :=7;

B1[i, jl := 4

elif (i = j and ‘mod‘(i+j, 4) = 0 )then
AL, 3] := 14;

B1[i, j] := 8

elif i = j then

A1[i, 3] := 16;

B1[i, jl := 16;

elif (i = j+1 ‘or‘ i = j-1) then

A1[i, j1 := -8;

B1[i, j1 := 2
elif ((1 = j+2 ‘or‘ i = j-2) ‘and‘ ‘mod‘(it+j, 4) <> 0)
then A1[i, j] := 1;

B1[i, j] := -1
end if
end do
end do;
> A := alphaxconvert(Al, Matrix);
B := beta*convert(B1l, Matrix);

> A2 := A+BTG;
> for i to N do
Lambdal[i] := -(A2, E[i-1])+btG[i-1];
PI[i] := LinearSolve(B, Lambdali]);
E[i] := array(1 .. M+1);
E[i] := Deltatx*PI[i];
for j to M+1 do
E[i] [j] := E[i-1]1[j]1+E[i][j];
if j = 1 then
E[i][j] := Ulo0, il
elif j = M+1 then
E[i]1[j] := UM, il elif E[i][j] < O then
for k from j by -1 to 1 do

E[i][k] := 0

end do

end if
end do;
E[i] := convert(E[i], Vector)
end do;

>U := array(1 .. M+1, 1 .. N);
for i to M+1 do
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for j to N do
Uli, j1 := E[3][i]
end do
end do;
U := convert(U, Matrix);
> gama := .5%(k-1);
beta := .5x(k+1);
> for g to N do
for h to M+1 do
S[h] := Kxexp(x[hl);
t[g] T-2xtaulgl /sigma”2;
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Vlh, gl := evalf(KxU[h, g]*exp(-gama*x[h]-beta~2*xtaulg]l))

end do
end do;
> with(plots);
for j to N do
f = j/N;

points[j] := {seq([S[i]l, £, V[i, jll, i =1 .. 55)}

end do;

> multiple(pointplot3d, [points[1]],

[points[2]], [points[3]], [points[4]], [points[5]],

[points([6]], [points([7]], [points[8]], [points[9]], [points[10]], [points[11]], [points[12]],
[points[13]], [points[14]], [points[15]], [points[16]], [points[17]], [points[18]], [points[19]],

[points[20]], [points[21]], [points([22]],
[points[27]], [points[28]], [points[29]],

[points[23]], [points[24]1], [points[25]], [points[26]],
[points[30]], [points[31]], [points([32]],

axes = boxed, labels = ["S", "t", "Valor del Call"]);

>P := array(l1 .. 27, 1 .. 20);
for j to 20 do
for i to 27 do
P[i, j] := V[2*i, 5%j]

end do
end do;
> VC := convert(P, Matrix);
matfile := "F:/MEFCCuad-DA.x1s";

ExportMatrix(matfile, VC);
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5.

El siguiente programa, compilado para Maple 11, ayuda a resolver la ecuacién de calor mediante elementos
finitos con las condiciones iniciales y de frontera adaptadas para permitir la valuacién de opciones de Compra
y emplea funciones de interpolaciéon polinomiales de grado 3, por tdltimo convierte toda la informaciéon en un

archivo de Excel para permitir algin analisis posterior:

>
>
>

restart;
with(LinearAlgebra);
Smin := 0.le-1;

Smax := 100;

r := 0.82e-1;
sigma := .93;

k := 2*r/sigma”2;
K := 11;

T :=1;

M1 := 55;

M := 3x%M1;

N := 100;

x[0] := 1n(Smin/K);
x[M] := evalf(1n(Smax/K));
Le := evalf((x[M]-x[0]1)/M);
Deltat := evalf(Txsigma”2/(2+N));
alpha := 1/(40%Le);
beta := (1/2)*Le
for w from 0 to N do
tau[w] := wxDeltat
end do;
for i from 0 to M-1 do
x[1i] := 1n(Smin/K)+ix*Le;
if x[i] <= 0 then

Ufi, 0] :=0

else

Uli, 0] := exp((.5*x(k+1))*x[i])-exp((.5*%(k-1))*x[i])
end if

end do;

for i to N do

ulo, i] =0

end do;

for j from O to N do

a := exp((.5%(k+1))*x[M]+.25%(k+1) "2xtauljl); UM, j]
end do;

BTG := array(0 .. M, 0 .. M);

BTG[O, 0] := -1;

BTG[M, M] := 1;

BTG := convert(BTG, Matrix);
E[0] := array(1 .. M+1);

for i to M+1 do

E[0][i] := U[i-1, 0]

end do;
E[0] := Transpose(convert(E[0], Vector));
for j from O to N do
btG[j] := array(0 .. M);

M.E.F. Interpolaciéon Cubica, para valuacion de un CALL

evalf (a)
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for i from O to M do
if i = M then
btG[j][i] := U[i, jl+1
end if
end do;
btG[j] := Transpose(convert(btG[j]l, Vector))
end do;
>Al:=array(0..M,0..M):
Bl:=array(0..M,0..M):
for i from 0 to M do
for j from 0 to M do
if (i=j and (i= 0 or i= M)) then
A1[i,j]:=148;
B1[i,j]:=16/(105);
elif (i=j and (i+j mod 3<>0)) then
A1[i,j]:=432;
B1[i,j]:=27/(35);
elif (i=j and (i+j mod 3=0)) then
A1[i,j]:=296;
B1[i,j1:=(32)/(105);
elif ((i=j+1 or i=j-1)and (i+j mod 3 <>0)) then
A1[i,jl:=-189;
B1[i,j]1:=33/(280);
elif ((i=j+1 or i=j-1)and (i+j mod 3 =0)) then
A1[i,3]1:=-297;
B1[i,3]:=-27/(280);
elif ((i=j+2 or i=j-2) and (i+j mod 3<>0) ) then
A1[i,j]:=54;
B1[i,j1:=-3/(70);
elif ((i=j+3 or i=j-3) and (i+j mod 3=0) ) then

A1[i,j]:=-13;
B1[i,j]:=(19)/(840);
end if
end do
end do;
> A := alpha*convert(Al, Matrix);
B := betax*convert(Bl, Matrix);

> A2 := A+BTG;
> for i to N do
Lambda[i] := -(A2, E[i-1]1)+btG[i-1];
PI[i] := LinearSolve(B, Lambdali]);
E[i] := array(1l .. M+1);
E[i] := Deltat*PI[i];
for j to M+1 do
E[1](§] := E[i-1] [j1+E[i] [§];
if j =1 then
E[i1[j] := U[o0, il
elif j = M+1 then
E[i]l[j] := UM, il elif E[il[j] < O then
for k from j by -1 to 1 do
E[i][k] := 0
end do
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end if
end do;
E[i] := convert(E[i], Vector)
end do;
>U := array(1 .. M+1, 1 .. N);
for i to M+1 do
for j to N do
Uli, j1 := E[3][i]
end do
end do;
U := convert(U, Matrix);
> gama := .5%(k-1);
beta := .5x(k+1);
> for g to N do
for h to M+1 do
S[h] K*exp (x[h]);
t[g] := T-2%taulgl/sigma"2;

Vlh, gl := evalf(XK*U[h, gl*exp(-gama*x[h]-beta~2*taulg]l))

end do
end do;
> with(plots);
for j to N do
f = j/N;

points[j] := {seq([S[i]l, £, V[i, jll, i =1 .. 55)}

end do;

> multiple(pointplot3d, [points[1]],

[points[2]], [points[3]], [points[4]], [points[5]],

[points[6]], [points([7]], [points[8]], [points[9]], [points[10]], [points[11]], [points[12]],

[points[13]], [points[14]], [points[15]],
[points[20]], [points[21]], [points[22]],
[points[27]], [points[28]], [points[29]],

[points[16]], [points[17]], [points([18]], [points[19]1],
[points[23]], [points[24]1], [points[25]], [points[26]],
[points[30]], [points[31]], [points([32]],

axes = boxed, labels = ["S", "t", "Valor del Call"l);

> P := array(l .. 27, 1 .. 20);
for j to 20 do
for i to 27 do
P[i, jl := V[2#i, 5%j]

end do
end do;
> VC := convert(P, Matrix);
matfile := "F:/MEFCCub-DA.xls";

ExportMatrix(matfile, VC);
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