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INTRODUCCION 2

Introduccion

La Teoria de cédigos es una rama de las matematicas y de la computacion
que se ocupa de la transmision de informacién y posteriormente detectar e-
rrores en la informacion recibida. Sus inicios datan de 1948 cuando Claude
Shannon, trabajando en los Laboratorios Bell (Estados Unidos), inauguré la
disciplina publicando un trabajo llamado A Mathematical Theory of Co-
mmunication, donde sent6 las bases para la correccién de errores, supresion
de ruidos y redundancia.

En 1950 Richard Hamming, también de los Laboratorios Bell, publicé de-
talles de su trabajo sobre codigos de correccion de errores explicitos con tasas
de transmision de informacién mas eficientes que la simple repeticién. Se dice
que Hamming inventd este cédigo después de varios intentos de perforar un
mensaje en una cinta de papel usando el cédigo de paridad.

Mientras Shannon y Hamming trabajaban sobre la transmisién de la infor-
macion en los Estados Unidos, John Leech ide6 cédigos similares al investigar
sobre teorfa de grupos en Cambridge (Reino Unido).

El trabajo aqui presentado es sobre codigos que se pueden obtener a
través de una funcion evaluacion y que se asocian a matrices particulares. Es
importante decir que se ha dividido en tres partes, comenzando por el primer
y segundo capitulo que trata sobre teoria que nos ayudara a comprender los
resultados posteriores; el primer capitulo trata sobre Variedades Algebraicas
y algunas variedades particulares, y aunque no es el objetivo prioritario se
han resuelto algunos ejercicios importantes. En el segundo capitulo se definen
los cédigos que usaremos, sus parametros bésicos y se definen funciones para
los célculos; al final hablamos sobre los ideales téricos asociados a matrices.

La segunda parte es el tercer capitulo de la tesis, donde se enumeran los
resultados que se obtuvieron a lo largo de una investigacion de los doctores

ELISEO SARMIENTO ROSALES 2 TESIS



INTRODUCCION 3

Manuel Gonzéalez Sarabia y Carlos Renteria Marquez; pero se les da una
explicacion mas amplia a los detalles para que cualquier alumno con los
conceptos basicos sea capaz de comprenderlo. En la ultima parte y en este
caso el ultimo capitulo se describe un programa en Macaulay que sirvié para
encontrar los resultados a lo largo de la investigacion arriba mencionada y se
dan dos ejemplos de matrices usando primero el programa y luego verificando
los resultados principales.
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Capitulo 1

Variedades afines y proyectivas

En este capitulo estudiaremos las definiciones mas importantes sobre va-
riedades afines y proyectivas, revisaremos algunos de los ejemplos mas co-
munes que nos ayudaran en resultados posteriores.

1.1. Variedades Afines

Sea K un campo algebraicamente cerrado, definimos al n-espacio afin
sobre K como el conjunto de las n-adas de elementos de K y lo denotamos
como A} o simplemente A”. Un elemento P € A" se llamara puntoy si P =
(ay,as,as,...,a,) con a; € K entonces los a; se llamaran coordenadas de P.

Sea A = K|x1,2,...,x,] el anillo de polinomios en n variables sobre
K. Veremos a los elementos de A como funciones del n-espacio afin de K y
definiendo f (P) = f (a1, as,a3,...,a,), f€ Ay P € A". Asi si f€ A es un
polinomio, podremos tomar el conjunto de ceros de f, y lo denotaremos por:
Z(f)={Pe A" | f(P) =0} . En general si T es un subconjunto de 4,
definiremos al conjunto de ceros de T como:

Z(T)={PeA"| f(P) =0, paratodo f € T}

Es fécil ver que si a es el ideal de A generado por T, entonces Z(T)
= Z(a). Ademds como A es un anillo noetheriano, todo ideal a tiene un
conjunto finito de generadores f1, fa, ..., fr. Asi, Z(T) puede ser expresado
como los ceros comunes de un conjunto finito de polinomios fi, fa, ..., f-.
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CAPITULO 1. VARIEDADES AFINES Y PROYECTIVAS 7

Definicion 1.1 Un subconjunto Y de A" es un congunto algebraico si
hay un subconjunto T C A tal que Y = Z(T).

Proposicion 1.1 La union de dos conjuntos algebraicos es un conjunto al-
gebraico. La interseccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos es un
conjunto algebraico. El conjunto vacio y el total son conjuntos algebraicos.

Demostracién. SiY, = Z(T)) y Y = Z(T5), entonces Y1 UY; = Z(T1T5)
ya que si P € Y] UY; entonces P es cero de cualquier producto de elementos
de T1 y T5. Reciprocamente si P € Z(T1T) y P¢ Y] entonces existe un f
€ T; tal que f(P) = 0, pero como (fg) (P)= 0 con g& T5 entonces g (P) =
Oy P eYs.

Si Y, = Z(T,) es cualquier familia de conjuntos algebraicos es evidente

que Y, = Z(UT.,), entonces (Y, es también un conjunto algebraico. Para
terminar, ) = Z(1), A" = Z(0). m

Definicion 1.2 Definimos la Topologia de Zariski en A" tomando a los
subconjuntos abiertos como los complementos de los conjuntos algebraicos.
Es fdacil ver que, por la proposicion anterior, es un topologia.

Ejemplo 1.1 Consideremos la Topologia de Zariski en la recta afin A'. Co-
mo Klz] es un Dominio de Ideales Principales (DIP), luego todo ideal en
A = Klx] es principal, lo que significa que cualquier conjunto algebraico
al ser el conjunto de ceros de algun ideal, serd el conjunto de ceros de un
unico polinomio. Como pedimos que k fuera un campo algebraicamente ce-
rrado, luego cualquier polinomio se puede escribir de la siguiente manera:
flx)=clr—ay)...(x—ay) conc,ay,...,a, € k; lo que significa que Z(f) =
{ay,...,a,}. Asilos conjuntos algebraicos de A son solamente los conjuntos
finitos, el vacio y el total, entonces los abiertos son los complementos de los
conjuntos finitos, el vacio y el total; dicha topologia es la Topologia cofini-
ta. Es importante darse cuenta que dados dos puntos en A' no existen dos
abiertos disjuntos que lo contengan respectivamente, luego nuestra Topologia
no es Hausdorff.

Definiciéon 1.3 Un subconjunto Y no vacio de un espacio topologico X es
irreducible si no puede ser expresado como la union de dos subconjuntos
propios, cada uno cerrado en Y. El vacio no es considerado como irreducible.
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Ejemplo 1.2 A! es un conjunto irreducible, ya que sus unicos cerrados dis-
tintos del total son finitos, luego no puede ser union de dos cerrados ya que
k es un campo algebraicamente cerrado, entonces infinito.

Ejemplo 1.3 Todo subconjunto abierto no vacio de un espacio irreducible
es denso e irreducible.

Sea X un espacio irreducible, tomemos un subconjunto propio abierto O
C X distinto del vacio, primero demostremos que O es irreducible por contra-
posicion. Supongamos que O no es irreducible, luego existen F' y G cerrados
de X, tales que O = (ONF)U(ONG), como X es irreducible FUG # X, luego
O° es un subconjunto propio cerrado de X, luego es facil ver: X = (FUG)UO*,
lo que es una contradiccion, luego se concluye que O es irreducible.

Ahora demostremos la densidad de O, sea U un abierto de X distinto del
vacio, si U = X tenemos: O N U# (. Ahora si U# X, como X es irreducible
O°UU # X = (0°UU) # D= (ONU) # 0, luego O tiene interseccion
distinta del vacio con cualquier abierto de X, entonces O es denso en X.

Ejemplo 1.4 Si Y es un subconjunto irreducible de X, entonces su cerradura
Y en X es también irreducible.

Supongamos que Y es un subconjunto irreducible de X, y supongamos
que Y no es irreducible, luego existen F y G cerrados en X, tales que si
U=FnNY yV =GnNY, entonces: Y CY =U UV, entonces veamos que si
UNY =0, luego Y C V, pero como V es cerrado se tiene Y C V C G, luego
es una contradiccion por la forma en que definimos a G, entonces: UN Y #
(0, de la misma forma se demuestra que V N Y # (), entonces se tiene que
Y=UnNY)U((VNY), lo que es una contradiccion por la irreducibilidad de
Y. Por lo tanto Y es irreducible.

Definicion 1.4 Una Variedad Algebraica Afin o simplemente Varie-
dad Afin es un subconjunto cerrado e irreducible de A™ con la topologia
inducida. Un subconjunto abierto de una variedad afin es una variedad
quasi-afin.

Ahora podemos explorar un poco mas las relaciones entre subconjuntos
de A" e ideales en A. Para cualquier subconjunto YC A" definimos el ideal
de Y en A por:

I(Y)={feA|f(P)=0 VPeY}

ELISEO SARMIENTO ROSALES 8 TESIS
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Ahora tenemos una funcién Z la cual mapea subconjuntos de A en con-
juntos algebraicos y una funciéon I la cual mapea subconjuntos de A™ en
ideales. Y sus propiedades son:

Proposicion 1.2

1. Si Ty C Ty son subconjuntos de A, entonces Z(Ty) C Z(Th)
2. S1Y) CY, son subconjuntos de A", entonces I(Ys) C I(Y7)

3. Para cualquiera dos subconjuntos Yy,Ys C A" se cumple que I(Y; U
Ya) = (1) N 1(Y;)

4. Para todo ideal a C A, I(Z(a)) =+/a, donde \/a es el radical de a.
5. Para todo subconjunto Y C A",  Z(I(Y)) =Y, cerrradura de Y.

Demostracion. Los puntos 1,2 y 3 son obvios, el punto 4 es consecuencia
del Teorema de los ceros de Hilbert (el cual se enunciard enseguida).

Para demostrar el punto 5 tomemos Y C Z(I(Y)), como es un conjunto
cerrado se cumple que Y C Z(I(Y)). Por otra parte sea W un conjunto
cerrado que contiene a Y, entonces W = Z(a), para algin a ideal, pero Y
C Z(a), y por el punto 2 se tiene que: I(Z(a)) C I(Y), pero aC I(Z(a)) vy
usando el punto 1 de la proposicién se sigue que Z(I(Y)) C Z(a). =

Teorema 1 (de los ceros de Hilbert). Sea K un campo algebraicamente ce-
rrado, sea a un ideal en A = K[xq1,29,...,2,], y sea f € A un polinomio el
cual se escinde en Z(a). Entonces f7 € a para algin entero r > 1.

Demostracion. M.F.Atiyah-1.G.Macdonald, Introduccién al algebra con-
mutativa, pagina 95. =

Corolario 1 Hay una correspondencia entre los conjuntos algebraicos de
A™ e ideales radicales de A (aquellos ideales que son iguales a sus propios
radicales) dado por Y — I(Y) y a— Z(a). Ademds un conjunto algebraico
en A" es irreducible si y solo si su ideal asociado en A es un ideal primo.

Demostracion. La parte de la correspondecia ya se demostrd anterior-
mente, solo falta verificar la iltima parte. Tomamos un Y irreducible y mos-
traremos que I(Y) es un ideal primo. Note que si f g € I(Y), entonces Y C
Z(fg) =Z(f) UZ(g). AsisiY = (Y NZ(f) ) U (Y NZ(g) ), los cuales

ELISEO SARMIENTO ROSALES 9 TESIS



CAPITULO 1. VARIEDADES AFINES Y PROYECTIVAS 10

son subconjuntos cerrados en Y, pero como Y es irreducible se tiene que para
alguno, digamos Z(f) se tiene que Y =Y N Z(f), en cuyo caso Y C Z(f);
en caso contrario se debe tener Y C Z(g). Entonces se tiene que f C I(Y) o
g C I(Y), lo que implica que I(Y) es primo.

Para la otra contencion se tiene que si p es un ideal primo, entonces
suponemos que Z(p) = Y7 U Y3, entonces se tiene p = I(Y;) N I(Y3) lo que
implica p = I(Y1) o p = I(Ys). Asi Z(p) = Y1 o Z(p) = Ya, asi Z(p) es
irreducible. m

Ejemplo 1.5 A" es irreducible, ya que el ideal que le corresponde es el ideal
cero en A, el cual es primo.

Ejemplo 1.6 Sea f un polinomio irreducible en A = K|x,y|, entonces el
ideal generado por f es un ideal primo en A, luego como A es un Dominio
de Factorizacion Unica el conjunto de ceros Y = Z(f) es irreducible. AY le
llamaremos la curva afin defnida por f(x,y) = 0. Si [ tiene grado d diremos
que Y es una curva de grado d.

Ejemplo 1.7 En el caso general sea f un polinomio irreducible en A =
Kz, x9,...,x,], obtendremos una variedad afin Y = Z(f) llamada superfi-
cie sin = 3, o hypersuperficie sin > 4.

Ejemplo 1.8 Un ideal mazimal m de A = K|z, 2o, ...,x,] se corresponde
con un subconjunto cerrado minimal de A", dicho subconjunto solo puede
ser un punto P = (ai,...,a,), ya que los puntos son los unicos conjuntos
cerrados que no contienen subconjuntos propios cerrados. Lo que significa que
todo ideal mazimal de A es de la forma: m = (1 —aq,...,x, — a,), para
algunos ay,...,a, € k.

Definicion 1.5 St Y C A" es un conjunto algebraico afin, definamos al
Anillo afin de coordenadas A(Y) de Y como el cociente A/I(Y).

Notemos que si Y es una variedad afin, entonces I(Y) sera un ideal primo,
por lo tanto A(Y) serda un dominio entero. Ademas A(Y) es una K-algebra
finitamente generada. Reciprocamente, toda K-algebra finitamente generada
B que sea un dominio, es el anillo afin de coordenadas de alguna variedad
afin J. De hecho B se puede escribir como el cociente de algin anillo de
polinomios A = K[z, 2o, ..., x| y algin ideal primo a, entonces J = Z(a).

ELISEO SARMIENTO ROSALES 10 TESIS
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Definicion 1.6 Un espacio topologico X es llamado noetheriano si satis-
face la condicion de cadena descendente para subconjuntos cerrados: para
cualquier sucecion Y7 2O Yy D Y. .. de subconjuntos cerrados, existe un en-
tero r tal que Y, =Y, 11 =Y, 0. ..

Un ejemplo de un espacio topolégico noetheriano es A™. De hecho si
Y1 O Y; D Y;... es una cadena descendente de subconjuntos cerrados, en-
tonces I(Y;) C I(Y;) C ... es una cadena ascendente de ideales en A =
Klx1,29,...,2,]. Como A es noetheriano, entonces dicha cadena de ideales
es también estacionaria, pero para todo i, Y; = Z(I(Y;)), entonces formando
esta nueva cadena serd estacionaria.

Proposicion 1.3 En un espacio topolégico noetheriano X, todo subconjunto
cerrado no vacio Y puede ser expresado como union finita Y=Y, UYoUY3. ..
de subconjuntos cerrados irreducibles Y;. Si ademds pedimos que Y; € Y; para
todo i#j, entonces los Y; estan singularmente determinados y se llaman las
componentes irreducibles de Y.

Demostracion. Primero mostremos que cualquier Y subconjunto ce-
rrado no vacio se puede escribir como unién de subconjuntos cerrados irre-
ducibles. Sea () el conjunto de subconjuntos cerrados no vacios de X que no
se pueden escribir como union finita de subconjuntos cerrados irreducibles.
Si 2 es no vacio, entonces como X es noetheriano, debe existir un elemento
minimo, digamos Z. Como Z no puede ser irreducible por construccion de €2,
entonces lo podemos escribir como Z = Z’ U Z” con Z’ y Z” subconjuntos
propios cerrados de Z. Pero por la minimalidad de Z, Z’ y Z”7 no pueden
estar en (2, o sea se pueden escribir como unién finita de subconjuntos cer-
rados irreducibles, asi Z también es unién finita de subconjuntos cerrados
irreducibles lo que es una contradiccién. Entonces ) es vacio, luego todo
subconjunto cerrado no vacio cumple la primera parte de la proposicion.

Ahora supongamos que existe Y subconjunto cerrado que tiene dos re-
presentaciones de sunconjuntos maximales diferentes: Y=Y, UYoUY3...Y,,
Y=Y/ UY,UY]...Y/ Entonces Y/ C Y=Y, UY,UY;5...Y,, entonces Y/ =
U(Y! NY;). Luego por ser Y] irreducible se tiene que Y/ C Y; para algin
1. Sin pérdida de generalidad supongamos que es para i=1. Procediendo de
la misma manera podemos llegar a ¥; C Y], luego usando la transitividad
de las contenciones Y| C Y/ y por la maximalidad de los conjuntos j=1. De
donde encontramos que Y; =Y. Por dltimo sea Z = (Y — Y1) = (Y — Y]),
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de donde se tiene la siguiente igualdad Z = Yo UY;3...Y, = YJUY]...Yy
procediendo por induccion sobre n se tiene que cada Y; es inico. m

Corolario 2 Todo conjunto algebraico en A™ se puede escribir de manera
unica como union de variedades no contenidas unas en otras.

Definicion 1.7 Si X es un espacio topoldgico, definimos la dimension de X
(que denotaremos por dim X) como el supremo de todos los enteros n tal que
exista una cadena Zy C Zy... C Z, de subconjuntos cerrados irreducibles
distintos de X. Definimos la dimension de una variedad afin o quasi-afin con
la definicion anterior tomando a la variedad como espacio topoldgico.

Ejemplo 1.9 La dimension de A es 1, ya que los tinicos subconjuntos ce-
rrados e irreducibles son los unipuntuales, que son los conjuntos que constan
unicamente de un punto, y el total.

Definicién 1.8 En un anillo A la altura de un ideal primo p es el supremo
de todos los n tales que existe una cadena de ideales po C p1 ... C pp =P
de ideales primos distintos. Definimos la dimension de Krull o simplemente
dimension de A como el supremo de todas las alturas de todos sus ideales
PTIMOS.

Proposicion 1.4 Si'Y es un conjunto algebraico afin, entonces la dimension
de Y es igual a la dimension de su anillo afin de coordenadas A(Y).

Demostracion. Si Y es un conjunto algebraico afin de A", entonces los
subconjuntos cerrados irreducibles se corresponden con los ideales primos de
A = K[x1,2s,...,x,| contenidos en I(Y'), y estos corresponden a su vez a los
ideales primos de A(Y'). Luego la dimensién de Y es la longitud de la cadena
de primos mas grande en A(Y'), la cual es su dimension. m

La proposicién anterior nos permite aplicar los resultados de la teoria de
la dimension para anillos noetherianos en la geometria algebraica.

Teorema 2 Sea k un campo, y sea B un dominio entero el cual es finita-
mente generado como una k-dlgebra. Entonces:

= La dimension de B es igual al grado de trascendencia del campo de
cocientes K(B) de B sobre k.

s Para cualquier ideal primo p en B se tiene:

ELISEO SARMIENTO ROSALES 12 TESIS



CAPITULO 1. VARIEDADES AFINES Y PROYECTIVAS 13

altura p + dim B/p = dim B

Proposicion 1.5 La dimension de A" es n.

Demostracion. Recordando la ultima proposicién se tiene que A" tiene
la misma dimension que su anillo afin de coordenadas K[z, xs, . .., z,], ahora
como Klxy,zs, ..., x,] se puede ver como una k-dlgebra finitamente generada
usamos el primer punto del teorema anterior y llegamos a que tiene dimension
n, luego el resultado. =

Proposicién 1.6 Si Y es una variedad quasi-afin, entonces dimY = dimY

Demostracion. Es facil ver que si Zyg C Z;... C Z, es una sucecion
de subconjuntos cerrados e irreducibles de Y, entonces Zo C Z;... C Z,, es
una sucesién de subconjuntos cerrados e irreducibles de Y, luego dimY <
dimY . En particular si la dimY es finita, entonces podemos elegir una cadena
maximal de cerrados irreducibles Zy C Z;... C Z,, tal que dimY = n. En
este caso Z; debe ser igual a un punto P del espacio afin, luego es evidente
que Zy C Zy... C Z, es también una cadena maximal, ahora P tiene una
correspondencia con un ideal maximal m del anillo afin de coordenadas A(Y)
de Y. Luego los primos que se correponden con los Z; estan contenidos en
m, entonces la altura de m es n, pero como P es un punto del espacio afin
entoces A(Y)/m = k, lo que significa entonces que n = dim A(Y) = dim Y m

Teorema 3 (Krull’s Hauptidealsatz). Sea A un anillo noetheriano, y sea f €
A el cual no es divisor de cero ni unidad. Entonces todo ideal primo minimal
que contenga a f tiene altura 1.

Proposicion 1.7 Un dominio entero noetheriano D es un dominio de fac-
torizacion unica si y solo si todo ideal primo de altura 1 es principal.

Proposicion 1.8 Una variedad Y de A™ tiene dimension n-1 si y solo si es
el conjunto de ceros Z(f) de un solo polinomio irreducible no constante en
A= Klxy,x9,...,1,)].

Demostracién. Si f es un polinomio irreducible, es facil ver que Z(f)
= Z(p) es una variedad, con p = (f) un ideal primo. Por el Teorema de
Krull’'s Hauptidealsatz p tiene altura 1, luego por el Teorema 10 se tiene
que Z(f) tiene dimensién n-1. Reciprocamente a una variedad de dimensién
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n-1 le corresponde un ideal primo p de altura 1, pero por la proposicion
anterior como A es un dominio de factorizacién unica, luego p es principal,
de donde p = (f), para algtn f polinomio irreducible de A, de donde se sigue
la conclusién. m

1.2. Variedades Proyectivas

Para definir las variedades proyectivas seguiremos los razonamientos an-
teriores, y obviaremos las partes que sean solamente repetitivas.

Sea k un campo algebraicamente cerrado, definamos el n-espacio proyec-
tiwo P} o simplemente P como el conjunto de clases de equivalencia de las
(n + 1)- entradas de elementos de k£ no todos cero, bajo la siguiente relacién
de equivalencia:

(ag,aq ...,a,) ~ (Aag, Aay . .., Aay,), para todo A € k distinta de cero

Otra forma de ver al espacio proyectivo P™ a nivel de conjuntos es viendolo
como el cociente de A" - (0, 0, ..., 0) con la relacién de equivalencia que
identifica a cada punto con la recta que pasa por el origen y por ese punto. Un
elemento P en P" es llamado punto, luego el conjunto de las (n + 1)- entradas
que pertenecen a P son llamadas el conjunto de coordenadas homegeneas de
P.

Un anillo R es graduado si se puede ver como suma directa de grupos
abelianos Ry, o sea: R = @, R4, tal que para todo d,e>0 se tiene que
Ry- R. C Ryy.. Luego a un elemento de Ry es llamado un elemento homoge-
neo de grado d. De esta forma todo elemento de R puede ser escrito de una
Unica forma como suma de elementos homogeneos. Un ideal aCR es un ideal
homogeneo si a = @ -, (¢ N Ry). Recordemos también algunos resultados
de ideales homogeneos: un ideal es homogeneo si y solo si se puede generar
por elementos homogeneos; la suma, la interseccion, el producto y el radical
de ideales homogeneos es homogeneo y por ultimo para saber si un ideal ho-
mogeneo a es primo, es suficiente mostrar que para cualquiera dos elementos
homogeneos f y g tal que fg € a, entonces f € a0 g € a.

Ahora tomemos a R = K[zg, z1, ..., 2], y tomemos a R; como el conjunto
de todas las combinaciones lineales de monomios en R de grado d. Si f es
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un polinomio de R, no podria definir una funcién en P” ya que no estaria
bien definida, pero si f es un polinomio homogeneo de grado d, entonces
se tiene que f(Aag, \ay ..., Aa,) = Xf(ag,a;...,a,), lo que significa que si
f es cero en un punto, entonces sera cero en toda la clase de equivalencia.
Asi f dard una funcién entre el espacio P" y el conjunto formado por el
cero y el uno; dicha funcién estara definida de la siguiente forma: f(P)=0 si

flag,ay...,a,)=0,y f(P)=1si f(ag, a1 ..., a,)#O0.

Ahora podremos hablar sobre los ceros de un polinomio homogeneo, lla-
mado Z(f) = { Pe P" | f(P) =0 }. Si T es cualquier conjunto de polinomios
homogeneos de S, definiremos a los ceros de T por:

Z(T)={PecP"|f(P)=0,¥fec T}

Si a es un ideal homogeneo de R, definamos Z(a)=Z(T), donde T es
el conjunto de todos los elementos homogeneos de a. Como R es un anillo
noetheriano, cualquier conjunto de elementos homogeneos tiene un subcon-

jutno finito flana .- 'af?"a tal que Z(T):Z(flaf27 e 'af?")'

Definicion 1.9 Un subconjunto Y de P™ es un conjunto algebraico si existe
un conjunto T de elementos homogeneos de R, tal que Y = Z(T).

Proposicion 1.9 La union de dos conjuntos algebraicos es algebraico. La
interseccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos es algebraico. El
congunto vacio y el espacio total son conjuntos algebraicos.

Demostracion. Similar a la demostracién de la proposicién 1 m

Definicion 1.10 Se define la Topologia de Zariski en P" tomando a los
abiertos como los complementos de los conjuntos algebraicos.

Ahora solamente ampliaremos las definiciones de irreducibilidad y de di-
mensién que definimos en la seccién anterior.

Definicion 1.11 Una variedad algebraica proyectiva (o simplemente varie-
dad proyectiva) es un conjunto algebraico irreducible en P™, con la topologia
inducida. Un subconjunto abierto de una variedad proyectiva es una variedad
quasi-proyectiva. La dimension de una variedad proyectiva o quasi-proyectiva
es su dimension como espacio topologico.
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S1Y es cualquier subconjunto de P, definimos el ideal homogeneo de Y
en S, denotado por I(Y'), como el ideal generado por{ f € R | f es homogeneo
y f(P)=0,VP € Y}. SiY es un conjunto algebraico, definimos al anillo
homogeneo de coordenadas de Y por R(Y) = R/I(Y).

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que el espacio n-proyectivo tiene una
cubierta abierta de n-espacios afines, y luego que cada variedad proyectiva
tiene una cubierta abierta de variedades afines. Pero antes introduzcamos
mas notacion.

Si f € S es un polinomio lineal homogeneo, entonces el conjunto de ceros
de f es llamado un hiperplano. En particular denotamos al conjunto de ceros
del polinomio x; por H;, para i=0, ... ,n. Sea U; el conjunto abierto P"
- H;. Entonces P" esta cubierto por los conjuntos abiertos U;, ya que si
P=(ag, a1, ..., a,) es un punto del n—espacio proyectivo, luego hay al menos
algin a; # 0, luego Pe U;. Ahora definamos una mapeo ¢;:U;—A" de la
siguiente manera: si P=(ay, ay, ..., a,)€ U;, entonces ¢;(P) = Q, donde Q es
el punto con coordenadas afines:

Qg an
a0 a; )

quitando la entrada 2. Es facil ver que ¢; esta bien definida ya que las coorde-
nadas Z—J son independientes de las coordenadas homogeneas que escojamos.
Proposicion 1.10 El mapeo p; es un homeomorfismo de U; con la topologia
inducida hacia A" con la topologia de Zariski.

Demostracion. Claramente ¢; es biyectiva, luego solo resta demostrar
que los conjuntos cerrados de U; estan identificados con los conjuntos cerrados
de A™ por medio de ;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer =0 y
escribiremos U por Uy y ¢ en lugar de .

Sea A = K[y1, s, ..,Yn], definamos un mapeo a de R" (el conjunto de
elementos homogeneos de R) en A, y un mapeo 8 de A a R". Sea f € R",
entonces definimos a(f) = f(1,y1,¥2, - . ., Yyn). Ahora para definir 5 tomo g €

Ay supongamos que es de grado e, luego defino 8(g) = z§g (i—é, e z—") que

7x0

es un polinomio homogeneo de grado e y que estd en R".
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Primero vamos a demostrar que la imagen bajo ¢ de cualquier subcon-
junto cerrado U en A™ es cerrado. Asi sea Y C U un subconjunto cerra-
do, vy sea Y su cerradura en P”, lo que significa que existe un conjunto T
C RM tal que Z(T) = Y, entonces podremos escribir a 7 de la siguiente
manera: 7' = [(Y'). Ahora recordando que estamos en un anillo noetheri-
ano se tiene que I(Y) = (f1, f2, ..., fr), entonces definimos a 7" = o(T) =
a(I(Y)) = a({f1, fay- -, fr)), ahora llamemos ¢g; = «(f;) y notemos lo si-
guiente: P € p(Y) & fi(1,a1,...,a,) =0,Vi=1,....r < gi(a1,...,a,) =
0,Ve = 1,...,7, lo que concluye esta parte de la demostracion, ya que:
oY) = 291,92, -, 9,) = Z(T").

Reciprocamente demostraremos que para cada cerrado de A" al aplicarle
¢~ ! define un conjunto en el proyectivo que es cerrado en U con la topologia
inducida. Sea W un conjunto cerrado de A", entonces existe un 7T tal que
W =2Z(T) = Z(f1, fay- -, fn), para algin T" = (fy, fa, ..., fn) € A. Ahora
llamemos g; = B(f;), tomemos P € o~ 1(W) C U, luego es facil ver: g;(P) =
file(P)) = 0, luego ¢~ (W) C (U N Z(g1,92,---,92)) = ((UNX(B(T"))),
ahora para demostrar la igualdad tomo P € (U N Z(g1,92,.--,9,)) = (UN
Z(B(T"))), luego 0 = g;(P) = fi(p(P)), entonces: P € o' (W), lo que nos
dice: 1 (W) = (UNZ(B(T")))). De lo anterior concluimos que ¢ y ¢! son
funciones cerradas, luego ¢ es un homeomorfismo. m

Corolario 3 Si Y es una variedad proyectiva (quasi-proyectiva), entonces
Y puede ser cubierta por conjuntos abiertos Y NU;,© = 0,...,n, los cuales
son homeomorfos a variedades afines (quasi-afines),via el homeomorfismo y;
definido arriba.

Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior m

1.3. Ejemplos

Para terminar este capitulo se expondran de manera breve ejemplos de
variedades algebraicas, pero al no ser el objetivo de esta tesis el estudio de
éstos, solo se expondran de manera general algunos detalles de las demostra-
ciones.
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Ejemplo 1.10 Cerradura Proyectiva de una Variedad Afin.

S1 Y C A" es una veriedad afin, identificamos a A™ con un abierto Uy C
P" via el homeomorfismo ¢y. Ahora denotaremos porY a la cerradura de Y
en P" y le llamaremos la cerradura proyectiva de Y.

Uno puede probar que I(Y) es el ideal generado por B(I(Y)), con f3
definido como en la ltima proposicion (aqui solo se dard una de las con-
tenciones). Primero uno debe demostrar que si a es un ideal radical, entonces
B(a) vuelve a ser un ideal radical. Luego uno puede verificar las contenciones
de la siguiente manera:

Sea [ € a el ideal generado por G(I(Y)), entonces:
flmo, 21, ..., m) = 2k gk (ﬁ—é, o ’;—z), con g, € I(Y') de grado k

Porlo que: f(1,xq,...,2,) =Y gr(x1,...,2,) = h un polinomio en I(Y),
ahora como Uy = P" — Z(xy), se tiene que f restringido a Uy es h, luego f se
anula en Y =Y N Uy, luego Y C Z(a) que es un conjunto cerrado, entonces:
Y C Z(a), de donde se sigue una de las contenciones.

Ejemplo 1.11 El Cono Afin

Un subconjunto algebraico afin X C A" es llamado cono afin si: V
(a1,...,a,) € X yV X € k se tiene que (Aay ..., \a,) € X. Para darnos
una idea de lo que sucede, es facil ver que el cero del espacio afin siempre
serd un elemento del cono, y ademds que si un punto P estd en el cono, luego
toda recta que toca al punto P y pasa por el origen estd en X, luego cualquier
cono se puede escribir como union de rectas que pasan por el origen.

Ejemplo 1.12 El Cono sobre una Variedad Proyectiva.

Sea Y C P" un conjunto algebraico, sea §:A"1 — {O} — P™ el mapeo que
envia a un punto (ag, aq, . .., a,) de coordenadas afines al punto (ag, ay, .. ., a,)
con coordenadas homogeneas. Definimos el Cono Afin sobre Y de la sigu-
tente forma:

C(Y) =6-1(y) u {0}

En este caso el cono afin sobre una variedad proyectiva Y es el conjunto
formado por el cero y el conjunto de puntos en el espacio afin tales que sus
respectivas clases en el espacio proyectivo estan en Y. Entre las observaciones
que podemos hacer es que el cono C(Y') serd un conjunto algebraico en el afin,
y que Y serd irreducible si y solo si C(Y') es irreducible, luego si Y es una
variedad proyectiva, entonces C(Y) serd una variedad afin.
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Ejemplo 1.13 El mapeo de Veronese

Este es un ejemplo que mostrard como inyectar de manera no trivial un
espacio proyectivo como un subconjunto algebraico de otro espacio proyectivo
de mayor dimension. Pero antes revisaremos un resultado para que sea mds
fdcil su comprension.

Dados n,d > 0, hay (”j;d) monomios de grado d en las n+1 variables
X0, X1, .., Ty. La demostracion se hace por induccion sobre d y n; se empieza
con el caso d = n = 0 que es trivial, luego se toma a f el polinomio que es la
suma de todos los monomios de grado d en las n+1 variables y nos damos

cuenta que es un polinomio homogeneo que se puede ver como:

fxo, @1, ..., xy) = fi(xy, ... x0) + xofo(xo, 21, .., Tp)

donde f, es la suma de todos los polinomio de grado d que no tienen a la vari-
able xq, luego es la suma de todos los monomios de grado d en las n variables
T1,...,Ty, luego por la hipotesis de induccion tiene (”;f{d) elementos. Tam-
bién podemos notar que fy es la suma de todos los monomios de grado d — 1
en las n+ 1 variables xg, x4, . .., x,, usando nuevamente nuestra hipotesis de
mduccion nos queda que tiene (”*ﬁfl) elementos. Por ltimo sumando los

elementos de f1 y fo nos queda:

(n;id) + (nrd-) = (n)

que son los elementos de f y es lo que se queria demostrar.

Ahora sean My, My, ..., My todos los monomios de grado d en las n + 1
variables xg, x1,...,2T,, con N = (”;gd) — 1 y definimos el siguiente mapeo:
pq P — PN

pa(P) = (Mo(P), Mi(P), ..., Mn(P))

Algo que es fdacil de verificar es que pq estd bien definida. El mapeo anterior es
llamado la d-ésima inmersion de P en PV y a cualquier mapeo que difiera
de pg por automorfismos de PV le llamaremos un mapeo de Veronese.

Sea 6 : Klyo,y1,-..,yn| — Klzo, z1,...,2,] el homomorfismo que a cada
y; lo envia a M;. Ahora sea a = ker(0), entonces a serd un ideal primo homo-
geneo, luego Z(a) es una variedad proyectiva de P llamada la Variedad de
Veronese; mds ain uno puede demostrar que Im(pq) = Z(a) y que entonces
pa es un homeomorfismo sobre la variedad proyectiva Z(a).

Geométricamente, el mapeo de Veronese estd caracterizado por la propiedad
de que las hypersuperficies de grado d en P son las secciones de los hyper-
planos de la imagen py(P") C PV.
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Ejemplo 1.14 La Superficie de Veronesse
Sea Y la imagen de py la 2-ésima inmersion de P? en P dada de la
siguiente forma:

py : P2 — P5
p2 [ Xo, X1, Xo] — [X§, X7, X7, X0 X1, X1 X5, XoXo]

Entonces a la imagen de este mapeo lo llamaremos la superficie de Veronese.
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Capitulo 2

Conceptos generales

2.1. Cébdigos lineales

En este capitulo cambiaremos la notacién de los puntos del espacio proyec-
tivo por la siguiente: (0,...,0,1,a1,a9,...,q;), donde la primer entrada no
cero del punto en cuestion es 1. Esto es para garantizar que los mapeos de
evaluacién dados mas adelante estén bien definidos.

Notacion

Si X es un conjunto denotaremos por |X| la cardinalidad de X. Si z € R
pondremos [x] para denotar la parte entera de z. En este trabajo, a menos que
se diga lo contrario, denotaremos por K el campo finito con ¢ = p” elementos,
donde p es primo arbitrario, esto es K := F,. Por P"(K') denotaremos el n-
ésimo espacio proyectivo definido sobre K = F,.

En esta seccion inicial se introduciran algunas de las nociones basicas de
la teoria de cédigos lineales. Consideremos el K-espacio vectorial K™ = (IF,)™.

Definicion 2.1 La distancia de Hamming sobre K™ es la funcion:
6: K"x K" — NU{0}
0 ((CLl? s 7an) ) (bb s 7bn)) = ‘{Z Dy # bl}|

La distancia de Hamming es una métrica en K™ como puede verificarse
facilmente.

21
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Definicién 2.2 FEl peso de Hamming de un elemento a = (aq, . ..,a,) € K"
se define como

w(a) :=0(a,0) = |{i:a; #0}.

Definicion 2.3 Un cddigo lineal C' (sobre el alfabeto K ) es un subespacio
lineal de K™. Los elementos de C' serdn las palabras del codigo. Llamaremos
a n la longitud del codigo y a su dimension k := dimgC, como K—espacio
vectorial, la dimension de C. En este caso, un [n, k|—cddigo es un cddigo de
longitud n y dimension k.

Definicion 2.4 La distancia minima, 6 (C), de un cédigo no trivial C' se
define como

d(C):=min{é (a,b) :a,be C y a+#b}.

Por las definiciones anteriores se tiene que (a,b) = d(a—0b,0) = w(a—»b),
por lo que

6 (C)=min{w(a):0#a€C}

Definicién 2.5 Un [n, k| —cddigo C, con distancia minima § se denota co-
mo un [n, k, ] —cddigo. A los enterosn, k, ¢ les llamaremos pardmetros bdsicos
del codigo correspondiente.

Para un cédigo C' con distancia minima 0 sea t := [5;21] Siae K"y
d(a,c) <t para algin ¢ € C, entonces c es la tnica palabra con d(a,c) < t.

Lo anterior significa que si al transmitir informacién, se recibe el vector
a, y este difiere de ¢ en a lo méas t componentes, entonces se acepta a ¢ como
la palabra transmitida. Por este hecho se dice que C' es un cédigo corrector
de t errores.

Definicion 2.6 FEl producto interno candnico sobre K" estd definido por

n

<(a1, PN ,an) s (bl, PN 7bn)> = Zazbz

=1

Definicion 2.7 S5i C C K" es un codigo lineal, entonces el codigo dual de
C es

Ct:={uec K":{(u,a) =0 para todo a € C}.
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Uno de los mas importantes problemas de la teoria de cédigos es construir
c6digos con dimension y distancia minima grandes, en comparacion con su
longitud, debido a que la capacidad de correccion de errores depende de la
distancia minima. Sin embargo hay ciertas limitaciones en este sentido, una
de ellas, la mas sencilla, es la cota de Singleton:

Proposicion 2.1 (Singleton) Para un [n, k, ] —coédigo lineal C' se cumple
que
E+6<n+1

Demostracién. [31], pagina 41. m

Definicion 2.8 Los ciodigos con k+ 0 = n + 1 son llamados codigos MDS
(cddigos de mdxima distancia separable).

2.2. Funcién de Hilbert y a—invariante

En esta seccién definiremos la funcién de Hilbert y algunos resultados que
seran importantes en el desarrollo de este trabajo.

Sean K =F, y A = Klzg,...,2,] = @,57 A4 el anillo de polinomios
en las indeterminadas zg,...,x, con coeficientes en K, con la graduacion
natural, es decir, A; consta de todos los polinomios homegéneos de grado ¢ y
el cero.

Sea X un subconjunto no vacio de P*"(K). Sea Ix := < f € A: f es
homogéneo y f(P) = 0 paratodo P € X > = @,.,Ix(i), donde Ix(7)
significa la parte homogénea de grado i de Ix, el ideal anulador graduado de
X en A. De igual manera, consideremos R := A/Ix como el anillo coordenado
del conjunto X.

Definicion 2.9 La funcion de Hilbert del anillo coordenado R = A/Ix se
define como

Hx :NUO—=NUO
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Hx(d) = dlmK Ad/IX(d) = dlmK Ad - dll’nK ]X<d)

Proposicion 2.2 Usemos la notacién anterior y sea vx = min{i > 0 :
Ix (i) # 0}, entonces existe un entero ax de tal forma que:

(I) Hx(d) = dimg Aq = ("Id) sty solo si d < yx.
(II) Hx(d) < Hx(d+ 1) < |X| si 0 < d < ax.
(III) Hx(d) = |X| para d > ax + 1.

Demostracién. [29], pagina 166. m

Definicion 2.10 El entero ax de la Proposicion anterior se llama el a—
mvariante de R, o el a—invariante de I, o incluso el a—invariante de X.

Definiciéon 2.11 Puesto que el valor de la funcion de Hilbert a partir de
ax + 1 es constante (igual a la cardinalidad de X ), este nimero, ax + 1, se
llama indice de regularidad de R o Ix. Mas aun, el ideal Ix estd dado por:

]X = <]X(7X)7]X(7X + ]_),...,IX(CLX +2)>

2.3. Cdbdigos Reed-Muller

En esta seccién se introducen los codigos de evaluacién cuyas caracteristi-
cas se estudiardn y analizaran. Estos cédigos son una generalizacion de los
originales cddigos Reed-Muller introducidos en 1954 (cf. [?], [?]).

Sea K =F, y Ay C Klzo,...,z,) la coleccion de todos los polinomios
homogéneos de grado d, y el cero.

Definicién 2.12 Seand € NU{0} y X = {P\,..., P} C P"(K). Definimos
el mapeo evaluacion siguiente:

evg 1 Ag— K™

eva(f) = (f(P1),.... f(Fn))- (2.1)
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Es claro que este mapeo es K —lineal. Ademas el nicleo de esta aplicacion
es Ix(d).

Definicion 2.13 El cédigo de evaluacion de orden d sobre el conjunto X,
el cual se denota por Cx(d), se define como la imagen del mapeo evaluacion
€EVq.

De lo anterior se sigue que Cx(d) es isomorfo a A;/Ix(d), luego por la
definicién de funcién de Hilbert:

A continuacion se da un ejemplo de aplicacién de un codigo de evaluacion
de una variedad donde se han estudiado algunos cddigos lineales ([18], [22]).

Como ya vimos, el mapeo de Veronese v, de grado n, estd dado por
U : PM(K) — PY(K),
vn(2)=(..,M(2),...)

donde z = (29, ..., 2m) € P"(K) y M (z) corre sobre todos los monomios de
grado n en las variables Zy,..., Z,, vy N = ("*m) -1

n

La imagen del mapeo v, es la variedad de Veronese (se acostumbra decir
de grado n, pero por comodidad usaremos de manera implicita el valor de n
y nos referiremos a ella simplemente como la variedad de Veronese), la cual
se denoté anteriormente por V. En este caso, Cy(d) es la imagen del mapeo
siguiente
K[Yy,...,Yn], — KV,

f=C M )(@Q1), [, M, ) (Qry))
donde ky = |P™(K)| y P"(K) ={Q1,..., QK }-

Definicion 2.14 Al cédigo Cy(d) le llamaremos el cddigo de evaluacion de
orden d sobre la variedad de Veronese.

Para los cédigos de evaluacion asociados a la variedad de Veronese sobre
el campo K ya se han calculado los pardmetros principales ([22], Lema 2 y
Teorema 1, pagina 4).
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2.4. Ideales toricos

Sea A = {aj,...,a,} un subconjunto de N%\ {0}, y sea A la matriz
con columnas a; y supongamos que rank(A) = d. Consideremos el anillo de

polinomios S = k[z1, z, ..., x,] y definamos el siguiente homomorfismo:
7:N" — N¢
7T(11) = W(ul,...,un) = U1aq + +unan

Donde la imagen de 7 es el semigrupo:
NA = {A1a1+...—|—/\nan ’ )\1,...,/\n€N}
y donde 7 se puede extender a un homomorfismo:

©:k[ry, e, ... 1] — K[ty to, ... ]
o(x;) = t% =7 Lty

El Kernel de ¢ es denotado por I el cual es un ideal primo y es llamado
el ideal térico asociado a la matriz A. La forma de ver a ¢ explicitamente
como la extensién de 7 y también ver como actia la matriz A sobre cualquier
monomio de S es tomando au = (uq, ..., u,), y seax" = x}* ...z entonces
se tiene:

X t7r(u) — tAu

Definiciéon 2.15 El anillo térico es:
S/lq = k[t,... "] = NA
donde el sequndo isomorfismo estd dado por t* — a.

Una variedad térica es una variedad parametrizada por un nimero
finito de monomios, luego podremos escribir una variedad térica como V(1)
= Z(I1a).

La palabra torico es usada porque existe una accién toro en la variedad
térica: el toro d-dimensional (k*)? actuando diagonalmente en k™ e interpre-
tando A como el conjunto de pesos. La 6rbita de un punto (aq, ..., a,) € k"
es:

(k") (ar,..., ) = {(t"aq, ..., t"a,) | t € (K)}
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Teorema 4 La dimension de Krull del anillo torico S/I4 es d=dim A.

Demostracion. Recordemos que por la defincién anterior el anillo térico
S/Ia es isomorfo al subanillo k[t*,... t*], pero la dimensién de Krull en
este dominio entero es el maximo nimero de monomios algebraicamente in-
dependientes t%, y solo tenemos que darnos cuenta que dos monomios son
independientes si y s6lo si sus vectores exponentes son linealmente indepen-
dientes, luego la dimension del anillo térico es igual al rango de A que es d
]

Definicion 2.16 Si u € Z™, definimos al soporte de u por:
supp(u) = {i | w; 7 0}

Para todo u definimos a u;, como el vector que en la i-ésima coordenada
es u; si u; > 0y es igual a 0 en cualquier otra entrada, y definimos a u_
como el vector que en la i-ésima coordenada es —u; si u; < 0 y es igual a
0 en cualquier otra entrada. Asi es facil ver que entonces siempre se puede
escribir u = u; —u_, donde u; y u_ tienen entradas no negativas y ademés
se cumple: supp(u,) N supp(u_) = 0.

Definicién 2.17 Definimos a un término como un mailtiplo escalar de un
monomio. Un binomio de un anillo de polinomios serd una diferncia de
monomios y a un ideal generado por binomios serd llamado un tdeal bino-
maal.

De ahora en adelante la matriz A se considerard como la matriz de un
mapeo de Z" en Z.

Definicién 2.18 Definimos al kernel de A como:ker A ={u e Z" | Au= 0}

Antes de comenzar el siguiente teorema es importante darnos cuenta de
que las matrices como mapeos son transformaciones lineales, luego en nuestro
caso como A tiene entradas en los naturales union el cero, si A no es la matriz
con todas las entradas cero, entonces para cualquier u € N" distinto del
vector cero se tendra Au # 0. Por lo tanto los elementos distintos de cero
que estén en el kernel de A necesariamente tendran entradas negativas.

Como dijimos anteriormente las matrices funcionan como transforma-
ciones lineales, luego tomemos u € ker A distinto del vector cero, como ya
vimos existen dos vectores con entradas no negativas y soporte disjunto tales
que:uy;—u_ = u, entonces se tiene que:
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Au=0=A(u;y—u )=0=Au,—Au_ =0= Au, = Au_
Con las observaciones anteriores tenemos el siguiente:
Lema 1 Para todo u € ker A se tiene:
p (2") = ¢ (")
De donde se concluye que x*+ — x* € [4.

Demostracion. Solo tenemos que usar las observaciones anteriores ya
que si tomamos u € ker A:

Au, = Au_ = t1% = 49 = o (x) = p (x*)
La tultima parte es evidente m

Teorema 5 Todo binomio de 14 es de la forma m(x* — ") para algin
monomio m y algin u € kerA. Ademds el ideal torico estd generado por el
congunto de binomios:

Ip = {x™ —a* | ueckerA})

Asi el ideal 14 tendrd un sistema minimal de generadores que consistird de
binomios.

Demostracién. Denotemos por I’ = ({x"+ —x"~ | u € ker A}). Por el
lema anterior como todos los binomios estan en [, se tiene la siguiente
contensiéon: I’ C I5. Ahora supongamos que I’ # [, luego fijamos un or-
den monomial < en S, tal que el ideal inicial de I, es monomial. Luego
como existe un f € I, tal que f ¢ I’ (o sea que no puede ser generados
por binomios); de todos los polinomios que cumplan la condicién anterior
tomamos el polinomio cuyo término lider lt(f) = g sea minimal con respecto
al orden monomial fijo. Como sabemos que los monomios forman una base de
k[t1,ta, ..., tq], f estd en el ideal térico I, se sigue: p(f) = 0, entonces existe
un término ¢’ de f tal que g y ¢’ son mapeados bajo ¢ a algin multimplo
escalar de un mismo monomio. Entonces tenemos g = ax” y ¢’ = fx%,con
a, 3 € k*. Abajo mostraremos que lo anterior implica que x¥ —x" € I’, luego
existe f = f — a(x¥ —xV), el cual no puede estar en I, ya que de no ser
asi: f € I'; luego como evidentemente: lt(f) < lt(f), esto nos lleva a una
contradiccion y tenemos que I’ = I4.
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Para finalizar demostremos lo que dejamos pendiente, sean x¥ y x% dos
monomios mapeados bajo ¢ al mismo monomio, demostraremos que x¥ —
xV € I'. Sea x9 = ged (xV,xV), ahora definimos: u, = v—qyau. =
w —q. De donde se tiene: x¥ —xV = x4 (x"+ — x"~) y es obvio que supp(u,)
N supp(u_) = . Claramente x"+ y x"~ son mapeados bajo ¢ al mismo
monomio; lo que significa: Au, = Au_, luego tomando u = u;—u_, se
concluye u € ker A, y llegamos a lo que queriamos demostrar: x¥ —x% € [’ m

Corolario 4 Toda base de Grobner reducida de I, consiste unicamente de
binomios.

Demostracion. Como ya vimos en el Teorema anterior, podemos elegir un
sistema minimal de binomios que generen a I, luego aplicamos el algorit-
mo de Buchberger lo que significa que aplicaremos solamente operaciones
de reduccion y los S-polinomios seguiran siendo binomios, luego tenemos el
resultado. m

Corolario 5 Dos matrices enteras A y A" determinan el mismo ideal térico

si A e SLd(Z)A

Demostracion. Es facil ver que la siguiente igualdad:

{ulueZ" uckerA} ={u|juezZ" uckerTA}
se cumple siempre que det T = +1 m
Proposicion 2.3 Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) 14 define una variedad térica proyectiva.
(b) 14 es homogeneneo con respecto a los grados deg(x;) = 1.

(¢) Los puntos ay, ..., a, estin en algin hyperplano en R* que no pasa a
través del origen.

(d) A puede escojerse de tal forma que aq,...,a, estén en el hyperplano
vy =1, donde (v, ... ,vq) son las coordenadas en R.
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Capitulo 3

Cddigos Asociados a Matrices

3.1. Preliminares

En el capitulo pasado revisamos las definiciones de cédigos de evaluacion
y de ideales téricos. En este capitulo definiremos algunos codigos asociados
a algunas matrices especificas y trabajeremos alrededor de dichos codigos
encontrando su: longitud, distancia minima y dimensién. Es importante decir
que estos codigos son cédigos MDS, definidos también en el capitulo pasado.

Sea A = (a;;) una matriz m x (n + 1) con entradas enteras no negativas
a;; y columnas no cero. Sean K [Xo,...,X,] y K [t1,...,t,] dos anillos de
polinomios sobre K. Entonces como vimos en la tiltima seccién, tomamos ¢
un homomorfismo de K —algebras:

SOZK[X(),...,X”] —>K[t1,7tm]
PX,) = 1t

Sea I4 el ideal térico asociado a nuestra matriz A

Observacion 1 Como vimos en la ultima seccion podemos usar bases de
Grobner para calcular 14, luego podemos usar Macaulay 2 para calcularlo [6].

La variedad toérica determinada por la matriz A es el subconjunto del
espacio proyectivo P% dado por

X = {(t0rr . qama gD gy e PRyt € K}

m
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Tomando siempre los valores t4,...,t,, € K de tal forma que definan un
punto de P7.

Observacion 2 FEste estudio generaliza muchos codigos de evaluacion que
han sido estudiados anteriormente. Por ejemplo, si tomamos la matriz iden-
tidad (n+1) x (n+1), tendremos que la variedad asociada a dicha matriz es
todo el espacio proyectivo, luego los correspondientes codigos de evaluacion
son los cddigos proyectivos Reed-Muller, los cuales son muy conocidos(cf.

[17], [30]).

Por otro lado , si consideramos la matriz (n+ 1) x (n+ 1) de la siguiente
forma:

o O

= =
=
o O =
o O =

o O
o O
o o -
O =
)

la variedad correspondiente a esta matriz es la que nos regresa al espacio
afin (inmerso en el espacio proyectivo), y los cédigos de evaluacién son los
Codigos Reed Muller generalizados, los cuales son también muy conocidos

(cf. [4], [17)).

De esta forma, muchos de los casos particulares de cédigos de evaluacion
trabajados con anterioridad (cf. [5], [24], [25], [26], [27],[16]) pueden ser des-
critos desde este punto de vista.

En particular, los cédigos de evaluacién que resultan de la Variedad de
Segre, de la variedad de Veronesse y los cddigos Generalizados Reed-Solomon
pueden ser estudiados con este tipo de conceptos.

En las siguientes secciones trabajaremos algunas matrices, las cuales sélo
tendran 1’s en el primer renglon y sus elementos en las otras entradas estaran
en progresion aritmética. Los 1’s en el primer rengléon implican que el ideal
torico es homogeneo con la graduacion usual.
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3.2. Resultados principales

De ahora en adelante trabajaremos con matrices m x (n+ 1) que sean de
la siguiente forma

1 1 1 o 1
Ay Qs +C ax+2co ... as+ncy
as az+cs az+2c3 ... asz+ncs
A G+ Cm A + 2C, ... G + NCpy,
Donde as, ..., am,,co, ..., Cyp son enteros positivos.

Con las condiciones anteriores, el conjunto X que se tiene, y que es una
Variedad Térica Proyectiva, estda dado por:

X = {(1,t2 - #8m 452 - g20m gD ) | Lyt € K}
Si X ={P,..., P} C P}, definamos el mapeo de evaluacién, que esta

dado de la siguiente forma:
€Vq - K[Xo, c aXn]d — Ks,
eva (f) = (f (P1),-.., [ (Fs))

Sea Cx(d) el cddigo lineal, el cual es la imagen de el mapeo de evaluacién
anterior, llamado el cddigo de evaluacion de orden d definido sobre la variedad
torica X, o asociado a la matriz A.

En la siguiente seccion describimos el primer parametro de este tipo de
codigos.

3.2.1. La longitud del cédigo Cx(d)

Con la notacién usada anteriormene, la longitud del cédigo de evaluacion
definido sobre la variedad térica X se puede obtener con la ayuda del siguiente
teorema:
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Teorema 6 La longitud s del cédigo de evaluacion Cx(d) estd dado por:

s = g-1
T ged(g—1ic2,¢3,0Cm)
Demostracion.
Sea K* = (a) y t; = &’ para toda ¢ = 1,...,m. Si tomamos ¢ :=
ged(q—1,¢a,...,¢p), entonce se tiene:

tgz e t%’l — a.]2c2+"'+jmcm — (ac)l

donde joco + -+ 4 JmCm = cl.

Maés aun, el orden de el elemento a® vienen dado por:

|
i
L

o(a®) = L
De donde si tomamos o = a€ se tiene:
X ={(1,a,0%, . . . ,a™):l=1,...,9}

Por lo tanto:

que es lo que se queria demostrar. m

3.2.2. La dimensién del cédigo Cx(d) y el a—invariante
del ideal anulador 7x

En esta seccion encontraremos la dimension de los cédigos de evaluacion
asociados a las matrices definidas anteriormente y el a—invariante de su co-
rrespondiente ideal anulador Iy. Usando la notacién del teorema anterior se
tiene:

X:{(l,al,aﬂ’“_’anl):1217.__’E}

C
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donde o = a¢, K* = (a), c = gcd(q — 1,¢a,...,Cp) y 5 = #X = T2,
Por otro lado, trabajaremos con el conjunto Y dado por:
Y={(1,a))ePL:l=1,... 5}

Entonces s = #X = #Y. Ahora usamos la siguiente notacion: S =
K[XOJ s 7Xn]7 Sl = KD/E%YIL y

Ix=(feS:f(P)=0 forall P e X)
Iy =(ge€ S :9(Q)=0 forall Q €Y)
los correspondientes ideales anuladores homogeneos asociados a X y Y.
Lema 2 El ideal anulador Iy viene dado por:
Iy = (Y7 = Y§)

Demostracion. Sea F' un polinomio homogeneo del ideal Iy. Tomando
el orden lexicografico Y7 > Y| aplicamos el algoritmo de la divisién de la
siguiente forma:

F=G- (Y = ¥§) +7

donde G,r € S; y r = 0 o r es una combinaciéon K —lineal de momomios
ninguno de los cuales es divisible por Y7°.

Por lo tanto, degy,r < s. Pero 0 = F(1,0!) = r(1,a!) para todo | =
1,...,slo que significa que r tiene al menos s raices (visto como un polinomio
en la variable Y7). Luego se contradice que degy,” < s. m

Lema 3 El a—invariante del ideal anulador Iy es:
ay =s—2

Demostracion. Del lema anterior sabemos que s es el menor grado de
una componente homogenea no trivial del ideal Iy , y recordando la proposi-

cién 2.2: Hy(d) = di—l =d+1 si d <s.Luego Hy(s—2) = s—1 < #Y

y Hy(s—1) =s=#Y. De donde se concluye ay =s—2. m
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Teorema 7 La dimension del cddigo evaluacion Cx(d) estd dado por:
dimg Cx(d) =nd+1 si nd <s

Demostracion. Comencemos por definir el siguiente mapeo

Sy — Si(nd)
f(Xo,..., X,) — f(YO",YO"_lYl, oY)

Donde S;(nd) es el conjunto de polinomios homogeneos de grado nd
en el anillo S;. Ahora mostremos que nuestro mapeo es suprayectivo, de
donde serd suficiente encontrar los monomios de la forma Y'Y} para
1=20,...,nd. Sit < d tomemos

77ZJ(AX'(C)Z—ZAX'{) — Yb”(d_i)Yb(n—l)iY'li — YE)ndYb—mYOm}/OzY'lz — }/Ond—iyli

Asi si ¢ > d, con el algoritmo de la divisién se tiene: i = dg; + 1, con
0 <r; < d de donde:

¢ (Xgl_ﬁ X;l+1> = (}/Onflh }/1(]1 )d—rl (Yonfql 71)/1q1+1 )7“1 _

nd—nr1—qid+qim1y q1d—q1T1y N1 — QT =TIy QT+
Yy Y Yy Y

Ybnd—dql —r1 ledq1 +r1 _ Yond—zY'li ]

Luego 1 es un mapeo suprayectivo.
También es facil ver que Kervy = Ix(d) y se tiene

Sd/])((d) = Sl (nd)

Por lo tanto Hx(d) = Hy(nd) = nd + 1. Finalmente si nd < s se tiene:
dimK Cx(d) =nd+1 m

Observacion 3 En la demostracion del teorema anterior mostramos que si
nd < s entonces Sy/Ix(d) = Si(nd), pero es obvio ver que como Iy (nd) =
{0} (gracias a que sabemos que s es el menor grado de cualquier componente
homegenea no trivial del ideal Iy ) se tiene: Sy/Ix(d) = Si(nd)/Iy(nd) lo
que prueba Hx(d) = Hy(nd) si nd < s. Mds ain, el isomorfismo inducido
entre Cx(d) y Cy(nd) preserva el peso de las palabras del cddigo, luego la
distancia minima de Cx(d) es igual a la distancia minima de Cy(nd).
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Corolario 6 El a—invariante del ideal Ix estd dado por:

=1 r=0
X705 if 0<r<n

donde j es el cociente y r es el residuo cuando dividimos s — 1 sobre n,
luego s —1=nj+r con0<r <n.

Demostracién. Si 0 < r < n entonces Hx(j + 1) = Hy(nj +n) =
Hy(s+n—r—1). Peron—r—12> 0y luego Hx(j + 1) = s. Ademas,
Hx(j) = Hy(nj) = Hy(s —r — 1). Pero como ya sabemos, por el lema
anterior s —r — 1 < s — 2 = ay se tiene Hx(j) < s. Lo que prueba ax = j
si0<r<n.

Sir=0, Hx(j) = Hy(nj) = Hy(s — 1) = s. Por otro lado, Hx(j — 1) =
Hy(nj—n)=Hy(s—n—1)<s. Porlotantoax =j—1sir=0. m

3.2.3. La distancia minima del cédigo Cx(d)

En esta seccién encontraremos las distancia minima del cédigo Cx(d) y
veremos que el codigo serd un cédigo MDS.

Teorema 8 Si nd < s entonces las distancia minima 6 del cédigo Cx(d)
viene dado por:

0=s—nd

Demostracion. Comencemos por recordar que por la cota de Singleton
se tiene: (nd + 1) + 9 < s+ 1; lo que significa que § < s — nd.

Por otro lado, de la observacion 3 se sabe que § también es la distancia
minima del codigo Cy (nd). Asi es suficienete demostrar que cualquier palabra
del cédigo Cy (nd) tiene un peso de Hamming de al menos s —nd. Ahora sea
G(Yp, Y1) € Si(nd). Entonces G(1, X;) tiene grado g < nd y por lo tanto
tiene g o menos raices. Si A es la palabra asociada al polinomio G(Yy,Y}),
tenemos:

A= (G(1,a),G(1,a%),...,G(1,a%))
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entonces:
w(A)>s—g>s—nd

Donde w(A) es el peso de Hamming de la palabra A. De donde se concluye:
0>s—nd nm
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Capitulo 4

Ejemplos con Macaulay

En este capitulo estudiaremos algunos ejemplos especificos de los codi-
gos de evaluacion definidos anteriormente, pero el aporte especial es que
generaremos programas en Macaulay 2 (cf. [13]), de donde encontraremos los
parametros bésicos de dichos cédigos (longitud, dimensién y distancia mini-
ma) y otras caracteristicas de la variedad térica X (a—invariante, series de
Hilbert, ideal anulador).

4.1. Construccion del programa

Aqui construiremos paso a paso el programa que se usé para encontrar
los resultados del capitulo anterior, dada una matriz iremos construyendo el
programa alrededor de dicha matriz.

Sea la siguiente matriz 3x6 con ¢ = 81, co = 8, ¢3 = 28, como se definié en
la secciéon 3.2:

1 1 1 1 1 1
A=12 10 18 26 34 42
5 33 61 89 117 145

y trabajaremos con K = GF(3%) = {0,1,a,a?, ...,a™} el campo con 81
elementos.

Primero declaramos el campo finito donde trabajaremos dando el niimero
de elementos de nuestro campo como 3% ponemos a ¢ = 81 para poder
trabajar a q como el numero de elementos del campo.
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K=GF(3,4,Variable=>a);
q=81;

Luego definimos una funcién que nos proporcione el representante princi-
pal de cada clase de equivalencia en nuestro campo (recordando que estamos
trabajando en Zsu).

e:=method ()
e(ZZ) :=n->mod (n,p) ;

Ahora declaramos el anillo de polinomios Kzg, z1, ..., x5], y declararemos
nuestra matriz; (es importante observar que cuando se declara una matriz en
Macaulay cambia los renglones por las columnas y las columnas por renglones
y comienza desde la entrada (0,0)).

R=K[x_.0..x.5];
A=matrix{{1,1,1,1,1,1},{2,10,18,26,34,42},
{5,33,61,89,117,145} };

Ahora declaramos una funcién que nos ayudara a encontrar los elementos
de la variedad proyectiva asociada a la matriz A, recordemos que solo es
necesario obtener los ¢;’s, que en este caso seria 5 —2 y 33 — 5 o las entradas:

@11 — Qo1 Y A12 — Ap2:
f=(x,y)->x"(A_1_1-A0_1)*y~ (A1 2-A0.2);

X sera nuestra variedad asociada a A, por lo tanto debemos declarar a ese
conjunto inicialmente como conjunto vacio; ahora para obtener los elementos
de X solo recordemos que para un elemento de X su primer entrada sera 1
y las demas potencias de los ¢;’s, asi solo debemos recorrerlos valores por
todos los elementos del campo (¢ — 1); luego escribimos una funcién que deje
s6lo un representante por cada elemento de X, y por ultimo contamos los
elementos de X:

x={};

i=0;

while i<q-1 do(j=0; while j<q-1 do (X=append(X,1,f(a"i,a"j),
(f(a"i,a"j))"2,(f(a"1,a"j))"3,(f(a"1,a"j)) "4,
(f(a”i,a%j))"6);j=j+1);i=i+1)
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X=unique X
#X

Ahora calcularemos el ideal asociado a la variedad X, esto se hara recor-
dando rapidamente la forma en que se calcula el ideal asociado a un punto
proyectivo, primero declararemos una funcion llamada ide, que nos dara los
polinomios que anulan a cada punto de la variedad X.

Si nos damos cuenta primero buscara la primer entrada no cero del punto,
y luego simplemente calculara los polinomios que anularan a las demas en-
tradas, ésta es la razén por la cual se tienen 5 distintas opciones. Por tltimo
los ideales generados por cada punto estaran en una lista llamada id3.

ide=method ()

ide(List):= t ->(i=0;id3=; while i<#t do (if

t_i 0!=0 then id3=append(id3,ideal(t i 0 * x 1-t i 1 * xO0,
t10 *x x2-t1i2 *x x 0, t.iO0*xx3 - t_.i 3 * x0,
ti0*x4-tid*x0, ti0*x5-1tib *x x0))

else if t_i 1!=0 then id3=append(id3,ideal
(x0, t.i1 * x2 - t1i2 *xx1, t.il * x3 - t.13 *x x_1,
til * x4 -tid*x1, tiil * x5 - tib *x x.1))

else if t_i 2!=0 then id3=append(id3,ideal(x.0,
x1, t12 *x3-ti3d3*x2, ti2 *xx4-tid *xx2,
ti2 *x5-tib * x2))

else if t_i 3!=0 then id3=append(id3,ideal(x 0, x.1, x 2,
ti3 * x4 -tid *x3, ti3 *x x5 - t.i5 *x x.3))

else if t_i 4!=0 then id3=append(id3,ideal(x 0, x 1, x 2,
x3, t.i4d4 *x x5 - t.ib *x x4))

else id3=append(id3,ideal(x 0, x.1, x2, x3, x4));i=i+1))
ide (X)

id3
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Como sabemos el ideal que anulara a X sera la interseccion de los ideales
que anulan a cada punto de X. Entonces describimos la funcién int3 y luego
se la aplicamos a ¢d3 y la inteseccion se llamara J:

int3=method ()

int3(List) :=t->(i=0;J=ideal (x_.0,x_.1,x.2,x.3,x.4,x.5);
while i<#t do (J=intersect(J,t_i);i=i+1))

int3(id3)

J

Para conocer la dimensiéon del cédigo y el a—invariante podemos usar la
funcionde Hilbert, aqui calculamos dicha funcién para todos los codigos de
orden menor que quince, y como sabemos el ultimo lugar antes de que la
funcién se empiece a repetir sera el a—invariante.

toString J

cJ=coker gens J

i=0;

while i <15 do (print(hilbertFunction(i,cJ));i=i+1)

Por ultimo calculamos la serie de Hilbert para el ideal J
hilbertSeries J

Y terminamos nuestro programa. A continuacién expondremos los re-
sultados de dos ejemplos, los cuales pueden ser obtenidos directamente del
programa anterior o de los resultados de esta tesis.

4.2. Ejemplo 1

Este ejemplo sera con la matriz anterior y ya que tenemos el programa,
sera muy simple:

Sea K = GF(3*) = {0,1,a,a?, ...,a™} el campo con 81 elementos y
consideremos la siguiente matriz:

1 1 1 1 1 1
A=12 10 18 26 34 42
5 33 61 89 117 145
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En este caso, ¢ = 81, ¢y = 8, c¢3 = 28 y entonces:

s=#X =_80___ 9

gcd(80,8,28)
Ademis, la veriedad térica proyectiva X C P es:

X ={(1,1,1,1,1,1),

a
(17 a567 (132, CL87 (I64, a40§ &1 l1 8 a1’2 16 20)

)
(1’ CL32, a64’ (116, a48’ 1), (1’ a®, a ,CL20, 17 CLGO),

(1’ a8’ &16’ a24’ a327 CL40>, (17 CL36, a72’ &28’ a64’ CZQO),
(1’ CL64, CL48, CL32, CL16, 1)7 (1’ a12, CL24, CL36, CL48, a60)’
(17 (140, 17 (140, 17 CL40), (17 CL68, CLSG, CL44, a327 CL20),

(17 a167 (132, CL48, CL64, 1), (17 CL44, a87 CL52, 0,16, CLGO),

(1’ CL72, CL64, CL56, a48’ 0,40), (1’ 0,20, CL40, a60’ 1’ a20)7
(1’ a48’ CLIG, CL64, (I32, 1)7 (1’ a767 (172, CL68, a64’ aﬁO)’
(1’ CL24, CL48, a72, a16’ a40)’ (1’ a52, (124, CL76, CL48, a20)}

Luego tenemos, n =5, s — 1 = 19 = 5(3) + 4 de donde: j = 3 y r = 4. Por
lo tanto el a—invariante es 7 = 3, entonces podemos trabajar con los codigos
Cx(2) y Cx(3) con dimensiones Hx(2) =5(2)+1 =11y Hx(3) =5(3)+1 =
16, respectivamente.

Por nuestros resultados tenemos que la distancia minima del codigo C'x(2)
es § =20 — 5(2) = 10 y para el cédigo de C'x(3) es 6 =20 — 5(3) = 5.

De hecho, la Serie de Hilbert viene dada por:

Fx(t) = ST

Ahora, si aplicamos el algoritmo usado en [6], pp. 179-182, se tiene que:

Iy = (X7 — X3X5, X5 Xy — XoX5, X0 Xy — X1 X5, X1 Xy — Xo X5, X3 —
X1 X5, Xo X5 — Xo X5, X1X3 — XoXy, X3 — Xo X4, X1 X2 — X0 X3, X7 — X0 Xo)

Donde I3 es el ideal térico sobre la matriz A, si trabajamos con la cerradura
algebraica K, del campo K.

Finalmente, el Ideal anulador del anillo de coordenadas de la variedad térica
X esta dada por:

Ix = <IZ> {Xg - X§}>
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4.3. Ejemplo II

Para éste ejemplo escribiremos primero la matriz y el campo, después el
programa en Macaulay y por ltimo los resultados.

Sea un campo con 32 elementos y con una matriz 3x4. Sea K = GF(2°) =

{0,1,a,d?,...,a*} un campo con 32 elementos y la matriz A dada por:
1 1 1 1
A=1|7 13 19 25
4 14 24 34

En este caso ¢ = 32, co = 6, ¢3 = 10. El programa asociado sera:

K=GF(2,5,Variable=>a);
q=32;

R=K[x_.0..x.3];
A=matrix{{1,1,1,1},{7,13,19,25},{4,14,24,34}};

f=(x,y)->x" (A_1_1-A_0_1)*y~ (A_1.2-A_0.2);

X={};

i=0;

while i<gq-1 do(j=0; while j<gq-1 do (X = append(X,
{1, f(a"i,a"j), (f(a"i,a"j))"2, (f(a"i,a"j))"3})
;j=j+1);i=i+1)

X=unique X

toString X

#X

ide=method ()

ide(List):= t ->(i=0;id3={}; while

i<#t do (if t_.i_0!=0 then id3 = append(id3, ideal gens
gb ideal (t.i 0 * x1 - t.il *x x0, t.i0 * x2

- t1i2 % x0, t.i0 * x3 - t_1i.3 * x.0))

else if t_i_1!=0 then id3=append(id3, ideal gens gb ideal
(x0, tiil * x2 -t1i2 *xx1, tii1l *x x3 - t_.i3 * x_.1))
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else if t_i_ 2!=0 then id3=append(id3, ideal gens gb ideal
(x0, x1, t12 *x x3 - t_.i.3 * x.2))

else id3=append(id3,ideal gens gb ideal(x 0,x.1,x 2));i=i+1))
ide(X)
id3

int3=method ()

int3(List) :=t->

(i=0;J=ideal (x.0,x_.1,x_2,x.3) ;while i<#t do
(J=intersect(J,t_i);i=i+1))

int3(id3)

J

cJ=coker gens J

i=0;

while i <15 do (print(hilbertFunction(i,cJ));i=i+1)
hilbertSeries J

Ahora segin el programa y nuestros resultados tenemos:

_ _ 31 _
s=#X = 9cd(31,6,10) 31

Asf la variedad térica X C P} es:

X ={(1,1,1,1),(1,a',a*,a%), (1,a*°, a°, a*®),
(1,02, 02", a®), (1, a8, a'®,a?), (1,a'®, a®, a?),
(1,02, 0%, a%), (1,a7,a", a?Y), (1, a7, a?, a?),
(1,027, 0%, a"9), (1,a, a2, a'®), (1, a'6, a, a'"),
(1,a,a",d7), (1,2, a*, a%), (1,a'2, a?*, d%),
(1,a2,a%,a%), (1,a,a2,a%), (1,a", a?2, a?),
(1,007, a'%), (1,a?, a5, a%), (1, a3, a®, a®),
(1,a%,a®, a%), (1,0, a'®, a®), (1,0, a7, a®%),
(1,0, 0, a'), (1,a*, a%, a'2), (1, a™, a2, a1),
(1,02, a2, a'%), (1, %, a', a®®), (1,a'%, a®, a'%),
(1,a*',a',a)}

Por otro lado, n = 3, s — 1 = 30 = 3(10) y entonces: j = 10 y r = 0. Por
lo tanto el a—invariante es 7 — 1 = 9, por lo que podemos trabajar con los
c6digos C'x (i) con dimensiones Hx (i) = 3i+ 1 parat=2,...,9.
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La distancia minima de los cédigos Cx (i) estando dados por §; = 31 — 3i
para i = 2,...,9 y todods ellos son cédigos MDS.

También podemos encontrar la Serie de Hilbert:

Fi(t) = L™

De la misma forma que en el ejemplo anterior obtenemos que el ideal térico
asociado a la matriz A para la cerradura algebraica del campo K:

[* - {X22 - Xng, X1X2 - X0X37X12 - XoXQ}

Ademads obtenemos el ideal anulador del anillo de coordenadas de la variedad
térica X esta dado por:

Iy = (Ig, {XI — X, X210 X2OX, — X, X210 X10X, — X111}
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