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Resumen

En el presente trabajo se analizardn las ecuaciones de Maxwell en su forma in-
tegral con el objetivo de entender el significado fisico de cada una de ellas, ademas se
expondran brevemente algunos ejemplos, asi como también algunos detalles acerca del
desarrollo historico de las mismas. Se ha de realizar también un estudio mas detallado
y profundo de la expresion ya conocida para la llamada “derivada material” y se estu-
diara la relacion que €sta mantiene con las derivadas temporales de integrales de linea,
superficie y volimen; esto, con el fin de generalizar el concepto para las distintas inte-
grales utilizadas. Lo relevante de este andlisis consiste en el hecho de que no ha sido
necesario utilizar formalismos matematicos como formas diferenciales y derivadas de
Lie, pues las expresiones se calculan utilizando unicamente andlisis vectorial. Esta
tesis también tratara, de manera general, un fendmeno importante en el electromag-
netismo: el retardo. La importancia del retardo electromagnético, en nuestro caso
particular, radica en el hecho de que el fendmeno estd directamente relacionado con
el analisis relativista de la ecuaciones de Maxwell y ya que, como mencionamos an-
teriormente, lo que se pretende es analizar la mayor parte de los aspectos de dichas
ecuaciones, hemos considerado conveniente incluirlo como complemento en nuestro

trabajo de estudio.
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Introduccion

El término electromagnetismo proviene del hecho de que no podemos estu-
diar los campos eléctricos y magnéticos por separado. Un campo magnético variable
produce un campo eléctrico (como ocurre en el fendémeno de induccidn electromag-
nética, la cual es la base para el funcionamiento de generadores eléctricos, motores
de induccion eléctrica y transformadores). Similarmente, un campo eléctrico variable
genera un campo magnético. Es esta dependencia mutua de los campos eléctricos y

magnéticos, la que motiva a considerarlos como uno solo: el campo electromagnético.

Maxwell y el electromagnetismo

James Clerk Maxwell fue una de las mentes matematicas mas preclaras de su
tiempo y se le representa frecuentemente como el ejemplo del cientifico clasico del
siglo XIX cuya influencia se deja notar grandemente en la fisica del siglo XX habi-
endo hecho contribuciones fundamentales en la comprension de la naturaleza. Sin
embargo, son sus aportaciones al campo del electromagnetismo las que lo situan entre
los grandes cientificos de la historia. En el prefacio de su obra Treatise on Electricity
and Magnetism (1873) declard que su principal tarea consistia en justificar matemati-
camente conceptos fisicos descritos hasta ese momento de forma unicamente cuali-
tativa, como las leyes de la induccidn electromagnética y de los campos de fuerza,

enunciadas por Michael Faraday. El primer éxito, y el mas notable, de la teoria de



Maxwell fue la elucidacion de la naturaleza de la luz. Maxwell demostrd, a partir de
sus ecuaciones matematicas, que la luz es una onda electromagnética que consiste en
oscilaciones del campo electromagnético. Maxwell ademas logré describir los efec-
tos electromagnéticos al aumentar el término de corriente de desplazamiento en la
ecuacion de Ampere y con ello propuso finalmente un conjunto de ecuaciones para
describir el campo electromagnético. Estas ultimas se conocen como las ecuaciones
de Maxwell, las cuales permitieron ver en forma clara que la electricidad y el mag-
netismo son dos manifestaciones de un mismo fendmeno fisico, el electromagnetismo.
El fendmeno era similar a la gravitacion, cuyas leyes fueron descubiertas por Newton;
asi como un cuerpo masivo produce una fuerza gravitacional sobre otro, un cuerpo
eléctricamente cargado y en movimiento produce una fuerza electromagnética sobre
otro cuerpo cargado. Un aspecto comun entre la gravitacion y el electromagnetismo
es la existencia de una aparente accion a distancia entre los cuerpos, accién que tanto
disgustaba a Newton. Maxwell no resolvid ese problema, pero inventé un concepto
que desde entonces se ha utilizado constantemente en la fisica: el campo electromag-
nético. Segun esta interpretacion, en todo punto del espacio alrededor de una carga
existe una fuerza electromagnética, cuya intensidad y direccion estan definidas por
medio de unas féormulas matematicas. En realidad, mas que un concepto, el campo es

una definicidon que da cierta consistencia a la idea de que una carga eléctrica acttia so-



bre otra lejana, sin tener que recurrir a una accion a distancia. Sélo en el siglo XX se
pudo encontrar cierta base fisica a este concepto, pero en tiempos de Maxwell el campo
electromagnético era una nocién matematica sumamente util, descrita por ecuaciones,
pero cuya realidad fisica trascendia toda interpretacion tedrica. El electromagnetismo
ha sido la base de la llamada Segunda Revolucion Industrial, fundamentalmente en los
aspectos de la conversion electromecdnica de energia y las comunicaciones. Actual-
mente las aplicaciones electromagnéticas dominan toda la técnica moderna, por ello
se hace cada vez mds necesaria la modelaciéon de los fendémenos fisicos mediante la
teoria de campos. Las ecuaciones de Maxwell han sido utilizadas a lo largo de los
ultimos 150 afios para describir los fenomenos electromagnéticos, en particular, han
encajado perfectamente con la teoria de la relatividad. Sin embargo, nos hemos per-
catado que no todos los estudiantes de licenciatura tienen la habilidad de comprender
completamente la teoria relacionada con relatividad, es por ello que en esta tesis se
pretende encontrar una explicacion sencilla del electromagnetismo haciendo uso Uni-
camente de conocimientos basicos de fisica, para que asi, los estudiantes que apenas
se familiarizan con las ecuaciones de Maxwell sean capaces de entender algunas de las
implicaciones relativistas que dichas ecuaciones encierran, al menos parcialmente, sin
que les sea necesario llevar un curso mas avanzado de relatividad o electromagnetismo.

Describiremos un fendmeno relativista que encierran las ecuaciones de Maxwell bus-



cando siempre la manera de que durante todo el analisis realizado s6lo sean indispens-
ables conocimientos basicos de relatividad y teoria electromagnética. En el primer
capitulo estudiaremos las ecuaciones de Maxwell y describiremos parte de sus apli-
caciones; se hablard un poco de las caracteristicas y significado de cada ecuacion, asi
como de sus origenes y deduccion. En el segundo capitulo se estudiardn a detalle las
distintas formas de la derivada material, partiendo de las expresiones y definiciones
existentes para derivadas e integrales paramétricas y enfatizando la importancia que
tiene el utilizar la expresion correcta de la misma al realizar calculos que involucran
variacion temporal de pardmetros de integracion. El objetivo de este capitulo es cal-
cular tales derivadas utilizando una herramienta matematica sencilla pero formal: el
analisis vectorial [1]. Esto nos permitird entender perfectamente las representaciones
integrales de las ecuaciones de Maxwell. La idea de presentar célculos heuristicos en
la segunda parte de nuestra tesis, exponiendo a su vez el calculo formal, surgié con la
intencion de ser capaces de establecer una comparacion entre los dos diferentes méto-
dos, y asi, basandonos en los resultados obtenidos en cada caso, poder determinar qué
ventajas y desventajas ofrece cada uno de ellos. Por ejemplo, el darnos cuenta que en
el célculo heuristico la derivada de una integral de volumen presenta la misma forma
que una derivada material, puede provocar que el resultado sea generalizado de una

manera errada, cuando en realidad se deben tomar en cuenta las consideraciones que



fueron requeridas para llegar a dicho resultado, pues aunque nosotros pudimos corrob-
orar que el resultado era exacto, podrian presentarse situaciones en las cuales esto no
sea posible y tal vez entonces la fisica del problema se torne confusa o inclusive er-
ronea. En el tercer capitulo finalmente, trataremos aplicaciones de las ecuaciones de
Maxwell de una forma un poco mas complicada que en el capitulo 1, hablaremos un
poco de la deduccion de la ecuacion de continuidad que, para nuestro caso particular,
representara la conservacion de la carga en los fendmenos electromagnéticos.

Por otro lado, partiendo del analisis de las soluciones encontradas para la ecuacion
de onda obtenida de operar entre si las ecuaciones de Maxwell, expondremos de la
manera mas breve y concisa (aunque no por ello menos clara) el fenomeno del retardo
electromagnético, explicando sus caracteristicas mas importantes.En la mayoria de los
sistemas de unidades las ecuaciones de Maxwell se expresan acompafiadas de algunas
constantes que terminan por hacer el estudio de las ecuaciones mas complicado de lo
que en realidad es, por esta razén hemos de utilizar el sistema de unidades gaussiano a
lo largo del trabajo, asi podremos dejar de preocuparnos por las constantes y trabajar

mas facilmente el anélisis sin expresiones muy largas o engorrosas.



CAPITULO 1

Ecuaciones de Maxwell

1.1 Los origenes de las ecuaciones de Maxwell y su
deduccion

Las ecuaciones de Maxwell son las ecuaciones que describen los feno-
menos electromagnéticos. La gran contribucion de James Clerk Maxwell fue
reunir en estas ecuaciones largos afios de resultados experimentales, debidos
a Coulomb, Gauss, Ampere, Faraday y otros, introduciendo los conceptos de
campo y corriente de desplazamiento, y unificando los campos eléctricos y mag-
néticos en un solo concepto: el campo electromagnético. Todos los fendmenos
clasicos (no cudnticos) se pueden describir a partir de las ecuaciones de Maxwell.

Este sistema de ecuaciones resulta especialmente atractivo porque remarca
las simetrias intrinsecas entre ellas haciendo mas facil su utilizacién e inspi-
rando aplicaciones posteriores[11]. Dicho lo anterior, comenzaremos con nue-
stro primer capitulo realizando un analisis breve de dichas ecuaciones y dando,

si es posible, algunos ejemplos practicos de su utilizacion.



1.1.1 La ley de Gauss

glhuerade s

FIGURA 1

La FIGURA 1 pretende ilustrar el enunciado de la ley de Gauss, el cual
afirma lo siguiente: ”Existe una relacién importante entre la integral de la com-
ponente normal del campo eléctrico sobre una superficie cerrada y la carga total
encerrada por la superficie”. Sin embargo, para derivar dicha relacion deberemos
empezar estudiando la ley de Coulomb.

La ley de Coulomb establece que dadas dos cargas estaticas, cada una
ejerce una fuerza sobre la otra de la siguiente manera:

(71— 7"2)

— T
Fio=q@p =773, (1.1)
|7 r

1 2’



donde ¢, g2, 71y T o representan a las cargas y posiciones de las dos
ﬁ
particulas y F'15 describe a la fuerza que siente ¢; debido a la presencia de gs.
Ahora bien, podemos definir el campo eléctrico en un punto P producido

Ppor una carga g COmo:

T (1.2)

donde 7~ es la distancia del punto P al origeny 7, es la distancia de la carga q
al origen.
Si la distribucion de carga es continua, debido al principio de superposi-

cion, la Ec.(1.2) se transforma en:

E(T) = / p(ﬁ%dv’- (1.3)
r =1

Este campo eléctrico no depende del tiempo, pues como hemos hecho no-
tar la ley de Coulomb sélo es valida para situaciones no dependientes del tiempo.
No obstante, a partir de esta tltima ecuacion se puede llegar a una forma que ex-
perimentalmente se vera es correcta para cualquier situacion; o sea, para casos
dependientes del tiempo. Si aplicamos a la expresion obtenida para el campo

eléctrico el teorema de Gauss para superficies cerradas, encontraremos la expre-



sion para la Ley de Gauss en su forma integral :

/E(?)-d? - /V-E(?)dv (1.4)
= /47rp(7)dV:47TQ,

Y como esto es valido para cualquier volumen entonces los integrandos en

ambas partes de la Ec.(1.4) son iguales, es decir:
V. E(7) = dnp(7), (1.5)

que no es mas que la ley de Gauss en forma diferencial. Esta ley de Gauss
en realidad es mas general dado que, a diferencia de la ley de Coulomb, no
establece ninguna condicidon sobre la dependencia radial del campo, en otras
palabras, no pone restricciones sobre la simetria del sistema. Ademas podemos
decir, sin pérdida de generalidad, que es valida para situaciones dependiendtes

del tiempo y escribirla como:

V. E(7,t) = dnp(7,1). (1.6)

A pesar de que la ley de Coulomb nos ha dirigido de manera natural a
la ley de Gauss, no podemos decir que dichas leyes son equivalentes entre si.
Esta afirmacion es consecuencia del hecho de que la ley de Coulomb es valida
solo para situaciones estaticas. En realidad si pretendiéramos llegar a la ley de
Coulomb a partir de la ley de Gauss, nos encontrariamos con ciertas dificultades

debidas a la simetria del sistema. Analicemos un ejemplo de esto.
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EJEMPLO: Supongamos una particula puntual cargada (q) y apliquemos
la ley de Gauss en este caso. Si la particula cargada se encuentra en reposo
podemos considerar que el campo eléctrico tiene simetria radial, y por lo tanto,

si la superficie es una esfera centrada en la carga tenemos que

E-dS = Eds, (1.7)

Finalmente aplicando el teorema de Gauss, se obtiene que el campo eléc-

trico esta dado como
EF=—= (1.8)

de donde es posible obtener el campo de Coulomb si tomamos en cuenta
que el campo es radial (por tratarse de una esfera).

Por otro lado, si la carga estd en movimiento, no podriamos afirmar nada
acerca del campo pues el movimiento de las cargas genera distintas direcciones
del campo para distintos instantes de tiempo, es decir, se rompe la simetria. De
lo anterior podemos deducir que so6lo en ciertos casos sera factible obtener la ley
de Coulomb a partir de la ley de Gauss, por ello, es poco certero decir que tales
leyes son equivalentes entre si. A pesar de todo, no podemos negar que ambas
leyes son un recurso muy practico en el calculo de campo eléctrico cuando se

tienen condiciones de simetria favorables en el sistema analizado.
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1.1.2 Ley de los monopolos magnéticos

La segunda ecuacion de Maxwell implica la no existencia del monopolo

magnético y se expresa matematicamente como:

—
V.DB =0. (1.9)

FIGURA 2

[MFCRCHCIA CH LO S FATRONLS DC CARIPO
a] Cuandz un dipale elécrrles g2 corta 9 la mkad. la
cArgA nedativa wa Alsla an e piara y le carga positiea
B OTIa.
B Commlo mo dipelwowagmetico e ool a la milail,
aparsse un nueyo par dz poles nens y sur.

Lo anterior trae consigo una diferencia notable entre los campos eléctrico
y magnético, pues las lineas de campo toman caracteristicas particulares en cada
caso como se ilustra en la FIGURA 2; por ello, cuando se pretenda realizar un
analisis de campos electromagnéticos es importante hacer las consideraciones

apropiadas en cada situacion. En caso de que alglin dia se encontrase evidencia
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de la existencia del monopolo magnético, la ley de Gauss para el campo mag-

nético quedaria como
ﬁ
V-B=p, (1.10)

donde p,, corresponderia a la densidad de monopolos magnéticos. Esta
densidad de carga llevaria aparejada una densidad de corriente .J,, , la cual
obligaria a modificar la ley de Faraday y asimismo habria que ampliar la expre-
sion de la ley de fuerza de Lorentz para incluir la fuerza sobre cargas magnéticas
con un campo magnético.

Esta ley indica ademds que las lineas de los campos magnéticos deben
ser cerradas. Esto significa que sobre una superficie cerrada, sea cual sea ésta,
no seremos capaces de encerrar una fuente o sumidero de campo. Es decir, si
calculamos el flujo magnético a través de una superficie cerrada, el resultado

sera nulo:

I
e

— —

B-dS (1.11)

Esta tltima ecuacion, establece la no existencia de monopolos magnéticos.

Esto no indica solamente que no existan cargas magnéticas sino que también

restringe al campo magnético. En efecto, si consideramos un campo magnético
. = -~ . - —

muy sencillo como B = xi estaremos cometiendo un error pues V - B # 0y

esto no satisface nuestra ley, por lo tanto no puede ser.
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1.1.3 Ley de Faraday

Esta ecuacion relaciona los campos eléctrico y magnético, pero tiene tam-
bién muchas otras aplicaciones practicas, es una de las leyes de Maxwell mas
interesantes pues nos permite entender el funcionamiento de aparatos electro-
magnéticos que basan en ella sus modos de operacion como los motores y gen-
eradores eléctricos entre muchos otros. Mas precisamente, demuestra que un
voltaje puede ser generado variando el flujo magnético que atraviesa una super-
ficie dada.

La ley de Faraday establece que el voltaje inducido en un circuito es di-
rectamente proporcional a la rapidez con que cambia el flujo magnético que lo

atraviesa[6].

_ld_q’:_li]{ﬁdﬁzjfﬁ.df (1.12)
C

NOTA: La permutacion de la integral de superficie y la derivada temporal
se puede hacer siempre y cuando la superficie de integraciéon no cambie con el

tiempo.
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FIGURA 3

En realidad Faraday la expuso de forma muy especial, dado que las ecua-
ciones deducidas por él fueron resultados meramente experimentales que con-
sistieron basicamente en la observacion de los fendémenos como los que se ilus-
tran en la FIGURA 3. En a) lo que influird en la deflexion de la aguja del gal-
vanometro (producto de la corriente inducida) sera solamente el movimiento
relativo entre la bobina y el iman; se registra so6lo una diferencia en el sentido
de la deflexion de la aguja: si se coloca el polo norte hacia la bobina la aguja se
mueve al contrario de cuando se utiliza el polo sur. Por otro lado, en b) lo que
interviene en la induccion es el cambio en la corriente que circula por la bobina:
cuando el interruptor se abre se tiene una fuerza electromotriz inducida igual a
la que se induce cuando el interruptor se cierra, pero de sentido contrario.

De manera mas formal, la ley de Faraday esta dada por la ecuacion:

1d0  1d$B-dS

. — —
2 T b E . dl = 1.13
c dt c dt & ( )

donde ® representa el flujo magnético que atraviesa una superficie abierta;

0 sea: que contenga una frontera. En este caso seria un circuito cerrado.
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ﬁ’ representa el campo eléctrico medido desde el sistema de referencia en
—

que la diferencial de longitud d/ se encuentra en reposo aunque éste ultimo se
mida en el sistema de referencia donde se calcula el flujo. £ se conoce como
la fuerza electromotriz del circuito y el signo menos simplemente aparece para
indicar el sentido de dicha fuerza (opuesta a la direccion del campo que la pro-
duce). Faraday lo expuso de esta manera para poder contemplar los circuitos en
movimiento, sin embargo, esto trae como consecuencia una ley mas amplia que
ademas de contemplar la forma diferencial e integral que normalmente se expone
en los libros de texto, contiene informacion adicional sobre las transformaciones
de los campos eléctricos y magnéticos[11].

Volviendo a la interpretacion clasica de la ley de Faraday, se considera que
el campo eléctrico se mide en el sistema de referencia donde se mide el flujo y

desaparece la prima quedando como:

- =
1de  1d§B-dS

E.dl = 1.14
e e I (1.14)

La aproximacion realizada es pequefia si el circuito y/o la superficie no se
mueven o contorsionan, o bien, si lo hace a una velocidad v < ¢. Si el circuito
se considera "fijo”, podemos entonces meter la derivada total del tiempo como

una derivada parcial dentro de la integral:

1d® 1 8§ — - =
= ¢ —.dS = FE -dI. 1.15
c dt c ot 5 7{ ( )
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Por otro lado, si consideramos el teorema de Stokes, llegamos a:

H
1dd 1 0B — =
B T E-dS—j{VxE-ds. (1.16)

Como esto es valido para cualquier superficie, podemos concluir que

— 18§
E=—-—— 1.1
V x p_rm (1.17)

Las Ecs.(1.16) y (1.17) representan la ley de Faraday en forma integral y

diferencial respectivamente; sin embargo, como ya hemos mencionado antes, el

intercambio de la diferencial y la integral se puede realizar solo cuando la su-

perficie no presenta deformaciones. En el capitulo 2 ahondaremos un poco mas

en estas cuestiones, por el momento veamos un ejemplo ilustrativo del caso es-

tatico que hemos analizado para le sea mas sencillo al lector entender la utilidad

de la expresion para la ley de Faraday.

EJEMPLO: Consideremos un circuito rectangular cuya longitud horizon-

tal disminuye con el tiempo a un ritmo constante como en la FIGURA 4.

e P

FIGUEA 4
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Vemos entonces que el cambio en dicha longitud estara definido por
X =x —vt. (1.18)

donde X representa la longitud final en la horizontal del circuito. Su an-

chura es constante y vale [. Por tanto, el area es igual a

A=1X =l(z — vt). (1.19)

Por otro lado, aplicamos un campo magnético constante en la direccion
perpendicular al rectangulo que, sin pérdida de generalidades, puede consider-
arse en la direccion del eje z; de esta manera, aplicando la Ec.(1.14) es facil

obtener la fuerza electromotriz en la superficie encerrada por la espira:

- = —aN
1d®  1d§ B-dS  1d§ B ndA

- - S 7 7 - - 1.20
§ c dt c dt c dt ( )
1 dedA 1d 1d
— _— = — — — X _ ——— —
c dt cdt Bd(iX) cdtBl(I vt)
1
= —Blwv.
c

Con lo cual es facil concluir que si el fluyjo de campo magnético es con-
stante sobre la superficie, no tendremos ninguna fuerza electromotriz. Esto nos
permite entonces entender el principio basico de algunos motores: todo consiste
en un cambio de flujo magnético, el cual puede hacerse variando el campo mag-
nético o bien, variando la superficie de integracion. Asi, queda un poco mas
clara la importancia de las ecuaciones de electromagnetismo en el analisis de los

fenémenos fisicos que nos rodean.
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1.1.4 Ley de Ampére-Maxwell

Entre las leyes de Biot-Savart y la de Ampere-Maxwell, sucede algo similar
que con las leyes de Coulomb y Gauss, pues la ley de Biot-Savart resulta ser
equivalente a la ley de Ampere, la cual a su vez representa la ley de Ampere-
Maxwell para el caso estacionario. En efecto, si partimos de la ley de Biot-Savart
(que como sabemos es valida sélo en el caso estacionario), el campo magnético
generado por una distribucion de corriente lineal I independiente del tiempo se

exXpresa comao:

1 1 —
C - /

r —r

Por lo que, si consideramos una densidad de corriente volumétrica, podemos

escribir[10]:
— — —
1 / = .
ﬁ:_/‘](r’t)xg?) v (1.22)
c ‘?_ r!

Ademas, utilizando el hecho de que[10]:

1 1 7o
v -V S 123
7 RV e -2
1 T (1)
%
:>B:-Vx/;;dv’, (1.24)
C ’?—T’

y aplicando el rotacional al campo magnético obtenemos:

1 T (1)

_>

V x B :—VXVX/;’_)dV’. (1.25)
C ‘?_ r
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Con la identidad
A) — V¥4, (1.26)
llegamos a:

1 1
VxB = —v/v. T4 ——|av
C

—

1 — = 9 1
—— ! —_— ! 1.2
C/J(r,t) V)?_? dV (1.27)

Para el caso estatico la primera integral se anula, y dado que[10]

1 —
V2 ——— = —47wo (7 — 1), (1.28)

entonces
VxB=—1]. (1.29)

Finalmente integrando la expresion anterior y utilizando algunos teoremas
de analisis vectorial es facil obtener la forma integral de ésta ecuacion, la cual se

expresa de la siguiente manera:

- = - =
j{B-dzz— J-dS. (1.30)
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**Los contornos y superficies de integracion se ilustran mas claramente
en la FIGURA 5, considerando d? = nda

Las Ecs.(1.29) y (1.30) representan la Ley de Ampére en su forma diferen-
cial e integral respectivamente. Sin embargo, a esta ecuacion le falta un término
que fue incorporado por Maxwell al darse cuenta que existia una contradiccion
en ciertas circunstancias fisicas cuando el sistema no era estacionario.

EJEMPLO: Consideremos una linea con corriente que llega a un capacitor
de placas paralelas como lo ilustra la FIGURA 6 y tomemos la Ec.(1.30). Por un
lado se tiene que si el circuito es redondo centrado en la linea de corriente y el
condensador esta suficientemente lejos para poder considerar una simetria axial

la integral del campo magnético en dicho contorno es:

- =
%B -d 1l = B2mr, (1.31)
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siendo r el radio del circuito y podemos escojer cualquier superficie abierta

que tenga como frontera el circuito considerado, de las cuales la mas natural es

i Sl

la superficie .S (superficie plana o disco generado por el circuito C').

FIGURA 6
En este caso:

4 4
7”7{7 dS = 7”[, (1.32)

siendo / la corriente total que atraviesa la superficie. Dicho lo anterior,

podemos entonces concluir que
4 I
Borr = “ = B =92~ (1.33)
c r

Este resultado es utilizado en casi todos los libros de ensefianza cuando la
ley de Ampere es analizada.
No obstante, podemos también escoger la superficie S’ que pasa exacta-

mente entre las placas del condensador de tal forma que ninguna corriente la
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atraviesa y en consecuencia:

%7@?:0:&3:0 (1.34)

Evidentemente las Ecs.(1.33) y (1.34) son contradictorias.

En efecto, fue Maxwell quien en 1865 considerd necesario modificar la
ley de Ampere introduciendo a ésta un nuevo término denominado “corriente de
desplazamiento”. El andlisis parte de recordar la consideracion de que V- 7 =0

para campos estaticos, la cual era satisfecha claramente por la ley de Ampére

.
V.VxB=—V-J=0 (1.35)

Sin embargo, lo que Maxwell observo fue que si tomamos la ecuacién de
continuidad y la ley de Gauss en su forma diferencial, obtenemos facilmente una

H
nueva expresion para la densidad de corriente J :

dp — — 1 0F
§+V-J—V-(J+E§)—O

— 1 0F

T =77 1.36
— 7= +47r8t' (1.36)

Este ultimo término se conoce como la “corriente de desplazamiento de
Maxwell” debido a que en el andlisis hace las veces de una corriente que depende

de una derivada temporal.
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Con lo anterior Maxwell convierte la Ley de Ampere a una ley mas gen-
eral, valida para campos dependientes del tiempo:
é
VXxB=—J+—-—-. (1.37)

Finalmente, nuestro primer capitulo queda concluido al haber obtenido
las Ecs.(1.6), (1.9), (1.17) y (1.37) que representan las ecuaciones de Maxwell,

necesarias para la descripcidn de los fendmenos electromagnéticos.
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CAPITULO 2

Derivadas temporales de integrales y su relacion con la
derivada material

2.1 La derivada material en electromagnetismo

Es muy frecuente en electromagnetismo[10], [8], tener que realizar derivadas
respecto a un parametro (que normalmente es el tiempo) de integrales de volu-
men, superficie y linea. Por ejemplo, el calculo de la variacion de la carga en un
volumen dado, al igual que el cambio con respecto al tiempo de un flujo mag-
nético implican conocer la derivada con respecto al tiempo de una integral, y
si no se es cuidadoso en el analisis, podemos llegar a confundir el concepto de
"derivada material" y conducirnos a errores importantes. En la literatura es fécil
encontrar calculos intuitivos de tales derivadas (paramétricas)[10], [8], pero dada
la naturaleza heuristica de estos, regularmente se presta a confusiones. Podemos
encontrar también célculos un poco mas formales[9], pero restringidos a situa-
ciones especiales o en general obtenidos mediante métodos matematicos com-
plicados. Es por ello que en este capitulo, desarrollaremos un método relati-
vamente sencillo que nos permita obtener dichas expresiones utilizando tnica-

mente conocimientos basicos de analisis vectorial[12].
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2.1.1 Derivada temporal de la integral de una densidad de carga
volumétrica

Cuando uno quiere conocer el cambio con respecto al tiempo de la carga
contenida en un volumen que se mueve o se deforma es muy comun utilizar
el concepto de derivada material[10]. No obstante, al aplicarlo en forma di-
recta puede cometerse un error grave. Para entender esta posible equivocacion,
comenzaremos en esta seccion reproduciendo el calculo realizado en forma heuris-
tica o intuitiva de la derivada temporal de una integral de volumen, y de este
modo sea mas sencillo para el lector percatarse de cada una de las considera-
ciones realizadas durante el proceso.

Sabemos que una integral de superficie o volumen puede depender de un
parametro como puede ser el tiempo. Este pardmetro puede deformar la su-
perficie o el volumen y por esta razon seria sélo el tiempo quién describiria la
evolucidon de dicho cambio. Sin embargo, puede darse el caso de que el inte-
grando dependa también del mismo pardmetro en forma implicita o explicita.
Por ejemplo, llamemos A a la carga contenida en un volumen, si consideramos
una densidad volumétrica de carga p( 7, ) y la integramos en un volumen vari-

able en el tiempo V' (¢) podremos definir:

A= / p(T,1)dV, (2.38)
V()

Si nuestro volumen se deforma o se mueve, es posible que gane o pierda

carga, es decir: A dependera del tiempo. Por tanto, si ahora queremos conocer
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la razon de cambio de A con respecto al tiempo, lo normal sera derivar:

d d
—A=— 7. 0)dV | . 2.39

Para poder entender como debe entrar la derivada con respecto al tiempo en

la integral debemos recurrir a las verdaderas definiciones de derivada e integral,

esto es:
d . At + At) — A(t)
%A = Alirilo { At . (2.40)
incorporando la integral
d 1 | limay—o [Z?:(TA” p(Tist + At)AVz}
% — Almo E . n(t) N y (2.41)
t— —limay, o [Zizl (7, t)AV;}

donde n(t) representa el numero de divisiones que se consideran del vol-
umen al tiempo . Es claro que no existe dependencia temporal en la 7" pues
aunque en realidad se tenga un fluido en movimiento para efectos de la integral
la densidad p(7, ) sélo lleva la dependencia temporal en la entrada del tiempo.

Si restamos y sumamos al término de la derecha la Ec.(2.41) la cantidad:

n(t+At)—n(t)

N -
Jim =] lim Z_; p(Tit+ ADAV;| | . (2.42)

la Ec.(2.41) queda igual a
J ] [ n(t+At)—n(t)
_ . - . —)' g
EA = Al%r_r}o A7 Al\/lin—lm Zl p(7 it + At)AV (2.43)
[ n(t) — —
dim |l |2 A av
i=1
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En la Ec.(2.43) hemos logrado separar la expresion en dos términos, el
primero solo considera la sumatoria de los términos que aparecen en el volumen
al tiempo t + At y no al tiempo ¢; el segundo correspondera a la integral de la
parcial con respecto al tiempo de la densidad justamente en el tiempo ¢.

Obviamente hemos supuesto todo el proceso con funciones suaves que nos

permiten permutar las sumatorias. Se tiene entonces:

n(t+At)—n(t)

d 1] —
A = Jim | lm Zl p(T it + AAV, (2.44)

n(t) —

| (0p(T2.1))

1 ~~ AV

> gAY
=1

Lo cual nos lleva a:

d, .. 1 — op(7, 1)
EA = Al}:r_r)lo A7 {/AV p(r ,t)dV} + /V(t) ——dV. (2.45)

Analicemos la primera integral del miembro derecho de la Ec.(2.45).
dV =d S - TAL (2.46)

donde ¥ es la velocidad de cada diferencial de superficie del volumen

como lo ilustra la FIGURA 7.
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4y =F o v = ) = Vel

FIGURA T

Esto resulta en que el primer término de la Ec.(2.45) se puede expresar

como:

1 —
lim — / p?,th}:/ o(7, )0 -dS, (2.47)
At—0 At [ AV (T.9) S(t) (79

y consecuentemente, utilizando el teorema de Gauss llegamos a

d NN op(7 1)
— A= V- ,t dVv — " 2dV. 248
/m (o(7, 1)) +/ (2.48)

Este resultado es conocido[9], sin embargo mal interpretado en la mayoria
de los casos pues se asume que la velocidad v en la integral corresponde al
flujo de las particulas y en realidad solamente tiene que ver con el movimiento
del volumen (esta afirmacion sera mas clara al realizar el calculo formal en la
siguiente seccion). Esto significa que si p representa una densidad de carga en

movimiento y se calcula la derivada con respecto a un volumen fijo ( v = 0), se
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tendra:

H
Ay / (7)1, (2.49)
dt V=cte

un resultado que es independiente de si existe o no un flujo. De hecho, si
consideramos un fluido en movimiento con velocidad «" y calculamos %A para
un volumen fijo, la Ec.(2.49) nos indicara el cambio de masa en ese volumen.

: . — —>
Empero, si el volumen se mueve con el fluido (esto es v" = u ) tendremos que

é
iA:/ v-(p(7,t)ﬂ>)dv+/ P gy @s0)
dt V(t)

siendo @ la velocidad del fluido en cada punto. Por otro lado, en la

literatura tenemos que[2]
V- (p(7, )W) = p(V- )+ (Vp) -, (2.51)

si ademas consideramos que el fluido es incompresible, a partir de la

ecuacion continuidad de la dinamica de los fluidos [1], podemos obtener fa-
. . . ., — e . .,

cilmente que se satisface la condicion V - « = 0 y reescribiendo la expresion

anterior, llegamos a:
Ve (p(7, )W) =" - (Vp). (2.52)

De este modo la Ec(2.50) se convierte entonces en:

d — — op(7, 1)
—A= u - Vp(r,t)dV + ——2dV. (2.53)
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2.1.2 Cdlculo formal de la derivada temporal de una integral de
volumen

Hemos observado en la seccion anterior que en el camino recorrido para
llegar a la expresion escrita en la Ec.(2.53) se han tenido que tomar en cuenta
ciertos aspectos del flujo analizado y con ello se deja en entredicho la exactitud
y/o validez de la derivada obtenida. Por esta razon, consideramos importante
realizar una vez mas el calculo descrito en el apartado precedente pero de una
manera menos intutitiva, es decir, empleando herramientas matematicas mucho
mas formales. La técnica que desarrollaremos ahora se basa en el analisis vecto-
rial, ya que esto nos permitira comprobar si los resultados anteriores son exactos
y a su vez, sentar las bases para obtener la derivada de una integral cualquiera
respecto a un parametro. Habiendo hecho estas acotaciones, calcularemos la
integral de la Ec.(2.39)considerando que el volumen se mueve o se deforma in-
dependientemente del flujo. Empezaremos describiendo el volumen por medio
de un cambio de coordenadas.

Definamos

T = 7(u,v,w,t), (2.54)

donde u, v y w son coordenadas que general a cada instante un punto del

volumen considerado V' (¢) como en la FIGURA 8.
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FIGURA 8

El tiempo ¢ queda como un parametro y ahora debido al cambio de coor-

denadas 7" si depende del tiempo. Definiremos a continuacién un conjunto de
RN — ~ o~ o~ .

vectores 1y, Ty, T ws Eus €y , €y y 1as cantidades h,, h,, h,, con el fin de hacer

mas entendible los calculos de esta seccion. Sea

or T
T o(u,v,w, t) = e ea(u,v,w,t) = (;9_; - h_:’
da
oT
holw, v, w ) = |50 o @ =u,v,w. (2.55)
o

**Notese que todas las cantidades dependen de las variables u, v, w y t.
Ademas, supondremos que el sistema formado por los vectores e, €, y €, for-

man una base ortonormal (véase FIGURA 8).
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Una vez definidas estas cantidades podemos ver que:

d . d
SAa=2 | pav 2.56
at” " dt Ju” (2.36)

puede escribirse como

d oxyz
EA = /// (u,v,w,1),t) ‘(‘%ww dudvdw  (2.57)

:>dt /// 7 (u, v, w,t),t)AdQ

donde Bmyz ‘ = A(u, v, w,t) representa al Jacobiano y depende del tiempo.

Empero df2, que es la diferencial del volimen generado por w,v y w tal que
) — V a cada instante, no es dependiente del tiempo; esto es consecuencia
de que hemos parametrizado de manera tal que el parametro, en este caso el
tiempo, solo se exhiba en los términos integrandos y no en las diferenciales ni

en los limites de integracidon. De lo anterior llegamos a que

d . oxyz
[ [ o o0y 52 (.58)
[ oo G |52 | duua
i (7 (u,v,w,8),6)] = | |5 | dudvdw.
Simplificando, tenemos:
d d d
da= / [ Sl A+ p th} do, (2.59)

donde df) = dudvdw. Debemos tener cuidado al escribir la derivada de
p pues este término tiene dependencia temporal de manera implicita y explicita,

esto es:

7, t)+ (0 - V)p(7,t). (2.60)
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Con esto podremos escribir la Ec.(2.59) como

%A = /Q [Aap( )+ AV - V)p(7,t) + p%A ds. (2.61)

Utilizando las definiciones expresadas en la Ec.(2.55), es facil ver que

0 v w TN

A= | 2 = [ 7 T = hyhoh. (2.62)
oz 0z Oz
ou Ov Ow

La ultima identidad sélo es valida para coordenadas ortogonales[2],

pero como ya mencionamos esto se satisface para nuestro caso y entonces

— — —
] R e T A PRrer

dadas las expresiones para 7 ., 7,y T 4 en Ec.(2.55) podemos definir

0T, _ 0T _ 00T 07
ot Ondt  On Ot  On

— ?n con n = U, U’ w (264)

. . . ey .y . —
pero sin confundir esta definicion con la proyeccion de la velocidad v =

86—; en la direccion de e, Asi, reescribimos la Ec.(2.63) y obtenemos

Uu7r’Uarw]_'_[ruyvv;rw]—i_[?uu?@'??w' (265)
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Por otro lado, si utilizamos las identidades vectoriales para coordenadas

ortogonales[1], expresamos cada uno de los sumandos de la derecha como

107

_)u —>v —>'w = _)u Av Aw hvhw uhuhvhw
[V, T oy T w) = [V, €0, €u) o e ,
B N — ~ =~ 1 87 ~

wy Vv, T ul = |Cws VwyCuy hwhu = 7T vhvhwhw
[T w, Uy 7wl = [Cus Uy, €l T e

u) v w] — [Cuy Cu; w hwhu =37 3 whwhuhv-
(7w, T oy V] = [€u, €0y V) I w e

Por lo que

dA_{la?A 10V 18?A}
it '

mow T hoe T ow

— iA = hyhyhy {é\u

Tt €y
dt

b o hoov h aw

Y si definimos un operador V tal que

1
V =

€y— ﬁé\
“h., ov

9 s1
ou  "h,
la Ec.(2.68) resulta ser

iA = hyhohyV - 0
dt

con lo cual

d
/ p—AdQ = / p(V - ) AdS,
Q dt Q

18A1(‘3,\15’}_>
-

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

2.71)

donde 7 corresponde a la velocidad de cada uno de los elementos del

volumen. Aplicando este resultado a la Ec.(2.61), tenemos

dt

Ly /[Aaat (Fot)+ AT - V)p(F o) +p(V - T)A| de.

(2.72)
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Mas atin, factorizando A y recordando que AdS2 = dV obtenemos final-

mente

d 0 — —
EA_/v(t) {a/%%(v-V)p—i—p(V-v)}dV (2.73)

d 8 —
= EA = /V(t) [ap +V-(pv )] dv, (2.74)

que no es mas que la Ec.(2.48) que habiamos obtenido anteriormente.
Como conclusién podemos afirmar que las Ecs.(2.48) y (2.74) representan la
derivada con respecto al tiempo de la integral del volumen que se mueve o dis-
torsiona. Podemos considerar esto como un resultado exacto debido a que en
los dos analisis (heuristico y formal) hemos obtenido la misma expresion para la
derivada que estudiamos.

El método formal, aunque resulta ser mas largo que el método heuristico
resulta ser mas confiable debido a que obtiene el resultado de manera directa
sin utilizar aproximaciones o indefiniciones en el proceso. La diferencia entre el
analisis heuristico y el analisis formal es el hecho de que en este ultimo, ademas
de utilizar un cambio de coordenadas, se ha parametrizado a la velocidad del ele-
mento de volumen en cada punto; esto ultimo trae como consecuencia que la de-
pendencia temporal quede restringida solo a ciertos parametros (que en algunos
casos logran ser completamente independientes, como en el caso del volumen)
logrando con ello que el andlisis sea mas claro y que el desarrollo matematico

del problema se vuelva mucho mas sencillo.



36

2.1.3 Derivada temporal de un flujo: Ley de Faraday

Si regresamos un poco sobre el primer capitulo de esta tesis, podremos
ver que una de las ecuaciones de Maxwell presenta una relacion semejante a
las que hemos estado analizando. No obstante, debido a que las expresiones
anteriormente descritas no son idénticas a la ecuacion de Maxwell mencionada,
nos dimos a la tarea de buscar alguna que resultase ser exactamente igual a ella:
la derivada temporal de un flujo. Con anterior, es facil darnos cuenta de que la
ecuacion de Maxwell a la que nos referimos es la llamada ley de Faraday, en su
forma integral. Para realizar este estudio, procederemos de la misma forma que
en la primera seccion de este capitulo: empezaremos con el calculo heuristico
de la derivada temporal de un flujo considerando que la superficie se mueve o se
deforma con el tiempo, para después analizar qué tan certeras o erradas resultan
nuestras ecuaciones.

Primeramente consideremos una superficie abierta S cuya frontera es un
circuito C' que se mueve y deforma con el tiempo, es decir, S = S(t) y C =
C(t). Sea B un campo magnético variable tal que B = §(7, t). Matemati-
camente, el fluyjo & debido al campo B a través de la superficie S se define

como:

— —
cp—/ B(7.4)-dS. (2.75)
S(4)
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Para calcular la razén de cambio con respecto al tiempo del flujo ¢ deriva-

mos la Ec.2.75:

@_d [ F.43 (2.76)

Con la definicion de derivada tenemos:

a B.d5-2L [ B.. . 45 B, dS 2.77
E S(t) . _E s t+dt * 2_/51 t° 1 ( )

Donde los subindices ¢ + dt y t se refieren al tiempo de evaluacién de los

campos Yy a la posicion de la superficie mostrados en la FIGURA 9.

S

FIGURA 9

Aplicando el teorema de Gauss en un tiempo ¢ para el volumen encerrado
por S1, Sy y la superficie barrida por el contorno debido al movimiento de la

superficie del tiempo t al tiempo t + At.

/Vv-ﬁdv:/(ﬁt-dsﬁ—ﬁt-d?l) —]fﬁt- (7dtxd7> (2.78)
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**Debe observarse aqui la primera suposicion en el analisis: para el ultimo
, . . — — — .
término se ha definido d.S = v'dt x d [ con el fin de representar el cambio de
flujo a través de la superficie generada por el movimiento de la frontera de la
H
superficie S, la expresion para d .S se deduce de la FIGURA 9 considerando que
7 es la velocidad de cada elemento de superficie o del contorno sin que esto
sea formalmente justificado. Por otro lado, el flujo a través de las superficies
Sy Ss se considera al tiempo ¢ debido a que el teorema de Gauss aplica sélo
. , L. — —
para valores simultdneos del campo magnético B. El valor para B sobre S, al
tiempo ¢+ dt puede ser encontrado en términos de su valor al tiempo ¢ mediante
el teorema de aproximacion de Taylor:
H
0B

Boia= Bi + e 2.79)

Sustituyendo 2.78 y 2.79 en la ec.2.77 en el limite de At — 0 obten-

emos
d 0B V-B
—  — — — .
— B-dS:/ —-d5+j{ ?x?-du/ ———dV. (2.80)
dt Js s Ot o) s@ At
Aplicando el teorema de Stokes y el hecho de que
dV ~ 7 -dSdt, 2.81)

obtenemos finalmente

‘Z—Cf:/s() @+VX(§X7>+(V-§)?
t

4s 2.82
BT -dS. (2.82)
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2.1.4 La derivada de un flujo bajo el enfoque del andlisis
vectorial

Ahora bien, mostraremos a continuacion que es sencillo demostrar la validez
de la Ec.(2.82) obteniéndola mediante un método mas formal que involucra s6lo
analisis vectorial. En efecto, para realizar este calculo deberemos parametrizar
una superficie abierta, moviéndose y deformandose. Para ello, consideraremos
las coordenadas u y v que parametricen a la superficie S(¢) a cada instante y de
esta forma el tiempo serd un parametro independiente.

NOTA: Para poder proceder como lo hicimos anteriormente, es posible
completar la parametrizacion agregando una tercer componente w de tal forma
que u, v y w formen simplemente un cambio de coordenadas y los vectores €,
€, y €, formen una base vectorial que sea ortonormal.

Tenemos entonces que cualquier punto de la superficie S(¢) se podra es-

cribir como

7T =7 (u,v,t). (2.83)

Por otro lado, si observamos la FIGURA 10 podremos darnos cuenta que
los vectores 7, y T, son paralelos a la superficie, mientras que 7, es siempre
perpendicular a ellos (y en consecuencia también a la superficie). Sin embargo,
no se debe confundir 7, con la velocidad v de cada elemento de superficie ni

tienen porque, estos utlimos, ser paralelos entre si.
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Por lo anterior es claro que a cada instante el elemento de superficie esta

descrito por
dS =7y x 7 ydudv, (2.84)

y de ello podemos obtener la derivada del flujo como

do_ 2 [ B.43 (2.85)
d - = d — N N
- — B-dS =— | Bl(u,v,t),t]- 7, x T ,dudv, (2.86)

donde T representa la superficie descrita por v y v, tal que I' — S(¢) a
cada instante. Por otro lado, considerando las definiciones dadas en la Ec.(2.55)

podemos ver facilmente que

Tu X Ty = hyhy€y X € = hyhyCy (2.87)
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Luego entonces

dS =Ty x Todudv = (hyy) x (hye,) dudv (2.88)
H A~ —~ ~
= dS = hyh, (€, x €,) dudv = h,h,e,dudv. (2.89)

Aplicamos la derivada entonces en la Ec.(2.86)

d —

—® = —B TuXT 2.
o /F[dt [(u,v,t),t]} Ty X T ydudv (2.90)
d —

+/F§(?(u,v,t>,t)- b(ru X ?v)} dudv,

y recurriendo al mismo razonamiento que utilizamos para la Ec.(2.60) el

primer término de la suma se convierte simplemente en

J

mientras que el segundo por el momento lo escribimos como

_)
B
%—t H (T -V)B| - Tu x Todudy, (2.91)

—

/ .20 X 1) (2.92a)
. ot

utilizando la parcial respecto del tiempo con la intencion de enfatizar la

dependencia explicita de 7", y 7,. Si utilizamos lo obtenido en la Ec.(2.89)
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podemos escribir que

- ]
d OB
%cb = / E+(7-V)§ C T X T pdudv (2.93)
Iy
+/_>~ a(huahtvew)dudv
o _
= / W + (? . V>§ ?u X ?vdudv
T
— __ O(hyhy) — J(€w)
B - B -
+ /r Cw 5 dudv + /r hyhy 5 dudv
3 ]
_)
_ / O+ (T V)BT x T duds
Iy
— Ooh, Oh,, — 0 (ew)
B ey | hy—2 + hy—2 ) dud B - hyh, dudv.
+/F 6( ot 8t>uv+/r ar

Recordando las definiciones dadas en la Ec.(2.55) vemos que
_222 o)’ (2.94)
SOt Oa )’ ’

ﬁ
donde r; representa las componentes del vector 7. Ahora procederemos

ot ot

Jda

oh, 0 ' or

a desarrollar el algebra implicita en la ecuacion anterior con el fin de encontrar

Ohq
ot

Ohy 0 or; \ 2 2
ot E(Z (m)) (2.95)
1 or\2\ * o or;\ 2 1 0|07
- §(Z(aa>> a(z aa)>—maa—a
)

una expresion para que nos convendra mas adelante en los calculos:

o (ary 1o [(ary (o7

2k, 0t \ da 2h, Ot Ox Oo

_ L [(aTY o (0T (0T 0 (0T

~ 2h, OJa /) Ot \ Oa o ) Ot «

1 or\ o (07 \] 1 ., ., o
= E|:2(—a>a —a> —%[26(1}@?}&]—“04'6@
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Por otro lado, si definimos §w - B €,, podremos escribir la Ec.(2.93)

como
d OB
Lo = 2 L (v-V)B|-dS 2.96
° /S(t)(atﬂv ) ) (2.96)
— N - — 0 (ew)
+ | By(hyVy-€y+h, vy €)dudv+ [ B -hyh, dudv,
factorizando A, h,dudv
d oB
Lo — 2 (v -V)B|-dS 2.97
+/§ RPN W BCICOL P
F w hv e'U hu eu at u’'v u U?

y considerando que

— —

— N N —N —
B-dS =B -71,x 1r,dudv= B -e,h,h,dudv = B h,h,dudv, (2.98)

podemos conmutar el producto punto en el segundo sumando para obtener

H
d 0B N — —
—o = — -V)B | -dS 2.99
= (e — €y — W = 0 (/éw)
+ Bl— v, +—-v,)-dS+ | B- hyhyduduv.
() hy hu r ot

NOTA: Para simplificar la notacion, de aqui en adelante vamos a escribir

dl' = hyh,dudv.
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Por otro lado, retomando la expresion dada en la Ec.(2.64) para v, es

facil obtener

ﬁ
d 0B N — —
—® = — . B -d 2.100
2 /S(t)<at+<v v) ) 5 2.100)
—[[/e, O0v e, Ow — — 0(ew)
Bl(& 20 & 2V B T
+/m [ e v T auﬂ dS+/F ot ¢

Sumamos y restamos en la integral el término

w O
P (2.101)

con lo cual resulta una nueva expresion para %@ dada como

N
0B N — —
—¢ = — . B|-d 2.102
7 /S(t)(at + (v -V) > S (2.102)
—[[/e, 00 @&, 0V e, 0V —
Bl =y 2 L 2w Z° ).
+/S(t) <hv ov + h, Ou + how 8w)] a5

—/ B {6“’ -a—“} dS+ | B. a(ew)huhvdudv,
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donde identificamos facilmente el operador V definido en la Ec.(2.69) y

escribimos
o / a§+(* VB |-dS (2.103)
it Jsp\ ot T '
— N — [ €y, ov —
+/ B(Vv)dS—/B——dS
S(t) s@ Lhw Ow
= 0(ew)
B .
+/F 5 hyhydudv
- 9B (% WB+B(-7)).d3
—[e, 00 — — 0(ey)
— B|l— —1|-dS B dr’
S() |:hw 810} +/r ot

Enfocaremos nuestra atencion en los dos ultimos términos de la ecuacion
anterior, con el fin de encontrar para ellos, una expresion que simplifique los
calculos y nos provea de términos mas convenientes para nuestro propdsito.

Definamos entonces

1——/ B.ag [ 07 +/§-8(€w)df (2.104)
N S(t) hw ow r ot ’ '

y llamemos J al tltimo sumando de la ecuacion anterior.
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Siendo asi, trabajaremos un poco el algebra de este término tomando en

cuenta las definiciones dadas en la Ec.(2.55):

:>J/

o
[

7]
/‘ﬁ

9(Cw) o (2.105)

( )

(107 - 01
+7" h_
ﬁ

| O

T
]

1 0 /07 0 1
_m<aw)” M]C”
10

hy OWw

ar N 18h
(W)”w > oy )]df

Desarrollaremos el ultimo término en la expresion anterior de manera que

podamos simplificarlo como se muestra enseguida:

—_

1 Ohy

h2

ot

o)

= 10107

- ”’(‘h;ﬂat aw> (2.106)
R A i A _iﬁm &l
hoot |ow|) ~ @\ ", ot e
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Por tanto, sustituyendo en J lo anterior y recordando la definicion dada

en la Ec.(2.89) para d'S obtenemos una nueva expresion dada por

— [10v _ (e, 00

la cual introduciremos en la Ec.(2.104) para escribir:

- —=le, 07U — 0 (ew)
I = —/ B-dS{—-—}—i—/B- drl’ (2.108
S(t) hw ow r ot )
— —[e, 07
_ —/ B.ag .2V

v = ('Uua Uy, Uw) = VyCy + Uy, + Uw/e\wy (2.109)
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podemos continuar con el desarrollo del dlgebra y darnos cuenta de que la

Ec.(2.108) se convierte en

I 2/ i3 |8 . 2 i i + A)} (2.110)
= _ — o — (V€ + Vy€y + Uyl .
S(t) hw aw
— 107
B-(—%")ar
+/F B Qw)

!

||
o
P

—~
~
=

=
g

_|_
S—
vl

sl
& @

I
|
(\&)
Q.
%
D
S|
Ve
™)
IS
Q| Q
SE
S
IS
Q
S|
N——
—_

I
N\

|
[\
Wl

' .
0l
S
/N
o
SE
<

<
o))
Q.Dé_b>
N———

y tomando en cuenta que €, €, y €,, forman una base ortonormal podemos

simplificar la Ec.(2.110):

I = —2/ B.-dS 6—“’.%%} @.111)
S(t) w ow

pero dado que

B Cuw =1, (2.112)



al derivar, nos daremos cuenta de que

o .. 0 .. 0
e . - 95 . — =
ow (G Cu] Cu ow [Cu] awH 0
~ 0
— €Ey- 8_11] [ew] = 0,
y obtendremos finalmente
1= 2 s 8_]
S(t) _hw ow
[ Bag | 5‘]
S(t) Lhy O
9 / .45 L%}
S(t) | hw Ow
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(2.113)

(2.114)

Con lo anterior, podemos regresar al calculo de la derivada del flujo de la

Ec.(2.103), llegando a:

(2.115)

Como ya hemos mencionado, lo que pretendemos con este calculo es pro-

bar de manera matematicamente formal que la expresion para el flujo obtenida

en la Ec.(2.82) es correcta. En la Ec.(2.115) ya se observa cierta similitud con la

Ec.(2.82), pero se tienen atin algunas excepciones.
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Con la intencion de alcanzar la igualdad entre las dos ecuaciones antes
mencionadas continuaremos los calculos utilizando el siguiente método.
. . . . é ﬁ
Primero, consideremos la propiedad vectorial[1]: Sea A, B, se define el

producto siguiente

Vx(AxB) = A(V-B)-B(v-4) (2.116)
+(B-v)A-(4-v)B
Abhora la aplicamos a los vectores B y U
VX(?XT)) - E’(v-?)-?(v-ﬁ) 2.117)

ae
dt

permitiéndonos comparar entonces la Ec.(2.82) obtenida de forma intu-
itiva, con la Ec.(2.115) que representa nuestro resultado formal. De tal compara-

cién obtenemos que la condicidn de igualdad que debe satisfacerse para probar



51

que los calculos intuitivos son correctos es:

[ (Bw)7as - 2 Beas[Eoafr ens
S(t) S(t) Py dw
9 / B.49 | @_]
S(t) _hw ow
9 / B.439 L%}
S(t) _hw ow

o lo que es lo mismo

- /S(t) <§-v)7-d§’ (2.120)

Pues bien, busquemos ahora una expresion mas conveniente para el tér-

mino del lado izquierdo de la igualdad. Definiremos
ﬁ ~~ ~ ~~
B = (B,, By, B,) = Bye, + Byé, + Byey, (2.121)

utilizaremos las definiciones de " y V dadas en las Ecs.(2.109) y (2.69)
y realizaremos el 4lgebra necesaria para obtener una expresién comparable con

los términos del lado derecho.



52
Entonces, enfatizado lo anterior tenemos que

o= / ((Buéy + Bye, + Byéw) (2.122)
(®)

/e\_ug + @2 + é\_wi >
hyOu  h,O0v  hy, Ow

(Vy€y + Vp€y + Vyey) - d?

[ (BB B,
" Jswy \huOu " Ry v Ry Qw

é
(Vy€y + Vp€y + Vyey) - d S

B, 0 —
= ( €u+vv/€\v+vwé\w)'ds
/k;‘(t h au
B, 0
—|—/ — — (VyCy + Vp€y + Vyey) - ds
sy Tw OV

w 8 -~ -~ ~
+ — — (Vuy + V€, + Vyey) -
S(t aw

d
ov - B de, —
“ule,-dS Zu(Zu) L d S
8U>6 +/S(t)hu<a )U

I
T
— £

S(t) u
B, (0v B, ( 0Oe, —
+ ()& dS+/ —“< ”)vv ds
/S'(t) hy, (au) S(t) h, \ Ou
o (Ge)eds e [ (5o a3
s@ M \ Ou s T \ Ou
B v - B Oe, —
+ -v u Au,dS+/ _”<_“>Uu ds
/S'(t) hy ( ov ) S(t) Iy ov
B, (0v — B. [ 0e -
+[ == )e dS+/ —”( ”)vv ds
/S'(t) hy ( ov ) S(t) h, \ Ov
B av — B a/\ —
+ L =2)e,-dS +/ —”(—”)vw-ds
/S'(t) hy ( ov > S(t) Iy ov
_|_/ &(avu)/\uwi?—i-/ &(%)Uu'ds
s fw \ Ow s@) hw \ Ow
[ B (0 [ (5, 3
S(t) hy \ Ow S(t) he \ Ow
+/ &(%>gw d§+/ By &)Um is.
S(t) B ow S(t) how ow
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NOTA: Es importante mencionar que en el desarrollo anterior se ha uti-
lizado la notacion ((...)) para indicar que la expresion que se encuentra dentro
de ellos sigue siendo un operador vectorial que como se puede observar, es muy
semejante al operador V definido con anterioridad. En cuando al algebra, lo
tinico que se hizo fue aplicar dicho operador sobre el vector v para después es-
cribir explicitamente cada una de las derivadas y obtener asi, los 16 términos que
se presentan al final de la Ec.(2.122).

Sin embargo, recordando que d? tiene la forma dada en la Ec.(2.89) y que
los vectores e, €, ¥ €, son ortogonales, podemos reducir un poco la expresion

anterior a s6lo12 términos

U o= /& (%) Uy - Cudl (2.123)
T Ny 8u

h

B, [ Je,
*/ph—u(%) |

B, [ Oe,
()

Fhv

J
B, ([ 0e, N B, (o€, .
o (oo [ (G ) o

By,
+ _

i (@
(

Iy
Fhw

Ademas, si consideramos el resultado obtenido en la Ec.(2.113), nos quedaran

unicamente 9 términos de los 18 que habiamos obtenido inicialmente.
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Por tanto, la Ec.(2.122) se puede expresar como

U = /F—<86“) Uy - Cudl (2.124)
+/Fh— (%Z’) ewdF—i-/F% <a(%”> dl’

+/Fh—( 6“) w* Euwdl

+/Fh—( U) -ewdr+/r%<%”)dF

+/Fh—:’( i) - Cpdl

+/F%(ai)vv.ewdr+/h (%Z”)dl“

Para seguir adelante en la simplificacidon, demostraremos la validez de al-

]

™

gunas identidades de forma general para poder aplicarlas después en casos par-
ticulares. Tomando las definiciones dadas en la Ec.(2.55) es facil demostrar

— ~ , .
como 1, -eg = 0,y con ello observar facilmente que

1 /0 . ~
h_a %65 '67 =

-2 (2.125)

hahg \ 08 ) 7 T hs\ogha )
1 [06,\
- 5l3) s verss

Es relativamente sencillo demostrar que la igualdad anterior se satisface

para cualquier orden de los 3 subindices, bastara con analizar de igual manera
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cada caso particular. Sin embargo, la condicion dada en la Ec.(2.125) se cumple
siempre y cuando los 3 subindices sean distintos entre si.
Por otro lado, dado que los vectores e, €3 y €, son perpendiculares podemos

concluir que cualquier derivada de dos vectores distintos se anula, es decir:

19d(pg-e,) 1 deg\ de,\ ~ |
he O« " he da ) + da ) P T 0 (2-126)
y por ende
1 (deg\ . 1 [de,\ .

Escribiendo de manera general la definicion dada para v en la Ec.(2.109)

V= (Vay Vg, Uy) = Vo + V€5 + V45, (2.128)

es facil obtener:

— -~ — -~ — -~ —
o 10Ty _ @00r e 007 edv (2.129)
h, Ot hy0t Oy  hyOy 0t  hy Oy
€y 0
= h BN (Voo + vges + vy€y)
o a(w@) L 00 | 2(0,2)
h., oy 0y
() (5)-
—_= -— - UOC
h, oy oy

L) (o
3

gl < g
M 9%,
h., 0y oy )’
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tomando en cuenta la Ec.(2.113) y la ortogonalidad de los vectores € la

expresion se reduce a

107, o [0V ~
L9y Ca (O 2.130
“h o I, (@'y)ea (2.130)

hy \oyv) " " h, \oy) "

De lo anterior fue posible obtener 2 resultados, aplicando en cada caso una
identidad diferente sobre el segundo término de la suma. EI primero resulta al

tomar la Ec.(2.125) pues obtenemos que en general Vo, (3, v distintas se satisface

107, €n  [Ova) ~
o — = — | —=— e, 2.131
‘ hy Ot hy ( v ) ‘ ( :

hy \08) " " h, \oy) "

por otro lado, si utilizamos la Ec.(2.127) se debe satisfacer

107, o [0vy) ~
R - & (== 2.132

hy \08) " " h, \oy) "

Otra igualdad que nos sera util en el siguiente calculo es que

107, &, 0(he) . 08
- 10ry - 2.133
“h ot h, ot o (2133)

Hechas las anteriores observaciones podremos retomar el calculo particu-
larizando algunas de las identidades, de manera que las expresiones sean favor-

ables a nuestros fines practicos.
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Paraa =u, S =vyy=wlaEc.(2.131) se escribe como

107 e, ov
6y —lw o Gu (Tl 2.134
“ e Ot hra (m)eu (2.134)

SO (Pew) L G (Ofw
h, ov o he ow Y

mientras que para o = w, § = vy 7y = u la Ec.(2.132) se convierte en

— ~
107, e

w (O 4

u

T (T T e
hy v ) o, ou )

Ahora bien, tomando o« = w y 7 = u podemos expresar la Ec.(2.133)

107 08,
o, — 2w o Tw 2.136
. ot e (2.136)

e invirtiendo el orden, es decir, con & = vy v = w el resultado que se

obtiene para la Ec.(2.133) es

107 oe,
Cuw - — L =By ——, 2.137
e e 5 ( )
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Luego, si sumamos las Ecs.(2.134) y (2.135) se tiene que

1 07 107 e ov
o, —Llw g 20 u _ Cu (Tl o 2.138
N S TR R n I (%)e (2.138)

e, (Oey, e, (0Oey
%'(%)“ﬁa'(%)“w
/e\w avw ~ /e\”u, aé\w
*m(a)ewh—v‘(%)”v
ew [0e,
+h—u'(%)’”u
e, (Ov,\ . € [0Oey,
- h—<a—w>+h—(a—w>

+/€i % = _i_/e\_w 8_/6\“
hy ou Cu h. ou Vu

y utilizando las Ecs.(2.136) y (2.137)

0@, o6, @ [0 e, (0@
.Y, T _ U “Ve == 2.1
o T T (8w>6“+hw (aw)”“’ (2.139)

+€w Oy \ N ew [ Oey,
h. ou Cu ha ou Ve

Sin embargo, el lado izquiero de la igualdad se hace cero dada la ortogo-

nalidad e, y €, pues la derivada temporal de el producto punto entre ellos dos

se define como
0(ey-ey) 0y Lo oe,
— . eu ew PR
ot ot ot

lo cual implica que la Ec.(2.138) resulta ser simplemente
1 ov e, Je, 1 ov e, Je,
SN e e i) N A i} 2141
I <8w> I <8w)vw I, (8u>+hu (Bu)vu ( )

***De este punto en adelante prosigue un algebra directa pero demasi-

=0 (2.140)

ado tediosa, por lo que hemos optado por dejarla fuera de la redaccion de este
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documento con la intencidén de que la lectura del mismo no resulte una tarea
demasiado pesada.

Sélo nos limitaremos a mencionar que durante el proceso fue necesario
emplear las identidades presentes en las Ecs.(2.125), (2.127) y (2.141). Enfa-
tizado lo anterior, continuaremos nuestro analisis mostrando a continuacion la

transformacion que ha sufrido la Ec.(2.124) durante el desarrollo del algebra ya

mencionada.
B .
N (é;%?) v Bl (2.142)
T "hw
B, [ 0O€, B, [0Ov
_ v v U-AudF— 222 ar
r hw (8w)v ¢ /phw <8w>
B, ([ 0e, .
- (%) Uy * Epdl
T "bw
B, [ 0¢, B, (0v,
— [ — ce,dl — | — dl’
rhw(8w> ‘ /rhw(aw)
B, e,
+/h— gi) -ewdF
I w
B, (0e, Ovy,
Zw ) T T.
Fhw (811))% Cud +/h <0w)d

Hasta aqui, hemos encontrado una expresion simplificada sélo para el lado
izquierdo de la Ec.(2.120), veamos entonces qué sucede del lado derecho para
poder establecer la comparacion que requerimos. Es fécil notar, que dada la
definicion para dS enla Ec.(2.89), los tres primero términos del lado derecho

de la Ec.(2.120) pueden escribirse como

-~

e o€, e Oe 1 ov
2| By |—= - v,—= L Uy — Y1 dr. 2.143
A: hwvaw+muva * o ow (2.143)
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Ademas, si desarrollamos un poco el Gtimo término de la suma en la

Ec.(2.120) veremos que

—/Fﬁ- (ig) ar = — F%(%) V- Edl (2.144)
RS [ )
— r%(g_%) Uy - EpdIl
B 2 ()
/Ff_;” ?) . Eudl
() [ ()

Finalmente, si sumamos las tres tltimas ecuaciones veremos que dicha
suma se anula, y dado que dichas ecuaciones representan el lado derecho e
izquierdo de la Ec.(2.120) queda entonces demostrado que la igualdad implicita
en dicha ecuacidn se satisface. Por lo tanto, podemos concluir con seguridad que

la expresion formal para la derivada de la Ec.(2.85) es
dd 9B =N =\
E_/ —+VX<B><U>+<V-B>U

ds 2.145)
ot ' @
Es evidente que la Ec.(2.145) es exactamente igual a la Ec.(2.82) obtenida

heuristicamente. Esto significa que nuestro método funciona, ya que hemos lo-
grado nuestro proposito: corroborar que nuestros calculos intuitivos y formales
son idénticos, y por lo tanto se pueden considerar exactos. Ahora sdlo nos resta
condensar los resultados para no perder de vista los puntos importantes del estu-

dio realizado.
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2.1.5 Operadores materiales

Para resumir los calculos anteriores, vamos a generalizar los resultados
. — g — — .
obtenidos. Dados A = [, p(7",t)dV'y ® = [, B(7,t)-d S, integrales (de
volumen y superficie respectivamente) de una funciéon dependiente del tiempo,
se dice que las derivadas de ® y A respecto a dicho pardmetro se expresaran

como:

0 .
—A= — . 2.14
7 /V(t) [atp—l-v (pv)} av (2.146)

%_§+V><(§x7)+(v-§)7 dS. (2.147)

de /
dt S(t)

De manera natural, podemos definir un operador para cada una de las in-

tegrales analizadas:

v _ 9 . 2.14

P =PtV (V) (2.148)
DS_>_8E> 5 = =\ —
EB—W+VX<B><U>+<V-B>U. (2.149)

Por otro lado, si buscamos un poco en la literatura, podremos encontrar el

concepto de derivada material dado por:

D ) -
5 F =5 F+(T V)F. (2.150)
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La expresion anterior calcula el cambio con respecto al tiempo de una
funcién F' = F(7,t) que se evalia a lo largo de una trayectoria dada con
velocidad '[7].

Si comparamos la ecuacion anterior con las Ecs.(2.53) y (2.74), uno po-
dria llegar a pensar que para el célculo de %A bastara con aplicar el concepto
de derivada material al término que se encuentra dentro de la integral, pues el
cambio en la Ec.(2.38) y (2.56) consiste basicamente en considerar el operador
% + (7" - V) dentro de la integracion. Sin embargo, a lo largo de este capitulo
pudimos darnos cuenta de que no para toda integral es aplicable este resultado y
por tanto, no debemos generalizarlo pues estariamos cometiendo un grave error.

Ademas si incluimos la expresion para la derivada material entre las ecua-

ciones antes mencionadas 2.148 y 2.149, podemos entonces definir un nuevo

conjunto de "Operadores Materiales” de la siguiente forma:

Dy _9f

pe o TV
Dy 0 .
Eﬂ— §p+v (,OU) (2151)

DS§:@+V><(§><7>+<V-§>7,

donde queda claro que para utilizar cada una de ellas deberemos considerar

la situacidon que se desee analizar.
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CAPITULO 3

Aplicacion de las ecuaciones de Maxwell

3.1 Conservacion de la carga y retardo
electromagnético

Existen muchisimos temas que pueden analizarse a partir de las ecuaciones
de Maxwell, sin embargo en este capitulo solamente analizaremos dos de ellos:
el primero, solo por manejar las ecuaciones de Maxwell, consiste en demostrar
la conservacion de la carga y sus expresiones diferenciales e integrales que ten-
dran cierta similitud en cuanto al manejo integral de las ecuaciones de Faraday
y Ampére-Maxwell. El otro consiste en entender el fendémeno conocido como
“retardo electromagnético”, un aspecto relativista que puede analizarse de una
forma relativamente sencilla utilizando el andlisis vectorial y las relaciones exis-
tentes entre las ecuaciones de Maxwell. Cabe aclarar que el analisis presentado
en este documento, al menos en lo que refiere a este capitulo, ha sido incluido
unicamente con el proposito de dar al lector una idea general de la utilidad y apli-
cacion que tienen las ecuaciones de Maxwell en electromagnetismo y por tanto,

los calculos matematicos que encontrara a continuacioén podrian ser, en algunos

€asos, poco claros.
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3.1.1 Conservacion de la carga

El principio de conservacion de la carga establece que no hay destruccion
ni creacién neta de carga eléctrica, y afirma que en todo proceso electromag-
nético la carga total de un sistema aislado se conserva. En un proceso comuiin de
electrizacion, por ejemplo, el nimero total de protones y electrones no se altera,
lo unico que se observa es una separacion de las cargas eléctricas; pueden apare-
cer cargas eléctricas donde antes no habia, pero siempre lo haran de modo que
la carga total del sistema permanezca constante. Ademas esta conservacion es
local, ocurre en cualquier region del espacio por pequefia que ésta sea. En otras
palabras, la conservacion de la carga implica (al igual que la conservacion de la
masa) que en cada punto del espacio se satisface una ecuacion de continuidad, la
cual nos muestra la relacion existente entre la derivada de la densidad de carga
eléctrica y la divergencia del vector densidad de corriente eléctrica. Con el fin de
ilustrar un poco la matematica y razonamientos implicitos en dicha “ecuacion
de continuidad” vamos ahora a explicitar el calculo requerido para llegar a ella,
para después analizar el significado de la misma, procurando indicar las consid-
eraciones realizadas durante el proceso .

Primeramente, tomemos la Ec.(1.37) y saquemos su divergencia

_)
.
VXxB=-—0J+-—0 (3.152)
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como la divergencia de un rotacional se anula llegamos a

ATV T 4V - =0. (3.153)

Si ahora utilizamos la Ec.(1.6), obtenemos

dp
ap _ 154
5V 7 =o. (3.154)

Esta ultima ecuacién se conoce como la conservacion de la carga, esto
debido a que si integramos esta ecuacion en un volimen dado (sin movimiento)

tenemos:

/[ZQ%V J}deO, (3.155)

- — . — .
como sabemos que J = p v, siendo v la velocidad de las cargas, lleg-

amos a

dp B
/{at+v }dV—O. (3.156)

Ahora bien, si la integral se realiza sobre un volumen que se mueve con una

velocidad @ que en cada punto es igual a la velocidad de las cargas, entonces

AQ _dfpdV _ [ ,0p aQ _
= _/(at+vp Jav = =~ =0. (3.157)

Lo anterior representa la conservacion de la carga. En efecto, vemos que
la expresion final en este calculo resulta semejante (al menos en forma) a la
Ec.(2.53), lo cual es un resultado acorde con las ecuaciones obtenidas en el capi-
tulo 2, pues hemos supuesto que la velocidad de las cargas es igual a la velocidad

con la que el volumen se estd moviendo.
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3.1.2 Campos electromagnéticos retrasados

t=12

Carga en neowimients desds

S0 wmntiermpe ¥ AF,

=1
FIGURA 11

La interpretacion fisica de estos campos retrasados resulta muy intere-
sante. Por ejemplo, analicemos el caso que se muestra en la FIGURA 11: Si una
carga puntual situada en x = 0 se mueve repentinamente, el efecto de cambio
se propaga hacia afuera igual que un frente de onda esférico. Ademads, supon-
dremos que la velocidad con que se propaga la informacion que nos indicara que
la carga ha cambiado de posicidn es igual a ¢ (considerando que son ondas elec-
tromagnéticas) y tomaremos t = 2 = 2 x 1071%eg. En 2 x 107 seg la luz ha
viajado unicamente 6cm, por tanto, los puntos que se encuentren mas alla de esa
distancia no pueden haber recibido aun la informacion del cambio, es decir, no
se han dado cuenta de que la carga ya no esta en la posicion z = 0. De hecho,
todos los puntos que se encuentren fuera de una esfera de radio 6¢cm centrada
en el origen estaran “viendo” el campo de una carga en reposo aun en el origen,

esto es, observan un campo producido por la carga en un tiempo anterior.
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El fenémeno es similar a lo que ocurre con la luz en el cielo nocturno: la
luz que nosotros vemos ahora, sali6 de las estrellas en un “tiempo retardado” el
cual esté relacionado directamente con la distancia de separacion entre la estrella
y la tierra.

Ahora bien, confiando en que el ejemplo anterior haya ilustrado de manera
general lo que este fenomeno refiere, procederemos a realizar un andlisis sobre
las matematicas involucradas en esto para que, de este modo, el lector pueda cor-
roborar una vez mas, la importancia de las ecuaciones de Maxwell en el estudio
de los fenomenos electromagnéticos.

Pues bien, iniciaremos nuestro estudio escribiendo el sistema de ecua-

ciones que constituyen las ecuaciones de Maxwell:

H
V. E = 4mp, (3.158)
4 10E
VxB=-"L74+-22 (3.159)
c c Ot
10B
VxE+-22 =, (3.160)
c Ot
—>
V.B =0. (3.161)

Al tener las ecuaciones de electromagnetismo validas para todos los cam-
pos en general, podremos ahora analizarlas y entonces definir los llamados “po-

tenciales retardados”.
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Dada la Ec.(3.161), podemos definir

— —
B=VxA, (3.162)

é
donde A representa un potencial vectorial arbitrario. Reescribiendo la

Ec.(3.160) obtenemos

VX<§+1QA>:O. (3.163)
c Ot

Como el rotacional es cero, podremos escribir la expresion dentro del

paréntesis como el gradiente de un potencial escalar ¢, y asi:
—>
_>
E=——-Vo. (3.164)

oy . ’ . — .
Podemos reescribir entonces en términos de A y ¢ las dos ecuaciones de

Maxwell restantes:

25 19 (v, 2 _ _
v¢+c&(v A)_ 4rp. (3.165)
— 1074 — 10¢ 4m—
A- 22 A=) =TT .
\V s VIV A5 ~J (3.166)

o ey =g , . — . . .
Por la definicién de B en términos de A podemos considerar arbitraria
. . H . . . .
la definicion de A 'y hacer las restricciones necesarias para nuestros intereses

particulares. Por tanto, definimos

A=A + VA, (3.167)
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y para que el campo eléctrico permanezca sin cambio definimos el poten-

cial escalar como

o =¢———. (3.168)
Con esta definicion tenemos la libertad de elegir un grupo de potenciales

(Z, ¢) de tal forma que satisfacen la norma de Lorentz:

10¢

vV-A 0 3.169
: +§E_’ (3.169)

y asi obtenemos dos ecuaciones de onda (inhomogéneas), una para ¢ y otra
ﬁ 4 . . .
para A, que formaran un grupo de ecuaciones equivalente a las 4 ecuaciones de

Maxwell anteriores:

1 0%¢
2 _
“ 2z —47p, (3.170)

VA - = =——J. (3.171)

Para probar que siempre podemos elegir los potenciales de manera que
se satisface la Ec.(3.169) suponemos que (Z, @) satisfacen las Ecs.(3.165) y
(3.166) pero no la Ec.(3.169). Aplicamos las Ecs.(3.167) y (3.168) sobre A y ¢

exigiendo que se cumpla la Ec.3.169:

100 4 g B 0 oy LT g
2ot c2 Ot 2 ot .

N ’
v.A 1 0¢

Entonces, si es posible encontrar una funcidon A que satisface:

9 1 9%A —
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— /
Los nuevos potenciales A" y ¢ satisfacen la Ec.(3.169) asi como las ecua-

ciones de onda expuestas en las Ecs.(3.170) y (3.171).

Lanorma de Lorentz es muy utilizada en electrodinamica porque mediante

ella podemos obtener las ecuaciones de onda que establecen relaciones entre ¢
—
y A.

Mas aun, dicha ecuacion es un concepto independiente del sistema de co-

ordenadas utilizado y por tanto es ideal para las consideraciones hechas en rel-

atividad especial. Notemos que la estructura basica de las Ecs.(3.170) y (3.171)

esta descrita por:

1 0%V
V20 — ZaE —A4rf(7,1), (3.174)

donde f (7, t) es una funcién de distrubucién conocida y ¢ es la velocidad

de propagacion de la luz. Esta ecuacion se resuelve en el libro de Jackson[10],

utilizando el método de la funcién de Green en tres dimensiones y luego ob-

tiene la funcidon de Green en cuatro dimensiones. Sin embargo podemos deducir

la funcidén de Green en cuatro dimensiones en forma directa. La funcion de
, . — _/) 12 , , .

Green dependera de las variables (7', 7/, ¢,t') y ademas, debera satisfacer la

ecuacion:

(vi - ia—2> (7, 7,t,t’) = —am5 (7 - 7) S(t—t).  (3.175)
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En el espacio infinito sin superficies de frontera tenemos la solucion

U(T 1) = /G (7,7,t,t’) F(7. 6 dt' (3.176)

Sin embargo la funcién de Green debera satisfacer ciertas condiciones de
frontera por ciertas consideraciones fisicas. La funcion de Green basica que sat-
isface la Ec.(3.175) es una funcién dependiente inicamente de diferencias en
coordenadas y tiempos. Para encontrar dicha funcién consideraremos la trans-
formada de Fourier en ambos lados y utilizaremos las funciones ¢ del lado dere-

cho bajo la siguiente representacion:

- ’ 1 ik (T —iw(t—t!
5<7>_T)5(t_t>:w//e (7= =it P, (3.177)

_)
r . . H
Por esta razoén podemos escribir G ( 't t ) como

— Hl ry _ 1 - Z? ?—7 —iw(t—t") 3
G(T»Tﬂfﬂf)—@?r)‘l//g(k,w)e (7" dwd®k. (3.178)

La transformada de Fourier g (?, w) serd determinada entonces cuando
sustituyamos las Ecs.(3.177) y (3.178) en la Ec.(3.175), resultando en:

— 1 1

c2
. . . .oy . . e
Si consideramos la integracion sobre w, la singularidad para ¢ ( k ,w) la

tendremos en w = +ck. Entonces podemos hacer dicha integraciéon con una

integral de Cauchy en el plano complejo de w.
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De la FIGURA 12 vemos que para ¢t > t' la integral a lo largo del eje real
en la Ec.(3.178) es equivalente a la integral cerrada del contorno C' que aparece
en la mitad inferior del plano, mientras que para ¢t < t' el contorno a integrar
sera C que aparece en la mitad superior.

Para tal integracion entonces se tienen 2 soluciones, pero en este caso
nosotros s6lo vamos a exponer el calculo para la solucidn retardada. Empezare-
mos por suponer que las singularidades en w = 4-ck estan desplazadas debajo
del eje real como se muestra en la figura. El desplazamiento de las singulari-
dades podremos entonces escribirlo simplemente como w + z¢ en lugar de w y

de esta forma, nuestra funcion de Green sera

N 1 ei?-}_%—i(m"
G(7, 7. tt :_// dwd®k 3.180
( )= 1m (=L (@t i) (3.180)

c2

- S ’ 1t
donde R = " — r' , 7 =1t — t' y € es una constante positiva.
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La integracion sobre w para 7 > 0 la obtenemos aplicando la integral de

Cauchy sobre el contorno C'y de esta manera tenemos

i/ﬂ'ﬁ%k”k)d% (3.181)

272
De la primera integracion sobre angulos

2 o0
G = —i sen </~c§>> sen(ctk)dk (3.182)
TR Jo

Haciendo la integral sobre k& podemos integrar sobre todo el intervalo
—o00 < k < oo, con un cambio de variable x = ck reescribimos la ecuacion

anterior como

go L [~k (3.183)

= —
27TR —00

Utilizando las definiciones de la funcién Delta de Dirac tenemos que

- ) t’—f—m—t
AN RN (R D),
G==d|r (7> :>G(r,r,t,t)— ‘?_7 (3.184)

Esta funcion de Green es conocida como Funcion de Green Retardada
debido a que muestra el comportamiento asociado con una perturbacion de onda.
Es decir, nos dice que el efecto observado en el punto " a un tiempo ¢ es el

e — .
resultado de una perturbacion originada en el punto 7’ a un tiempo retrasado

- =
rT—=r

t=t—

[

Finalmente la solucién para la Ec.(3.174) queda descrita por la funcion

5(t’+)?%—t) . .
w(?,t):/ _ f(r’,t’) &7 dt’ (3.185)

- /
r —r
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donde la integracion sobre ¢’ puede ser realizada para obtener la llamada

”Solucion retardada”

-
@ -
\I!(r,t)=/_)—_>””etd3r’ (3.186)
r—r

**E] bracket ||, significa que el tiempo ¢’ esta siendo evaluado en un

ret
- /
r—r

tiempo retrasado t' =t — -——

Para 7 < 0, el resultado es similar pero se obtiene la solucion avanzada; o
7

seaque: t’' =t +

—.

No obstante, utilizaremos s6lo las soluciones retrasadas pues se supone
que conoceremos las condiciones de frontera en el tiempo ¢t = —oo.

Queda entonces demostrado que las interacciones no son instantdneas. En
efecto, el retraso implica que uno conoce los campos eléctricos y magnéticos
debido a una velocidad de interaccion que es igual a lo que se conoce como la
velocidad de la luz c.

Aunado esto ultimo con el principio de Galileo, que se refiere a que las
leyes del universo son iguales en cualquier sistema de referencia, se obtiene el
principio de relatividad de Einstein que asegura que la velocidad de la luz es la

misma en cualquier sistema de referencia inercial y es igual a c.
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CONCLUSION

Durante todo este trabajo de tesis se ha intentado hablar de las matemati-
cas involucradas en electromagnetismo de la manera mas simple y clara posible.
Se ha procurado enfatizar en aspectos importantes que deben ser considerados
en el analisis de ciertos fendémenos electromagnéticos, con el fin de evitar ciertas
confusiones que conducen la mayoria de las veces a conclusiones erradas y por
tanto descripciones fisicas que podrian carecer de sentido. Ejemplos claros en
este documento han sido: las diferencias entre la ley Coulomb y ley de Gauss,
la importancia y origen de la correccion de la ley Ampéere-Maxwell y las restric-
ciones implicitas en los céalculos heuristicos necesarios para obtener las expre-
siones de las derivadas de superficie y volumen. La relevancia de esto radica en
el hecho de que el trabajo en la fisica ha sido desde siempre un proceso evolutivo
que requiere de antecedentes para continuar perfeccionandose, por tanto, si se es
informal en los calculos se tendran resultados poco certeros, por ende analisis
fisicos que describiran fendmenos alejados de nuestras realidad, y si esto sucede
entonces la utildad de la ciencia en nuestra vida cotidiana se hace nula.

Otro aspecto importante que se tratd en este analisis, es que algunos re-
sultados obtenidos mediante el uso de anélisis vectorial basico son calculados
regularmente mediante el uso de métodos matematicos mucho mas complejos

provocando asi, que algunos estudiantes (sobre todo de los primeros semestres
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de licenciatura) seamos incapaces de entender la fisica implicita en ellos, mas
aun, genera una especie de ’tabu” alrededor de problemas fisicos que contrario
a lo que podriamos pensar, resultan ser relativamente simples. Tal es el caso de
la derivada de un flujo que, aunque ha sido obtenida por algunos autores usando
formas diferenciales y derivadas de Lie [9] o de manera intuitiva[8], no significa
que no pueda ser analizada de otra forma pues, como hemos visto anteriormente,
fue factible llegar a la misma expresion de manera formal sin necesidad de usar
herramientas matematicas complicadas. De la misma manera, esta situacion se
presenta en el caso del retardo electromagnético, pues en el transcurso del trabajo
encontramos distintos autores cada uno con sus formas particulares de resolver
el problema, y aunque algunos eran mas complejos que otros los resultados son
iguales[10],[5], [4].

El proposito de este texto, ademads de simplificar las matematicas en el cal-
culo de derivadas de integrales, es lograr que el lector pueda percatarse de cuan
importante es en realidad intentar siempre ser formales en los caculos para que
de este modo, las repercusiones en los resultados finales sean minimas, y evitar
obtener un porcentaje de error elevado, que nos impida contribuir al desarrollo

de la ciencia y la tecnologia.
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