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RESUMEN

Probamos que con ayuda de los operadores de ascenso y descenso para el
oscilador arménico unidimensional se pueden construir operadores que satisfacen
el dlgebra so(2,1). Con ayuda de estos operadores es posible construir el operador
de Casimir que a su vez nos permite encontrar el espectro de energia por métodos
algebraicos.

Encontramos que para el pozo infinito de potencial también nos es posible
construir operadores que satisfagan esta misma dlgebra, estos son los propuestos
por S. Kais y R.D. Levine, asf como los propuestos por Shi-Hai Dong y Zhong-Qi
Ma , aunque a estos ultimos es necesario hacer una aclaraciéon para probar que
satisfacen correctamente esta &dlgebra.

Ademads para problemas unidimensionales, mostramos que expandiendo los
operadores en su base dual siempre es posible encontrar operadores de ascenso
y descenso que satisfagan el dlgebra so(2,1), sin embargo el que existan estos
no garantiza que sean operadores diferenciales. Posteriormente utilizando esta
expansion probamos que para el pozo infinito de potencial no es posible encontrar
operadores de ascenso y descenso de la forma de Infeld y Hull.

Posteriormente encontramos los companeros supersimétricos para los Hamil-
tonianos del oscilador arménico unidimensional y del pozo infinito de potencial,
asi como las funciones propias para ambos. Debido a que el Hamiltoniano para el
oscilador armoénico unidimensional y su companero supersimétrico comparten las
mismas autofunciones y ya que los operadores de ascenso y descenso generalizado
corresponden a los operadores ya conocidos, entonces nos es posible encontrar
el espectro de energias con estas técnicas. Sin embargo no es posible aplicar la
misma técnica al pozo de potencial, pues los Hamiltonianos en ese caso no com-
parten las mismas autofunciones, por lo que no tiene sentido hablar de relaciones
de conmutacién para los operadores de ascenso generalizados.



INTRODUCCION

El oscilador arménico unidimensional es uno de los sistemas fisicos mas estu-
diados ya que todo sistema que oscila alrededor de un punto de equilibrio estable
puede ser estudiado en primera aproximacion como si fuera un oscilador armaénico.
Similarmente el problema de una particula encerrada en un pozo de potencial in-
finito es un problema sencillo que es béasico en los cursos de mecédnica cudntica.
Por estas razones en el desarrollo de este trabajo trataremos de obtener la simetria
que presentan estos problemas.

Decimos que un objeto presenta alguna simetria si le aplicamos una transfor-
macién y este permanece invariante ante ella. En el siglo XIX, los mateméticos
ya habfan intentado describir matema&ticamente todas las posibles operaciones
relacionadas con la simetria, utilizando como herramienta principal la teorfa de
grupos. Una idea bésica de la teorfa de grupos es describir operaciones de simetria
utilizando el dlgebra, ya que tanto la estructura algebraica de los grupos, asf como
las denominadas Algebras de Lie, tiene la peculiaridad de ser las herramientas
matematicas que describen el concepto de simetria.

Por lo tanto podemos decir que la teorfa de grupos es el estudio de la simetria,
y ademés esta poderosa herramienta nos permite dar interesantes y a veces muy
detalladas descripciones de sistemas fisicos incluso cuando no entendemos exacta-
mente lo que estos sistemas son.

Todo lo relacionado con simetria en los problemas fisicos es de gran impor-
tancia, sobre todo ya que la simetria, en todas sus formas, tiene una relacién
directa con la conservaciéon de ciertas magnitudes fundamentales. Fue en 1915
cuando Emmy Noether (1982-1935) pudo probar que toda ley de simetria, tanto
en la Mecédnica Clédsica como en la Mecdnica Cudntica, origina una propiedad de
conservacion, por ejemplo, los teoremas de conservacién de energia, se originan
por la uniformidad del tiempo, el teorema de conservacién del momento lineal,
debido a la homogeneidad del espacio y el teorema de conservaciéon del momento
angular, debido a la isotropia del espacio.

Para encontrar la simetria en los problemas de nuestro interés, en el primer
capitulo desarrollaremos algunos elementos de la teorfa de grupos y principal-
mente centraremos nuestra atencién en algunos operadores de ascenso y descenso,
ya que contar con estos puede ser muy 1itil para el tratamiento cudntico, posterior-
mente en el segundo capitulo encontraremos el dlgebra de Lie que satisfacen estos
operadores. En el tercer capitulo desarrollaremos un método de factorizacion
que nos permite encontrar el companero supersimétrico de un Hamiltoniano y
sus funciones de estado asociadas, esto por medio de los operadores de ascenso
y descenso generalizados, aplicaremos este método tanto al oscilador arménico
unidimensional como al pozo infinito de potencial.



CAPITULO 1

GRUPOS CONTINUOS.

El concepto de grupo de Lie junto con la definicién de grupo incluye la condicién
de analiticidad, o por lo menos de diferenciabilidad, de las funciones que definen el
producto del grupo, debido a esto podemos utilizar el aparato del anélisis, y més
precisamente, la teoria de las ecuaciones diferenciales. En este primer capitulo
comenzaremos con una pequena introduccién a la teorfa de grupos continuos, que
utilizaremos mas adelante para el tratamiento de algunos sistemas fisicos. En
particular centraremos nuestra atencién en el grupo de Lie SO(2,1), para el
cual construiremos operadores de ascenso y descenso, que también nos permitirdn
construir el operador de Casimir para este grupo.

1.1  Grupos de Lie.

Un grupo se dice que es continuo 1 i una definicién de continuidad es
impuesta sobre los pardmetros del grupo de modo que una pequena variaciéon en
uno de los factores del producto produzca un pequeno cambio en el producto.
Para definir esta continuidad nos restringiremos al caso més sencillo, en el que
los elementos del grupo pueden ser etiquetados, ya sea por un conjunto finito de
pardmetros que varian de manera continua, o por un conjunto de funciones. Por
ejemplo, el conjunto de transformaciones

' =ax+0b,cona,bée (—00,00), (1.1)

es un grupo continuo con dos pardametros reales a y b . En general un grupo con-
tinuo r-paramétrico GG tiene r pardmetros aq, as, ...a,, que varfan continuamente,
por lo que para cada elemento de G existe un tinico conjunto de pardmetros a € R",
lo cual nos permite representar a cada elemento del grupo como R (a). A estos
grupos en los que sus elementos pueden ser etiquetados por un conjunto finito de
pardmetros que varfan continuamente los llamamos grupos continuos finitos. El
rango de variacion de los pardmetros puede ser toda la recta real, o estar confina-
dos en un intervalo finito. Si el domino de variacién de los pardmetros es cerrado
y acotado decimos que el grupo es compacto.

Los requerimientos para que un conjunto GG sea un grupo continuo son:

1.-Dado R (a) € G debe existir un conjunto de valores paramétricos a® € R",
tales que

R(a")R(a)=R(a)R(a”) =R(a) ¥V R(a)€ G, (1.2)
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que es el elemento identidad del grupo.
2.- Para cualquier R (a) € G, podemos encontrar a € R" tal que
R(@)R(a) = R(a)R(a) = R (a°), (1.3)
en donde el elemento R (a) es el inverso de R (a), es decir,

[R(a)]" = R(a). (1.4)

3.- El producto de dos elementos R (a), R (b) € G debe pertenecer al con-
junto, por lo que dados dos pardametros a,b € R" debe existir un pardmetro c € R"
tal que R(c) € Gy ademds

R(c)=R(a)R(D). (1.5)

Las condiciones anteriores son las que definen un grupo, pero ademds se re-
quiere que el producto sea una funcién analitica de a y b, es decir, debe existir una
funcién ¢ : R?" — R” tal que

c= ¢(a7 b)a (16)
y que posea todas las derivadas de todos los ordenes en cada una de las entradas,
similarmente a debe ser funcién analitica de a. Con todas estas condiciones for-
mamos un grupo de Lie r-paramétrico. A continuacién mostramos unos ejemplos
de grupos de Lie r—paramétricos.

a) Grupo lineal en dos dimensiones GL(2). Este grupo viene dado por el
conjunto de transformaciones

' = ay1x + asy,
/
Y = asr + a4y,

ay Qg
a3z a4

en donde

£ 0. (1.7)

En este caso los cuatro pardmetros son esenciales (los minimos necesarios para
describir al grupo). Si consideramos a x y y como las componentes de un vector
tenemos que

/
r" = Ar o de manera explicita x, —| . (1.8)
Y az a4 Y

De lo anterior podemos observar que el grupo lineal en dos dimensiones es
isomorfo al grupo de matrices con la multiplicacién de matrices, por lo que es fécil
demostrar que es un grupo continuo finito, cuyos elementos son:

Elemento identidad I = [ (1) (1) } )
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as ai
ajas—azas ailas—asasz

aq _ az
Elemento inverso A~! = [ @184~ 0203 a104-a203 } )

Producto C' = AB = [ a1y + agbs  a1bs + asby 1

CLgbl + a4b3 agbg + CL4b4
Este es un grupo no abeliano 4-paramétrico.

b) El Grupo lineal en 8 dimensiones GL(3). Este grupo consiste de las trans-
formaciones de la forma

' = ay1x + asy + asz, a; ay as
Yy = asr + asy + agz, en donde | ay as ag | #0, (1.9)
2 = arx + agy + agz, ay as Qo

y escrito en forma matricial
= Ar; y det A #0

El grupo lineal en 3 dimensiones es no abeliano el cual tiene 9 pardmetros esen-
ciales que pueden variar en un rango infinito, por lo que GL(3) es no compacto al
igual que GL(2).

c¢) El grupo no compacto SO(2,1)! Este es un caso particular de GL(3), en

donde ademds de la definicién de GL(3), se impone la condicién de que las de
transformaciones mantengan invariante la métrica I = z2 — 3% — 22 es decir, si

2 —y? — 2% = (a2 + asy + a32)” — (a4 + asy + ag2)” — (a7 + agy + agz)’
= z2 (a% — ai — a%) — y2 (—ag + ag + ag) + 22 (—ag + a% + ag)
+ 2zy (aras — agas — azag) + 2xz (a1a3 — aga — azag)
+ 2yz (agas — asag — agag) ,
para que I = I', se tiene que cumplir que
ai—aj—as=—a3+ai+a;=—a;+a;+a;=1, (1.10)

109 — 405 — A708 =— 143 — Q40 — A709 — A203 — A50g — A8A9 — 0.

!Grupo ortogonal especial con una forma cuadrética con signatura (2,1), es decir con dos
signos iguales y otro opuesto, denotado SO(2,1) por sus siglas en inglés.
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Por lo que si inicialmente tenfamos 9 parametros esenciales, con las 6 restric-
ciones impuestas se reduce a un grupo de tres pardmetros, los cuales se pueden
escribir de la forma:

a’ = x [cosh acosh ] 4+ y [— sinh asin § — cosh asinh 5 cos ]
+ z [cosh asinh Bsin § — sinh v cos 0],
x [—sinh 8] + y [cos b cosh 8] 4+ z [— sin O cosh 3], (1.11)
= x [— cosh B sinh a] + y [cosh asin 6 + sinh asinh 5 cos 6]
+ z[cosh v cos @ — sinh asinh [ sin 6] .

/
)
Z/

Pero ademds podemos generar subgrupos de SO(2,1) que consistan de trans-
formaciones que dependan de menos pardmetros. Por ejemplo, fijando 6 = 5 =0
obtenemos Ly («), de manera similar fijando § = o« = 0 obtenemos L3 () y tanto
Ly (o) como L3 () dependen de un solo pardmetro y pertenecen al grupo de trans-
formaciones de Lorentz que es un grupo no compacto, pues «, 5 € (—00, 00) . Pero
si tomamos o = 5 = 0 obtenemos el grupo de rotaciones alrededor del eje = que
es un grupo compacto pues 6 € [0,2x]. Explicitamente las transformaciones
anteriores vienen dadas por

Ly(a) : (2',y,2") = (zcosha — zsinha , y , zsinha + zcosha),(1.12)
L3 (B) : (2',y,2) = (wcoshf —ysinh B, xsinh B+ ycosh 3, z),(1.13)
Ry (0) : (2,y,2") = (x, ycosf — zsinh, ysinb + zcosh). (1.14)

1.2 Generadores infinitesimales del grupo SO (2, 1).

Si tenemos un grupo G de transformaciones de la forma ' = f(x, a), en donde
a son los pardmetros, para construir un transformacion infinitesimal, basta tomar
a — a® y expandir 2/ = f(x,a) en serie de Taylor a primer orden alrededor de
a = a’. Por ejemplo, para las transformaciones del grupo SO(2,1) mostradas en
la ecuacién(1.11) las transformaciones infinitesimales vienen dadas por

¥=x+y[—al —p]+ 2[00 —q],
y =x[=6l+ y+z[-0], (1.15)
Y =x[-a]l+yl+ap]+2[1—-abl).

En donde se tiene que @ = [ = 6 — 0 y las funciones trigonométricas e
hiperbdlicas se aproximaron en serie de Taylor solo a primer orden.

Una vez que se tienen las transformaciones infinitesimales del grupo, se aplican
las definiciones [

0
Ty

T, = Zu”’ (x) 5 0 donde w;, = (8@) , (1.16)
i=1 a=0

dak
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en donde a los operadores T}, se les conoce como los generadores infinitesimales
del grupo. Para el grupo SO(2,1) tenemos que los pardmetros corresponden a
ar = «, 3,0, y x; = x,y, 2. Utilizando la ecuacién(1.16) para la transformacién
infinitesimal (1.15), obtenemos que

-z -y 0
Uiy = 0 -z —z ],
-z 0 y

por lo que los operadores infinitesimales del grupo SO(2,1) son

3

0 0 0

T, = ZU“ (x) e~ s T (1.17)
i=1 !

1.3 Algebra de Lie s0(2,1)

Al calcular las relaciones de conmutacién de los operadores infinitesimales del
grupo SO(2,1) obtenemos que

[Tl,TQ] = Za_y — yaz, (118)
0 0

T2, T3] = —wg-—25, (1.19)
0 0

[Tg,Tl] = —y% — l’a—y, (120)

por lo que utilizando (1.17), encontramos que los operadores infinitesimales del
grupo SO(2,1) satisfacen las relaciones de conmutacién

[T17T2] = _T37 [TQaT3] = Tla [T37T1] = TZ' (121)

Redefiniendo 3 nuevos operadores dados por Ly = i1y, Ly = 115, Ly = il3, y
calculando sus relaciones de conmutacién tenemos que

(L1, Lo] = —iLs, [Lg, Ls] = iLy, (L3, L] = iLs. (1.22)
7



En general, si tenemos 3 operadores Ly, Lo, L3, decimos que éstos representan
el dlgebra de Lie so(2,1)? si satisfacen las relaciones de conmutacién anteriores,
por ejemplo:

1) El conjunto de matrices

00 O 0 — 0 00 —2
Mi=100 —i |, My=]| — 0 0 Ms=10 0 0 , (1.23)
0 — 0 0 0 0 t 0 0

) T
que son operadores que actian sobre vectores columna ( a b c ) con a,b,c €
C.

2) El siguiente conjunto de operadores diferenciales

- [ 0 0 = . 0 0 = . 0 0
Ly =—1 (Za_y + yg) ,  Lo=—1 (:1:& + z%> Ly =—1 (xa—y — y%) ,
(1.24)

que actian sobre el conjunto de funciones n-veces diferenciables con n > 2 definidas
sobre R? .

Si ademds los operadores que satisfacen el dlgebra so(2,1) son hermitianos,
entonces decimos que son una representacién unitaria de ésta dlgebra.

1.4  Operadores de Casimir, ascenso y descenso.

Una combinacién de elementos del dlgebra de Lie que conmuta con todos
los generadores es llamado un invariante o un operador de Casimir del grupo[Q].
Este operador no necesariamente pertenece al dlgebra de Lie. Para construir este
operador para el grupo SO(2,1) consideramos tres operadores Li, Lo, L3 que
satisfacen las relaciones de conmutacién (1.22) del dlgebra de Lie so(2, 1). Primero
es conveniente definir dos nuevos operadores dados por

sz == Ll :l: Z'LQ, (125)

los cuales son conocidos como operadores de ascenso y descenso respectivamente[?’],

y que junto con L3 satisfacen las relaciones de conmutacion

Ly, L] = +L, (L.,L_] = —2Ls, (1.26)

2Cuando nos referimos al grupo lo denotamos por SO(2,1), pero cuando nos referimos a el
algebra la denotamos con mintsculas so(2,1)
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ya que

(L3, Li] = [L3, Ly +iLy)
= [Ly, L1] £ [Ls, Ls)]
= ’LL2 :I: L1
=+ Ly,
[L.,L_] = [Li +iLs, Ly —iLy)
= [L1, Ly] + i [La, L] — i ([L1, Ls) + i [iLs, L))
= _2L37

donde se ha hecho uso de (1.22) .El operador de Casimir para el grupo SO(2, 1) BT esta
definido por

= L2 F il Ly+ilyLy + L2 — L3+ Ls
= L2 Fi[LiLy] + L5 — L3 + Ls,
pero de (1.22) tenemos que [L4, Ly] = —iLs, por lo que

C=L+1L1;- L3 (1.28)

Notemos que en este caso a diferencia del momento angular, el operador
de Casimir no corresponde solo a la suma de operadores hermitianos positivo
definidos, por lo que sus autovalores pueden ser positivos o negativos.

Ahora construimos un conjunto de funciones ortonormales gbﬁ, con i,k € Q,

que sean autofunciones simultdneas de L3, y C [3], es decir, funciones tales que

Lsgl = pglh, y Ol =qo. (1.29)

A continuacién probaremos que ¢ = k(1 — k) y p=k,+1,k + 2,...,para algunos
ke@Q.

De las relaciones de conmutacién (1.26) tenemos que L3ly = LiLs+ Loy
al aplicar este operador a las funciones gbﬁ obtenemos

L3 (Ly¢)) = LiLsdy + Lig),
Ly (Lydl) = (u+1)(Leof),

y esto se cumple si y sélo si

Lidly = Cru@lpsy. (1.30)
9



Las funciones qﬁZ, no son funciones propias de los operadores Li[?’], sin
embargo estas funciones son tales que suben o bajan el indice p en uno, y ademas
lekul = /(n £ k) (pF k£ 1), esto es facil de probar a partir de (1.29) y de la
definicién de L pues

<Li¢,’j | Li¢,k;> = <C/€M¢]/i:t1 | Cku¢ﬁil> (1.31)

2 2
= |Chyl <¢Zﬂ:1 | ¢Z:I:1> = [ckul” -

Por otro lado para una representacién unitaria se cumple que LL = L=, por lo
que

(Lol | Ladh) = (o | LLLL0})
= (o) | LxL+6,),

pero de la definicién del operador de Casimir tenemos que C' = Ly Lr—L3 (L3 F 1),
por lo que L+Ly = C + L3 + Ls, sustituyendo esto en la expresién de arriba

(Ligh | Logy) = (¢ | (C+ L3+ Ls) ¢) (1.32)
= (& | (Cop + L3}, & Lsdy))
= (o | (q¢f + 1*¢ = pol))
=(q+ @ £pu) (o} | d) = (g +1° £ ),

por lo de que de las ecuaciones (1.31) y (1.32) concluimos que

ekl = Va+ B2 Fu=V(ptk) (nFht1). (1.33)

Ahora, notemos que de la ecuacién (1.27) tenemos que

LJFL, - L3 (Lg - 1) + C, (134)
aplicando sobre las autofunciones gbﬁ obtenemos

LiL ¢f = (Ly(Ly—1)+C)¢t
= (u(p—1)+q) ¢

Como Li = L_, y asf los autovalores de L, L_, deben de ser positivos definidos,
ya que por un lado

(o5 | Ly Lodfp) = p(u—1) +q,
y por otro lado
(1 Lol gf) = (Llek|L gb)

= (L-¢; | L-¢}) >0,
10



por lo que de aqui concluimos que

p(p—1)+q=0. (1.35)

Ahora encontraremos los valores de p y ¢ para los cuales se satisface la
relacién (1.35) . Es facil ver que los valores permitidos de ¢ son de la forma ¢ =

E(1— k)[g] con la condicién de que de

k< . (1.36)

Por lo que p tomara valores de la forma pu. = k,k + 1,k + 2,.. con lo cual
generamos un espectro para Lz acotado inferiormente, pero no superiormente, el
cual denotaremos por Dj.

En resumen, si tenemos una representacion unitaria del grupo Lie no compacto
S0(2,1), en la cual L, = L, si gzﬁﬁ son funciones tales que

La¢h = udl, y Colt = qdf, (1.37)
entonces podemos escribir a ¢ como
g=k(1—-k),

y generaremos un espectro discreto D" para L3 acotado inferiormente, pero no
superiormente, en donde

p="rkk+1k+2,..
De manera similar, si realizamos todo el andlisis anterior pero ahora con-
siderando que L_L, = L3 (L3 + 1)+ C en lugar de (1.34), entonces encontraremos

un espectro acotado superiormente, pero no inferiormente para L3 pero como no
serd utilizado en este trabajo, no desarrollaremos este caso.

11



CAPITULO 2

ALGEBRA SO(2,1) DE SISTEMAS CUANTICOS
UNIDIMENSIONALES

Los grupos y édlgebras de Lie pueden ser muy 1itiles si se aplican a problemas
fisicos, en particular estos han mostrado su utilidad en la aplicacién a la mecédnica
cuéntica, como la utilizacién del grupo compacto SO(3) para el desarrollo de la
teorfa del momento angular.

En este capitulo aplicaremos la teoria del grupo no compacto SO(2,1), que se
desarrollo en el capitulo anterior y lo aplicaremos a sistemas cudnticos unidimen-
sionales, en particular veremos que es posible encontrar el espectro de energia del
Oscilador Arménico Unidimensional (O.A.U.) por métodos algebraicos.

Para el pozo infinito primero se pensé que presentaba el dlgebra 30(2)[5] , pero
en este capitulo analizaremos el método propuesto por Shi-Hai Dong y Zhong-Qi
Mam, asf como el propuesto por S. Kais y R.D. Levine[4], en el cual se proponen
algunos operadores de ascenso y descenso los cuales junto con un tercer operador
satisfacen el algebra de Lie so(2, 1), ademds, proponemos una forma alternativa de
encontrar una representacion del dlgebra de Lie so(2, 1), para sistemas cuédnticos
unidimensionales.

2.1 Oscilador Arménico Unidimensional.

Un problema fisico que presenta el dlgebra so(2,1) es el O.A.U.. La ecuacién

de Schréodinger para este sistema viene dada por

1 d*> 2
4z =E,, 2.1
(de2+2)wn ¥n (2.1)
en donde tomaremos de aqui en adelante m = h = w = 1. Para construir

los operadores asociados a este problema que satisfacen esta dlgebra primero
recordemos las definiciones de el operador de creacién a, y el operador de
aniquilacion a, los cuales vienen dados por:

aTZ%(T—%), a %(m—l—%), (2.2)
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que estdn definidos sobre las funciones propias del Hamiltoniano del O.A.U. Si
aplicamos estos operadores a las funciones de estado tenemos que

W, = VI E Wy, G, = Vi, . (2.3)

Ademsds estos satisfacen la relaciéon de conmutacion [d, dT] = 1, por lo que
el Hamiltoniano H también lo podemos escribir como H = afa + % [d, dT] . Con
ayuda de estos operadores definimos unos nuevos dados por:

L zl(aamfaﬂ):l x2+d—2 (2.4)
! 4 da?)’ '
' ' d d
L2 = —i (&T&T—dd) = ;1 (Cﬁa—i—%ﬂf)a (25)
1 1 d? H
=~ (ala+aa) == (22— ——) ==
L 4(a a+aa') 4<x de) 5 (2.6)

que son una representacion del dlgebra de Lie so (2, 1). Para este grupo el operador
de Casimir viene dado por la ecuacién (1.28)

C = Li+Li-1I;
1 . .2 | R N2 1 ... .2
= E(aa%—cﬁcﬁ) —1—6(aTaT—aa) —1—6(aTa+aaT)

= I (2aaa’a’ + 2a'a'aa — ataa’a — a'aaa’ — aatata — aa'aal)

Este operador sobre una funcién de estado v,,, produce

1
T (2a%a' + 2a%a* — a'aa’a + a'a*a’ + aa'a'a — aa'aa’) y,
1
= (2(n+1)(n+2)+2n(n—1)—n*—2n(n+1) — (n—|—1)2) Y,
3
= Ew"
Comparando esto con la ecuacién (1.37), tenemos que ¢ = 1%, pero tenemos
que ¢ = k(1 —E), por lo tanto k = %, %. Es importante notar que podemos

sustituir £ — 1 — k, y los resultados no dependen de esto. Con los dos valores

obtenidos de k generamos dos espectros distintos pues los autovalores p de Ls

toman valores = k, k+ 1,k +2, ..., denotaremos estos espectros como D} y D7.
4 4

Pero ademsds, de la definicién de Lj en la ecuacién (2.6) tenemos que L3 = %, por
lo que el espectro de L3 esta relacionado con el espectro de energfa como 2u = F,.
Asfi los espectros de energia generados son

37 11
DT E== - —
: = 2727 927
1509
Dt E=> 2=
L7 27979’
13



Por lo que volviendo a las unidades de las constantes fundamentales, todo el
espectro de energia viene dados por

1
EN:(N+§)ﬁw

en donde N = 0,1, ... es el niimero cudntico principal.

Eln—l
Eln
E4 T L_ F Y
A+
da
E3 F 3
/i
v L+ B
E, a |
\d L+
El
EO + +
E D, D,
e 1 4
Figura 2.1 Espectros de energia del oscilador amaonico

Los dos espectros generados por separado D3 y DT, estdn relacionados con
4 4
la paridad de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger del O.A.U. ya que estas
soluciones estan relacionadas con los polinomios de Hermite
2

3 T
DT — (;57‘;% — Vo1 = Nopg1€xp (T) Hypiq (), conn=0,1,2,...,

.CC2

1 _
Df — ¢:H_% — 1y, = Nop, €Xp (T) Hy, (), conn=0,1,2,..

Por lo que los operadores de ascenso y descenso L. definidos en (1.25) suben
o bajan indices, pero sobre funciones de la misma paridad.

Ademis debido a que estos operadores se suben y bajan indices entre funciones
de la misma paridad es posible encontrar relaciones de recurrencia entre esas
funciones, utilizando las ecuaciones (1.30) y (1.33).
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Para el caso en que k = }1 tenemos que p =n + ;11, paran =0,1,2,..., por lo
cual tenemos que

este caso corresponde al caso de las funciones pares. Ahora notemos que las
funciones propias de este Hamiltoniano son funciones reales, y ademds debido a
la definicién de los operadores L1, Lo y Ls, los operadores de ascenso y descenso
seran operadores con coeficientes reales por lo que mandan funciones reales en
funciones reales, y asi |cx,| = cg,. Asi obtenemos la relacién de recurrencia

1 1 1
Ly, = \/<n + 5) <n + 5 + §)w2nﬂ, paran =0,1,2, ...

.. _3 — 3
De manera similar, para el caso en el que k = 3 tenemos que = n + 4, que
corresponde al caso de las funciones impares tenemos que

1 1 1
Lithgnyr = \/<n + 3 + 5) (n +1+ §>w2n+1ﬁ, paran =0,1,2,....

De la definicién de los operadores L. podemos escribir las relaciones de re-
currencia anteriores de forma diferencial

1 1 1
(332 + 1) ¢2n +wl2/n + 2$w/2n = 4\/(”:& §> (n+ 5 + §)w2ni2ﬂ n = 07 172a sy

y de manera similar para las funciones impares

1 1 1
(ZZ’2 + 1) w2n+wl2/n:!:2xw/2n = 4\/(” + 5 + 5) (TL +1+ 5) w2n+1:t27 n = 07 17 27
2.2 Pozo infinito.

Consideremos una particula que se encuentra sometida a un potencial dado
por
V(r)=0 si0<z<aq, V(x) — o0 sixz ¢ |0,al. (2.7)

15



Entonces podemos escribir la ecuacién de Schrodinger para este sistema como

=2~ p (2.8)
N AL '

Donde las autofunciones 1, deben satisfacer las condiciones de frontera 1, (0) =
¥, (a) = 0, con lo cual, de manera explicita las autofunciones y los autovalores
de energfa vienen dados por

2 2,2
W, = \/jsin@, B, =27 (2.9)
a

a 2a?

De la forma de las soluciones (2.9) si consideramos el teorema del seno de la
suma de dos a’mgulos[G] que se expresa como sin (« + ) = sin « cos 5 %+ cos asin 3,
podemos construir un operador de ascenso o de descenso T tales que al aplicarse
sobre las funciones de estado 1,

Ty o, = \/gsinM (2.10)

a

27 . nmx T nrTr . TX
= /- [sm —— cos — =+ cos — sin —} . (2.11)
a a a a a

Por lo cual podemos definir los operadores Ty de la forma

T aw . wx d
Ty = [COS — + —sin ——} : (2.12)

a n a dx
en donde podemos apreciar claramente que estos operadores dependen del niimero
cudntico n. Méds aun, estos operadores se pueden definir de tal forma que no sélo

suban o bajen un nivel[6], si los escribimos de la forma

— sin (2.13)

7 _ | cos mnrr ~ am . mmci
= a n a dx|’

Estos operadores suben o bajan m niveles, es decir, si aplicamos el operador Tim]

a su funcién de estado asociada 1,, tenemos que Tim]wn = 1,1, Pero hay que

tener cuidado, ya que el operador Tj[cm} que actia sobre 1, no es el mismo que
actia sobre 1, si k # n, pues al aplicar este operador a un estado |k) , el operador
seria

mrr  am . mrxr d |
— sin

a k a dx|’

y si lo queremos aplicar a un estado |I), el operador seria

Tj[[m] = |cos

mrr  am . mnx d |
+ —sin —
a [ a dx|

7™ = |cos

por lo que la definicién de este operador no es la mds correcta, ya que surgen
problemas al intentar realizar composiciones.
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2.2.1 Meétodo de Shi-Hai Dong y Zhong-Qi Ma.

Una forma para construir los operadores T, fue propuesta por Shi-Hai Dong
y Zhong-Qi Mall para lo cual definen un operador de nimero 7y su operador
inverso 7 ~! dados en la notacién de Dirac por:

nlny=nln), A tn)= % In) . (2.14)

Con ellos se definen los operadores de ascenso y descenso dados por

d
P = [cos 2n — sin z—} At (h—1), (2.15)
dz
P, = |cos zn + si d (2.16)
= 2h+sinzo| :

con z = " Al aplicar estos operadores sobre las funciones de estado, son tales que
se obtiene que

P n)y=n-1)|n-1), Pyn)=nn+1). (2.17)

Con estos operadores deseamos calcular P, P_ |n) = (n—1)P; |n — 1), donde
es necesario determinar

d
P, |n—1) = |coszn|n — 1) 4 sin i In—1)1, (2.18)
z

y debido a la notacién en (2.14), se puede presentar una confusién al evaluar
n|n — 1), tal vez la notacién no sea la mas adecuada, pero la definicién establece
hermitianos que n|m) = m|m), =t m) = X|m), por lo que fi|n —1) =
(n — 1) |n — 1) . Por ejemplo se pueden definir operadores de niimero y su inversol®)
ambos en la forma

N=SklR), A= Z% ) (k] (2.19)

Al aplicar estos operadores sobre una funcién de estado tenemos
Nofn) = STRIR) (e [nh = SRR G = n ) (2:20)
k=1 k=1

R gny = oW Glm = p W=l (220

17



Asi podemos construir operadores de ascenso y descenso utilizando las ecua-
ciones (2.15) y (2.16) dados por

T = [cosz N —sin Zdi] N7t (N - 1) : (2.22)
z
~ . d
T, = [cosz N + sin Z%] : (2.23)

Ahora tenemos una expresién para los operadores de ascenso y descenso con la
cual podemos realizar composiciones adecuadamente, lo cual nos permite escribir
el Hamiltoniano de este sistema en términos de estos operadores como

1 /7w

Ainy =5 (2) 7.1,

ademads satisfacen las relaciones de conmutacion

[T, T4] |n) =2 Ty |n). (2.24)
en donde )
To=N — 1 (2.25)

y ademds definiendo de esta forma este operador se satisface que
[To, T} [n) = = T [n) (2.26)
(7]

por lo cual estos operadores son una representacion del algebra del grupo SO(2,1)!).

2.2.2 Método de S. Kais y R.D. Levine.

Otra forma de construir operadores de ascenso y descenso para el pozo inﬁnito[4]7
es utilizando una variable auxiliar y que permite definir operadores sobre las vari-

ables z y y . Con este propésito se define una base {f,}, .y dada por
fn (2, y) = by, (2) exp (iny) . (2.27)
Con ella se buscan operadores J, (J_) de ascenso (descenso) tales que
Jifo (2,y) = nforr (z,y). (2.28)
Explicitamente resulta que
J1 =exp (Liy) | (—icosx) 9 + (sinx) g . (2.29)
oy ox

18



Adicionalmente se define .J3 como

.0
Jy = —ig. (2.30)

Las relaciones de conmutacién de estos operadores vienen dadas por
[Ji, J_] = =2 J;, [J3, Ju] = £ 4, (2.31)
lo cual se puede verificar ficilmente.

Asi estos operadores generan el dlgebra del grupo SO(2,1). Notemos ademas
que el operador J3 sirve como el operador de nimero, es decir,

J3fn (CC?y) = nfn (:Ev y) 5
y que el Hamiltoniano H puede ser escrito en términos de J3 como

7T2

2a2

J3. (2.32)

Alternativamente podemos escribir H en funcién de los operadores de ascenso
y descenso como

1
H - J+=]7 + 5 [Jf, :]+] . (233)

Destaca el hecho que el Hamiltoniano escrito en la forma (2.33) es formalmente
idéntico al del oscilador arménico unidimensional (O.A.U.) cuando este es escrito
con los operadores a' y @ como

H=a'a+ = [a,af] . (2.34)

La similitud es clara ya que J_ juega el papel de @ y de manera similar J, juega

el papel de a'.

Esta forma de escribir los operadores J. y J3 satisface adecuadamente el dlge-
bra so(2, 1), pero lo hace al aplicarse sobre la base f, (z,y) = 9, (x) exp (iny) .Sin
embargo, si aplicamos estos operadores sobre la base 9, (x), estos no reproducen
el algebra.
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2.3 Meétodo alternativo para obtener el dlgebra SO(2,1) en proble-

mas unidimensionales.

Para el desarrollo de esta seccién, primero consideremos el siguiente resultado.

Sea V' un espacio vectorial sobre C, T" una transformacién lineal con 7' : V —
V y {|m)},,.cy una base ortonormal. Si T'(|m)) = > agm|k)' con ag, € C,
k

entonces 1" se puede expandir en términos de su base dual {(m|},, .y como

T = agm|k) (m|.
k,m

Esto es facil de probar, ya que toda transformacién lineal T se puede expandir
en términos de su base dual como

T=) T(m) (ml|, (2.35)

pero como T (|m)) = > axm |k), entonces sustituyendo esto en la ecuacién anterior,
k

T se puede escribir como
T = agm|k) (m|. (2.36)
km

Ahora consideremos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para
un problema unidimensional

H |n) = (—%% LV (x)) In) = E, [n). (2.37)

Las soluciones de esta ecuacién forman una base ortonormal {|n)}, o,
para un espacio vectorial V' sobre C. El espacio dual V* es generado por las
transformaciones lineales {7}} con T, = (k|, donde Ty(|n)) = Jk,. Asi todo
operador lineal que actie sobre el espacio vectorial V' de soluciones de (2.37),
se puede expandir en la forma (2.36). Por ejemplo, para distintos valores de
arm obtenemos algunos operadores ya conocidos

@) S0k =0i s T =30 0) (] 0) i = K20 [ ] = [i—k% <k@
k=1 k=1

b) Si akn1::136knl ;fV :ZZE:kT‘k> <kﬂ d) Si Qlern=— fakéknm;}{ ::zzzl2k|k» <k|.
k=1 k=1

IComo T : V — V siempre podemos escribir la transformacién lineal de esta forma.
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a) Operador identidad,

b) Operador de nimero,

c¢) La representaciéon matricial de la segunda derivada en cualquier espacio generado
por la base {sinnz}, .,

d) Hamiltoniano con Ej la energia del k-ésimo estado.

Por lo anterior, los operadores de ascenso y descenso se deben expandir en la
forma (2.36). De manera sencilla se pueden construir varios operadores de ascenso
y descenso para cualquier problema unidimensional tomando?

ZA )|k +1) (k] ZD )|k —1) (K], (2.38)

los cuales cumplen que
T, |n)=A(n)|n+1) , T |n)= D(n)ln—1), (2.39)
T' 10) = 0.

Los valores de A (k) y D(k) se pueden tomar de tal forma que se puedan
obtener propiedades especificas. Por ejemplo, para que obtengamos una repre-
sentacién unitaria, es necesario que 7' A , por lo que

o0

T = X: k) [k + 1) }:A* ) (k1) (k)
= ZA* (k| [k + 1) :ZA*(k)|k> (k+1]
= ZA* —1) |k —1){ ZD )|k —1) (K],

y esto se cumple si D(k) = A* (k — 1)[9], y ademds si tenemos operadores de este
tipo es posible obtener algunas relaciones de consistencia que permiten encontrar
el espectro de energia del O.A.U. y el de un rotor rigido por métodos algebraicos
entre otros.

De manera similar se pueden definir operadores

- ik k+1) (K, T = ik Ik —1) (K|, (2.40)

2El fndice en las sumatorias se tomé considerando que el estado base es |0). En caso que
el estado base sea |1) (como en el pozo infinito), entonces los indices deben comenzar en 1y 2
respectivamente, y asi 77 |1) = 0.
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los cuales , junto con el operador de nimero definido (2.19) satisfacen el algebra
so(2,1)
T T =2 N, [N.Ty - 4T, (2.41)

lo cual se puede comprobar facilmente.

Estos operadores son muy parecidos a los operadores Jy y Js definidos en
(2.29) y (2.30). La diferencia entre ellos es que los J’s reproducen esta dlgebra
sobre la base f, (x,y) = v, (x)exp (iny), y los operadores 7", y N actian sobre
la base definida por |n), en donde (x| n) = v, (v). Fécilmente podemos ver
que tienen las misma propiedades, pero cada uno actuando sobre sus espacios
correspondientes.

Jifn (2,y) = nfozr (2,9) Ti|n) =nln£1),
Jafu (2, y) = nfn (2,9) Nin) =n|n),
H=J,J_+iJ_,0] H=TT +Li[T. T,].

Notemos que los operadores 7', no cumplen con la condicién de que D(k) =
A* (k — 1), por lo que no son una representacién unitaria de el dlgebra so(2,1).

Si ahora expandimos los operadores (2.22) , ( 2.23) y ( 2.25), entonces estos
quedan escritos de la forma

Po=Sklk+1) (], Po=3(k—1)k—1) (K, P0:Z<k—%)|k)(k|.

k=2 k=2
(2.42)

Estos operadores cumplen con la condicién de que D(k) = A* (k — 1) , por lo
que ademds son una representacién unitaria. Es importante notar que esta forma
de escribir los operadores, P. y Fy es independiente de la forma del potencial, es
decir, estos operadores se pueden definir para cualquier potencial unidimensional?,
en donde estos operadores satisfacen el dlgebra so(2,1).

Pero este resultado no garantiza el que existan operadores diferenciales que
satisfagan esta dlgebra, sin embargo, con ellos podemos probar que no existen
operadores diferenciales tales que el Hamiltoniano del pozo infinito se pueda
factorizar por el método de Infeld y Hullll0l, Este método, consiste en encontrar
operadores de ascenso y descenso de la forma

d d
T+=%+f($), T—Z—%ﬂLf(if)- (2.43)

3Recordando que para el pozo infinito el estado base es |1). Para cualquier otro problema en
el que el estado base sea |0), los indices debe cambiarse por 0 y 1 respectivamente.
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Si existieran estos operadores, entonces se expandirfan de la forma

T, = ZA )k +1 = D(k) |k —1) (k| . (2.44)
k=2

Ahora probaremos por contradiccién que no es posible que existan operadores

de este tipo. Para ello restando ambas expresiones de la ecuacién (2.43) y asf

obtenemos que

d
T, —T =2—. 2.4
dx (245)

Por otro lado de la ecuacién (2.44) tenemos que
=Y (AR) |k +1) = D(k) [k — 1)) (], (2.46)
k=1

y al aplicarlo sobre un estado |n) llegamos a que
(Ty —T-)|n) =A(n)|n+1) — D(n) |n—1) (2.47)
y utilizando (2.45) obtenemos que

d

1
o @lny=glAm) (@ |n+1) = Dn)(z|n-1) (2.48)

pero (z | n) = \/g sin "% |y entonces obtenemos que

TCOS@:—<A(TL)\/jSin(n+ 17y [ m) n
a a 2 a a a a

(2.49)
esto no se cumple independientemente de la forma de los coeficientes. Con esto
concluimos que no es posible obtener operadores de este tipo y por consecuencia,
no se puede factorizar el Hamiltoniano del pozo con este tipo de operadores.
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CAPITULO 3

SUPERSIMETRIA EN MECANICA CUANTICA.

El concepto de supersimetria relaciona estados bosonicos y fermionicos en mecanica
cuédntica ha jugado un f)apel central en el desarrollo de la teorfa cudntica de cam-
pos por dos décadast . En este capitulo mostraremos un método por el cual
podemos obtener el companero supersimétrico de Hamiltonianos con energfa de
estado base igual a cero. Por medio de este método obtenemos espectros de en-
ergia idénticos para los Hamiltonianos supersimétricos salvo el estado base. En
particular aplicaremos este método para los potenciales del pozo infinito y del os-
cilador arménico unidimensional. Esto con el objetivo de comparar los operadores
de ascenso y descenso generalizados con los estudiados en los capitulos anteriores.

3.1 Operadores de ascenso y descenso generalizados

Si tenemos una Hamiltoniano H° tal que la energfa del estado base es Cer0[12],

es decir con un potencial V° (z) tal que

1 d?

H%, = _5@7% + V2 (@) =0, (3.1)

entonces podemos escribir el potencial V° (z) en términos de la funcién de estado
1, como

1 77Z)/l
VO (z) ==L, 3.2
(@) =5 (32)
De igual forma cual podemos rescribir al Hamiltoniano H° como
1 d? o
HO =~ (—— + —“) : (3.3)
2\ dx? v
Al tener potencial de esta forma, este puede ser factorizado por operadores de
la forma /
1 d
+ 0
= — |F— - —|, 3.4
“ V2 {$ dx wo] (34)
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en los cuales es importante notar que un operador es el adjunto del otro , i.e.,
(Qi)T = @Q7T. Al calcular el producto de estos operadores tenemos que

1 al2 o (0
Q QT =5 |——5+t2+(17F ( 0) 3.5)
2 dfo tF1) Yo (
Asi podemos nuevamente rescribir al Hamiltoniano H° como
H =g =L v (5.6)
2 da? ' '

Definimos un nuevo potencial V! (z), y su correspondiente Hamiltoniano H' como

d 1 d?
Viz) =V (x) - @w—z y H'= —573+ Vi (3.7)

Igualmente este nuevo Hamiltoniano H' serd factorizable, sélo que el producto
aparece en orden inverso

(3.8)

El Hamiltoniano H' es llamado el compafiero supersimétrico de H y viceversa.
Definimos un nuevo conjunto de funciones dado por

Y =, QY con n=1,2,.., (3.9)

en donde ¢, son constantes de normalizacién. Sélo definimos estas funciones para
n > 1, pues paran = 0 probaremos que ng = 0. En efecto si realizamos el
producto interno de Q*Q’@bg con ¢3 de la ecuacién (3.6) obtenemos que

(4o | QTQ7g) = 0. (3.10)

Por otro lado (Q*)Jr = ()7, por lo que sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos
que

(Q7vp | Q7dg) =0, (3.11)

pero esto sucede si y solo si Q‘¢8 =0.

Ahora si aplicamos el Hamiltoniano H' a las funciones 1., de la definicién
de las funciones y de las ecuaciones (3.8) y (3.6)tenemos que

HY, = Q QT i, = Cn+1Q_Q+ Q VUny (3.12)
= 1 Q HY) =FE)., (Cn+1Q7"¢2+1)
= n+lwn'
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Asi hemos probado que %11 es autofuncién de H', y que ademds la energfa
correspondiente a la funcién ., viene dada por

E!=E.,. (3.13)

Aplicando Q* a la funcién ¢} ;, de la definicién y de la ecuacién (3.6)
tenemos que

Q™1 = Qb Q Yy = ca iy (3.14)

Pero de el hecho de que las funciones deben ser normalizadas, si realizamos el
producto interno <Q+z/1n K +1> por un lado tenemos que

<Q+¢1 |¢ +1> = <Cn+1E +11/) +1 | 77/}71+1>
= cnr1Bp 4 <¢n+1 KC n+1> (3.15)
- Cn+1En+1

Pero ya que (Q*)T = (), entonces por otro lado tenemos que

<Q+wn ‘ ¢n+1> <wn ‘ Q w +1>
n ’ cn+1wn 1> (316)
|

Cn+1 '

Asf concluimos que ¢,+1E9, por lo que ¢, = . En resumen,

- 1
Cn+1 )

hemos probado las siguientes igualdades

H%y, = Ey, (3.17a)

H%. = EM) con Ef =E°., (3.17b)
= \/E—g Y con n=12,.., (3.17¢)

QYL = /EW?  con n=0,1,2,... (3.17d)

Notando que el espectro de ambos Hamiltonianos es idéntico salvo el estado base

con energfa Ej = 0.
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Figura 3.1 Espectros de energiade
Hamiltonianos supersimétricos

3.2 Supersimetria en el oscilador arménico unidimensional

Para este sistema la funcién correspondiente al estado base viene dado por

by = cexp (az’), (3.18)

en donde a y ¢ son constantes. Calculamos los operadores Q* utilizando (3.4),
los cuales explicitamente vienen dados por

QF = % {;% 4 x] | (3.19)

Utilizando (2.8) calculamos el Hamiltoniano con energia del estado base nula y
su companero supersimétrico

1d2 22 1
H =QtQ =-—-—+=—= 2
QT Q 52 T 9 T3 (3.20)

1 d? 22 1
H'=Q Qt=——— 4+ 4+ _. 3.21
@Q 2dm2+2+2 ( )

Las autofunciones correspondiente a estos Hamiltonianos vienen dadas por

¢2 = NT? exp [—%] H, (x),
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Yt = Nlexp [—%] H, (),
y sus correspondientes energias viene dadas por
EY =nhw, E} = (n+1)Aw, conn=0,1,2,..., (3.22)

en donde N,, son constantes de normalizaciéon y H,, son los polinomios de Hermite.
En este caso observamos que las funciones propias de ambos Hamiltonianos son las
mismas y estas generan el mismo espectro. La diferencia entre estos Hamiltonianos
es que el nivel n-ésimo de energfa correspondiente al Hamiltoniano H® es el n + 1-
ésimo estado del Hamiltoniano H'. Esto es debido a que los operadores Q1 y Q~
que calculamos coinciden con los operadores de ascenso y descenso ya conocidos
ayal.

3.3 Supersimetria en el pozo infinito

La funcién asociada al estado base del pozo infinito de potencial viene dada

por
" \/5 in (3.23)
= — Sl — .
0 a a’

y la energia para este estado base viene dada por
Ey=— (3.24)

por lo que ahora definimos un Hamiltoniano H® dado por

0 7r

H =H — 2 (3.25)

En donde H es el Hamiltoniano del pozo infinito definido en (2.8). Esto lo

hacemos con el propésito de que la energia del estado base para el Hamiltoniano

H? sea igual a cero. Las funciones propias de este nuevo Hamiltoniano H son las

mismas que las de H, y por consecuencia el espectro de energias E° de H° viene
dado por

71_2

2a?

Si hacemos un cambio en el indice n — n + 1 entonces

E'=FE,—Ey=-—(n*—1),conn=1,2,3,.... (3.26)

2

E? = %n(n—l—Q}, conn=0,1,2,..., (3.27)
a
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y las funciones de onda quedan dadas por

2 1
Y0 = \/jsinw, conn=0,1,2,... . (3.28)
a a

Con este nuevo Hamiltoniano H° y con el cambio realizado en el indice lo-
gramos obtener una buena supersimetria, en la cual a ¢8, le corresponde una
energia £ = 0.

Para encontrar el compaiiero supersimétrico de H° primero encontraremos los
operadores Q% .Utilizando la ecuacién (3.4), obtenemos que

Utilizando (3.7) encontramos los potenciales, los cuales vienen dados por

14y 172 2 . o X
Vo=-—=—=—, V:—<2 2——1).
07 9 ¥y 2 a? Loz 23T
Con estos potenciales obtenemos los Hamiltonianos
1 d? 172
H = Q"Q =—— - -= 3.29
@Q 2dz?2  2a?’ (3.29)
1 4 7P T
H = QQt=--2 ——@'—%——Q. 3.30
@ 2 dx? i 202 \"7 7 (3:30)

Para encontrar sus correspondientes autofunciones aplicamos las ecuaciones
(3.17) , explicitamente vienen dadas por

Un = Vgﬂw@iiﬁg, (3.31)

a
2 2
Y = 12 [— (n 4 2) cos (n+2)me cot 72 sin M] . (3.32)
a a a
ambas con n = 0, 1,2, .... Estas generan espectros de energfas dados por
2
EY = %n(n—l—Q), conn=0,1,2,..., (3.33)
2
E! = 53m+1ﬂn+$,mnn:QLZ“.. (3.34)
a

Por lo que aunque podemos factorizar el Hamiltoniano, estos operadores aparente-
mente cambian los indices como en el caso del O.A.U., pero en realidad no lo ha-
cen pues lo que cambian son funciones propias del Hamiltoniano H° en funciones
propias del Hamiltoniano H'. Debido a esto, los operadores Q* no pueden ser
utilizados como operadores de ascenso y descenso como en el caso del O.A.U.,
pues las soluciones de los Hamiltonianos supersimétricos no son las mismas como
sucede para el O.A.U.
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CONCLUSIONES

En el desarrollo de este trabajo hemos mostrado que para los problemas uni-
dimensionales es posible definir operadores de ascenso y descenso que junto con
un tercer operador satisfagan el dlgebra de Lie so(2,1).

En el caso particular del oscilador arménico unidimensional, los operadores
Ly, Ly y Ls satisfacen el dlgebra de Lie so(2,1). Con ellos logramos construimos
el operador de Casimir para este grupo y encontramos que tiene el autovalor 1%..
Con este autovalor obtuvimos valores para k de ;11 y %con los cuales generamos
dos espectros distintos para Ls. Estos dos espectros estdn relacionados con la
paridad de las funciones. Uniendo estos dos espectros obtenemos todo el espectro
de energias para el oscilador armoénico unidimensional. Aqui es importante notar
que los operadores L. cambian el indice x en £1, por lo que si aplicamos estos
operadores a las autofunciones del Hamiltoniano del O.A.U., estos cambiaran
el indice n correspondiente al mimero cudntico principal en +2 y debido a ello
pudimos encontrar relaciones de recurrencia entre funciones de la misma paridad.

Para el caso del potencial de pozo infinito se pueden construir operadores de
la forma propuesta por Shi-Hai Dong y Zhong-Qi Ma. Aunque estos no sean
totalmente diferenciales explicitamente ( ya que incluyen el operador de nimero),
estos no dependen del nimero cudntico n, ademés estos satisfacen el dlgebra de
Lie so(2,1). De la misma forma los operadores propuestos por S. Kais y R.D.
Levine, aunque necesitan de una variable auxiliar y definir una nueva base, tam-
bién reproducen la misma algebra.

Si tenemos operadores de ascenso y descenso expresados en términos de bras
y kets como en la expresion (2.44) es facil generar ésta dlgebra, pero esto no
garantiza que existan operadores diferenciales que lo hagan. Sin embargo, usando
esta expansién probamos que el potencial del pozo infinito no es factorizable por
operadores de ascenso y descenso de la forma:

d d
T+:%+f(x), T_:—@‘f‘f(l’)

Finalmente, observamos que todo Hamiltoniano puede ser factorizado uti-
lizando operadores supersimétricos. En particular, cuando aplicamos esta técnica
al O.A.U, los operadores supersimétricos QT y Q~ que calculamos coinciden con
los operadores de ascenso y descenso ya conocidos a y af.Pero para el caso del pozo
infinito aunque podemos factorizar el Hamiltoniano, los operadores Q* no pueden
ser utilizados como operadores de ascenso y descenso como en el caso del O.A.U.,
pues las soluciones de los Hamiltonianos supersimétricos no son las mismas como

sucede para el O.A.U.
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