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RESUMEN

El interés de este trabajo es considerar un cosmos primigenio con anisotropia e inhomogeneidad.
El trabajo se enfoca en la propuesta de una métrica con estas condiciones, llamada métrica de
Gowdy [3].

Esta métrica consiste en soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein que representan
universos cerrados con varias topologias (S3,S1 ® SZ,T3) los cuales contienen ondas
gravitacionales.

La forma de onda en estas soluciones es plana, pero todas las ondas se propagan a través de una
Unica direccién preferencial y tienen polarizacién comun.

Se escriben las métricas para dos tipos de topologia. Finalmente, se encuentran las ecuaciones
diferenciales, que gobiernan el movimiento de particulas con masa y sin masa en las topologias
S’ y S'®S? para universos polarizados tipo Gowdy. Se realiza un andlisis de las curvas

geodésicas.



INTRODUCCION

Para lograr comprender el comportamiento del cosmos, primero se requiere conocer en qué
consisten los términos homogéneo e isétropo, sin entrar todavia en el formalismo matematico.En
términos muy simples, homogéneo, se refiere a la ausencia de puntos privilegiados y la isotropia se
refiere a la ausencia de direcciones privilegiadas; dichos términos, juegan un papel muy importante

en el entendimiento de nuestro universo, como veremos a continuacién.

Gracias a los datos observacionales, como el estudio de radiacion de fondo césmica, o el estudio
de formaciones estelares (supercimulos, cimulos de galaxia) obtenidos durante el siglo XX y
principios del siglo XXI, se sabe que en el universo no existe demasiado variacién en la densidad
de materia, ni existe una direccién predominante como un todo. Esto significa que el universo es
isétropo a grandes escalas (alrededor de 200 M. Psc). No existe razon para creer que la
localizacion de nuestra galaxia es Unica y de manera similar no existen pruebas de la existencia de

algun eje privilegiado.

El conteo de radio galaxias, cuasares y fuentes de rayos-X testifican la homogeneidad de la
distribucion de materia en el universo. Dicha homogeneidad ( isotropia) inclusive se observa en las

reliquias de radiacién de fondo provenientes de los inicios del cosmos.

Utilizando los resultados observacionales, se recurre a la modelacion matematica de nuestro
universo primeramente imponiendo simplificaciones con simetrias homogéneas e isétropas
(modelo de Friedmann-Robertson-Walker-Lemaitre), las cuales dan una vision de las condiciones

actuales del universo y reducen de manera importante los calculos en las ecuaciones de Einstein.

El siguiente paso natural para comprender al cosmos recién creado es considerarlo anisotrépico,
pero manteniendo la condicion de homogeneidad. El término anisotrépico se refiere a aquél que
cuenta con direcciones privilegiadas. La forma matematica, mas simple para modelar las
condiciones de anisotropia y homogeneidad, es utilizando una clasificacién de nueve grupos
propuestos por Bianchi, los cuales ordenan las diferentes formas de Anisotropia. Dichos grupos
son conocidos con el nombre de los IX Grupos de Bianchi. Realizando un riguroso tratamiento
matematico sobre cada grupo de Bianchi en un espacio-tiempo y resolviendo las ecuaciones de

Einstein se obtiene una modelacién del cosmos bajo dichas simetrias.



Esta tesis hace mencion de las propuestas anteriores y se enfocara principalmente en el analisis

de la métrica propuesta por Gowdy.

Una de las posibles formas, para tratar de entender el comportamiento del universo en sus
principios, Robert H. Gowdy [3] propuso un elemento de linea no homogéneo ni isdtropo para una
topologia hipertoroidal y tres-esferoidal. Dichas métricas contienen funciones que dependen

Unicamente de una de sus coordenadas y del tiempo (En este caso la coordenada z y del tiempo t).

Cabe mencionar que se pueden obtener métricas generalizadas, a partir de las ya propuestas por
Gowdy para sus diferentes topologias. M. Carmeli, Ch. Charach y S. Malin [] proponen una
solucién inhomogénea que es interpretada como un espacio homogéneo y en el cual existen ondas
gravitacionales viajeras a través de una sola direccion, la Unica diferencia con el estudio de Gowdy

es que introducen un campo escalar.

De igual manera, en el articulo de A. Sanchez, A. Macias y H. Quevedo [5] ejemplifican el método

por construccién para un modelo cosmoldgico de Kantowski-Sachs y una generalizacién de esta

correspondencia a un modelo no polarizado T’ de Gowdy.

Estas métricas generalizadas, llevan elementos fuera de la diagonal y nos muestran polarizaciones
diferentes en las ondas gravitacionales modeladas en estas métricas. Se tiene bien sabido que
existen muchos mas ejemplos de modelos cosmoldgicos inhomogéneos y anisotrépicos en los
cuales la complejidad matematica tiene otro nivel, pero siempre teniendo en cuenta como base el

modelo cosmoldgico propuesto por Gowdy.

En esta tesis, a partir del modelo propuesto por Gowdy (S° y S'® S?), se obtienen las
ecuaciones de las curvas geodésicas y se comparan dichas ecuaciones entre los diferentes
elementos de linea para distintas topologias. De igual manera, se senalan sus diferencias y
similitudes para la trayectoria de particulas con masa y sin ella.

Un punto que no se puede dejar pasar en el estudio de los modelos cosmolégicos, es el caso de
las singularidades; cuyos problemas matematicos, nos hacen pensar que la teoria propuesta por
Einstein es incompleta en esas regiones, tan es asi, que generan nuevas propuestas que

complementan dicha carencia en las teorias actuales.



Es claro que el estudio de estas cosmologias es de importancia para la fisica que trata modelos de
Gowdy, pues en ella estan inmersos temas variados, que van desde ondas gravitacionales,
gravitacion cuantica, estudio de las singularidades en cosmologias de Gowdy. Y no est4 demas el
recalcar que probablemente, el universo primigenio tenia estas caracteristicas y que la formacién
de estructura se atribuye a dichas condiciones.

Tan es asi que gracias a la falta de homogeneidad e isotropia en los albores de nuestro universo,

la formacion de supercumulos, galaxias, estrellas e inclusive la vida fueran posibles.



CAPITULO |

CONCEPTOS BASICOS PARA EL ESTUDIO DE LA COSMOLOGIA

Para un andlisis cosmologico completo es necesario recurrir al formalismo matematico. Es por ello
gue en este capitulo se define matematicamente, el concepto de Homogeneidad e Isotropia. Para
ello primeramente, se requieren de algunos conceptos basicos que entran en el ambito de la
geometria diferencial. Debido a lo extenso que es el campo de la geometria diferencial, se dara por

hecho que el lector conoce algunos de los conceptos bésicos que aqui se introducen.
1.1. ISOMETRIAS Y VECTORES DE KILLING

En el caso de la cosmologia, las simetrias que nos interesaran son las simetrias de la métrica g o
isometrias, esto es: el conjunto S de transformaciones (difeomorfismo)

S={p:M >M 59 (g)=g}. (1.1.1)
O bien, si X ,, A=1,...,r son los generadores infinitesimales de S
SXAg:O_ (1.1.2)
La cual se escribe, en unas coordenadas cualesquiera x“ y abusando de la notacién
Sy, 8a=0. (1.1.3)

Se dice entonces que los campos X , son los vectores de Killing (de la métrica g), que generan el

grupo de isometrias S de la métrica g, donde 3 denota la derivada de Lie.
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1.2 ALGEBRA DE LIE

Es un espacio vectorial generado por los vectores de Kiling X,, A=1,...,r junto con el

paréntesis de Lie: [XA,XB]z Cii X, donde C% son las llamadas constantes de estructura

[10].
Si X es un vector de Killing, entonces se tiene que para cualquier sistema de coordenadas:

ngab:Oan;b""Xb;a:O- (1.2.1)

Donde el punto y coma representan la derivada covariante. La ecuacion anterior recibe el nombre

de ecuacion de Killing. Recordemos que para un sistema de coordenadas en particulares los

vectores de Killing son tales que X =9, por tanto las ecuaciones anteriores se pueden escribir

como:

SXgab :aigab :O (122)

Esto es la isometria generada por X, implica que la métrica no depende de la coordenada x'.
1.3 HOMOGENEIDAD, ISOTROPIA Y ECUACION DE EINSTEIN

Espacio-tiempo espacialmente homogéneo:

Un espacio-tiempo se dice que es espacialmente homogéneo si existe una familia uniparamétrica
de hipersuperficies (3-dimensionales) [2], que denotaremos (Z,), de tipo espacio foliando el
espacio-tiempo, de modo que para dos puntos cualesquiera sobre una misma hipersuperficie p, q
€ Z ., existe una isometria @ tal que @(p)=¢g. Como hay tres direcciones espaciales

independientes, las isometrias que implementan la homogeneidad estaran generadas por vectores

de Killing linealmente independientes.
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Espacio-tiempo espacialmente isétropo:

Se dice que un espacio-tiempo es espacialmente isotropo, si existe una familia de curvas de tipo

tiempo, que no se cortan y que llenan todo M*, cuyo vector velocidad en cada punto u y tal que,

dado un punto cualquiera pe M y dos vectores unitarios cualesquiera de tipo espacio
v;,v, € T,M yortogonales a u€ T,M , existe una isometria ¢ tal que: @(p) = p ¢* u)=uy

@ (v,)=v,. Como podemos rotar alrededor de tres direcciones espaciales independientes, se

sigue que las isometrias que implementan la isotropia estaran generadas por tres vectores de
Killing linealmente independientes.

Ecuacion de Einstein

La Relatividad General, en esencia esta conformada por 10 ecuaciones diferenciales acopladas, la

cual rige la fisica de los sistemas gravitacionales [4].

Primeramente, para trabajar con la relatividad general, es necesario introducir un espacio tiempo

mediante la ecuacién matematica llamada tensor métrico, que viene dada de la forma:
ds> =g, dx* ®dx". (1.3.1)

Sin embargo como ya habiamos mencionado. la parte esencial de esta teoria, viene dada por la

ecuacion de Einstein, la cual toma la forma:
G, =kT, . (1.3.2)

La cual nos hace notar, que la materia (lado derecho de la ecuacion 1.3.2), deforma el espacio
tiempo a su alrededor (lado izquierdo de la ecuacion 1.3.2).
Sin embargo la idea consiste en que sea compatible con la naturaleza y que produzca resultados

fisicamente aceptables.
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CAPITULO Il

REVISION DE
COSMOLOGIAS HOMOGENEAS E ISOTROPICAS
Y
COSMOLOGIAS HOMOGENEAS Y ANISOTROPICAS

En las secciones 2.1 y 2.2 de este capitulo, se revisardn la cosmologia de Friedmann-Robertson-
Walker-Lemaitre (FRWL) [2] y los nueve grupos de Bianchi. Se observa que en la cosmologia
propuesta por Friedmann-Robertson-Walker-Lemaitre se hacen consideraciones de un universo
homogéneo e is6tropo. También se encuentran las soluciones correspondientes para la métrica de

(FRWL) y un andlisis para un universo con curvatura plana.

En la seccion 2.2, se considerara la forma de la métrica ds’ = —dt’ +g[j(t)dxidyj sobre los

nueve grupos de Bianchi, que corresponden a un universo en condiciones de homogeneidad y
anisotropia. Se mencionaran sus vectores de Killing, sus constantes de estructura, su base, asi

como su base dual para cada uno de los nueve grupos.

2.1 COSMOLOGIA DE FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER-LEMAITRE.
(COSMOLOGIAS HOMOGENEAS E ISOTROPAS)

Definicion de Modelo Cosmoldgico:

Un modelo cosmolégico es cualquier espacio-tiempo que contiene materia [13] en todos sus
puntos, que se esta expandiendo en alguna regién durante algun periodo de tiempo y que explica

la mayor cantidad de evidencias experimentales

Cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker-Lemaitre (FRWL)
Considérese un modelo de Universo is6tropo y homogéneo a gran escala (principio cosmolégico), y

gue se expande continuamente con un factor de escala R(z)[11]. Debido a las simetrias de

Homogeneidad e Isotropia, podemos obtener un conjunto de vectores de Killing:
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Escribamos en coordenadas esféricas:
x* =t, x' =rsen(@)cos(9), x*> = rsen(8)sen(d), x* = rcos(6).

De tal manera, que los vectores de Killing vienen de la forma:

g = (l—irzj o) +I;x0x1 9,, g {(1-2#]5&’;%2}80,

ot

£, =x0,-x"0,, E =x'9,—x79,
E =x"0,-x'0,

Donde los primeros tres implementan la homogeneidad y los tres ultimos la isotropia
Bajo esas condiciones, la métrica del espacio tiempo en coordenadas esféricas, se escribe como:

2
ds* =c*dt* —R*(1) " d; ~+r’d 6% + rzsen20d¢2} : (2.1.2)
—kr

Donde el escalar de curvatura toma los valores de -1, 0, +1 para un universo con geometria

hiperbdlica, euclidea y esférica respectivamente, (Ver figuras).

Figura (1) Geometria hiperbdlica. K=-1

Figura (2) Geometria Plana o Euclidea. K=0
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Figura (3) Esférica. K=1

Considérese también el caso mas simple de distribucién de la materia en el Universo, donde las
particulas (supercumulos de galaxias) se encuentran en el espacio tiempo generando un haz de
geodésicas divergentes desde un punto en el pasado finito o en la distancia, si aceptamos el

postulado de Weyl (Weyl H.1923) entonces puede asumirse que el tensor energia-momento

T*" de las particulas, se puede modelar como el de un fluido perfecto con presion P y densidad
0, esto es:

P
T =(p+-—u“u” - Pg". (2.1.3)
c
Donde u“ es la velocidad de las particulas, P y p la presion y la densidad respectivamente y

g el tensor métrico contravariante. Adicionalmente la isotropia demanda que T*" sea diagonal.

Bajo tales consideraciones, las soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein estan dadas por:

R(t) L ke 816
R() R*(®t) 3

0. (2.1.4)

2R() | RO | | ke _ 817G
R(t) R(t) R*(1) c?

(2.1.5)
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El andlisis observacional actual nos dice que el universo tiene una curvatura la cual, practicamente
es plana (k = 0). Sin embargo, eso no excluye las otras posibilidades. Como Unicamente se esta
haciendo un breve analisis, Unicamente trabajaremos con el caso plano. De esto tendriamos que

las ecuaciones (2.1.4) y ( 2.1.5) se reducirian a:

2

R0)| _81G

| =5 e (2.1.6)
2R() , | R(®) :_8€3P_ (2.1.7)
R(®) | R() c

A partir de las ecuaciones anteriores podemos obtener que la densidad critica del Universo, con

geometria plana esta dada por:

2
3G

Donde H, es la llamada constante de Hubble y se determina de manera observacional. El

conocimiento de dicha constante es de vital importancia para el conocimiento de la densidad critica

y la edad del cosmos. La ecuacion asociada a la constante de Hubble esta dada por:

R(ty)

= . (2.1.9)
R(,)

0

De igual manera, a partir de las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.6), podemos obtener el factor de escala
del universo a cualquier intervalo de tiempo t. La ecuacion (2.1.9) nos da una posible idea del factor
de escala actual del universo.

2
3

R()=R, (;j . (2.1.10)

0
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La ecuacién (2.1.10) es para constante cosmolégica y hace mencion de la posible edad del
Universo. Notese que para el calculo de la edad del universo es necesario el conocimiento

experimental de la constante de Hubble.

fo= . (2.1.11)

Estudios mas recientes han observado, que el cosmos no Unicamente se expande, sino que
ademas se estd acelerando, incluso se propone la existencia de la llamada materia y energia
oscura, con las cuales es posible que alteren el resultado observacional de la constante de Hubble.
Estas y muchas mas predicciones impresionantes no estan contenidas en la informacién

matematica que contiene la métrica de FRWL.

Es dificil tratar de explicar muchos de los fendbmenos que actualmente se conocen, sin embargo se

han hecho grandes avances tratando de darles una explicacion fisica basados en las matematicas.

Hablar hoy en dia de una edad o una densidad critica del universo pareciera ser una conclusion
muy apresurada, pues debido a la existencia de materia exética y extrafios comportamientos

cosmoldgicos es que no se puede dar una ultima conclusion.

2.2 GRUPOS DE BIANCHI EN COSMOLOGIA
(COSMOLOGIAS HOMOGENENAS E ANISOTROPICAS)

Para el analisis del cosmos, es necesario reducir el nUmero de simetrias existentes. Si se reducen
simetrias, se pueden estudiar regiones o tiempos del universo, que no son estudiadas por la
métrica de FRWL. El siguiente paso natural es considerar nuevamente una simetria homogénea
pero ahora pidiendo la condicién de que el universo sea anisotrépico. Se puede entender la
condicién de anisotropia como la existencia de direcciones privilegiadas en las que el cosmos

evoluciona.
El tratamiento matematico de la condicién de anisotropia est4 dado bajo nueve grupos llamados

“Grupos de Bianchi ".En este apartado, se consideraran los nueve grupos de Bianchi, asi como sus

caracteristicas particulares de cada uno de ellos.
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GRUPOS DE BIANCHI.

Luigi Bianchi trabaj6 en su famosa ~ clasificacion de Bianchi ™ [6] en la cual propuso nueve posibles
clases de isometrias de los grupos de Lie tridimensionales, sobre variedades Riemannianas

La lista de las nueve clases de isometrias de Bianchi contiene algebras de Lie, grupos de Lie asi
como variedades tridimensionales homogéneas (posiblemente anisétropas) de Riemann.

Debido al papel importante que juegan los grupos de Bianchi, en el estudio de la cosmologia, se
mencionara cada uno de ellos, asi como de sus vectores de Killing, base y base dual asociado al
grupo, conmutadores entre vectores de Killing, constantes de estructura y una métrica admitida
sobre cada uno de los grupos. Teniendo en cuenta, que los grupos de Bianchi se trabajan con
condiciones de homogeneidad pero no necesariamente de isotropia.

La métrica NUT Espacio-Tiempo, la cual se propone en la tabla de los grupos de Bianchi sigue la
forma evolutiva que se muestra en la figura (4). Empieza siendo un disco, y degenera a una
elipsoide, luego a una esfera y finalmente a una estructura parecida a un cigarro, para volver a
repetirse el proceso, pero ahora en forma inversa. La forma de la figura, se obtuvo resolviendo las

ecuaciones de Einstein para la métrica NUT.

Tiempo

NUT-Space-Time

Figura (4)

La forma general de la métrica, para los grupos de Bianchi, viene dada de la siguiente manera:
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ds® =—dt* + C, (t)dx'dx’ . (2.2.1)

OBSERVACION:

El célculo de las constantes de estructura asi como la forma de conmutacién entre los vectores de

Killing asociados a cada grupo es obtenido mediante las ecuaciones 2.2.1 y 2.2.2.

Cp. =€,,N" +26A,. (2.2.1)
[6.:81=Cd. . (2.22)

Y Q,a, 5,y son funciones Unicamente de t.

TABLA
DE LOS IX GRUPOS DE BIANCHI

GRUPO |
Vectores de Killing:

51 = al fz = az 53 =4, (2.2.3)
Base y Base Dual.

X1=al X2=az X3= 53

o, = dx' W, = dx’ o, = dx’

Conmutadores entre vectores de Killing:
[5:.¢;1=0
Meétrica:
ds’=—di’ + e 22[e** (dx")* + e*? (dx*)* + ™ (dx*)?]
Constantes de Estructura:

C;k =0
GRUPOIII
Vectores de Killing:
51 =4, 52 =0, $ =9, +x3az (2.2.4)
Base y Base Dual.
X, =0, X, =9, X, =9,
@' =dx* —x'dx’ ®* = dx’ @ = dx'

Constantes de Estructura:
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C,,=—Cy, =1 Para todos los otros i,j,k. C};, =0
Conmutadores entre vectores de Killing:

[52’4:3] 24:1 [51’51] :[4:1’4:2]:[51’4:3]:0
Meétrica :

ds® = —dt* + e [e** (dx* — x'dx*)* + e*F (dx*)* + e (dx")?]
GRUPO Il

Vectores de Killing:

‘fl:az ‘fzza% 53281+X282
Base y Base Dual.

X, =¢"9, X,=0, X, =0,

@ =e " dx’ @ =dx’ @ = dx'

Conmutadores entre vectores de Killing:

[51’4:1] :[4:2’52] :[4:3’4:3]:[51’52] :[4:2’51] :[4:2"4:3]:[53’52]
[51’4:3] :_[4:3’4:1] :§1

Constantes de Estructura:

~-C; =C, =1 Elresto C), =0
Meétrica:
ds> =—dt* +e2[* (e dx*)? + e (dx*)? + e (dx'")?]
GRUPO IV
Vectores de Killing:

51:52 52283 53281+(x2+x3)az+x3a

Base y Base Dual.

3

X, =¢"9, X,=x'e¢"0,+¢"9, X, =0,

@ =edx® —x'e di® @ =edd @ =dx'
Conmutadores entre vectores de Killing:
(6.8, 1=6, =-1&;.6,] [$,.8,1=¢, +&, =—&;.6,] Elresto [é:iaé:j] =0

Constantes de Estructura:

C,,=-C; =1 Cy=-Ci, =1 C;, =—C;, =1Elresto C;, =0
Meétrica:
ds* = —dt* + e [ez’)’(e_)‘l At —x'e™ dx*)? +e** (e_)‘1 dx*)? + e (dx")?]
GRUPO V
Vectores de Killing:

$ =9, $, =0, ¢ zal+x232+x3a3

Base y Base Dual.
X,=¢"9, X,=e"d, X,=0,
@ =ed® @ =etdd @ =dx'
Constantes de Estructura:
C,,=-C; =1 C;, =—C;, =1 Elrestode C}, =0
Conmutadores entre vectores de Killing:

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)
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[1.6:1=¢, =-1&;.4] [£,.6:1=¢, =-1&;.4,1Elresto de[&;,£,1=0

Meétrica:

ds® =—dt* + e [e*® (efx] dx)? +eP (e dx’)? + e (dx')?]
GRUPO VI
Vectores de Killing:

£ =0, & =0, £, =0, +x°0, +hx’0, (2.2.8)
Base y Base Dual.
X] hx]
X, =e'd, X,=e"0d, X,=0,
@ =etd’ @ =e"dX @ =dx'
(h#0,1)
Constantes de Estructura:
C,,=-Cy =1 Cy, =—C;, =h Elrestode C, =0
Conmutadores entre vectores de Killing:

[51.631=8, =185, [£,.651=hE, =-¢5.6,] Elresto de [5:.¢;1=0

Meétrica:
ds® =—dt* + e[ (e dx*)? + e (e dx®)? + e (dx')?]
GRUPO VII
Para trabajar con este grupo, primero definimos lo siguiente:
| 1 i e 1 .
A=e" cosax' B=——¢" senax’ C=e™ cosax' D =——¢™" senax'
a a
Donde:
h 1 !
=— a=—e ™ senax' ( h* <4)
2 4
Definamos sus vectores de killing:
& =0, & =0, £, =0, —x'0, +(x* +hx’)d, (2.2.9)
Base y Base Dual.
X, =(A+kB)d, — Bd, X, =Bd, +(A—-kB)d, X, =0,

®' =(C-kD)dx* —Ddx’> @ = Ddx’ + (c + kD)dx’ @ = dx'
Constantes de Estructura:
C,=-C; =1 Cy,=—Ci =-1 C;,=—C, =h El restode C), =0

Conmutadores entre vectores de Killing:

[51’53]:_[53’61]252 [52’53]:_[53’52]:_61""]752 El resto de [é:i’é:j]zo

Meétrica:
ds® = —dt* + e {e**[(C —kD)dx* — Ddx** + e*’ [ Ddx* + (C + kD)dx*1* + " (dx")*}

GRUPO Vil
Vectores de Killing:
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S =;€_”‘381 +;[e”‘3 +(x*) e 10, —xe 9, & =0,

£ = ;e-xﬂx —;[eXS F)Te ™, - XD, (2.2.10)
Base y Base Dual.
X, = ;[1+(-X1)2]al +;[l—2x1x2]32 ~x'0, X, =-x'0,+x70, +0,

X, = ;[1—()8)2]81 +;[2x1x2 —1]9, +x'0,

@ =dx' +[1+ (") ldx* +[x' —x* = (x")*x*ldx’ @ =2x"dx* + (1 -2x"'x?)dx’
@ =dx' +[-1+ (x")*Jdx* +[x" + x> = (x") > x? Jdx’

Constantes de Estructura:

C,, =—C,, =-1 C;=-Cl=1 C;, =—C; =1 Elrestode C}, =0

Conmutadores entre vectores de Killing:

[52"53]:‘51:_[‘53’62] [53"51]:‘52:_[51’53] [51"52]:63:_[62’61] El

restode [&,.$;1=0

Meétrica:

ds® =—dt* + e {e* [dx" + (1+(x"))dx® + (x' — x> = (x")?x)dx’ > + e*’ [2x"dx” + (1 - 2x"x*)dx’* ]?
+eX[dx' + (=14+ (x")H)dx* + (x" + x> = (x")*x?)dx*]*}

GRUPO IX
Vectores de Killing:
2

senx
£ =0, &, =—cosx’d, —cot x'senx’d, + -0,

senx

2
COS X
&, = —senx’d, —cot x' cosx’d, + —0, (2.2.11)

senx
Base y Base Dual.

3 3
X, =—senxd, + ———0, —cotx cosxd; X, =cosx’d, +———0, —senx’ cotx d,
Senx senx
X, =0,
3 3
@' =—senx’dx' + senx' cos x*dx*  @* =cos x’dx' + senx'senx’dx*

@’ =cos x'dx* +dx’
Constantes de Estructura:
Cy=-C, =1 C; =-Cl=1 C),=-C; =1 Elrestode C}, =0

Conmutadores entre vectores de Killing:

[52"53]:‘51:_[‘53’62] [53"51]:‘52:_[51’53] [51"52]:63:_[62’61]

El resto de [£,,]1=0

Meétrica:

ds® = —dt* + e [e** (—senx’dx" + senx' cos x’dx?)? + e*’ (cos x>dx' + senx'senx*dx*)*

+ e (cosx'dx® +dx*)?]
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En la lista anterior se utiliza la clasificacion y la notaciéon dada por Taub [4]. La representacién de
coordenadas es listada para cada forma diferencial. Si una region es espacialmente homogénea y

tiene un grupo de Bianchi Tipo N (N=I,.., IX) se le dice que es un "Tipo N- Homogéneo
Teniendo como base estos grupos, se cuenta con la capacidad de construir modelos cosmolégicos

predictivos que den una importante aproximacion de lo que sucederia en una expansiéon no

is6tropa.
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CAPITULO Il

COSMOLOGIAS INHOMOGENEAS Y ANISOTROPAS
(COSMOLOGIAS DE GOWDY)

Después de un andlisis breve de las cosmologias con homogeneidad e isotropia y cosmologias
con homogeneidad e anisotropia, se hara un andlisis mas profundo del comportamiento de un
universo el cual contiene una estructura de inhomogeneidad e anisotropia, es decir, se reduciran la
cantidad de simetrias existentes a comparacion de los otros dos modelos cosmolégicos; dichas

cosmologias son conocidas con el nombre de cosmologias de Gowdy [11]

No esta de mas recordar que el interés primordial del estudio de dichas cosmologias se debe, en
gue se piensa que en los inicios de nuestro cosmos, éste no tenia un comportamiento homogéneo
e isétropo como lo tiene ahora. Ya que gracias a las caracteristicas de inhomogeneidad e
anisotropia hay existencia de estructura (i.e. galaxias, estrellas, nebulosas, planetas,) las cuales
son observadas diariamente. Cabe mencionar, que existen modelos inflacionarios, los cuales nos
proponen las caracteristicas que debe tener nuestro universo y se ajustan muy bien con los datos
observacionales.

Un espacio- tiempo con las simetrias mencionadas, se acopla a un tensor energia momento
mediante las ecuaciones de Einstein. Asi pues, en este capitulo estudiaremos un modelo

cosmoloégico cuyo elemento de linea depende del tiempo y de una de las coordenadas espaciales.

3.1 ELEMENTOS DE LINEA PARA UNIVERSOS TIPO GOWDY

Elementos de linea de Gowdy con ondas Gravitacionales Polarizadas

Gowdy construyé soluciones exactas en el vacio de las ecuaciones de campo de Einstein; las
cuales representan un universo cerrado e inhomogéneo [12]. La irregularidad de este universo es
causado por ondas gravitacionales a lo largo de la direccién z (Donde z es una de las tres

direcciones espaciales). El requerimiento de estas hipersuperficies es ser compacto en adicion a
los limites de invarianza de G, de las posibles topologias de la seccién espacial en los siguientes

tres casos:
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1.7'®T'®T". Topologia Tres-Toroidal
2.5'®S°. Topologia Hipertoroidal
3.5'®S8'®S". Topologia Tres-Espacial

Sea G una funcion, que defina cada una de las diferentes geometrias a las que trataremos.
El modelo con topologia tres-toroidal, esta determinado al escoger la funcién

G=t. (3.1.1)
Mientras los modelos tres-esferoidal e hipertoroidal, estan determinados por

G = sen(z)sen(t) . (3.1.2)

Cono<z<m,0<r<rm.

Gowdy mostré que la Unica singularidad ocurria en la gran explosién a t=0, para el caso del tres-
toro y éste continuaba con una expansién infinita; mientras que para el universo hipertoroidal y
tres-esferoidal, inician en la singularidad del gran explosion t=0, luego se expanden a algun
volumen maximo y colapsan a una singularidad final.

El elemento de linea en general, para un modelo de anisotropia e inhomogeneidad, esta dado por:
ds> =0 [62” (dz2 —dt’ )+ R(B™'e*dy* + Be ™" dx’ )]. (3.1.3)

Donde R y B son funciones en general, que se adaptan a la métrica y tanto a como w se
mencionaran mas adelante.
Gracias a la métrica en general propuesta en la ecuacion (3.1.3), podemos dar métricas en

particular para las dos topologias estudiadas en este trabajo.

El elemento de linea para una topologia S'® S? estadado por:
ds* = Lzsenzt[ez(”‘w) (dz* —dt*)+ e " sen” zdx* ]+ L’e™dy”. (3.1.4)

Y para una topologia tipo S’ (esfera) esta dada por:
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ds® = ;Lzsent[ezy(dz2 —dt?)+4e" cos’ gdy2 +4e " sen’ ;dxz} . (3.1.5)

Donde yy w, son funciones de z y del tiempo y vienen relacionadas con la funcién la cual esta
mostrada en la ecuacion (3.1.3) y de igual manera es funcién de a y de t. Luego entonces ¥, wya

estan relacionadas por:

Yy =a+w-—In(sent). (3.1.6)

Y=a- ;ln(; sentj . (3.1.7)

Donde (3.1.6) corresponde al elemento de linea para (3.1.4) y (3.1.7) para el elemento de linea de
(3.1.5).

w= Z[AiPi(cost)+CiQi (cost)]R (cos z). (3.1.8)

En la ecuacién (3.1.8), P,,Q; son funciones de Legendre de primero y segundo orden
respectivamente, A, y C, son coeficientes constantes los cuales estan restringidos por

condiciones correspondientes de regularidad sobre la métricaa z=0 y z =7 . Un caso particular

de la métrica contiene uno de los modelos de Kantowski-Sachs [2].

El objetivo siguiente es nombrar las métricas de Gowdy para el caso no polarizado. En si, las
métricas tienen el mismo principio, sin embargo su dificultad matematica aumenta. Asi pues
mencionaremos los elementos de linea no polarizada para las mismas topologias que

mencionamos parrafos mas arriba.

Forma General, de los elementos de linea de Gowdy con ondas
Gravitacionales no Polarizadas

Los elementos de linea con ondas gravitacionales no polarizadas, en cosmologias de Gowdy [3]
son no diagonales, en comparacion con las polarizadas. El estudio para estos casos el cual no
contiene ondas gravitacionales polarizadas, sera breve y solo se mencionan aspectos importantes

para dichos casos

El elemento de linea para el espacio S'® S? esta dado por:
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y+3t y—t

ds’=—e 2 dt’+e *d7’ + h, (t)hz(z)[e‘"(dx+ Qdy)* +e"‘"dy2]. (3.1.9)

Donde ¥ = ¥(t,z), es una funcién Gnicamente de t y z. Los polinomios de Legendre P y Q de

Primero y segundo orden respectivamente, dependen Unicamente de: P = P(t,z),0 =0(t,z) ¥

donde A, (1) =e™, h,(z) =1 vienen dadas con esas caracteristicas para la topologia T ’

El elemento de linea para el espacio S'® S? viene dado por:

y+3t y—t

ds*==¢ * d*+e *det+h(Oh e’ v+ Qdy)* +erdy?] @140)

Donde ¥ = ¥(t,7), es una funcién Unicamente de t y z. Los polinomios de Legendre P y Q de
primero y segundo orden respectivamente, dependen Unicamente de: P = P(t,z), Q=0(t,2) y
h,(t) = sen(e™"), h,(z)=sen(z) vienen dadas con esas caracteristicas para la topologia
S'®S?

Las ecuaciones no polarizadas, se reducen a las polarizadas, Unicamente tomando Q =0, puesto

que esto nos da elementos en la diagonal. Las ecuaciones anteriores, pueden ser obtenidas a

partir de la ecuacion 3.1.3.

3.2 ECUACIONES GEODESICAS PARA LAS TOPOLOGIAS s' ®5? Y §°

Primeramente, para hacer el andlisis matematico de los elementos de linea para las cosmologias
de Gowdy, es necesario tener en cuenta, las ecuaciones correspondientes a los simbolos de
Christoffel y a las curvas geodésicas.

Las ecuaciones geodésicas son importantes puesto que indican las trayectorias que siguen las

particulas a través de un espacio tiempo no necesariamente plano.

Curvas geodésicas para elementos de linea de Gowdy

Topologia tipo S' ® S*

El elemento de linea de dicha topologia para la cosmologia de Gowdy viene dado por:
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ds* = LzsenQZ[ez(V_w) (dz> —dt*)+ e > sen’ zdx* ]+ LPe™dy”. (3.2.1)

Donde el tensor métrico covariante esta dado por:

—Lsen(t)e™” 0 0 0
0 Le™sen(t)sen(z) 0 0
8= (en@ s o (3.2.2)
0 0 Le 0
0 0 0 Lsed(n)e@™

Mediante el inciso (g) del apartado, podemos calcular los simbolos de Christoffel asociados a la

métrica, los cuales son:

0y ow
Flll :Ctg(t)—i_ai/_at
r114 :Q_aiw.
Jdz 0z

sen’ (z)[— (a—w) + cot(t)}
ot

2y

I
l—‘22_
e

o2 ow

—)
1—*1 — at
P sen? ()e* 7™

I, =cot(r)+ E;)t (y—w).
0
[, =cot(t) — a—v: :

[, = cot(z) —a—w. (3.2.3)
0z
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;0w

13 — E
ow
F334 = aiz .
0
l_‘141 = aiz (y—w).
Jdy ow
[ =ctg(t) +ai/—at :
sen’ (z)(— awj + cot(z)j
4 Z
FZZ - 627
ezw(?}j
4 _ Z
L=~ sen’ (£)e* 7™
0
F;tt = 871 (y—w).

Recordemos que la primera o segunda derivada con respecto a 7 de cualquiera de las variables,

las denotaremos por: & 6 & respectivamente donde: & =1, x, y, 2

Ahora, usando la ecuacion de las geodésicas:
d*x’ . dx? dx?
dt* ™M dr dr

Podemos obtener las ecuaciones de las geodésicas para esta métrica, las cuales estan dadas por:
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o2

sen’ (z)(%w - Cot(t)J x

* dy ow)s°’ *? (87/ awj" t
tHletg)+———— |t +z2 )+2) F——|tz— -
[cg() ot atJ( <) dz 0z ¢ e’
aW 2w.2
ate Y _
sen’(t)e* "™
P 2(aw - ctg(t)j;).c— 2(8W - ctg(z)j xz=0. (3.2.4)
ot oz

oo aw Ly aw X
+2 — [ty+2 — [tz=0.
’ (aJy [azjz
o2

sen’ (Z)[aw - cot(z)} X
0z

(1] .2 .2 LN}
z+(3:—2v;j(t +z )+2(ctg(t)+i;i/—zg:}z+ 2

2

e
2waiw N

aZ =0

sen” ()™

Topologia tipo S

El elemento de linea de dicha topologia para la cosmologia de Gowdy viene dado por:
1 : o
ds® = 2L2sent[ezy(dz2 —dt?)+4e*” cos® gdy2 +4e7*" sin” ;dxz} . (3.2.5)

donde el tensor métrico covariante esté dado por:

—é L7 sertf) 0 0 0
0 me-zwsez%(zjser(t) 0 0 | (326
gab = Z
0 0 2L2e2wser(t)co§(2j 0
0 0 0 éLz e serft)




Mediante el inciso (g) del apéndice, podemos calcular los simbolos de Christoffel asociados a la

métrica, los cuales son:

1 0
I, = ergn)+ af .
0
T, = ai .
2w 2 Z ow
2e " sen 5 {— cot(t) + 2(8ZD
1
rL=- = .
2¢*" cos’ Z(cot(zf) + Z(awjj
- 2 ot
33 T 627 .
1 0
L, = Ectg(t) +ai/.
1 ow
I}, = ECtg(t) R
T2 = —;{2?;; = cot(gﬂ . (3.2.7)
1 ow
[} =—ctg(t)+—.
" zag( ) ot

1 ow
I_‘334 = _2{— 287 + tan(;ﬂ .
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1 d
I = Ectg(t) +ai/.

2e¢ " sen® ;(Zaw—cotzj

0z 2

4 _

s = = .
26> cos? 2 (— ZE;W + tanzj

4 _ Z

F33 - 62}/
dy

F;: _ aiz .

Ahora, usando el inciso (h) del apéndice, podemos obtener las ecuaciones de las geodésicas para

esta métrica las cuales estan dadas por:

o0 2 2

3y o 3 - 2sen2(;j(288w—cot(§jj;c2
z+—7/(t +z )+(ctg(t)+2ai/]tz+ <

0z
Z ow ) |7
2C082(j|:— 22—+ tan(ﬂ y
2 0z 2 3

eZ(V—W)

ow*?
o 22 .. 2sen2(ZJ(— cot(t) + ij
t+;(ctg(t)+287)(t +2z )+2—a7/tz— 2 i

ot 0z e

.2
20082(ZJ(COt(I) + ZBWJ y
2 ot ~0

+ eZ(V—W)

(3.2.8)

32



;—(—ctg(t)+28wj;;c+{ J
ot

.):+ (ctg(t) + Zawjt ;— - Za—w+ tan
ot o)

Z—W —cot
0z

<

)
)

vyz=0.

xz=0.
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3.3. VECTORES DE KILLING Y CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASOCIADAS

Los vectores de Killing se refieren a las simetrias que contienen el espacio - tiempo y corresponden
a las coordenadas ciclicas en el elemento de linea.

Como se puede observar en 2.1.1. la cosmologia de FRWL contiene seis vectores de Killing y los
espacios de Bianchi contienen tres vectores de Killing los cuales corresponden a sus coordenadas
ciclicas respectivamente.

Por otra parte, se estd tratando con métricas no homogéneas ni isétropas de tal manera que
existen pocas simetrias dentro de los elementos de linea. Dado que g, no depende de dos
coordenadas, cada una de las cuatro métricas propuestas en esta tesis, contiene por lo menos, dos
vectores de Killing asociados. Para obtener los vectores de Killing, es necesario recurrir a la
ecuacién 1.2.1 la cual es conocida como ecuacion de Killing.

La resolucion de dicha ecuacién, en algunos casos se torna muy compleja; es por ello que muchas
veces se recurre a argumentos fisicos, de tal manera que podemos deducir algunos de los
vectores de Killing correspondientes a la métrica.

Ahora bien, a cada vector de Killing, le corresponde una simetria del espacio tiempo, y a cada
simetria le corresponden cantidades conservadas. Asi pues, se pueden obtener unas primeras
integrales de movimiento para cada uno de los elementos de linea.

El paso importante para esto es mas que nada, la integracién de las constantes de movimiento y
asf con ellas la obtencién de: x(7), y(7), z(7), t(7); es decir las variables dependientes del

parametro 7 y mediante éstas, la posibilidad de generar graficas de las geodésicas para este tipo
de cosmologias.
Topologia tipo S' ® S*
Recordemos que la métrica viene dada por:

ds* = Lzsenzt[ez(7_”') (dz* —dt*)+ e > sen’ zdx* ]+ L’e™dy® (3.3.1)
Como las variables, no dependen de x ni de y. Los vectores de Killing asociados vienen dados por:

§=0d,y& =0, (3.3.2)

Ahora, teniendo en cuenta las simetrias existentes. Las constantes de movimiento para la

Topologia S' ® S* estan dadas por:
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ki=g, xtg v, (8.3.3)

kZ:gyy y+gxyx (334)

Donde k, y k, estan asociadas a cantidades conservadas de las particulas de prueba que se
mueven el espacio - tiempo; es decir, los momento Py P, son las cantidades conservadas

asociadas a dichas constantes respectivamente.

Es claro que mediante las ecuaciones 3.3.3, 3.3.4 y el elemento de linea dado por la ecuacién
3.3.1 es:

() [ k 2w
k, = L’sen(t)e ™" sen’(2)x = x=—— ¢ . (3.3.5)
L sen”(t)sen”(2)
k, = [2e® s b=t 3.3.6
2 e y = y_ Lzezw . ( d )

Las cuales son las primeras dos integrales de movimiento. Ahora necesitamos las otras dos.

Por otra parte, dividiendo la ecuacion 3.3.1 entre dt’ tenemos:

2 2

2 L] .2 .2 L]
ds :Lzsenz(t)l:ez(7_’”)(z —t J+e_2wsen2(z)x }+L2ezw y (8.3.7)

dr?

Haciendo uso de las ecuaciones 3.3.5, 3.3.6 y 3.3.7 mas un poco de trabajo algebraico, tenemos:

02 o2 kZIeZW k2
C=Lsen* ()™ z =1 |+ > — (3.3.8)
L sen~(t)sen~(z) Le™
Donde C un invariante dado por:
0, (foton)
C =<—1,(particula con masa). (3.3.9)

1, (taquion)
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Ahora bien, necesitamos encontrar ecuaciones diferenciales para z y t; es por ello que es
necesario hacer célculos entre las ecuaciones 3.3.8 y la primera ecuacion de las geodésicas para
este caso.

Antes de obtener los resultados recordemos que ¥ viene dado como la siguiente forma:
y =al(t,z)+w—In(sen(t)) (3.3.10)

Para t el célculo final se obtendria de la siguiente ecuacién diferencial:

o |:aa}02 |:aa}oo
t+2 — |t +2| — |zt+6(t,2) =0 (3.3.11)
ot dz _

Donde:
. 2 2
kew—a a k a C aa
Ot 2)=—| —"— | | =(@a+w)—ctg@t) |+| —2—| | =(w—a) |+ ———
( Z) |:L2S€n(t)sen(Z)i| (at (Cl W) c g( )j I:L2€¢I+W:| (at (W a)j LZeZa at

Lo mismo para z, podemos escribir su ecuacién diferencial partiendo de 3.3.8 y 3.3.11 de las

geodésicas de este caso. Y esta dada por:

(1] L] 2 LN}
z+ Z[aa} z + 2{&)(1} zt+ B(t,2) =0 . (3.3.12)
0z ot

Donde:

, 2 2
- k™™ 9 _ ko (8 _ j € da
ﬁ(t’ Z) - |:Lzsen(t)sen(z)i| (az (a + W) Ctg(Z)j + [L2€a+w:| aZ (W a) + LZeZa aZ
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Topologia tipo S°
Recordemos que la métrica viene dada por:
1 .
ds? = 5 Lzsent[e”(dzz —dt?)+4e” cos’ gdyz +4e™ sin> ;dxz} (3.3.13)

Como las variables no dependen de x ni de y. Los vectores de Killing asociados vienen dados por:
¢ =0d,y¢& =0, (3.3.14)

Ahora, teniendo en cuenta las simetrias existentes. Las constantes de movimiento para la

Topologia S* estan dadas por:

ky=g.xtg,y. (3.3.15)

k,=8,y+8,x (8.3.16)

Donde k; y k, estan asociadas a cantidades conservadas; es decir, los momento P,y P, son

las cantidades conservadas asociadas a dichas constantes respectivamente.

Luego es claro que mediante las ecuaciones 3.3.15 ,3.3.16 y el elemento de linea dado por la

ecuacion 3.3.13 tenemos:

. . 2w
ky= 2Lze_zwsen2(§jsen(t)x = x= kse (3.3.17)
2L2sen2(zjsen(t)
2
2 2w 2| 2 ° ° k 4
k, =2L e " sen(t)cos (zjy = y= (3.3.18)
ZLZeZ’“sen(t)cosz(;j

Las cuales son las primeras dos integrales de movimiento. Ahora necesitamos las otras dos.

Por otra parte, dividiendo la ecuacion 3.3.13 entre dz’ tenemos:
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ds?
dr?

1 02 o2 o2 o2
:ELzsen(t) ezy[z —t J+4e2w Cosz[;jy +4e_2Wsen2(;jx (3.3.19)

Haciendo uso de las ecuaciones 3.3.17, 3.3.18 y 3.3.19 mas un poco de trabajo algebraico,

tenemos:

22 2 2 2w
C:;Lzsen(t) ezy(Z —t J+ Z + ke (3.3.20)
L' sen’ (1) cos’ [;j L'sen® (;jsen 2(0)

Donde C es un invariante dado por:

0,( foto’n)
C =4—-1,(particula con masa) (8.3.21)
1, (taquion)

Ahora bien, necesitamos encontrar ecuaciones diferenciales para z y t; es por ello que es necesario
hacer calculos entre las ecuaciones 3.3.20 y la primera ecuacion de las geodésicas para este caso.

Antes de obtener los resultados recordemos que ¥ viene dado como la siguiente forma:

y=a(t,z)— ;ln(; sen(t)j | (3.3.22)

Para z el célculo final se obtendria de la siguiente ecuacion diferencial:

(1] L] 2 LN )
7+ 2[8 a} z + 2{8 a}t z+a(t,z)=0 (3.3.23)
0z ot _

Donde:

38



2 2
at,z) = & [;(a—w)—lﬁg(zﬂ"' ks L)a(a—w)+;tan(§ﬂ
2L sen (t)e* "™ sen’ (Zj ¢ 2 2 2L sen (t)e* ™ cos’ (Zj N

2 2
_ C(an
[Pe* \ 0z

Para t, podemos escribir su ecuacion diferencial partiendo de 3.3.20 y la Ultima ecuacién de las

geodésicas de este caso. Y esta dada por:

(1] .2 LN )
t+2 da t +28—atz+77(t,z):0 (3.3.24)
ot 0z _
2 2
nt,z)=— ks [E)a (a+w)— % ctg(t)} - kg [; (a—w) - ;ctgt} -
2L sen(t)e” ™ sen’ (;) g 2L sen(t)e™ ™ cos’ (;) g

zerl3)
[Pe* \ ot
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3.4. ECUACIONES PARA LOS CASOS CON MASA Y SIN MASA DE LAS
INTEGRALES DE MOVIMIENTO SOBRE LAS METRICAS DE GOWDY

En la seccién 3.3 obtuvimos la derivacién de las ecuaciones diferenciales de z, t en funcion de 7.
Ahora el siguiente punto, sera escribir las ecuaciones de la seccién anterior, para los casos con

masa y sin masa de ambas topologias.

TOPOLOGIATIPO S' ® S?

PARTICULAS SIN MASA

Para las particulas sin masa, tenemos que C =0 como lo sefiala 3.3.9 es decir, las ecuaciones se

ven de la forma:

oo {aa]Z {aa}..
t+2)— |t +2| — |zt+0(t,2) =0 (3.4.1)
ot 0z _

Donde:

ke T (D e b V(o
5(I’Z)_{L2sen(t)sen(z)} [at (a+w) Ctg(t)}{ﬁe’”’“} [at o a)j'

(1] L] 2 L
7+ z{aa} z + 2[8‘1} zt+ B(t,2) =0 . (3.4.2)
0z ot

Donde:

ke T(a ) k T(a,
,’J’(t,z)—Lzsen(t)sen(ZJ [az(a+W) ctg(z)J{Lzew} [az (w a))

PARTICULAS CON MASA

Para las particulas con masa, tenemos que C =-1 como lo sefala 3.3.9. Es decir, las

ecuaciones se ven de la forma:
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oo [aaj|02 [aaj|oo
t+2 — |t +2| — |zt+0(t,2) =0 (3.4.3)
ot oz _

Donde:

ke (o B kK T(o. ) 1 (3
5(t’Z)__[Lzsen(t)sen(z)} [at(a"‘w) Ctg(t)J—i_[Lze'”le [at(w a)j Lzeza[atj

(1] L] 2 e e
z+ 2[8‘1} z + Z{Ba} zt+ P(t,2) =0 . (3.4.4)
0z ot

Donde:
ke"™ ’ i B k, ’ i _ _; aﬁ
'B(t’z)_[Lzsen(t)sen(zJ [az (a+w) Ctg(Z)j—{Lze’”w} [az (w a)j g% (az)

TOPOLOGIA TIPO S°

PARTICULAS SIN MASA

Para las particulas sin masa, tenemos que C =0 como lo sefiala 3.3.21 es decir, las ecuaciones

se ven de la forma:

(1] L] 2 LN )
7+ Z[Ba}z +2{aa}tz+ a(t,z)=0 (3.4.5)
0z ot _
Donde:
at,z)= ks [aa (a—w)—lctg(zﬂ + ks {aa (a— w)+l tan(zﬂ
2L sen(t)e*“™ sen’ [;j ¢ 2 2 2L sen(t)e* ™ cos® (;j < 2 2
oo aa o2 aa )
t+2 — |t +2—tz+n(t,z)=0 (3.4.6)
ot 0z _
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Donde:

ki k;
3 4 a(a—w)—;ctgt:l

0 1
nt,z)=—- {a(a+w)—2ctg(t)}— [a
2L sen(t)e*“™ sen’ [;j ! 2L sen(t)e*“™ cos® (;j g

PARTICULAS CON MASA

Para las particulas con masa, tenemos que C =—1 como lo sefala 3.3.9 es decir, las ecuaciones

para z y t se pueden ver de la forma:

o [a }.2 {a ].
z+2 —a|z +2| —altz+a(t,z)=0 (8.4.7)
0z ot .

Donde:

2 2
alt,z) = i [aa (a=w)— % ctg(;ﬂ + Z L)a (a—w)+ % tan(zﬂ
2L sen(t)e* "™ sen’ (;] ¢ 2L sen(t)e” ™ cos’ (Zj ¢

2
N 1(“)
[Pe* \ 0z

. [aa}ﬂ da**
t+2 — |t +2—tz+n(t,z)=0 (3.4.8)
ot 0z _

Donde:
k2 a k2 a
nt,z)=- 3 {a (a+w)—2ctg(t)}— 4 [a (a—w)—zctgt:l
2L sen(t)e* ™ sen’ [Zj ! 2L sen(t)e™ ™ cos® (Zj d

2 2
*perla)
LZeZa at
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3.5 SOLUCIONES EXACTAS PARA LOS MODELOS DE GOWDY S'®5* Y §°

Para poder establecer una solucién a las ecuaciones que se muestran en la seccion 3.4, es

necesario conocer el valor de la funcién a(t,z) la cual es requerida en las ecuaciones

anteriormente escritas. Las soluciones para a(t,z) en ambos tipos de topologias, vienen

propuestas en el articulo [14].

A
Definiendo O, =1In tan(t/2)—C—” donde A, y C, son las constantes que muestra la ecuacion

n

(3.1.8).
Como sabiamos, w viene dada como una sumatoria, mas sin embargo, proponemos una

solucién particular para w de la siguiente manera:
3
w~~*Z:wi=wO+wl+w2 (3.5.1)
i
donde:

w, =—C,0,, w, =—C, cos z(costO1 +1).

w, = _i,z (3cos? z—1)(3cos? r~1)0, +3cost]

Paraelcaso S' ® S?, la expresion de la funcién “a” correspondiente es:

a=A"—w+In(sen’t) (3.5.2)
donde A" esta dada por:

A" = iClzsenzz(seHZIOf —2cost0, —1) + 332 C2sen® z{- 3sen’t0? [senzz(S —9sen’t)—8cos> t]

+2c0st0, | 3sen’ z(2 —9sen’t) + 24sen’t — (? (c, +C, )}

2

+35€nzz(5—9senzt)+24senzt—26(C0 +C2) } (3.5.3)
2
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+ ; C,C, cos zsenzz[3sen2t c0st0,0, — (1-3sen’t)0, + (2 —3sen’t)0, —3cost]

y con las siguientes condiciones sobre C, y A, :
(c, +C,.c,)=(£2,0) 6 (0+2) y A,C,+AC, =0 (3.5.4)

Escogiendo condiciones apropiadas gracias a (3.5.4) tenemos que pueden estar dadas de la

siguiente forma:
C,=0,C,=0,C,=2yA, =A=4A,=0

A partir de las condiciones anteriores y despreciando la condicion, sobre w=0. Es decir,

tomando w = w, y tenemos que su forma final es:

w=-2 cos(z){cos(t)(ln(tan ;D + 1} (3.5.5)

Entonces para la topologia S' ® S*," a" viene dada como:

a= ;{Z(COS(Z) — sen’ (z))(cos(t))(ln tan ;j + senzz(senzt[ln tan ;j — 1} + ZCOS(Z)} +In sen(t)

(3.5.6)

Para el caso S3, la funcién "a ™ esta dada por:

a= A" —cosz(w, +w,(t,0))—w(t,0)+ ln(; sentj (3.5.7)

Con:

(4 +4,,4)-(x21) 6 (01£2) y C,(A, ~1)+AC, =A, =0 (358
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Utilizando condiciones apropiadas mediante (3.5.8), las constantes, pueden ser propuestas de la

siguiente forma:
C,=0,C,=0,C,=—-1y A=A =A4,=0

Como el primer término de w es cero, se toma el segundo término de tal manera que w se pueda

ver como:

w(t,0) = cos(t)(ln tan ;j +1 (3.5.9)

Luego entonces, para la topologia S* " a " viene dada por:

2
a=l lsenzz sen’f| Intan " | —1|—cost Intan * 1+1sen2z —1+In lsent
214 2 2 2 2

(3.5.10)
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CAPITULO IV

4.1 ANALISIS DE LAS GEODESICAS PARA LOS CASOS S' ®S” Y §°

En el estudio de la cosmologia se cuenta con diferentes modelos, que intentan comprender el
comportamiento de nuestro cosmos y con varias aproximaciones matematicas, las cuales reducen
el nimero de calculos. Pero si el conocimiento acerca del mismo se quiere obtener con mayor
precision, es necesario omitir la mayor cantidad de aproximaciones y por ende sumergirnos en la
belleza de las matematicas.

En este estudio se observa que cada una de las ecuaciones que se han trabajado indican el como
se comporta un modelo de nuestro universo temprano y las cosas que lo componen (particulas).
Pero al intentar entender con mayor precisidon el comportamiento de nuestro cosmos, la cantidad

de ecuaciones y su dificultad aumenta.

El objetivo principal de esta tesis, como se mencion6 anteriormente, es entender el movimiento de

las particulas con masa y sin masa en las métricas de Gowdy principalmente en el caso polarizado

. . 1 2 3 .
linealmente, para las topologias S° ® S~ y S”. Es por ello que el trabajo se enfoca en la forma
grafica de las trayectorias geodésicas, que se obtuvieron a partir de las ecuaciones diferenciales de

la seccién 3.4 y con la ayuda de la seccién 3.5.

Las ecuaciones diferenciales presentadas en el apartado 3.4 predicen el movimiento de particulas
a través de la cosmologia de Gowdy en ambas topologias. La solucién de esas ecuaciones se

mostrara de manera gréfica.

Debido a la complejidad de las Ecuaciones diferenciales anteriores y a la existencia de regiones en
las que el programa computacional tiene problemas asi como problemas de no poder explicar del
todo los movimientos de las particulas, es que se decidi6 estudiar geodésicas fijando una de las
coordenadas en las ecuaciones diferenciales, imponiéndoles rangos apropiados del parametro afin

7 y de las coordenadas z,f; para asi poder darle mejores interpretaciones fisicas a nuestros

resultados.
Caso 5'®5°:
Imponiéndole:
” L]
z=—,7=0
2
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Las ecuaciones quedan unicamente en funcién de ¢ y 7 por tanto:

(1] (aajOz
t+2 — |t +0(1)=0
ot

1 : z )
a= —ZCOS(I)[ln(tan(zjﬂ+sen (t)(ln(tan(zjj] 1t + In(sen(r))

Donde para las particulas sin masa J(t) viene dada por:

w1 (da_ Y, 0
o(t)=—e {senz(t)(at cot(t)j+at}

Y para las particulas con masa J(¢) viene dada por:

w1 (da_ %
o(t)=—e {Senz 0 [ By cot(t)j +2 o }

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.3)

Graficando 4.1.1 para las particulas sin masa con las siguientes condiciones de iniciales tenemos:

7€ (-0.65,0.65)
1(0)=1
D()=0
te (0,1.5)

0.25+

05 025 00 025 05
T

LIS N B I L= = I I I O O O

Figura (5)

Gréfica correspondiente a 4.1.1, Particula sin masa. Condiciones: ki=1, k.=1, L=1

(4.1.4)

De igual manera, graficando 4.1.1 pero para las particulas con masa con las siguientes

condiciones de frontera tenemos:
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7€ (=0.6,0.6)
10) =1
D(t)=0 (4.1.5)
te (0,1.5)

m
1

= ]
n a1
Ol bvrer el b

(=]

tMozs

0.25

LI B B B e B B B ==
-05 -0.25
T

u} 0.25 0.5

Figura (6)

Grafica correspondiente a 4.1.1, Particula con masa. Condiciones: k;=1, k=1, L=1

Nuestras condiciones iniciales hacen continuo el movimiento de las particulas e incluso se observa

un movimiento menos caédtico que en los casos mas generales, por lo menos en esta region.
Fijando z en E podemos hacer un andlisis del comportamiento de 7(¢). La razén de fijarla en E

es para simplificar de manera notable nuestras ecuaciones.

Como podemos observar, las particulas comienzan desde una singularidad, crece a través de t
conforme 7 crece y terminan cayendo nuevamente en una singularidad para valores de 7 = 0.6

para ambos tipos de particulas, la grafica presenta divergencias las cuales fisicamente las
. . . , 1 2 ., .

consideramos como singularidades en la topologia S ® S°. En la expresion analitica, se

observan anomalias correspondientes a £ =0 en la que los coeficientes de las geodésicas 7(t)

divergen.

En esencia, el comportamiento es cualitativamente el mismo para los casos con masa y sin masa.

Para completar el Andlisis, ahora fijémonos en un tiempo:

Es por ello que las ecuaciones quedan Unicamente en funcién de z,7 :

.2
o %2); +8(z)=0 (4.1.6)
07
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Donde:
a =;(2cos(z)—sen2(z)) (4.1.7)

Donde para las particulas sin masa f(t) viene dada por:

2(w-a)
=¢ [8 (a+w)- cot(z)} + e‘z"”“){

. a(w—a)} (4.1.8)

0z

 sen’ (2)

Y para las particulas con masa f(t) viene dada por:

e 9 | 0 0 0a
Z):Senz(z){az(a+w)—cot(z)}+e x )[az(w—a)}—e ? % (4.1.8)

Graficando 4.1.6 para las particulas sin masa con las siguientes condiciones iniciales tenemos:
7€ (-0.31,0.31)

z(0)=1
D(z)=0 (4.1.9)
z€ (0,1.5)

zMn7s
05

0.25

T T T I T [T T T I T T rr ot
03 -0z 01 0o 0.1 0.z 0.3

T

Figura (7)

Gréfica correspondiente a 4.1.6, Particula sin masa. Condiciones: k=1, k.=1, L=1

De igual manera, graficando 4.1.6 pero para las particulas con masa con las siguientes condiciones
iniciales tenemos:

7€ (—0.3,0.3)
z(0)=1
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D(z)=0 (4.1.10)
z€ (0,1.5)

0.5

0.25-

I|II\\\IIII|IUIJIiIIII|IIII|II\\\I
03 02 01 0.0 01 0z 03
T

Figura (8)
Grafica correspondiente a 4.1.6, Particula con masa. Condiciones: k;=1, k=1, L=1

Cualitativamente, el movimiento de las particulas con masa y sin masa dentro de esta topologia, no

tiene demasiada diferencia. Para tiempos variables del parametro afin negativo 7 del eje z, nace

de una singularidad, llega un maximo en z =1 y perece en una nueva singularidad. En el caso

mas general, no observamos para valores de 7 negativos, sin embargo, observamos que ya existia

un universo que de igual manera tiende a degenerar para 7 >0.3, las diferencias son que nace en

z =2 y que se supondria que tenderia a oscilar conforme 7 crece.

Caso S°:

Nuevamente haremos un tratamiento como el anterior:

Imponiéndole:

Las ecuaciones quedan Unicamente en funcién de ¢ y 7 por tanto:

o .2
t+2[3‘:]t +n(t)=0 (4.1.11)

2
e LA I L
a= 2 sen (t)(ln(tan ZD 1 1 cos(t)[ln(tan 2D 1 (4.1.12)

Donde para las particulas sin masa 77(¢) viene dada por:

donde:
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_ 1 am| 9 1 } _-2asw) [8 o1 }
n() sen(d) {e {at (a+w) 5 cot(t) |—e o (a—w) 5 cot(t) (4.1.13)

Y para las particulas con masa 7(¢) viene dada por:

_ 1 —2(a-w) 2 _ 1 } _=2(a+w) [a N 1 } _ -2a [aaj
n(t) sen(d) {e {at (a+w) 5 cot(t) |—e o (a—w) 5 cot(t) e py

(4.1.14)

Graficando 4.1.11 para las particulas sin masa con las siguientes condiciones iniciales tenemos:
7 € (—0..85,0.85)

t(0)=1
D) =0 (4.1.15)
te (0,1.5)

il

B
n
|

tMn7s

0.4

0.25

.o 0.4

TT T IT T T T[T 7T
-0.58
T

o

Figura (9)
Grafica correspondiente a 4.1.11, Particula sin masa. Condiciones: k;=1, k,=1, L=1

De igual manera, graficando 4.1.11 pero para las particulas con masa con las siguientes

condiciones iniciales tenemos:
7 e (-10,10)
1(0)=1
D) =0 (4.1.15)
te (0,3)
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Figura (10)
Grafica correspondiente a 4.1.11, Particula con masa. Condiciones: ks=1, k,=1, L=1

La belleza de las gréaficas 9 y 10 es indiscutible, pues podemos notar que la particula sin masa

tiende a degenerarse a una singularidad para valores de 7 >0.6. Mientras que al sumarle el término

correspondiente a las particulas con masa, este hace que nuestra particula masiva pareciera que

no degenerara en una singularidad y resulte como una oscilacion tipo cosenoidal que continuara

Y valor 7.

. , 1 2 . P . .
De igual manera que para la topologia S° ® S~ para tener un mejor andlisis necesitamos trabajar

la siguiente ecuacién diferencial para z.

Sean las condiciones:

7[ L]
t=—,1t=0
2
luego la ecuacion diferencial se veria como:
oo aa o2
7+ 2[]z +a(z)=0 (4.1.16)
0z
donde:
L,
az—gsen (z)—1 (4.1.17)

Para las particulas sin masa «(¢) viene dada por:

a(z) = : {a (a—1)- lcot(zﬂ + : {a (a-1)+ 1 tan(zﬂ
Qe 2<a—1)sen2 (Zj 0z 2 2 e 2(a+l) 0052 (Zj 0z 2 2
2

2

(4.1.18)

y para las particulas con masa &/(t) viene dada por:
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a(z) = ! {8 (a—l)—lcot(zﬂ+ ! {a (a—1)+1tan(zﬂ+e‘2“ (a"j
zez(a—l)senz(zj 07 2 2 262(a+1) COSZ(ZJ 0z 2 2 0z
2
(4.1.19)

Graficando 4.1.16 para las particulas sin masa con las siguientes condiciones iniciales tenemos:
7€ (-5,5)
1(z2)=1
D(z2)=0 (4.1.20)
z€ (0,5)

T T T T —
A0 25 0o 25 50

Figura (11)
Gréfica correspondiente a 4.1.16, Particula sin masa. Condiciones: k3;=1, ky=1, L=1

De igual manera, graficando 4.1.16 pero para las particulas con masa con las siguientes

condiciones de frontera tenemos:
7€ (-5,5)
z2(0)=1
D(z)=0 (4.1.21)
z€ (0,5)
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z(T)

L . e L I I
-5.0 24 0o 24 5.0
T

Figura (12)
Gréfica correspondiente a 4.1.16, Particula con masa. Condiciones: ks=1, k,=1, L=1

En la figura 12 notamos un movimiento oscilatorio conforme 7 aumenta. Las oscilaciones nuca
terminan y tienden a infinito mientras 7 — oo aunque es posible observar, que las oscilaciones no
son tan simétricas como los de la figura 10. Para la particula masiva, no sucede lo mismo, aunque
su movimiento es oscilatorio conforme 7 aumenta alrededor de 7 = *5.5 este presenta una

divergencia en su movimiento.

Se puede notar, que si el parametro afin, puede tomar todos los valores de (—oo,0) sin que la

geodésica se interrumpa, o equivalentemente que en las ecuaciones geodésicas alguno diverja,
entonces la geodésica es completa.

En un espacio tiempo con todas sus geodésicas completas se dice que es geodésicamente
completo y se puede suponer que dicho espacio tiempo no tiene singularidades. Sin embargo,
nuestros espacios tiempos, contiene singularidades por lo menos en algunos de los casos con

masa o0 sin masa.

Para hacer un Anadlisis mas profundo acerca de la topologia S'®S? y la topologia S? es

necesario de la secciéon 4.2.
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4.2 ANALISIS DE SINGULARIDADES MEDIANTE EL ESCALAR DE
CURVATURAEN LOS CASOS s'®S* Y §°

Como pudimos observar en la seccion anterior, las graficas mostraban regiones de divergencia que
en primera instancia las considerabamos como singularidades fisicas. Pero esta idea es en parte
analitica y en parte intuitiva.

Debido a estas carencias de exactitud es que se decidié analizar las singularidades bajo la
herramienta del escalar de curvatura. La idea es calcular el escalar y que nos de idea de donde
podrian existir las singularidades y poderlas cotejar con las gréaficas de la seccion anterior.

La forma matemética del escalar de curvatura viene dada por la ecuacion:

or,, _ ol
ox?  ox’

R=R,g" = ( +I T -T5Ty ]g (4.2.1)

Con la ecuacion 4.2.1, podemos calcular el escalar de curvatura para la métrica 3.1.4 para el caso
S'®S’.

Entonces el escalar es:

1 9*w 2 4 o*w 2 2 o’y 4 2
R=-— Csert (sert (e ) [2{— 1- (azz] cos (z)cos () — Z{BIZJ cos (f)cos (z)— (8 2 Jcos (t)cos (z)—

ow 2 A aZW 5 ~ al 2 ) \ B azw ) al 2 ) 2
_[azj cos (t)—Z( 32> ]COS 3} [atj cos“(z)cos™ (1) (azz Jcos (Z)+[azj cos”*(t)cos’(z)

2

+cos 2(t)+cos’(z) — ZCos(z)sen(z)(a jcos (1) - 2(8 j cos’ () cos’ (z)+a 7_(8wj cos’(z)—
0z 0z or? ot

- cos(t)sen(t)—w - 2[8 yj cos’ (1) + 2(8 jcos )+ (awj - Z(BWJ cos’(7) + cos(zf)sen(t)a—wcos2 (2)—
ot ot’ ot’ ot o ot
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2(82 jcos (z)cos*(t) + sen(z) cos (t)( awj cos(z) + 2(8%/] cos’ () + (awj cos’ (t) +cos’ (t)sen(t)(awj
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o’y o*w o*w o’y YY) 4 (¥
+2 Pw jcos (t)cos’ (z)+(aZ Jcos (t)+(at jcos (z )+(at jcos 1) - (azzjcos (1) (aﬁ jcos (2)
%y

0 ——5 Cos (Z)+(aatZVjCOS4(t)COSZ(Z)J] ) (4.2.2)

0z

Como podemos observar, el escalar de curvatura se vuelve divergente para los valores:

z=*xnm conn=0,1,2...

t=*mx con m=0,1,2...

No solamente por el cociente que existe sino también por la funcion ¥ la cual depende de w vy
diverge para los mismos valores mencionados.

Si hacemos una andlisis para la cosmologia S' ® §*, esta es cerrada entre el intervalo (O,JZ);
esto supondria que existe una oscilacion en este intervalos. Nuestras grafica mostradas en la
seccion anterior también oscilan entre un intervalo simétrico pero distinto al intervalo (O,ﬂ'). Esto

suponemos que es debido a las condiciones iniciales que le damos a nuestras ecuaciones.
También notamos, que si hacemos una extension después de la singularidad inicial y final,
deberiamos observar, que esta volveria a nacer de una singularidad y perecer en una singularidad

entre otro nuevo intervalo.

3 .
Para el caso S~ tenemos que el escalar de curvatura viene dado de la forma:

R = I ( (awj ( jcos (t)—4cos (Zj(awj cos* (1) — 4cos(awj +
2.3 Z 0z ot 2\ ot
L sen’(t)sen (ZJCOS[ )

2 2 2
+3cosz+4(an cos+4c0sz(aw) cos’ (1) +4cos’ Z(a) Z[awj enZ+4(an cos® Zcos(f) +
2 0z 2\ ot ot 0z 2 0z 2
2 2
"‘2(8 jsenZCOS (1) —3cos ( 4cos 7 cos? (t) + 4cos = oIy cos’ (t) — 4 cos’ = J z/ +
0z 2 2| or? 2\ 0z

2 2 2 2
+dcos® © e +4cos’ = cos? (1) —4cos’® = v cos (1) + 4cos = v _4cos > O
2| or? 2| or? 2| 9z2

N |

2| 9’

(4.2.3)
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El escalar de curvatura, quedo indefinido para los valores:

t=nm con n=0,1,2...

z=2mmx con m=0,12...y z=2m+1)x con m=0,1,2...

Esto supondria que en cada maximo y minimo de la funcidon generada, existe una singularidad.

Estas caracteristicas nos dan una idea del porque deberian oscilar en algunos casos las particulas.

En principio lo que suponiamos es que en algunos casos las graficas continuaban un movimiento
oscilatorio de tal manera que nunca existian singularidades. Pero al observar estos resultados,
podemos pensar que cada maximo y minimo de las oscilaciones es en esencia una singularidad y
la funcién se vuelve muy discontinua cuando se cerca de estos valores.

La siguiente idea, es fijar alguna de las variables del escalar de curvatura, para asi poder hacer un

andlisis méas profundo con respecto a las singularidades.
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4.3 ANALISIS DE SINGULARIDADES MEDIANTE EL ESCALAR DE
CURVATURA FIJANDO UNA DE LAS VARIABLES, EN LOS CASOS §'®S* Y
S3

Si fijamos alguno de los parametros en el escalar de curvatura, tal como se realizé en la seccidn
4.2, podemos obtener una idea de la existencia 0 no de singularidades en este tipo de
cosmologias. En primera instancia, existe una pérdida de generalidad al fijar alguno de los valores
en el escalar de curvatura; aun que es necesario para poder describir graficamente lo que esta

sucediendo en cada una de estas topologias.

Topologia S' ® S°.

Fijemos:

Y escribiendo las correspondientes funciones ¥ y w, podemos graficar la ecuacién 4.2.2 como:

20

10

| NN S B B T I B B B W S C |
-10 -5 o 5 10
z

Figura (13)
Grafica correspondiente a 4.2.2, escalar de Curvatura Vs z. Condiciones: ki=1, k=1, L=1

Si ahora se fija:

2=
2

Sobre la ecuacién 4.2.2 con las mismas funciones ¥ y w para esta topologia tendriamos que la

grafica tiene la forma:
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Figura (14)
Grafica correspondiente a 4.2.2, escalar de Curvatura Vs t. Condiciones: ki=1, k>=1, L=1

La figura 13, no contiene singularidades como podemos observar, sin embargo su moviendo se
muestra oscilatorio acotado por las exponenciales que existen. En la figura 14 si notamos
singularidades conforme t varia. Nos daria en primera instancia, un universo cerrado entre

singularidad y singularidad.

Topologia S’

Para esta topologia, se realizé el mismo trabajo, primero estableciendo una de las variables, tal y
como se muestra a continuacion:

Fijemos:

Y escribiendo las correspondientes funciones ¥ y w, podemos graficar la ecuacién 4.2.3 como:
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Figura (15)
Grdfica correspondiente a 4.2.3, escalar de Curvatura Vs z. Condiciones: ks=1, ks=1, L=1

Si ahora se fija:

Sobre la ecuacién 4.2.3 con las mismas funciones ¥ y w para esta topologia tendriamos que la

grafica tiene la forma:

10%

o
|||||||||||w||||||||||||

-10 -5 5 10
t

Figura (16)
Grafica correspondiente a 4.2.3, escalar de Curvatura Vs t. Condiciones: ks=1, k;=1, L=1

Al observar, la figura 15 notamos un escalar de Ricci que solo se muestra negativo conforme le
damos valores a z. Por otra parte, el escalar de curvatura presenta singularidades en los valores
de t. En este caso t no podria corre en valores negativos, puesto que no tiene ningun sentido desde
el punto de vista fisico; sin embargo se muestra puesto que nos da una idea de cémo se comporta

el escalar de Ricci para cualquier valor de t.
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CONCLUSIONES

El establecimiento de algunos de los parametros mostrados en la secciébn 4.1 asi como
establecimiento de las singularidades gracias al escalar de curvatura, mostrado en la seccion 4.2 y

4.3, nos dan una idea mas clara acerca del comportamiento de estas cosmologias.

Lo primero que podemos concluir por lo menos para la topologia S'®S? es que se tratan de
cosmologias cerradas; es decir nacen de una singularidad y terminan extinguiéndose en otra
singularidad, ademas de que las caracteristicas de estas cosmologias son que siguen este proceso
de extincién y nacimiento conforme el parametro 7 aumenta. En el caso t vs 7 Unicamente la parte
en la que crece en el tiempo es fisicamente aceptable; pero debido a la riqueza matematica que
existe, es por lo que se muestra su movimiento completo.

Como observadores del comportamiento de estas cosmologias, es necesario poner particulas de
prueba ya sean con masa o sin masa en estas regiones cosmolégicas. Ellas nos dan una idea de
cémo se mueve el espacio tiempo a sus alrededores y nos llevan a conclusiones acerca de la
topologia espacio temporal de dichas cosmologias. Algo importante que no podemos dejar pasar,
es que las particulas que colocamos fueron con condiciones de caida libre. Aunque no estamos
restringidos a imponer estas condiciones, pero en particular el analisis esta realizado bajo la idea
de que las particulas estan en caida libre.

Otra pregunta que no puede quedar en el aire y que podemos hacer es: si existen ondas
gravitacionales en estas cosmologias. La respuesta, tal vez no la podamos encontrar en nuestras
gréficas, puesto que la idea que nos dan acerca de este fendbmeno es muy ambigua y nos puede
llevar a dar un mal diagnéstico acerca de nuestra cosmologias.

Tal vez lo mas acertado seria hacer un analisis mas riguroso matematicamente hablando o incluso
imponiéndole condiciones iniciales distintas de manera que nos puedan dar una idea mas cercana
y que podamos concluir sin ninguna reserva de que se tratan de ondas gravitacionales.

Es obvio que existen muchos articulos anteriores las cuales confirman estas caracteristicas

particulares.

En resumen; para la topologia S'® S? se obtuvo un analisis satisfactorio, que nos confirmo la
existencia de que estas cosmologias son cerradas con varios puntos de singularidad tal como lo
confirmé el escalar de curvatura; asi como un maximo posible existente para la expansion

cosmoldgica y el cual es variable conforme las condiciones de frontera sean impuestas.

, 3 . . , , .
Para la topologia S, tenemos comportamientos curiosos, en el cual pareceria que la particula sin

masa nace y cae en una singularidad, mientras que la particula masiva simplemente oscila.
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Mientras que para las graficas z,7 , suceden oscilaciones en ambos casos aunque la particula

masiva termina cortando su movimiento en un 7 determinado.
Los escalares de curvatura, mostrados en la seccion 4.3 de la tesis, nos muestran que la funcién

solo es continua en valores distintos a z=2mxz con m=0,12...y z=2m+1)x con
m=0,1,2.... Esto nos lleva a pensar, que en el caso en el que la particula oscile, las

singularidades existen en cada méaximo y minimo de dichas oscilaciones.
Esto implica que al igual que en la anterior topologia, se trata de una cosmologia cerrada en la que

el cosmos nace de una singularidad y termina decayendo en otra singularidad.
. st s 3 . 7
Si observamos las gréficas de la topologia §~ notamos que este modelo evoluciona mucho mas
o . , 1 2 e . .z .
rapido de lo que evoluciona la cosmologia §° ® S (véanse figuras de la seccién anterior)

En general, aunque la topologia S? se comporte diferente, también se trata de una cosmologia
cerrada que nace de una singularidad evoluciona y perece en otra singularidad y prosigue este

comportamiento por lo menos para el caso sin masa en la grafica que esta en funcion de z,7 .

Como se observa, ambos modelos dan una idea del como se comportan las cosmologias con poca
cantidad de simetrias, es claro pensar, que para obtener mayores conclusiones acerca de estas
cosmologias es necesario ir agregando nuevas propiedades a nuestro espacio tiempo. La primera
idea que se ocurre es proponer ahora un espacio tiempo que no sea vacio y trabajar con las

ecuaciones de Einstein asi como con ecuaciones de desviacion de geodésicas, etc...Pero eso es

material para una nueva investigacion acerca de las cosmologias S' ® S? y S?.

Finalmente, si se desea hacer un estudio mas riguroso en la cosmologia, el siguiente paso seria,
los casos no polarizados, los cuales nos llevan a resultados mas cercanos a la realidad, acerca de
la formacion de estructura. Esto es debido a que las ondas gravitacionales se desplazan en la
direccion z pero su polarizacién ahora es arbitraria.

Los articulos actuales estudian principalmente los casos no polarizados, debido a que se trabaja
con la creacion y aniquilacién de particulas debido a las ondas gravitacionales; asi como el estudio

de singularidades, formacién de estructura y estudio de los inicios de nuestro universo.

En esencia si el universo hubiese contenido siempre las caracteristicas de homogeneidad e
isotropia que actualmente conocemos, no daria cabida a toda esta gran cantidad de estructura que
actualmente conocemos. Asi pues quiza incluso la vida no hubiese podido existir, si en sus inicios

no hubiese contenido esas caracteristicas de inhomogeneidad e anisotropia.
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APENDICE DE CONCEPTOS MATEMATICOS

a) Grupo:

Dados a yb € G, un grupo G es un conjunto que cumple las siguientes condiciones:

1) (@)(b)e G

2) Existe un Gnico elemento I conocido como elemento identidad, tal que la = al = a para cada
elemento del conjunto G

3) Existe la multiplicacion, de tal manera que es asociativa. (ab)c = a(bc)

. . - -1 -1
4) Existe el elemento inverso para cada elemento de G y es Unico talque aa™ =a a=1

b) Variedad:

Una variedad C* de dimension n es un conjunto M con un atlas C*;si k>1, se dice que M es

una variedad diferenciable.
c) Grupo de Lie:

Un grupo de Lie, es una variedad diferenciable G dotada de una estructura de grupo que es

compatible, es decir tal que la operacion de grupo.

p:GxG = G, p(x,y) = xy es diferenciable.
d) Difeomorfismo:

Un difeomorfismo ¥, es una aplicacién biyectiva de una variedad diferenciable M sobre una

variedad diferenciable N tal que ¥ y Y son diferenciables; dos variedades diferenciables M y N

son difeomorfas si existe un difeomorfismo ¥ de M sobre N.
e) Familia Uniparamétrica de Transformaciones:

Sea M una variedad diferenciable. Un grupo uniparamétrico de transformaciones, ®, en M, es una
aplicacion diferenciable de MxR en M tal que ®(x,0)=x y ®(P(x,1),s)=P(x,7+5) para

todo xe M, t,se R
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f) Tensor Métrico:

El elemento de linea de un espacio, viene dado por una forma cuadrética conocida como elemento

de linea cuya ecuacion viene dada por:
2 _ P g4
ds® =g, dx"dx

Donde las magnitudes 8y, SON las componentes de un tensor covariante de segundo orden

denominado tensor métrico o tensor fundamental. Este tensor es simétrico.
g) Simbolos de Christoffel:
Los simbolos de Christoffel, son expresiones en coordenadas espaciales para la conexion de Levi-

Civita derivada del tensor métrico. La ecuacién para obtener los simbolos de Christoffel esta dada

por:

r ox?  odx”  ox'

Fs _ 1gs,-[agpr +ag1]” _agPIJJ

h) Curvas Geodésicas:

La distancia entre dos puntos #, y t, sobre una curva x" = x'(f) en un espacio de Riemann

viene dada por:

B dx? dx
ol I I’q dt

Pues bien, aquella curva en el espacio que pasando por dos puntos hagan minima la distancia
entre ellos se llama geodésica de dicho espacio. En el célculo de variedades se demuestra que la

ecuacion diferencial de las lineas geodésicas esta dada por:

2 P q
d )Z Fp,q dx? dx ~0
ds ds ds
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En donde s indica el parametro de la longitud de linea. Las geodésicas en el plano, por ejemplo,

son rectas y las correspondientes en una esfera son arcos de circulo maximo
h) Homogeneidad e Isotropia:

Dado un grupo G que actua sobre una variedad M como grupo de Lie de transformaciones, se dice

que G es el grupo de simetria de un determinado campo tensorial T si S x,7 =0 siendo X,,
A=1...r los generadores infinitesimales del grupo. Alternativamente, si ¢ T =T para todos los
difeomorfismos ¢, : M — M asociados a todos los elementos g€ G . Recordemos que el

conjunto de todos estos difeomorfismos formaban un grupo con la operacién composicion de
funciones, que era idéntico (isomorfo) a G.

Ahora a este grupo se le llamara S; es decir:

S={p, :M —>M.eg@,)eG}

Y llamaremos igualmente a los campos X,,...,X, generadores infinitesimales de S vy las

referencias al grupo original G seran practicamente inexistentes. Fijémonos que hemos puesto o,
en lugar de @, puesto que nos interesara esencialmente la dependencia en los parametros 7, del
difeomorfismo @, , y no el elemento g del cual proviene; es mas, en lo sucesivo prescindiremos

incluso de la referencia a los parametros ¢, siempre y cuando no sea preciso referirnos a ellos, y

asi hablaremos en general del grupo de simetrias S del tensor T como el conjunto:
S={p:M >M>¢9(T)=T}
Entendiendo que tiene estructura de grupo con la operacién composicién. Alternativamente:

S = {(p: M —>M,> SXAT = O}, X ,,A=1,..,r generadores infinitesimales de S.
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