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Capitulo 0
Introducciéon

Los espacios localmente compactos tienen la propiedad de que las medidas
definidas sobre ellos poseen propiedades similares a las de la medida de Lebesgue en
R™. Una caracteristica muy importante que tienen estos espacios es la existencia de sub-
conjuntos compactos, los cuales tienes propiedades de interés. Pero a pesar de la gama
de propiedades que poseen estos espacios, son suficientemente generales, para permitir
desarrollar una Teoria de la Integracién con utilidad en muchas areas de la ciencia.
Ademds, como se menciona en la pagina 2 de [18], la Teoria de la Integracién sobre
espacios abstractos se puede puede reducir a la integracion sobre espacios localmente

compactos.

La medida de Haar constituye un importante campo de la Teoria de la Medida
pues es una generalizacion 1til de la Teoria de Integracion de Lebesgue en el grupo R™.
La medida de Haar es una medida invariante por traslaciones sobre un grupo topolégi-
co Hausdorff localmente compacto. Un caso particular de los grupos topoldgicos fue
introducido por Sophus Lie en 1870 para estudiar simetrias de ecuaciones diferen-
ciales. A comienzos del siglo XX Hilbert y Brouwer consideraron grupos topoldgicos
mas generales que los tratados por Lie y es cuando Hilbert propone un famoso pro-
blema, posteriormente la teoria general es establecida en los anos 1926 y 1927 por los
matematicos Schreier y Leja. El famoso probrema, propuesto en 1900 por Hilbert, es

conocido como el quinto problema de Hilbert y consiste en la pregunta
¢Fs cada grupo topoldgico localmente euclidiano un grupo de Lie?

En 1933 Haar da un paso fundamental hacia la solucion del problema, estableciendo la
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existencia de una medida invariante por traslaciones sobre un grupo topoldgico local-
mente compacto con una base numerable de abiertos. Ese mismo ano J. Von Neumann,
utilizando ese resultado, resuelve afirmativamente el problema de Hilbert para grupos
compactos localmente euclidianos y también prueba que para grupos compactos la me-
dida de Haar es tnica, salvo una constante multiplicativa. Von Neumann y A. Weyl
generalizaron el resultado de Haar a grupos localmente compactos y en 1940 Weyl
prueba que la existencia de una medida invariante por traslaciones en un grupo es una
caracteristica de los grupos localmente compactos; pero su demostracion se basa en el
Teorema de Tychonov, el cual es una consecuencia del axioma de eleccién. En 1940 H.
Cartan da una prueba de este resultado sin hacer uso de este tipo de teoremas y ademas
garantiza simultaneamente su existencia y su unicidad, a cambio, su demostracién es

mas larga y menos simple que la de Weyl.

En este trabajo se estudian algunas de las ideas, en Teoria de la Medida, que
se descubrieron entre los siglos XIX y XX. En el Capitulo I se desarrollan los requisitos
bésicos para entender el espacio ambiente en el que trabajaremos. Se dan las nociones
basicas de la teoria de conjuntos, sin animos de axiomatizar pero si con algo de profun-
didad, pasando desde las operaciones de conjuntos, las operaciones de cardinales y el
Teorema de Cantor-Bernstein. También se estudian los espacios topoldgicos, en donde
se dan una explicacién de los axiomas de numerabilidad y separacion. Se exponen los
principales resultados, de espacios compactos llagando hasta el Teorema de Tychonoff,
para después estudiar espacios mas generales como la son los espacios localmente com-
pactos. Todos estos resultado son aplicables también a los grupos topoldgicos, que son
el resultado de anadir una estructura de grupo a un espacio topologico. Estos espa-
cios son de particular interés para este trabajo pues son el espacio base en el cual se

desarrollara la medida e integral de Haar.

En el Capitulo II se estudia el que tal vez sea el objeto de estudio mas im-
portante de este trabajo, la medida. Una propiedad importante para medidas , debida
a que podemos “sumar” series infinitas numerables, es la propiedad de aditividad nu-
merable y por ello es necesario el concepto previo de o—algebra. Medida es un concepto
muy general y con el fin de estudiar a las més interesantes se define el concepto de
medida exterior, junto con el Teorema de Completacién de Medidas nos llevan al Teo-

rema de Carathéodory, que justifica el estudio de las medidas exteriores. El ejemplo
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mas importante de esta seccion es la construccion de la medida de Lebesgue en R.

En el Capitulo I1I se da la definicién de integral de Lebesgue. Aqui se hace mas
notorio la ventaja de estudiar espacios en los cuales hay una estructura previa, hasta
aqui solo la topologia. Pero haciendo hincapié en los espacios topoldgico localmente
compactos, en donde se enuncia el Teorema de Representacion de Riesz, el cual nos
permite unir la Teoria de la Integracion con el estudio de los funcionales lineales en el

espacio de las funciones medibles.

Finalmente se da la prueba de la existencia de una medida regular g en los
subconjuntos de Borel de un grupo topoldgico localmente compacto G que es invariante
bajo traslacién izquierda, llamada la medida de Haar. Se verifica que hay, salvo una

constante multiplicativa, sélo una medida de Haar en G.






Capitulo 1

Topologia y Teoria de Conjuntos

1.1. Nociones Basicas de la Teoria de Conjuntos

1.1.1. Conjuntos

No entraremos en los detalles de la Teoria Axiomatica de Conjuntos pues solo
con los principios de la Teoria Cantoriana o Intuitiva nos es suficiente para lo que se
expondra en este trabajo. Por ello, no trataremos de dar una definicién rigurosa de lo
que es un conjunto, sélo diremos que un conjunto es una coleccion, una familia o un
conglomerado de objetos. A tales objetos se les llama elementos o miembros del
conjunto y se dirda que pertenecen al conjunto. A los conjuntos los denotaremos con le-
tras mayusculas A, B, X, ...y a sus elementos con letras minusculas a, b, z, ... Algunas
ocasiones describiremos a un conjunto de la siguiente manera {a, b, ¢, ...}, mostrando
sus elementos entre llaves, o si P (x) es la propiedad que define a los elementos del
conjunto lo denotaremos por {z | P (z)}. El conjunto vacio es el conjunto que no
tiene elementos y lo denotaremos con el simbolo @. Cuando un elemento x pertenece a
un conjunto A se utilizara el simbolo € para denotar este hecho, por lo que escribire-
mos ¢ € A. Cuando todos los elementos del conjunto A sean también elementos de
otro conjunto B diremos que A es un subconjunto de B y utilizaremos la notacién
A C B o B D A. Diremos que dos conjuntos A y B son iguales y lo escribiremos
A = B si consisten exactamente de los mismos elementos. Equivalentemente A = B si

AC By B C A, en caso contrario
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se dird que A y B son distintos o diferentes y se escribird A # B. Si A C B pero
A # B diremos que A es subconjunto propio de B.

Frecuentemente utilizaremos un nuevo conjunto definido a partir de uno dado.
Mas especificamente, si A es un conjunto cualquiera entonces el conjunto de todos los
subconjuntos de A recibe el nombre de conjunto potencia de A y se denota con
P (A), es decir,
P(A)={B| B C A}

1.1.2. Operaciones con Conjuntos

Sean Ay B dos conjuntos cualesquiera.
(1) Se define la unién de Ay B (denotado AU B) como el conjunto

AUB={x|x€A o v € B}.

(i7) Se define la intersecciéon de Ay B (denotado AN B) como el conjunto

AnNB={xz|rxe€A y xe€B}.

Sea { A, | @ € J} una familia indizada de conjuntos,
(i) Se define la unién de la familia {A,},.; como el conjunto

UAa:{x|x€Aa para algin a € J }.

aed

(ii) Se define la interseccién de la familia {A,} ., como el conjunto

ﬂAa:{x|x€Aa para todo o € J }.

aed

Dos conjuntos A y B se dicen ajenos o disjuntos si AN B = @, i.e., si ellos no
tienen ningin elemento en comun. Mas generalmente, si F es una familia de conjuntos
tal que AN B = @ para cada par de conjuntos distintos A, B € F, entonces se dice que

F es una familia ajena.
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Facilmente nos damos cuenta de que las operaciones de unién e interseccion

son conmutativas:

AUB=BUA, ANB=BnNA,

y también asociativas:
(AUB)UC =AU (BUCQO), (ANB)NC=An(BNQC).
Ademas de que también cumplen las siguientes leyes distributivas:

(AUB)NC = (ANC)U(BNC),
(ANB)UC = (AUC) N (BUC).

La diferencia A\ B entre dos conjuntos A y B (en ese orden), se define como
A\B={zec€A|xz ¢ B}.

Un caso importante de la diferencia de conjuntos es cuando todos los conjuntos que
trabajamos son subconjuntos de un conjunto principal U. En este caso a U \ A se
le da el nombre de complemento de A el cual se denota por A°. Una propiedad

importante de la operacién complemento son las leyes de De Morgan:

(UA,) = NAS,
(NA,)" = UAS.

Otra operacién que se usara mas adelante es el producto cartesiano de con-
juntos: Sean A y B dos conjuntos cualquiera; se define el producto cartesiano de

A con B, denotado A x B, como el conjunto de parejas ordenadas siguiente
AxB={(a,b)|a€ A, be B}.

Esta definicién se puede extender de manera natural a un nimero finito de conjuntos,
n
es decir, si Ay, Ag, -+, A, n € N son conjuntos, entonces el producto cartesiano [] A;

i=1
de ellos es:

[TA: =4 x Ay x- x Ay ={(ar,a2, -+ ,a,) | e € Ay, i =1,2,...,n}.

i=1
Mas adelante definiremos el producto cartesiano de una familia arbitraria de

conjuntos, pero antes necesitamos algunos conceptos.
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1.1.3. Relaciones de Equivalencia

Muchas veces al trabajar con un conjunto nos damos cuenta de que algunos
de sus elementos gozan de alguna propiedad comun. Esta propiedad causa diferencias
entre sus elementos y esto divide al conjunto en grupos diferentes. Por ejemplo en una
caja llena de gises y lapices de color, la propiedad de “pintar de un mismo color”
causa que hagamos distincién entre las pinturas verdes y las rojas. Para formalizar

esta idea tan importante en matematicas es necesario introducir algunos conceptos.

DEFINICION 1.1.1
Sea A un conjunto no vacio. Una relacion binaria R en A es cualquier
subconjunto de A x A = A%. Dados a,b € A diremos que a estd relacionado con

b si(a,b) € R y en este caso escribiremos aRb.

DEFINICION 1.1.2

Sea A un conjunto no vacio y sea R una relacion binaria en A.
(1) R es reflexiva en A sipara todo a € A, aRa.
(1) R es simétrica en A si para todo a,b € A, a Rb implica bRa.
(1i1) R es transitiva en A si para todo a,b,c € A tal que aRb y bRa implica aRe.

(iv) R esuna relacion de equivalencia en A si es reflexiva, simétrica y transitiva.

El concepto de relacion de equivalencia es una de las nociones mas basicas y

por ello mas importantes de las matematicas.

Sea A un conjunto y R una relacion de equivalencia en A. Sean a,b € A. Si
a Rb diremos que a es equivalente a b médulo R. Sea a € A se define la clase de

equivalencia de a médulo R como el conjunto
lal,={x € A| aRx}.

Como la relacién es de equivalencia tenemos que aRa para todo a € A, asi a € [a]g

para todo a € A. Una consecuencia de las definiciones anteriores es el siguiente:
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TEOREMA 1.1.3

Sea A un conjunto y sean a,b € A.
(a) a es equivalente a b modulo R siy solo si [a], = [b]p.

(b) a no es equivalente a b modulo R si y solo si [a], N [b], = .

DEFINICION 1.1.4

Sea A un conjunto y sea S C P (A). Diremos que S es una particion de A si
(1) B # @ para todo B € S.
(ii) By N By = @& para todo par de conjuntos distintos By, Bs € S.

(iii) A=US=U{B|BeS}

NoOTACION 1.1.5
Sea R una relacion de equivalencia en A. Denotaremos a la familia de todas las

clases de equivalencia médulo R por A/p, es decir,

Alp ={lalg | a € A}.
El conjunto A/p recibe el nombre de conjunto cociente de A médulo R.

Existe una correspondencia entre las relaciones de equivalencia y las particiones
sobre un conjunto. Segin el Teorema 1.1.3, una relacién de equivalencia divide al
conjunto en subconjuntos ajenos, ademas, cada elemento de A pertenece a su clase de
equivalencia con lo cual las clases de equivalencia cubren totalmente el conjunto A. El

teorema siguiente enuncia esto con mas precision.

TEOREMA 1.1.6

Sea R una relacion de equivalencia en A. Entonces A/p es una particion de A.

En este sentido enunciamos el siguiente:
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TEOREMA 1.1.7

Sea S una particion del conjunto A y sea Rg la relacion en A definida por
Rs ={(a,b) € Ax A| eziste C € S tal que a,b € C }.

Entonces Rs es una relacion de equivalencia en A.

DEFINICION 1.1.8
Sea A un conjunto y S una particion de A. La relacion Rg obtenida en el Teore-
ma 1.1.7, recibe el nombre de relacion de equivalencia inducida en A por la

particion S.

TEOREMA 1.1.9

Sea A un conjunto.
(a) Si R es una relacion de equivalencia en A y S = A/p, entonces Rs = R.

(b) S5 es una particion de A, entonces Af/p = S.

1.1.4. Funciones

Un concepto de suma importancia en las matematicas es el de funcion. Daremos
la definicién rigurosa teniendo presente que lo que se maneja en analisis no es tanto la

funciéon como tal, sino la “regla de correspondencia”.

DEFINICION 1.1.10

Sean X y Y dos conjuntos. Una funcion f de X a Y, denotada f: X — Y,
es una relacion en X XY tal que si xfyy, xfys, entonces y; = yo. Al conjunto X se
le llama domanio de f, ademas se define el rango, codominio o imagen de f

como el conjunto
rang (f)=Im(f)={yeY | Jx € X tal que xfy}.

St x € X al unico elementoy € Y que cumple que zfy le daremos el nombre de wvalor

de f en x y escribiremos f (z) = y.
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Otros conceptos relacionados con las funciones son los siguientes:

Sean X, Y conjuntos y sea f : X — Y una funcién. Si x € X, al elemento
correspondiente y = f () de Y se le llama imagen de x bajo la funcién f. Siy €Y'y
existe z € X tal que y = f (x), entonces a x se le llama preimagen de y. Si A C X,

al conjunto

f(A)={yeY | existe x € Atal quey = f (x)}

se le da el nombre de imagen directa de A bajo f. Si B C Y al conjunto
f7H(B)={z € X| f(x) € B}

se le llama preimagen o imagen inversa de B bajo f. La grafica de f es el

conjunto

Gy={(v,y)|zeX, y=[f(r)} CX xY.

Diremos que f es suprayectiva silaIm (f) =Y. Equivalentemente, f es suprayectiva
si para todo y € Y existe x € X tal que f(x) = y. Diremos que f es inyectiva si
' ({y}) consta de a lo mds de un elemento para cada y € Y. Diremos que f es
biyectiva si es suprayectiva e inyectiva y que f es una biyeccion entre X y Y. Notese
que en este caso para cada y € Y existe un tnico x € X tal que f (x) = y, esto permite
definir una funcién de Y a X la cual denotaremos por f~! y nos referiremos a ella
como la funcién inversa de f. Resulta inmediato comprobar que f~!(f (x)) = z
paratodor € X y f(f~'(y)) = y para todo y € Y.

Sif: X —Y,g:Y — Zson funciones, la funcién h : X — Z definida por la

condicién h (z) = g (f (z)) recibe el nombre de funcién composicién y se denota

por h =go f.

gof
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Sean X, X conjuntos con X C X;. Si f: X — Y, f; : X; — Y son funciones tales
que f(x) = fi (z) para cada = € X, diremos que f; es una extensién de fy que f

es la restriccién de f; a X y se usara la notacién f = fi|x.

NoTACION 1.1.11

Si A, B son conjuntos, denotaremos por B4 al conjunto

BA={f:A— B| f es funcion }.
Ahora es posible generalizar el producto cartesiano:

DEFINICION 1.1.12
Sea {Aa}, e, una familia de conjuntos no vacia. Se define el producto carte-

stano de la familia como:

HAa:{f:Jﬁ UAa| f(oz)GAapamtodoaéJ}.

aed acJ

1.1.5. Cardinalidad

DEFINICION 1.1.13
Sean A y B dos conjuntos. Si existe una biyeccion f : A — B diremos que los con-

Juntos son equipotentes o que tienen el mismo mumero cardinal y lo denotaremos
por A= B.

TEOREMA 1.1.14

Sean A, B y C' conjuntos arbitrarios. Entonces:
(a) A es equipotente a A.
(b) Si A es equipotente a B, entonces B es equipotente a A.

(c) Si A es equipotente a B y B es equipotente a C' entonces A es equipotente a C.



1.1. Nociones Bésicas de la Teoria de Conjuntos 21

Es decir que la propiedad de ser equipotentes A = B, es una relacion de

equivalencia en la clase de todos los conjuntos.

DEFINICION 1.1.15
Diremos que la cardinalidad de un conjunto A es menor o iqual a la cardinalidad

del conjunto B, en simbolos A <. B, si existe una funcion inyectiva de A a B.

OBSERVACION 1.1.16
Notese que A <. B significa que A = B o que existe C C B tal que A = C.
Escribiremos A <. B cuando A <. B pero A y B no sean equipotentes.

LEmMA 1.1.17
Sean A, B y C' conjuntos. Entonces:

(a) A<, A
(b) SiA<.ByB=C, entonces A <.C.
(¢c) St A<.ByA=C, entonces C <. B.
(d) SiA<.ByB<.C, entonces A <. C.
El Teorema de Cantor—Schroder—Bernstein viene a completar las propiedades

anteriores. Aun cuando, su demostracién no es elemental por lo que necesitaremos un

lema previo.

LEMA 1.1.18 (TEOREMA DE LA “TORTA” PARA NUMEROS CARDINALES)
Sean A, Ay y B conjuntos. Si Ay C BC Ay Ay = A entonces A = B.

DEMOSTRACION.  Para la demostracién nos auxiliaremos de la siguiente figura:
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Debemos de encontrar una biyeccién g : A — B. Sea f : A — A; una biyeccion.
Definimos, de manera recursiva, las sucesiones Ag, Ay, ..., Ap, ...y Bo,B1,..., By, ...

de conjuntos de la siguiente manera:

y paran € N,
Appr=f (An) ) Boyi=f (Bn) :

En la figura los A, son los cuadrados y los B,, son los discos.
Ademas Ay C By C Ay, y de la definicién de A, se sigue que A, C A, para
cada n € N. Definimos para n € N

Cn — An\Bna

C:GCn, D=A\C.
n=0

De la definicién de A, y de B, se sigue que f (C,) = C,11, asi

fe)=Jc.
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Finalmente se define
f(z) si zeC

T si xeD

No es dificil comprobar que tanto g|c como g|p son funciones inyectivas y sus rangos

son ajenos. Luego g es una funcién inyectiva y transforma A en f (C)U D = B. [ ]

TEOREMA 1.1.19 (TEOREMA DE CANTOR—SCHRODER—-BERNSTEIN)
Sean X y'Y dos conjuntos tal que X <.Y yY <. X. Entonces X =Y.

DEMOSTRACION.  Si X <.V, entonces existe una funcién inyectiva f : X — Y. Si
Y <. X, entonces existe otra funcion inyectiva g : Y — X. Debemos probar que existe
una biyeccién h : X — Y. Tomemos la funcién go f : X — X tal funcién es inyectiva
y claramente g (f (X)) C ¢(Y) € X; més atin como f y ¢ son funciones inyectivas
se tiene que X = g (f (X)) v Y = ¢g(Y). Aplicando el Lema 1.1.18, a los conjuntos
A=X B=g(Y), A

g (f (X)) se completa la demostracién. [

COROLARIO 1.1.20

Para cualesquiera conjuntos A y B se cumple:

A<.B siysolosi A<.B y B# A.

Puesto que la propiedad de “ser equivalentes” es una relacién de equivalencia
en la clase de todos los conjuntos, a cada conjunto X le asignaremos el simbolo | X |, o

card (X)) llamado la cardinalidad de X, tal que
X=Y siysélosi |X|=]|Y].

En otras palabras, decimos que X e Y tienen la misma cardinalidad o el mismo ntimero

cardinal si y solo si pertenecen a la misma clase de equivalencia y tenemos que.
e |A|=|B|si A=B.
o |A|<|B|siA<L,.B.

o |A| < |B|si A<, B.



24 Topologia y Teoria de Conjuntos

Con esta definicién de cardinales se puede hablar de una aritmética de niimeros
cardinales que generaliza a la aritmética de los naturales, ademaés tal definicion garanti-
za que cada nimero natural y el cero son niimeros cardinales. Por otra parte, el Teorema
de Cantor-Schroder—Bernstein garantiza la existencia de la “tricotomia” en la clase de
todos los nimeros cardinales, es decir, dados «, f nimeros cardinales, se cumple una

y sélo una de las afirmaciones siguientes:

a < 3, a =0, g < a.

1.1.6. Conjuntos Finitos e Infinitos

DEFINICION 1.1.21

Sea A un conjunto, entonces:

(1) A es finito si existe un nimero natural n tal que A = {1, 2,...,n}, y escribire-

mos | A| = n.
(7i) A es infinito si existe B subconjunto propio de A tal que A = B.
(iii) A es mumerable si A es finito o si A =N.
(iv) A es mno numerable si no es numerable.

Las definiciones de 1.1.21 son muy comunes en las matemaéticas y sus resultados
son de un uso muy natural. A continuacién se mencionaran algunas de las propiedades

que estaremos utilizando en este trabajo.

(a) Si A es un conjunto finito y B C A entonces B es finito.
k

(b) Si Ay, A, ..., Ag son conjuntos finitos entonces A = (J A; es finito.
i=1

(¢) El conjunto potencia P (A) de un conjunto finito A es también finito.
(d) Si A es infinito entonces | A| > n para todo n € N.

Ahora estableceremos dos resultados de suma importancia en la Teoria de Con-

juntos, a saber.



1.1. Nociones Bésicas de la Teoria de Conjuntos 25

TEOREMA 1.1.22 (TEOREMA DE CANTOR)

Para todo conjunto A, se cumple que |A| < |P (A)].

DEMOSTRACION.  Véase [12] pag. 163. [

TEOREMA 1.1.23

El congunto N es infinito (numerable).

DEMOSTRACION.  Es una consecuencia inmediata de los Axiomas de Dedekind, en

particular del axioma de la funcién sucesor. ]

Los conjuntos numerables tienen, también, propiedades importantes. Los sub-
conjuntos B C A de un conjunto A numerable son también numerables. La unién finita
de conjuntos numerables es numerable. Un hecho interesante es que el producto carte-
siano de dos conjuntos numerables es numerable. Asi, por ejemplo, podemos enumerar
el conjunto N x N. Utilizaremos el método de la diagonal de Cantor, como se muestra

en la siguiente figura:

Entonces la biyeccién entre N y N x N se establece como sigue:

1 2 3 4 5 6

l l l l ! l
(0,0) (1,0) (0,1) (2,0) (1,1) (0,2)

Si k es un ntimero natural podemos probar por induccién que N* es también
numerable. Explotando esta misma idea del método de la diagonal se puede probar
que la unién numerable de conjuntos numerables es también numerable. Es decir,

o0
si Ag, Ay, Ao, ... es una sucesién de conjuntos numerables. Entonces A = J A,
n=0

es numerable. Para demostrarlo formamos para cada A, una enumeracion de sus
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(0.9)

elementos: a,g, a1, ape, - .., de esta forma el conjunto A = [J A, se puede enu-
n=0

merar utilizando el método de la diagonal, como se muestra en el siguiente diagrama:

Este ltimo resultado permite demostrar que los conjuntos Z y Q son nume-

rables infinitos, pues

Z=NU{0}U-N, endonde —N={keR|—-keN}.
- m
Q HQ en donde @ {n | m e }

NOTACION 1.1.24
Usaremos el simbolo Ry para denotar la cardinalidad de los conjuntos infinitos

numerables, es decir Xy = |N]|.

El resultado siguiente es de suma importancia.

TEOREMA 1.1.25

El conjunto de los numeros reales R no es numerable.

DEMOSTRACION.  Utilizaremos nuevamente la diagonal de Cantor. Supongamos que
R es numerable, entonces podemos formar una sucesién {r, }5°; con todos los nimeros
reales. Sea afj.ajajay - - - la expansion decimal de r,. Sea b, = 1 si a]) = 0, b, en otro
caso, y sea r el nimero real cuya expansion decimal es 0.b1b2b3 - --. Entonces como
b, # a; se tiene que r # r, para todo n, entonces r no pertenece a los reales lo cual es

una contradicecion. ]

EJEMPLO 1.1.26
El congunto P(N) no es numerable. De hecho |P (N)| = |R|. Véase [12] pag. 170.



1.1. Nociones Bésicas de la Teoria de Conjuntos 27

NoOTACION 1.1.27
Utilizaremos el simbolo ¢, para designar la cardinalidad de los nimeros reales, es

decir, ¢ = |R|. ¢ también recibe el nombre de cardinalidad del continuo.

En general, si (A, <) es un coto (conjunto totalmente ordenado) y B C A,
B # @, se dice que B es un intervalo si siempre que by,by € B, x € A sean tales

que by < x < by, entonces x € B. Y tenemos el siguiente.

COROLARIO 1.1.28

Si S C R es un intervalo no degenerado, entonces | S| = «.

Aqui conviene comentar algo de mucho interés en la teoria de conjuntos, “La

Hipdtesis del Continuo”.

Del Teorema de Cantor 1.1.22, se deduce que Ny < ¢, ademés no es dificil
demostrar que la clase de todos los ntimeros cardinales es bien ordenada y que N es
el primer cardinal infinito, es decir, si a es un cardinal infinito, entonces Ny < «. Por

todo esto, cabe hacerse la pregunta siguiente:
. Existe un conjunto A tal que Rg < |A| < ¢?
La respuesta a esta pregunta es la “Hipdtesis del Continuo™:
“No existe ningtn conjunto A tal que Xy < card(A) < ¢". En otras palabras
N, =¢=2%01

Finalizaremos esta seccion con algunos resultados importantes de la Teoria de

Conjuntos y que son de mucha utilidad en teoria de la medida:

TEOREMA 1.1.29 (LEMA DE KURATOWSKI-ZORN)
Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado en el que toda cadena tiene cota

superior, entonces X tiene un elemento mazrimal.

!Para interpretar el cardinal 2%° debemos tener presente que si A es un conjunto, entonces P (A)

es equipotente al conjunto {0,1}* = {f: A — {0,1} | f es funcién} de ahi que

1P (A)] = ‘{0,1}*“] = 2l4l,
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TEOREMA 1.1.30 (TEOREMA DE ZERMELO O PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN)

Todo conjunto no vacio puede bien ordenarse.

TEOREMA 1.1.31 (AXIOMA DE ELECCION O AXIOMA DE ZERMELO—-RUSSEL)

Toda familia no vacia de conjuntos no vacios tiene producto cartesiano no vacio.

TEOREMA 1.1.32 (FORMA CLASICA DEL AXIOMA DE ELECCION)
Sea F una familia no vacia de conjuntos no vacios ajenos dos a dos. Entonces

existe un conjunto no vacio E C UF tal que card (E N A) =1 para todo A € F.

TEOREMA 1.1.33 (AXIOMA DE ELECCION PARA FAMILIAS INDIZADAS DE CONJUNTOS)
Sea F = {X,| a€J} una familia no vacia de conjuntos no vacios. Entonces

existe una funcion ¢ - J — |J X, tal que f () € X para todo o € J.
acJ

TEOREMA 1.1.34
Los enunciados 1.1.29, 1.1.30, 1.1.31, 1.1.32 y 1.1.33 son equivalentes entre si.

DEMOSTRACION.  Véase [16] pdg. 27.2 |

1.2. Topologia

1.2.1. Espacios Topoldgicos

Para comenzar daremos la definicion de espacio topolégico.

DEFINICION 1.2.1
Un espacio topolégico es una pareja (X,7), en donde X es un conjunto no

vacio y T es una familia de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:

(1) @, X er.

(13) St Uy,Us,...,U, €71, entonces (| U; € T.

=1

2En este contexto, véase la obra: Rubin Herman and Rubin Jean E., Equivalents of the Aziom of

Choice Amsterdam, North—Holland Publishing Company, 1963.



1.2. Topologia 29

(i13) Si {U;}ier C 7, entonces |J U; € T.
iel

Donde I es cualquier conjuto de indices.

A los elementos de 7 se les llama conjuntos abiertos en X y se dice que
7 es una topologia para X. En lo sucesivo, para designar un espacio topoldgico lo
haremos, si no hay ambigiiedad en cuanto a la topologia, solamente mencionando al
conjunto X. Si 71 v 73 son dos topologias para X tales que 7 C 7o, decimos que 77 es

mas gruesa que 7» 0 que 7, es mas fina que 7.

Si X es un espacio topologico, entonces un conjunto F' C X se dice cerrado
en X siy sélo si X\ F es abierto en X. La familia de conjuntos cerrados tiene las

siguientes propiedades:
(a) El espacio X y el conjunto vacio & son cerrados.
(b) La unién finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
(c¢) La interseccion de cualquier familia de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Es posible dar una definiciéon alternativa de espacio topoldgico en términos de
sus conjuntos cerrados.
Sea A C X se define el interior de A, como la unién de todos los subconjuntos
[¢]
abiertos de X contenidos en A y se denotarda con A. La cerradura, clausura o
adherencia de A es la interseccién de todos los conjuntos cerrados de X que contienen

a A, se denota con el simbolo C?(A).

PROPOSICION 1.2.2 (PROPIEDADES DEL INTERIOR Y LA CLAUSURA)

Sea X un espacio topologico y sean A, B C X, entonces:
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(1f) A es el abierto “mis grande” contenido en A.

(Ig) A es abierto si y solo si A = /ol

(Ih) z € ;1 sty solo existe U C X abierto tal que x € U C A.
(Ca) AC CL(A).

(Cb) Si A C B, entonces Cl(A) C Cl(B).

(Cc) x € CU(A) siy solo si para todo U C X abierto con x € U se cumple que
UNA+# @.

(Cd) Ct(v)=2 yCl(X)=X

(Ce) CL(AUB)=Cl(A)UCL(B).

(Cf) CL(CL(A)) = CL(A).

(Cg) Cl(A) es el cerrado “mds pequerio” de X que contiene a A.

Ch) A es cerrado en X si y solo si A= Cl(A).

DEFINICION 1.2.3
(1) Si (X,7) es un espacio topoldgico y Y C X, la topologia |y :=={UNY |U € 7}
para Y es llamada la topologia de subespacio o la topologia inducida, y

el espacio topoldgico (Y, T|y) es llamado un subespacio topolégico de (X,T).

(17) Sean (X,71) y (Y, 72) espacios topoldgicos. Un conjunto W C X x 'Y es llamado
abierto en la topologia producto T, X 1o si para cada punto (xz,y) € W
evisten U C X y V CY abiertos en X e Y respectivamente, con x € U, y € V
tales que U x V. C W. El conjunto X X Y dotado con la topologia 71 X 15 recibe

el nombre de espacio producto.

De manera inductiva se puede definir la topologia producto para cualquier

cantidad finita de factores.



1.2. Topologia 31

DEFINICION 1.2.4
(1) Sea (X, T) un espacio topolégico. Un conjunto V- C X es una vecindad de un
punto x € X si existe U € T tal que x € U C V. En otras palabras V' es vecindad

o
de x siy solo six € V.

(13) El conjunto
ne. ={V CX| V es vecindad de x }

recibe el nombre de filtro de vecindades de «x.

DEFINICION 1.2.5
Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia B C T es una base para la topologia

de X si todo subconjunto abierto no vacio de X es union de elementos de B.

Un espacio topoldgico puede tener muchas bases para su topologia. Se puede
demostrar que una familia B de subconjuntos de X es una base de X si y s6lo si B C 7,

y para todo punto x € X y para toda vecindad V de z existe U € Btalquex € U C V.

De la caracterizacion anterior para una base se siguen inmediatamente las si-

guientes propiedades:

(a) Para cualesquiera x € Xy U,V € B conz € U, x € V, existe W € B tal que
reWCcunV.

(b) Para todo = € X existe U € B tal que x € U, es decir, X = UB.

Reciprocamente, si una familia B de subconjuntos de un conjunto cualquiera X cumple
las dos condiciones anteriores, entonces hay una sola topologia en X para la cual B es

base.

Una familia § de subconjuntos abiertos de X se dice que es una subbase para
la topologia de X si la familia de intersecciones finitas de elementos de § es una base
para la topologia de X. Si z € X, una familia B (z) C n, es una base local en x si
para toda V' € 1, existe U € B (x) tal que x € U C V. Para todo = € X el sistema de

vecindades 7, tiene las siguientes propiedades:

(a) @ ¢ .
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k
(b) Si Vi, Vo, ..., Vi € ny,, entonces () V;.

=1

(¢c) SiVen,yACXestal que A DV, entonces A € 1,.

Cabe observar que si se conoce una base B para un espacio topolégico X en-
tonces el conjunto B, de todos los elementos de B que contienen a z es una base
local para x. Reciprocamente si para cada x € X, B (z) es una base local, entonces el

conjunto B = |J B (z) forma una base para la topologia de X.
rzeX

DEFINICION 1.2.6 (AXIOMAS DE NUMERABILIDAD)

Sea (X, T) es un espacio topoldgico.

(1) Se dice que X satisface el primer axioma de numerabilidad o que es
primero numerable si para todo x € X existe una base local numerable para

su sistema fundamental de vecindades n,.

(7i) Se dice que X satisface el segundo axioma de numerabilidad o que es

segundo numerable si tiene una base numerable para su topologia.

Se sigue facilmente de las definiciones 1.2.6 que un espacio segundo numerable
debe ser necesariamente primero numerable. Por ejemplo, R" tiene ambas propiedades,
tomando como base para su topologia las bolas de radio racional centradas en puntos
con coordenadas racionales, sin embargo no todo espacio primero numerable es segundo

numerable. De hecho, se tiene el siguiente:

EijEMmpPLO 1.2.7

(1) Todo espacio métrico (X,d) es primero numerable

(13) El espacio métrico (R,| |) es sequndo numerable y en consecuencia también es

primero numerable.

En todo lo que sigue siempre consideraremos a R como espacio topoldgico
(R,&), en donde ¢ es la topologia euclidiana, es decir la topologia inducida por la

métrica del valor absoluto.
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DEFINICION 1.2.8 (AXIOMAS DE SEPARABILIDAD)

Sea X un espacio topologico.

(1) X es Tg 0o de Kolmogorov si dados x,y € X, x # vy, existe U abierto de X tal
quex €Uy y¢& WU o existe V abierto de X tal quexz ¢V y y € V.

(11) X es Ty o de Frechet si dados x,y € X, © # y, existen U, V abiertos de X
tales quex e W, y¢ U yx ¢V, y € V.

(1i1) X es Ty 0 de Hausdorff si dados x,y € X, © # y, existen abiertos U, V de X
tales que x e UL, y e VyUNV =2,

(iv) X es regular si dados A C X cerrado y x € X\ A existen U, V abiertos de X
tales que: ACU, 2 €V yUNV=02.

(v) X se dice Ty si X es Ty y regular.

(vi) X es completamente regular si dados A C X cerrado, x € X\ A existe una

funcion continua f: X — [0,1] tal que f(A) = {0} y f ({z}) = {1}.
(vii) X es Tgé o de Tychonoff sies Ty y completamente regular.

(viti) X es mormal si dados A,B C X cerrados ajenos, existen U,V abiertos de X

tales que ACU,BCVyUNV=0.

(1iz) X es Ty si es Ty y normal.

OBSERVACION 1.2.9
T4:>T3%:>T3:>T2:>T1:>TU.

DEMOSTRACION.  Véase la seccién §4-2 de [17] . u

El axioma T; garantiza que para cada = € X el conjunto {z} sea cerrado.
Mejor atn, si X es un espacio topoldgico, entonces X es Ty si y sélo si para todo x € X,
Cl({x}) = {x}. En particular, en todo espacio métrico los puntos son “cerrados” pues

todo espacio métrico es Hausdorff.

Sea X un espacio topolégico. Una sucesién {z, }n,en de puntos de X se dice que

converge a un punto a € X, denotado x,, — a, si para cada vecindad U de a existe
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ng € N tal que x,, € U para todo n > ng. Notese que en todo espacio Hausdorff una

sucesion puede tener a lo més un punto de convergencia.

Por otra parte, todo subespacio de un espacio Hausdorff es a su vez Hausdorff

y si Xy Y son dos espacios Hausdorff su producto X x Y es también Hausdorff.

DEFINICION 1.2.10

Sean X, Y espacios topoldgicos y sea f: X — Y una funcion. Entonces:

(1) f es continua si la imagen inversa de cualquier subconjunto abierto de Y es

un abierto de'Y,
(17) f es abierta sila imagen de un abierto de X bajo f es abierto en'Y,

(i1i) f es homeomorfismo si es biyectiva y tanto f como f~1 son continuas, en

este caso X y Y se dicen homeomorfos.

Por ejemplo, es facil comprobar que la funcién idx : (X, 7) — (X, 7) es abierta,
continua y es un homeomorfismo.. Si f : X — Y y g : Y — Z son ambas funciones
abiertas, continuas o son homeomorfismos, entonces go f : X — Z es también abierta,

continua o un homeomorfismo.

Si f: X — Y es abierta o continua y Xy € X es un subespacio, entonces la
restriccion f|x, : Xo — Y es también abierta o continua. Ademas (f, f2) : X — Y x Z
es continua si y s6losi fi : X — Y y f : X — Z son ambas continuas. Una funcion

biyectiva que es tanto abierta y continua es un homeomorfismo.

Una de las construcciones clasicas de la topologia es el producto de espacios
topoldgicos este se construye a partir del siguiente procedimiento: Sean X un conjunto
no vacio, (Y,7) un espacio topolégico y sea f : X — Y una funcién. Entonces la
familia:

Tf:{fil(U)‘UGT}

es una topologia para X y es la “mds pequena” (minimal) que hace continua a la funcién
f:(X,7r) — (Y, 7). La topologia 7 recibe el nombre de topologia débil inducida

en X por la funcién f.
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Sea X es un conjunto y sea A un conjunto de indices. Para cada a € A sea
fo : X = Y, una funcién de X a algtin espacio topoldgico Y, entonces la topologia
débil 7 que hace que cada una de las funciones f, sea continua tiene como subbase a
la familia:

8 ={/f,"(Us)| Uy es abierto en Y,, a € A} .
De esta forma, si {X, }aea es una familia de espacios topolégicos y X = [] X, entonces

acA
la topologia débil que hace que las proyecciones (funciones coordenadas) 7, : X — X,

sean continuas y es la mas pequena con esta propiedad, recibe el nombre de topologia
producto o de Tychonoff para X. Los espacios X, reciben el nombre de factores
o aristas del espacio producto. En el caso de que A sea finito es posible demostrar

que esta definicién coincide con la Definicién 1.2.3, inciso (7).

PrROPOSICION 1.2.11

Si X, es un espacio topoldgico Hausdorff para cada o € A, entonces X = [] X,

acA
es Hausdorff.

DEMOSTRACION.  Véase [6] pag 138. n

TEOREMA 1.2.12 (PROPIEDAD UNIVERSAL DE LA TOPOLOGIA PRODUCTO)
St Y es un espacio topologico arbitrario y X, es un espacio topologico para cada

acAysiX =[] X,, entonces f: Y — X es continua si y sélo si m, 0 f es continua
acA
para cada o € A.

DEMOSTRACION.  Véase [6] pag., 101 o bien [4], pég., 66. [

Concluiremos esta seccién con dos resultado de suma importancia, los cuales
no se demostraran pero se puede consultar, por ejemplo en [4] o en [7], para una

demostracién clara.

TEOREMA 1.2.13 (LEMA DE URYSOHN)
Todo espacio topologico Ty es T3%. Mejor aun, si A,B C X son cerrados ajenos,

entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f(A) = {0}, f(B) = {1}
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TEOREMA 1.2.14 (TEOREMA DE EXTENSION DE TIETZE)
Sea X un espacio Ty. Si A C X es cerrado y f: A — [0,1] es continua, entonces

existe una funcion continua f* : X — [0,1] tal que f*|4 = f.

1.2.2. Espacios Compactos

Sea X un espacio topolégico. Una familia €2 de subconjuntos abiertos de X se
llama cubierta abierta de X si la unién de todos los elementos de €2 es X. Una
subcubierta abierta de () es un subconjunto de €2 que es también cubierta abierta
de X.

DEFINICION 1.2.15
Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es compacto si cualquier cubierta

abierta €2 de X tiene una subcubierta finita.

De manera mas general un subconjunto £ C X de un espacio topoldgico se
dice que es un subconjunto compacto si es un espacio compacto con la topologia
relativa de subespacio. Se puede ver facilmente que E es un subconjunto compacto de
X si toda cubierta abierta (con la topologia de X) de E' se puede reducir a una cubierta
finita. También es obvio que todo conjunto finito es compacto y que la unién finita de

conjuntos compactos es compacta.

PROPOSICION 1.2.16
Si X e Y son subconjuntos ajenos y compactos de un espacio Hausdorff H, en-
tonces existen VW C H abiertos y tales que VW =@ y X CV, Y CW. En otras

palabras compacto y Hausdorff implica Ty.

DEMOSTRACION.  Si X y Y constan de un sélo punto entonces el resultado es cierto
por ser H Hausdorff.

Demostraremos el caso en el que Y consta de un sélo punto, Y = y, y X es
arbitrario. Sea z € X, entonces x # y luego existen V,, y W, subconjuntos disjuntos y
abiertos tal que x € V, y y € W,. La Familia {V,},cx es una cubierta abierta de X.

Por ser X compacto existen x1, xs, ..., x,, puntos de X tal que X C V, U---UV,, . Sea
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V=V,U---uV, yW=W, Nn---NW,, . Claramente V' y W son ajenosy X C V' y
yeWw.
Finalmente se demostrara el caso general. Sea y € Y, por el caso anterior existen

conjuntos V, y W, abiertos y disjuntos tal que X C V,, y y € W,. La familia {W, } ey es

una cubierta abierta para Y. Por la compacidad de Y existen puntos y1, ¥2, ..., Ym € Y
talque Y C W, U---UW, .SeaV =V, Nn---NV, yW=W, U---UW,, . Se ve
facilmente que V' y W son disjuntos y X C V yy € W. [ ]

Noétese que una parte de la demostracion de la Proposicién 1.2.16, nos permite

afirmar que todo espacio Hausdorff y compacto es regular.

Por otra parte, sea X es un subconjunto compacto de un espacio topoldgico
Hausdorff y  un punto en el complemento de X. Por la Proposicion 1.2.16, existe un
conjunto abierto V' tal que x € V y VN X = @. Por lo tanto el complemento de X es
abierto. Es decir, en un espacio topolégico Hausdorff los subconjuntos compactos son

cerrados. El reciproco no es cierto pero se tiene la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.2.17
Sea X un espacio topologico Hausdorff y compacto y sea A C X. Entonces, A es

compacto si y solo si es cerrado.

DEMOSTRACION.  La necesidad esta probada por el comentario anterior. Supongamos
que A es cerrado. Sea {V; };c; una cubierta abierta de A. La familia {V;};,e;N{X\ A} es
una cubierta abierta de X. Como X es compacto existe una subcubierta finita de X la
cual resulta una subcubierta de A una vez que se extraiga X\ A (si es que lo contiene).

Asi A es compacto. |

En el caso de R™ y en general en todo espacio euclidiano de dimensién finita,
los conjuntos compactos estan totalmente caracterizados. Sea A C R™ compacto, como
R™ es Hausdorff se sigue que A es cerrado. La familia {V},(0)},eny de vecindades de
radio n con centro en el origen forman una cubierta abierta para A, por compacidad
se sigue que existe n tal que A C V,,, es decir A es acotado. El reciproco también es

cierto y se enuncia como sigue:
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TEOREMA 1.2.18 (TEOREMA DE HEINE-BOREL)

Sea A C R"™. Entonces A es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

DEMOSTRACION.  Véase [4], pag., 89. [

EJEMPLO 1.2.19
Para cualesquiera a,b € R con a < b el intervalo [a,b] de R es compacto; pero R

no lo es pues no es acotado.

Las funciones continuas preservan la compacidad.

PROPOSICION 1.2.20
Sean X, Y espacios topoldgicos, sea f: X — Y una funcion continua y sea A C X
compacto. Entonces f(A) es compacto en Y. En particular si X es compacto y f es

ademas suprayectiva, entonces Y es compacto.

DEMOSTRACION.  Sea {W;} una cubierta abierta de f (A), entonces como f es con-
tinua {f~!'(W;)} es una cubierta abierta de A y se le puede extraer una subcubierta

finita de A la cual bajo f es una subcubierta finita de f(A). |

Un caso de interés para este trabajo es cuando f es una funcion real, es decir
Y = R con la topologia euclidiana. En este caso f (X) es compacto en R y, por lo tanto,
es cerrado y acotado. Entonces f (X) tiene un infimo y un supremo en R. Entonces se

tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 1.2.21
Toda funcion real de un espacio compacto es acotada y tiene un mdximo y minimo.
Es decir, 51 X es un espacio topologico compacto y f : X — R es una funcion continua,

entonces existen xo,x1 € X tales que f(xo) < f(z) < f(x1) para todo x € X.

PROPOSICION 1.2.22
Sea X un espacio topolégico compacto y sea f : X — R una funcion continua. En-
tonces dado € > 0 existe una cubierta abierta finita {V;} de X tal que | f (x) — f (y)| < e

st x, y € V; para algun i.
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DEMOSTRACION.  Sea t € X, entonces existe una vecindad abierta U, de t tal que

1f(@)—f@)]<e/2 s xzel,.

Asi

[f @) = f@I<[f@)=FfOI+1fy) -fB)]<e st zyel
Por la compacidad de X existen ty,...,t, € X tal que {Uy, }I; es una cubierta abierta
de X. Basta tomar V; = U,, para completar la prueba. |

Concluimos esta seccion enunciando un teorema que nos habla sobre la com-

pacidad de la topologia producto. La demostracién puede consultarse en [6] pag 224.

TEOREMA 1.2.23 (TEOREMA DE TYCHONOFF)
Sea {Xo}aca una familia de espacios topoldgicos. Entonces el espacio producto

X =[] X, es compacto si y sdlo si X, es compacto para todo o € A.
acA

DEMOSTRACION.  Véase [4], péag., 90. [

1.2.3. Espacios Localmente Compactos

DEFINICION 1.2.24
Un espacio topologico Hausdorff es localmente compacto si cada uno de sus

puntos tiene una vecindad compacta.’

Obviamente un espacio compacto X, es localmente compacto, pues X es vecin-
dad de cada uno de sus puntos.* Més sin en cambio el reciproco es falso, por ejemplo, R
no es compacto pero para cada punto x € R el intervalo [x — 1,2 + 1] es una vecindad

compacta de z, por lo que R es localmente compacto.

PROPOSICION 1.2.25
Sea X un espacio localmente compacto y sea A C X compacto, entonces las vecin-

dades compactas de A forman una base para el sistema de vecindades de A.

3No es necesario que el espacio sea Hausdorff para que sea localmente compacto, sin embargo, para

fines de este trabajo consideraremos sélo espacios localmente compactos y Hausdorff.
4Si se quita la condicién de que X sea Hausdorff, esto puede no ser cierto.
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DEMOSTRACION.  Supdngase primero que X es compacto. Sea U vecindad de A,
sin perdida de generalidad podemos suponer que U es abierta. Entonces de la Proposi-
ci6én 1.2.17, se sigue que X \U es compacto y por la Proposicién 1.2.16, existen V, W C X
abiertos ajenos que contienen a A y a X\ U respectivamente. Como V' C X\ W el cual
es cerrado, se tiene que también C¢ (V) C X\ W. Ademds de X \ W C U, se concluye
que C¢ (V) CU. Pero C¢ (V) es una vecindad cerrada de A contenida en U,y C¢ (V)

es compacto por la Proposicion 1.2.17.

Para el caso general supongamos que X es localmente compacto. Veamos,
primero, que A tiene al menos una vecindad compacta U. Sea x € A, sea U, vecindad
compacta de . Como A esta cubierto por los interiores de los conjuntos U,, existen
puntos z1,---, x, de A tal que A se encuentra en el interior de U = U,, U---UU,, .
Ahora U es compacto. Asi U es una vecindad compacta de A. Sea V una vecindad
arbitraria de A. Entonces U NV es una vecindad de A en el espacio compacto U, por el
primer caso existe una vecindad compacta W de A en el espacio U tal que W C UNV.

En particular, W C V', y W es una vecindad compacta de A en el espacio X. [ ]

COROLARIO 1.2.26
En un espacio localmente compacto las vecindades cerradas de cualquier subcon-

Junto compacto constituyen una base para las vecindades de este conjunto.

COROLARIO 1.2.27
Si X es un espacio localmente compacto y Hausdorff. Entonces cada vecindad de un
punto x € X contiene una vecindad compacta de z. (Es decir, las vecindades compactas

de x forman una base local de vecindades para x.)

Resumiendo, podemos obtener una caracterizacion de los espacios localmente

compactos, a saber:

TEOREMA 1.2.28
Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Entonces X es localmente compacto si y
solo st para todo x € X el sistema fundamental de vecindades n, tiene una base local

consistente de vecindades compactas de x.
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Un subconjunto A de un espacio topolégico X se dice localmente cerrado
en X si todo punto z € A tiene una vecindad V en X tal que ANV es cerrado en V.

Los subconjuntos cerrados y los abiertos son localmente cerrados en X.

PROPOSICION 1.2.29
Sea X un espacio localmente compacto y A C X, entonces A es localmente com-

pacto (con la topologia de subespacio) si y sélo si A es localmente cerrado en X.

DEMOSTRACION.  Supongamos que A es localmente compacto. dado z € A existe
una vecindad compacta U de x en A. Sea V una vecindad de x en X tal que U = ANV
Entonces ANV es cerrada en V' y por lo tanto A es localmente cerrado.

Ahora supongamos que A es localmente cerrado. Si z € A, nosotros podemos
determinar una vecindad V de = de X tal que ANV es cerrada en V. Por la Proposi-
cion 2.4.6 podemos encontrar una vecindad W de x contenida en V. Por tanto, tenemos
que ANW = (ANV)NW, vemos que X N W es un subconjunto cerrado de W por
tanto compacto. Asi A N W es una vecindad compacta de x en el espacio A, por lo

tanto es localmente compacto. ]

En particular cualquier subconjunto cerrado y cualquier abierto de un espacio
localmente compacto son, a su vez, localmente compactos. También cabe notar que la
union y la interseccién de un ntmero finito de subconjuntos localmente compactos es

también localmente compacto.

1.3. Grupos Topolégicos

En esta seccion estudiaremos los elementos basicos de la teoria de grupos
topoldgicos. Estos objetos, como su nombre lo indica, son la fusién de dos teorias
antes ajenas la teoria de grupos y la topologia. Al tratar de introducir una topologia
en un conjunto dotado de una estructura de grupo tenemos que hacerlo de manera que

podamos aprovechar ambas estructuras y estas sean consistentes.

DEFINICION 1.3.1
Sea G un conjunto, - una operacion binaria en el conjunto y T una familia de

subconjuntos de G. Diremos que la terna (G,-,7) es un grupo topolégico si se
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cumplen las tres condiciones siguientes:
(i) (G,-) es un grupo;
(17) (G,T) es un espacio topoldgico y
(i13) Las funciones g : (G, 1) x (G,7) — (G, 7) y g2 : (G, 7) — (G, T) definidas por

o (z,y) = xy-

go(2) =27t

son continuas.

Cuando el contexto sea claro y no cause confusién denotaremos a un grupo
topolégico con G en vez de (G, -, 7). En ocasiones no usaremos el simbolo - para la
operacion del grupo y entonces escribiremos xy en vez de z - y. Usaremos el simbolo
e para designar a la identidad del grupo. La condicién (iii) de la Definicién 1.3.1, la
podemos escribir en términos de vecindades, recordando que 7, denota al filtro de

vecindades de x, de la siguiente manera:

(i49)" Sean z,y € G, para cada U € 1, existen vecindades V € n, y W € n, tales
que V-W C U, y para cada U € 1,1 existe V € n, tal que V! C U. Donde
U-V={vwlveV,weWlyV3i={v!|lveV}]

Por ejemplo, todo grupo dotado con la topologia discreta es un grupo topoldgico
que recibe el nombre de grupo discreto. Existe una caracterizacion de los grupos

topoldgicos que resulta mas simple en ocasiones y es:

LEMA 1.3.2
Sea (G,-) un grupo y T una topologia para G. Entonces (G,-,T) es un grupo
topoldgico si y sélo si la funcién gz : (G,7) X (G,7) — (G, 7), donde g3 (v,y) = xy

es continua.

DEMOSTRACION.  Si G es un grupo topoldgico es claro que g3 (z,y) = g1 (z, 92 (y))
es decir, g3 es continua pues g; y g2 lo son. Reciprocamente g, (y) = g3(eq,y) v
g1 (z,y) = g3 (z,92 (y)) y en virtud de la topologia producto resulta que g; y go son

continuas. n
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En un grupo topolégico G la funcién (z,y) — xy es continua por definicién,
en particular es continua en cada entrada separadamente. Es decir si ¢ € G es fijo,
entonces las funciones ¢y, 0, : G — G definidas por ¢, (z) =29y 0, () =gz, v € G
son continuas. Por la misma razén sus inversas ¢g4-1, 04-1 también son continuas; asi ¢,
y 04 son homeomorfismos. A ¢, y o, se les da el nombre de traslacién derecha
e izquierda respectivamente. Por ello cada vecindad V' de la identidad e de G es
transformada por el homeomorfismo ¢, a la vecindad V, de g y a la vecindad 4V por
o4. Esto es muy importante pues al trabajar en grupos topolégicos las propiedades

topoldgicas locales solo tienen que investigarse en un sélo punto a saber, e.

1

Por razones similares la funciéon x — 27" es un homeomorfismo de G que

manda a V en la vecindad V! de e. Luego es claro que para cada vecindad U € 17,
el conjunto V = U NU~! C U también es una vecindad de e y cumple que V = V1.
Asf el conjunto de vecindades simétricas (es decir, V' = V') de la identidad e

forman una base para 7.
TEOREMA 1.3.3
Para cada U € 1. existe V € n. vecindad abierta tal que VV = VV-1 CU.

DEMOSTRACION.  Véase [1] pag 118. u

Del Teorema 1.3.3, se deduce uno de los resultados mas importantes en cuanto

a grupos topoldgicos, a saber:
COROLARIO 1.3.4
Todo grupo topoldgico (G,-,T) es un espacio regular.
DEMOSTRACION.  Es consecuencia del Teorema 1.3.3. Véase [1] pag 118. n
PROPOSICION 1.3.5

Sean G un grupo topologico, x,y € G y A, B,C,D C G tales que A es abierto y

B es cerrado. Entonces:
(a) C¢(D) = (Ce(D))™".

(b) Ct(xDy) =xCl(D)vy.
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(¢) DA y AD son abiertos.
(d) By yyB son cerrados.
(e) CL(C)CL(D)C ClL(CD).

DEMOSTRACION.  Es consecuencia de la continuidad de las funciones (x,y) — v,

x +— a1, v las traslaciones. n

DEFINICION 1.3.6
Sea G un grupo topologico y sea H C G. Decimos que H es un subgrupo

topoldgico de G si es un subgrupo de G y tiene la topologia de subespacio.

PROPOSICION 1.3.7

Si H es un subgrupo de G, entonces su cerradura C¢(H) también es un subgrupo

de G.

DEMOSTRACION.  S6lo debemos demostrar que C¢(H) es un subgrupo. Como H
es subgrupo la funcién (z,y) — =zy transforma H x H en H y por ser continua
transforma C?¢(H x H) en C¢(H) y, por tanto, C¢(H) x Cl(H) en Cl¢(H), luego
CU(H)Ct(H) C Cl(H), es decir, Cl(H) es cerrado bajo la operacién de grupo. De
la misma forma y usando la funcién z — 2! se demuestra que (C¢(H))™" C CL(H),

es decir, C'¢ (H) es cerrado bajo inversos. Asi C'¢ (H) es un subgrupo de H. n

Se define de manera natural un grupo compacto como un grupo topolégi-
co que es un espacio compacto. Un grupo localmente compacto es un grupo
topoldgico que es un espacio localmente compacto. Un grupo Hausdorff es un
grupo topolégico que es un espacio de Hausdorff y de la misma forma los demas con-

ceptos.

EJEMPLO 1.3.8
(R, +,&) es un grupo localmente compacto y Hausdorff, en donde la topologia &,

estda determinada por la familia de vecindades simétricas de 0, siguiente:

Bo={(-1/n,1/n) | neN}.
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TEOREMA 1.3.9 (SUBGRUPOS TOPOLOGICOS DE (R, +,¢))

(a) Los subgrupos algebraicos de (R, +,&) son discretos o densos.
(b) Los subgrupos cerrados de (R, +,€) son R, {0} y aZ con a > 0.

(¢) El dnico subgrupo abierto de (R, +,¢&) es R.

DEMOSTRACION.  Véase [9], pdgina 16. |

PROPOSICION 1.3.10
Sea G un grupo topoldgico. Sean K, L C G compactos, entonces KL y K~ son

compactos.

DEMOSTRACION.  La compacidad de KL se sigue de que KL es la imagen del con-
junto compacto K x L bajo la funcién continua (z,y) — zy. En el caso de K1 se usa

la continuidad de la funcién z — 1. ]

Sean G y H grupos topoldgicos, se pueden definir los siguientes conceptos de

manera natural.

Un homomorfismo continuo del grupo G al grupo H es una funciéon f : G —
H que es un homomorfismo de grupos y es continua. Un isomorfismo topoldgico
entre G y H es una funcién tal que es un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo de
espacios topolégicos. Un automorfismo topolégico del grupo G es un isomorfismo
topoldgico de G en si mismo.

Por ejemplo si g es un elemento fijo de un grupo topoldgico G, entonces la

1 es un automorfismo topolégico. Esto se sigue de que la funcién

funcion r — gxg~
es un automorfismo de grupos, y es la composicién de dos homomorfismos =z +— gz,

T xg L.

Sean X y Y subconjuntos de un grupo topolégico G. Supongamos que X es

abierto, entonces XY = [J Xy, en donde cada uno de los conjuntos Xy es abierto para
yeY
cada y € Y. Por lo tanto, XY también es abierto.

OBSERVACION 1.3.11
Un grupo topologico G es un grupo Hausdorff si y solo si la identidad e es “cerra-

da” en G, es decir, el conjunto {e} es cerrado en G. De hecho en cualquier espacio
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Hausdorff cada punto es cerrado. Reciprocamente si {e} es cerrado y a # b, entonces
ab™t # e emiste una vecindad U de e tal que Hab™' no contiene a e. Sea V una
vecindad de e tal que VV C U. Entonces Va y V~'b son vecindades disjuntas de a y b

respectivamente. Asi G es un grupo Hausdorff.

Si {G;}ics es una familia de grupos topolégicos, entonces el conjunto G = [] G;
con la estructura de grupo producto y con la topologia producto es también es un ig;er(ljlpo
topoldgico, pues si z = {x;}, y = {y;} € G la funcién (x,y) — zy dada por zy = {x;y;}
es continua si y sélo si la funcién (x,y) — z;y; es continua para cada indice i. Pero la
funcién (x,y) — x;y; es la composicién de las funciones continuas (x,y) — (x;,y;) con
(i, y:) — xy;, asi (x,y) — x;y; es continua y por lo tanto (z,y) — zy es continua.
De manera similar z — 7! es continua. Luego G es un grupo topolégico. G = [] G;
recibe el nombre de producto topolégico de la familia {G;};c;. <

1.4. Ejemplos de Grupos Topolégicos

En esta seccién mencionaremos algunos ejemplos de grupos topologicos y de

sus propiedades.

EJEMPLO 1.4.1

Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Sea Hom(X) el conjunto de
todos los homomorfismos de X en si mismos. La operacion de composicion de funciones
hace de Hom(X) un grupo. Se define una métrica en Hom(X) como:

p(f; g) = sup{d(f(z), g(x))},

zeX

para cada f, g € Hom(X). Entonces Hom(X) es un grupo topolégico si se considera la

topologia que define la métrica p.

EJEMPLO 1.4.2
Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita n. La topologia natural de V
se obtiene tomando una base ey, es, ..., e, de V y tomando el isomorfismo de espacios

vectoriales de V' en R"™ definido por x = > x;e; — (a1, a,...,2,). Asignamos a



1.4. Ejemplos de Grupos Topoldgicos 47

R"™ la topologia producto y a V' la topologia que hace al isomorfismo entre V y R"
un homomorfismo. La topologia que se obtiene de esta manera es independiente de la
eleccion de la base. Es fdcil ver que los mapeos (z, y) — x+y de VxV enV yx — —x
deV en 'V son continuos, con lo cual V' es un grupo topologico con la operacion de suma
de vectores. De hecho, V' localmente compacto y Hausdorff, debido a que R también lo
es.

De lo anterior es obvio que para cada n, R™ es un grupo localmente compacto
con la operacion de suma. Si identificamos a C con R? entonces es claro que C es tam-
bién un grupo localmente compacto y Hausdorff con la operacion de suma de nimeros

complejos.

EJEMPLO 1.4.3

Sea R* el conjunto de mimeros reales distintos de cero dotado con la operacion
producto y la topologia que hereda como subconjunto de R. Es facil ver que de esta
manera R* es un grupo topoldgico, que ademds es localmente compacto y Hausdorff.
Si designamos con Ri a los mumeros reales positivos, entonces ]Rf’; es un subgrupo
topolégico de R*; mds ain, la funcién logaritmo log : Rj — R es un isomorfismo
topoldgico entre el grupo multiplicativo RY y el grupo aditivo de los mimeros reales.
Ademds R* es topoldgicamente isomorfo al producto del grupo topoldgico Rj con el

subgrupo multiplicativo {1, —1} de R*.

El grupo multiplicativo C* de los niimeros complejos diferentes de cero con la
topologia de subespacio de C es un grupo localmente compacto y Hausdorff. El subgrupo
topoldgico S' de C* de todos los mimeros complejos con norma unitaria es un grupo

compacto. En general, si n € N, definimos el n—toro como:

T":= (S')" =8"xS'x,..., xS},

J/

-~
n Veces

es claro que T' = S'. Entonces T,, es un grupo topolégico compacto y Hausdorff. Cabe

notar que T" es un grupo abeliano.

EJEMPLO 1.4.4
Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n sobre el campo K de los nimeros

reales o complejos. Denotaremos con L(V') el conjunto de transformaciones lineales de
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V' en si mismo, con las operaciones usuales de suma y multiplicacion de transforma-
ciones lineales L(V) es un espacio vectorial de dimensién n* y como un caso particular
del Ejemplo 1.4.2 L(V') adquiere una estructura natural de grupo topolégico. El con-
gunto Myxn(K) de matrices n x n sobre el campo K es también un grupo localmente
compacto y Hausdorff con la operacion de suma de matrices y la topologia que resul-
ta de identificarlo con R™ por medio de (aij) = (@11, @12, ..., Q1n, - - - Qnp) €l cual es
topolégicamente isomorfo a L(V'). Se puede probar que la funcion det : M,y (K) — K
es continua, asi el conjunto Gl(n,K) de todas las matrices n x n invertibles es un
subconjunto abierto de My, (K) pues Gl(n, K) = det™ (K \ {0}). Con la topologia de
subespacio y con la operacion de producto de matrices Gl(n, K) es un grupo topoldgico.
La funcion determinante det es un homomorfismo continuo de Gl(n, K) en K™ debido

a las propiedades ya conocidas de dicha funcion.

Un ejemplo un poco mas practico y que nos serd de utilidad mas adelante es

el siguiente.

EJjEmrro 1.4.5

Sea G el conjunto de matrices A 2 X 2 de la forma

x
A= Y
0 1
donde z, y € R con x > 0. Entonces G es un grupo con el producto usual de matrices.

Se define una métrica d en G como sigue:

Sean A, B € G con

entonces

d(A, B) := \/(x— 22+ (y —w)?.

Entonces G es un grupo topoldgico con la topologia definida por la métrica d.



Capitulo 2

oc—Algebras y Medidas

2.1. Algebras y c—Algebras

DEFINICION 2.1.1

Sea X un conjunto no vacio. Un dlgebra en X es una familia A de subconjuntos

de X que cumple con las siguientes propiedades:

(1) A es cerrada bajo complemento, i.e. si E € A, entonces también su complemento

X\ E €A.

(17) A es cerrada bajo uniones finitas, i.e. si {Ey, Ea, ..., E,} es una coleccion finita

de subconjuntos de A, entonces |J E;j € A.
j=1

Un algebra A es una o—dlgebra sobre X si cumple
(1ii)" A es cerrada bajo uniones numerables i.e. si {E,}nen €s una coleccion numerable

oo
de subconjuntos de A, entonces | Ej € A.
j=1

OBSERVACION 2.1.2

Sea X un conjunto no vacio.
(1) Si A es un dlgebra o una o—dlgebra sobre X, entonces &, X € A.

(11) Toda o—dlgebra sobre X es un dlgebra sobre X.
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(17i) Un dlgebra A sobre X es una o—algebra sobre X si es cerrada bajo uniones nu-

merables y ajenas.

(tv) Toda dlgebra (resp., o—dlgebra) sobre X es cerrada bajo intersecciones finitas
(resp., bajo intersecciones numerables).

DEMOSTRACION.

(i) Si E € A, entonces X\ E € A, luego EU (X \ E) = X € A. Por lo tanto, @ € A.
(77) Es inmediata.

(#7i) Sea A un algebra sobre X. Supongamos que A es cerrada bajo uniones numerables

y ajenas. Sea {A,}, .y € A. Para cadan € N, sea

e () - aen (U

Claramente F,, € A para cadan € Ny ;N F; = & si ¢ # j. Por hipétesis
U F. € A, pero J F, = U A4,, luego |J A, € Ay, por tanto, A es una

neN neN neN neN
o—algebra sobre X.

(1v) Es inmediata de las leyes de de Morgan. n

EijEmprro 2.1.3

Sea X un conjunto no vacio.

(a) Si X es infinito entonces la familia A = {ACX | A oX\ A es finito } es un

algebra que no es una o—dlgebra.

(b) La familia A = {@, X} es una o—dlgebra sobre X la cual se conoce como la

o-algebra indiscreta.

(¢) El conjunto potencia de X, P (X) es otra o—dlgebra sobre X y recibe el nombre de

o—dlgebra discreta.

(d) La familia A = {ACX| A oX\ A es numerable}, es también una o-dlgebra
sobre X. En el caso en que X sea a lo mds numerable ésta o—dlgebra coincide con

el conjunto potencia, en otro caso serd distinta.
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Si {A,} es una familia no vacia de algebras (o o—élgebras) sobre X, es fécil

comprobar que (A, es también un algebra (o o—algebra) sobre X.

Sea S una familia arbitraria de subconjuntos de X, entonces existe una mini-
ma o—algebra sobre X que contiene a S, llamada c—-algebra generada por S y se
denotard por o (S). A S se le da el nombre de generador de o (S). La construccién

de o () es como sigue:

(i) Existe al menos una o—dlgebra sobre X que contiene a S; a saber, P (X) la o—

algebra discreta de X.
(77) Sea @ la familia de todas las o—dlgebras sobre X que contienen a S.
(73) Entonces tomemos o (S) =N&

Claramente o (S) es una o—algebra sobre X que contiene a S ademas, es la més
“pequena” (con respecto a C) de las o—élgebras que contienen a S. Esto sigue siendo
cierto se se substituye el término o—édlgebra por el de dlgebra y el algebra generada

por S se construye de forma semejante.

Hasta aqui se han definido todos estos términos sobre conjuntos cualquiera.
Los casos importantes son aquellos en los que los conjuntos tienen estructuras propias
y la o—algebra asociada es “compatible” con dicha estructura, por ejemplo, los espacios

topoldgicos.

DEFINICION 2.1.4

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Se define la o—dlgebra de Borel sobre X como
la minima o—dlgebra B que contiene a 7, es decir, la o—dlgebra de Borel sobre X es la
o—dlgebra generada por 7. A los miembros de B se les llama conjuntos de Borel

o borelianos.

En particular todos los conjuntos abiertos y todos los cerrados de X pertenecen
a B. Se dice que un subconjunto de X es un F), si es la uniéon numerable de conjuntos
cerrados; y se dice que es un Gy si es la intersecciéon numerable de conjuntos abiertos
de X. Entonces cada conjunto F, y cada G es un boreliano y existen muchas familias

que generan la oc—algebra de Borel, no sélo los conjuntos abiertos.
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PROPOSICION 2.1.5
Sea (X, T) un espacio topolégico, entonces la o-dlgebra de Borel es también gene-

rada por la familia de todos los conjuntos compactos.

DEMOSTRACION.  Véase [3] pag. 5. |

En espacios topoldgicos arbitrarios, o aun en los localmente compactos, las dos
estructuras definidas arriba pueden ser diferentes, aunque este fenémeno se considera
patolégico en el andlisis mateméatico. De hecho, las dos estructuras coinciden si el
espacio en consideracion es un espacio localmente compacto, separable y métrico tal
cual lo es (R, ). Si ademds el espacio en cuestién es un espacio “polaco” (métrico
separable y completo) “medir” en él ya no es tan complejo. Nétese que (R, ¢) es un

espacio polaco.

2.2. Medida y Medida Exterior

DEFINICION 2.2.1
Sea P una familia de subconjuntos de X, y sea ¢ : P — [0,400] una funcion de

conjuntos. Entonces ¢ es:
(1) mondtona si A, B € P son tales que A C B, entonces ¢ (A) < ¢ (B).

(17) finitamente aditiva si A, B€ P con AUB € P y ANB =g, entonces
¢(AUB) =¢(A)+¢(B).

(i7i) numerablemente subaditiva si {A,}, .y C P es una familia numerable de

neN

subconjuntos de X tales que |J A, € P con A, N A,, = @ sin #m, entonces

n=1

y numerablemente aditiva si

¢([°]1An) =f;¢(An),
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(iv) o—finita si existe {A,}, C P con ¢ (A,) < oo para toda n € N y tal que
X=JA.
n=1

DEFINICION 2.2.2

Sea X un conjunto no vacio.

(1) Si A esun dlgebra sobre X, una premedida 1 en X es una funcion de conjuntos

w:A—[0,00], tal que (@) =0 y es numerablemente aditiva.

(i) SiA esuna o—dlgebra sobre X, una medida p enX es una funcion de conjuntos

w:A—10,00], tal que () = 0 y es numerablemente aditiva.

Es facil comprobar que toda premedida y toda medida es mondtona y que
una medida es también premedida. Una medida (resp., premedida) p en X es llamada
finita si u (X) < 0o, es llamada o—finita si X puede ser escrito como unién numerable
de elementos de A de medida finita (resp., de premedida finita). Una medida pu en X
se dice semifinita si para cada A € A con u(A) = +oo existe B € A tal que B C A
y 0 < pu(B) < +00. Una medida p en X se dice completa si cumple que para cada
FCAcon Ae Ay u(A) =0 se tiene que F € A.

EJEMPLO 2.2.3
Sea X no vacio y sea P (X) la o—dlgebra discreta sobre X. Sea p : P (X) — [0, 00]

la funcion de conjuntos:

card (A) si A es finito
n(A) = :
+o00 si A es infinito
W ast definida es una medida en X llamada medida de conteo. En el caso particular

en que X =N, p es o—finita y semifinita.

DEFINICION 2.2.4
Un espacio de medida es una terna (X, A, p), donde X es un conjunto, A es

una o—dlgebra sobre X y p es una medida en X. Algunas veces escribiremos X en vez
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de (X, A, 1) si esto no causa confusion. Los elementos de la c—dlgebra A se denominan
subconjuntos medibles de X y si A € A al valor p(A) € [0,+00] se le llama la

medida de A. Decimos que A es de medida cero o nulo siu(A)=0.

Vemos intuitivamente que una medida deberia de cumplir la siguiente condi-
cién: Si B C A y A es de medida cero, entonces B deberia ser de medida cero. Pero
esto no siempre es cierto pues en general B no necesariamente es un elemento de A y
por tanto no es medible. Pero podemos definir una extension de p en donde este tipo
de conjuntos tengan medida cero. Pero antes debemos de garantizar que el dominio de

definicién de la extension sea realmente una o—algebra.

DEFINICION 2.2.5

Sea (X, A, ) un espacio de medida. Decimos que p es completa si siempre que
AeA conpu(A) =0y BC A entonces B e A.

En este caso p (B) = 0, debido a la monotonia de u. Es decir, una medida es

completa si cada subconjunto de un conjunto nulo es también nulo.

TEOREMA 2.2.6 (TEOREMA DE COMPLETACION DE MEDIDAS)

Sea (X, A, i) un espacio de medida y sean

N={Nea| pN) =0}
A={EUF| E€ A, FCN para algiin N € N} .

Entonces A es una o-dlgebra sobre X que contiene a A y existe una unica medida

completa i : A — [0,400] tal que fi| 4 = 1.

DEMOSTRACION.  La demostracién se dividird en 5 partes:
I. Demostremos primero que A C A y que A es una o—algebra.

Si A € A, entonces A =AUZy pu(@) =0,y por lo tanto A € fT, es decir
que A C A. Por otra parte, puesto que A y N son cerradas bajo uniones numerables,
resulta que A es también cerrada bajo uniones numerables. Solo falta demostrar que
A es cerrada bajo complementos. En efecto, si EUF € AconE € A y F C N para
algin N € N, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ENN = &, pues en
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caso contrario, ponemos F —E y N—E en vezde Fy N (yaque uy(N—E) =0y
F—ECN—-E € N). De esta forma:

EUF=(EUN)N(N“UF).
Por lo que
(BEUF)® = ((EUN)N (NCUF)) = (EUN)U (NCUF),
pero E,N € A, de manera que (EU N)C € A. Ahora bien,
(NCUF) =NNFC=N-FCNeN,
luego (E U F)C € Ay, por tanto, A es una o—dlgebra sobre X.

II. Ahora demostremos la existencia de ji.
Definimos la funcién de conjuntos i : A= [0,400] de la siguiente regla de
correspondencia:

H(EUF) == u(E). (2.1)

Primero, debemos demostrar que g esta bien definida. Sean E; UF;, Es UF, € A tales
que:

E;UF; = E,UF, (2.2)

donde F; C Ny y Fy C Ny para algunos Ny, N, € N. Por otra parte la ecuacién (2.2)
implica que E; C E; UNy v E5 C E; UN; y como @ es una medida sobre X se tiene

que:

Con lo que p (Eq) = u (Eq) y por lo tanto, i (E; UFy) = 1 (Ey UF5) y, por lo tanto, f

es funcion.
III. Ahora demostremos que z es una medida sobre X.

(a) SiN es cualquier subconjunto nulo de X, entonces 1 (&) = g (@ UN) = pu (&) = 0.
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(b) Sea {E, UF,}, .y una sucesién de elementos de A tal que

Entonces la sucesién {E,}, . C A es de elementos ajenos dos a dos, luego

(Gemera) = ((Ge) o (o))

por lo tanto, p& es una medida sobre X.

IV. Ahora demostremos que ji es completa.

Sea M € A tal que ji (M) = 0. Entonces existen E € A, Ne N y F C N tal
que M=EUF y p(M)=pg(EUF)=u(E)=0

Sea G C M, debemos probar que G € A. Pero G C M implica que G C EUF C
EUN;como E,Ne Ay

p(EUN)<puE)+p(N)=04+0=0,
entonces EUN € N. Luego G = @ U G donde G C EUN &€ N. Por lo tanto G e A.

V. Por tltimo se demostrara la unicidad de p.

Sea fu : A — [0, 4+00] otra medida completa tal que ;|4 = p. Debemos
probar que i = .

Sea EUF € A. Entonces

i (BUF) < (B) + p1 (F) = p1 (B) +0 = 1 (B) = o (E),

luego
j (EUF) < u(E) = i (EUF).

Por otra parte

F(EUF) < fi(E)+7i(F) = fi (E) + 0 = i(E) = u(E) = m (EUF).
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Luego 1= p.

Por lo tanto, la completacion es tnica. [ ]

DEFINICION 2.2.7

A la funcion de conjuntos ji del Teorema 2.2.6, se le llama completacion de .

Notemos por otra parte, que si i es completa, entonces A=A Yy o= [
Sin embargo, no todos los subconjuntos de X son medibles, ni siquiera si la medida es

completa.

Supongamos que (X, A, 1) es un espacio de medida. La férmula
W(S) = inf{u(A) | A€ A, SCA)

para cada S C X define una funcién pu* : P (X) — [0, +oc]. Esta funcién cumple con
la siguientes propiedades: u*(@) = 0, u*|4 = u, es monétona, es numerablemente
subaditiva, y

P (S) = p* (SN A) + ¥ (SNAS)
para cualesquiera conjuntos A € Ay S C X.

Esto motiva las siguientes

DEFINICION 2.2.8
Sea X un conjunto no vacio, una medida exterior en X, es una funcion de

conjuntos p : P (X) — [0,400] tal que
(i) w(@) = 0.
(17) pu es mondtona.
(17i) p es numerablemente subaditiva.
DEFINICION 2.2.9

Sea 11 una medida esterior sobre el conjunto no vacio X, un conjunto A C X se

dice u*-medible si

p*(E)=p* (ENA)+ " (ENAS)  para todo E C X.
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Se observa, a partir de la subaditividad, que
p*(E) <" (ENA)+p" (ENAC)

siempre se cumple, cualquiera que sean los conjuntos E y A, y si u*(E) = 400 la
desigualdad contraria es clara. Entonces la definicion es equivalente a decir que A C X
es p*—medible si y sdlo si p* (E) > p* (ENA) +p* (ENAC) para todo E C X tal que
pw* (E) < +o0.

LEmA 2.2.10
Toda medida exterior 1™ sobre el conjunto no vacio X, es finitamente aditiva sobre

el conjunto de los j* ~medibles.

DEMOSTRACION.  Sean A, B C X p*-medibles con AUB p*-medibley ANB = @.

Entonces
P (AUB) = p* (AUB)NA) + 4% (AUB)NAC)
P (ANA)+ p* (BNAS)
P (A) +p* (BNAS).

Por otra parte
P (B)=p" (BNA)+p* (BNAS)
=1 (@) +p* (BNAS) =p* (BNAC).
Por tanto 1™ (A UB) = pu* (A)+pu™ (B) y asf 4™ es finitamente aditiva sobre la familia

de los p*-medibles. ]

TEOREMA 2.2.11 (TEOREMA DE CARATHEODORY)

Si ;/* es una medida exterior sobre el conjunto no vacio X, entonces la familia:
M= {A CX|Aes ,u*fmedible}

es una o—dlgebra sobre X y ™|y es una medida completa sobre X.

DEMOSTRACION.

I. Demostremos primero que M es una o—algebra.
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(a)

Probemos que M es cerrada bajo complementos. Sea A € M, entonces
p*(E)=p* (ENA)+ " (ENAS) =p* (ENAS) + 47 (Em (AC)C>
para todo E C X. De esta manera A€ € M.

Veamos que M es cerrada bajo uniones finitas. Sean A, B € M. Sea E € P (X)

arbitrario, como A y B son medibles se tiene:

w* ,u*(EﬂA)—l—,u*(EﬂAc) y
p* (E) = p* (ENB) +pu* (ENBC),

de donde

pF(ENA)=p*(ENANB)+u* (ENANBS) v
p(ENAS) =" (ENASNB) +p* (ENA°NBC).
De manera que podemos escribir ™ (E) como sigue:
p*(E) = p* (ENANB)+p* (ENANBC)
+u* (ENASNB) +p* (ENASNBC).

Pero AUB=(ANB)U (A N BC) U (AC N B); asi que por la subaditividad de la

medida exterior:
p*(EN(AUB)) < p*(ENANB)+ " (ENANBS) + 4" (ENASNB)
y, por tanto,

p*(E) > p* (EN(AUB)) +p* (ENA°NBO)

M*
1*(EN(AUB)) + u* (Em(AUB)C).

Como la desigualdad contraria siempre se cumple, se sigue que:
W () = p* (BN (AUB)) + 1* (EN(AUB)).

Por tanto A U B es medible, es decir, AUB € M.

Luego, M cerrada bajo uniones finitas, es decir, M es un algebra sobre X.
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(¢) Veamos ahora que M es cerrado bajo unién numerable de conjuntos ajenos. Sea

{A,},cy una sucesion de conjuntos ¥ medibles ajenos dos a dos. Para cada

n € N, definimos B, U A; yseaB = U B,. Como M es un algebra sobre
=1

X, B, € M para cada n € N. Ahora sea E € P (X) arbitrario. Como A,, es
p*~medible para cada n € N se sigue del Lema 2.2.10 que

p*(ENB,) =p*(ENB,NA,) +p" (ENB,NAY)

=y (ENA,) +p*(ENB,_1)

= u*(BENA,) +u* (Em (UA))

=" (O (ENA)) ) Zu (ENA)) (2.3)

Por otra parte, como B,, es u*~medible si n € N se deduce de la ecuacién (2.3)

que

p* (E) = p* (ENB,) +u* (ENBY) ZZH:ILL*(EﬂAi)-i—M* (EnB)

i=1

y tomando el limite cuando n — oo, deducimos que

p* (E) Ziﬂ*(EﬂAn)+M* (ENBY),

n=1

de donde por subaditividad de la medida exterior, tenemos que

o0

pF(E) = > p* (ENA,) + " (ENBC)

n=1

> p* (D (EﬂAn)> + 1" (ENB)

n=1

=p* (ENB)+p" (ENBC) > u* (E).

De esta forma p* (E) = p* (ENB) + p* (ENBC). Luego, B= |J A, € M y,
n=1
por tanto, M es una o-algebra sobre X.
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II. Demostremos que u*|; es una medida. Sélo debemos de probar que p™|y; es
numerablemente aditiva. Para ello tomemos una sucesién de conjuntos {A,}, oy p*
medibles y ajenos dos a dos. Por la subaditividad numerable de la medida exterior

tenemos que

M*(GAn>siu*<An>,

n=1

y poniendo B = (J A, en vez de E en la ecuacién (2.3), obtenemos
n=1

g (UA”) = > ().
n=1 n=1
Por tanto, u* es numerablemente aditiva en M, luego 1*| 5 es una medida sobre X.

III. Finalmente sélo debemos demostrar que p*|y; es una medida completa. Sean

A E € P (X), tales que u* (A) = 0 y E arbitrario. Entonces
() <p*(ENA)+p* (ENAS) =p* (ENAS) <u*(E).

Luego p* (E) = p* (ENA) 4+ p* (ENAS). Por tanto A € M y p*| es una medida

completa. n

2.3. ijLa Funcién Longitud No es una Medida!

Cuando trabajamos en R estamos acostumbrados a medir distancias o calcular
longitudes, veremos que esta nocién intuitiva no nos proporciona una verdadera medida

en el sentido expuesto aqui.

El conjunto ordenado de los niimeros reales extendidos se define como
R =R U {—00, +o0}

con el orden < usual de R extendido a —oo < a < +o00 para todo a € R.

Se define el conjunto de intervalos de R como el conjunto:

J= {I CR| Iesun intervalo}
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y usaremos el simbolo I (a,b) para denotar a cualquiera de los intervalos (a,b), [a, b],
(a,b] o [a,b) con a,b € R.

Cabe notar que si a € R los conjuntos:
[—o0,a] = {x eRlz < a} ={zr eRlz <a}U{—00} = (—00,a] U{—o0}
[a, +00] = {x eRla < x} = {z €Rla < 2} U{+o0} = (a, +00] U {+00}
son intervalos. Entonces también R, ]ﬁ, @€ dy{a} € J para todo a € R. Notemos que

d no es una o-algebra sobre R; ni siquiera es un algebra sobre R pues claramente J no

es cerrada bajo complementos.

DEFINICION 2.3.1
La funcion de conjuntos Long : J — [0, +o0] definida por la regla de correspon-

dencia:

b—a si a,beR
long (1(a,b)) = (2.4)

400 s a=—00 0b= 40

se llama la funcion longitud.
La funcién fong goza de muchas propiedades interesantes:

TEOREMA 2.3.2 (PROPIEDADES DE LA FUNCION fong)

La funcion long : J — [0,+00] goza de las siguientes propiedades:
(a) Long (@) =0, Cong (R) = Llong(R) = +oo, Cong({a}) =0 para todo a € R.
(b) La funcion longitud es mondtona.
(¢) La funcion longitud es finitamente aditiva.

(d) La funcion longitud es numerablemente subaditiva

(e) La funcion longitud es invariante bajo traslaciones, es decir, sil € § y x € R,
entonces

long (14 z) = long (1) para todo x € R.

donde 1 + x es el intervalo:

I+z={r+a|rel}.
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(f) La funcion longitud es o—finita.
DEMOSTRACION.

(a) Es inmediata de la definicién de Cong.
(b) Sean I,J € J con I C J. Existen tres casos:

[. SiT es un intervalo infinito, entonces claramente el intervalo J también lo

es, por lo que fong (1) < long (J).

II. SiI es un intervalo infinito pero el intervalo J no lo es, entonces claramente
long (1) < long (J).

IIT. Si los intervalos I, J no son infinitos, entonces los intervalos tienen extremos

reales y asi Long (I) < fong (J) es consecuencia del orden en R.
(¢c) SeanI,J€JconlulJe g, INJ=o. Hagamos Q =1UJ.

I. Si el intervalo QQ es infinito, entonces al menos uno de los intervalos I, J
es infinito, digamos que lo es J. Por lo tanto, fong (Q) = +o00 y a su vez
Cong (J) = +o0, por lo que

+00 = Long (Q) = Long (1) + (+00) = Long (I) + Long (J).
II. Si Q es un intervalo de extremos reales, digamos Q = I(a,b) con a,b € R,
entonces necesariamente debe existir ¢ € Q = I(a,b) tal que I = I(a,c) y
J =1(c,b). Por ejemplo, Si Q = (a,b], entonces I = (a,c], J = (¢,b] o bien
I =(a,c), J =cb]. En todo caso:
long (Q) =b— a;
ltong (1) =c—q;
long (J) =b—c.

De esta forma

long (Q) =b—a
=b—a+c—c
=c—a+b—c

= long (1) + Long (J) .
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(d)

oo
Sean {I,}, .y C J una familia de intervalos tales que J I, € J, entonces debemos
n=1

long <U In> < Z long (1,,) .

n=1

mostrar que

La demostracién no se hara en este trabajo, pero se puede consultar en [20] pég.
2.

Sean I € J y x € R. Si I es un intervalo infinito, el conjunto I 4+ x es también un

intervalo infinito, por lo que
long (1) = +oo =Vlong (I1+x).

Si I es un intervalo finito, digamos I (a,b), entonces I+ = es también un intervalo

finito, de hecho, [ + z =1(a + z,b+ x). Luego

long (1) = Long (I(a,b)) =b—a
tong (I4+2)= long(I(a+x,b+2)=b+x—(a+2x)=0b—a.

Y por lo tanto, fong (1) = long (I1+ x).

Es obvio que
+o00o

R= |J [kk+1],

k=—o0

en donde fong ([k,k + 1]) = 1 < oo para cada k € Z. De manera semejante

“+oo
R= |J(kk+1],

k=—00

en donde, Cong ((k,k+1]) = 1 < oo para cada k € Z. Por lo tanto, la funcién

longitud es o—finita. |

Debido a que la funcién fong en finitamente aditiva se le puede extender a una

premedida.

Sea A el algebra generada por la familia J de intervalos de R. Dado un intervalo

I(a,b) € J su complemento (I(a,b))C € A es nuevamente un intervalo (en el caso en

el que al menos alguno de a o b no sea finito) o es unién de dos intervalos (en el
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caso de que ambos a y b sean finitos). Entonces se sigue que los elementos de A se
pueden escribir como la unién finita de intervalos en J, es decir si P € J, existen
ai, by, ag, be, ..., a,b, € Rtal que P =1(ay, by)U---Ul(ay, b,). Luego extendemos

el dominio de definiciéon de fong al dlgebra A de manera natural como:
Cong (P) = Cong (I(a1, b1)) + -+ Long (1(ay,, by,)) . (2.5)

Con lo cual fong es una premedida en R, aun cuando no lo probaremos explicita-
mente pues se sigue de manera inmediata de las propiedades de la funcién Cong (Teo-

rema 2.3.2) y de la ecuacién (2.5). En otras palabras, la familia:
A ={0: O es unién finita de intervalos no degenerados y ajenos de R } U{@},

es un &lgebra sobre R y la funcién fong : A — [0, +00] es una premedida sobre R.

Antes de continuar con la funcion fong veamos el siguiente resultado:
TEOREMA 2.3.3 (TEOREMA DE ULAM)
Sea p: P(R) — [0, 400] una medida sobre R tal que
(a) u((n,n+1]) < oo para todo n € Z,
(b) 1w({x}) =0 para todo x € R.
Entonces p(E) =0 para todo E € P (R).

DEMOSTRACION.  Claramente serd suficiente con demostrar que p((n, n+1]) =0
para todo n € Z (pues cada E C R puede ser cubierto por una cantidad finita o
numerable de intervalos de la forma (n, n 4 1]). Sea n € Z fijo y sea U = (n, n + 1].
Como card (U) = ¢, la hip6tesis del continuo implica que existe un conjunto €2 bien

ordenado por < tal que para cada x € U, el conjunto
Q,={yeQ:y<az}

es numerable. De esta forma

card (£2,) < Ny

para todo x € U y esto sucede si y sélo si existe una funcién inyectiva

Ve o 2, — N
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Por lo tanto, si x, y € U son tales que x < y, entonces ¢, (y) € N, es decir ¢, (y) es
un numero natural. Mejor atin, la inyectividad de la funcién v, implica que para todo
x,y, z € U tales que z < y < z se tiene 1, (z) # ¥, (y), es decir, una y solo una de las

siguientes afirmaciones es verdadera:

por la tricotomia de N.

Definamos ahora, para cada z € U y cada n € N el conjunto:

Foanm={yeWU:y>z ¢, (x)=n}.

Por lo tanto, para cualquier z € U fijo

u:<UF(m7n)>U{yEQCu:y<xoy:x}. (2.8)

n=1
Ya que el conjunto {y € Q CU: y<x o y==x} es numerable y cada y € U es tal
que p ({y}) =0, se tiene que

p{yeQcU: y<z o y==x})=0.

Por otra parte, para cada n € N la familia

{F(z7n) }(n,x)ENXu

es una familia de conjuntos ajenos dos a dos. En efecto, sean z,y € U, z Ay yn € N,
si existe 2 € F(gn) NF(y ), entonces 1. (x) =n =1, (y) y ademds z > z, z > y, pero

como x # y se tiene que
r<y<z obilen y<uz <z,

en cualquiera de los dos casos la condicién ¢, () = n = 1), (y) lleva a una contradiccion.

Por lo tanto, la familia {F(z,n)} es una familia de conjuntos ajenos dos a dos,

(n,z)eENxXU
para cada n € N.

Por otra parte, ya que por hipdtesis pu (U) < oo y ademds U es innumerable,
W (F(WC)) > () es posible sélo para una cantidad numerable de elementos = € U. Por lo
tanto,

card ({z € U: p(F,,) > 0 para algin n € N}) < N,
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Luego existe x € U tal que u(F,.) = 0 para toda n € N. En consecuencia, de la

ecuacién (2.8), concluimos que p (U) = 0. Por tanto p(E) =0 paratodo ECR. =

COROLARIO 2.3.4

La funcion longitud no es una medida sobre R.

DEMOSTRACION.  La funcién longitud cumple:
i) Long ({x}) = 0 para todo x € R.
it) Long ((n,n+1]) =1 < oo para todo n € Z.

Por el Teorema de Ulam, si la funcién longitud fuese una medida sobre R, entonces
long (E) = 0 para todo E € P (R), lo cual es claramente absurdo. Por tanto, la funcién

longitud no es una medida sobre R. ]

Terminamos esta seccion con algunos resultados que seran de mucha ayuda

para construir la medida de Lebesgue.

TEOREMA 2.3.5 (TEOREMA DE CONSTRUCCION DE MEDIDAS EXTERIORES)
Sea X un conjunto no vacio. Sean G C X y sea p : § — [0, +00] una funcion de

conguntos que cumplen:
(1) 9,X €.
(ii) p(2) =0.

Entonces la funcion p* : P (X) — [0, +oc] definida por

u*(E):inf{Zp(An)|An€9Vn€N, EC UA"}
n=1 n=1

es una medida exterior sobre X.
DEMOSTRACION.  Véase [10] pag. 31. u
OBSERVACION 2.3.6

Sea X un conjunto no vacio, A C P (X) un dlgebra sobre X y po una premedida

sobre X. Entonces
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i) po es finitamente aditiva.

i) po induce una medida exterior sobre X, a saber:

u*(E)_inf{Z,uo(An):AneAVneN,Eg UAn}. (2.9)
n=1 n=1
DEMOSTRACION.  El inciso (i7) es consecuencia del Teorema de construccién de me-
didas exteriores, asi que sélo demostraremos el inciso (7).
Sea {A;}_; C A una familia finita mutuamente ajena de elementos de A. Como
A es un algebra sobre X, se tiene que |J A; € A. Definamos Ay, = & para todo k > n.
i=1

De esta forma |J A; = |J Ax € A. Por el inciso (ii) de la definiciéon de premedida se
i=1 k=1

tiene que:
o (U Ak) e
k=1 n=1
= po (A1) + -+ o (An) + D o (9)
k=n-+1
= 1o (A)
k=1
Por tanto g es finitamente aditiva. |

Utilizando el Teorema de Carathéodory y la Observacién 2.3.6, se establece la

siguiente:

PROPOSICION 2.3.7
Sean X un conjunto no vacio, A C P (X) un dlgebra sobre X y po : A — [0, 4+00]

una premedida. Entonces.

i) p¥la = po. Aqui p* es la medida exterior definida por la ecuacion (2.9), del

inciso (i) de la Observacion 2.3.6. En otras palabras p™ es una extension de ju.

ii) Todo elemento A € A es p*-medible, es decir, A C M, donde M es la o—dlgebra

del Teorema de Carathéodory.

DEMOSTRACION.
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i) Suponer E€ A. SiE C |J A, con A,, € A para cada n € N, definimos:

n=1
By =E
BQIE—Al

B3:E—(A1—A2)

i=1 =1

n—1 n—1
Bn:E—UAi:Eﬂ<An—UAi)

considerando Ay = @. Como A es un algebra sobre X, B,, € A para cada n € N.
Ademas, la familia {B, }, .y es mutuamente ajena y de manera obvia se tiene que

(e 9]

B, = E € A. Por og-aditividad de la premedida puq sucede que
=1

n

De la construccién de la familia {B,}, .y se sigue que

to (E) = Z fo (Bn) < Z fo (An)

pero

Z wo (Ay) € {Z to (Cyp) : C,, € A para todan € N, U C,2 E} . (2.10)
n=1 n=1

n=1
Como la familia {A,}, .y € A es arbitraria y el conjunto E € A también lo es,

se sigue que o (E) es cota inferior del conjunto:

n=1

{Zuo(Cn) : C,, € A para todan € N, UC” QE}.
n=1

Por lo tanto,

n=1

o (E) <inf {Z o (Cp) : C,, € A para toda n € N, U C, 2 E} = u* (E).
n=1
Luego, po(E) < p* (E) cualesquiera sea el conjunto E € A. La desigualdad
contraria u* (E) < pg (E), se obtiene al tomar en la ecuacién E C |J A,, A, = E

n=1

y Ay, = @ para todo k > 1. Por lo tanto, u™| 4 = po.



70 o—Algebras y Medidas

ii) Sea A € A debemos demostrar que A € M = {M C X : M es p/*~medible}. Sea
E C X y sea ¢ > 0. Por la caracterizacién de infimo de subconjuntos de R se

tiene que existe una familia {B,,}, C A con E C |J B, y tal que

n=1

S 1o (Ba) < % (B) + <.
n=1
Pero como i es aditiva sobre A se cumple que:

pEE) +e> D poBanA)+ D o (BN A°)

n=1 n=1

> (ENA)+p"(ENA°).

Luego, u* (E) +e > p*(ENA) + p* (ENA€) para todo € > 0 y para todo
E C X. Por tanto, ¢* (E) > p* (ENA) + p* (EN A°) para todo E C X. Como la

desigualdad contraria es siempre cierta, sucede que
p (E)=p* (ENA)+p" (ENA®) paratodo E C X.

Esto implica que A es p*-medible. ]

Resumiendo lo visto hasta este momento, se tiene que toda premedida induce
una medida exterior que a su vez induce una medida completa, es decir si A es un
algebra sobre X y puo : A — [0,400] es una premedida, existe por el Teorema de
construccién de medidas exteriores, una medida exterior pu* : P (X) — [0, +00] tal que
|4 = po y por el Teorema de Caracthéodory existe una o—algebra M sobre X tal

que g™ : M — [0, +00] es una medida completa y A C M.

Completaremos con el siguiente teorema los resultados necesarios para construir

la medida de Lebesgue mediante la funcién longitud.

TEOREMA 2.3.8 (TEOREMA DE EXTENSION DE PREMEDIDAS)

Sean X un conjunto no de vacio, A C P (X) un dlgebra sobre X y o : A — [0, +00]
una premedida sobre X. Sea N la o—dlgebra generada por A. Entonces existe una medida
p: N — [0, 4+00] que restringida a A es o, a saber, |4 = po con p = p*|n, en donde,

w* es la medida exterior inducida en X por jg. Si v : N — [0,+00] es otra medida
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sobre X que extiende a pg, entonces v (E) < p (E) para todo E € N con igualdad cuando
w(E) < co. Ademds, si pg es o—finita, entonces p es la unica extension de pg a una

medida con dominio N.

DEMOSTRACION.  Sea ™ la medida exterior sobre X definida por la ecuacién (2.9),

del inciso (i7) de la Observacién 2.3.6. Por el Teorema de Carathéodory, la familia.
M={AeP(X):Aes " medible}
es una o—algebra sobre X y p*| ¢ es una medida completa. Por la Proposicién 2.3.7,
M*|A = Mo

y A C M. Por lo tanto, la o—algebra N, generada por A sobre X, esta contenida en M.

Entonces pongamos p : N — [0, +00] como:
p(E) =p* (E) paratodo E € N,

p es claramente una medida y ademds pu(A) = p* (A) para todo A € A, es decir,

ila=p*.

o)
Probemos pues la segunda afirmacién. Si E € Ny E C |J A, con A, € A
n=1
para toda n € N. Sea v : N — [0, +00] que extiende a pg, es decir, v| 4 = po y tal que

v(E) < p(E) paratodo E€EN. SeaEe€ Ay EC [J A, con A,, € A para toda n € N.

n=1
Por lo tanto:

v (E) §u<U An) <3S v(A) = ne(A).

La tltima igualdad se debe a que A, € A para todan € Ny a que v = ug en A.
Luego, v (E) < >~ po (Ay) cualesquiera que sea la familia {A,}, . € A que cubra a
n=1

E. De esta manera:

v (E) < inf{zuo(An) A, €A ¥YneN, EC UAH}
n=1

n=1

o
Por otra parte, ya que A es un algebra sobre X y si A = | A, € A se tiene:

n=1



72 o—Algebras y Medidas

v(A) = nhjgoy (UA’> = Jirgou (UAZ> =u(A). (2.11)

i=1 i=1
Notese que en la ecuacién anterior es licito tomar limites, por ser A un &algebra sobre
X.

Por otra parte, si u(E) < oo, de la definicién de limite de una sucesién de
numeros reales, deducimos que para todo € > 0, es posible elegir los elementos A,, € A

de manera que

i(A) < p(E) +e.

y asi u (A — E) < e. Usando ahora la ecuacion (2.11), tenemos que:
(E) < () = v (A) = v (E) + ¥ (A—E) < v(E) + p(A— E) < v (E) +=

Puesto que € > 0 es arbitrario se tiene que p (E) = v (E) siempre que u (E) < oo.
Para finalizar, supongamos que g es o—finita, es decir, existe una familia de

conjuntos {B,}, .y € A, tal que X = Ej B, v po(B,) < oo para cada n € N. Sin

pérdida de generalidad, bien podemos s?fploner que la familia {B,}, . es ajena dos a

dos. Entonces para cualquier E € M, tenemos:

u(E)zy((UBn) mE) => p(B,NE)=> v(B.,NE)=v(E).

n=1 n=1
Esto prueba la unicidad de p en el caso de que uo sea o—finita y el teorema se ha

probado. [ ]

OBSERVACION 2.3.9
Leyendo con detenimiento la demostracion del teorema, se observa que hemos
probado que mas que extender py a una medida sobre N, la hemos extendido a una

medida sobre M la o—dlgebra de los u*~medibles.

2.4. La Medida de Lebesgue en R

Como hemos visto la funcién fong no es una medida en J, pero podemos ex-
tenderla a una funciéon de conjuntos que si lo sea. La forma moderna de hacerlo es via

una extension de la funcién fong. Denotaremos con By a la o—algebra de Borel en
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R; es decir a la o—algebra generada, por ejemplo, por la familia J. Entonces la funcion
Cong puede extenderse a una medida m en la familia Bg. Luego existe una medida
exterior m* definida en P (R) que extiende a 7. Dicha extensién no es una medida,
pero por el Teorema de Caratheodory existe una tnica medida m completa definida en
la 0—4lgebra de Lebesgue Lr de todos los conjuntos m™-medibles llamada la medida
de Lebesgue en R. Comenzando su desarrollo (junto con la integral de Lebesgue) por
el matematico Henri Leén Lebesgue con una nota que él le envio a Comptes Rendu, la
cual fue publicada en 1901. Esta nota que llevaba por titulo “Sur une généralisation de
[intégrale définie”, para después ser desarrollada completamente por el autor en 1902

en su tesis doctoral.

De hecho, tomando en cuenta que Bg esta generada por la familia:
{(ab)|a,beR, a<b},

se sigue del Teorema de Extensién de Premedidas (Teorema 2.3.8) y del de construccién
de medidas exteriores (Teorema 2.3.5) que la medida exterior de Lebesgue es la

funciéon m™ : P (R) — [0, +00] con regla de correspondencia:

m™ (E) = inf {Z CLong ((an,b,)) | E C U (ap, bn)}

TEOREMA 2.4.1

Para todo E € Ly existen B € Bg y N € Lgr conjunto nulo tales que E =B U N.

DEMOSTRACION.  Es inmediata del Teorema de Completaciéon de Medidas, (Teore-

ma 2.2.6), el cual permite afirmar que:

Lr = {BUN | B € Bg, N es Lebesgue medible con m (N) =0 }.

TEOREMA 2.4.2

Para todo conjunto E C R, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) E € LR.
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(b) Para todo € > 0 existe G C R abierto con E C G y tal que m™ (G \ E) < .
(¢) Para todo ¢ > 0 existe F C R cerrado con F C E y tal que m™ (E\ F) < ¢.
(d) E=G\N, en donde, G es G5 y N es nulo.

() E=F\N, en donde, F es F, y N es nulo.

DEMOSTRACION.

(a) = (b) Sea E € Lg. Existen dos casos a saber:
Caso I. Sim(E) < oo, entonces
m(E) =m™ (E) = inf {Zéong(ln) | I, €J paratoda neN, E C U In} .
n=1 n=1

Luego, para todo € > 0, debe existir una familia {J,}, . C d tal que E C |J J,, con

n=1

i tong (J,) <m™ (E) +e. (2.12)

Sin perdida de generalidad podemos suponer J,, abierto para cada n € N. Por lo tanto,

|J J. es abierto en R y en consecuencia |J J, € Bg. Escribamos ahora
n=1 n=1

G=J
n=1
de esta forma
G = (G\E)UE, (2.13)

en donde la unién es ajena. Como (R,| |) es un espacio métrico 2° numerable, pode-
mos suponer que la familia {J, }, y es mutuamente ajena y por lo escrito en parrafos

anteriores G € Br C Ly asi que
m(G) = Z Cong (J,) . (2.14)
n=1

Por las ecuaciones (2.12) y (2.13), se tiene que

m(G) =m(G\E)+m(E)
= m* (CG\E) +m™ (E)
<m*(E) +e.
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Como m (E) < oo se tiene que m* (G\ E) < ¢

Caso II.  Sim (E) = oo, se procede como en el caso de la funcién longitud, aprovechan-

do el hecho de que la medida de Lebesgue es o—finita. Para cada k € N escribimos
E,=En[—kk].

Claramente E; € Ly para cada k € N y ademas m (E;) < oo, mejor aun, es obvio
que m (Eg) < 2k para cada k € N. Por el caso finito, para cada k € N existe G, C R
abierto, con G D Ej y tal que

m (Gg) < m (E) + — . (2.15)
2k

Como E = U Ex vy EC U Gy = G, en donde claramente G es abierto, se deduce

de la ecuacion (2 15) que:

m* (G\E) = m (G \E) <m<U Gk\Ek)

k=1 k=1
¢ = 1

< Z; :&‘Z; =€
k=1 k=1

Como se queria.

(b) = (c¢)  Se sigue de las leyes de De Morgan. Pues, si E € Lg, entonces E¢ € Lg
entonces, para todo £ > 0 existe G C R abierto con E¢ C G y tal que

*(Q\ES) =m (G\ES) <&
pero entonces F = G¢ es cerrado en R con F C E y tal que
m* (E\F)=m* (E\ G°)
*(G\E®) =m (G\E®) <¢

Luego, para todo € > 0 existe F C R cerrado con F C E y tal que m™ (E\ F) < e.

Ahora, si G C R es Gg, entonces G es interseccién numerable de abiertos de R, y en
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consecuencia G € Br C Lg, (ndtese que G no tiene porque ser abierto), es decir, G es
un medible boreliano. Por lo tanto, si E C R es la unién de un nulo y un Gg, entonces
E es Lebesgue medible, por lo que (d) = (a) y (a) = (b), por ello es suficiente con

demostrar:

(b) = (d) Sea E € Lg. Suponiendo (b) es posible encontrar, para cada n € N, un

1
conjunto O,, C R abierto con E C O,, y tal que m™ (0, \ E) < —. Sea
n

n=1

G es claramente un conjunto G5 en R. Afirmamos ahora que N = G\ E es un conjunto

nulo. En efecto, es obvio que N es medible, pues G y E lo son. Ademas,
G\E= ﬁ(‘)n \E = ﬁ((‘)n\E)
n=1 n=1
Por lo tanto, G\ E C (0, \ E) para cada n € N, y en consecuencia
m(N)=m(G\E) <m(0,\E)=m"(0,\E) < % para toda n € N.

Luego, m (N) = 0. Por otra parte, E C G de manera que G = (G\E)UE = NUE,
asi pues E = G\ N con G un conjunto G5 en R y N nulo.

Ahora si F es un conjunto F, en R, entonces F es uniéon numerable de cerrados,
por lo que F € By y, por tanto, F es Lebesgue medible. Por lo tanto, si E = F \ N con
F conjunto F, y N nulo se tiene que E es Lebesgue medible. Por lo tanto, (e) = (a)

y (a) = (c¢). Asi que sélo falta demostrar:
(¢c) = (e) Pero esta implicacién se demuestra de manera semejante a la anterior. m

Un corolario inmediato es el siguiente:

COROLARIO 2.4.3

Para todo conjunto E C R las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) E € Lg conm(E) < oo.

(b) Para todo € > 0 existe G C R abierto con G 2 E y tal que m (G) <m (E) + €.
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(¢) Para todo € > 0 eziste F C R cerrado con E D F y tal que m (E) < m (F) + €.

Y aun mas.

COROLARIO 2.4.4
Si E € Ly tal que m(E) = 0. Entonces existe O € Bgr con E C O y tal que
m(0) = 0.

DEMOSTRACION.  Por el inciso (b) del Teorema 2.4.2, para todo n € N existe O,, C R
abierto, tal que E C O,, con

m* (0, \E) < %

Como E es de medida finita entonces cada O,, es también de medida finita.
Sea O =)

abiertos, ademas como O C O,,, entonces también es de medida finita. Luego

nen On. Claramente O € Bg pues es la interseccion numerable de

m*(O\E)§m*((‘)n\E):m((‘)\E):m(On)—m(E)<%.

Luego m (O) —m (E) < 1/n para todo n € N, pero m (E) = 0. Por lo tanto, m (0) <

1/n para todo n, lo que implica que m (O) = 0. |

DEFINICION 2.4.5

Sea E € P (R). Se define la medida interior de Lebesgue de E como:

msx (E) = sup {Z Cong ([an, bn]) | U [an, by] C E}

n=1

La demostracion del teorema siguiente es una consecuencia sencilla de las

propiedades del infimo y el supremo en R y por ello se omite.

TEOREMA 2.4.6
(a) mx (E) <m™* (E) para todo E € P (R).

(b) E € P(R) es Lebesgue medible si y sélo si mx (E) = m™ (E).
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El siguiente teorema nos da una propiedad muy importante, la medida de
Lebesque en R es invariante bajo traslaciones. La importancia radica en que esta
propiedad permanece como esencial en la generalizaciéon a la medida de Haar del

Capitulo 3.

TEOREMA 2.4.7
SiE € Lg, entonces E+s, rE € Lg para todor,s € R. Ademdsm (E + s) = m (E),
m(rE) = |r|m(E).!

DEMOSTRACION.

(a) Sabemos que m (E) = inf { Z long ((an,b,)) | E C Ej (G, by) } Por otra parte,

si EC U (an,by), entonces E + s C U (an + s,b, + s). En consecuencia, pode-

n=1 =
mos afirmar que si existe inf{ Z Cong ((an, b)) |E C U (an, by) }, entonces
n=1
existe inf § >~ fong ((a, + s,b, + ) |[E4+sC U (an + 5,0, + s) p. Luego E+s
— n=1
es Lebesgue medible. Por otra parte, como la funcion longitud es invariante bajo

traslaciones se tiene que:

m(E+s) = inf{i%ng((an—i-s,bn—i-s))\E—l—sC G(an—i-s,bn—i-s)}

n=1 n=1

:mf{ZEong p, b )\E+5CU (an + 5,0y —i—s)}:m(E).

n=1

(b) Con un procedimiento semejante al anterior se demuestra que m (rE) = |r|m (E),
pero para ello, es necesario analizar la relacion entre Cong (a,b) y Long (1 (a,b)).
Pero mediante el empleo de la funcién ¢ : R — R definida por ¢ (z) = rz, se

llega a concluir que fong (r (a,b)) = |r|Long ((a,b)). [

COROLARIO 2.4.8
Si E € Ly, entonces —E € Lr. Ademds m (—E) = m (E).2

'E+s={z+slz€E}yrE={rz|z € E}.
2_E={z] —z€E}=(-1)E.



2.4. La Medida de Lebesgue en R 79

Algunos resultados que no son dificiles de demostrar a partir del Teorema 2.4.7,

pero que son importantes son:

(i) {x} € Lg para todo = € R, y ademds m ({z}) =0
(71) Todo subconjunto numerable de R es nulo respecto a la medida de Lebesgue.
(731) Todo abierto no vacio de R tiene medida de Lebesgue estrictamente positiva.
Por ejemplo, como los subconjuntos Q, Z, N de R son numerables entonces
Q, Z, N, € Lg, ademas como I = R \ Q, entonces también I € Ly con

m(Q) =m(Z)=m(N) =0 y m(I)=+oo

EJEMPLO 2.4.9 (EL CONJUNTO DE CANTOR TERNARIO)

No todos los subconjuntos nulos de R son numerables, por ejemplo el conjunto de
Cantor ternario es un boreliano nulo no numerable. En efecto, el conjunto de Cantor
ternario se construye como sigue:

Definimos los conjuntos

E, = [0,1]
eu= Jod]u[24]

o g B 53]

Entonces el conjunto de Cantor ternario K es:

.
n=1

Hay varias formas de escribir el conjunto de Cantor, por ejemplo:
R= {z€]0,1]| x es una expansion en base 3 sin el digito 1 }

_ {ig_z|“n:072}‘ (2.16)

n=1

De donde se deduce, con un poco de esfuerzo, que
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(a) R & [0,1]
(b) R es cerrado y acotado, por lo que es compacto.
(c) card (R) =¢

Para demostrar que la medida de Lebesque de R es cero, calcularemos la medida

de su complemento.

m (([0,1]\ &)) = m <[0,1]\ﬂEn>

<1Q Ol\E)

im ([0,1]\ E,,)

> tong ([0,1]\ E,)

—0+1+2+4+8+
N 3 9 27 81

1= /2\" 1 1
3Z_O<3> 3(1_2>
n= 3

De donde se deduce que m (R) = 0.

El conjunto de cantor nos permite demostrar que no todos los conjuntos Lebes-
gue medibles son borelianos. Para ello probaremos que card (Bg) < card (Lg) y, por

tanto, BR g; LR.

Como el conjunto ternario de Cantor K es un conjunto nulo, respecto a la
medida de Lebesgue y tiene cardinal ¢. Ademas como la medida de Lebesgue es una

medida completa, todo subconjunto de K es Lebesgue medible, es decir,
P(R) CLg CP(R).
Por lo tanto, card (P (R)) < card (Lg), pero

card (P (R)) = 2° = card (P (R)).
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En consecuencia,

card (Lg) = card (P (R)) = 2°
y del Teorema de Cantor, sabemos que

¢ = card (R) < 2° = card (Lg).

Por otra parte, la o-dlgebra Bg esta generada por la familia B = {(r, s)|r, s € Q}, la

cual es numerable. Luego

card (Bg) = 2%° = .

Esto demuestra que card (Bgr) < card (Lg) y que por tanto, debe existir al menos un
subconjunto Lebesgue medible de R que no es boreliano. Sin embargo, la construccion
explicita de tal conjunto, depende de la existencia de un subconjunto no Lebesgue

medible de R (conjunto de Vitali).

Probaremos ahora que existe un conjunto V C [0, 1] llamado el conjunto de
Vitali que no es Lebesgue medible, la construccion que se observa a continuacién es
debida a Vitali (1905):

Definimos una relacién en R como sigue:
x~y siysblosi z—yeQ. (2.17)

No es dificil demostrar que ~ es una relacion de equivalencia en R. Por lo tanto,

R/~ = {[z] |z € R} es una particién de R y asi

R = U [z], (2.18)

zeR

en donde, la unién es ajena.

De hecho, como el grupo aditivo (R, +) es abeliano, todos sus subgrupos son

normales, en particular (Q, +), por lo que la relacién (2.17), define al grupo cociente:
]R/Q: {z+Qlz eR}.
Utilizaremos la notacién usual para las clases de equivalencia en un grupo cociente:

r+Q=[z]={x+qlqeQ}.
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Debido a la densidad de Q en R se tiene que [x] N [0,1] # @ para toda [z] € R/~.
Como las clases son ajenas, por el axioma de eleccion, podemos elegir exactamente un
punto de cada conjunto [z] N[0, 1] y formamos con ellos el conjunto V C [0, 1]. Ahora

para cada ¢, € QN [—1,1] sea 'V, el conjunto:
Vo =V+4+q,={v+qg,lveV}.

Afirmamos ahora que
(0,11 c |JVacl-12].
neN
La inclusion derecha es obvia, por ello s6lo demostraremos la inclusion izquierda. Sea

x € [0,1], por la ecuacién (2.18), debe existir y € V tal que = € [y], por tanto z ~ y y
esto sucede si y sélo si x —y € Q siy sélo si x —y = ¢, para algin ¢, € QN [—1,1],

luego x € V + g, = V,, por tanto, x € (J V,. Por otra parte, la ecuacién (2.18),
neN
también implica que V, N'V,, = & para n # m.

Afirmamos ahora que V no es Lebesgue medible. En efecto, si V es Lebesgue

medible, V,, también es Lebesgue medible para todo n € N lo que implica que (J V,
neN
es a su vez Lebesgue medible. Por monotonia de la medida, se tiene que

m ([0, 1]) Sm(UVn> <m([-1,2]),

neN

o bien

1§m<U\7n> <3

neN
y por o—aditividad

1< i m(V,) < 3. (2.19)

Por otra parte, como la medida es invariante bajo traslaciones se tiene que

m(V,) =m((V+q,) =m(V).

Si m (V) = 0, entonces m (V,) = 0 para todo n € N y, por tanto, > m(V,) = 0,
n=1
lo que estaria en contradiccién con la ecuacién (2.19). Luego, m (V) > 0, de hecho

m (V) > 1, por la construccién de cada V,, pero entonces Y m(V,) = oo, lo que
n=1
también contradice a la ecuacion (2.19). Por lo tanto, V no puede ser Lebesgue medible.
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COROLARIO 2.4.10
Lr & P (R).

La existencia del conjunto de Vitali, permite construir explicitamente un con-

junto Lebesgue medible no boreliano.

EJEMPLO 2.4.11 (UN CONJUNTO LEBESGUE MEDIBLE NO BORELIANO)
Como antes, sea R el conjunto de Cantor ternario y sea ¢ :[0,1] — K definida

por

o)=Y

n=1

X a
cuando x € [0,1] estd dada por su expansion binaria: x = Y 2—” Evidentemente ¢
n=1 2"

es inyectiva y también es continua, aun que esto no se demostrard. Sea V C [0,1] el
conjunto de Vitali y sea A = ¢ [V]. Por supuesto que VO R = &, es decir V ¢ R, pues
al ser la medida de Lebesgue completa, st V C R, entonces V seria medible, pero no
lo es. Por otra parte, A C 8 C [0,1], por tanto, A es Lebesque medible en R. Como
ademds ¢ es continua se tiene que ¢~ [O] es abierto en [0, 1] para todo O C & C [0,1]
abierto. Equivalentemente ¢~ [B] es boreliano para todo B C & C [0,1] boreliano.
Si A fuese boreliano, entonces por la inyectividad de ¢, ¢~1[A] = V seria boreliano,
pero como Br C Ly tendriamos que V es Lebesque medible lo cual es imposible. Por lo

tanto, A no es boreliano. ]

Todo lo anterior nos permite resumir en un diagrama nuestra construccion de

la medida de Lebesgue.
Si

= { intervalos de R },
A = { uniones finitas y ajenas de intervalos no degenerados de R } U {@},

Br ~~ o—dalgebra de Borel sobre R,
Lr = {E CR: E es Lebesgue-medible} .

Con
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long : J — [0,+00] funcién de conjuntos.
long : A — [0,+0c0] premedida.

m: Br,Lg — [0,+00] medida (boreliana).
m* : P (R) — [0,+00] medida exterior.

entonces se tiene el siguiente diagrama:

Todo esto con las propiedades siguientes:

(1) A S Br G Lr & P(R).

(17) m : Lg — [0, +00] es una medida completa y es la inica medida sobre R tal que

m| g = long.



Capitulo 3

Medida e Integral de Haar

3.1. Funciones Medibles y la Integral

Los morfismos en la categoria de los espacios de medida son las asi llamadas
“funciones medibles” y para dar la definicién de funciéon medible nos apoyaremos en el
siguiente hecho, si X, Y son conjuntos y f : X — Y es una funcién, entonces f induce

una funcién f : P (Y) — P (z) definida como sigue

FE)={zeX: f(z) €E}.

Esta funcion conserva uniones intersecciones y complementos, por ello es que si N es

una o—algebra sobre Y, entonces la familia
FON)={F(F): FeN}

es una o—algebra sobre X.

DEFINICION 3.1.1

Sean (X, M), (Y,N) espacios medibles y sea f: X — Y una funcion. Se dice que
la funcion f es M-N-medible o simplemente medible si para cada F € N se tiene
que f[~H(F) € M.

Noétese que si (X, M), (Y,N), (Z,0) son espacios medibles; y f : X — Y,
g ' Y — 7 son funciones medibles, entonces la funciéon go f : X — Z es una funcién

medible.
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Una funcién de suma importancia en la teoria de la integracion y que ocupare-
mos en lo subsecuente es la funcion caracteristica. Sea X un conjunto cualesquiera, si
E C X entonces se define la funcién caracteristica o indicador de F, yg: X — R

CcOomao:

1 sizeF
XE (T) =
0 siz¢gkFE.

OBSERVACION 3.1.2
Sea (X, M, 1) un espacio de medida y sea E C X. Entonces xg es medible si y

solo si E es medible.

En el caso de o—algebras generadas se tiene la siguiente:

PROPOSICION 3.1.3
Sean (X, M), (Y,N) espacios medibles y sea f : X — Y una funcién. Si la o—
dlgebra N es generada por la familia &, entonces f es medible si y sélo si f~1(F) € M

para todo F € E.
DEMOSTRACION.
=) Se deduce de la definicién de funcién medible.

<) Basta con observar que la familia {F € Y : f 7! (F) € M} es una o-élgebra que

contiene a € y, por tanto a N. [ ]

COROLARIO 3.1.4
Sean X, Y espacios métricos o topologicos y sean Bx, By las correspondientes

o—dlgebras de Borel. Entonces toda funcion continua f: X — Y es Bx—By-medible

Un caso particular del Corolario 3.1.4, es cuando X = Y = R en cuyo caso

tenemos la siguiente:

DEFINICION 3.1.5

Sea f: R — R una funcion.
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(1) f se dice Lebesgue—medible si f~'(E) € Ly para todo E € Bg.

(2) f se dice Borel-medible si f~'(E) € Br para todo E € Bg.

OBSERVACION 3.1.6
Toda funcion f: R — R Borel-medible es Lebesque—medible.

TEOREMA 3.1.7
Sean A una o—dlgebra en un conjunto X y Y un espacio topologico. Sea f una

aplicacion de X en Y.

(a) Si Q es la coleccion de todos los subconjuntos E C X tales que f~1(FE) € A,

entonces ) es una o—dlgebra en Y.

(b) Si f es medible y E CY es un conjunto de Borel, entonces f~1(E) € A.
DEMOSTRACION.
(a) (i) Como f~1(Y) =X, entonces Y € Q.
(ii) Sea A € Q, como f~1(Y \ A) = X\ f}(A), entonces X \ A = AC.

(173) Sea {A,}nen C 2, como

o0
entonces |J A, € Q.
n=1

(b) Sea Q como en (a); dado V' C Y abierto, como f es medible entonces f~1(V) € A,

asi V € €1, como () es o—algebra contiene todos los subconjuntos de Borel de Y.m

De suma importancia para este trabajo es el caso de funciones con valores

reales. En este caso, como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente:

TEOREMA 3.1.8
Sea A una o—dlgebra en un conjunto no vacio X y sea f : X — R una funcion,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) f es medible.
(b) (e, od]) € A para todo o € R.
(¢) f7H([—o0, @) € A para todo o € R.

DEMOSTRACION.  Demostremos, por ejemplo (a) < (b), el caso (a) < (c) serd simi-
lar.

Si f es medible es claro que f~((a, o0]) € A pues (o, 00| es abierto es R.

(e} [e.e]

(o0, @) = {JI=o0 @) = o, o€

n=1 n=1

y dado que Q es o—dlgebra se sigue que [—oo, o) € €. Lo mismo es cierto para

Esto prueba que €2 contiene a todos los subconjuntos abiertos de R y por lo tanto f es

medible. -

DEFINICION 3.1.9

Sea {a,}, una sucesion en [—oo, 0], y definimos

ar = sup{ag, agi1, pio,- -}, B = inf{ak, ari1, apyo, ...}

para cada k=1,2,3, ...,y

a:inf{ala a2, (1/3,...}, ﬁzsup{ﬁlv ﬁ?? /637"'}'

Llamaremos a o el limite superior de{a,} y a [ el limite inferior de

{an}, y para usaremos la notacion

a = limsup a,, 6 = liminf a,.

n—oo n—oo

No es dificil probar que el limite superior y el limite inferior existen para

cualquier sucesion y cumplen con las propiedades siguientes:

(1) liminf, . a, = —limsup,,_, . (—a,).
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(17) Si{a,} converge, entonces

limsup a,, = liminfa, = lim a,.

n—00 n—00 n—00

Sea X un conjunto y {f,}ren una sucesién de funciones con f, : X — R.

Entonces definimos las funciones sup,, f,,, y limsup,,_, f, sobre X mediante
(sup fn)(x) = sup(fu(2)),

(limsup f,,)(z) = lim sup(f,.(x)).

n—oo n—oo

y si para cada x € X el limite lim,, ., f,(z) existe, definimos el limite puntual de

la sucesion f,, como:

f(z) = lim fo(z)

n—oo

TEOREMA 3.1.10
Sea X un congunto y { fn}nen una sucesion de funciones medibles en X con valores

en R, sean

g =sup f, Y h = limsup f,,

n—oo

entonces g y h son medibles.

DEMOSTRACION.  Por el teorema 3.1.8 solo es necesario demostrar que g~ !(a, o] y

h~!(c, oo] son medibles para cada a € R. Pero dado que:

g_l(a> OO] = U fn(av OO]

se sigue que g es medible. Lo mismo seria cierto si intercambiamos supremo por infimo,

y como

h = inf{sup fi},

i>k

se sigue que h es medible. [ ]

COROLARIO 3.1.11

St f y g son funciones medibles con valores en R, entonces también los son las

funciones max{f, g} y min{f, g}.
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DEFINICION 3.1.12
St f es una funcion con valores en IENQ, definimos la parte positiva vy la parte

negativa de [ como: ft =max{f, 0} y f~ = —min{f, 0} respectivamente.

Si f es medible, se sigue del Corolario 3.1.11, que f* y f~ son medibles. Ademads

ambas funciones son, por definicion, positivas y cumplen las igualdades:

| fl=f"+f
f=rr—r.

PROPOSICION 3.1.13
Sea A una o—dlgebra sobre el conjunto X. Si f, g: X — R son funciones medibles

ya € R, entonces f+ g, af y fg también son medibles.

DEMOSTRACION.  Probemos que f + g es medible. Por el Teorema 3.1.8, bastaré con
demostrar que para cada t € R el conjunto (f 4+ ¢)~ " ([—00,t)) es medible. Por otra
parte (f+g¢g)(z) < t si y sélo si existe un nimero racional r tal que f(x) < ry

g(x) <t —r. Luego

(f+9) " ([=o0,t) = {z € X[ (f +9)(x) <t}

= J{zexX|f@)<rin{zeX]|g() <t—r}).
reQ

Pero los conjuntos {z € X | f(z) <r} y {zr € X|g(x) <t—r} son medibles por la
medibilidad de las funciones f y g, de donde se sigue que (f + g) ™" ([—00,t)) es medible
por ser unién numerable de medibles.

Ahora demostremos que af es medible. Si o = 0 entonces af es constante. Si

a > 0 se sigue del Teorema 3.1.8 y de la igualdad
{reX|af(x)<t}={zeX]| f(z) <t/a}.

Si o < 0, entonces af = (—a) (—f).
Probemos ahora que fg es medible. Para ello observemos primero que para
cualquier funcién medible i se cumple que h? es medible. En efecto, seat € R, sit <0,

entonces

(h?) ™" (=00, 1)) = @.
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Sit > 0, entonces
(1) ([=o0,t) = {w e X| =Vt <) < Vi };

el cual es medible por ser la intersecciéon de dos medibles y por el Teorema 3.1.8. Luego

f2, 9%y (f + g)* son medibles. Como

fo==((f+9)°—f*-g%

N |

se sigue que fg es medible por los parrafos precedentes. [ ]

DEFINICION 3.1.14
Sea X un espacio de medida, una funcion ¢ : X — R se dice simple si es

R—combinacion lineal finita de funciones caracteristicas de ciertos subconjuntos de X.

OBSERVACION 3.1.15

(1) La imagen de toda funcion simple ¢ consta sélo de un nimero finito de elementos
de [0,00).

(2) Toda funcion escalonada ¢ : X — R es una funcién simple.
(3) Para cada E C X la funcion caracteristica x, es una funcion simple.

(4) Toda funcion simple ¢ tiene una representacion de la forma:

o= Z @i X 4, (*)
=1

donde ay, ..., a, son las imdgenes de ¢, A; ={z | ¢ (x) =a; }, y X, €s la funcion

caracteristica de A;.

La ecuacion (x), recibe el nombre de representacion candnica de la fun-
cton simple ¢. Por supuesto que no hay unicidad en cuanto a la representacion

canonica de una funcion simple.

(5) Utilizando la ecuacion (x), es facil comprobar que toda funcion simple ¢ es medible

sty solo si cada uno de los conjuntos A; es medible.
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El siguiente resultado no es dificil de probar y por ello no se dara la de-

mostracion.

PROPOSICION 3.1.16
Sean X un espacio de medida, ¢1,¢po : X — R funciones simples y sea ¢ € R,

entonces ¢ + co o es también una funcion simple.

El motivo de estudiar a las funciones simples es debido al siguiente:

TEOREMA 3.1.17 (APROXIMACION POR FUNCIONES SIMPLES)

Sea f: X — [0,00] una funcion medible, entonces existe una sucesion {¢,} de

neN
funciones ¢, : X — [0,00) simples medibles tales que:

(@) 0< 1 <¢g...< f.
(b) f(z)= nh_}lgo ¢n (x) para todo x € X, es decir ¢, 2 ¢ en X
DEMOSTRACION. Para cada n, i € N tal que 1 < i < n2", definimos
Bi=i (|5 5)) v B s

para cada n, ¢ estos conjuntos son disjuntos dos a dos, pues claramente los conjuntos

[i;—nl, 2%) y [n, oo] lo son.Ademds dado que f es medible £, ; y F, son medibles.

Definimos

Veamos que la sucesién {¢,} cumple (a). Sean n € Ny z € X, entonces f(z) € F, o
existe un tunico ¢ tal que z € E,, ;.

Por construccion las funciones ¢, cumplen (a). Si x es tal que f(z) < oo,
entonces para n suficientemente grande ¢, (x) > f(x) — 27", si f(z) = oo entonces

¢n(z) = 00, y por lo tanto se tiene (b). n

3.1.1. Integracién de Funciones

A fin de definir lo més general posible la integral de una funcién tenemos que

seguir un camino constructivo comenzando por definir la integral de funciones simples.
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Pero antes comentamos acerca de la aritmética de [0, co]. Definimos la suma + y el

producto - en [—o0, oo como:
e a+00=0o0+a= o0 para todo a tal que —oco < a,
e 04— 00=—00-+a= —o0 para todo a tal que a < 00,
e a-00=00-a=o00 para todo a tal que 0 < a,
e 0-oo=00-0=0,
e a-00=00-a= —o00 para todo a tal que a < 0.

y para numeros reales se define la suma y el producto de manera usual.

DEFINICION 3.1.18
Sean (X, A, ) un espacio de medida, ¢ una funcion simple medible sobre X y

i, ..., «a los distintos valores de ¢. Entonces ¢ se puede escribir de en la forma

¢ = Z QX A
=1

si B € A definimos la integral de Lebesgue de ¢ con respecto de p sobre E como:

/ pdu = Z a;u(A; N E).
E i=1
Con la convencidén 0 - co = 0. Si E =X usaremos [ ¢pdu en vez de fX od .

Por supuesto que la definicién de integral no depende de la representacién de

las funciones simples. Véase [10], pagina 49.

Por ejemplo, si £ C X es medible, la funcién caracteristica de E, xg, es simple

y medible. Entonces no es dificil ver que

/xEdu - [Edu = pu(E).

Tomando en cuenta el Teorema de aproximacién por funciones simples 3.1.17
podemos definir la integral para un caso més general de funciones, las funciones posi-

tivas.
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DEFINICION 3.1.19
Con la notacion de la definicion anterior. Sea f : X — [0, oo] medible y E € A,

definimos la integral de Lebesgue de f sobre E, con respecto a la medida y1 como:

/Efd/ub=sup/E¢du

en donde el supremo se considera sobre todas las funciones simples medibles ¢ tales
que 0 < ¢ < f.

ADVERTENCIA 3.1.20

La definicion 3.1.19 no es equivalente a la que aparece en §25, pdgina 102 de [11],

pues con ésta ultima definicion / fdu < oo siempre, no asi con la definicion 3.1.19.
E

Dado que toda funcién f : X — [—o00, oo] medible se puede representar en la
forma:
f=r=r
donde f* y f~ son, respectivamente, la parte positiva y negativa de f y ambas son

medibles, podemos extender la definicién de integral de Lebesgue a una clase mas

general de funciones.

DEFINICION 3.1.21
Sea (X, A, u) un espacio de medida, E € A, f : X — [—00, 00| una funcion

medible.

(1) Sial menos una de las mtegmles/ frdu, / fdu es finita se define la integral
E

E
de f en E respecto a la medida p como:

/E Fyi = /E Frdp - /E fdp

(13) Si ambas integrales / ftdu, / fdu son finitas se dice que f es sumable o

E E
Lebesgue integrable en E y se define la wntegral de f en E respecto a la

[E fdy = /E Frdp - [E fdp

medida p como:
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(i7i) Decimos que/

fdu “no esta definida” si ambas integrales / frdu, /f_d,u
E E E

son infinitas.

ADVERTENCIA 3.1.22
La definicion 3.1.21, es la definicion mds comun de integral, y como tal aparece
en [2], [3], [5], [10], etc. Véase el comentario de la pagina 106 de [11] y la advertencia
1. Resumiendo, con la definicion 3.1.21, f es integrable en E si y solo si | fdu < oco.
Sin embargo, existe una definicion alternativa y es: g
Sea (X, A, 1) un espacio de medida, E € A, f: X — [—00, o] una funcion

medible.
(1) Decimos que f es integrable si al menos una de las integrales /f*du,
E

fdu es finita en cuyo caso se define la wntegral de f en E respecto a

/E fy = /E Frdp - [E fdp

(7i) Si ambas mtegmles/ frdu, / fdu son finitas se dice que f es sumable en

E
la medida 1 como:

E E
E y se define la integral de f en E respecto a la medida p como:

/E Fy = [E Frdp - /E fdp

(17i) Decimos que / fdu “no esta definida” si ambas integrales / frdu, /fd,u
E E

. . E
son infinitas.

Por supuesto que este caso sumable implica integrable. Esta definicion aparece en por
ejemplo, [8], pagina 18. Sin embargo tiene sus inconvenientes uno de ellos es que hay

que replantear el teorema 3.1.25.

En la época de Lebesgue, hablar de funciones integrables era referirse a la
integral de Riemann; por ello Lebesgue emplea el término funciones sumables para
hacer la distincién. Al parecer fueron Hardy y Litlewood los que acunaron el término

funciones Lebesgue integrables que usamos actualmente.

Un criterio muy utilizado sobre integrabilidad es el siguiente:
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TEOREMA 3.1.23
Sea (X, A, u) un espacio de medida, E € A, f : X — [—00, 00| una funcion

medible. Entonces f es integrable en E si y solo si | f| es integrable en E.

DEMOSTRACION.  Basta observar que | f| = f* + f~. [ |

Tomemos ahora el caso en el que X = [a, b] C R, entonces cabe hacer la
comparacion entre la integral de Lebesgue y la integral de Riemann de una funcién
f :]a, b] — R. En este caso la integral de Lebesgue es una extension de la integral de

Riemann, en el sentido del siguiente:

TEOREMA 3.1.24
Sea f:[a,b] — R acotada.

(a) Si f es Riemann integrable, entonces f es Lebesque integrable y

/a bf (z)dz = /[ » fdm.

(b) f es Riemann integrable si y sdlo si el conjunto
Dy ={z €[a,b]| f es discontinua en x}
tiene medida de Lebesgue cero.

DEMOSTRACION.  Véase [2], Teorema 5.7, pagina 181. [ ]

Pasamos a enunciar algunas propiedades de interés para la integral.

PROPOSICION 3.1.25
Sean (X, A, i) un espacio de medida, A, B,E € A y f,g funciones no negativas

medibles sobre X, entonces

(a) Si f < g, entonces / fdu < / gdp.
E E

(b) Si AC B, entonces/fdug / fdpu.
A B

(c) /(f + cg)dp = / fdu+ c/ gdu, para todo ¢ nimero real.
E E E
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(d) Si f(x) =0 para todo x € E, entonces / fdp=0.
E

(e) Sip(E)=0, entonces / fdu=0.
E

() /E fin= [ xufdn

DEMOSTRACION.  Véase [10], pagina 49. [

Si (X, A, 1) es un espacio de medida, (Y, B) es un espacio medibley f : X — Y

es medible, entonces f induce una medida puf~! en B dada por:

pf~H(B) = u (f71(B))

para cada B € B. uf~! es llamada la imagen de p bajo f . Efectivamente puf~! es

una medida en B. Pues
(1) pf~H(2)=p(f1(2)) =pn@) =0,

(73) Si{B}nen es una sucesion ajena de elementos de B, por ser f medible, entonces

{f7*(B,)} es una sucesién ajena de elementos de A. Ademds
fﬁl(Uan) = Unfil(Bn)a

luego puf = (UnBp) = 37, iuf ~H(By).

PROPOSICION 3.1.26
Sea f: R — R integrable y a € R, entonces

/f(x)dx:/f(x+a)dx

DEMOSTRACION.  Véase [10], pagina 71. u

PROPOSICION 3.1.27
Sea ¢ una funcion simple, medible y no negativa definida sobre el espacio de medida

(X, A, p). Entonces la funcion de conjuntos v : A — [0, 00] definida por

v(E) = [ oy

para cada € A, define una medida sobre X con dominio A.
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DEMOSTRACION.  Véase [10], pgina 49. n

Un muy importante resultado que nos permitira manejar de manera simple los

procesos a limite es el siguiente:

TEOREMA 3.1.28 (TEOREMA DE LA CONVERGENCIA MONOTONA DE LEBESGUE)
Sean (X, A, i) un espacio de medida, { f,}nen una sucesion de funciones medibles

fn: X —[0,+00] y sea f: X — [0,4+00] una funcion tal que
(@) fu < fas1 para todo n € N.
4) lim f, = sup fo = f.

Entonces f es medible y
i [ fudu= [ fdp
oo X X

DEMOSTRACION.  Veamos que f es medible. Por (a) la sucesién de funciones es

mondtona y por tanto es convergente en [0, oo, luego
lim f, =sup f,.
n—oo n

Entonces por el teorema 3.1.10 f es medible.
De (a) se sigue que [y fudp < [ fag1dp luego existe o € [0, o] tal que
o = lim, o [y fudp. Como f,, < f, se tiene que [y fodp < [y fdu para todan € Ny

ozé/xfdu

Sea ¢ una funcién simple medible tal que 0 < ¢ < f, ¢ una constante, 0 < ¢ < 1,y

por lo tanto

definamos
En:{x|fn(x)20¢(x)} para nzla 2) 37

Cada FE, es medible y F; C Ey C Es5..., y por (b), X = |J E,. Consideremos algin
n=1
x € X.Si f(xz) =0, entonces x € Ey; si f(x) > 0, se tiene cop(z) < f(x), porque ¢ < 1;

por tanto, z € E, para algin n. Ademas
X En En

Para cada n.
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Calculando el limite cuando n — oo y por la proposicién 3.1.27 se tiene que

0420/X¢du.
aZ/Xqﬁd,u.

lim fnd,u =a= / fdu
X

n—oo

para todo 0 < ¢ < 1, por lo tanto

Finalmente se cumple:

como se queria. [ ]

LEMA 3.1.29 (LEMA DE FATOU)
St { fn}nen: con frn : X — [0,00] es una sucesion de funciones medibles para todo

n, entonces

/(hm inf f,,)dp < hm mf/ frndp.
X

n—oo

DEMOSTRACION.  Véase [10], pagina 52. u

Un resultado de mucho interés en la Teoria de la Medida y que generaliza a la

proposicién 3.1.27 es el siguiente:

TEOREMA 3.1.30

Supongamos que [ : X — [0,00] es medible y definimos, para cada E € A
W(E) = / fdu.
E
Entonces v es una medida sobre X, y

/ngVZ/ngdu

para toda g : X — [0, 00| medible.

DEMOSTRACION.  Véase [10], pdgina 49. |
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3.1.2. Medidas Producto

Las demostraciones de esta subseccién pueden consultarse en la seccién 2.5

de [10], paginas 64-68.

En lo subsecuente, para evitar confusiones, si A es una c—algebra en un conjunto
X diremos que un conjunto A € A es A—medible, en vez de s6lo decir medible, haciendo

hincapié en A. Lo mismo se aplicara en el caso de funciones.

Sean X, Y conjuntos con o—élgebras A, B, respectivamente. Un rectangulo
medible en el producto cartesiano X X Y, es un conjunto A x B,con A€ Ay B € B.
La o—éalgebra A ® B en X X Y generada por todos los rectangulos medibles es llamada

la o—4lgebra productode Ay B.Si ECXx Y,z € XyyeY,los conjuntos
E,={yeY|(x,y)e B}  E'={reX|[(z,y)cE}

son llamados secciones de E. Si f es una funcién definida en X x Y, las secciones

de f son las funciones f, y f, en X y Y, respectivamente, dadas por

fo(y) = f(z, y) fU(x) = f(z, y).

LEmMmA 3.1.31

Sean X, Y conjuntos con o—dalgebras A, B.

(a) Si EC X XY es A® B-medible, entonces para cada x € X yy € Y la seccion

E, es A-medible y la seccion EY es B—medible.

(b) Sif:XxY — R es A® B-medible, entonces para cadax € X yy € Y la seccion

fo es A—medible y la seccion fY es B—medible.

PROPOSICION 3.1.32
Sean (X, A, n) y (Y, B, v) dos espacios de medida con medias o—finitas. St FE €
AR B, entonces la funcion v — v(E,) es A-medible y la funcion la funcion y — p(EY)

es B-medible.
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TEOREMA 3.1.33
Sean (X, A, u) y (Y, B, v) dos espacios de medida con medias o—finitas. Entonces

existe una unica medida p ® v en la o—dlgebra A @ B tal que
(1®v)(A x B) = u(A)(B)
para cada A € A y B € B. De hecho, para cada E € A ® B se cumple

o) = [ B~ [ pE)a

DEFINICION 3.1.34

La medida p ® v del teorema precedente es llamada la medida producto.

NOTACION 3.1.35
Sea (X, A, ) un espacio de medida. Decimos que una propiedad P de los puntos
de X se cumple para casi toda =z € X o casi en todas partes, C.T.P. si el

subconjunto de X de los puntos que no tienen la propiedad P tiene medida cero.

El siguiente teorema nos permite caracterizar a las funciones A ® B—integrables,
y calcular su integral al expresarla en términos de integrales en los espacios (X, A, )
y (Y, B, v).

TEOREMA 3.1.36 (TEOREMA DE FUBINI)
Sean (X, A, p) y (Y, B, v) dos espacios de medida, ambos, con medias o—finitas,
ysea f:XxY — R (1 ® v)—integrable, entonces f, es v—integrable para casi toda

x € X y fY es p—integrable para casi toda y € Y. Ademds la funcion g (x) = /fxdy es

pu—integrable asi como la funcion h (y) = /fydu es v—integrable, y cumplen:

[ son =[] [ o
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3.2. Medidas en Espacios Localmente Compactos

3.2.1. El Teorema de Representacion de Riesz

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo R. Una funcion lineal I : V' — R es
llamada funcional lineal en V. Por ejemplo, dado un espacio de medida (X, A, i),
la proposicion 3.1.13, afirma que el conjunto de todas la funciones medibles forman un

espacio vectorial sobre R, y la proposicién 3.1.25(c) nos dice que la funcién

105) = [ fn (3.1)

define un funcional lineal en este espacio vectorial.

DEFINICION 3.2.1
Sea X un espacio topologico, y f : X — R una funcion continua; la cerradura del

conjunto
Sop (f) = {w € X| f (z) # 0}

se llama el soporte de f.

NOTACION 3.2.2

Si1 X es localmente compacto y Hausdorff, denotaremos

K(X)={f:X—=R|Sop (f) es compacto} .

Si f: X — R tiene soporte compacto K, entonces por definicion f es continua

y por lo tanto,
sup{|f(2)| |z € X} =sup{[f(z)| |z € K} <oo.

por ello definimos la norma uniforme de f como:

1S, = sup{[f(z)[ |z € X}.

Es claro que || f||, € R.
No es dificil comprobar que K(X) forma un espacio vectorial sobre R.

Se dice que un funcional lineal I en K(X) es positivo si I (f) > 0 para todo
f e X(X) tal que f > 0.
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PROPOSICION 3.2.3
Si I es un funcional lineal positivo en K (X), entonces para cada K C X compacto

existe una constante C'x tal que

[T <CkllfI,
para todo f € K (X) con Sop (f) C K.

DEMOSTRACION.  Por el Lema de Urysohn, (Teorema 1.2.13) podemos encontrar
una funcién ¢ : X — [0,1] tal que ¢ () = 1 para todo z € K. Sea f € X (X) una
funcién tal que Sop (f) C K, entonces |f(z)| < ||f|l.¢(z), para todo x € X. Luego
1 flub < £ < [l 05 decir [[fué— £ > 0y [fllué + f > 0. Como I cl lincal y

positivo, [|flluf(¢) = f = 0 [[flL(¢) + f = 0y por lo tanto [[(f)] < I(¢)|[fl|u, solo
resta tomar Cx = () [

Recordamos que en un espacio topoldgico X, B (X) denota la o—édlgebra de

Borel, es decir la o—algebra generada por la topologia de X.

DEFINICION 3.2.4
Sea X un espacio topologico Hausdorff. Una medida de Borel i es una me-
dida definida en B (X). Una medida p de Borel se llama regular si se cumplen las

siguientes condiciones:
(i) para cada K C X compacto, u(K) < oo.

(17) para cada A € B (X) se cumple

p(A) =inf{u(U) | ACU, U es abierto} .

(13i) para cada U C X abierto se cumple

w(U) =sup{u(K)| K CU, K es compacto} .

Usaremos el término medida regular de Borel para designar a una medida

de Borel que es reqular.
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PROPOSICION 3.2.5
Sea X un espacio localmente compacto, Hausdorff y sequndo numerable. Entonces
cada subconjunto abierto de X es un F,, mas aun, es union numerable de conjuntos

compactos. También cada subconjunto cerrado de X es un Gs.

DEMOSTRACION.  Sean U un abierto de X y sea B una base numerable para la
topologia de X. Tomemos By como el conjunto de todos los elementos V' de B para los

cuales C? (V) C U es compacto. Es claro que By es numerable, ahora demostremos

que
U= J cew).
VeBy
La inclusion |J C¢(V) C U es clara. Sea © € U y como U es abierto y X es

VeBy
localmente compacto, por la proposicion 1.2.25, existe una vecindad compacta K tal

que z € K C K CU. Como B es base, existe V; € B tal que z € Vy C K. Como K es

compacto se tiene que C¢ (V) C K es compacto. Luego U € |J Cl(V). Asi que U
VeBy
es un conjunto F,

Ahora supongamos que C' C X es cerrado. Entonces CC es abierto y, por
lo anterior, es la union de una cantidad numerable de conjuntos F, compactos (en
particular cerrados). Luego C es la interseccién de los conjuntos abiertos F¢ y por lo

tanto es un Gs. [ |

PROPOSICION 3.2.6
Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff y sequndo numerable, y sea
una medida de Borel en X que es finita en cada subconjunto compacto, entonces ji es

reqular.

DEMOSTRACION.  La condicién (a) de la definicién 3.2.4 es inmediata. Veamos,
primero, que se satisface la condicién (c¢). Sea U C X abierto, por la Proposicién 3.2.5

U es la unién numerable de conjuntos compactos { K, }, como la familia de conjuntos

n
{ U Ki} es creciente se tiene que
i=1 neN

p(U) = lim p (UK>
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PROPOSICION 3.2.7
Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff que tiene una base numerable,

entonces toda medida reqular en X es o—finita.

DEMOSTRACION.  El espacio total X es abierto y por la proposicién 3.2.5, puede ser
escrito como la unién de una cantidad numerable de conjuntos compactos, los cuales

tienen medida finita, por ser u regular. ]

LEMA 3.2.8
Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, y sea p una medida de Borel

reqular en X. Si U C X es abierto, entonces

MUﬁww{/}w|fe%mmogfsM}.

DEMOSTRACION. Como
p(U) = / xuvdp,

entonces se cumple la desigualdad

u(U)Zsup{/fdulfex(X), OSfSXU}.

Probemos la otra desigualdad. Sea € > 0, como p es regular existe un conjunto K C U
compacto tal que
p(U) <p(K)+e.

Como p (K) = /XKd,u y € es arbitrario, se sigue que

pu(U) < sup{/XKd,u | K CU, K compacto}.

TEOREMA 3.2.9 (TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ)
Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, y sea I un funcional lineal
positivo en K (X). Entonces existe una unica medida reqular de Borel u en X tal que

si f € K(X), entonces:

1) = [ fa
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DEMOSTRACION.

Existencia: Sea U C X abierto, definimos la funcién ™ en U como:
P (U) =sup{I(f)] feX(X), 0<f<xu}.

Extendemos el dominio de definicién de p* para cualquier subconjunto A C X como:
p* (U) =inf {g* (U) | U es abiertoy AC U} .

Ambas definiciones coinciden para los conjuntos abiertos, asi p™ estd bien defini-
da. No es dificil comprobar que p* es una medida exterior y por el teorema de

Caratheodory 2.2.11 la restriccién de p™ a los conjuntos de Borel es una medida .

Unicidad Supongamos que v es otra medida regular de Borel en X tal que para

[ tin=105)= [ sav

Sea U C X abierto, por el Lema 3.2.8

f € X (X) se cumple que

u(U) = SUP{/fdeG-’K(X% OstXU}

:sup{/fdu|feﬂ<<x>, OstXU}:wU)

de donde se sigue que p y v son iguales en los conjuntos abiertos, pero por la regularidad

de ambas se sigue la igualdad para cualquier conjunto de Borel, luego = v. [ ]

3.3. Medida e Integral de Haar

En 1933, en un articulo publicado en el Annals of Mathematics (Volumen 34,
Nimero 2), el matemético hingaro Alfréd Haar establece la existencia de una medida
invariante bajo traslaciéon en grupos topolégicos compactos. En 1934 el matematico
hingaro John von Neumann muestra la unicidad (salvo una constante multiplicativa)
de la medida de Haar. En 1940 André Weil logra extender la definicién de medida de

Haar a los grupos topolégicos localmente compactos.
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DEFINICION 3.3.1

Sean G un grupo topoldgico, f : G — R wuna funcion, decimos que f es wuni-
formemente continua por la izquierda si para cada € > 0 existe una vecindad
V de e tal que para cada x,y € G con zy™' € V se cumple que | f () — f (y)| < .
Similarmente, decimos que f es wuniformemente continua por la derecha si

para cada € > 0 existe una vecindad V de e tal que para cada x,y € G con xy™' € V

se cumple que | f () — f (y)| < e.

Es claro que en el caso de grupos abelianos ambas definiciones son equivalentes.

En lo sucesivo agregaremos una condiciéon mas a la topologia de los espacios que
estaremos tratando, la condicién de ser Hausdorff, y diremos que G es un grupo lo-

calmente compacto, para abreviar, en vez de grupo topolégico localmente compacto
y Hausdorff.

PROPOSICION 3.3.2
Sea G un grupo localmente compacto y f € KX (G) , entonces f es uniformemente

continua por la izquierda, y por la derecha.

DEMOSTRACION.  Veamos primero que f es uniformemente continua por la izquierda.
Sea K = Sop (f). Entonces K es compacto y por la continuidad de f, para cada z € K
existe una vecindad U, de e tal que | f(z) — f(y)| < e/2 paracaday € U, y € > 0
dado, ademas podemos escoger U, de tal forma que sea simétrica. Tomemos V. vecindad
de e tal que V, V-1 C U,. La familia {xV, },cx es una cubierta abierta de K, y como
K es compacto, existen xq, xs, ..., x, puntos en K tal que {IL‘,‘/%}?ZI es una cubierta

n
finita de K. Sea V' C (] V,, una vecindad abierta de e simétrica. Se mostrara que si

=1
x, y € G satisfacen y € 2V, entonces | f () — f (y)| < e.

Siz, y € K entonces f (x) = f (y) = 0 y claramente se cumple la desigualdad.
Asi supongamos que al menos uno de los dos puntos pertenecen a K, por ejemplo
x € K, seay € xV, entonces existe x; tal que = € x;V,,, luego = € z;V,, C x;U,,
vy € zV C z;V,,V,, C x;U,, v por lo tanto z, y € z;U,,. De todo esto se sigue que
| f(x)— f(x)| <e/2y |f(y)— f(z:)] <e/2, luego | f (x) — f (y)| < e. Por lo tanto
f es uniformemente continua por la izquierda. De manera similar se prueba que f es

uniformemente continua por la derecha. ]
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DEFINICION 3.3.3

Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Borel en G. Decimos que
W es invariante por la izquierda sip(zE) = p(F) para todo x € G y E € Bg.
De manera andloga decimos que p es invariante por la derecha sip(Ex) = p(E)
para todo x € G y E € Bg.

Si I es un funcional lineal sobre K (G). Decimos que I es invariante por la

izquierda (resp., por la derecha) si I (L,f) = 1(f) (resp., I (R.f) = 1(f)) para toda
f.

Por ejemplo, el Teorema 2.4.7 afirma que la medida de Lebesgue en R es invari-
ante tanto por la izquierda como por la derecha. Pero ademas debido al Corolario 2.4.3
la medida de Lebesgue también es regular. Ademés la Proposicién 3.1.25 y la Proposi-
cién 3.1.26 afirman que la integral de Lebesgue es un funcional lineal invariante, en este
caso tanto por la derecha como por la izquierda (pues R) es un grupo aditivo abeliano.

Esto motiva la siguiente:

DEFINICION 3.3.4
Una medida izquierda o derecha de Haar en G es una medida reqular de
Borel, diferente de cero que es invariante por la izquierda o por la derecha respectiva-

mente.

En todo lo que sigue usaremos la siguiente notacién
KNG ={feX(G) | f=0, [Ifll, >0},

en donde || f||, es la norma uniforme; es decir || f||, = sup {f (z) | # € G} . Cabe hacer
notar que todo funcional I € X(G) se puede escribir en la forma I = I™ — I~ donde
It I~ € KT(G).

PROPOSICION 3.3.5
Sea G un grupo localmente compacto, entonces

(a) Una medida regular de Borel i en G es una medida de Haar izquierda si y sélo

si la medida i definida por i(E) = i(E~') es una medida de Haar derecha.
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(b) Una medida reqular de Borel no cero p en G es una medida izquierda de Haar si

y solo si

/fdu = /Lyfdu para todo f € X*, y € G.

(¢) Sip esuna medida de Haar izquierda en G, entonces u(U) > 0 para todo conjunto

abierto no vacio U C G, y

/fd,u >0 para todo f € K.

(d) Sip es una medida de Haar en G, entonces pu(G) < 0o si y sdlo si G es compacto.
DEMOSTRACION.
(a) Se sigue de

i(Ex) = p((Bx)™") = p (a7 E7Y) = p(E7) = A(E).

(b) Supongamos que p es una medida de Haar invariante por la izquierda. Por el
Teorema de aproximacion por funciones simples 3.1.17 bastara hacerlo para fun-
ciones simples. Sea ¢ : G — R € KT (G) una funcién simple, entonces existen n

numeros a; > 0 y conjuntos A; medibles tal que

¢ = Z AiXA;-
=1

Como y~ 'z € B siy sélo si x € yB, entonces

n n

Lyp(x) = ¢(y~'x) = Z aixa,(y~ ') = Z a;Xya, ()
i=1 i=1
luego

/¢dﬂz /iilaiXAidﬂ:iaiﬂ(Ai)

=

=S antyA) = [ S avadn = [ Lodn
=1 =1
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()

Como p es regular, existe un compacto K C G con u(K) > 0. Sea U abierto,
entonces K se puede cubrir por un numero finito de traslaciones de U, digamos
{z;U}. Luego

p(K) < (UxU> < Zu(%U) = nu(U).

De donde se sigue que u(U) > 0. Si f € KT(G), sea U = {z]| f(z) > L[| f]lu}-
Entonces

/ fdu > S @) > 0

Si G es compacto entonces j(G) < oo por ser u regular. Por el contrario supon-
gamos que p(G) < ooy que G no es compacto. Sea V' una vecindad compacta
de e, entonces G no puede ser cubierto por un numero finito de traslaciones de
V. Para cada n € N podemos encontrar z,, ¢ U?;ll x;V. Sea U una vecindad
simétrica de e tal que UU C V. Entonces {z,U},en es una sucesion disjunta,
pues si m > ny x,UNx,U # & se sigue que z,, € z,UU C x,V, lo cual no

puede ser. Luego

W) > x (U U) ~ S a).

Si E € Bg es abierto y no vacio, definimos

(E:V):inf{#(A)\Ec va},

T€EA

donde #(A) = card(A) si card(A) < oo o #(A) = oo en otro caso.

Es decir, (E : V) es el minimo nimero de traslaciones de V' que se necesitan

para cubrir a E. También puede interpretarse como el tamano relativo entre £ y V.

Cabe mencionar que si (£ : V) < oo, entonces es un nimero entero. Si £ € Bg y K es

un conjunto compacto tal que ¥ C K, entonces se pueden encontrar un ntmero finito

de puntos x1, 9, ...,z, talque E C K C z;V U...Uz,V y por lo tanto (£ : V) < 0.

Por otro lado, sea ¢ € XT(G), como Sop(¢) es compacto y ¢ es continua,

entonces ¢ alcanza su méximo, y por tanto 0 < [|¢||, < oo. Luego existe = € G tal que

()

> 2]|@lu, y por lo tanto el conjunto U = {z | ¢(x) > $[¢|l.} es no vacio. Es claro
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que es abierto. Sea f € XT(G) otra funcién, como el Sop(f) es compacto, existe una

cantidad finita de puntos z1,...,x, € G tal que
Sop(f) C Ux,-u
i=1

Sea x € Sop(f), existe j tal que = € z;U, asi gb(x}%) = L., ¢(x) y por lo tanto

fl@) _ _ola'e)  Leé(x) Z Lo

Il = " U8lla/2 — ldlla/2 ||¢||u p

de donde

A fll
L. o.
£ =900, 2 e

La desigualdad, claramente, se sigue cumpliendo si z & Sop (f).

Entonces definimos el nimero de Haar de f con respecto a ¢ como:

(f:0) :inf{Zcmi ’ f< ZCiLmigb para algin n € Ny zq,...,x, GG}.
i=1

=1

Del Comentario precedente se sigue que (f : ¢) >

A primera vista el nimero de Haar pude parecer extrano, pero de hecho tiene
mucha relaciéon con el método de Riemann y Lebesgue para hallar la integral de un
funcién. Para ilustrar la analogia tomemos f : R — R una funcién continua con soporte
compacto K C [a, b], para algunos a, b € R. Asi f(z) = 0 para todo x € [a, b], entonces
para fines de integracién, podemos considerar que f : [a, b] — R. Segun la teoria de

integracién de Riemann (véase [2] o [20], por ejemplo) f es Riemann-integrable, por

ser continua. Luego, / fdx se puede aproximar por las sumas superiores! de f, es

decir,

b
/ fdx =inf {S (f, P) | P es particién de [a,b]}

'Recuérdese que la suma superior S (f, P) de f para la particién P = {z¢ = a, x1,...,2, = b}

esta dada por
n

S(fiP) =Y &) (@i — i),

i=1

donde &; € [x;—1, x;] es el supremo de f en [x;_1, z;].
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Segtn se ve en un curso basico de Célculo, se puede tomar la particion particular

h—
Py=A{a,a+6,a+26,...,a+nd=>b}, dondeézTaysepruebaque

b n
| o= {Z f@-)(é)}

donde el infimo se toma sobre n € N, y &; es el supremo de f en [a + (i — 1)d, a + id].

Analicemos la suma superior S (f, Fy) f = >_ f(&)(6) de f para la particién
=1

P,. Para ello definimos la funcién Z

1 sio<zx<d
¢P0<I>:

0 en otro caso

No es dificil ver que

) < 30 0@0n (o +18) = 30 1@ Lson (o) = 3 (it 70)) Lson (o),

TE|T;—1,T;
i=1 [7, 1 7,}

Con esto podemos darnos cuenta de la analogia entre la suma superior de una
funciéon Riemann-integrable para una particiéon y el nimero de Haar de una funcion
respecto a otra. Desafortunadamente, para calcular la integral de una funcién en un
grupo topolégico no podemos continuar con el mismo procedimiento, de calcular el

infimo de todas las sumas inferiores. En nuestra analogia llevamos implicito el hecho

5
que conocemos el valor de / op, (z)dr =9.
0

A continuacién enunciamos algunas propiedades del niimero de Haar.

LEMA 3.3.6
Supongamos que f, g, ¢ € KT (G), entonces

(@) (f:6) = (Lof : @) para cadax € G,
(b) (cf ) = olf : ¢) para cada c >0,
(© (F+9:0)<(f:0)+(g:0),

(@) (F:6)<(f:9)g: 9).
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DEMOSTRACION.
(a) Sesigue de que f <> ¢ Ly, siyslosi Lyf <> " ¢;Lyy,.
(b) Se ve del célculo siguiente:
c(f : ¢) =cinf {i Ca, ’ f< iciLxﬁ}
i=1 i=1
=inf {iccxi f< iCiinqb}
i=1

i=1

:inf{z% | ef < Zciingb} = (cf : ¢).
=1 =1

() Sif<Y i ciledyg<3 ., .1CiLe o, entonces f4+g <> " ¢;Ly¢. Y como
min {337, ¢;} <min {377, ¢;} < min {Z?:mﬂ Ci}'

(d) f <Y icilegy g <> d;jL, ¢, entonces f < 37" | cidjLy,, ¢. Dado que
Zi,j cid; = (D2, ¢i) (D2, dj) se tiene el resultado. [ |

La medida de Lebesgue en R le asigna el valor 1 al intervalo [0, 1] de manera
natural, al generalizar la longitud. Ello nos permite comparar cualquier conjunto con
[0, 1] y poder asignarle una medida. En un grupo topoldgico no existe un conjunto
preferido al cual tenga un valor predeterminado o dado de antemano por una condicién
extra. Sea Fy C G contenido en un conjunto compacto, sea V' un abierto, entonces
(Ep : V) > 0. El ndmero (E : V)/(Ey : V) es una estimacién del tamatnio de F

comparado con Ey. Sean fy, f, ¢ € XT(G), entonces definimos

(f:¢)
(fo: o)

Si hacemos la analogia con la integral de Riemann, la funcién ¢ juega el papel

I(f) =

de una particién (como habfamos mencionado antes), el nimero [,(f) juega el papel
de la suma superior de Riemann. La funcién fy es la “normalizaciéon”, pues como se ve

facilmente I4(fo) = 1.
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Por el Lema 3.3.6(a), para cada ¢ el funcional I, es invariante por la izquierda.
3.3.6(b) nos dice que I(¢) saca escalares, aun que no es no es lineal pues no es aditivo.

De 3.3.6(d) se tiene que
(fo: /)< Le(f) < (F fo). (3.2)

LEMA 3.3.7
Si f1, fo € XKT(G) y e > 0, existe una vecindad V' de e tal que para cada ¢ con
Sop(¢) CV se cumple

Is(f1) + 1s(f2) < Le(f1+ f2) + €

DEMOSTRACION.  Sea g € XT(G) tal que g =1 en el Sop(f1 + f2), y sea d tal que

€

’ (f1+f21f0)+(95f0)}'

0< 26 < min {1
Definimos las funciones
h = fi+ fa+0g,

fi@)/h(x) st € Sop(fi) .

0 en otro caso

hi(z) =

Es claro que h € X(G) y que Sop(f;) C Sop(h), por lo cual h; esta bien definida, para
i =1, 2, mds atin h; € X*(G). Por la proposicién 3.3.2 h; es uniformemente continua,
entonces existe una vecindad V' de e tal que |h;(z) — h;(y)| < § para y 'z € V. Sea
¢ € XT(G), Sop(¢) C V, existen puntos xy,...,x, € Gy escalares c1, ..., ¢, > 0 tales
que h < 37 ¢jLy, ¢, luego |hi(z) — hi(z;)| <0 para xj_lx € Sop(¢), ast

fi(z) = <Zc]gz§x x) <Zc]¢x z)[hi(x;) + d].
Pero entonces (f; : ¢) < > [hi(z;) + 0], y como hy + hy <1,

(fr:d)+(fa:0) <D ¢l +20].

J
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Ahora, ) ¢; puede hacerse arbitrariamente cercana a (h : ¢), por el lema 3.3.6(b,c),

Io(f2) + To(f2) < (14 20) () < (1+26)[I4(fu + f2) + 615(9)
— Lo+ o)+ 261,(fy + f2) + (1 + 26)L,(g).

En virtud de la ecuacién (3.2) y por la forma en que escogié ¢
2015(f1 + fo) + (1 +20)014(g9) < 26(f1 + f2: fo) +6(1 +20)(g: fo) <e
Con lo cual se tiene el resultado. |

El lema 3.2.8 nos muestra la relaciéon, muy estrecha, entre una medida regular
de Borel en un espacio topoldgico X y la integral de Lebesgue en el espacio K(X).
En el caso de un grupo topoldgico G el Teorema de Representacién de Riesz 3.2.9
nos indica la relacién entre los funcionales lineales en K(G) y la integracién en dicho
espacio. Por ello es que estudiar el problema de hallar una medida regular de Borel en
un grupo topoldgico G para, posteriormente, poder integrar funciones en dicho grupo,

es equivalente al estudio de los funcionales lineales en X(G).

TEOREMA 3.3.8 (EXISTENCIA DE LA MEDIDA DE HAAR)

Todo grupo localmente compacto tiene una medida de Haar.

DEMOSTRACION.  Para cada f € XT(G) sea X; el intervalo [(fo : f)™', (f : fo)], ¥
sea X =[] FEXH(G) Xy. Entonces X es un espacio topolégico compacto y Hausdorft, por
el teorema de Tychonoff 1.2.23. La ecuacién (3.2) implica que para cada ¢, I,(f) € Xy,

asi

]¢€X.

Para cada vecindad compacta V' de e, sea K (V) la cerradura de {1, | Sop(¢) € V} en X,
Sean Vi, ..., V, vecindades compactas de e, si I € {[, ‘ Sop(¢) € N, Vi}, entonces
I € N} K(V;), de donde se deduce que K (N;V;) € N} K(V;), pues (] K(V;) es
cerrado. Es decir la familia de conjuntos { K(V')} tienen la propiedad de la interseccién
finita y por ser compactos, existe al menos un elemento I en la interseccién de todos

ellos.

Cada vecindad de I en X interseca al conjunto {I, | Sop (¢) C V'} para cualquier

vecindad V' de e.. Es decir para cualquier vecindad V' de e y para cualquier funcion
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fe Kt G)ye>0existe p € KT (G) con Sop(¢p) C V tal que [I(f) — I(f)| < €. Del
lema 3.3.6 (a), (b) se sigue que I es izquierdo invariante y saca escalares. Y del lema

3.3.7 se sigue que [ satisface I(f + g) = I(f) + I(g) para cada f, g € KT(G).

De esta manera se ha encontrado un funcional lineal en X*(G). Se puede ex-

tender a todo K(G) de la manera siguiente:

I(f)=1(f7")=1(f7)

para cada f € K(G). Entonces I es un funcional lineal positivo en K(G). De hecho
La ecuacién (3.2) afirma que I(f) > 0 para todo f € X*(G). Y finalmente, por el
Teorema de Representacion de Riesz 3.2.9 existe una medida regular de Borel yen G

tal que I(f) = [ fdp. Si U es un abierto de G y = € G, entonces

p(zU) =sup{I(f) | f € K(G) y 0 < f < xav}
=sup {I(f) | f€X(X)y0<L,f < xu}
=sup {I(L,—1f) | f€X(X)y0< f<xu}
=sup{I(f) [ f € X(X) y 0 < f < xv}=p(U).

Por lo tanto, p es invariante por la izquierda, y por tanto i es una medida de izquierda

de Haar. ]

Como se ha probado, entonces existe al menos una medida regular de Borel p
en el grupo topoldgico G. Y como se ve en la prueba, si f € K(G) entonces la integral
de Haar de f esta dada por

[ in=10),
donde I es el funcional hallado en la prueba del Teorema. De hecho de la invarianza

de la medida g se sigue que si g € G entonces

[ asdn= [ fau=107),

es decir la integral de Haar es izquierdo invariante.

De la demostracion del Teorema precedente, se ve que la medida p tiene una
dependencia del funcional fy que se escogié previamente. Entonces en sentido estricto
la medida no es tnica. Sin embargo existe una relacion entre dos medidas de Haar. El

siguiente teorema es debido a J. von Neumann (1934).
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TEOREMA 3.3.9 (UNICIDAD DE LA MEDIDA HAAR)
Sty v son medidas de Haar en G, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

Ww=cv.

DEMOSTRACION.

Caso I. Supongamos que g es tanto invariante por la izquierda como por la derecha.
Sea h € XT(G) tal que h(z) = h(z™') por ejemplo h(z) = g(z) + g(x™1). Si f € K(Q),

entonces

[nav [ gan= [ [ n) s / [ ) fay)duta)avty)
~ [ [ snavwin = [ [ s
— [ [ @) = [ [ 1o swdn@i)
~ [ [ r@swintyivts) = [ ndp [ tav

/ hdu
/ hdv

Caso II. Supongamos el caso general. Demostremos que existe una constante ¢ > 0

Si tomamos

CcC =

el resultado se tiene.

tal que p = cv, pero por el lema 3.2.8 y dado que ambas medidas son regulares,
es equivalente a demostrar que f fdu = ¢ f fdv, o lo que es lo mismo demostrar

que la funcién r(f) = ([ fdu)/([ fdv) es constante. Solo sera necesario hacerlo para
f e XHG).

Sean f, g € X*(G), veamos que 7(f)r(g). Sea V una vecindad compacta de e

y sean

A = [Sop (f)]Vo U Vo[Sop(f)],
= [Sop(9)]Vo U Vo[Sop (g)].



118 Medida e Integral de Haar

Como Sop(f) es compacto, entonces A es el producto de dos compactos y por ello es

compacto. Lo mismo es cierto para B. Sea y € V{, entonces las funciones

son continuas, mas atin Sop(h;) C Ay Sop(hs) C B.

Por la proposicién 3.3.2, hy, hy son uniformemente continuas, entonces dado

€ > 0 existe una vecindad simétrica compacta V' C V| de e tal que

sup |f(zy) — flyz)| <e

suplg(xzy) — g(yz)| <& paray €V

Sea h € X*(G) con Sop(h) CV y h(x) = h(z™'). Entonces

/hdy/fdu // )dv(y)

// flyz)dp(z)dv(y),
y como h(z) = h(z"'),

/hdu/fdu—// z)dv(y)
= [ [ 1o aswautive) = [ [ 1 i@
/ / Fay)du(y / / Fay)dp(z)dv(y).

‘ [ wav [ g~ [ na [ sav| - ‘ [ [ 1)) = s duteyiviy

< au(A)/hdu.

< e,u(B)/hdu.

Por un razonamiento semejante,

‘/hdu/gdu—/hd,u/gdy
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Dividiendo estas desigualdades por ([ hdv)([ fdv) y por ([ hdv)([ gdv), respectiva-

mente, y sumandolas tenemos

Jrie [ o SN IO RTE:)
/ fdv / gdv / fdv / gdv

Y dado que € es arbitrario se sigue que

/fdu B /gdu
/fdl/ /gdl/

es decir, r(f) = r(g) como se queria. [

I

3.4. Ejemplos de Medidas de Haar

En la seccion de grupos topoldgicos se mostraron algunos ejemplos de grupos
topoldgicos, algunos de ellos localmente compactos y Hausdorff. Entonces cada uno de
ellos pose una medida izquierda de Haar. A continuacion presentamos algunos ejemplos

de medidas izquierdas de Haar basados en dichos grupos topoldgicos.

EJEMPLO 3.4.1 (INTEGRACION EN UN GRUPO FINITO)

Sea G un grupo finito, entonces por ser un conjunto finito cualquier topologia
Hausdorff con la cual sea provisto deberd ser la topologia discreta, asi G es un grupo
topoldgico compacto y Hausdorff. Entonces G posé una medida izquierda de Haar, a
saber, la medida p en G definida como sigue: Sea A C G, entonces A es abierto en
esta topologia y por tanto es medible,

14

n(A) = @l
es tanto una medida izquierda como derecha de Haar tal que u(G) = 1. Para cualquier
otra medida de Haar v en G existe un numero positivo ¢ tal que v = cu. En este caso
cualquier funcion f: G — R es v-medible y su integral de Haar respecto de v resulta

/Gfdvz & 2 @)

zeG
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EJEMPLO 3.4.2 (INTEGRACION EN UN ESPACIO VECTORIAL DE DIMENSION FINITA)
Segun vimos en el Ejemplo 1.4.2 el espacio R™ es un grupo topologico Hausdorff
y localmente compacto, entonces la medida de Lebesqgue m es una medida i1zquierda de

Haar. La mas general integral de Haar en R™ esta dada por

105) =c [ fam.

Con ¢ una constante positiva. Como R"™ es un grupo conmutativo no hay distincion
entre la traslacion izquierda y derecha de conjuntos, asi esta medida es tanto medida
1zquierda como derecha de Haar. En este caso la medida de Lebesque esta caracterizada
por ser la inica medida de Haar en R™ tal que el paralelepipedo (x4, ..., x,), 0 < x; <1
(parai=1,...,n) tiene medida 1. En el caso mas general, sea V un espacio vectorial
de dimension finita n, entonces a fin de establecer la integral de Haar tomamos una
base e1, ... e, de V y sea I : V — R, el isomorfismo definido por I(z) = (x1,...,2y,)
donde v = x;e;. Entonces cada funcién f en'V determina una funcién fI-' en R™.
Consideremos a las funciones reales f en V tal que fI=' es Lebesque integrable en R",

y entonces definimos una integral I de Haar de f como

I(f) = /ffldm, (3.3)

donde la integral del miembro derecho es la integral de Lebesque en R™. Si en vez de
la base elegida tomamos cualquier otra, entonces el Teorema 3.53.9 garantiza que dicha
integral serd la misma que la integral dada por la ecuacion (3.3) salvo una constante
multiplicativa la cual serd igual al determinante de la matriz de cambio de base. Como
se puede observar, en el caso de un espacio vectorial arbitrario no existe una base
privilegiada que permita determinar una medida e integral de Haar especial como en el
caso de R™. Si el espacio vectorial es dotado con un producto interno, entonces podemos
escoger una base ortonormal para determinar una mediada de Haar distinguida, la cual
asocia el valor 1 al paralelepipedo formado por los elementos de dicha base. En este

caso la integral de Haar es independiente de la eleccion de la base ortonormal.

EJEMPLO 3.4.3 (INTEGRACION EN C*)
Se sabe del Ejemplo 1.4.3, el grupo C* de los niimeros complejos diferentes de cero,

es un grupo topoldgico localmente compacto y Hausdorff, entonces tiene una medida



3.4. Ejemplos de Medidas de Haar 121

izquierda de Haar. Sea I : X(C*) — R dada por:

I(f) = 1) ddy,
ok |z|?
Para cada f € K(C*) y z = x + iy € C*. Como f tiene soporte compacto entonces
la funcion z — f(2)/|z]* es continua y tiene, también, soporte compacto y por ende es
Lebesgue integrable, luego I esta bien definida. Ademds si f, g € K(C*) ya € R, es
claro que

I(f—i—ag)z/ —(f+ag)<z)dxdy: ﬁdmdy—i—a/(C Mdmdyz[(f)—i—a[(g),

cx |27 cx |2 * |22
por lo que I es lineal.

Mejor atin, I es un invariante por la izquierda. En efecto, sea a € C* fijo,

yg: C* — C* tal que g(z) = a™!

z. Es claro que g es biyectiva y continua y si se
considera como una funcién de R?* en R? se puede ver que su Jacobiano es J = |a| 2,

entonces usando el Teorema de Cambio de Variable

[ L), [ [
](Laf) _[c* Wd]?dy = . dedy

[ _fog® . [ _f&)

= gt = [ il

_ f(2) -2 _
—/GWW drdy = I(f).

Entonces I genera una medida de Haar invariante por la izquierda en C*, dada por el

Teorema de Representacion de Riesz. De Hecho si E C C* es de Borel, entonces

u(E) = /E drdy

2+ 92

Por ejemplo si 0 es un punto de acumulacion de E entonces u(E) = oo. En otro caso y
si ademds E es acotado entonces existe un conjunto compacto K tal que E C K C C*
y como p es de Haar, entonces p(E) < 0o. Aun para conjuntos simples como una bola

centrada en la identidad el cdalculo de su medida es complicado.
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EJEMPLO 3.4.4 (INTEGRACION EN EL n—TORO)

Sequn el ejemplo 1.4.3 el n—toro es un grupo topoldgico localmente compacto y
Hausdorff, entonces debe tener una medida y una integral de Haar. Tomemos primero
el cason =1, asi T' =S, el grupo multiplicativo de los nimeros complejos unitarios.
La funcidn, r(x) = €™ transforma periédicamente los niimeros reales en el grupo St,
entonces cada funcion f definida en S* determina una funcién fr en R que es periddica

con periodo 1. De manera andloga consideramos la funcion

r(21,...,1r,) = (¥ 2T
la cual asocia a cada funcion definida en T™ con una funcion fr definida en R™ que
es periodica de periodo 1 en cada variable. De esta manera solo consideramos a las
funciones f reales definidas en el n—toro tal que fr es Lebesque integrable en el para-
lelepipedo P definido por 0 < x; < 1 (i = 1,...,n), y en este caso definimos una

integral de Haar de f en T™ como:

1(f) = /P frdm,

donde la integral del lado derecho es la integral de Lebesque en P. Como T"™ es un
grupo abeliano entonces la medida izquierda y la medida derecha de Haar son iguales,
digamos . Por ultimo calculemos la medida de Haar del grupo total T" para la integral

anterior.
() = sup{ [ =117 € %00 50 < 1 < ve-
=1 (xn) = / XTnrdm = /Xpdm =1.

Asi esta medida de Haar es justamente la que toma el valor 1 en el total.

EJEMPLO 3.4.5 (INTEGRACION EN Gl(n,R))
Consideremos el grupo multiplicativo Gl(n,R) de las matrices reales n X n, segin

el ejemplo 1.4.4, Gl(n,R) es un grupo topolégico localmente compacto y Hausdorff. La
funcion T : G — R™ dada por

T((az])) == (alla ceey Qlp,y Q215 -+ -y A2n, - - - Apd, ann)
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define, para cada funcién f en Gl(n,R) una funcién foT™! en R™, consideremos solo
a las funciones f reales con soporte compacto tal que f o T~ sea Lebesque integrable,

entonces definimos I : X (G) — R como

[(f)— fOT_l(IH,...,Inn)nd’u.

N G det (T_1<.’1711, Ce ,xnn))
Donde 1 es la medida de Lebesgue y por ende, si f, g € X (G) y a € R, entonces

[ (fHag)oT (w1, ..., )
I(f +ag) _/G et (T, o)) H

_ fOT—1($117...,Inn>ndM+a/ gOT_l(leh...,xnn)ndM
o det (T (11, ..., Tpn)) o det (T (11, ..., Tpun))

= 1(f)+al(g).

De lo cual se sigue que I es lineal. Veamos ahora que I es invariante por la i1zquierda.
Tomemos A € G), entonces como A es invertible entonces define un isomorfismo, y

ademds det A # 0. Por ello

(Laf) o T Hw11,- -+ Tun)
T{Laf) = /G det (A(TA) " (z11, .-, 20m))" dp

B f o A_lT_l(;EH, ce ,xnn) d
o o det (AAilel(QJH, e axnn))n :

_ fo(TA) Nz, Tyn) d
- Jo det (A(TA) " (z11, ..., Tnn))" a

- fo T—l(xll7 . ,xnn)(det A)n B
B /G (det A)™ det (T—H(a11, . . ., Tnn)) dp =1(f)

Esto significa que el funcional lineal genera una medida v de Haar.

Ahora presentamos un ejemplo donde la medidas izquierda y derecha de Haar

son distintas:
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EJEMPLO 3.4.6 (ASIMETRIA DE LAS MEDIDAS IZQUIERDA Y DERECHA DE HAAR)

Consideremos el grupo topoldgico dado en el ejemplo 1.4.5, de matrices A 2 x 2

A=),
01

donde x, y € R con x > 0. Como la topologia de este grupo topologico es inducida por

de la forma

una métrica, entonces es localmente compacto y Hausdorff. Existe una correspondencia

T

0

manera cada subconjunto E C G se corresponde con un conjunto E C R%. Mds ain,

de G con R? que asocia a cada matriz A = < Y > el vector A = (z, y), de esta
1

esta correspondencia es un homeomorfismo, asi la topologia de G es en cierto sentido

la misma que la de R%. Haremos abuso de notacion y usaremos E en vez de .

Sea E C G un boreliano, entonces la funcion

1
(% y) - PXE

es medible en R?. Entonces podemos definir una medida para los borelianos de G de la

u(B) = [[ 2 dody,

donde el miembro derecho representa la integral de Lebesque en R%. Entonces p define

siguiente forma

una medida de Borel que, por las propiedades de la integral de Lebesque, es reqular.
Veamos que p es una medida izquierda de Haar, para ello solo resta probar que i
es invariante por la izquierda. Debido a que la topologia de R? es generada por los

rectdngulos es suficiente probar que para E = [c, d] X [a, b] y g € G se cumple

n(gE) = p(E).

Primero calculemos

M(E):/ab/cd%dmy:(b—a) (—$+%).
()erc)
0 1 0 1

Por otro lado, st
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()= i’x)

es decir, v — ux =y, y — uy +v =1, entonces

entonces

(E>—/um L =u(b—a) —i+1 = u(E)
,U/g - wato . 7]2 u2 ’}/77_ Ud _:LL .

De donde se comprueba que i es una medida izquierda de Haar.

Definiremos, ahora, una medida derecha de Haar v. Con las mismas condi-

1
://—dxdy.
BT

ciones que antes, seq
Demostremos que

con lo cual, y por la Proposicion 3.3.5(a), v es una medida derecha de Haar. Si

ry
g =
01
1 ! —yz!
g9 = )
0 1
1

es decir, la transformacién inversa tiene la forma: x — v = 7%, y — n = —yx~!;

entonces,

entonces x =y~ 1, y —ny~L. Asi, el jacobiano es

— 0 1
det v = —3-
LR N
v v
De donde resulta que

1 1
// — drdy = // 72—3 dydn = // ~dydn = v(E™).
-1 E-1 7

Por dltimo veamos que las medidas p y v son distintas. Para ello tomemos

E = (1, 00) x (0, 1) y calculemos
/ / — dydx =

ml’_‘
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fo'e) 1 1 [e’s) 1
v(E) = —dydr = —dx = o0.
1 o < 1 X

De donde se obtiene que

p# V.

3.4.1. Integracion en Grupos de Lie

La construccion de la medida de Haar es independiente de cualquier estructura
diferencial, por el hecho de que en los grupos topoldgicos este concepto no existe en un
primer plano. Sin embargo, si anadimos una estructura diferencial llegamos al concepto
de Grupo de Lie. No es nuestra intencién dar una explicaciéon detallada de dicha
teoria, solo mencionaremos algunos de los hechos principales, para una lectura mas

profunda se puede consultar el libro de Kumaresan [15] o el de Sepanski [22].

Un grupo de Lie G es un grupo y una variedad diferenciable en el cual las fun-
ciones producto y tomar inversos son infinitamente diferenciables. En particular, todo
grupo de Lie es un grupo topoldgico y la condicién de ser una variedad diferenciable
implica que localmente G tiene la misma estructura topoldgica y diferencial que R”,
es decir es localmente compacto y Hausdorff. Entonces como tal posee una medida
Izquierda de Haar. Uno puede preguntarse por la relacion que existe entre la integral
de Haar y la estructura diferencial. Como un primer indicio podemos mencionar que
los ejemplos ( 3.4.2), ( 3.4.3), ( 3.4.4), ( 3.4.5), son todos ellos grupos de Lie. Tal vez

el ultimo de ellos sea el de mayor importancia, junto con sus subgrupos.

En la teoria de variedades diferenciables se desarrolla un tipo de integral en la

cual se hace uso de lo siguiente:

Si M es una variedad diferenciable de dimensién n, recordamos que una k—
forma w es un campo tensorial k veces covariante sobre M y completamente anti-
simétrico, es decir es una aplicaciéon que asocia a cada punto p € M una funcién
wp @ Tpy(M) x -+ x T,(M)(k veces) — R que es multilineal y antisimétrica, donde
T,(M) es el espacio tangente a la variedad M en el punto p. La notacién estandar que
se usa para el conjunto de las k—formas en M es A*(M). Se sabe que en A*(M) forma

un médulo sobre el anillo C*° (M) de todas las funciones reales suaves sobre la variedad
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M. El producto exterior de una k—forma w con una [—forma 7 es una (k + [)—forma
que se denota con w A 7, A resulta ser asociativo pero no siempre es simétrico. Dada
una carta (U, ¢) de M, ¢ se puede escribir como ¢ = (z1,...,x,), donde z; es la i—
ésima funcién coordenada. Las diferenciales dxz; de las funciones coordenadas resultan

ser 1-formas y ademas toda k—forma w se puede escribir, de manera local, como:
w= Zwil.._ikdx“ A Ada' (3.4)

en donde w;, 4, son funciones reales definidas sobre algin subconjunto abierto de la
variedad que forma una cartay 1 <i; < --- < i < n. Se dice que w es suave si cada
Wi, ...i lo es. Diremos que la variedad M es orientable si existe una n—forma w tal que w,
es no nula para todo p € M; si este es el caso diremos que w es una tipo de orientacion
de M. Dos cartas (U, ¢~ 1), (V, ™) con ¢ = (z1,...,2,) y ¥ = (y1,...,yn) se dicen
que estan consistentemente orientadas si U NV = & 6 se cumple que det(g—;:;) >0
en U NV, yun atlas formado tinicamente por cartas consistentemente orientadas se
llama un atlas orientado. El soporte de una n—forma diferencial es la cerradura del
conjunto {p € M|wp # 0}.

Sea (U,¢~') una carta de M y w una n—forma suave con soporte compacto

contenido en U, entonces, debido a la ecuacién (3.4) existe una funcién real f suave

tal que w se puede escribir como w = fdxy A ... Adx,. Se define la integral de w en M

/M W= /4) " Flo®))dzy . .. dzn, (3.5)

donde la integral del lado derecho es la integral de Riemann de la funcién suave f o ¢

CO1Mmo:

con soporte compacto. En general la integral 3.5 depende de la eleccién de la carta,
pero si M es orientable, se puede corroborar (ver pag. 215 de [15]) que si (V, ¥71) es
otra carta, consistentemente orientada con (U, ¢~1), tal que V contiene al soporte de

w, entonces

/¢ g = [ g,

$(V)
De esta manera para poder definir la integral de cualquier n—forma con soporte
compacto, no necesariamente soportada en el abierto de una carta, solo consideraremos
variedades orientables. Sea M una variedad orientable de dimensién n y w una n—forma

con soporte compacto, escogemos una particion de la unidad {f;} subordinada a un
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atas orientado, entonces se define la integral de w en M como:

/Mw :Z/U fiw. (3.6)

Debido a la compacidad del soporte de w la suma del lado derecho se calcula sobre un
numero finito de sumandos. Se puede probar que la integral asi definida es independi-
ente de la eleccién de la eleccién de la particion de la unidad que se tomo.

Sea w una n—forma con soporte compacto fija. Si f : M — R es una funcion

suave con soporte compacto, entonces se define la integral de f como:

/M = /M fo. (3.7)

En una variedad general no existe una manera natural de elegir una n—forma particular.
Sin embargo, en el caso de los Grupos de Lie si la hay.

Sea G un Grupo de Lie de dimensién n. Una n—forma w en G se llama inva-
riante por la izquierda si w(gp) = w(p), e invariante por la derecha si w(pg) =

w(p), para todo g, p € G.

LEMA 3.4.7

Sea G un grupo de Lie, entonces

(a) salvo una constante multiplicativa no nula, existe una unica n—forma invariante

por la izquierda en G. En particular Todo grupo de Lie es una variedad orientable,

(b) Si G es compacto, eziste una unica forma invariante por la izquierda wg tal que

/szl.
G

DEMOSTRACION.

(a) Sea {v;} una base ordenada de T.G, y sea X; el campo vectorial izquierdo inva-
riante definido por X;(e) = v;. Siw; es la una forma dual de X, entonces la forma
w:=wi A -+ Aw, es una n—forma no nula en G. Obsérvese que, en virtud de la
ecuacion (3.6), cualquier otra n—forma en G siempre se puede escribir como aw.
Asi, excepto por un miultiplo escalar solo hay una manera de elegir una n—forma

izquierdo invariante en G.



3.4. Ejemplos de Medidas de Haar 129

(b) Siw es la n—forma del inciso anterior, entonces sea
c:= / wa
G

we = (1/c)w,

y definimos

asi wg es la n—forma pedida. ]

La ecuacién (3.7), define una manera de integrar funciones con soporte com-
pacto en G y el Teorema de Representacién de Riesz (Teorema 3.2.9), garantiza la
existencia de una unica medida regular de Borel g en G tal que si f es una funcién real

suave con soporte compacto, entonces:

/G fue = /G fdg.

TEOREMA 3.4.8
Sea G un grupo de Lie compacto. Entonces la medida g es invariante por la izquier-

da, invariante por la derecha e invariante bajo inversion, es decir,

/G f(hg)dg = /G F(gh)dg = /G Flg™)dg = /G f(9)dg

para h € G y f una funcion integrable de Borel en G.

DEMOSTRACION.  Véase [22], pagina 20. u

La medida g encontrada arriba es justamente la medida izquierda de Haar, por
ello no debe de sorprender que en el caso de los grupos de Lie exista una tinica medida,
pues estos en particular son grupos topoldgicos. Lo interesante es que la construccion de
una integral, y por ello de una medida, en los grupos de Lie por dos caminos diferentes

lleve a un mismo resultado: La unicidad de la medida invariante.







Conclusiones

Poder extender la Teoria de la Medida e Integracién a espacios mas generales
que R™ ayuda a esclarecer los principios bésicos de la teoria, ademas de que permite

una mejor aplicacién de los resultados a una mayor variedad de problemas.

La estructura de los espacios de medida permite dotar a un conjunto arbitrario
de una funciéon medida, sin embargo, esta funcién rara vez es de utilidad si el conjunto
carece de una estructura propia. Histéricamente el calculo de areas y volimenes ha sido
un problema geométrico, asi lo mas natural es estudiar las propiedades de un medida
en conjuntos dotados previamente con una topologia y postulando que los conjuntos
abiertos son los primeros en poderse medir. Las o—algebras es el dominio mas natural
para una medida si deseamos la aditividad para una medida y si pensamos en las
propiedades aritméticas de los niimeros reales y posteriormente en el conocimiento que
tenemos de las sucesiones y series. Es aqui en donde surge el concepto de o—élgebra de
Borel. Pero Lebesgue introdujo un concepto de mayor alcance al extender los conjuntos
que se pueden medir a la ahora conocida o—algebra de los Lebesgue medibles, los cuales
resultan ser la unién de un Boreliano y un conjunto nulo; por ello Borel opiné? que
el aporte de Lebesgue a la Teoria de la Medida fue introducir los conjuntos nulos,
lo cual molesté6 mucho a Lebesgue. Sin embargo la teoria es mucho mas aplicable
a otras areas de la ciencia y economia y se pueden obtener resultados mas bellos e
interesantes si se consideran espacios con mas propiedades, como los espacios Hausdorff
y los espacios localmente compactos. Con estas hipotesis se puede enunciar el Teorema
de Representacion de Riesz, el cual permite ampliar las herramientas de trabajo y torna

el estudio de medidas al de funcionales lineales sobre el espacio de funciones reales, es

2Véase el articulo de Diomedes Bércenas, La integral de Lebesgue un poco més de cien anos

después; Boletin de la Asociacién Matemdtica Venezolana, Vol. XIII, No. 1 (2006), pdg., 77
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decir permite hacer uso de resultados algebraicos y de anélisis funcional.

Anadir la estructura extra de Grupo Topoldgico permite obtener méas resultados
y una mejor aplicabilidad. Los resultados de mayor importancia en la Teoria de la
Integracion en Grupos Topoldgicos son el descubrimiento de Haar de la existencia de
un medida regular invariante bajo traslacion y el resultado de Neumann que garantiza la
unicidad de dicha medida. El descubrimiento de la integral de Haar permite estudiar los
conjuntos medibles en los grupos topoldgicos. Estos tienen aplicaciones en el estudio la
Teoria de la Probabilidad, Teoria Ergddica, en el estudio de las simetrias en la Mecénica

Cuéntica bajo el estudio de los grupos de Lie, en la Teoria de integracion en variedades.

En la tesis se calculo las integrales de Haar para varios grupos topoldgicos,
en cada caso se hicieron explicitas las formulas que permiten integrar funciones, sin
embargo, en la mayoria de los casos realizar el calculo explicito de la medida de un
conjunto medible es un problema numérico dificil. La idea original del trabajo de tesis
no contemplaba la tltima aplicaciéon en la integracion en Grupos de Lie, sin embargo
encontramos que es una de las mas interesantes (en nuestra opinién) aplicaciones de

que tengamos conocimiento debido a la rica estructura que tienen estos objetos.
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