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Introduccion

Ante una evidente necesidad de controlar el riesgo debido a fluctuaciones en el pre-
cio de productos agroindustriales (commodities), a mediados del siglo XVIII comenzé a
desarrollarse el mercado de derivados, pero es, en los ultimos 30 anos que ha tenido una
aceptacion considerable. Los derivados como su nombre indica son productos que dependen
del comportamiento de otro producto llamado subyacente. La idea basica de un derivado
financiero es comprar un seguro que cubra los activos con riesgo en el mercado; es de-
cir, encontrar participantes en el mercado que acepten compartir los riesgos y beneficios
futuros. Entre los principales instrumentos derivados financieros se encuentran futuros, op-
ciones, opciones sobre futuros, warrants y swaps. Como subyacentes més utilizados para la
emision de éstos tenemos acciones de empresas, canastas de acciones, indices accionarios,

tasas de interés y divisas.

En el caso de las opciones; éstos son contratos que otorgan a su poseedor el derecho
mas no la obligaciéon de comprar o vender el activo subyacente a un precio determinado,
llamado precio de ejercicio, en una fecha futura determinada de antemano, llamada fecha
de vencimiento. Las opciones se caracterizan segin sean opciones de compra o de venta,
por su funcién de pago y por la forma en que pueden ejercerse. Asi, una opcién de compra

se llama call mientras que una opcién de venta se llama put.

Por otro lado, la funcién de pago de una opcion, cominmente denotada como h, representa
el valor de la opcién en la fecha de vencimiento; es decir, la ganancia que obtiene quien
adquiere la opcién. De esta manera, h es una funcién que depende del precio del activo
subyacente S, en la fecha de vencimiento 7' o bien de la trayectoria que sigue el precio del
activo subyacente. De acuerdo a su funciéon de pago, las opciones se clasifican en opciéon
vainilla y opcién exotica; la funcién de pago de la primera depende del valor del activo

subyacente en la fecha de vencimiento mientras que en la segunda, la funcién de pago

4



Introduccion

depende de la trayectoria que sigue el precio del activo subyacente.

Son opciones tipo vainilla, el call estandar con funcién de pago
h(St) = méx{Sr — K,0}

y el put estandar con funcién de pago
h(St) = méx{K — Sr,0}

donde K es el precio de ejercicio y St el precio del subyacente en la fecha de vencimiento

T. La grafica de la funcion de pago de un call y put estandar se muestran a continuacion:

h(Sr)

h(ST) = méX{ST - K, 0}

St

K
Grafica de la funcion de pago de un call estandar.

h(St)

A

h(Sr) = méx{K — Sr,0}

.Sy
K

Gréfica de la funcién de pago de un put estandar.

Entre las opciones exodticas encontramos principalmente: la opcién asidtica, lookback, digi-
tal y barrera. En el caso de la opcion asiatica, ésta asume dos variantes; opcion asiatica con
precio medio del subyacente y opcién asidtica con precio de ejercicio medio. Las primeras

son aquéllas cuyo valor final depende de la media aritmética o geométrica de los precios
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del subyacente y tiene como funciéon de pago para el call a
h(S) =méx{S — K,0}

y para el put a
h(S)=mix{K — 5,0}

donde, S es la media aritmética o geométrica de los precios del subyacente y K, el precio
de ejercicio es fijo. Por otro lado, las opciones asiaticas con precio de ejercicio medio;
son aquellas que como su nombre lo indica el precio de ejercicio se obtiene con la media
aritmética o geométrica de los precios del subyacente y tiene como funcién de pago para
el call a

h(S) =max{Sy — S,0}
y para el put a

h(S) =méx{S — Sr,0}
donde, St es el precio final del activo subyacente.

Una opcion de compra lookback permite a su propietario comprar el activo subyacente al
minimo precio alcanzado por el subyacente durante la vida de la opcion y tiene la siguiente
funcién de pago discreta

h( Smm ) = max{Sr — Smm, 0},

donde Sy, = min{Sy, Sy, ..., Sp}

De forma similar, una opcién de venta lookback otorga el derecho a su propietario de
vender el activo subyacente al maximo precio alcanzado durante la vida de la opcion y su

funcién de pago discreta es
h( Smé,x ) = méX{Sméx - ST7 0}7

con Smax = max{Sy, S, ..., Sp}.

Una opcién de compra digital es aquella que no paga nada si en la fecha de vencimiento
T, el precio del subyacente termina por debajo del precio de ejercicio, la funcién de pago

de esta opcion se define como

h(ST):l{ST>K}
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donde
1{ST>K}:{ 1 SisSy>K
0 SiSr<K
En el caso de una opcién de venta digital, sucede que el dueno de la opcién recibe una
suma de dinero si el precio del subyacente en la fecha de vencimiento de la opcién se
encuentra por debajo del precio de ejercicio, en caso contrario no sucede ningin pago; la

funcién de pago para un put digital es
h( ST) = 1{ST < K}

con
1 SiSr < K
0 SiSr>K

Por ultimo, las opciones barrera, son opciones en las que los beneficios dependen de si el

1{ST<K}:{

precio del activo subyacente alcanza cierto nivel durante un periodo de tiempo. Existen
bésicamente 2 tipos de opciones barrera; opcién con barrera de salida y opcién con barrera
de entrada, la primera deja de existir cuando el precio del subyacente alcanza determinado
nivel, mientras que una opcion barrera de entrada existe a partir del momento en que
el subyacente alcanza cierto nivel. Asi, un ejemplo de una opcién de compra barrera de

salida, con barrera C'y precio de ejercicio K, tiene funcién de pago

max{Sr — K,0} SiS; < C paratodo t <T
h Sy =

0 Caso contrario

Esto quiere decir, que el dueno de la opcion obtiene despues de la fecha de vencimiento el
pago de un call estandar con precio de ejercicio K, si el precio del subyacente no rebasa
nunca, durante la vida de la opcion, la barrera C'. De manera similar se define la funcién
de pago de la opcion barrera de entrada. Las opciones barrera pueden considerar tanto

cotas superiores como inferiores.

Entre las opciones que se distinguen por la forma en que se ejercen estan las europeas
que pueden ejercerse unicamente en la fecha de vencimiento, las americanas que pueden
ejercerse en cualquier tiempo mientras la opcién esté vigente y la opcion bermuda que

tiene un nimero finito de tiempos de ejercicio.

El poseedor de una opcién tiene el derecho a elegir si ejerce o no la opcion, ésto le garan-

tiza que el valor de su opcién en la fecha de ejercicio no sera negativo. Asi, para tener
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este derecho en el futuro se requiere de un pago en el presente, pago al que llamaremos
prima. Sin embargo, debido a la incertidumbre sobre la cantidad de dinero a recibir en
el futuro, no es tan facil determinar la cantidad de esta prima inicial o valor inicial de
la opcién Vj. Debido a que las opciones se comercializan en el mercado secundario tam-
bién es importante conocer su valor V; para t € [0,T]. La idea generalmente aceptada
para determinar el precio de una opcién, es el principio de la réplica que establece que
dos bienes que devuelven exactamente los mismos flujos de pago, deben tener los mismos
precios en todo momento en el tiempo. Esta idea se lleva a la préactica para las opciones
al construir un portafolio de inversién formado por una cierta cantidad de unidades del
activo subyacente, conocida como A (delta) de una opcién y otra cantidad en un titulo sin
riesgo, de manera tal que, el valor del portafolio al vencimiento sea exactamente el valor

de la opcién al vencimiento.

A la estrategia de inversion que reproduce el valor de la opcién al vencimiento se le
llama cobertura y su existencia no sélo es una justificacion del precio de la opcién sino que
también es de suma importancia en la practica. Esto es, porque el vendedor de la opcion
no debe esperar pacificamente hasta el momento del vencimiento; por el contrario, debe
cubrirse del riesgo debido a la fluctuacion del precio del subyacente; de no hacerlo, estaria
expuesto a grandes pérdidas. Por lo tanto, la cantidad de dinero que el vendedor de la
opcion invierte para su cobertura sera un precio equitativo para la opcion. Otro aspecto
importante del principio de réplica es que de esta forma se evita que una persona obten-
ga beneficios ilimitados sin correr riesgo alguno, comunmente conocido como arbitraje, a

través de la venta o compra de opciones.

Actualmente, bajo ciertas hipdtesis se cuenta con modelos matematicos que permiten
calcular el valor exacto de algunas opciones. Un modelo conocido es el de Black-Scholes
que permite el calculo del valor exacto de opciones europeas y de algunas exdticas. Asi mis-
mo brinda una forma de establecer una estrategia de cobertura. Sin embargo, para otro
tipo de opciones exéticas como la asiatica, la opcion barrera y la opcién lookback no es
posible o es muy dificil calcular su valor exacto. Atin mas dificil es establecer la estrategia
de cobertura para este tipo de opciones.

Una forma de abordar el problema anterior es a partir del método de Monte-Carlo. El

método de Monte-Carlo se basa en el hecho de que un buen estimador, (esto por la Ley
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de los Grandes Numeros) de la esperanza de una variable aleatoria con distribucién F' se
obtiene a partir de calcular la media de una muestra finita de variables aleatorias, indepen-
dientes y con distribucién F. Como ya sabemos, el valor esperado de una variable aleatoria
continua estd definido por una integral; la idea del método de Monte-Carlo es utilizar la
media muestral para estimar integrales. Mas adelante veremos que el valor de una opciéon
se reduce a calcular la esperanza de la funcién de pago descontada de la opcién, por lo que
se utiliza el método de Monte-Carlo para estimar esta esperanza. Por otro lado, existe un
conjunto al que llamaremos g¢griegas de una opcion, las cuales son derivadas del valor de
la opcién con respecto a parametros tales como el precio del subyacente S, la volatilidad
del subyacente o, la tasa de interés r y el tiempo t. En particular, la delta de una opcién

es una de las griegas mas importantes por su utilidad en la cobertura de opciones.

El problema principal es justamente, cémo estimar con suficiente precisién y en el menor
tiempo posible las griegas de una opcion, cuando no es posible determinarlas de manera

exacta.

Algunos de los métodos para estimar las griegas de una opcién son: el método de diferen-

cias finitas y el método pathwise derivative o analisis de perturbacion infinitesimal.

El objetivo de este trabajo es:
= Comprender el modelo continuo de valuacién y cobertura de opciones europeas.

» Analizar las caracteristicas de los estimadores de algunas griegas de una opcién
europea que genera el método de diferencias finitas y el método de perturbacion

infinitesimal.

= Aplicar el método de Monte-Carlo al calculo de la cobertura y de algunas griegas de

de una opcion asiatica y de otras opciones exdticas.

En el Capitulo 1 se aborda el problema de la valuacién y cobertura de una opcion en el
caso continuo, también se analiza el modelo de Black-Scholes y se obtienen las formulas

para calcular el valor exacto de una opcién europea.

En el Capitulo 2 se introduce el método de diferencias finitas, asi como el método de per-
turbacién infinitesimal y se presentan resultados numéricos de los estimadores de la delta

de una opcion europea que se obtuvieron al aplicar cada uno de los métodos anteriores.
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En el Capitulo 3 se presenta la aplicacién del método de Monte-Carlo para el calculo de
la cobertura y de algunas griegas de algunas opciones exdticas. Por tltimo, en las conclu-
siones se muestra que el método de Monte-Carlo combinado con el método de perturbacion
infinitesimal nos permite generar para varias opciones exoticas buenos estimadores de sus

griegas.



Capitulo 1
Valuacién y cobertura de una opcién

En este capitulo se aborda el problema de la valuacién y cobertura de una opciéon en
el caso continuo. Primero, se define un marco tedrico sobre las caracteristicas del mercado
en el cual se emite la opcion. Luego, se analiza el modelo Black-Scholes. Por tltimo, se
calcula de manera tedrica el valor de una opcién europea, su cobertura, y las griegas de la

misma.

1.1. Marco teodrico.

Los supuestos bajo los cuales se realiza la valuacién son:

» Tenemos un espacio de probabilidad (2, F, P).

= Es una opcién con fecha de vencimiento 7.

= El mercado consiste de dos activos: uno con riesgo y otro sin riesgo.
= No hay costos de transaccion al negociar el subyacente o la opcién.
= Se puede hacer venta al descubierto.

= Se puede comprar o vender fracciones de los activos.

= Los activos se negocian en tiempo continuo.

» El tipo de interés libre de riesgo r es conocido y constante.

11



1. Valuacion y cobertura de una opcion 12

= Los inversionistas pueden prestar o pedir prestado al mismo tipo de interés libre de

riesgo.

= Se define al proceso estocastico { B };>¢ como un movimiento browniano estandar si

satisface las siguientes condiciones:

1. BO :O

2. Para cualquier conjunto de puntos 0 < t; < t5 < ... < t,, los incrementos
B, — By,, By, — By,,..., By, — By, _,

son estocasticamente independientes.

3. Para cualquier par de tiempos ty s con 0 < s < t, B, — B, se distribuye como

una normal con media 0 y varianza t — s.

= El precio del activo con riesgo o subyacente, al tiempo ¢t que denotaremos como S,

satisface la ecuacidon diferencial estocdstica:

donde p y o son constantes y { B;}+>0 es un movimiento browniano estdndar. O bien

¢ ¢
Sy =Sy +/ wSsds —I—/ S,odB, (1.2)
0 0

donde la primer integral es una integral de Riemann y la segunda, es una integral
estocastica (ver [7], pag. 136). La ecuacion diferencial estocastica (1.1) tiene como
solucién exacta:

S, =S e R ) (1.3)

donde Sy es el precio inicial del activo con riesgo, i es una constante que representa
la tendencia a crecer y o se denomina la volatilidad del precio del activo (ver[7],
pég. 139). El proceso (1.3) es llamado movimiento geométrico browniano y tiene una

distribucién log-normal (ver [9], pag. 39).

» Existe un activo libre de riesgo, con S? su precio en el tiempo ¢, el cual satisface la

siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

ds? = rSOdt (1.4)
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cuya solucién es:

SO = Soert (1.5)

donde S§ = 1 es su valor inicial y 7 > 0 es una constante.

» F; es la o-dlgebra generada por {Bs}o<s<: con {B;}:;>¢ un movimiento browniano
estandar. La o-dlgebra JF; contiene la informacién relevante disponible de los precios

de los activos hasta el tiempo t.

» La familia creciente de o-dlgebras {F;}+>0 es una filtracién en el espacio de proba-

bilidad (2, F, P).

1.2. Modelo de Black-Scholes

Para comprender el modelo de Black-Scholes consideraremos las siguientes definiciones:

Una estrategia de inversion es un proceso estocastico
P = {Piocrer = {(¥7,9;),0<t < T} (1.6)

tal que @ = (@Y, ®}) sélo depende de los precios de los activos hasta el tiempo ¢, para
cada t € [0,7.

La componente ®? representa las unidades invertidas en el activo financiero sin riesgo al
tiempo ¢, mientras que la componente ®; representa la cantidad de unidades del activo
con riesgo de que disponemos al tiempo t.

A la pareja (®?, ®}) se le denomina portafolio al tiempo ¢. En esta situacién el valor del

portafolio en cada instante t es:
Vi(®) = )5y + @, 5, (1.7)

Diremos que la estrategia ® es autofinanciada si su valor es un proceso de Ito con dife-
rencial

dVi(®) = ®YdSY + ®;dS, (1.8)

esto significa, que el incremento del valor del portafolio sélo depende de los incrementos

de los precios de los activos.
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A partir de aqui se definen el precio actualizado de los activos y del valor del portafolio.

El precio actualizado del activo sin riesgo, que denotamos como S} es:

59 = e"SY. (1.9)
Para el activo con riesgo tenemos
S’t = e "5,
_ Sy e Gty (1.10)
El valor actualizado del portafolio es
Vi(®) = e "V (®) = Y + DL S, (1.11)
donde
AV,(®) = —re "V(®)dt + e " dVi(D). (1.12)

Suponiendo que la estrategia es autofinanciable

AV, (®) = —re ™(PVSY + BLS,)dt 4 e " (D2dS? + dLdS))
= ®;(—re 'Syt + e dS;)
= ®ldS,, (1.13)

el cambio en el valor actualizado del portafolio sélo depende del cambio en el precio ac-

tualizado del activo con riesgo.

Definicién 1.2.1. Un proceso estocdstico {M; }1>o diremos que es una martingala respecto

de una familia creciente de o—dlgebras {Fi}i>0, si cumple las propiedades siguientes:

1. M; es medible respecto de F;, para todo t > 0.
2. E[|M|] < oo para todo t > 0.
3. EM|Fs] = Mg, sis <t

Definicién 1.2.2. En un espacio de probabilidad (Q, F, P), una medida de probabilidad
Q en el espacio (Q, F) es absolutamente continua con respecto a P si

P(A) =0= Q(A) =0, para todo A € F.

Las probabilidades P y (Q son equivalentes si cada una es absolutamente continua con

respecto a la otra.
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Teorema de Girsanov 1.2.1. En un espacio de probabilidad (2, F, P), con {Bi}i>0 un
movimiento browniano estindar y F; la o-dlgebra generada por {Bs}to<s<t se cumple lo

stquiente:

1. Fxiste una medida de probabilidad P*, que es equivalente a P, bajo la cual el proceso
estocdstico {Wi}i>o con Wy = By + Aty X una constante, es un movimiento browniano
estandar.

—AW;— 3%t

2. El proceso estocdstico {M;}+>o con M; = e es una martingala con respecto a

la medida de probabilidad P*.

Definicién 1.2.3. Se llama oportunidad de arbitraje a una estrategia de inversion ®
autofinanciada que representa la posibilidad de obtener recursos al final de un periodo de

tiempo sin entregar nada a cambio. La estrategia ® verifica:

1. Vo(®) = 0.
2. P(Vp(®) >0) =1.
3. P(Vp(®) >0) > 0.

Cuando no es posible definir una estrategia de inversion con tales caracteristicas, se dice

que hay ausencia de oportunidad de arbitraje.

Para el modelo Black-Scholes, consideramos el espacio de probabilidad (2, F,P) y a
{B;}+>0 un movimiento browniano estdndar bajo la medida de probabilidad P. Asi mismo,

S€a
W, =B, +5—" 1. (1.14)
g

Por el teorema de Girsanov, existe una probabilidad P* que es equivalente a P, bajo la

cual, el proceso {W;}+>0 es un movimiento browniano estédndar.

Por otro lado, considerando el precio actualizado del activo con riesgo sabemos que:

dS; = St((,u —r)dt + O'dBt>

y de (1.14) tenemos
O'th = (/UL — T)dt + O'dBt.

Por lo tanto, los precios actualizados satisfacen la siguiente ecuacién:

dS; = SodW, (1.15)
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cuya solucién es:

t
St = §0+/U§tth
0
— §yeWiTt, (1.16)

Por el teorema de Girsanov el proceso (1.16) es una martingala, asi en el modelo Black-
Scholes los precios actualizados son martingala bajo la medida de probabilidad P*. Por otra
parte, en un mercado hay ausencia de oportunidad de arbitraje si existe una probabilidad
P* equivalente a P, bajo la cual los precios actualizados son martingala, (ver [1]). Esto

nos lleva a decir que en el modelo Black-Scholes hay ausencia de oportunidad de arbitraje.

1.3. Valuacion

Para determinar el valor de una opcién mediante el modelo Black-Scholes es preciso

tomar en consideracion algunas caracteristicas de la funcién de pago de la opcion.

La funcion de pago de una opciéon que denotamos como h, es una variable aleatoria que

como ya se sabe, representa el valor de la opcién en la fecha de vencimiento.

Definicién 1.3.1. Una estrategia ® = {(®9,®}),0 < t < T} es admisible bajo la fil-
tracion {Fi >0 si es autofinanciable y el valor del portafolio actualizado correspondiente

es positivo; es decir, si V; = ¢? + ¢L.S; es positivo.

Una variable aleatoria h es simulable o replicable si existe una estrategia de inversion ®,
que es admisible bajo la filtracion y el valor del portafolio V; en la fecha de vencimiento

es igual al valor de la opcidn; es decir, si Vp(®) = h.

Teorema 1.3.1. En el modelo Black-Scholes, para toda opcion con funcion de pago h;

una variable aleatoria simulable, el valor del portafolio que replica el valor de la opcion es
Vi = E*[e " TYn|F], te[0,T] (1.17)

donde, E*| X |F] denota la esperanza condicional de la variable aleatoria X, dado Fy, bajo

la medida de probabilidad P*, (Demostracién en [4], pag. 68 o [7], pag. 182).
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De acuerdo al teorema (1.3.1), para conocer el valor de la opcién y del portafolio al
tiempo t es necesario calcular la esperanza condicional de la funciéon de pago de la opcion
descontada a la tasa r, dada la informacion de los precios hasta el tiempo ¢, bajo la medida

de probabilidad P*.

Si deseamos conocer el valor exacto de una opcion de compra o de una opcion de venta es
necesario desarrollar la expresién (1.17) como sigue:
Consideremos una opcién con fecha de ejercicio T' y sea t < T. De la relacién (1.16)

sabemos que

~ 2
ST _ SO eaWTf%T
~ 2 2
SO e O'Wt—%t e O'(WT—Wt)—%(T—t)

_ Se o (Wp—Wy)— 2 (T—t) (1.18)

Multiplicando ambos lados de la igualdad (1.18) por e’ y utilizando el hecho que
S, = S,e" tenemos

Sp= STV e ”(WT_Wf)_é(T_t). (1.19)
Sea F\(t,S;) el valor de una opcién cuando el precio del activo subyacente es S; en el
tiempo t, para 0 < ¢t < T. En particular, un call estandar europeo con funcién de pago
h(St) = max{Sy — K, 0}, la cual denotaremos como h(Sy) = (St — K),, tiene el siguiente

valor

F(t,8) = E*[e T h(Sr)|F]
= E' e T0(S, — K),|F) (1.20)

Utilizando la expresién (1.19) en (1.20), tenemos

N

o

F(t,S;) = E*[e" @0 (S,erT=0) ¢ cWr=Wo=5(T=0) _ () | F]. (1.21)

Como (Wr — W) bajo la medida de probabilidad P*, es indepeniente de F; (ver [7], pag.
183 o [4], pag. 69), la expresion (1.21) se reduce a calcular

o2
F(t,S)) = E*[e"T(S,erT=1 ¢ oWr=Wo=5(T=0) _[¢) ], (1.22)

Por el teorema de Girsanov, sabemos que {W,;};>¢ es un movimiento browniano estdndar,

bajo la nueva medida de probabilidad P*; ademas por las propiedades de movimiento
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browniano estdndar (ver pag. 12), Wy — W; es una variable aleatoria que se distribuye
como una normal con media cero y varianza 1" — t; por lo tanto, podemos calcular a
F(t,S¢) como sigue

z2

\/_

(t St) — r(T— t)/ (St e rf—)(T t)+ozvVIT—t K) (123)
donde Z es una variable aleatoria que se distribuye como una normal estdndar (que de-
notaremos como Z ~ N(0,1)) y la expresién (X), significa tomar el méximo entre X y

cero. Por 1ltimo, simplificamos la expresién (1.23), como sigue

_.2
- (T—t)+ozy/T—1 —r(T— €2
F(t,5) = /_oo<5tw oI eI, = dz
9] 6_2
_ (S T t)+ozvT—t Ke—r(T—t)) dz
/_d2 te \/27’(’

22 00
_ S, o5 (T t)+azW) €2 i _ Ker@-n& 2 4
/dg( L€ vV 27'(' —da V 27T

= S,N(dy) — K e " T N(d,) (1.24)

con

dy = —XK , dy=dy —oVT —t, (1.25)

d 2
d):\/%/_ e 2 (1.26)

De forma similar, un put estandar europeo con funcién de pago h(Sr) = max{K — Sy, 0},

que denotaremos como h(Sy) = (K — Sr),, tiene el siguiente precio

—z

0o 2 e
F t, S — e—r(T—t)/ K-S e(T—7)(T—t)+02\/ﬁ dz
(¢, Sh) 700( t ) N
—d o —d 2
—00 27T —00 2T

= Ke T N(—dy) — S N(—dy). (1.27)

2
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Observaciones :

> La forma que se empleo para valuar las opciones es conocido como el principio de valua-
citon neutral al riesgo, donde P* es la probabilidad de riesgo neutro. Este principio establece
que podemos suponer que el mundo es neutral al riesgo cuando valuamos opciones; es
decir, que las preferencias sobre el riesgo de los inversionistas no influye sobre el precio de

la opciodn.

> De acuerdo a la ecuacién (1.17), el precio de la opcién es su beneficio bruto esperado

en el mundo neutral al riego descontado al tipo de interés libre de riesgo (7).

> La volatilidad (o) del activo subyacente es una medida de la incertidumbre sobre los
rendimientos del activo subyacente y se puede estimar calculando la desviacién estandar

de datos histéricos del rendimiento del activo subyacente.

1.4. Construccion del portafolio de cobertura

Se desea determinar un portafolio combinado de ®} unidades del activo subyacente y
una cantidad ®? de dinero que replique, en todo momento, el valor de una opcién europea.

De esta manera, deseamos determinar ®; y ®? tales que
Vi(®) = ®)SY) + @S, = F(t,S;);  te€][0,T] (1.28)
también se supone que en la fecha de vencimiento
®%.5% + ®L.Sp = max{Sr — K,0} (1.29)

sin importar la trayectoria que tome al activo subyacente.

Lema de Ito 1.4.1. Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica
dSt = a(t, St)dt + b(t, St)dBt (130)

donde a(t,S;) y b(t,S;) son funciones conocidas y {Bi}i>0 un movimiento browniano

estandar.

También consideremos una funcion y = f(t,S;), con sequndas derivadas parciales conti-

nuas, la diferencial de y = f(t,5;) se calcula de la siguiente manera:
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Se considera la expansion en serie de Taylor de y = f(t,5;) hasta términos de sequndo

orden:
~of of L(o*f > >’f Pf o
dy = a—StdSt + Edt + 3 (@_Sf(dst) + 235}(% (dSy)(dt) + W(dt) > (1.31)

Sustituyendo (1.30) en (1.31) tenemos

_of of

2
+ % (%[aQ(t, S)(dt)? + 2a(t, Sp)b(t, Sy)(dt)(dBy) + b*(t, S;)(dBy)?]
o*f 2 Pf o
+ QM[a(t, Sy)(dt)” + b(t, S)(dBy)(dt)] + W(dt) )

Las reglas bdsicas de diferenciacién estocdstica establecen que (dt)* = 0, (dt)(dB;) = 0 y
(dBy)? = dt, (ver [9], pdg. 68) por lo tanto

_(of of LPf s of
dy = (E + 8_575 a(t,Sy) + 58_5,52 b°(t,St) | dt + 8_575 b(t, S¢) dB; (1.32)

El resultado (1.32) es conocido como el lema de Ito en su forma diferencial.

Suponiendo que el valor de la opcién F(t, S;), tiene segundas derivadas parciales continuas,
y recordando que dS; = S; (r dt + o dW;), podemos aplicar el lema de Ito para calcular la
diferencial de F'(t, S;),

2
dF(t,x) = (a—F—i-a—FrSt—l—l oF

oF
2 2
- — — dW,. 1.

0S5,

Por otro lado, como V;(®) es autofinanciable, satisface

dVy(®) = ®%dSY + d.dS,
= ®VrSPdt + &} Syrdt + O} SiocdW,;
= r(®dS) + ©,dS)dt + O, SiodW,
= rFdt+ ®;S,0dW;. (1.34)

Si se igualan los coeficientes de (1.33) y (1.34) en dW,, se obtiene

oF

ol = —
0S8,

(1.35)
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que representa la cantidad de unidades necesarias del activo subyacente para replicar el
valor de la opcién. También puede interpretarse como la sensibilidad en el precio de la

opcion con respecto al cambio en el precio del activo subyacente.
Al despejar @Y de (1.28) se sigue que

o0 — F(t,S) — @%St.

1.

Por lo tanto (1.35) y (1.36) determinan las cantidades de los activos que conforman el

portafolio de cobertura.

De la misma manera, al igualarse los coeficientes de (1.33) y (1.34) en dt se obtiene

OF OF 10°F
— 1S+ =——0%(S)? =1rF 1.37
or o5 taage B =T (1.37)
que es la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes (ver [9], pag. 225), que tiene como
condicién final, el valor del portafolio replicante y autofinanciable en la fecha de vencimien-
to,
F(T,S;) = méx{S;, — K,0}. (1.38)

1.5. Griegas de una opcion

Las variables relevantes del modelo Black-Scholes que determinan el precio de una
opcion son; el precio del subyacente S;, el tiempo trascurrido en la vida de la opcion t, la
volatilidad del activo subyacente o, el precio de ejercicio K, la tasa libre de riesgo r y la
fecha de vencimiento 7. Las razones de cambio del precio de la opcion, ya sea de compra
o venta, con respecto a algunas de las variables relevantes del modelo Black-Scholes se
conocen como griegas de una opcion.

Las griegas de una opcién de compra europea cuyo precio denotaremos como (ver (1.24))
C(Sy,t,r,0,T,K) =S, N(d) — K e"™Y N(dy),

son las siguientes:
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= La razén de cambio entre el precio de una opcion de compra y el precio del activo

subyacente se conoce como delta, la cual se denota por

oC

A =2
© a8,

y se calcula como:

— . —r(T—t)
B = 5 (SN) - K e T N(:)
o / adl _ —r(T—t) \J/ ad?
= N(dy)+ SN (dl)ast Ke N'(d, )aSt
1

= N(dy) (S, N'(dy) — K e " T N'(dy)) ————

( 1)( t ( 1) € ( 2)) Sta\/T——t
= N(dy). (1.39)

_z2

2.

con dy y dy como en (1.25); N(d) como en (1.26) y N'(x) = \/LTW e

= La sensibilidad de la delta de la opcién de compra con respecto al precio del activo

subyacente se conoce como gamma y se denota por

2
la cual se calcula como:
92
I, = a—StQ{StN( 1) — K e N(d2)}
0
= 8_StN(d1)
N'(d1)

= S (1.40)

» La tasa de variacion del valor de la opcién de compra con respecto al paso del tiempo

con todo lo demas invariable se conoce como theta de una opcién y se denota por

oC

GCZW

y se calcula mediante

0, = %{StN(d)—KeT(T” N(dy)}

= S, N’(dl)% — Kre " TIN(dy) — K e7"T N/(dz)(()(;i2
— _SwN'(dy) K re "T"ON(d,). (1.41)

2VT —t
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= La razon de cambio del precio de una opcién con respecto a la tasa de interés, se

denota por

e
Pe="or
y esta dada por

0
pe = E{StN(dl)—Ke‘r(T‘t) N(ds)}

= 5 N’(dl)% + K (T —t)e " T IN(dy) — K e_T(T_t)N'(dg)%
or or
T —t
= K (T —t)e " IN(dy) + (S N'(dy) — K e "T"N'(dy)) -
= K (T —1t)e"T"IN(d,). (1.42)

= Por ltimo, la variacion del valor de la opcién europea con respecto a la volatilidad

del activo subyacente, se denota por

_ac
- o’

Ve

se lee la vega de la opcién y se calcula como

v, = ai{StN(dl)—Ke"’(T‘t) N(ds)}
ag

= S, N’(dl)% - K e_T(T_t)N'(dg)%
oo oo
= S, N'(d\)VT —t (1.43)

Las griegas de una opcién de venta europea cuyo precio denotaremos como (ver (1.27))
P(St, 0,7, T, K) = K e ") N(—dy) — S, N(—dy),

son; delta A,, gamma I',, rho p,, theta ©, y vega v,, donde el subindice p denota

que son las griegas de una opcién de venta y estan dadas por

A, = N(d)—1.

P

__N(dy)
b StO'\/T—t.

py = —K (T —t)e" T N(—dy)
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S,oN'(dy) v
0, = -2 | K e T ON(=dy).
’ 2/T — 1 " (=)

Vp = St N,(dl) V T—t.

donde d; y ds se definieron en (1.25), N(d) se muestra en (1.26) y N'(z) =

8-
3

Ejemplo 1.1. Consideremos una opcion de compra europea con los siquientes datos: Pre-
cio del activo subyacente Sy = 19.08, precio de ejercicio K = 19.5, wvolatilidad igual al

17.25% anual, la tasa libre de riesgo es del 7% anual y la opcidn expira en 1.5 meses.

De acuerdo a (1.24), el valor de la opcién en el tiempo ¢ es

C(Sy,t,r,0,T,K) = S, N(d) — K e"T=Y N(dy)

con
InS+ (r+ 2T —t
dlan (7" 2)( )’ d2:d1—a\/T——t
oV —t
asi;
2
In(19.08/19.5)+(0.07+2557)(0.125) oo

1= 0.1725 v0.125 o

dy = —0.18305308 — 0.1725+/0.125 = —0.24404104

C(19.08, 0, 0.07, 0.1725, 0.125, 19.5) = 19.08 (0.42737819) — 19.5 07012 (( 40359956)
= 0.35274816

El valor de la opcion es 0.35274816, para calcular la cobertura tenemos

d;, = A,=0.42737819

C— LS,
Sy
0.35274816 — (0.42737819)(19.08)
£0.07(0.125)

= —7.7336611
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El portafolio que replica el valor de la opcién estd formada por 0.42737819 unidades del

activo subyacente y un préstamo de 7.7336611. Asi quien emite la opcion, debe cubrirse del

riesgo a través de un préstamo de 7.7336611 y comprando 0.42737819 unidades de activo

subyacente, ésta es la estrategia de cobertura inicial, la cual se debe ajustar continuamente

de acuerdo a los movimientos del precio del subyacente.

El valor de las griegas para esta opcién en ¢t = 0, se obtienen enseguida

Ac

Pc

Ve

N(dy)
0.42737819

N'(dy)
StO'\/ T—1

1_—d?/2
V2T €

(19.08)(0.1725)4/0.125

0.33714081

K (T — t)e_T(T_t)N(dQ)
(19.5)(0.125)(0.40359956) e~ 0-07(0-129)
0.97520335

~ S,oN/(dy)

- K —r(T—t)N d
T —t (d2)

(19.08)(0.1725) A-e /2

— (19.5)(0.07)(0.40359956)¢ ~0-07(0-125)
21/0.125 (19.5)(0.07)( )e

—2.3721790

Sy N'(dy)WT —t

1 .
19.08)v/0.125 —— e~ %1/2
( ) o
2.6464712



Capitulo 2
Cobertura por Monte-Carlo

En este capitulo se tratan las caracteristicas del estimador de una esperanza dado por
el método de Monte-Carlo y se desarrollan métodos para estimar sensibilidades de esperan-
zas. En particular, se sabe que el valor de una opcion se reduce al calculo del valor esperado
de la funcién de pago de la opcién descontada y que las griegas miden la sensibilidad del
precio de la opcion con respecto al cambio en pardametros como el precio del subyacente,
el tiempo t, la tasa de interés r y la volatilidad del subyacente o, por lo que los métodos
desarrollados en este capitulo van enfocados al cédlculo de estas sensibilidades. Nuestro
particular interés en el caso de las opciones es establecer una estrategia de cobertura; para
esto es necesario conocer la A de la opcion; sin embargo, como ya se sabe para algunos
tipos de opciones no es posible calcular el valor exacto de la cobertura, por lo que se espera
que los métodos desarrollados en este capitulo sean una alternativa para estimarla.

Los métodos para estimar la sensibilidad de una esperanza que se tratan en este capitulo

son: el método de diferencias finitas y el método de perturbacion infinitesimal.

2.1. Método de Monte-Carlo

Un estimador es una aproximacién al valor de un parametro de interés que se calcula
a partir de la informacion que contiene una muestra de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas.

Algunas caracteristicas de un estimador son las siguientes:

» Si @ es un estimador del pardmetro «, entonces @ es un estimador insesgado si el

valor esperado del estimador es igual al pardmetro de interés; es decir, si E[a| = a.
26
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De lo contrario, se dice que @ es sesgado.

» El sesgo de un estimador &, que denotaremos como sesgo| @], esta determinado por
sesgo[a ]| = E[a ]| — a. (2.1)
Es claro que un estimador insesgado tiene sesgo igual a cero.

» El error cuadrédtico medio de un estimador @, que denotaremos como MSE, es el
valor esperado de el cuadrado de la distancia entre el estimador @ y el pardmetro «;
es decir,

MSE[a]=E[(@—a)*]. (2.2)

El error cuadratico medio de un estimador, es una funciéon de su varianza y de su

sesgo. Si Var[a] denota la varianza del estimador & entonces, podemos escribir que:
MSE[@] = Var[@] + (sesgo[a])™. (2.3)

Por lo general, se buscan estimadores que sean insesgados y que la varianza del
mismo sea lo mas pequena posible; es decir, que tengan el error cuadratico medio lo

mas pequeno posible.

El método de Monte-Carlo se basa en el hecho de que un estimador del valor esperado de
una variable aleatoria con distribucion F' se obtiene a partir del promedio de los valores que
toman variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F'.

Matematicamente se precisa esta idea a través de la ley de los grandes niimeros.

Ley fuerte de los grandes ntmeros 2.1.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad
y sean X1, Xo, .., X,, una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con

Entonces se cumple que
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La Ley de los grandes nimeros indica que para una variable aleatoria X con distribucién
F' y una muestra de variables aleatorias de tamano n, independientes e idénticamente

distribuidas con distribucién F', se cumple que
1 n
EF X |~ — X;
| ]n;

con n finita y lo suficientemente grande. Es decir, la media muestral es aproximadamente
el valor esperado de la variable aleatoria X.
En general para una funcién G(z) continua con X una variable aleatoria con distribucién

F'. Se cumple que
1 n
BG(x)] = - 3 G(X)
i=1

donde las X; son variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas con

distribucion F'. De aqui en adelante se denotara a
— 1 —
G(X) =—> G(X))
i=1

El estimador G(X) es insesgado ya que

n

BIGX)] = B[ 230600
— L3 EGO)]

n <

= E[G(X)]
y la varianza es:

Var|G(X)] = Var { % zn; G(X;) ] ;

como la varianza de una suma de variables aleatorias independientes es la suma de las

varianzas (ver [6], pdg. 255 ), tenemos

Var[G(X)] — ﬁivmlleu@}
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donde 0 = Var[G(X)].

Por lo tanto, el error cuadratico medio de G(X) es:

2

MSE[G(X)] = %
Cuando Var[ G(X)] = o2 es desconocida, podemos estimarla por medio del siguiente

estimador insesgado:
n

7= 3 (G(X) - G(X))

n—14%
=1

Por ultimo, por el Teorema del limite central, para un valor de n lo suficientemente grande,
G(X) se distribuye como una normal con media E[G(X) ] y varianza o2 /n.

Por lo que podemos construir un intervalo de confianza al 95 % como sigue:

[G(X) OO -

con cx 196y 0 =+vo2.
El intervalo esta en funcién de —= ; esto quiere decir, que para aumentar la exactitud del
/n

estimador por diez veces, sera necesario aumentar por 100 veces el tamano de la muestra.

Sin embargo, el tiempo requerido para el calculo se incrementara.

2.1.1. Aplicacién del método de Monte-Carlo en la valuacién de

opciones.

Como ya se mencionoé el valor de una opcion es la esperanza condicional de la funcion

de pago de la opcién descontada; es decir,
V, = E*[e "0 F).

donde E*[X|F;] denota la esperanza condicional de la variable aleatoria X, dado F, bajo la

medida de probabilidad P*, conocida como la probabilidad de riesgo neutro (ver Capitulo

1).
En particular, una opcién europea con fecha de vencimiento 7', la tasa libre de riesgo r y

con funcién de pago igual a h(Sr) = (S — K)4, tendra un precio igual a (ver (1.22))

2
VE) _ E*[efrT<Soe(r77)T+G(WT7WO) . K)+] (24)
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Por otro lado, el método de Monte-Carlo permite estimar la esperanza de una variable
aleatoria, asi cuando no es posible calcular de forma exacta el valor de una opcion, éste

puede ser estimado mediante el método de Monte-Carlo.

Por el método de Monte-Carlo un estimador del valor de una opciéon de compra europea
es

S I~ I
%:ﬁzle rT(Soe (r 2)T+ yz\FT_K>+ (25)

con las y; variables aleatorias independientes y distribuidas como una normal estandar.

A continuacién se presentan los resultados numéricos obtenidos de estimar el precio de un
call europeo con los siguientes datos: Precio del activo subyacente Sy = 19.08, precio de
ejercicio K = 19.5, volatilidad igual al 17.25% anual, la tasa libre de riesgo es del 7%

anual y la opcién expira en 1.5 meses.

n Lim. inf Aproximacion ~ Lim. sup Longitud
1000 | 0.314628417  0.353298400  0.391968383 0.077339965
10000 | 0.342591393  0.354711029  0.366830665 0.024239272

100000 | 0.351385528  0.355230707  0.359075887 0.007690359
1000000 | 0.352102509  0.353317061  0.354531612 0.002429103

Estimacién por Monte-Carlo para diferentes valores de n del precio de un call europeo cuyo valor tedrico

a 8 digitos es 0.35274816.

2.2.

Método de diferencias finitas

Consideremos una variable aleatoria Y (6) que depende del parametro 6 y consideremos

(2.6)

nuestro interés es estimar la sensibilidad de E [ Y (0) } con respecto a cambios en el valor

de 6, por lo que necesitamos establecer un mecanismo para estimar la derivada de « con

respecto a 6, la cual denotaremos como o/(); siendo

d
do

o (0)=—E[Y(9)].
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El método de diferencias finitas estima a /() a través de la aproximacién de d%E (Y ()]
por medio de un cociente que involucra la estimacién de E [ Y (0) ] para dos o més valores
de 6.

Las caracteristicas de estos estimadores dependen de si utilizamos diferencias finitas hacia
adelante o centradas y de como se realiza la simulacion. Son estas caracteristicas las que

se analizan a continuacién.

2.2.1. Estimador por diferencias hacia adelante

El método de diferencias finitas hacia adelante involucra la estimacién de E[Y(0) ] y
de E[Y (0 + h) ] para alguna h > 0. Como ya se sabe, por el método de Monte-Carlo un
estimador insesgado de E[Y () ] es:

=23 Y0 (2.7)

donde Y1 (0), Y5(6), ..., Y,,(f) son una muestra aleatoria de tamano n, independiente e idénti-
camente distribuida y Y, (#) representa la media muestral de una muestra de tamaiio n.

Asf mismo, un estimador insesgado de E[Y (6 + h) ] es
(04 h) Z Yi(6 + h) (2.8)

con las Y;(0 + h) independientes e idénticamente distribuidas.

De esta manera, el estimador de /() por el método diferencias finitas hacia adelante
combinado con Monte-Carlo, que denotaremos como A r(n, h), se define como sigue (ver
2], pag 378) _ _

(2.9)

el cual tiene esperanza

E[Ap(n,h)] = h[a(d + h) — a()]. (2.10)

Por otro lado, si « es dos veces diferenciable en 6,

a0+ h) = a(6) + o/ (0)h + %o/’(ﬁ)hz +o(h?), (2.11)
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o(h™)

Por definicién, o(h") satisface que =5~ tiende a una constante cuando » — 0. Asf mismo,

de (2.11) tenemos

aﬂn:“wiw>—“fw—%wwm—om% (2.12)

De (2.10) y (2.12), el sesgo de Ay esté dado por

sesgo [ﬁp(n,h)} = E[&F—O/(9>] (2.13)
_ ;wwm+om%
y la varianza de ﬁp es:
Var[ﬁp(n, h)] =h>Var[ Y, (0 +h)—Y,(0)]. (2.14)

Si se considera que las parejas (Y;(Q), Y (0 + h)), para i = 1,2, ..,n son independientes e

idénticamente distribuidas, de (2.14) se tiene que

VC””[KF(T% h” = #Var[y(mrh) _y(,g)}
— #{V@T[Y(e—f—h)] —2Cov[Y(0+h), Y(0)] +Vm~[y(9)}}

donde Cov [X , Z} denota la covarianza de X y Z.

La varianza de Ap depende de la forma en que se realiza la simulacién de Y(0) y de

Y (6 + h), por lo que se definen los siguientes estimadores:

A r,: Denota el estimador de diferencias finitas hacia adelante cuando la simulacién de

Y (0) es independiente de Y (6 + h). El subindice I denota simulacién independiente.

AFD: Es el estimador de diferencias finitas hacia adelante que usa ndmeros aleatorios
comunes en la simulacién de Y (6) y de Y (6 + h); es decir, nimeros generados de la misma
secuencia Uy, Us, ..., U, de variables aleatorias uniformemente distribuidas; por otro lado,
también es necesario que Y (6) cumpla con algunas propiedades mencionadas més adelante.

El subindice D denota simulacion con nimeros aleatorios comunes.

Con respecto al estimador A, , como la simulacién de Y (6) es independiente de Y (4 + h),
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la covarianza entre ellas es cero, por lo que se puede decir que la varianza de este estimador

es:

N 2Var| Y (0
Var[ Ap,(n,h) | =~ M. (2.15)
nh
Donde se utiliza el hecho de que Var[Y (0 + h) ] = Var[Y(0) ].
Sea 2Var|Y () | = o7,, entonces
~ o7,
Var[ Ap,(n,h) ]| ~ et (2.16)
Asi, el error cuadrético medio de A r(n,h) es:
N ~ 1 " 212 O-%I
MSE[Ap (n,h)] = ~(a"(0))*h* + —% (2.17)

4 nh?

éste depende tanto de h como de n, (el tamano de muestra).

En el caso del estimador A Fp, S0lo es posible calcularlo cuando no sélo usamos nimeros
aleatorios comunes en la simulacién de Y (0) y Y (6 + h), sino que también para (casi)
todos los nimeros aleatorios utilizados el siguiente limite existe con probabilidad 1 (ver el

Teorema 2.3.1, pag. 47)
Y@+ h)—Y(0)

lim. . (2.18)
y Y (6) es continua.
De esta manera, la varianza del estimador A Fp, €S
~ 1
Var[ Ap,(n,h)] = WVCLT[Y(Q +h)=Y(0)]
h? . Y(@+h)-Y(0)
R h
_ Var[Y'(0) ] (2.19)
— .
Sea 0%, = Var[Y'(f) ], entonces
~ o2,
Var[ Ap,(n,h)] = TD (2.20)
Por lo tanto, el error cuadratico medio de A Fp €S
A ~ 1 7(0V)\27,2 Uzﬁ
MSE[Ap,(n,h)] ~ 4(a (0))°h* + - (2.21)

donde sélo el sesgo del estimador depende del valor de h.
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2.2.2. Estimador por diferencias centradas

El estimador por diferencias centradas que denotaremos como ﬁc involucra la esti-
macién de E[Y (0+h)]y de E[Y (60 —h)]| para h > 0. Para esto, consideremos el siguiente
estimador insesgado de E[Y (6 + h) ]:

Y,(0+h)= %i}g(wh) (2.22)

donde las Y;(0 + h) son una muestra aleatoria independiente e idénticamente distribuida.

De igual manera, un estimador insesgado de E[Y (0 — h) | es:
— 1 &
Y.(0—h)=— Yi(0—h 2.2
0=1)= DoV (2.23)

con las Y;(0 — h) independientes e idénticamente distribuidas.

De esta manera, el estimador de o/(6) por diferencias centradas combinado con Monte-

Carlo se define como (ver [2], pag. 379):

V(0 +h) — Y0 — h)

Ac(n,h) = o7 (2.24)

el cual tiene esperanza:
-~ [( + h) — (0 — h)]
ElA = :

[Beln, 1] 2h

Si « es dos veces diferenciable en una vecindad de 6, el sesgo de 30 es
~ ~ 0+h)—ald—h
sesgo [Ac(n,h) ] =E[Ac—d'(0) ] = [a0+h) —of )] — o/ (0) = o(h?)

2h

el cual es claramente de menor orden que el sesgo de Ap; ain mas, si « es dos veces

diferenciable en 6 podemos escribir el sesgo de ﬁc como

sesgo [ Ac(n,h)] = éoz(?’)(ﬁ)h2 + o(h?) (2.25)

donde, o™ denota la n-ésima derivada de a con respecto a 6.

Otra caracteristica de A¢ es que tiene la siguiente varianza
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Var[ﬁc(n, h) | = Var[Va(6 +Zf)ﬂ_ Yal6 1] : (2.26)

Si las parejas (Y;(6 + h),Y;(0 — h)) para i = 1,2, .., n son independientes e idénticamente
distribuidas, de (2.26) tenemos que
~ 1
Var[ Ac(n,h) | = mVar[Y(Q +h)=Y(#—h)]. (2.27)
n
Al igual que en el caso del estimador por diferencias hacia adelante, la varianza de AC

depende de cémo se realiza la simulacién, por lo que también se definen los siguientes

estimadores:

Acﬁ Denota el estimador de diferencias centradas cuando la simulacién de Y (0 + h) es

independiente de Y (6 — h).

KCD: Es el estimador de diferencias centradas que utiliza nimeros aleatorios comunes en
la simulacién de Y (0 + h) y de Y (0 — h); ademas Y (6) cumple con las propiedades que se

mencionaron para el estimador Ap, (ver pag. 33).

Para el estimador KOI, al realizar la simulacion de Y (6+h) independientemente de Y (6—h),

tenemos que la varianza de Ag, es

2Var[Y(0) |

Var[ﬁcl(n, h)] ~ T

(2.28)
Donde se utiliza el hecho de que Var[Y (6 +h) ]| = Var[Y(0) ] y que Var[Y(0 — h) ] =
Var[Y(0)].

Var[Y(0) ]

2 _ X2
Sea o7, = 5 , de manera que

2
UC«I

Var[ﬁcl(n, h) ] ~ et

(2.29)

De las expresiones (2.25) y (2.29), se obtiene que el error cuadrético medio de 301 es;

1
36

2
O'CI

nh?

MSE[Ac,(n,h)] ~ —(a®(8))%h* + (2.30)
donde, el error cuadratico medio del estimador ﬁc, (n, h) es menor que el error cuadratico

medio de EFI (n,h).
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El ultimo estimador a considerar es ACD; este estimador depende de la existencia del

siguiente limite
T Y(O+h)—Y(0—h)
h—0 2h

(2.31)

y también se requiere que Y'(6) sea continua.
Partiendo del hecho de que el limite (2.31) existe, podemos calcular la varianza del esti-

mador A¢g,, como sigue:

1

Var[Acy(n,h)] = e Var[Y(@+h) —Y (@ —h)]
h? YO+ h) —Y(0—h)
e oh
Var[Y'(6
_ VarlYO)] (2.32)
n
haciendo 0g_ = Var[Y’(9) ], tenemos
R o2
Var[ Ac,(n,h) ] = =2 (2.33)
n
cen Consecuencia,
- 1 2
MSE[Bey(n,h] = 5 (a®(0)*" + % (2.34)
n

donde, el sesgo depende de h, pero no la varianza.

Todos los estimadores que se han mencionado son asintéticamente insesgados; es decir, si
se hace h tender a 0, el sesgo también lo hace.

De las caracteristicas de los estimadores mencionados, se observa que la precision de los
mismos, depende de los valores de n y h. Al observar el error cuadratico medio de los
estimadores es claro que a un mayor tamano de muestra; es decir, a un valor mayor de n el
error cuadratico medio disminuye y la precisién de los estimadores mejora. Sin embargo,
al utilizar los estimadores AF, y 3(;[, no es tan facil determinar el valor de h, esto se
debe a que si bien un valor muy pequeno de h reduce el sesgo del estimador, este mismo
valor incrementa la varianza del estimador. Por otro lado, si quisiéramos encontrar el
valor éptimo de h que minimice el error cuadratico medio, este valor estaria en términos
de constantes como a%l, J%I y del valor de o’ o o'®). Es éste uno de los inconvenientes que
presentan los estimadores por diferencias finitas. Sélo al utilizar los estimadores KFD y
ACD se tiene la seguridad de poder tomar h tan pequena como sea posible; ya que sélo el

sesgo de estos estimadores depende del valor de h; sin embargo, presentan el inconveniente
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de ser aplicables s6lo cuando Y () es continua. Estos estimadores son asintdticamente
insesgados y su M SE—0 cuando h—0 y n—oo. Mas adelante se vera el efecto de variar

el valor de h y n en la precision de los estimadores.

2.2.3. Calculo de la delta de una opcién por diferencias finitas

En este apartado se presenta un ejemplo del calculo de la A de una opcién europea
por el método de diferencias finitas, especificamente el ejemplo abordado en el Capitulo
1, para el cual se obtuvo un valor exacto, esto nos permitira comparar la eficiencia de los
estimadores por diferencias finitas.

Para el caso de las opciones y de acuerdo a la notaciéon desarrollada en la seccion 2.2;
Y (0) sera la funcién de pago de la opcién descontada, a(f) es la esperanza de la funcién
de pago de la opcién descontada; es decir, es el precio de la opcion, por lo que a partir
de aqui utilizaremos V() en lugar de (). Por otro lado, 6 puede ser cualquiera de los
parametros que estan involucrados en el valor de la opcion. Asi € puede ser el precio del
activo subyacente, por consiguiente V’(0) serfa la A de la opcién y V”(0) seria la I" de la

opcion. De manera similar 6 puede ser la volatilidad o, la tasa de interés r o el tiempo ¢.

De acuerdo al Capitulo 1 el valor de la opcién de compra europea con funciéon de pago
h(St) = méx{Sy — K, 0}, es de la forma (ver 1.22)

Vo= E*[e T (Spe =7 )Tty VT _ K), ]

con y una variable aleatoria normal estandar.

Por otro lado, de acuerdo a la notacion del método de diferencias finitas,

Y(ST) = G_rTh(ST)
G_TT(SOG (r—%)T-ﬁ-ay\/T _ K)+

y el parametro 0 = Sy, por consiguiente la derivada del precio de la opcién con respecto

al precio del subyacente Vj(S5p) es la A de la opcidn.

De lo anterior, el primer estimador de la A de la opcién por diferencias finitas hacia

adelante con Y'(Sy + h) y Y (Sp) simulados independientemente es

~ Y, (So+h) =Y, (S
B, n, ) = 01 = FnlS)
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donde
o frT n
Ya(So+h) = ZY (So + h)
B =T i ((S +h) (,u%)Tﬂryiﬁ_K)
oo i=1 ’ ’ B
y

V,(S0) = ZY (So)

_ € Z(Soe T+azlf K)

i=1

con z; y y; variables aleatorias normales estandar e independientes.

Como en este caso, la funcién de pago descontada Y (Sr) es continua, podemos calcular
el segundo estimador de diferencias hacia adelante utilizando ntimeros aleatorios comunes

como sigue:

VS0t h) — V(S

con

Z 5’0+h 22)T+in\/T_K)+

Observemos que la sucesién de variables aleatorias 1, ¥, .., ¥, €s la misma en Y, (Sy + h)

y ?n(80)~

El otro estimador es el de diferencias finitas centradas con Y (Sg—h) y Y (Sp+h) simulados

independientemente - -
~ Y h)—-Y —h
Be,(n,p) = T2 TS 2 1)
2h
donde o on
VulSo+h) = =3 ((So + h)e T~ FTHou VT k)
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?n(go —h) = Z ((So — h)e (T*%)TJra 2z VT _ K)+

i=1
con y; v z; variables aleatorias normales estandar e independientes.

El ultimo estimador se obtiene al aplicar diferencias centradas utilizando nimeros aleato-
rios comunes y tomando en cuenta que la funcién de pago descontada de la opcién Y (St)

es continua:

Y, (So+h) =Y ,(So—h)
2h

donde Y ,,(So+h) v Y, (So — h) se definen como en el estimador anterior, pero en este caso

ACD (n, h) =
la sucesion de variables z; es la misma que y;.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos una opcion de compra europea con los siguientes datos:
Precio del activo subyacente Sy = 19.08, precio de ejercicio K = 19.5, volatilidad igual al

17.25% anual, la tasa libre de riesgo es del 7% anual y la opcidn expira en 1.5 meses.

A continuacion se presentan los resultados numéricos que se obtuvieron al estimar la
A de ésta opcion europea a través de los estimadores de diferencias finitas utilizando dife-
rentes valores de h. De acuerdo a cada uno de los cuadros; en la primer columna se dan los
valores de h que se utilizaron para calcular Y (Sy+h) y Y (So — h); en la segunda columna
se muestra n que representa el nimero de trayectorias de Y (Sy), Y (So + h) v Y (Sy — h)
que se realizaron para calcular Y,,(Sy), Y ,.(So + h) v Y,.(So — h), respectivamente.
Se construyé un intervalo de confianza al 95 % por lo que en la tercer columna se muestra
el limite inferior del intervalo, en la cuarta columna se encuentra el valor del estimador
para un valor de h y n; asi en la quinta columna tenemos el limite superior del intervalo.
La longitud del intervalo se muestra en la sexta columna y en la dltima columna tenemos
el tiempo utilizado por la computadora al calcular la estimacion de delta dados un valor
de n y h. Los resultados fueron obtenidos empleando Matlab 6.5, en una computadora PC
con procesador Pentium IV de 1.60 GHz.
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Cuadro 2.1: Resultados del estimador de delta, Ap, (n, h)

h n Lim. inf = Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
103 -2.80987424  2.34360439  7.49708303 10.3069570 0.11
0.01 | 10* -1.67269985 0.04935070 1.77140126 3.44410112 1.09
105 0.18879031 0.73383894 1.27888757 1.09009725 11.1
10 0.24360245 0.41598930 0.58837615 0.34477369 109
10° -1.07004343  0.66774017  2.40552378 3.47556722 0.11
0.03 | 10* 0.18701513 0.75524811 1.32348109 1.13646595 1.09
10°  0.24514849 0.42856546 0.61198244 0.36683394 13.2
10°  0.35307337 0.41077147 0.46846956 0.11539618 109
102 -0.74617280 0.62761848 2.00140977 2.74758258 0.11
0.04 | 10* 0.21856356 0.65225508 1.08594659 0.86738300 1.09
105  0.26700576 0.40442125  0.54183673 0.27483097 10.8
10°  0.41677709 0.45165719 0.48653730 0.06976021 118
10° -0.42057298  0.61185039  1.64427377 2.06484675 0.11
0.05 | 10* 0.07830745 0.43096167 0.78361589 0.70530843 1.20
105 0.31368069 0.42363610 0.53359150 0.21991080 11.1
105 0.40637044 0.43551621 0.46466198 0.05829154 110
h* = | 10® -0.50187815 0.48253163 1.46694141 1.96881957 0.11
0.057 | 10*  0.22678292 0.53110669 0.83543047 0.60864755 1.03
10>  0.41874069 0.51561959 0.61249848 0.19375778 10.8
10 0.40481248 0.43544421 0.46607593 0.06126345 111
10> -0.51852957  0.41477578 1.34808113 1.86661070 0.11
0.06 | 10* 0.24574883 0.53546282 0.82517681 0.57942797 1.10
105 0.35378950 0.44593555 0.53808160 0.18429209 13.6
10°  0.38751013 0.41661604 0.44572195 0.05821182 117
10° -0.29869447  0.25345394  0.80560236 1.10429684 0.11
0.1 | 10* 0.46061688 0.63859656 0.81657624 0.35595935 1.09
10°  0.43051203 0.48652284 0.54253365 0.11202161 11.1
10 0.42628280 0.44400770 0.46173261 0.03544980 115
102 0.37897171 0.43784365 0.49671560 0.11774389 0.16
0.3 | 10* 0.44144289 0.50420743  0.56697197 0.12552907 1.04
10°  0.46723626 0.48707006 0.50690387 0.03966761 10.4
10 0.47428052 0.48054659 0.48681266 0.01253213 107

Estimacion de la A de una opcién mediante el método de diferencias finitas hacia adelante, con simulacién

independiente, de una call estdndar con caracteristicas: So = 19.08, K = 19.5, 0 = 17.25%, r =7% y T=
1.5 meses. El valor tedrico de la A a 8 digitos es 0.42737819
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Cuadro 2.2: Resultados del estimador de delta, A (N, h)
h n Lim. inf  Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)

10°  0.38828264  0.42044553 0.45260842  0.06432577 0.11

108 10*  0.41103119 0.42120360 0.43137602  0.02034483 1.10
105 0.42388900  0.42711156 0.43033411  0.00644511 10.7

10° 0.42617998  0.42719918  0.42821838  0.00203839 109

10®  0.39351577  0.42575250  0.457989236 0.06447346 0.15

1076 10 0.41536441 0.42554998 0.43573555 0.02037114 1.10
105 0.42347362  0.42669588 0.42991815  0.00644452 10.5

10 0.42600202  0.42702122 0.42804042  0.00203839 109

103 0.39646728  0.42871987  0.46097246  0.06450517 0.11

2(107°) 10 0.41854298 0.42874861 0.43895423  0.02041125 1.14
10° 0.42345065  0.42667349 0.42989634 0.00644569 11.2

10 0.42638700  0.42740642 0.42842584  0.00203883 114

103 0.38666125  0.41876292 0.45086460 0.06420334 0.10

107% | 10* 0.41635082  0.42653463  0.43671845 0.02036763 1.10
105 0.42178089  0.42500124 0.42822160 0.00644070 11.0

105 0.42633195  0.42735117 0.42837039  0.00203844 111

10°  0.38599534 0.41811989 0.45024444  0.06424910 0.11

1073 104  0.41831542  0.42851386 0.43871229  0.02039686 1.10
105 0.42421944  0.42744235 0.43066526  0.00644581 10.7

10°  0.42640430  0.42742349 0.42844267  0.00203837 108

10 0.41281615  0.44523238 0.47764861  0.06483245 0.11

0.01 10*  0.42162393 0.43182284 0.44202175 0.02039781 1.10
105 0.42673192  0.42995426 0.43317660 0.00644467 11.0

10 0.42830244  0.42932119  0.43033994  0.00203750 110

103 0.43920707  0.47145465 0.50370224  0.06449516 0.11

0.1 10 0.43474250  0.44488239 0.45502228  0.02027977 1.04
10° 0.44045903  0.44366088 0.44686274  0.00640371 10.7

105 0.44299402  0.44400685 0.44501967  0.00202564 118

Estimacién de la A de una opcién mediante el método de diferencias finitas hacia adelante, usando nimeros

aleatorios comunes en la simulacion, de una call estdndar con caracteristicas: Sy = 19.08, K = 19.5,
o0 =1725%,r =7% y T= 1.5 meses. El valor tedrico de la A a 8 digitos es 0.42737819
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Cuadro 2.3: Resultados del estimador de delta, A, (n, h)

h n Lim. inf = Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
103 -20.2508235  6.89957893  34.0499814 54.3008050 0.10
0.001 | 10* -5.23763420 3.38359615 12.0048265 17.2424608 1.21
10° -1.81273782 0.90679720 3.62633223  5.43907000 12.1
10 -0.29587585 0.56285929 1.42159443 1.71747028 115
10®  -0.29635037 2.39703300 5.09041647 5.38676684 0.11
0.01 | 10* 0.16473540 1.02524408 1.88575270 1.72101735 1.20
10°  0.17447668 0.44469420 0.71491173 0.54043504 12.8
10 0.30842273 0.39437071 0.48031868 0.17189594 120
10 -0.00382913 0.27848534 0.56079982  0.56462895 0.16
0.1 | 10* 0.39680480 0.48346852 0.57013223 0.17332742 1.20
105 0.37837672 0.40552391 0.43267110 0.05429437 13.1
10°  0.41183674 0.42043572 0.42903470 0.01719795 122
102 0.30974792 0.43904567 0.56834341 0.25859548 0.10
0.2 | 10* 0.37061559 0.41375235 0.45688910 0.08627350 1.20
10°  0.41439108 0.42813135 0.44187162 0.02748054 13.0
108 0.42289442 0.42722271 0.43155099 0.00865657 121
102 0.33605727 0.42621710 0.51637692 0.18031964 0.15
0.3 | 10* 0.40263700 0.43185837 0.46107975 0.05844275 1.20
10°  0.41477822 0.42400165 0.43322508 0.01844686 12.0
10 0.42598744 0.42890069  0.43181393 0.00582648 121
h* = |10® 0.35116070 0.40697269 0.46278467 0.11162396 0.11
0.497 | 10* 0.41112484 0.42937537 0.44762590 0.03650106 1.15
10°  0.42444948 0.43013831 0.43582715 0.01137766 11.5
10 0.42818486 0.42998889 0.43179293 0.00360806 119
103 0.39039975 0.44970149  0.50900322 0.11860346 0.10
0.5 | 10* 0.41558005 0.43374379 0.45190753 0.03632747 1.20
10°  0.42490962 0.43061690 0.43632419 0.01141457 12.4
106 0.42627198 0.42806637 0.42986076 0.00358877 121
102 0.34109442 0.37812266 0.41515090 0.07405648 0.10
0.8 | 10* 0.41292359 0.42481461 0.43670563 0.02378203 1.20
10°  0.42683453 0.43060937 0.43438421 0.00754967 13.6
10 0.43007948 0.43126871 0.43245794 0.00237846 123

Estimacion de la A de una opcién mediante el método de diferencias centradas, con simulacién indepen-
diente, de una call estdndar con caracteristicas: Sy = 19.08, K = 19.5, 0 = 17.25%, r = 7% y T= 1.5
meses. El valor tedrico de la A a 8 digitos es 0.42737819
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Cuadro 2.4: Resultados del estimador de delta, KCD (n,h)

n Lim. inf  Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg))
10 0.38902956  0.42125812  0.45348667 0.06445711 0.10
107° | 10* 0.41169894  0.42187488  0.43205082 0.02035187 1.09
105 0.42396810  0.42719159  0.43041507 0.00644696 14.2
105 0.42508023  0.42609903  0.42711783 0.00203759 122
103 0.38847278  0.42065901  0.45284524 0.06437245 0.16
107* | 10* 0.41553402  0.42572865  0.43592328 0.02038926 1.20
105 0.42503669  0.42826034  0.43148398 0.00644728 11.0
10 0.42701897  0.42803854  0.42905812 0.00203915 113
103 0.40143072  0.43379978  0.46616884 0.06473811 0.15
0.001 | 10* 0.41341078  0.42358415  0.43375752 0.02034673 1.10
105 0.42220576  0.42542638  0.42864700 0.00644123 11.7
10°  0.42582985  0.42684874  0.42786763 0.00203778 122
10 0.41819264  0.45055059  0.48290854 0.06471589 0.10
0.006 | 10* 0.41664955  0.42682479  0.43700003 0.02035048 1.20
105 0.42483928  0.42805936  0.43127945 0.00644017 11.8
10%  0.42586641 0.42688414  0.42790188 0.00203546 120
103 0.39888459  0.43107465  0.46326471 0.06438012 0.10
0.01 | 10* 0.41351237  0.42367346  0.43383454 0.02032217 1.20
105 0.42419678  0.42741411 0.43063144 0.00643465 11.5
10%  0.42688540  0.42790278  0.42892016 0.00203476 120
10 0.37869949  0.41016720  0.44163490 0.06293541 0.17
0.1 | 10* 0.41663909  0.42660484  0.43657060 0.01993151 1.10
105 0.42305245  0.42620599  0.42935954 0.00630708 11.9
10 0.42588517  0.42688251  0.42787985 0.00199467 119
10 0.41451066  0.44341049  0.47231032 0.05779965 0.1
0.5 | 10* 0.41544702  0.42451289  0.43357875 0.01813172 1.03
105 0.42620475  0.42907308  0.43194141 0.00573666 10.8
10 0.42875001 0.42965725  0.43056449 0.00181447 117

Estimacién de la A de una opcién mediante el método de diferencias centradas, usando nimeros aletorios

comunes en la simulacién, de una call estdndar con caracteristicas: Sy = 19.08, K = 19.5, 0 = 17.25%,
r=7% y T= 1.5 meses. El valor tedrico de la A a 8 digitos es 0.42737819
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Observaciones:

En los cuadros se presentan las estimaciones de A para algunos valores de h; sin embargo,
no es posible asegurar que alguno de estos valores sea el valor 6ptimo de h que minimiza
el error cuadratico medio.

En el Cuadro 2.1 se muestran los resultados del estimador AFI; tal como se esperaba,
puede observarse que al incrementar el valor de h, la longitud del intervalo de confianza
disminuye debido a que disminuye la varianza del estimador AFI. De igual manera, la
longitud del intervalo disminuye al incrementar el valor de n. Por el contrario, el sesgo
del estimador aumenta cuando A incrementa su valor; de hecho el intervalo de confianza

donde A = 0.3 ni siquiera contiene al parametro de interés debido al sesgo del estimador.

De acuerdo a esto, seria bueno encontrar un valor de h para establecer un equilibrio entre
el sesgo y la varianza del estimador; para esto, en el cuadro se observa la notacion h*, el
significado de este valor es que para tener una mejor estimacién de A se tomaron algunos
valores de h y sus respectivos errores en la estimacion; es decir, se tomaron (h;,e;) para
1 =1,2,3; con los cuales se realiza la interpolacién de una parabola y se obtiene el valor
optimo h* que minimiza el error. Si bien, no es posible afirmar que este valor sea el valor
optimo real de h, si nos proporciona una buena aproximacién a A como puede observarse

en el cuadro.

En el Cuadro 2.2 se presentan los resultados numéricos del estimador A rp,- Los resultados
muestran que la longitud del intervalo de confianza practicamente se mantiene constante
ante los cambios en el valor de h; es decir, se observa que la longitud del intervalo de
confianza solo disminuye ante el aumento del valor de n. Por otro lado, valores grandes de
h nos conducen a incrementos en el sesgo del estimador, de hecho puede observarse que

con h = 0.1 el intervalo ya no contiene al valor exacto de la A de la opcién.

Los resultados numeéricos de calcular el estimador Ec, se pueden observar en el Cuadro 2.3;
donde, su comportamiento es parecido al del estimador KFI. El utilizar valores pequenos
de h nos conduce a incrementar considerablemente la varianza del estimador y valores
grandes de h producen sesgo en el estimador; el sesgo es evidente cuando usamos h = 0.8
y n = 10°. En esta ocasién, h* tiene el mismo significado que el Cuadro 2.1. Resulta evi-
dente que el estimador ﬁ(;[ presenta una menor varianza que A F, para un mismo valor de

hy n.
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Por ultimo, en el Cuadro 2.4 se muestran los resultados numéricos del estimador ACD. La
varianza del estimador se mantiene casi constante al variar los valores de A como en el
estimador A Fp; sin embargo, utilizar valores grandes de i no es conveniente, ya que como
se observa en el cuadro correspondiente, para h = 0.5 y n = 10° obtenemos un intervalo
de confianza que no contiene el valor de la A de la opcién. La varianza del estimador ACD

es menor que la del estimador Ag,.

En general, los estimadores de diferencias centradas tiene una menor varianza que los
estimadores de diferencias hacia adelante; por otro lado, los estimadores donde se utilizan
numeros aleatorios comunes (ACD y A Fp,) 1O presentan sesgo considerable si utilizamos h
suficientemente pequena y esto no afecta la varianza ya que esta se mantiene casi cons-
tante ante los cambios en el valor de h. En cuanto al tiempo necesario para calcular los
estimadores, es mayor el tiempo que se emplea en calcular el estimador por diferencias

centradas que los estimadores por diferencias hacia adelante.

Existe una forma de estimar el valor de h (ver [3], pag. 139) y es la siguiente:

Para el valor de la opcion V', podemos aproximar a I" por diferencias centradas como sigue

a4 _V(So+h)—=2V(Sy) +V(So — h)

r—2" ~
052 h?

(2.35)

luego, haciendo la expansién de Taylor de V

1

1
V(So+h) =~V +V'h+ 5v”h2 + 2

‘ 1
VR 4 ﬁv%‘* +o(h®) +eV

donde V(™ representa la n-ésima derivada de V con respecto a Sy y el dltimo término
representa el error nimerico inevitable. Sustituyendo esta expresién en (2.35) tenemos

=~ VIR VIRt eV

I = 12h2 + 52‘///

1 v
= VISV + 2—2 F eV (2.36)

el ultimo término representa el error introducido al efectuar las operaciones en (2.35).
Es evidente en la ecuacién (2.36) que para un valor grande de h, el término 5V ®h?
incrementa el error de nuestro estimador de I'; por otro lado, para un valor muy pequeno
de h el error numérico de redondeo gh_12/ aumentara. Asi, lo ideal es que estos términos

sean iguales

iv(4)h2 — eV

12 T h?
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es decir,

En la practica, no se tiene la suficiente informaciéon para evaluar esta expresion; pero
asumiendo que todos los términos en la expansion de Taylor tienen igual magnitud; es

decir, o(V) = o(V®WSY), esto nos lleva a

donde € representa la precisién con la que se trabaja; en Matlab este valor es del orden de
10~1°. Este procedimiento brinda una forma de establecer un valor para h, el cual sélo es
posible utilizar cuando usamos nimeros aleatorios comunes en la simulacién de Y (Sy + h)
y Y (So — h). Al aplicar este procedimiento en nuestro ejemplo, se obtuvo un valor de
h = 0.00002 en el caso del estimador EFD y un valor de i = 0.006 para el estimador KCD,

el resultado de los estimadores para estos valores se pueden observar en los cuadros (2.2)
y (2.4).

2.3. Meétodo de perturbacion infinitesimal

Una alternativa al método de diferencias finitas es el método de perturbacion infinite-
simal, del cual hablaremos a continuacién.
Consideremos una coleccién de variables aleatorias {Y(6), § € © C R} definidas en un
espacio de probabilidad (€2, F, P) y recordemos que V(0) = E[Y(0)]. Tomando w € Q y
considerando al mapeo 6 — Y (0, w) como una funcién aleatoria, podemos interpretar a
Y'(0,w) como la derivada de la funcién aleatoria con respecto a 6 con w fija. Por otro lado;

si asumimos que con probabilidad 1, Y'(#) existe y se define como

Vi) — 1 YEOEN =Y (O)

h—0

(2.38)

entonces, este estimador tiene esperanza E[Y'(#)], el cual es un estimador insesgado de

V'(0) si

E[Y'#)] = E {@Y(e)}

d
0]

= V'(0)
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es decir, sélo si podemos justificar el cambiar el orden en que se efectiian las operaciones
de diferenciacién y calculo de una integral. La posible falla en el intercambio de estas
operaciones es un problema tanto tedrico como practico; por eso, es importante establecer

condiciones para justificar (2.39).

Algunas condiciones suficientes que son mas faciles de verificar en la practica se mencionan

en el siguiente teorema. (Para su demostracion ver [2], pag. 393).

Teorema 2.3.1. Consideremos a Y como una funcion de un vector aleatorio X(0) =
(X1(0), ..., X;n(0)) que denota la trayectoria del subyacente, el cual a su vez es funcidn del
pardmetro 0; siendo Y (0) = f(X1(0), ..., X (0)) para alguna funcién f: R™ — R,

Para las opciones, la forma de f depende de la funcion de pago de la opcion.

Las condiciones siguientes son suficientes para asequrar que Y'(0) es un estimador inses-
gado de V'(0).
1. Para cada 6 € ©, X[(0) = LX,(6) existe con probabilidad 1.

2. 81Dy denota el conjunto de puntos en los cuales f es diferenciable entonces, P(X(@) €
Df) =1 para todo 0 € ©.

3. 81 existe una constante Ky tal que, para toda x,y € R™,

[f(z) = f(y)] < Kyllx =y
es decir, f es Lipschitz.

4. Si existen variables aleatorias K;, 1 = 1,2,..,m tales que para toda 01,60, € O,

Del Teorema 2.3.1, las condiciones 1 y 2 implican que Y’(f) existe con probabilidad 1y

esta dada por

Y'(0) = Z ;}J; (X(0)) X/(6). (2.39)

Las condiciones 3 y 4 implican que Y es Lipschitz; es decir,
Y (05) — Y (01)] < Ky|0y — 6] (2.40)

con KY:KfZ;ilKi y E[Ky] < Q.
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De la condicién 3, la discontinuidad en Y es el principal obstaculo para aplicar el método
de perturbacion infinitesimal. El método se aplica por lo general cuando Y es continua
en el parametro de interés, y aunque esto no es una garantia, es una guia razonable en la

mayoria de los casos précticos.

2.3.1. Calculo de la delta de una opcién por el método de per-
turbacion infinitesimal
Consideremos una opcion con Y, su funcion de pago descontada, para la que se cumplen

las condiciones bajo las cuales se puede aplicar el método de perturbacién infinitesimal.

Por otro lado, sea V' el valor de la opcién, con V = E*[Y(6) ] por lo que

awv d _,
-~ YO],
bajo las condiciones del método de perturbacion infinitesimal
av d
— =F"| =Y .
7= 70

—~

Por el método de Monte-Carlo un estimador de % que denotaremos como Cfi—‘g es

T 1
—_— == —Y; 2.41
=12 "0 (2.41)

donde 6 es igual al precio del activo subyacente cuando se pretende determinar el valor de
la A de la opcién; o bien # igual algun otro parametro de la opcién siempre y cuando se
cumplan las condiciones bajo las cuales se aplica el método de perturbacion infinitesimal
para ese parametro.

Un ejemplo en el que se satisfacen las condiciones bajo las cuales se aplica el método de
perturbacion infinitesimal consiste en calcular el valor de la A de un call europeo, donde

la funcién de pago descontada Y correspondiente es,
Y(Sr)=e""mix{Sr — K,0}

que denotaremos como

Y( ST) - €_TT(ST —K)+

donde
Sy = Sge —F T+ VT
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con 1,0, T, K definidos como antes y y una variable aleatoria normal estandar. Derivando

Y con respecto a Sy tenemos

dY — dY dSr
= . 2.42
dSy  dSt dSy (242)
En el primer factor
d 1siSr>K
— max{Sr — K,0} =
a5y " } {OsiST<K
= 1{Sr > K} (2.43)

la derivada falla para S = K pero como este evento tiene probabilidad 0 de ocurrir, Y es

diferenciable casi seguramente con respecto a St, por lo que

ay

— =1 K}. 2.44
5= TS > K) 244
Para el segundo factor s S
T _ (-2 T+oy VT _ PT 245
a5, e 2 S (2.45)
Por lo tanto,
ay T St
— = " 1{Sr > K}| — 2.46
G5 s 1) () (2.46)

donde j—;; es un estimador insesgado de A; es decir
—rT ST
0

Si estimamos esta esperanza por Monte-Carlo, obtenemos el estimador A M igual a

M

> {e—rﬁ{sﬂ > K} (‘Z—zﬂ (2.48)

i=1

S

Sk

|:6_TT1{S()€ (r—%)T-&-U yi VT > K} (6 (T—é)T-&-U yi VT )

=1

con y; una variable aleatoria normal estandar y M el ntimero de trayectorias generadas

para calcular el estimador.
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Entre las caracterfsticas del estimador A M, tenemos que tiene esperanza:
M
~ 1 dy;
E[A = F| — :
Bl = B3 |
1 dy;
= — E !
w2 i

i=1
= A

por lo que A m es un estimador insesgado de A.

Por otro lado, tiene el siguiente error cuadréatico medio,
MSE[Ay] = Var[Ay]

1

= Var [ i Z

i=1

1 v,
- szlds]
Yi(So + h) — Yi(So) ]

1 M
= MZV[ Jim, 2

Si las parejas (Yi(So + h),Y;(So)) para i = 1,2,.., M son independientes y considerando

Q
~

IS
S

S

S

(2.49)

que podemos intercambiar el orden en que se efectuan el cdlculo de la esperanza y limite

Y (So+h) =Y (Sp)

de h , tenemos
M
N Yi(So + h) — Yi(S0)
MSE[Bur] = 3 fim, 2 V“r{ N
) 1
— hlino Mh2 Var [ Y(So + h) — Y(S[)) }

(2.50)
Por otro lado, como Y es Lipschitz (ver teorema 2.3.1), de la ecuacién 2.40 tenemos,

Var[Y(So+h) =Y (S))| < Var[[Y(So+h) —Y(So) ]

< Var| Kyh]
= Kih* (2.51)
De (2.50) y (2.51) se concluye que
MSE[Ay | ~ ! (2.52)

M.
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Ejemplo 2.3.1. Consideremos un call europeo con los siguientes datos: Precio del activo
subyacente Sy = 19.08, precio de ejercicio K = 19.5, volatilidad igual al 17.25% anual, la

tasa libre de riesgo es del 7% anual, con fecha de vencimiento T'= 1.5, 3 y 6 meses.

De acuerdo al Cuadro 2.5 se presenta la siguiente informacion: En la primer columna
se encuentra el nimero de trayectorias generadas para calcular el estimador KM; en la
segunda columna se tiene el limite inferior de un intervalo de confianza al 95%. En la
tercera columna se encuentra el valor del estimador A MV en la cuarta columna se presenta
el limite superior del intervalo cuya longitud se puede observar en la quinta columna.
Finalmente, en la tltima columna se encuentra el tiempo de cémputo aproximado para

calcular el estimador dado un valor de M.

Cuadro 2.5: Resultados del estimador de A por el método de perturbacién infinitesimal

combinado con Monte-Carlo.

1.5 meses
M Lim. inf  Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 0.39142292  0.42363021  0.45583749 0.06441456 0.06
10000  0.41155147  0.42171690 0.43188233 0.02033085 0.49
100000  0.42697940  0.43020721 0.43343502 0.00645561 4.77
1000000 0.42655594  0.42757534  0.42859475 0.00203881 50.15
3 meses
M Lim. inf ~ Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 0.46580055 0.49907972 0.53235889 0.06655833 0.049
10000  0.48215472 0.49265868 0.50316264 0.02100791 0.49
100000 0.49033990  0.49366550 0.49699123 0.00665132 4.84
1000000 0.49604819  0.49710056  0.49815293 0.00210473 49.76
6 meses
M Lim. inf =~ Aproximacién Lim.sup  Longitud Tiempo (seg)
1000 0.53178470  0.56592214  0.60005957 0.06827486 0.05
10000  0.55557095 0.56633800 0.57710504 0.02153409 0.49
100000  0.56351155  0.56691752  0.57032349 0.00681194 4.94
1000000 0.56615536  0.56723263 0.56830990 0.00215454 49.1

Estimacion por medio de el método de perturbaciéon infinitesimal de la A de un call estdndar con carac-
teristicas: Sp = 19.08, K =19.5, 0 = 17.25%, r =7% y T= 1.5, 3 y 6 meses. El valor teérico de la A a 8
digitos es 0.42737819, 0.49743630 y 0.56726720, respectivamente.
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Comentarios:

Con base en los resultados obtenidos en el Cuadro 2.5, se puede decir que el estimador
A M €s mejor con respecto a los estimadores A Yy ACI, ya que como puede observarse, la
longitud del intervalo de confianza del estimador A M es menor que la de los estimadores
de diferencias finitas e incluso cuando en los estimadores A Yy AC, se utilizan valores
grandes de h lo cual reduce la varianza; la longitud del intervalo sigue siendo mayor que
la de A M, aunado con el sesgo que esto implica.

Con respecto a los estimadores KFD y KCD que involucran la simulacién con nimeros
aleatorios comunes, se puede ver que la varianza de estos con respecto al estimador A M
es casi del mismo orden ya que sus intervalos de confianza tienen préacticamente la misma
longitud, sin embargo para valores grandes de h, los estimadores de diferencias finitas
presentan sesgo, lo cual es una ventaja del estimador A M por ser insesgado.

Una clara desventaja que presenta el utilizar los estimadores por diferencias finitas, es
que el tiempo necesario para calcular los estimadores es practicamente el doble del tiempo

requerido por el estimador del método de perturbacién infinitesimal.

2.3.2. Calculo de las griegas de una opcion por el método de

perturbacién infinitesimal

Si bien una de las griegas mas importantes de una opcion es la A, es importante ver
el alcance del método de perturbacion infinitesimal en el célculo de v, p y O; es por eso
que en este apartado se utiliza el método de perturbacion infinitesimal y de Monte-Carlo

para calcular estimadores insesgados de estas griegas.

Calculo de la v de una opcién europea

Como ya sabemos, v es la tasa de variacién del valor de la opcién con respecto a la
volatilidad del activo subyacente; es decir,
av

V= —
do’

(2.53)

bajo la notacion que desarrollamos para el método de perturbacion infinitesimal, el pa-
rametro 6 ahora es igual a . Se pretende estimar la v de un call europeo, por lo que

consideramos la siguiente funcion de pago:

Y(Sr)=e""(Sr - K) (2.54)

+
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donde
ST _ So@ (rf”—;)T%ﬂTy\/T

con y,r,0,T, K ya definidos.

El primer paso es calcular la derivada de Y con respecto a o como sigue:

dy — dY dSr
e 2.
do dSt do (2:55)
donde el primer factor es
d 1si Sp>K
— méax{Sr — K,0} = 2.56
asy ST 0k {0515T<K (2:36)

y aunque la derivada falla para Sp = K, sabemos que este evento ocurre con probabilidad

0. Por lo tanto,

ay T
—=ec "1 K 2.
5, e {St > K}, (2.57)
donde
1si Sp>K
1Sy >Ky=4 =77 (2.58)
0 si ST < K
Luego,
o
= Sp(—oT +yVT). (2.59)
Por lo tanto,
dYy —rT
—— = "1{Sr > K}Sr(~oT + yVT). (2.60)
o

De esta manera, % es un estimador insesgado de v; por lo que
v==~F |:€_TT1{ST > K}ST(—O'T + yﬁ)} . (261)

Por Monte-Carlo podemos obtener un estimador de esta esperanza, el cual es igual a

Py = — > {erﬁ{sn > K}Sr,(—oT + y,»\/ﬂ] (2.62)
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2
=G5 )T+o y; \/T’

con Sy, = Spe 7 y; una variable aleatoria normal estdndar y M el nimero

de trayectorias.
Las caracteristicas de este estimador son las mismas que las del estimador de A.

Como ejemplo practico, consideremos la opcién del Ejemplo 2.3.1, para la cual se calcul6 un
intervalo de confianza al 95 % para diferentes valores de M y cuyos resultados numéricos

se muestran en el Cuadro 2.6.

Cuadro 2.6: Resultados del estimador de v por el método de perturbacion infinitesimal

combinado con Monte-Carlo.

1.5 meses
M Lim. inf ~ Aproximacién Lim.sup  Longitud Tiempo (seg)
1000 2.60661150  2.89077157  3.17493164 0.56832014 0.06
10000  2.59820459  2.68175936  2.76531413 0.16710954 0.54
100000  2.62450813  2.65083911  2.67717009 0.05266196 5.61
1000000 2.63278431 2.64111982  2.64945532 0.01667100 58.27
3 meses
M Lim. inf  Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 3.39800830  3.78073533  4.16346234 0.76545401 0.11
10000  3.69639261 3.81992089  3.94344917 0.24705656 0.549
100000  3.76981478  3.80820399  3.84659320 0.07677842 5.32
1000000  3.78932091 3.80140698  3.81349304 0.02417212 52.89
6 meses
M Lim. inf  Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 4.70144012 5.27178400  5.84212788 1.14068776 0.049
10000  5.13223639  5.31218766  5.49213892 0.35990253 0.549
100000  5.25012672 5.30671232  5.36329793 0.11317121 5.32
1000000 5.28016476  5.29806947  5.31597418 0.03580941 53.879

Estimacion por medio de el método de perturbacion infinitesimal de la v de un call estandar con carac-
teristicas: Sy = 19.08, K = 19.5, 0 = 17.25%, r = 7% y T= 1.5, 3 y 6 meses. El valor tedrico de v a 8
digitos es 2.6464712, 3.8058308 y 5.3056741, respectivamente.
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Calculo de p de una opciéon europea

Otra de las griegas es p, la cual se define como la tasa de variacién del valor de la
opcion con respecto al tipo de interés:

av

:W,

) (2.63)

en esta ocasion, el parametro 6 es igual a la tasa de interés r. Vamos a estimar el valor de
p para un call estdndar que tiene la funcién de pago (2.54), por lo que es necesario calcular

la derivada de Y con respecto a r

dy

-7 -7 d
% = —Te T(ST—K)+—|—€ T—(ST—K)

dr +
= —Te™(Sr— K), +e""1{Sy > K}S;T

= TG_TT (]_{ST > K}ST — (ST — K)+) . (264)
donde 1{Sy > K} se define como en (2.58).
Como % es un estimador insesgado de p, cumple lo siguiente

p=F {T@‘TT (1{ST > K}Sy — (St — K)+)} : (2.65)

Por otro lado, sabemos estimar esta esperanza con el método de Monte-Carlo, py; denota

el estimador de p usando M trayectorias y tiene la siguiente forma:

Py = %i lTe"T (1{572 > K}Sr, — (Sr, — K)+>] (2.66)

02 . . 7’
con Sp, = Spe ("= T)THo i VT y ¥; una variable aleatoria normal estandar.

Como ejemplo también consideramos el call estandar cuyos datos se mencionan en el
Ejemplo 2.3.1. En el Cuadro 2.7 se presentan intervalos de confianza al 95 % del estimador

pu para diferentes valores de M.
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Cuadro 2.7: Resultados del estimador de p por el método de perturbacién infinitesimal

combinado con Monte-Carlo.

1.5 meses
M Lim. inf  Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 0.89548716  0.96892223 1.04235729 0.14687012 0.04
10000  0.97122710  0.99453463  1.01784217 0.04661507 0.49
100000  0.96698809  0.97433466  0.98168123 0.01469313 5.22
1000000 0.97233030  0.97465361 0.97697691 0.00464660 52.4
3 meses
M Lim. inf  Aproximacién Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 2.01742898  2.16527420  2.31311942 0.29569044 0.059
10000  2.19889635 2.24575341 2.29261048 0.09371413 0.5
100000  2.20397786  2.21878330  2.23358874 0.02961087 5.32
1000000 2.21096894  2.21565035  2.22033177 0.00936282 52.13
6 meses
M Lim. inf =~ Aproximacién Lim.sup  Longitud Tiempo (seg)
1000 4.50962221  4.80147293  5.09332364 0.58370143 0.05
10000  4.77516063  4.86737550  4.95959036 0.18442972 0.49
100000  4.87324661  4.90239801  4.93154940 0.05830278 5.21
1000000 4.87495139  4.88417124  4.89339109 0.01843970 51.94

Estimacién por medio del método de perturbacién infinitesimal de p de un call estandar con caracteristicas:

Sp =19.08, K =19.5, 0 = 17.25%, r = 7% y T= 1.5, 3 y 6 meses. El valor tedrico de p a 8 digitos es

0.97520335, 2.2183536 y 4.8854587, respectivamente.

Calculo de la ©® de una opcion europea

La tultima griega que calcularemos es © que se define como la tasa de variaciéon del

valor de la opcién con respecto al tiempo.

av

e=__

dt

(2.67)

Consideraremos un call estdndar con funcién de pago descontada igual a (2.54).
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El primer paso es calcular la derivada de Y con respecto a t

ay d
E = Teir(T*t) (ST — K)+ -+ €7T(T7t)£ (ST — K)+
d d
= ’I“eir(Tit) (ST — K)+ + €7T(T7t)g (ST - K)Jr%
T
2
= re T (Sp — K)+ +e T DS > K}ST( —r+ % - %)

_ {T(ST ~ K), +1{5; > K}ST( —r+ %2 - N%)] L (268)

donde 1{S7 > K} se define como en (2.58).
Para t = 0, tenemos

dy

— :e—rT{r(sT—K)++1{ST>K}ST(—7~+U——U—y)] (2.69)

donde, % es un estimador insesgado de ©®; asi que
T o oy
®=Fl|e T(ST—K)++1{ST>K}ST -+ = — . (270)

Con el método de Monte-Carlo podemos estimar a (2.70),

M
5 _ 1 T B 0 oy
On = Mizle (r[sn K]++1{STZ.>K}STZ.( g 2\/7)) (2.71)

2
o . . . 7 7/
con Sy, = Spe "=F)THevi VT yna variable aleatoria normal estandar y M el niimero

de trayectorias generadas para calcular el estimador.

En el Cuadro 2.8 se muestran resultados numéricos de el estimador ©,,, para una opcién

con datos ya mencionados en el Ejemplo 2.3.1.
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Cuadro 2.8: Resultados del estimador de © por el método de perturbacién infinitesimal

combinado con Monte-Carlo.

1.5 meses
M Lim. inf  Aproximaciéon  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 -2.45392174  -2.24604815  -2.03817456 0.41574717 0.04
10000 -2.42429029  -2.35581261  -2.28733493 0.13695535 0.55
100000 -2.40191200 -2.38034114  -2.35877028 0.04314171 5.38
1000000 -2.38269234  -2.37589484  -2.36909734 0.01359500 56.06
3 meses
M Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 -2.06958346  -1.90469497  -1.73980648 0.32977698 0.06
10000  -1.98980352  -1.93785642  -1.88590932 0.10389420 0.55
100000  -1.94813599  -1.93190848  -1.91568096 0.03245503 5.6
1000000 -1.94141423  -1.93627747  -1.93114071 0.01027351 55.53
6 meses
M Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo (seg)
1000 -1.71155679  -1.58653497  -1.46151315 0.25004363 0.059
10000  -1.62341801  -1.58391709  -1.54441618 0.07900182 0.55
100000 -1.61100020  -1.59850205  -1.58600390 0.02499630 5.38
1000000 -1.60445904  -1.60050020  -1.59654136 0.00791768 55.36

Estimacién por medio del método de perturbacién infinitesimal de © de un call estandar con caracteristicas:
Sp =19.08, K =19.5, 0 = 17.25%, r = 7% y T= 1.5, 3 y 6 meses. El valor tedrico de © a 8 digitos es
-2.3721790, -1.9341506 y -1.5991930, respectivamente.

Gamma (I

Otra griega es gamma; sin embargo, como ya se mencioné uno de los obtaculos que
presenta el método de perturbacién infinitesimal es la discontinuidad en la funcién de

pago, siendo éste uno de los inconvenientes por los cuales no es posible estimar I', ya que
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seria necesario aplicar el método de perturbacion infinitesimal a la siguiente funcion
—rT ST
0

la cual aunque es diferenciable excepto para St = K, lo cual implicaria que Y es diferen-
ciable con probabilidad 1, la funcién no cumple con la propiedad 3 del Teorema 2.3.1 para
poder aplicar el método de perturbacion infinitesimal; es decir, Y no es Lipschitz.

Este es un ejemplo en el cual Y es diferenciable con probabilidad 1, pero no es posible

intercambiar el orden de las operaciones de diferenciacion y calculo de la integral.



Capitulo 3

Aplicacion del método de

Monte-Carlo a opciones exoéticas

En este capitulo se calcula la valuacién y cobertura de opciones exdéticas; especifica-
mente de una opcién asiatica y una lookback. Como ya se sabe, la prima y A de estas
opciones depende de la trayectoria del subyacente y no pueden calcularse en forma exacta.
Asi, se pretende estimar el valor de la opcién y de la A por medio del método de Monte-
Carlo a partir de simular diferentes trayectorias posibles del subyacente. Para estimar la

A de la opcién se utiliza el método de perturbacién infinitesimal, visto en el Capitulo 2.

3.1. Valuacién y cobertura de una opcion asiatica

Una de las opciones exéticas mas populares es la opcion asidtica, cuya principal carac-
teristica es que se trata de un contrato sobre el valor promedio del subyacente. Su utilidad
se debe a que al depender del valor promedio del subyacente a lo largo de la duracion del
contrato, es menos manipulable, a diferencia de la opcién vainilla, que por depender del
precio del subyacente en la fecha de vencimiento puede presentar cambios repentinos en
el precio de la opcion. Existe una variedad de opciones asidticas que se pueden clasificar

como sigue:

= Opciones asiaticas tipo europeo o euroasiatica, que sélo pueden ejercerse en la fecha
de vencimiento u opciones asidticas tipo americano que pueden ejercerse en cualquier

instante antes de la expiracion de la opcidn.

60
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El valor promedio del subyacente puede calcularse de acuerdo a la media aritmética
o geométrica, siendo la primera la més utilizada. Sin embargo, para el caso de la
media geométrica existen formulas cerradas para el modelo de Black-Scholes mientras
que para la aritmética no la hay. El célculo de la media se hace sobre la base de
los precios diarios de cierre del subyacente y el plazo cominmente abarca desde la
emisién de la opcién hasta su fecha de vencimiento; pero no existe inconveniente en
fijar determinado periodo de observacion. Si el promedio es aritmético, éste tiene la

forma:
A= I/TSdt (3.1)
=7 i ’ )

y si es geométrico,
A = et Jo (St (3.2)

con T, la fecha de vencimiento de la opcion y S; el precio del subyacente en el tiempo

t.

Las opciones asiaticas pueden asumir dos variantes, opciones asiaticas con precio

medio del subyacente u opciones asiaticas con precio de ejercicio promedio.

De esta manera, si consideramos una opcién euroasiatica; ésta puede tener alguna de las

siguientes formas:

Call con precio medio del subyacente, con funcién de pago: h( A) = (A — K)4
Put con precio medio del subyacente, con funcién de pago: h( A) = (K — A)4
Call con precio de ejercicio promedio, con funcién de pago: h( A) = (S — A) 4

Put con precio de ejercicio promedio, con funcién de pago: h( A) = (A — Sr)+

Para calcular el precio de una opcién de compra euroasiatica con funcién de pago

h(A) = (% /OT Sudu — K>+, (3.3)

se considera un mercado que satisface las condiciones del modelo Black-Scholes (ver

Capitulo 1), por lo que existe una medida de probabilidad P* conocida como la probabi-

lidad de riesgo neutro, bajo la cual el precio del activo subyacente satisface la ecuacion

diferencial estocéstica
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con solucién
1

St = 506(7’750'2)25 +oW (35)
donde Sy es el precio inicial del activo subyacente, r la tasa libre de riesgo, o la volatilidad,

T la fecha de vencimiento y {W;};>¢ un movimiento browniano estandar.

De acuerdo al modelo de Black-Scholes el valor de la opcién al tiempo t estda dado por:

1 T
F,=e¢ TR K— / S, du — K)
T J, .

donde, E*[X|F;] denota la esperanza condicional de la variable aleatoria X, dado F3, bajo
la medida de probabilidad P*.
T

Por otro lado, si se divide el intervalo [0, 7] en n subintervalos, de tal forma que h = -

ft} : (3.6)

determine los tiempos tg, t1, .., t,_1,t, con t; = ih y se considera (3.5), se obtiene la relacion

1y = 81, elr =t H ey, (3.7

En particular para t = 0 nos interesa calcular

T
Fy=e¢"TE* Ki / S, du — K)
T J, N

lo cual de acuerdo a [8], se reduce a calcular

Fy=e"TE" K% /OT Sydu — K) } (3.9)

Sin embargo, para {S;}¢>0, un movimiento browniano geométrico, el promedio aritmético

fo} . (3.8)

% fo S.du no se distribuye lognormal a diferencia del promedio geométrico; por eso es
necesario aproximar la integral.
Para aproximar el precio de una opciéon euroasiatica por el método de Monte-Carlo; primero

es necesario aproximar

1 T

para lo cual, podemos utilizar dos enfoques.

El primer esquema es aproximar a (3.10) mediante sumas de Riemann, como sigue

1 T h n—1
— du ~ — . 11
T/o S, du T;Stz (3.11)
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una vez realizado esto, de acuerdo al método de Monte-Carlo un estimador de Fy, es

R T M h n—1
P = (T > s k)
1=0 +
—'rT M

_ Z (% nzzof S, — K)+, (3.12)

Asi, Foar es el estimador del precio de una opcién de compra euroasidtica usando M
trayectorias del precio del subyacente y observando para cada trayectoria n veces el precio

del subyacente.

Un segundo esquema se obtiene al aproximar a (3.10) mediante el Método del Trapecio

1 /7 1222 ftin
— | Sudu = = Sud
T /0 Yoo Z; /t !

como sigue:

n—1
1 h
i=0
De la ecuacion (3.7) (3 13) tenemos
n—1
L[ s oT ;{Snu t elrm 3o Wi ~WiiJoy (3.14)

U2)h+(Wti+l —Wzi)O'

Desarrollando el término "2 en serie de Taylor

1+1

1 T h n—1 2
— | S,du= — Sti{2+(r—%)h+(wt, —W,)o

2
1 2 ) 2
5 (T‘ 5 ) h + 2(T‘ — ?)h(thJrl — Wti)O'

+ (Wti+1 - Wti)Qaz + }

Si se utiliza n lo suficientemente grande para que h sea pequena, se conservan los términos

de orden a lo més h y considerando que con la variaciéon cuadratica de (Wt —W,,)o se

1+1

cancela a —Eozh, obtenemos:

n—1

1 [7 h
1 /0 Sudu ~ o 2; .2+ rh + (Wi,,, — Wi,)o). (3.15)

Q

T
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Asi, por Monte-Carlo, el estimador de Fj de acuerdo al segundo esquema es

e M n—1
~ e " h
F07M - M g (ﬁ E Stz‘ (2 + Th + (Wti+1 — Wti)g) — K> . (316)
7j=1 1=0 +

Considerando que (W;,,, —W,) se distribuye como una normal con media 0 y varianza h,

141

tenemos:
—TT M -

i Z{WZ& 2+rh+yVho) - ] : (3.17)

+

FOM—

con y; una variable aleatoria normal estandar.

Es importante observar que Fp as, ya no es un estimador insesgado a consecuencia de haber

estimado el promedio aritmético en la funcion de pago. Pero, si es posible afirmar que

n—1

h I

Es decir,

—r7 M
(&

El tratamiento de la opcion de venta es parecido o bien puede calcularse por medio de la

paridad put-call para opciones asidticas (ver [10], pag. 273)

1 [T 1 /7
e_TTE*[(K——/ Sudu) } :e_TTE*[(—/ Sudu—K) }
T Jo N T Jo N
T 1
—e E{T/O Sudu—K].

Ejemplo 3.1. En el Cuadro 3.1 se presenta la estimacion del valor de un call asidtico

(3.20)

usando la expresion (3.17) con los siguientes datos: Precio inicial Sp = 100, precio de
ejercicio K = 100, tasa libre de riesgo r = 0.10, volatilidad anual igual a 0 = 0.2 y con
fecha de expiracion en 3 meses, 6 meses y 1 ano.

Presentamos la aprozimacion del valor de una opcion de compra euroasidtica, simulando
M trayectorias y tomando n subintervalos del intervalo [0,T]; asi mismo se presentan el
limite inferior y superior de un intervalo de confianza al 95 % del valor de la opcidn y la

respectiva longitud del intervalo.
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Cuadro 3.1: Estimacién del precio de un call asidtico.

3 meses
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim.sup Longitud  Tiempo(seg)
50  2.72350217  2.95953295 3.19556374 0.47206157 0.305
1000 100 2.46291863  2.68728682  2.91165500 0.44873637 0.975
50  2.79668979  2.90230986  3.00792994 0.21124014 2.015
5000 100 2.80666500 2.91439887  3.02213274 0.21546774 4.112
50 2.79158880  2.86627208  2.94095536 0.14936655 4.033
10000 100 2.84336340 2.91855575 2.99374809 0.15038469 9.778
50 2.85988573  2.89382583  2.92776593 0.06788019 20.066
50000 100 2.89773692 2.93183639 2.96593586 0.06819894 48.889
50  2.87867228 2.90242448 2.92617669 0.04750440 49.512
100000 100 2.90541400 2.92957461 2.95373522 0.04832121 99.015
6 meses
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim.sup  Longitud Tiempo(seg)
50  4.31511940  4.67633595 5.03755249 0.72243309 0.521
1000 100 4.25685675 4.61372120  4.97058566 0.71372890 1.06
50  4.32013925 4.47937343 4.63860761 0.31846836 2.522
5000 100 4.41533091  4.57545301  4.73557512 0.32024420 4.854
50  4.34954233  4.46066581 4.57178929 0.22224695 4.475
10000 100 4.37732965  4.48929784  4.60126603 0.22393638 10.526
50 4.46608328  4.51659812  4.56711296 0.10102967 21.256
50000 100 4.43137423  4.48151874  4.53166326 0.10028903 50.632
50 4.45325464  4.48886997  4.52448531 0.07123066 49.908
100000 100 4.45070416  4.48630352  4.52190288 0.07119872 101.651
1 ano
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
50  6.85253798 7.37994174 7.90734549 1.05480750 0.39
1000 100 6.29442910 6.78298610 7.27154309 0.97711399 1.054
50 6.66168865 6.89519310 7.12869770 0.46700907 1.789
5000 100 6.82350419 7.06188503 7.30026587 0.47676168 4.115
50  7.03466448 7.20415371 7.37364293 0.33897845 3.999
10000 100 7.05527916  7.22588957  7.39649998 0.34122082 9.999
50  6.97220897 7.04711512 7.12202128 0.14981231 19.854
50000 100 6.96613670  7.04112453  7.11611236 0.14997565 49.782
50 6.97150205  7.02399112  7.07648018 0.10497812 50.152
100000 100 6.98074003 7.03369631 7.08665260 0.10591256 99.138

Precio del call asiatico con caracteristicas: Precio inicial Sy = 100, precio de ejercicio K = 100, tasa libre

de riesgo r = 0.10, volatilidad anual igual a ¢ = 0.2 y con fecha de expiracién en 3 meses, 6 meses y 1

ano.
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3.1.1. Estimacion de la cobertura.

Para determinar la cobertura de una opciéon de compra euroasiatica, es necesario como
ya sabemos, determinar el valor de la A de la opcién; por lo que a continuacion se desa-
rrolla como estimar este parametro utilizando el método de perturbacién infinitesimal en
combinacion con el método de Monte-Carlo.

Tomando en cuenta la notaciéon que desarrollamos en el Capitulo 2 para el método de

perturbacion infinitesimal tenemos que Y, la funciéon de pago descontada esta dada por

Y(A) =T (% /OT Sdu — K)+, (3.21)

donde A es el promedio aritmético.

Se pretende estimar

dF d d

a5, = a5, P {dSo } (3:22)
Para esto, sea S ~ %fOT Sudu 'y

Y(S)=e"(S-K), (3.23)

donde S estd dado segtin el esquema de Riemann (3.11) o del Trapecio (3.15).

Derivando Y con respecto a Sy, tenemos

j_; _ %5_; (3.24)
para el primer factor
%méx{g—K,O}:{(l)zgzg, (3.25)
sea .
1{§>K}:{ Lsi 5> K (3.26)
0si S<K
por lo tanto, Wy
== e 1{S > K}. (3.27)
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Para el segundo término, y de acuerdo al esquema desarrollado en base al Método del

Trapecio, obtenemos

I
—

dS d [ h <
— = —| = (24 rh+y; h
S, 5, (2T 2 S drh v Vh "))
h = dS,,
= — —2+rh+vy; h
oT L dS()( +r —|—y+1\/_0)
h =S,
2TZ:0 So( +7r +y+1\/—0)
S
= — . 3.28
= (3:28)
con y; una variable aleatoria normal estandar.
Por lo tanto, la derivada de Y con respecto a Sy es
d — S
—Y=e""1{S>K} —. 3.29
T { ¥ S (3.29)
Por 1ltimo, de acuerdo al método de Monte-Carlo un estimador de A es:
-~ e_TT M — gj
Ay = 1{S;,>K}—|. .
w="r (15> K1 ) (3.30)

Este es el estimador de A simulando M trayectorias y usando el esquema desarrollado en
(3.15).
Si se utilizara el esquema de sumas de Riemann, se obtendria la misma expresion que en

(3.30), con la excepcién de que al calcular a S se debe emplear la expresién (3.11).

Es importante considerar que al igual que el estimador Fj s, el estimador Ay ya no es
insesgado a consecuencia de la aproximacion de % fo S.du, pero, si es posible establecer

lo siguiente

T U — S
E Im1{S;, > K} || =A 3.31
2 (s 0| e
j:
es decir, el estimador Aj; es insesgado siempre y cuando sea posible calcular de forma
exacta el valor de la integral % fOT Syudu. De esta manera, cuanto mas exacto sea el calculo
del promedio aritmético mas seguro se estard de que el estimador A, es una buena

aproximacion.
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El error que se comete al estimar la sensibilidad del precio de las opciones asidticas con
el método de perturbacion infinitesimal combinado con Monte-Carlo depende de la apro-
ximacion de la integral y del hecho de usar Monte-Carlo. Para estimar el sesgo se usa la

siguiente estimacion de error

1 (T S 1
El= —yer| =2 — ).
Jop [ s <2 o( L)

La varianza va a depender de n, nimero de subdivisiones de la integral y M el nimero

de trayectorias. El orden del error que se introduce para MSE es % . La estimacion del

error aparece en el articulo [5].

En el Cuadro 3.2 se presentan los resultados obtenidos de estimar la delta de un call
asiatico utilizando la expresién (3.30) y con los siguientes datos: Precio inicial Sy = 100,
precio de ejercicio K = 100, tasa libre de riesgo r = 0.10, volatilidad anual igual a o = 0.2

y con fecha de expiraciéon en 3 meses, 6 meses y 1 afio.
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Cuadro 3.2: Estimacion de la A de un call asiatico por el método de perturbacién infini-

tesimal combinado con Monte-Carlo.

3 meses
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup  Longitud Tiempo(seg)
50  0.54423253  0.57587395  0.60751537 0.06328284 0.5
1000 100 0.53113264  0.56280961 0.59448659 0.06335395 0.99
50  0.56549084  0.57961855  0.59374626 0.02825542 1.8
5000 100 0.57814684  0.59223391 0.60632098 0.02817414 4.01
50  0.57654796  0.58651925  0.59649053 0.01994257 3.99
10000 100 0.57529849  0.58527940  0.59526032 0.01996182 9.999
50  0.58115072 0.58561198  0.59007323 0.00892250 19.99
50000 100 0.57890783  0.58337321 0.58783859 0.00893075 48.985
50  0.58542498  0.58857688  0.59172878 0.00630379 49.055
100000 100 0.58532553  0.58847738  0.59162924 0.00630370 97.258
6 meses
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
50  0.56752630  0.59892278  0.63031926 0.06279296 0.4
1000 100 0.60967421 0.64056933  0.67146445 0.06179024 1.009
50  0.60772223  0.62170082  0.63567941 0.02795717 1.988
5000 100 0.60102381 0.61504770  0.62907158 0.02804777 4.001
50 0.60515333  0.61503725  0.62492116 0.01976782 3.998
10000 100 0.61184357  0.62170078  0.63155799 0.01971441 10.001
50 0.61370270  0.61811902  0.62253534 0.00883264 19.215
50000 100 0.61433277  0.61875210  0.62317142 0.00883864 48.215
50  0.61080068  0.61392996  0.61705924 0.00625855 49.052
100000 100 0.61327756  0.61640501 0.61953246 0.00625490 97.21
1 ano
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
50 0.62470089  0.655120969  0.68554104 0.06084014 0.52
1000 100 0.61508962 0.64570165  0.67631368 0.06122405 0.888
50  0.63231452 0.64596958  0.65962465 0.02731013 2.001
5000 100 0.64139812 0.65495708  0.66851604 0.02711791 4.213
50  0.63757800  0.64722348  0.65686896 0.01929096 3.998
10000 100 0.64397024  0.65359108  0.66321192 0.01924168 9.899
50  0.64530805 0.64961336  0.65391866 0.00861060 20.015
50000 100 0.64961323  0.65390918  0.65820513 0.00859189 47.785
50  0.64763332 0.65067558  0.65371784 0.00608452 50.526
100000 100 0.64558567  0.64863133  0.65167698 0.00609131 98.287

Calculo de la A de un call asidtico con caracteristicas: Precio inicial Sp = 100, precio de ejercicio K = 100, tasa libre de

riesgo r = 0.10, volatilidad anual igual a o = 0.2 y con fecha de expiracién en 3 meses, 6 meses y 1 afio.
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3.1.2. Calculo de la vega de una opcion asiatica.

El método de perturbacién infinitesimal no sélo es 1til para calcular la A de la opcion
asiatica sino que también permite determinar el valor de otras griegas; como muestra de

ello a continuacion se calcula la v de un call asiatico.

Se pretende estimar
dF d
=—=—F|Y]=FE|-—Y|. .32
v=—==—FE[Y] { ] (3.32)

. T 1 T
Para esto, se considera S ~ 7 fo Sudu y

Y(S)=e"(S-K), (3.33)
con S calculado conforme al esquema de Riemann (3.11) o del Trapecio (3.15).
Derivando Y con respecto a o, tenemos
dY —dY dS
do dS do ( )
El primer factor es igual a
d _ 1si S>K
= omax (0,5-K)=4{ "2 (3.35)
ds 0si S<K
por lo que v
— =e¢"T1{S > K}, 3.36
=TS > K) (3.30)
con B
— 1si S>K
S>Kk1={ 7 . (3.37)
0si S<K
Para el segundo factor, tenemos que
n—1
— 1 h
S = T 5 [Stz + Stz+1]

n—1
= i{So%—ZQSti +Sn}. (3.38)
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Derivando a S con respecto a o,
dS h d
i m—{ 0+225t+5}
h [ .dS,
_ T[Z St } (3.39)

se observa que o afecta explicitamente a S, e implicitamente a través de la dependencia

de S;, , con 0. De esta manera, la derivada de S;, con respecto a o es

ds,  dS, . S,
L= ! - |=o(t; — ti_ t; — 1Y, 4
do_ do_ Sti71 + Stz[ 0-( 1 1 1) + 7 K3 lyl] (3 0)

con y; una variable aleatoria normal estandar.

s,
Considerando que d—UO: 0, la ecuacién (3.40) se puede escribir como

s,

dai — Sti |: — O'ti + ; A/ tl — tj—l y]:| (341)

ds,, S\ (1),
i[5 (2o oz

Por lo tanto, la derivada de Y con respecto a o es,

o bien

dy erTh[”‘l s, dS,
- 2t

— =57 e ]1{S>K} (3.43)

1=

dSt.
con d_al definido en la ecuacion (3.42). Por Monte-Carlo un estimador de la v de un call

asiatico es

aM_eTTZ{Hr lzd;;f dS}l{S>K}} (3.44)

1=

En el Cuadro 3.3 se presenta la estimacién de la v de un call asiatico con caracteristicas

ya mencionadas en el Ejemplo 3.1.
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Cuadro 3.3: Estimacién de la v de un call asiatico por el método de perturbacién infinite-

simal combinado con Monte-Carlo.

3 meses
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup  Longitud Tiempo(seg)
50  10.5391149 11.8369261 13.1347374  2.59562246 0.71
1000 100 9.22260605 10.3317929 11.4409798 2.21837378 1.3
50  10.4748646 11.0312318 11.5875990 1.11273443 3.46
5000 100 10.2329785 10.7544648 11.2759511 1.04297261 6.09
50  10.1387982 10.5180434 10.8972886  0.75849044 6.8
10000 100 10.7496539 11.1220277 11.4944014 0.74474753 11.03
50  10.6863155 10.8584554 11.0305953 0.34427974 30.7
50000 100 10.7825751 10.9483475 11.1141199 0.33154473 62.82
50  10.6093937 10.7301117 10.8508298 0.24143611 64.04
100000 100 10.8025564  10.9200093  11.0374621 0.23490575 113.91
6 meses
M n Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
50  12.9313722 14.7087076 16.4860431 3.55467085 0.7
1000 100 11.9414658 13.6023880 15.2633103  3.32184448 1.3
50  13.7157563 14.4860047 15.2562532  1.54049688 3.32
5000 100 13.6097245 14.3497369 15.0897493 1.48002472 6.1
50  14.3396785 14.9017216 15.4637647 1.12408620 6.7
10000 100 14.5554179 15.0964550 15.6374920 1.08207415 12.16
50  14.3766426 14.6251881 14.8737335  0.49709088 30.18
50000 100 14.6879456 14.9313315 15.1747175 0.48677198 63.9
50  14.3918677 14.5675825 14.7432974  0.35142978 63.7
100000 100 14.5082410 14.6781036 14.8479663 0.33972525 107.84
1 ano
M n Lim. inf  Aproximacién Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
50 16.6944554  19.1717474  21.6490395 4.95458408 0.73
1000 100 18.1574031 20.6947575 23.2321119 5.07470876 1.13
50 19.2002957 20.3462742 21.4922526  2.29195690 3.1
5000 100 17.0883188 18.1740789 19.2598390 2.17152017 6.01
50  18.7558183 19.5531420  20.3504656 1.59464730 5.98
10000 100 19.1899343 19.9895731 20.7892119 1.59927761 12.053
50 19.3139190 19.6694993 20.0250796 0.71116066 30.01
50000 100 19.2856252 19.6396419 19.9936586  0.70803340 60.32
50  19.1516354 19.4002054 19.6487754  0.49714006 61.12
100000 100 19.2736591 19.5240827 19.7745063 0.50084713 108.12

Calculo de la v de un call asidtico con caracteristicas: Precio inicial Sg = 100, precio de ejercicio K = 100, tasa libre de

riesgo r = 0.10, volatilidad anual igual a ¢ = 0.2 y con fecha de expiracién en 3 meses, 6 meses y 1 ano.
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3.2. Valuacién y cobertura de una opcién lookback

Otro tipo de opcién exédtica, es la opcion lookback que al igual que la opcion asidtica,
tiene una funcién de pago que depende de la trayectoria del subyacente y que se caracteriza
por ser funcién del valor minimo o maximo alcanzado por el precio del subyacente durante
la vida de la opcién. Los dos tipos basicos de opcion lookback son: opcién lookback con
precio de ejercicio flotante y opcién lookback con precio de ejercicio fijo.

La funcién de pago de un call lookback con precio de ejercicio flotante es la diferencia
entre el minimo precio del subyacente S, alcanzado durante la vida de la opciéon y el

precio final del subyacente St. Es decir,
h(Smin>float = (ST - Sml’n)~ (345)

De manera similar, la funcion de pago de un put lookback con precio de ejercicio flotante,
es la diferencia entre el maximo precio del subyacente S5, alcanzado durante la vida de

la opcién y el precio final del subyacente Sp. Asi,
h(Sméx)float = (Sméx - ST) (346)

Por otro lado, la funciéon de pago de la opciéon lookback con precio de ejercicio fijo, es
similar a la funcién de pago de las opciones estandar con precio de ejercicio K, con la
excepcion de que el precio final del subyacente S7, es remplazado por el maximo o minimo
precio alcanzado por el subyacente durante la vida de la opcién. De esta manera, la funcién

de pago para un call es,
h(Sméx)fi:ced - (Sméx - K)+ (347)
y para un put

h(Smin>fia:ed - (K - Smin)—i-' (348)

Se pretende calcular el precio y cobertura de la opcién lookback con precio de ejercicio
flotante que tienen como funcién de pago a (3.45) y (3.46), el tratamiento del otro tipo de
opcidén lookback es similar. Para esto, se considera el modelo Black-Scholes (ver Capitulo

1), donde el precio del subyacente satisface la ecuacién diferencial estocdstica

con solucién
S, = Sy ermaT) i+ oW (3.50)
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donde Sy es el precio inicial del subyacente, r la tasa libre de riesgo, o la volatilidad, T la

fecha de vencimiento y {W;};>o un movimiento browniano estdndar (ver Capitulo 1).

Asi el valor de un call lookback con precio de ejercicio flotante al tiempo t estd dado por:
Cy = e "TIE*[Sp — S| F] (3.51)

donde, E*[X|F;] denota la esperanza condicional de la variable aleatoria X, dado F;, bajo

la medida de probabilidad P*, conocida como la probabilidad de riesgo neutro.

Por otro lado, para un put lookback con precio de ejercicio flotante tenemos
P, = e T(T=t) p* [Smé,x _ ST’ft] _ (352)

Podemos valuar estas opciones mediante el método de Monte-Carlo, a partir de simular el
precio final del activo subyacente St y el maximo Sy, s« 0 minimo Sy, precio del subyacente
alcanzado en el intervalo de tiempo [0, T]. Para esto, es necesario dividir el intervalo [0, T]
en n subintervalos de longitud h = %, lo que determina los tiempos ty, t1, ..., t,. Asi, para

aproximar a Sy podemos usar,
Sméx = maX{StO, St1> ceey Stn—l? ST}
y para aproximar a Sy Usamos,

§min = mfn{sto7 Stp ceey Stn,U ST} (353)

donde, S;, = Sp er—3otityivliic o< ¢, < T y u; es una variable aleatoria normal
estandar.
De acuerdo al método de Monte-Carlo el estimador del valor inicial de un call lookback,

usando M trayectorias del precio del subyacente es

€ o~
Co= 7 ; (ST — Swin]- (3.54)
De la misma manera, una estimacién del valor inicial de un put lookback, es
e—rT M N
Py= = > [Siax — Srl- (3.55)

=1

Ejemplo 3.2.1. En el Cuadro 3.4 se presenta los resultados obtenidos de estimar el valor
inicial de un call lookback con precio de ejercicio flotante y cuyos datos son: Precio inicial
So = 80, tasa libre de riesgo r = 0.05, volatilidad anual igual a 0 = 0.25 y con fechas de

expiracion en 3 meses, 6 meses y 1 ano.
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Cuadro 3.4: Estimacién del precio de una opciéon de compra lookback.

3 meses
M N Lim. inf = Aproximacién Lim.sup  Longitud Tiempo(seg)
100 7.27074654  7.65756723 8.04438792 0.77364138 0.56
1000 200 7.52018361  7.92022229  8.32026097 0.80007736 1.15
100 7.75034511 7.93864266  8.12694021 0.37659510 2.56
5000 200 7.80105596 7.98300705 8.16495814 0.36390218 4.6
100 7.82266952  7.94928556  8.07590160 0.25323208 4.58
10000 200 7.99849630 8.12917892 8.25986145 0.26136506 11.59
100 7.97488370  8.03280106  8.09071842 0.11583471 23.07
50000 200 8.01809392 8.07675948 8.13542503 0.11733111 49.85
100 8.00714555 8.04830924  8.08947293 0.08232737 50.014
100000 200 8.06038758 8.10162669 8.14286570 0.08247820 99.56
6 meses
M N Lim. inf  Aproximacién  Lim.sup  Longitud Tiempo(seg)
100 10.6129011 11.2374525 11.8620030 1.24910279 0.46
1000 200 10.6122099 11.2267430 11.8412766 1.22906670 1.02
100 10.8219958 11.0889984 11.3560009 0.53400505 2.58
5000 200 10.9805418  11.2466256  11.5127094 0.53216754 4.11
100 11.0386397 11.2319459 11.4252521 0.38661241 3.99
10000 200 11.1865247  11.3772370  11.5679493 0.38142458 10.5
100 11.2962894  11.3825979  11.4689065 0.17261703 19.97
50000 200 11.3108456 11.3964780 11.4821110 0.17126543 49.85
100 11.2965460 11.3570020 11.4174579 0.12091191 49.97
100000 200 11.4531443 11.5141780 11.5752117 0.12206738 101.1
1 ano
M N Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
100  14.6572996 15.4809970 16.3046940 1.64739476 0.47
1000 200 15.0716822 15.9535732 16.8354643 1.76378203 0.898
100 15.3453584 15.7549775 16.1645967 0.81923830 2.6
5000 200 15.7315756 16.1345549 16.5375342 0.80595865 4.11
100  15.9892844 16.2828716 16.5764587 0.58717433 4.13
10000 200 16.0285777  16.3125878  16.5965978 0.56802009 10.21
100 16.1869053 16.3160814 16.4452500 0.25835216 18.967
50000 200 16.2699612  16.3997469  16.5295325 0.25957124 49.695
100  16.2819084 16.3727242 16.4635399 0.18163149 50.265
100000 200 16.3446444 16.4357872 16.5269300 0.18228554 97.55

Precio de un call lookback con caracteristicas: Precio inicial Sy = 80, tasa libre de riesgo r = 0.05,

volatilidad anual igual a ¢ = 0.25 y con fecha de expiracién en 3 meses, 6 meses y 1 afo.
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3.2.1. Delta de una opcién lookback

La funcién de pago de una opciéon lookback, es una funcién para la cual es posible
aplicar el método de perturbacion infinitesimal para el calculo de la A de la opcién, lo
cual se realiza a continuacion.

Por la notacién que se ha venido desarrollando, la funcién de pago descontada de un call
lookback es
Y = e T[Sr — Sin) . (3.56)

Y de acuerdo al método de perturbacién infinitesimal, la A de una call lookback que
denotaremos como Ag es

dC d

Ap = — = —_
“7dS,  dS,

ﬂﬂ:EL—ﬂ. (3.57)

Por lo que al derivar Y con respecto a Sy tenemos

dy d . ~
d_So = d_Soe [ST Smm]
d d 4
_ —-rT| = T )
= € |:d80 ST dSO Smm:|
_ efrT ﬁ i Smin
So So
Y
= o (3.58)

Utilizando el método de Monte-Carlo, el estimador de A de un call lookback, generando

M trayectorias del subyacente, es

~ e ~
AC:Aﬂ%E:kﬁ—SMJ. (3.59)

La deduccion del estimador de la A de un put lookback que denotaremos como A p €s

similar y se obtiene la siguiente expresion:

Ap =S [ — 52 (3.60)
1

Los estimadores Ac y Ap no son insesgados en tanto que Spym v Smax Se estan estimando

en cada trayectoria. Lo que puede observarse es que
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hmh—>0 Sml'n = Sml'n y hmh—>0 Sméx = Sméx

por lo que entre mayor sea la exactitud de Spix v Smm mas seguro se estard de que los

estimadores A¢ v Ap son una buena aproximacion.

En el Cuadro 3.5 se muestran los resultados de estimar la A de un call lookback con

caracteristicas ya mencionadas en el Ejemplo 3.2.1.
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Cuadro 3.5: Estimacién de la A de un call lookback por el método de perturbacién in-

finitesimal combinado con Monte-Carlo.

3 meses
M N Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
100 0.08361147 0.09140364 0.09919582 0.01558435 0.5
1000 200 0.08892916 0.09720572 0.10548229 0.01655313 0.97
100 0.08750415 0.09090792 0.09431170 0.00680754 2.2
5000 200 0.08863730 0.09213947  0.09564165 0.00700434 4.01
100 0.08829480 0.09070077  0.09310674 0.00481194 3.9
10000 200 0.08821091 0.09065862 0.09310633 0.00489542 10.099
100 0.08964230 0.09072980 0.09181730 0.00217499 19.79
50000 200 0.08932073 0.09040399 0.09148725 0.00216651 49.985
100 0.09061937 0.09139278 0.09216620 0.00154682 49.095
100000 200 0.08980747  0.09057582  0.09134416 0.00153669 98.2058
6 meses
M N Lim. inf  Aproximacién Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
100 0.12294837 0.13475174 0.14655510 0.02360672 0.39
1000 200 0.12821394 0.14016095 0.15210795 0.02389400 1.1
100 0.13193928  0.13726032  0.14258137 0.01064208 1.78
5000 200 0.13672067 0.14219060 0.14766053 0.01093986 4.01
100 0.13701245  0.14081379  0.14461513 0.00760268 3.99
10000 200 0.13440635 0.13816987  0.14193340 0.00752704 10
100 0.13760971 0.13929484 0.14097996 0.00337025 19.915
50000 200 0.13882957 0.14053202 0.14223447 0.00340489 49.315
100 0.13821403 0.13941060 0.14060716 0.00239312 49.702
100000 200 0.13906493 0.14026254 0.14146014 0.00239520 97.81
1 ano
M N Lim. inf  Aproximacién  Lim. sup Longitud  Tiempo(seg)
100 0.17760487 0.19483490 0.21206493 0.03446006 0.62
1000 200 0.18539374 0.20255014 0.21970653 0.03431279 0.99
100 0.19604100 0.20396177  0.21188254 0.01584154 1.998
5000 200 0.19949723 0.20751306 0.21552889 0.01603166 4.065
100 0.19877835 0.20440143 0.21002452 0.01124616 4.115
10000 200 0.19918403 0.20490378 0.21062354 0.01143950 10.099
100 0.19764005 0.20013601 0.20263197 0.00499192 20
50000 200 0.19895145  0.20145547  0.20395949 0.00500804 49.66
100 0.20004129 0.20181049 0.20357970 0.00353841 50.22
100000 200 0.20075765  0.20252954  0.20430144 0.00354379 97.39

Estimacién de la A de un call lookback con caracteristicas: Precio inicial Sy = 80, tasa libre de riesgo

r = 0.05, volatilidad anual igual a ¢ = 0.25 y con fecha de expiraciéon en 3 meses, 6 meses y 1 ano.



Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se muestra como el método de Monte-Carlo puede ser aplicado a la valua-
cién y cobertura de opciones, especificamente el caso de la opcién asiatica y lookback. La
rapidez de convergencia del método de Monte-Carlo depende del nimero de trayectorias
que se generan para calcular la media muestral, asi como de la varianza de la funcion.
Entre mayor sea el nimero de trayectorias que se generan, mayor sera la precision del
resultado. Sin embargo, una desventaja del método de Monte-Carlo es la lentitud con que
converge.

Por otro lado, la evidencia tedrica y numérica obtenida en el capitulo dos indica que el
método de perturbacién infinitesimal, cuando es aplicable, da mejores estimadores de la
sensibilidad de esperanzas que los del método de diferencias finitas. Comparando el méto-
do de perturbacion infinitesimal con el método de diferencias finitas, el primero genera
estimadores insesgados a diferencia del segundo método y ademas requiere menor tiempo

computacional ya que estima directamente la derivada.

Sin embargo, el método de perturbacién infinitesimal requiere intercambiar el orden de
diferenciacion e integracion lo cual sélo es posible bajo las condiciones que se mencionaron
en el apartado 2.3 o bajo continuidad en la funcién de pago de la opcién en la mayoria de
los casos. Este es el inconveniente por el cual no es posible aplicar el método a opciones

como la digital y barrera y también no permite estimar la gamma de ninguna opcién.

El problema de discontinuidad en la funcién de pago de las opciones no es posible solu-
cionarlo utilizando el método de diferencias finitas, ya que si bien es facil de implementar,
cuando el método de perturbacién infinitesimal es inaplicable, el método de diferencias
finitas tiene un considerable error cuadratico medio. El error cuadratico medio en el méto-
do de diferencias finitas se debe a que al utilizar pequenos incrementos en el valor del
parametro con respecto al cual se estima la sensibilidad del valor de la opcion, se produce

un considerable incremento en la varianza y por el contrario, utilizar grandes incrementos
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en el parametro produce sesgo en el estimador.

Si bien los estimadores del método de perturbacion infinitesimal son insesgados, este in-
sesgamiento se puede ver afectado cuando la funciéon de pago de la opcion depende de otra
estimacion como en el caso de la opcion asiatica que depende de la estimacion del prome-
dio aritmético y de la opcion lookback que depende de los estimadores del precio maximo
o minimo del subyacente, por lo que el insesgamiento del estimador dado por el método
de perturbacién infinitesimal queda condicionado a la exactitud con que se estiman estos

valores en la funciéon de pago de la opcidn.

Como trabajo a futuro tenemos calcular la gamma de las opciones donde no fue posible
utilizar el método de perturbacién infinitesimal tal cual, ya sea primero suavizando la
funcion de pago de la opcién y de esta manera luego aplicar el método de perturbacion
infinitesimal o utilizando otro método conocido como razoén de verosimilitud. Asi como
incorporar técnicas de reduccion de varianza que permitan mejorar la rapidez con que

converge el método de Monte-Carlo.
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