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Chapter 4

Capitulo 1

4.1 Introduccién

En general, un problema exactamente soluble en Mecdnica Cudntica puede ser tratado con
meétodos de factorizacion, los cuales involucran operadores escalera de primer orden [1,2,3,4] 6
de orden superior en el contexto de la Mécanica Cuédntica Supersimétrica (SUSYQM) de orden
superior [5]. El estudio del método de factorizacién ha sido relacionado con el teorema de Dar-
boux [6,7] y la teoria de la SUSYQM estandar. Ademds, la introduccién de una generalizacién
de los operadores escalera ha permitido la construccién de una clase completa de potenciales

isospectrales [8-13].

Demostraremos que la ecuacién estacionaria de Schrodinger es invariante bajo la trans-
formacién ¢ — (d/dx + W)y, con W(x) una funcién arbitraria, pero bajo ciertas hipétesis,
satisfaciendo una ecuacién de Riccati. Nuestro propdsito es mostrar como esta invariancia
puede ser usada para encontrar los operadores escalera de funciones especiales y cudnticas, asi

como los potenciales isospectrales de varios problemas.

En algunos ejemplos, obtenemos resultados que fueron publicados en diferentes articulos; en
otros , obtenemos nuevos resultados. De hecho nuestro enfoque esta basado en una transformada

tipo Darboux, la cual nos proporciona la invariancia de la ecuacién estacionaria de Schrodinger.

La estructura de la presente tesis es: En el Capitulo 2 presentamos la relaciéon entre una



ecuacién de diferencial de segundo orden y sus correspondientes ecuaciones de Riccati y (tipo)
Schrodinger. En el Capitulo 3 demostramos la invariancia de la Ecuacién Estacionaria de
Schrodinger bajo cierta transformacién y su relacién con el Teorema de Darboux. En el Capitulo
4 desarrollamos nuestro método. En el Capitulo 5 damos algunas aplicaciones de dicho método.
Finalmente establecemos nuestras conclusiones. Ademds se presentan una serie de apéndices
en los cuales se obtienen explicitamente las eigenfunciones de cada problema en base a los

operadores escalera obtenidos en el Capitulo 5.



Chapter 5

Capitulo 2

5.1 Relacién de una Ecuacién Diferencial Lineal de segundo or-

den con una Ecuacién de Riccati y una (tipo) Schrédinger.

Consideremos la Ecuacién Diferencial Lineal de segundo orden:

f (@) + Pz)f '(2) + Q) f(x) =0, (1)

donde f'(¢) = d% f(&), con P(x) y Q(x) funciones analiticas arbitrarias en el intervalo bajo
consideracion.
En general, la Ec.(1) puede ser transformada en una ecuacién de Riccati bajo el cambio de

variable f(x) = e?(®),

w?(z) +w'(z) = —P(x)w(z) — Q(z), con w(x) =v'(x) =

Donde esta es la bien conocida relacién entre una ecuacién diferencial lineal de segundo

orden y una ecuacién no-lineal de Riccati [14].

Por otro lado, con el siguiente cambio de variable

f@) = 2@y exp |- [ POt (3)



siempre podemos transformar la Ec.(1) como:

1
(@) +[Qz) = 5 P'(w) = ; PH(@)]2() = 0, (4)
donde esta ecuacién determina la relacién entre una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden y una ecuacién (tipo) Schrédinger [15].

Un importante ejemplo de la Ec.(4) es la ecuacién estacionaria de Schrodinger, la cual

corresponde a una ecuacién de eigenvalores en una sola variable,

PO () — 2u(z, )P (x) = =200 P (),  i=1,2,..,9n (5)

aqui h=m =1y g, es el grado de degeneracién del eigenvalor A,,.

Aplicando el resultado expresado en la Ec.(2), a la Ec.(5), obtenemos la ecuacién asociada

de Riccati para dicha ecuacion:

con

Por lo que la Ec.(5) puede ser escrita como

WD (z) — (w?(z) + ' (z)) i (2) = 0, (8)

de donde podemos ver a 1/1$f ) (x) como un eigenestado del Hamiltoniano con potencial w?(z) +
w'(x), y con eigenvalor asociado igual a 0.
En la siguiente seccién mostraremos como las Ecs.(5) y (6) estdn conectadas, cuando una

transformada de Darboux estandar es aplicada a la Ec.(5).



Chapter 6

Capitulo 3

6.1 Transformada tipo Darboux
(@)

Definimos una transformada tipo Darboux de la solucién de la Ec.(5) 5’ (x) como:

oo = (4 - W) ) ¥(a) Q

donde W (x) es una funcién arbitraria, que convenientemente serd elegida. Ademds, W (z) no
esta conectada a priori con alguna eigenfuncion de la Ec.(5), como sucede en una transformada
de Darboux comun [6].

Para aplicar la Ec.(9) a la Ec.(5) calculemos:

¢"(x) = " (@) — W (@) (2) - W (@) (z) - W (@)@ (@) — W (@) (z)

= O (w) = W (@) (2) = 20 ()91 () = W ()1 (2)- (11)
Como w%)(x) es una solucién de la Ec.(5)

10



Y (@) = 2[u(z) = M (2) + 20/ ()9 ().

Sustituyendo las Ecs.(12) y (13) en la Ec.(11), obtenemos

P'@) = 2ful@) = \Jo) (z) + 20/ (@) (x)

—2W (2)[u(@) = AJoo D (2) = 2W (2) 9 (z) — W (2)$) (),

= =20, (@) = W ()P (2)) + 2u(z) () () — W (@) (z))
+2u/ (2)y P (z) — 2W' ()0 (z) — W (2){ (2),

n

= 2(u(@) = A)p(@) + 20/ (@) (z) — 2W ()9 (z) — W (2)$) (),

donde hemos usado la Ec.(9). Arreglando la anterior ecuacién como

¢ (@) = 2u(z)p(x) = —2\p(x) — 2 (@) (x) = W ()9 (z) + 20 (@)3) (),

= —2\0(x) — 2W' (@) (¥ (z) — W () (x))

—2W ()W (2)y{ () — W (2)p) (z) + 2/ (2) P (),

= —2\up(z) — 2W(2)p(x) — 2W ()W ()9 ) (@) — W (2)y () (2) + 20/ (2) ) (2),

6 equivalentemente:

11

(12)

(14)

(15)



¢ (@) = 2(u(x) = W'(2))p(x) = —2ap(x) — 2W' (@)W (z) + W' (2) - 2u'(z)) ¥ (2), (16)

d

9" (@) = 2(u(x) = W'(2))p(z) = —2Map(a) — ¢ (@) (W2(2) + W'(2) - 2u(z)) . (17)

Con esta ecuacién observamos que eligiendo W (z) de modo que

W2(z) + W'(z) — 2u(z) = k = cte, (18)

6 equivalentemente, cuando W (x) coincide con

(19)

entonces la Ec.(17) es también una ecuacién (tipo) Schrédinger y la funcién ¢(z) en la
Ec.(9) es una solucién de la ecuacién de Schrodinger para el nuevo potencial u(x) — W '(z) la

cual puede ser escrita como (V4(x) = W2(z) — W /(z))

¢'(@) = lao(o) = -2 (n+ 5 ) olo) (20)
y la Ec.(5) como
o "(0) = Vel (0) = -2 (3 + § ) 00 (1)

donde Va(x) = W2(z) + W '(x).

12



Chapter 7

Capitulo 4

7.1 Meétodo

Con el resultado expresado por la Ec.(17) un procedimiento poco préctico consistiria en pro-
poner algiin valor arbitrario para la constante k y resolver directamente la ecuacién de Riccati
Ec.(18), ya que esta solucién definird una transformada tipo Darboux bajo la cual se garantiza
la invariancia de la ecuacién estacionaria de Schridinger.

Alternativamente, podemos proponer algunas funciones de prueba para la funcion W '(x)
que aparece en el lado izquierdo de la Ec.(17) y que cambian el potencial u(x) y / o eigenvalor
An, €n esta ecuacién de una forma preestablecida.

Por supuesto, que toda buena funcién de prueba W '(z), debe satisfacer la condicién dada
por la Ec.(18) 6 (19) donde la constante k obtenida estard asociada con la correspondiente
funcién de prueba W '(z).

A continuacién proponemos un método que consiste en:

Primero, la ecuacién diferencial de segundo orden Ec.(1) es transformada en una ecuacién
tipo Schrodinger Ec.(5) como fue descrito en el Capitulo 2.

Segundo, para un potencial u(z,7) dado en la Ec.(5), definimos los pardmetros « y (3 los
cuales son identificados como los cambios que sufren el eigenvalor )\, y / o potencial u(x)
respectivamente en la Ec.(17) y por ser determinados, podemos intentar con las funciones
W /(x) siguientes:

1) W'(x) = Mta — An. Si esta funcién satisface la condicién de la Ec.(18) entonces de

13



acuerdo con la Ec.(17) tenemos que ¢(x) es una eigenfuncién con eigenvalor A\, 4, y podemos
identificarla con wﬁfia(x) (ver subseccién 5.1.1). De lo cual, el operador (- — W(z)) en la
Ec.(9) corresponde a un operador escalera de la eigenfuncién 1/15? () actuando en n con paso a.

i) W' (z) =u(x,i) —u(xz,i+ B). Si W '(z) satisface la condicién de la Ec.(18), el potencial
u(z, ) en la Ec.(5) cambia a u(z, i+ /), pero esto no modifica el eigenvalor A, entonces ¢(x) en
la Ec.(17) es identificada con w,(frﬁ) (x) (ver seccién 5.2 y subsecciones 5.1.2, 5.2.1). Por lo cual
el operador en la Ec.(9) corresponde a un operador escalera de la eigenfuncion ¢,(f) actuando
en ¢ con paso f.

i) W'(x) = u(z,i) — u(x,i + B) + Apta — A\n. Si esta funciéon de prueba satisface la
condicién de la Ec.(18), nosotros obtenemos la combinacién de los casos i) y ii), y ¢(z) en la
Ec.(17) es identificada con ngﬁ) (x) (ver subseccién 5.2.2). De modo que el operador en la
Ec.(9) corresponde a un operador escalera de la eigenfuncién wﬁ? (z) actuando en n e i con

pasos « y [ respectivamente.

Finalmente, solamente consideramos todas aquellas funciones de prueba para W '(z) que
satisfagan la condicién de la Ec.(18), donde la constante k ha sido encontrada y la integral de la
funcién de prueba W /(z) es una solucién particular de la ecuacién de Riccati. Como sabemos
no existe un método general para resolver la ecuacién de Riccati. Sin embargo, cuando se tiene
una solucién particular de esta ecuacién, como es nuestro caso (W (x)), entonces se escribe
la solucién general Wy(x) como W(x) + ¢(x), con ¢(x) una funcién por determinar. Luego,
esta es sustituida en la ecuacién de Riccati, resultando una ecuaciéon de Bernoulli para ¢(x)
como se demuestra en [15]; ¢(z) + ¢2(z) + 2W (z)¢(z) = 0. Con W,(z) asi determinada, se
construye la correspondiente funcién ¢ () de la Ec.(9), la cual es automdticamente solucién de
la ecuacion estacionaria de Schrédinger Ec.(17) para el nuevo potencial u(x)—W,'(x) y asociada
al eigenvalor A\,. Con este potencial se obtiene un Hamiltoniano, que tiene un espectro idéntico
al Hamiltoniano inicial, pero con diferentes eigenfunciones.

Notamos que la funcién de prueba iii) es el caso méas general y es una condicién suficiente
para la invariancia de forma de los potenciales V;(z) en las Ecs.(20) y (21), la cual es

una condicién de integrabilidad [24]. En efecto, sustituyendo la funcién de prueba W '(z) =

w(z,) —u(z, i+ B) + AMta — A en la Ec.(18)

14



Va(z,i) = W2(z) + W ' (x) = 2u(z, i) + k, (22)

entonces

Vi(z,i) = W) =W '(z) = (W () + 2u(z,i) + k) — W '(z)
= —2W '(z) + 2u(z,i) + k
= —2u(z,i) —u(z, i+ B) + Anta — An) + 2u(z,i) + k

= 2u(x,i+ B) — 2 nta + 2\, + k. (23)

Comparando estas ecuaciones, obtenemos la siguiente relacién:

Vo(z, i) = Vi(z, (1)) + R(3), (24)

donde los parametros i y f(i) estdn relacionados el uno al otro por f(i) =i — 3,

R(i) = k(i) — k(i — B) + 2\nsa — 2)n (25)

donde hemos supuesto que en general k = k(7).

Antes de que apliquemos el procedimiento anterior descrito en algunos ejemplos, queremos
demostrar como la transformacion en la Ec.(9), para un caso particular, se reduce a una trans-
formada de Darboux comun [6]. De hecho, por comparacién de la Ec.(18) con la Ec.(6), nosotros

tenemos que w(z) en la Ec.(7) satisface directamente la Ec.(18). Entonces cuando escogemos:

()
Win(z) = T(fﬂ)’ (26)

tenemos que la correspondiente constante k es el eigenvalor asociado a 1/)7(%) (x), i.e.

= —2\p. (27)

La funcién en la Ec.(9) toma la forma (m # n)

15



eon(@) = (1 = Wanlo) ) 040(0) =

P (@) = (Wi (@) = Wi () @i (%) = =2(An = An) O ().

16



Chapter 8

Capitulo 5

8.1 Aplicaciones

Aqui presentamos algunas aplicaciones simples del método descrito en el Capitulo 4.

8.1.1 Ecuacién de Hermite

Consideremos la ecuacién diferencial de Hermite [15]:

H,"(z) — 2zH, (x) + 2nH,(x) = 0. (30)

Sustituyendo (Ec.(3))

xT T

How) = vy(@)exp -5 [ Pt = v,()exp |~ [ -2tde| =@, @)
en la Ec.(30) tenemos:

n(@) + (2n+1—a2?)y,(z) = 0. (32)

Donde la Ec.(32) coincide con la ecuacién del oscilador arménico cudntico 1 - Dimensional, con

energia 2E, = 2n + 1 [16], i.e.

n(2) = 2, (x) = —2E,, (v), (33)

17



donde la masa m y la frecuencia angular w del oscilador arménico son igual a 1. Asi mismo,

por comparacién con la Ec.(5) tenemos:

2u(z) = 22, 2\, =2E,, g, = 1. (34)

En este caso, podemos escoger que ¢(z) la transformacién de 1, (z) dada en la Ec.(9)

corresponda a 1, (), donde « es algin entero por determinar. Para lo cual escogemos

W (z) = Ensa — En, (35)

con lo que la Ec.(17) puede ser escrita, excepto por el segundo término del lado derecho, como:
() = 2%p(x) = —2Eniap(@) (36)

donde esto es vilido si la condicién de la Ec.(18)
W2(z) = —W'(z) +2u(z) + k= Ep — Epyo + 22 +k, (37)

es satisfecha para k una constante. Para determinar si k es efectivamente una constante asociada
a la W' (x) dada en la Ec.(35), integramos esta ecuacién y la elevamos al cuadrado por lo cual

obtenemos

Wz(x) = (En+a - En)QxQ + Q(En+a - En)xc + 027 (38)

donde C' es una constante arbitraria de integracién. Por comparacién de las Ecs.(37) y (38)

encontramos:

(Epsa —En) =41, C=0 y k=71, (39)

donde la solucién de la ecuacion en diferencias finitas es

E,==+" + E. (40)
(6]

18



Comparando la definicién del espectro de energfas del oscilador arménico 1 - Dimensional,
E, =n+1/2 con la Ec.(40), tenemos que o = £1y Ey = 1/2.

Debido a que el paso a resulta ser +1 reescribiendo las ecuaciones con W — W, E, 14 —
Ent1, ¢ = oy, k— ki, y C — C4 considerando ambas posibilidades.

Asi, obtenemos por las Ecs.(35) y (39) que

W:I:/ = (Enil — En) =41 o Wi(ﬂ?) = :tq;, (41)

por lo que la funcién de prueba W,/ (z) de la Ec.(35) satisface la Ec.(18) para una constante

ki = £1. Por consiguiente, de la Ec.(36) decimos que la funcién ¢ (x) cumple la ecuacién

Pi(z) = 2®ps(z) = —2Ens194(2), (42)

y definida por la Ec.(9), la cual debe ser identificada con ,,1(z),

pule) = (52 F2) Yala) ~ Vosa (o), (13)

donde el operador en esta ecuacién es el bien conocido operador escalera para el oscilador
armonico 1 - dimensional [16]. De hecho, se confirma el espectro de energia, con este enfoque,
ya que los operadores escalera mueven el nimero cudtico n solamente una unidad.

Con los operadores escalera para 1,,(x) y la Ec.(31) obtenemos los polinomios de Hermite

—x d —x
pula) = e (= a0 ) Halo) ~ e 2 Hysa(a), (44)

donde los operadores escalera de las funciones de Hermite [15] pueden ser identificados.

Retomando la Ec.(37) y escribiendo (ki = £1)

W2(z) + W/ () =2+ 1. (45)

Antes de obtener la solucién general W4(z) de esta ecuacién, queremos encontrar lo siguiente.

Primero, la Ec.(45) puede ser reescrita como

19



W2(z) + W/ (x) = Wi (z2)W_(z) £1, (46)

notemos que W(x) = W, (z) + W_(x) satisface la ecuacién de Riccati

W2(z) +W ' (z) = 0. (47)

En efecto W (z) es la solucién trivial de la Ec.(47). Por otro lado si resolvemos la ecuacién

d
(o5 = Wel)) ) =0 (13)
notemos que v,,, () es también solucién de la Ec.(32) para n = n+ = —% ¥ 3. Entonces por la
Ec.(48)
d
W:I:(x) = % In wni (.T), (49)

y si W(x) = 0, podemos concluir que 1y(z)_;(x) = cte. Es decir, ya que 1y(x) es cuadrado
integrable entonces 1_; (x) no puede ser cuadrado integrable.

Segundo, las funciones W, (x) y W_(x) estan conectadas con el potencial SUSY del oscilador
armoénico supersimétrico, Wspsy (), que es un buen ejemplo de la teoria SUSY para el modelo
de Witten [17]. De hecho, podemos identificar que Wspygy (z) = Wi(z) = —W_(z) y que la
funcién residuo en la Ec.(25) es Ry = £2.

Regresamos a encontrar la solucién general Wi, (z) para la Ec.(45) y procediendo formal-
mente, definimos

~

Wi(x) =Wi(z)+ Fi(zr) =tz + Fi(z), (50)
donde Fy(z) es una funcién a ser determinada, calculando

VNVi(a:) + I/T/;(x) = 2?4+ 22F (z) + F2(z) + 1+ F/(x), (51)

entonces VNVi(a:) satisface la Ec.(18) donde F'(x) es tal que

20



F2(z) + Fi(z) £ 22F.(z) = ctew. (52)

Para el caso F_ en la ecuacién anterior, podemos identificar la ecuacion asociada de Riccati
de la ecuacién de Hermite. De hecho, haciendo H,(z) = €"®) en la Ec.(30) transformamos a

esta en la ecuacién de Riccati

w?(z) + w'(z) — 2zw(z) = —2n, (53)
donde
_ oy dinHy(z)  H,/(x)
w(z) =0v'(x) = o = H) (54)
Comparando las Ecs.(52) y (53) deducimos que: F_(z) = w(x) para cte_. = —2n y por la
Ec.(50)
o H@)  HoW
W_(z) = —x+ (o) () (55)

donde en la pasada expresién tuvimos que usar el caso F_ de la Ec.(44).

Subsecuentemente W, (x) (cte; = 0 ) es una solucién particular de la Ec.(45), y la solucién

general es:
Wig(@) = + Fy(a) (56)
donde
a2
Fie) = —— (57)
+ 7+ + fx e_dey7
y 74 es una constante de integracién. Ya que VNV_(LI:) (cte— = —2n) satisface la condicién de la
Ec.(18) (k= k_ + cte- = —(2n+ 1)), podemos escribir
H,/(z)
W_y(a) = —z+ F ) +6-(@) (58)
donde

21



e2 JE(t—w(t))dt

= 5 , 59
¢_($) N+ fz o2 [*(t—w(t))dt g ( )
v_ es otra constante de integraciéon y w(t) estd dada por la Ec.(54)
Para el caso particular w = 0 (n = 0), podemos escribir las Ecs.(56) y (58) como
eFo?
Wig(z) = Fz+ =
Vi + / TV dy
d €T
= it (e [udta ]| (60)
Entonces las funciones de la Ec.(9) corresponden a
_ (4 (0
(p:l:g(x) = % - Wig wn (.CC), (61)
que directamente son soluciones de la ecuacién de Schrédinger
Py (@) = 2u(x) = Wiy (2)]0sy(7) = —2Enpy(2), (62)
con el nuevo potencial
, 2 d eFao?
u(z) =W (v) = R +z + =
Y+ + / eTVdy
a? & 1 1 +1
= G gt ot e [udtay) | (63)

Equivalentemente por la Ec.(62) obtenemos que ¢ (7) es solucién de la ecuacién de

Schrodinger, Ec.(5) con potencial
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() x? d T2
uw(r) — — — —
2 dx z

Y+ + / eTVdy

? d? | +1
= ?—wln ’7i+/¢o dy |, (64)

y asociada con el eigenvalor A\, — FE,+1. Ambos casos corresponden a nuevos potenciales
en el espectro del oscilador. El caso ”arriba” esta de acuerdo con los resultados reportados
previamente en [8,17], pero aqui y en [19] se han obtenido ambos casos simultdneamente, aunque

en [19] siguiendo un método diferente.

8.1.2 Ecuacién de Bessel.

Para la ecuacién diferencial de Bessel [15]
" 1 /
J,) () + EJ” (x) + <1 - =

Hacemos la transformaciéon

1] 17 dt
Jn(x) = v, (z) exp ~3 / P(t)dt| = vp(x)exp B o, ()22, (66)
resultando la ecuacién (tipo) Schrodinger
n? —1/4
Comparando esta con la Ec.(5), podemos identificar
1 2 1 .
QU(ZL‘) = ﬁ n- - Z y 2A=1, 1/1”(1') = Un(CL‘), (Z = n)> (68)

Por la Ec.(67) podemos proponer que la transformacion ¢(z) dada en la Ec.(9) corresponde

a v,y3. Para esto escogemos
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B(B + 2n)

oW () = -, (69)
y la Ec.(17) puede ser escrita, excepto para el segundo término en el lado derecho, como
¢"(2) = 2(u(z) = W '(2))p(z) = —p(2), (70)
o explicitamente
" 1 2 1
#'(x) — =5 (487 — 7 ) olw) = —9(a), (1)
que es valida si la condicién de la Ec.(18)
1 2 1
W2(x) = W '(2) + 2u(z) + k = o <n2 + W - 4> + k, (72)

es satisfecha para alguna constante k. Para determinar si k efectivamente es una constante,

integramos la Ec.(69) obteniendo

B(B + 2n)

Wix) = 2z

+C, (73)

donde C' es una constante de integracion. Comparando esta ecuacién con el lado derecho de la

Ec.(19)

1d , u'(z) 1 2(n% —1/4)
—5 g W (x)+W,(m>_x<1+6(ﬁ+2n)>, (74)

encontramos que C = 0, que a su vez implica k = 0. Encontramos también

B(B+2n) 2(n? —1/4)
T E T

que tiene como solucién 8 = £+1. Por lo que el paso 8 resulta ser +1, debemos escribir en las

(75)

ecuaciones anteriores W — Wi, ¢ — ¢, k — ki, y C' — C4 para considerar los 2 casos.

Entonces de acuerdo a la Ec.(73) tenemos los casos

24



(£1+ 2n)

W4 (1’) ==+ 57 ,

(76)

que nos permiten conseguir las funciones ¢, (z) atraves de la Ec.(9). De la Ec.(71) vemos que

la funcién ¢ (x) satisface

Pule) = 25 (0217 - 1) oale) = ~uo) ()

y debe ser identificada con v,1;(x),

d

poa) = (4~ W) 0ale) ~ s (o), (70

o equivalentemente, usando la Ec.(66) podemos escribir

oo (x) = 212 (d - ”) Tn(@) ~ Ty (1), (79)

der =
donde los operadores en esta ecuacién son los operadores escalera de las funciones de Bessel
[15].
Por otro lado de la Ec.(72)

W)+ W) = o (- ). (50)
o equivalentemente
W2 (z) + WY (2) = —W_(2) W (2), (81)

deducimos que W(z) = W, (z) + W_(z) es una solucién no trivial de la ecuacién de Riccati

W2(z) + W '(z) = 0. (82)

Ademds notamos que la funcién residuo en la Ec. (25) es R+ = 0. Regresando a la Ec.(80)

tenemos que la solucién general es
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n+1/2 2n
+

Wig(x) = =£ T 2n,yi12ni1 Fx
d
= o In [:ci"Jr% (2ny 2" 5 x)} . (83)
x

Entonces, la correspondientes funciones definidas en la Ec.(9) son

piy(z) = (CZ - Wig(a:)> on(2), (84)

estas son directamente soluciones de la ecuacién (tipo) Shrodinger

(plg(a}) - 2[“('7") - Wilg(x)]()o:tg<x) = _Qp:l:g(x)u (85)
con potencial
1 1 d n+1/2 2n
-w/ = —(n?=-2)-—21(=x
u(x) ig(x) 202 (n 4> dr ( z + 2”’Yi$2nil T :L‘)
1 2 1 & +nti 2n+1
= o2 (” - 4) - gl [oE e 32 e0)

Equivalentemente para la Ec.(85), obtenemos que ¢, , es solucién de la ecuacién (tipo)

Schrodinger con potencial

1 5 1 d 2n
o = g (0=0°=5) - (gmmees)
1 o 1 d? 2n+1
= 3 (n+1)*— 1) a2 In [(2ny.w Fa). (87)

que esta conectado con lo previamente publicado en [18].

8.1.3 Otras Ecuaciones tipo Schréodinger

Consideremos la ecuacion (tipo) Schrédinger siguiente
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o)+ ((5+ ) = 1) W) = @), 5 =120 gn

que esta conectada en [3] con la ecuacién diferencial de Morse original (I = 0) y con
discutido por Wittaker y Watson en [20].

De nuevo, comparando con la Ec.(5) podemos definir

1 1
2u(z;s) = — <(s + 5)696 — 462””) . 20, = —n? (i=5s).

Para identificar la funcién ¢(x) con la funcién @D,&HB ) (x) escogemos

W '(z) = pe”/2,

y, excepto para el segundo término en el lado derecho, la Ec.(17) puede ser escrita como

@"(x) = 2 (u(z) = W '(2)) p(x) = n*p(z),

o explicitamente

¢+ (5484 e = 1) ola) = (o),

esto es correcto si la condicién de la Ec.(18)

g

1,1
W2(x)=-W'(z) +2u+k = —e*(s + S+t —e¥ 4k,

4

se cumple para k una constante. De hecho, integrando la Ec.(90) tenemos

T

W(z) = 5% e

(83)

otro

(91)

(92)

(93)

(94)

donde C es una constante de integracion, que puede evaluarse después de comparar esta ecuacién

con el lado derecho de la Ec.(19) y esta al mismo tiempo se da por

1d , u'(z) 1 s+1/2  €”

W@ 2 B
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Encontramos que C = —(3 + T+ %), qué a su vez por la Ec.(93), k = C?, y
g =1, (96)

deducimos que 8 = +1. Por lo que el paso de [ resulta ser +1, debemos escribir en las
ecuaciones anteriores W — Wi, ¢ — ., k — ki, y C' — C41 para considerar ambos casos.

Asi podemos escribir la Ec.(94) como

T

We(w;s) = 5 + Ca, (97)

donde Cy = —(+s+ 3 +1).
Una vez més nos permite afirmar que
d 1 1 e”
= (2 2 Iy ) p(8) o qp(sED)
pole)= (25 +3)F G ) wld) ~ ulesD. (98)

Los operadores en la Ec.(98) son los operadores escalera del problema [3].

Como k4 es una constante y ha sido obtenida, podemos regresar a la Ec.(93) y escribir

W20) + W20 = - (5 e = 1o ) + (st 5+ 2 (99)
W2(z) + W (z) = —W_(2)W,(z) % (s £ % + %), (100)

lo cual implica que W (z) = W, (z) + W_(z) satisface la ecuacién de Riccati

W2(x)+ W '(z) = 1. (101)
De hecho W (x) = —1 es una solucién no trivial de esta ecuacién. Por consiguiente la funcién
Wi) es tal que
d (52)
dr W:t(]?) Yy (z) =0, (102)

satisface también la Ec.(88) para s = s+ =n — % F % podemos deducir la siguiente relacién
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W (z) = % Inw,, (). (103)

Sustituyendo esto en W (z) = —1, deducimos que wq(f”(a:)@b,(f_)(ac) =1.

También podemos verificar que la funcién W_(z;s) (= —Wi(z;s — 1)) en la Ec.(97) cor-
responde a el potencial SUSY del problema. Y podemos observar que la funcién residuo en la
Ec.(25) es Ri(s) = £(2s+ 1).

Procediendo formalmente, escribimos la solucién general de la Ec.(99) como

1 1 et 6:|:2(s:|:%+%)a:q:exp .

xT

,yi+/(6:t2(s:té+;)t$exp.t)dt

d 0 1] (L
— —In v 7i+/ :b"l(f) dt ||, (104)
2

o\ 4 2L\ ()
entonces las funciones de la Ec.(9) son

o) = (= Weyle) ) 601, (105)

que directamente son soluciones de la ecuacion (tipo) Shrodinger

Phg(@) = 2[u(z) — Wig(2)lpsg(e) = npuy(@), (106)

con potencial
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u(z) ~ Wiy(x) = —3 (<s oo - i)

2 y —1(t
[ e 7i+1/ Vo (f) all|. (o7
(& 2

Equivalentemente arreglando la Ec.(106), obtenemos que ¢, , es solucién de la ecuacién

(tipo) Schrédinger con potencial

v_ Lo d eF2sE5+3)rFexp .a
u(z) — —= <(si1—|—)e - € ) - 2
7+ + /(eiz(Sié‘*‘%)@eXp-t)dt
; Ler L) _ & LT (vt ()
= —= +1 N\pT 2T ) ey 1 .
9 <(s + 2)6 46 ) 72 n|ygy+ 2/ 1}_1 (i) dt | | ( 08)
o \2

que esta conectado con lo obtenido en [19] usando un método diferente.

8.2 Potencial Central d - Dimensional

Para el potencial V (), escribimos la ecuacién de Shrédinger reducida correspondiente directa-

mente [20-22] (L =1+ (d - 1))

L[L —1]

L
R "(r) —2 <V(r) + =5

) RE) (1) = —2E, R (7). (109)

Nuestro procedimiento da, para la funcién u(r) y eigenvalor \,, las expresiones
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LIL —1]

u(rs L) = V(r) + =,

Mm=E, (i=L). (110)

Podemos deducir que ¢ (x) corresponde a una transformada tipo Darboux para R,(lLil)(r)

(a priori proponemos que el cambio en el el potencial u(z,i) en la Ec.(5) a u(z,i + () sea
B = +£1), si este es el caso, entonces la funciéon W ’(r) debe ser para f’(r) una funcién por
determinar escrita como

W) = EELZL L, (1)

llevandola a la Ec.(17), excepto para el segundo término del lado derecho,como

LL-1

o) =2 (Vi + o - W) ) s r) = 2Bt (12)

o explicitamente

[((£1)+3(d - DI £1)+ 3(d—1)—1]
PL) -2 <v<r> + 2t At — £L(0) ) 2 (r) = —2Bnps(r).
(113)
Claro, nuestra afirmacién es correcta solamente si W ’(r) satisface
1

W2(r) =2u(r) — W (r) + ks =2V (r) + SLE1/2- 1/2)* — £/ (r) + ks (114)

para k4 constante. Para determinar si k4 es efectivamente constante para nuestra eleccién de

W,/ (r), integrando la Ec.(111) y elevdndola al cuadrado tenemos

[L+1/2-1/2]

Wi(r;L) =+ + fi(r)+Cy (115)

[L+1/2—1/2)?
T’2

[L+1/2-1/2]

Wi(r) = + (felr)+Ce)® £2 (fe(r)+Cy), (116)

31



donde C4 es una constante de integracién. Comparando las Ecs.(114) y (116) obtenemos

L+1/2-1/2
W)~ £ + ks = 12 () + 2.0 220 2ZV oy ez i)
Analizando los siguientes casos
5.2.1 Problema Kepler-Coulomb
A
Vir)y=——. (118)
r
Obtenemos de la Ec.(117) que
2A L+1/2-1/2
—7+ki=fi’+fﬁ +2fiC’ii2[ /T /](fi+ci) +C%, (119)
y por simple inspeccién tenemos
fo=cte, ki=f2 4+2f,Ce+C2=(fo+CL)% y f +Ci:¢$ (120)

Ya que efectivamente ki es constante, la transformacién ¢ (r) en la Ec.(112) debe ser

identificada con R;Lil)(r). Sustituyendo las Ecs.(120) y (115) en la Ec.(9) tenemos

d L+i-1 A
py(r) = (erF i Z 4 L:|:1—1> R ~ RUAL) (121)
27 2

donde estos son los bien conocidos operadores escalera del sistema [21-23].

Sin embargo, la funciéon W_(r; L) = —W,(r; L — 1) es el potencial SUSY del problema
Kepler-Coulomb, Wgpsy (r), v este resultado es un buen ejemplo de la teoria SUSY para el
modelo de Witten [24]. De hecho, podemos facilmente identificar que Wgygy (1) = W_(r; L+2)
y que la correspondiente funcién residuo para este sistema, de acuerdo con la Ec.(25) es Ry (L) =
+A%(L72 - (L —1)72).

Como k4 es una constante y fue obtenida, podemos regresar a la Ec.(114) y escribir
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A L[L 1] A2
+

w32 W/ (r)=—2=
i(r>+ i(r) r 72 (L:l:%—%)z’

que formalmente admite la solucién general

(L+3-1) A
= =+
Wl o TaELD
PE2(LE1/2-1/2) JF2Ar/(L£1/2-1/2)
+

fyi+/th2(Lil/21/2)ei2At/(Li1/21/2)dt
r _9 '
= diln QINZJO ’Yi-i-/ Qf(ig() dt
" Yo Y, (1)

entonces las funciones de la Ec.(9) son
_(d !
@ig(T) = <dr - Wig) Rg),

estas son directamente soluciones de la ecuacién de Schrodinger

Qolg(r) - Q[U(T) - Wilg(r)]goj:g(r) = _2En()0:tg(r)’

con el nuevo potencial

(122)

] , (123)

(124)

(125)

A LIL-1]

ulr) — Wi, = -5+
i (L + % _ %) . PE2(LE1/2-1/2) ;F2Ar/(L£1/2-1/2)
dr T r

,yi_{_/t12(Li1/21/2)6i2At/(Lil/21/2)dt

A I[L-1 &2 b, N R0)
e[ )

Equivalentemente arreglando la Ec.(125), obtenemos que ¢ ,(r) es solucién de la ecuacién
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de Schrodinger con potencial

A (L+D(L+1-1)
+
r 2r2

d pE2(LE1/2-1/2) (F2Ar/(L£1/2-1/2)
o T
fyi+/t:|:2(Lil/21/2)612At/([/i1/2]./2)dt
— 2 " 2t
_ _é+(Lil)(L2j:1 1)_52111 ViJr/ 1&2() |l (o)
r 2r r vy (8)

y asociado con el eigenvalor F,,. A propésito, la funcién anterior esta conectada con las publi-

cadas en [23].

5.2.2 Oscilador Armodnico

Vi(r) =r?/2. (128)

Obtenemos de la Ec.(117) que
P FA0) + s = F20) + 2, (00 + 25 (£(r) 4 C4) + €2 (129)
r? = f(r) + ko= f3(r)+2f (r)C- — 2% (f(r+C)+C%, (130)

de nuevo por simple inspeccién tenemos

f2r) =03 foy(r)==r ks F1==+2L, (131)
f2r)y=r% f o (r)==4r ks F1=7F2(L-1), (132)

por lo que las correspondientes constantes de integracion Cy+ y C_, deben ser cero. De la

Ec.(113) tenemos
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r2 L(L+1
o) -2 (G + T £ 1) o) = 2Bg s (), (133)
2 (L-1)(L—-2
SO/L:‘:("”) -2 <2 + (2)’1“(2) + 1> 907i(71) = _2En9071 (T)v (134)
o equivalentemente
r?  L(L+1
lli(r)—2 <2 + (2742)> 0ia(r) = —2En+10,4(7) (135)

7”2 _ _
)2 (4 L0

oy P 272 >¥ldJT)==—2E%ilw—i(T% (136)

donde tenemos que escribir E,+1 = E, £1. Dado que ky+ (k_1) es efectivamente constante, la

transformacion ¢, o (7) (p_1(r)) en la Ec.(135) (Ec.(136)) debe ser identificada con Rffﬂl)(r)

(Rgifll) (r)). Asi encontramos

e = (4= 5 —r) RO0) ~ R0 (137
oo )= (- 2 4r) ROG)~ RED0), (135)
o= (g4 B o) BP0 ~ RE ), (139)
o= (g + E ) B0 ~ R, (140)

que son los bien conocidos operadores escalera del sistema [20-22]. (Ver Apéndice).
Como ki1 y k_4 son constantes y han sido obtenidas, podemos regresar a la Ec.(114) y

escribir

wﬁiwy+wygm:n2+éggiﬂi2Lil, (141)
LIL—1
wﬂgm+wﬂgm:rﬁ%[ﬁz]xﬂL—mil, (142)

donde podemos deducir que

35



W2(r) + W '(r) =0, (143)

para W(r) = Wiy (r) = W__(r) y W(r) = Wi_(r) + W_,(r).
De hecho W (r) = 7! es una solucién no trivial de la Ec.(143). Por lo que la solucién de la

ecuacion

(o~ Wer) B0 =0, (144)

satisface la correspondiente Ec.(109) para L, =0,1,2,.. con L_, = L;_ +1 podemos deducir

la relacién

Wix(r) = d%‘ In RU+%)(r). (145)

Sustituyendo en la Ec.(145) W (z) = r~!, deducimos que REIRE) =

Ademds podemos decir que las funciones W__(r;L) (= —W4_(r;L — 1)) y W__(r; L)
(= =Wy (r; L — 1)) son los potenciales SUSY del sistema. En paticular podemos identificar
que lo publicado en [24] es Wsysy (r) = W_y(r; L + 2) y usando la Ec.(25) la correspondiente
funcién residuo es Ri4 = +4 (R_1 = +4).

Formalmente, las Ecs.(141) y (142) admiten la solucién general

2
r72Le:Fr

T

Yt +/t_2L6q:t2dt

L
Wiig(r) = SETE

)

d ¥, 1] v (
v )

= ——In Y+t 5 ~—1
Yo (

dt 146
dr wo 2 ’ ( )

NSNS
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p2(L=1) Fr?

r

Y4+ / t2(L=1)Ft gt

) <7i+2/(¢“ (é)

—1
+r+
r

Yo

dl
a1\ g

)))

entonces las funciones de la Ec.(9) son

b= (4 -

o= (4

Oy (L)
d

Wﬁg(r)) RO(r),

LWy >) RO(r),

las cuales son soluciones de las correspondientes ecuaciones de Schrodinger

Pllag(r) = 2[u(r) = Wiy (Mesig(r) = —2Ent10,44(r),
¢l g(r) = 2[u(r) = W ig(Mp_ig(r) = —2Enp10_44(r),
con los nuevos potenciales
2 —2L Fr?
W _ r LL-1 4L ret
u(r) W+ig(r) = 3 + 5,2 el +r+ -
Yot + / t—2LeFt(t
I e | N T VR N +1] v (
- 9 2 72 ~ +E= Ty
2r dr ¢0 2 Q,ZJ
2 - _ 2(L—1) ,Fr2
p r® L[L-1] d L-1 r e
— = — - — | = +
u(r) — Wy, (r) 5 + 5,3 o r+ -

|

Vit / tAL=DeFt2qy

W, | wol()
o) il

t
2
0y ()

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)



Equivalentemente arreglando las Ecs.(150) y (151), obtenemos que ¢, y ¢_,, son solu-

ciones de la ecuacién de Schrodinger Ec.(5) con los potenciales

r? [L+1L d 2L eFr
u(r) — 5—1—7—% +r +

T

Yz + / t=2LeFtdt

r2 [L+1L &2 r? L vt ()
= T2 + - 154
+ 5,2 52 1o exp< 2) Vig + 2/ J_l (i) dt ||, (154)
o 2
2 [L-1[L-2 d p2AL=1) gFr?
ur) = gt e T | g

Vg + / t2(L-D)eFt?qt

r2 [L—1][L—2] d? r2 1 et ()
_ 2+[2]7[2]_dﬂ1n exp(:l:) 7_i+/ Po. Z) dt | |(155)

y asociada con el eigenvalor E,+1. Por lo que formalmente obtuvimos 4 potenciales que tiene
el espectro del oscilador armonico d-dimensional como lo publicado en [23].
8.3 Otras Aplicaciones

Podemos escribir la ecuacién diferencial de Bessel en forma més general [25] como

N(n)

T(z)+ %Jn’(:r) + (1 _ > () =0, (156)

donde buscamos determinar la funcién N(n) donde J,(z) es una funcién de Bessel. Por el

cambio de variable

Jn(x) = 0,272, (157)

obtenemos similarmente de la Ec.(67)
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0" (z) — <N(n) - i) on(2) = —tn(2). (158)

2

Comparando con la Ec.(5) identificamos que

2u(z) = — (N(n) - i) TSV (159)

Por la Ec.(158) proponemos que la transformacién ¢ (x) dada en la Ec.(9) corresponde a

v,+1. Para este porpdsito escogemos

2! () = [N (n) ~ Nin+ 1)), (160)
entonces por integracién
-1
Wi(z) = 5 [N(n) = N(n& 1)) + Ck, (161)

y comparando con el lado derecho de la Ec.(19)

CW'@) | W@ 1Nm)+Nm+1)-1
oW @) W @) @ [Nm) - NmE1)] 1o

obtenemos la ecuacién de diferencias finitas

1=2N(n)+2N(n+1)— [N(n) — N(n+1)]?, (163)

con

C: =0, (164)

y solucién [26]

N(n) = <n + \/W)Q, (165)

donde esta es la funcién més general para la Ec.(156) con J,(x) como solucién. Note que para

N(0) =1 en la Ec.(158), la Ec.(77) es obtenida.
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Chapter 9

Conclusiones.

Demostramos que la ecuacién estacionaria de Schrédinger es invariante bajo una transformacién
especial la cual estd relacionada con cierta ecuacién de Riccati, donde no es necesario saber a
priori su relacion con la derivada logaritmica de la eigenfuncién de esta ecuacién. Con este
resultado propusimos un método simple para obtener simultdneamente operadores escalera,
recobrar potenciales isospectrales y en algunos casos obtener formalmente nuevos potenciales
isospectrales (como en las subsecciones 5.1.2 y 5.1.3 y en las subsecciones 5.2.1 y 5.2.2) todo
en una forma unificada. El método muestra claramente que para algunas funciones W (x),
satisfaciendo la condicién de la Ec.(18) con k una constante arbitraria, la Ec.(9) nos da un

operador escalera y también su potencial isoespectral u(z) — W,'(z) asociado.
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Chapter 10
Apéndice A

Ecuacién de Hermite
En este apéndice construimos utilizando los operadores escalera encontrados en la Ec.(43),
las eigenfunciones del oscilador armoénico unidimensional, asi como los polinomios de Hermite.
Para ello iniciamos determinando la funcién 1/177¥ tal que su transformada tipo Darboux sea
nula, i.e.
d
¢, = (dmim> @Z)njF =0,

para resolver esta ecuacion diferencial de primer orden, escribimos
Yy = Fap
UES nx?

de donde
P, =P (A1)

F

Adema3s si Vi satisfaciera la ecuacién de Schrédinger (Ec.(33))

d2
<dx2 — IE2> wﬂ:‘: = —QEU:FQ/),”:F, (A2)
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podriamos obtener los correspondientes eigenvalores asociados a 1/1,71. En efecto,

d? d
<dm2 m2) eiFr2/2 _ %(:mem?ﬂ) $263Fm2/2
= Fefo /2—|-.’L'26 z2/2 3326—9&2/2
_ q[eﬂF:vQ/?
= F

y comparando las Ec’s.(A2) y (A3) obtenemos
2E, =+l 6 E, =+1/2.
El primer caso implica

E, =1/2=Ey; n_=0 y n=0,1,2..

y el segundo caso

Ey, =-1/2=n,+1/2; ny=-1 y n=-1,-2,...

como

(A3)

(A4)

(A5)

(A6)

Entonces wn+ (1,,_) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigenvalor

asociado E,, (E,_)es —2 (%), por lo que se identifica en la Fig.(1) por el ket |[—1) (|0)).

Naturalmente, de la funcién 1/177:F otra eigenfuncién puede ser deducida utilizando nueva-

mente los operadores escalera de la Ec.(43)

a
da;:F

ForeFe /2

wnq::l:l dr

d
x) Vg = ( + QC) €7/ = ¥/ g2

(A7)

donde @Z)nzpfl(d)ni 41) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (integrable) identificada en la
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Fig.(1) por el ket |—2) (|1)).

Uy

F

by = <dd ¥ m) (:ngem?ﬂ) - 2(:F63Fw2/2 4+ 26 F?/2 4 x2e$x2/2)
X

= (F2+ 42?7/, (A8)

donde z/Jn:F_Q(z/J%F 12) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (integrable) identificada en la
Fig.(1) por el ket |—3) (|2)).
La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones del

problema del oscilador arménico unidimensional.

Asimismo notamos de la Ec.(31) que los polinomios de Hermite asociados a las eigenfun-

ciones obtenidas en las Ecs.(A1), (A7) y (A8) son respectivamente

1
z? z? z2
Hy (@) = /2, (2) = e 272 = (A9)
(&
1
Hy s1(2) = ¢, _iy(x) = e 2(F2)2e™ 2 = 520 { (A10)
el’
1
Hy 1o(z) = €2y, 1y =" 2(F24+ 0272 = (724 427){ | L ete.  (AlD)
eCE

El caso H,_ —q corresponde al primer polinomio de Hermite el cual satisface la ecuacién

diferencial de Hermite:

Hy —2zH, +2n_H, =0. (A12)

El caso Hy, =—1, que no es un polinomio de Hermite, satisface una ecuacion del tipo Hermite

en efecto,
2

H', —2zH' | +2(-1)H_1 = (2ze") — 222ze” — 2¢"

= 2" + 422" — 222ze” — 27 =0, (A13)
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y para Hy 4

H') —22H , +2(~-2)H_5 = [2ze"]" — 2z[22¢""] — 4(2z¢™)

2

= [26”“2 + 41’2€$2], - 2:13(26$2 + 41‘26$2) — 8ze”

]
= [4z + 8z + 823 — 42 — 8z — 8x]ex2 =0 (A14)

Andlogamente para H, . —2 tenemos que satisface una ecuacién del tipo de Hermite, ya que

H'y—2zH' 3 +2(=3)H_35 = [(2+42)e” ) — 22[(2 + 422)e”" ) — 6(2 + 422)e™
= [(12z + 82)e*") — 22[8x + 4z + 82%)e” — 6(2 + 42%)e””
= [(12 4 242?) + 2(1222 + 82%) — 482 — 162 — 12]¢*

= 0 (A15)

Naturalmente, la mecédnica cudntica necesita considera las soluciones de la Ec.(33) con
n =0,1,2,..., pero formalmente las soluciones de la ecuacién diferencial de Hermite incluyen
los casos n = —1,—2, ..., tal que Hne_gcz/2 no es cuadrado integrable. En efecto, las soluciones
de la ecuacion diferencial de Hermite forman dos subconjuntos de funciones, el conjunto de

funciones

y el conjunto de funciones
B = {Hn : Hn6x2/2 ¢ L% ie.n=—1,-2, } = {ew2,2xex2, (422 — 2)6”62, } )

Notamos que por la Ec.(A1) no hay operadores que conecten ambos conjuntos. Sin embargo
los operadores escalera de creacién y aniquilaciéon son los mismos para ambos subconjuntos.

Por esta razén en el contexto de la mecdnica cudntica supersimétrica [27] el superpotencial del
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problema definido como wth / wh coincide con la funcién W (zx) de la Ec.(41), es decir

/ 2
w% _ Faxet? /2

Wi =Fo= "= T2~
1/}77:': eFz?/2

(A16)

aun cuando wm:—l = ¢%°/2 1o es el estado base.

En la Fig.(1) representamos las eigenfunciones obtenidas anteriormente con los operadores
escalera, donde las eigenfunciones de color azul representan las eigenfunciones cuadrado in-
tegrables, mientras que las eigenfunciones de color naranja representan las eigenfunciones

cuadrado no integrables.
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Chapter 11
Apéndice B

Ecuacién de Bessel

Andlogamente al desarrollo hecho en el apéndice A, iniciamos proponiendo una funcién Yt

tal que su transformada tipo Darboux Ec.(76) sea nula, i.e.

/d (£142) -
wi:(d:c:': 20 >wni07

para resolver esta ecuacion diferencial de primer orden, escribimos

+1+2
¢;7:|: ==+ <(2_;n)> 1/1771»

de donde
by, =22 (B1)

Ademés si 9, satisfaciera la ecuacion de Schrodinger (Ec.(67))

2 —1/4
Wiy + (1 ~ ”x?l/> I} (B2)

podriamos obtener los correspondientes eigenvalores asociados a 1/1%. Pero en este caso wn; no
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satisface la ecuacién de Schrédinger, es decir,

n? —1/4 1 1 . 1 .
e (o = () (gan) e (- ()

_ <n2—i>+x2—<n2—i>:$2#0 (B3)

En consecuencia la funcién wni no satisface la ecuacién tipo Schrodinger, por lo cual no existe
una funcién ¢, tal que su transformada de Darboux generalizada sea nula para la Ecuacién

de Bessel y en consecuencia no se puede proceder como en el Apéndice A.
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Chapter 12
Apéndice C

Potencial de Morse
Como en los anteriores apéndices realizamos la construccién de las eigenfunciones del poten-
cial de Morse utilizando los operadores escalera de la Ec.(98). Para ello partimos de la funcién

1/17(72): tal que su transformada tipo Darboux sea nula, i.e.

_(d Loy e\ ) _

para resolver esta ecuacion diferencial de primer orden, escribimos

s 1 1 e’ (s
o =% (s+g43) £ Suld

de donde
) = e[i%ﬁs‘*‘%i%ﬂ (C1)

n+

Ademas si ¢$fi) satisfaciera la ecuacién de Schrodinger (Ec.(88))

7,/}%2 "(z) + ((s + %)e’” - ie%) wgﬁ (x) = niwg(m)
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En efecto, se tiene

o @)+ (5 e - 36 ) vitla) =

Por lo cual de lo anterior podemos concluir

oa, = (st l) (C2)
T\ e T )

Claramente se obtiene que la Ec.(C1) si satisface la ecuacién de Schrodinger, en consecuencia

si hay una eigenfuncién wﬁfﬁ tal que su transformada tipo Darboux sea nula. Entonces a partir
(s) _ [i%wq:(s+%i%)as] . , . .

de Yni =ce se pueden construir las demds eigenfunciones del problema.

Tomando s =1 en la Ec.(C1) tenemos

e _
) xT

() _ [ deDe _ e [ . (©3)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(C2) es

1 1 1\? -2
2

Entonces w&z (;/;SE) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigenvalor

asociado An, (An_)es —2 (—1), por lo que se identifica en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket

1-2,1) (|—3,1)).

Por lo cual aplicando los operadores de creacién y aniquilacién obtenidos en la Ec.(98) a las
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eigenfunciones de la Ec.(C3) obtenemos

d (3 .1\ e\ o _ )0 .

(da:i(2i2>jF 2>w"+ B (ex_g)e[%—%] ’

d (3 1\ e\ o _ N Taa
(m+(Ga)¥5)w = ¢, , (1)

donde (e — 3) e[%ﬂx] (—(e* —3) 67[%74) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (in-
tegrable) la cual estd identificada en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket |—2,0) (}—%, 2)).
La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones cuyos
1

eigenvalores asociados son los mismos, es decir, An, (An_)es =2 (—3).

Tomando s = 2 en la Ec.(C1) tenemos

©) = ol _ [ R (Cs)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(C2) es

1 1 1)\? ~3
Ay = —= (142 =
e 2<+2 2> 9

Entonces 1#5123 (1/17(12)) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigen-
valor asociado An, (An_)es —3 (—2), por lo que se identifica en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket
-2,2) (]-2,2)).

Y por lo cual si aplicamos los operadores escalera obtenidos en la Ec.(98) a las eigenfunciones

de la Ec.(C5) obtenemos las siguientes eigenfunciones, es decir,

d 5 1 er 0
@ (2 YN, i
(dwi <2i2) - 2>w"+ (ew_5)e[%—34 ’
d (5 1\ e° — (% — 5) 72
L2z 2 _
(da:i (2i2) F 2)1/’11_ = . , (C6)
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x

donde (e —5) e[%_‘%] (— (e —5) e_[%_%]) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (in-
tegrable) la cual estd identificada en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket ‘—%, 1) (|-2,3)).
La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones cuyos

eigenvalores asociados son los mismos, es decir, Ap, (A,_)es —3 (—2).

Tomando s = 3 en la Ec.(C1) tenemos
(C7)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(C2) es

1 1 1\? -8

Mo =—[14+=+2) =
it 2<+2 2> 9
2

Entonces 1/1232 (1/1%3_)) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigenvalor
asociado A, (An_)es —8 (—2), por lo que se identifica en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket |8, 3)
( - %7 3>) .

Nuevamente si aplicamos los operadores escalera obtenidos en la Ec.(98) a las eigenfunciones

de la Ec.(C7) obtenemos

d 7 1 e 0

“ 2 bl (3) — w

(@ (322)79) 80 = { (o p lia

AL (T e _ [ enelT

(G (Ges)rs)w = 4 , (c8)

donde (e —7) e[%_h] (—(e"=T) e_[%_%]) es una eigenfuncién cuadrado no integrable (in-
tegrable) la cual estd identificada en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket [—8,2) (|—3,4)).

La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones cuyos
eigenvalores asociados son los mismos, es decir, Ap, (A,_)es =8 (—3).

En las Figs.(2) y (3) representamos las eigenfunciones obtenidas anteriormente, en donde

las eigenfunciones de color azul representan las eigenfunciones cuadrado integrables y las eigen-
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funciones de color naranja representan las eigenfunciones cuadrado no integrables.
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Chapter 13

Apéndice D

Problema Kepler - Coulomb 3-D
En este apéndice construimos nuevamente en base a los operadores escalera obtenidos en
la Ec.(121), las eigenfunciones radiales del problema Kepler - Coulomb 3-D. Partiendo de la

funcion ug,f\i) tal que esta su transformada tipo Darboux sea nula, obtenemos

_ (4 _ A+l A (\+) _ (\+) — fo . Aetl [ AT/ (s +1)]
('OJF(dT " +)\++1)un =0, u, ' =Kir e , (D1)
d A A
_ (4 A AN oo (\2) — ¢ == plAr/A-] D2
SD— <d7' + r A_> U’TL 07 un r € ( )

Ademss si las Ecs.(D1) y (D2) satisfaciera la ecuacién de Schrédinger (Ec.(109))

P 9 <_A + M) uM) = —92F, M) (D3)

r 2r2 "
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(A+)

podriamos obtener los correspondientes eigenvalores asociados a u,; ~’. En efecto, como

y ademads

{ @ <_A N A+(M+1)>] WO

ar? r 272
2
=B (LA MO DN e /)]
dr? r 2r2

d
— 1 Ay Ap+1 [—AT/()\++1)]
K+dr{[()\++ )r 7)\++1r }e

—9 féjLM K+TA++16[—AT/()\++1)]
r 2r2

{ Dy g + 1)1 — Arde] 4
[()\Jr + 1)rM+ — ﬁrhﬂ} [_ A+A+1}

-2 A+M K+ Hlel=Ar/ (A +1)]
r 2r2

AOgtl) A Ay
r? roor K i Hlel=4r/ e +1)]
A2 4 9A L A (At
(A++1)2 T
A2 o) ()
= ot 1)2un = -2FEu,’ " (D4)

} Ky el=Ar/ O +1)

r2

d? A A +)N\] o
Lzz?(*wﬂ“
A

2
[ “ <_T N A—(A—“)ﬂ KA elAr/A ]

p 27“2
d A
a4 A | A/l
Kdr{{ AT —I—)\_r }e }
Lo (AL A DN
r 2r2

—(A42) _ Ar—(A_+1)
M-+ Dr Ar ]+ K lAr/A]
[—)\_T*O‘—“) + /\Ar*/\—] A

A

Lo (LA LA FDN e a ara]

T 272

2
A+l A AL AT oA A DL e

r2 r A2 72
A2
A—ng{\*) = —2Enu£3‘*) (D5)
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Entonces se tiene de las Ecs.(D4) y (D5) (n = Ay + 1)

A? A?

0F, =——— =
Ay +1)2 A2

A=A+ 1 (D6)
Tomando A\ = 0 en la Ec.(D1) (2E,—1 = —A?) obtenemos

ug‘:*lzo) = Kore[_Ar]. (D7)

donde un/\:*lzo) es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(4) por el ket |1, 0).

(A+=0) ufl’\;l:_l). Y ademds de la Ec.(D1) se

Tenemos que no hay un operador tal que u,_;

cumple con Ay = 0 lo siguiente

(dT‘_T'—i_l)ulO. (DS)

Tomando A\_ =1 en la Ec.(D2) obtenemos

u7(1>\:_1=1)

= Kyr—telAr), (D9)

(A-=1)

donde u, ;" es una eigenfuncién cuadrado no integrable identificada en la Fig.(4) por el ket
[1,1).
Por lo cual aplicando los operadores de creacién y aniquilacién obtenidos en la Ec.(121) a

la eigenfuncién de la Ec.(D9) obtenemos

_ d M +1 A
ufjf“):<_ t + >u7({\), (D10)

6 explicitamente

dr r 2
= (—i + A) Kir— el 4 < % + > Kyr—telAr]
. 1 2 A 1 _ A 1 1
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(1=2)

donde u,,_;’ es una eigenfuncién cuadrado no integrable identificada en la Fig.(4) por el ket
I1,2).
En efecto verifiquemos que la Ec.(D11) satisface la ecuacién de Schrédinger, es decir, cal-
culemos
A 1y A 1 3 A 1 1
U%/ = 3(2_T> U%+3<2—T>’UJ%,:T2U%+3<2—T) (—T+A>’U&
5 1 A+A2+1 A\ 1 A+A2+1 A31
= _—— — _— _—— — U7 = _—— — _— _—— — U
2 2r 2 2 )t r2 2r 2 r2 7 !
2 3A A%\
_ L 0A AN D12
s <7“2 2r + 2 >u1 (D12)
y ademés

2 34 A2\’ 2 3A A2
uw' = 3 2—+> u%+3< +>u%’

2 27y 2

4 3A\ , 2 3A A? 1 i
= _— _—— _—— = — R _— A
3< r3+2r2>u1+3<r2 2r+2)< T+ )ul

4 3A 2 24 3A 342 A2 A%\ |
r3  2¢r2 p3 0 p2 292 2y 2r 2

uy. (D13)

Entonces obtenemos

2 3
u%f_2<_f“+2<“”>u§ _ 3<_f+5f_zﬁ+A)ui

T ul
B
A2 A3 1
= 3<—T+2> %:AQ?)( —r>u}
= A%2 = 2E1d2 (D14)

donde por la Ec.(D14) se verifica que efectivamente la Ec.(D11) satisface la ecuacién de Schrédinger.
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Aplicacién el operador escalera de creacién sobre la eigenfuncién u?, obtenemos

d 3 A
3 __ el e 2
uj = <d7“ 7“+ 3>u1, (D15)

donde u3 es una eigenfuncién cuadrado no integrable identificada en la Fig.(4) por el ket |1,3) .
La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones con el
2

mismo eigenvalor asociado, es decir, 2F,,—1 = —A°.

Tomando A\ = 1 en la Ec.(D1) (2E,—5 = —A?/4) obtenemos

un’\:;l) = Kirlel=4r/2], (D16)
donde un>‘:+2:1) es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(4) por el ket
2,1).

De la Ec.(D1) se verifica directamente con A = 1 lo siguiente

d 2 A\ ,
(dr—r+2)u2—0. (D17)

Por lo cual aplicando los operadores escalera obtenidos en la Ec.(121) a la eigenfuncién de

la Ec.(D16) obtenemos

_ (41 AN 4 r?A\ a1 |
Uy = (d”n+r—1>u2—K1<2T—2>€ + T_A Uy
_ (2 _ A) Kyr2ed—Ar/2) 4 (1 ~ A) u
ro 2 T
/3 A L1 AN,

donde uJ es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(4) por el ket |2,0) .
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En efecto verificamos que la Ec.(D18) cumple la ecuacién de Schrodinger, es decir,

uf

y ademads

uy)’ = 3<Tl2
_ 3(
- 3<_
_ 3(_

Entonces se obtiene

A
ug" —2 <_r> ug

1A\ 1 A\ 4,
3(r2)“2+3(r2)“2
3, 1 A\ /2 A\ ,
Tt T3 <r_2> ( - 2> 12

12 oA A my
r2  r2 2r 7 1 )"

Usg (D19)

/
1 3A A2
1 Y
—+1> U2+3<7,2—2+1>U2

BAY (184 A\ (2 A\,
2r2 2 r2  2r 4 r )"

34 2 A 34 342 A2 A3>

proai R R B P P A
5A4%2 A3
) (D20
%_ﬁ_@ ig 1+2é3 1 é 1
r2 4r 8 U2 T r 2 42
r2  Ar 8 r2 )7
A2 AS 1
r 8 2
A2 /1 A A?

donde por la Ec.(D21) se verifica que efectivamente la Ec.(D18) satisface la ecuacién de Schrodinger.

La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las deméds eigenfunciones con el

mismo eigenvalor asociado, es decir, 2F,—s = —A2/4. Naturalmente no hay un operador tal

(A=0) _ ,,A+=-1)

que U, _o n=2 :

Tomando A\ = 2 en la Ec.(D2) obtenemos
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n2:)2 = Kgr_ze[Ar/Q} (D22)
donde uf:)Q es una eigenfuncién cuadrado no integrable identificada en la Fig.(4) por el ket
12,2).

Aplicando los operadores escalera obtenidos en la Ec.(121) a la eigenfuncién de la Ec.(D22)

obtenemos
(l:)\7+1) d A + 1 A (/\7) D
N 23
Up—2 <d7“ r + A +1 U, ’ ( )
6 explicitamente
=8 _ (4 3 AN o (A
Un=2 = <d7’ r + 3> Kar e
2 A A 3
_ (L A gl AP
< r3 + 2r2> 2¢ + 3 2
A 2 A 3\ , A 1\ ,
— (Z2_z 2_°2 =5(= = D24
<2 r+3 r>u2 5(6 r>u2 ( )
donde ug:g) es una eigenfuncién cuadrado no integrable identificada en la Fig.(4) por el ket
12,3) .

En efecto vericamos que la Ec.(D24) satisface la ecuacién de Schrodinger, es decir,

A 1\ A 1
ug = 5<6_r> “3+5<6‘r>“3'
5, A 1\ /A 2\ ,
- ﬂ“2+5<67«>(27«>“2

A A
_ 5<3_5+>u3 (D25)

y ademads
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ug” = 5

( u

B 6 BHA\ , 3 B5A A%\ (A 2\ ,
= 5<‘ﬁ+w>“2+5<w‘m+u> <2_r>“2
(6

B T T E T I 32T 6
12 44 TA? A3> 9

5A  3A 6 5A? 5AA3A2>2

_?“3 + 2 1727“ + ﬂ Uy (D26)

A 3(3+41) 12 44 T7A%2 A3
3 3 _ IS T )2
2( * > 5< At T Ty )

A 6 A1\
‘2<‘r+r2>5<6‘r>“2

12 4A 7A2 A3
TR T T Ty T

+4- -2 -2+ 12

3
A3 A2\, A% A 1\ ,
= 5<24‘47~>“2—45<6‘T)“2

A
—ud = —2Fu3. (D27)

donde de la Ec.(D27) se verifica que efectivamente la Ec.(D24) satisface la ecuacién de Schrodinger.
La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones con el

mismo eigenvalor asociado, es decir, 2E,—s = —A2/4.

En la Fig.(4) representamos las eigenfunciones obtenidas anteriormente mediante la apli-
cacién directa de los operadores escalera, donde las eigenfunciones de color azul representan
eigenfunciones cuadrado integrables, mientras que las eigenfunciones de color naranja represen-

tan eigenfunciones cuadrado no integrables.
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Chapter 14
Apéndice E

Oscilador Amoénico 3-D

En este apéndice se realiza nuevamente la construccién de las eigenfunciones pero en este

caso para el problema del oscilador arménico 3-D en base a la utilizacién sucesiva de los op-

eradores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138). Para este caso los operadores escalera

obtenidos fueron cuatro, por lo que se puden obtener en principio, cuatro eigenfunciones tal

que sus transformada tipo Darboux sean nulas. Partiendo de la funcién R%L) (r) tal que esta su

transformada tipo Darboux sea nula, i.e.

d L
o i(r) = <dr - q:r> R;L)(’I") =0,

para resolver esta ecuacién diferencial de primer orden, escribimos

REVG) = (£ 0) RO0)
T

de lo cual se tiene

R(L)(T') = rle®T,

(E1)

Donde en la Ec.(E1) se obtienen 2 eigenfunciones cuya transformada tipo Darboux son nulas.

Adems si las R{Y (r) satisfacieran la ecuacién de Schrodinger (Ec.(109))

2 L[L-1]
Ly mepy _o (- L BB
Ry "(r) (2 + o2
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En efecto, se tiene

L r? L[L—1] L L2 L, L+2] +7
Rg)f/(r)2<2+22) RP(r) = [L(L—1rt 2+ @L+1)rk 40142 Y
r
r?  LIL—1]\ | 42
-2 <2 + 27°2> r-e 2
LIL-1
= [L(L-Dr?£(2L+1)+7%] —r* - Lr -1 S }
r
= +(2L+1)
= 2k,
por lo cual conlcuimos de lo anterior
1
E,=F <L + 2) (E2)

de donde se concluye que las R;L) (r) en efecto satisfacen la ecuacién de Schrodinger.
Tomenos d = 3 en la ecuacién L =1 +% (d — 1) entonces obtenemos L = [+ 1 y sustituyendo

lo anterior en la Ec.(E1) se tiene

ROFD(r) = pitles (E3)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

3 3

De la Ecuacién anterior concluimos que [ = n.

Consideremos el caso [ = 0 entonces n = 0 por lo cual de la Ec.(E3) obtenemos
Ri(r) =re*'T (E4)
cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

E0::F§
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2

donde re” 2 es una eigenfuncién cuadrado integrable la cual esta identificada en la Fig.(5) por
r2
la notacién espectroscépica 1s, y ademds re2 es una eigenfuncién cuadrado no integrable la

cual no tiene representacion en la Fig.(5) ya que su representacion es en una figura identica a
7'2
la Fig.(5) pero en lugar de aparecer en la figura 1s se sustituye re= .

Por lo cual aplicando los operadores de creacién y aniquilacién obtenidos en las Ecs.(137) y
(138) a las eigenfunciones de la Ec.(E4) obtenemos
r2
—2r2et T

:Fr) R =1 (E5)

o

(d_0+1

2
donde —2r%e~ 2 es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(5) por la no-
2

. 2 L. . < . ., .
tacién espectroscépica 1p, mientras —2r2e 2 es una eigenfuncién cuadrado no integrable y como
ya se aclara anteriormente la representacién de dicha eigenfuncién es sustituir la eigenfuncién

9 2 :

1p por —2r¢e’z en la Fig.(5).

La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones del

problema del oscilador arménico 3 - D.

Tomando [ = 1 tenemos que n = 1 y por la Ec.(E3) obtenemos

(M)

Ri(r) =r’etz (E6)
cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

5
E0::F§

2

donde 7%¢7 2 es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(5) por la no-
2
2 T

tacién espectroscépica 1p, mientras que r°e2 es una eigenfuncion cuadrado no integrable cuya

representacion en la Fig.(5) es sustituirla en lugar de la eigenfuncion 1p.

Y por lo cual aplicando los operadores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138) a las
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eigenfunciones de la Ec.(E6) obtenemos

3+
(G- ) me-{ &)
donde 47"367% es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(5) por la no-
tacién espectroscépica 1d, mientras que 47”36§ es una eigenfuncién cuadrado no integrable
cuya representacién en la Fig.(5) se encuentra al sustituirla por la eigenfuncién 1d.
La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones del
problema del oscilador arménico 3- D.

Para | = 2 se tiene n = 2 y por la Ec.(E3) se obtiene
R3(r) =rde*7 (E8)
cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

EOZ:Fi

2

donde 73¢~ 2 es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(5) por la no-
r2

3¢t2 es una eigenfuncién cuadrado no integrable cuya

tacién espectroscépica 1d, mientras r
representaciéon en la Fig.(5) se encuentra al sustituirla en lugar de la eigenfuncién 1d.
Aplicando los operadores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138) a las eigenfunciones de

la Ec.(E8) obtenemos

7‘2

d 1+1 5 —8riets
- - R = E9
<dr . $7“> 5(7) . (E9)

donde —8r4ei§ es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(5) por la no-
tacién espectroscopica 1f, mientras que 4r3e§ es una eigenfuncién cuadrado no integrable cuya
representacién en la Fig.(5) se encuentra al sustituirla por la eigenfuncién 1f.

La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones del

problema del oscilador arménico 3- D.
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En la Fig.(5) representamos las eigenfunciones que se obtuvieron mediante la aplicacién suce-
siva de los operadores escalera, donde las eigenfunciones de color azul representan las eigenfun-
ciones cuadrado integrables y las eigenfunciones de color naranja representan las eigenfunciones

cuadrado no integrables.
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Por lo cual ahora realicemos lo mismo pero ahora para los otros dos operadores escalera
obtenidos en las Ecs.(139) y (140), partiendo de la funcién R%L)(r) tal que esta su transformada

tipo Darboux sea nula, i.e.

d L—-1
- [& L) () —
o_y(r) = <dr + - F r) R, (r)=0
7,2
RP(r) = r~( ety (E10)

donde en la Ec.(E10) se han obtenido las dos faltantes eigenfunciones cuya transformada tipo
Darboux es nula.

Ademss si las R{” (r) satisfacieran la ecuacién de Schrodinger (Ec.(109))

2 _
R0 -2 (g + H5 ) RO0) = 2B, RP0)

En efecto, se tiene

2 _ 2
RE) () — 2 (g + L%ﬂ) RP() = [L(L—1)r 2+ (L—1+L-2)+7r2]r Dty
r
7"2 L[L — 1] —(L—1 :i:ﬁ
-2 (2 + 2’/"2> T ( )6 2
= [L(L-—1)r 2+ (2L-3)+r°] —r* - L[Lr; 1
= +(2L-3)
= —2E,

De lo anterior se concluye

E, =% (L _ 2) (B11)

donde se concluye que las RéL) (r) en efecto satisfacen la ecuacién de Schrodinger.
Tomenos d = 3 en la ecuacién L = —i—% (d — 1) entonces obtenemos L = [+ 1 y sustituyendo

lo anterior en la Ec.(E10) se tiene

2
RUAD (p) = pletT (E12)
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cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

Bes (i1 D) or (1 1) cx (ne ) -

De la Ecuacién anterior se concluye que | = — (n + 1). Consideremos el caso | = —1 entonces

n = 0 por lo cual de la Ec.(E12) obtenemos

[M]

RS(r) =retz (E14)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E13) es

3

2

donde re” 2z es una eigenfuncién cuadrado integrable la cual esta identificada en la Fig.(6) por
la notacién espectroscépica 1s, y ademads reé es una eigenfuncién cuadrado no integrable la
cual su representacién en Fig.(6) se encuentra al sustituirla por la eigenfuncién 1s.

Por lo cual aplicando los operadores de creacién y aniquilacién obtenidos en las Ecs.(137) y

(138) a las eigenfunciones de la Ec.(E13) obtenemos

2
d -1 —or2etT
<dr ) - ) ¢ r) Rg(r) = . (E15)

donde —2T26_§ es una eigenfuncién cuadrado integrable identificada en la Fig.(6) por la no-
tacién espectroscépica 1p, mientras —27‘26§ es una eigenfuncién cuadrado no integrable y como
ya se aclara anteriormente la representacién de dicha eigenfuncién es sustituir la eigenfuncién
1p por —2T2€§ en la Fig.(6).

La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demds eigenfunciones.

Para [ = 0 entonces n = —1 y por la Ec.(12) se obtiene

Rl (r) =¢*2 (E16)
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cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E13) es

1
E_=4-
2

N

_r

donde e™ 7 es una eigenfuncién cuadrado integrable la cual esta identificada en la Fig.(6) por el
ket |[-1,—1), y ademds eé es una eigenfuncién cuadrado no integrable la cual su representacién
en Fig.(6) se encuentra al sustituirla por la eigenfuncién |—1,—1).

Y por lo cual aplicando los operadores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138) a las

eigenfunciones de la Ec.(E15) obtenemos

- rei%
(d + (9 ¥ r) R ={ (E17)

2

donde —2re” 7 es una eigenfuncién cuadrado integrable la cual esta identificada en la Fig.(6) por
la notacién espectroscépica 1s, y ademds —2re‘§ es una eigenfuncién cuadrado no integrable
la cual su representacién en Fig.(6) se encuentra al sustituirla por la eigenfuncién 1s.

La aplicacién sucesiva de estos operadores permite obtener las demads eigenfunciones del
problema del oscilador arménico 3-D.

En la Fig.(6) representamos las eigenfunciones obtenidas de la aplicacién sucesiva de los
operadores escalera (Ecs.(139) y (140)), donde las eigenfunciones de color azul representan
las eigenfunciones cuadrado integrables y las eigenfunciones de color naranja representan las

eigenfunciones cuadrado no integrables.
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Fig.(6)

Finalmente superponiendo las graficas obtenidas por los cuatro operadores escalera, es decir,
las eigenfunciones representadas en las Figs.(5) y (6), se observa que los huecos en las Figs.(5)

y (6) se rellenan, esto se observa claramente en la Fig.(7).
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