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Chapter 4

Capítulo 1

4.1 Introducción

En general, un problema exactamente soluble en Mecánica Cuántica puede ser tratado con

métodos de factorización, los cuales involucran operadores escalera de primer orden [1,2,3,4] ó

de orden superior en el contexto de la Mécanica Cuántica Supersimétrica (SUSYQM) de orden

superior [5]. El estudio del método de factorización ha sido relacionado con el teorema de Dar-

boux [6,7] y la teoría de la SUSYQM estándar. Además, la introducción de una generalización

de los operadores escalera ha permitido la construcción de una clase completa de potenciales

isospectrales [8-13].

Demostraremos que la ecuación estacionaria de Schrödinger es invariante bajo la trans-

formación  ! (d=dx +W ) , con W (x) una función arbitraria, pero bajo ciertas hipótesis,

satisfaciendo una ecuación de Riccati. Nuestro propósito es mostrar como esta invariancia

puede ser usada para encontrar los operadores escalera de funciones especiales y cuánticas, así

como los potenciales isospectrales de varios problemas.

En algunos ejemplos, obtenemos resultados que fueron publicados en diferentes artículos; en

otros , obtenemos nuevos resultados. De hecho nuestro enfoque esta basado en una transformada

tipo Darboux, la cual nos proporciona la invariancia de la ecuación estacionaria de Schrödinger.

La estructura de la presente tesis es: En el Capítulo 2 presentamos la relación entre una
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ecuación de diferencial de segundo orden y sus correspondientes ecuaciones de Riccati y (tipo)

Schrödinger. En el Capítulo 3 demostramos la invariancia de la Ecuación Estacionaria de

Schrödinger bajo cierta transformación y su relación con el Teorema de Darboux. En el Capítulo

4 desarrollamos nuestro método. En el Capítulo 5 damos algunas aplicaciones de dicho método.

Finalmente establecemos nuestras conclusiones. Además se presentan una serie de apéndices

en los cuales se obtienen explícitamente las eigenfunciones de cada problema en base a los

operadores escalera obtenidos en el Capítulo 5.
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Chapter 5

Capítulo 2

5.1 Relación de una Ecuación Diferencial Lineal de segundo or-

den con una Ecuación de Riccati y una (tipo) Schrödinger.

Consideremos la Ecuación Diferencial Lineal de segundo orden:

f 00(x) + P (x)f 0(x) +Q(x)f(x) = 0; (1)

donde f 0(�) � d
d�f(�), con P (x) y Q(x) funciones analíticas arbitrarias en el intervalo bajo

consideración.

En general, la Ec.(1) puede ser transformada en una ecuación de Riccati bajo el cambio de

variable f(x) � ev(x),

w2(x) + w0(x) = �P (x)w(x)�Q(x); con w(x) � v0(x) =
f 0(x)

f(x)
: (2)

Donde esta es la bien conocida relación entre una ecuación diferencial lineal de segundo

orden y una ecuación no-lineal de Riccati [14].

Por otro lado, con el siguiente cambio de variable

f(x) = z(x) exp

24�1
2

xZ
P (t)dt

35 ; (3)
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siempre podemos transformar la Ec.(1) como:

z00(x) + [Q(x)� 1
2
P 0(x)� 1

4
P 2(x)]z(x) = 0; (4)

donde esta ecuación determina la relación entre una ecuación diferencial lineal de segundo

orden y una ecuación (tipo) Schrödinger [15].

Un importante ejemplo de la Ec.(4) es la ecuación estacionaria de Schrödinger, la cual

corresponde a una ecuación de eigenvalores en una sola variable,

 (i)00n (x)� 2u(x; i) (i)n (x) = �2�n (i)n (x); i = 1; 2; ::; gn (5)

aquí ~ = m = 1 y gn es el grado de degeneración del eigenvalor �n.

Aplicando el resultado expresado en la Ec.(2), a la Ec.(5), obtenemos la ecuación asociada

de Riccati para dicha ecuación:

w2(x) + w0(x) = 2(u(x)� �n); (6)

con

w(x) =
 
(i)0
n (x)

 
(i)
n (x)

� d ln 
(i)
n (x)

dx
. (7)

Por lo que la Ec.(5) puede ser escrita como

 (i) 00n (x)�
�
w2(x) + w0(x)

�
 (i)n (x) = 0; (8)

de donde podemos ver a  (i)n (x) como un eigenestado del Hamiltoniano con potencial w2(x) +

w0(x), y con eigenvalor asociado igual a 0.

En la siguiente sección mostraremos como las Ecs.(5) y (6) están conectadas, cuando una

transformada de Darboux estándar es aplicada a la Ec.(5).
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Chapter 6

Capítulo 3

6.1 Transformada tipo Darboux

De�nimos una transformada tipo Darboux de la solución de la Ec.(5)  (i)n (x) como:

'(x) �
�
d

dx
�W (x)

�
 (i)n (x); (9)

donde W (x) es una función arbitraria, que convenientemente será elegida. Además, W (x) no

esta conectada a priori con alguna eigenfunción de la Ec.(5), como sucede en una transformada

de Darboux común [6].

Para aplicar la Ec.(9) a la Ec.(5) calculemos:

'0(x) � d

dx

�
 (i)0n (x)�W (x) (i)n (x)

�
=  (i)00n (x)�W 0(x) (i)n (x)�W (x) (i)0n (x) (10)

y

'00(x) =  (i)000n (x)�W 00(x) (i)n (x)�W 0(x) (i)0n (x)�W 0(x) (i)0n (x)�W (x) (i)00n (x)

=  (i)000n (x)�W (x) (i)00n (x)� 2W 0(x) (i)0n (x)�W 00(x) (i)n (x): (11)

Como  (i)n (x) es una solución de la Ec.(5)

10



 (i)00n (x) = 2[u(x)� �n] (i)n (x) (12)

y

 (i)000n (x) = 2[u(x)� �n] (i)0n (x) + 2u0(x) (i)n (x): (13)

Sustituyendo las Ecs.(12) y (13) en la Ec.(11), obtenemos

'00(x) = 2[u(x)� �n] (i)0n (x) + 2u0(x) (i)n (x)

�2W (x)[u(x)� �n] (i)n (x)� 2W 0(x) (i)0n (x)�W 00(x) (i)n (x);

= �2�n( (i)0n (x)�W (x) (i)n (x)) + 2u(x)( (i)0n (x)�W (x) (i)n (x))

+2u0(x) (i)n (x)� 2W 0(x) (i)0n (x)�W 00(x) (i)n (x);

= 2(u(x)� �n)'(x) + 2u0(x) (i)n (x)� 2W 0(x) (i)0n (x)�W 00(x) (i)n (x); (14)

donde hemos usado la Ec.(9). Arreglando la anterior ecuación como

'00(x)� 2u(x)'(x) = �2�n'(x)� 2W 0(x) (i)0n (x)�W 00(x) (i)n (x) + 2u
0(x) (i)n (x);

= �2�n'(x)� 2W 0(x)( (i)0n (x)�W (x) (i)n (x))

�2W 0(x)W (x) (i)n (x)�W 00(x) (i)n (x) + 2u
0(x) (i)n (x);

= �2�n'(x)� 2W 0(x)'(x)� 2W 0(x)W (x) (i)n (x)�W 00(x) (i)n (x) + 2u
0(x) (i)n (x); (15)

ó equivalentemente:

11



'00(x)� 2(u(x)�W 0(x))'(x) = �2�n'(x)�
�
2W 0(x)W (x) +W 00(x)� 2u0(x)

�
 (i)n (x); (16)

'00(x)� 2(u(x)�W 0(x))'(x) = �2�n'(x)�  (i)n (x)
d

dx

�
W 2(x) +W 0(x)� 2u(x)

�
: (17)

Con esta ecuación observamos que eligiendo W (x) de modo que

W 2(x) +W 0(x)� 2u(x) = k � cte; (18)

ó equivalentemente, cuando W (x) coincide con

W (x) = �1
2

d

dx
lnW 0(x) +

u0(x)

W 0(x)
; (19)

entonces la Ec.(17) es también una ecuación (tipo) Schrödinger y la función '(x) en la

Ec.(9) es una solución de la ecuación de Schrödinger para el nuevo potencial u(x)�W 0(x) la

cual puede ser escrita como (V1(x) �W 2(x)�W 0(x))

'00(x)� V1(x)'(x) = �2
�
�n +

k

2

�
'(x); (20)

y la Ec.(5) como

 (i) 00n (x)� V2(x) (i)n (x) = �2
�
�n +

k

2

�
 (i)n (x): (21)

donde V2(x) �W 2(x) +W 0(x).
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Chapter 7

Capítulo 4

7.1 Método

Con el resultado expresado por la Ec.(17) un procedimiento poco práctico consistiría en pro-

poner algún valor arbitrario para la constante k y resolver directamente la ecuación de Riccati

Ec.(18), ya que esta solución de�nirá una transformada tipo Darboux bajo la cual se garantiza

la invariancia de la ecuación estacionaria de Schrödinger.

Alternativamente, podemos proponer algunas funciones de prueba para la función W 0(x)

que aparece en el lado izquierdo de la Ec.(17) y que cambian el potencial u(x) y / o eigenvalor

�n en esta ecuación de una forma preestablecida.

Por supuesto, que toda buena función de prueba W 0(x), debe satisfacer la condición dada

por la Ec.(18) ó (19) donde la constante k obtenida estará asociada con la correspondiente

función de prueba W 0(x).

A continuación proponemos un método que consiste en:

Primero, la ecuación diferencial de segundo orden Ec.(1) es transformada en una ecuación

tipo Schrödinger Ec.(5) como fue descrito en el Capítulo 2.

Segundo, para un potencial u(x; i) dado en la Ec.(5), de�nimos los parámetros � y � los

cuales son identi�cados como los cambios que sufren el eigenvalor �n y / o potencial u(x)

respectivamente en la Ec.(17) y por ser determinados, podemos intentar con las funciones

W 0(x) siguientes:

i) W 0(x) = �n+� � �n. Si esta función satisface la condición de la Ec.(18) entonces de
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acuerdo con la Ec.(17) tenemos que '(x) es una eigenfunción con eigenvalor �n+� y podemos

identi�carla con  (i)n+�(x) (ver subsección 5.1.1). De lo cual, el operador
�
d
dx �W (x)

�
en la

Ec.(9) corresponde a un operador escalera de la eigenfunción  (i)n (x) actuando en n con paso �:

ii) W 0(x) = u(x; i)�u(x; i+ �). Si W 0(x) satisface la condición de la Ec.(18), el potencial

u(x; i) en la Ec.(5) cambia a u(x; i+�), pero esto no modi�ca el eigenvalor �n, entonces '(x) en

la Ec.(17) es identi�cada con  (i+�)n (x) (ver sección 5.2 y subsecciones 5.1.2, 5.2.1). Por lo cual

el operador en la Ec.(9) corresponde a un operador escalera de la eigenfunción  (i)n actuando

en i con paso �:

iii) W 0(x) = u(x; i) � u(x; i + �) + �n+� � �n. Si esta función de prueba satisface la

condición de la Ec.(18), nosotros obtenemos la combinación de los casos i) y ii), y '(x) en la

Ec.(17) es identi�cada con  (i+�)n+� (x) (ver subsección 5.2.2). De modo que el operador en la

Ec.(9) corresponde a un operador escalera de la eigenfunción  (i)n (x) actuando en n e i con

pasos � y � respectivamente.

Finalmente, solamente consideramos todas aquellas funciones de prueba para W 0(x) que

satisfagan la condición de la Ec.(18), donde la constante k ha sido encontrada y la integral de la

función de prueba W 0(x) es una solución particular de la ecuación de Riccati. Como sabemos

no existe un método general para resolver la ecuación de Riccati. Sin embargo, cuando se tiene

una solución particular de esta ecuación, como es nuestro caso (W (x)), entonces se escribe

la solución general Wg(x) como W (x) + �(x), con �(x) una función por determinar. Luego,

esta es sustituida en la ecuación de Riccati, resultando una ecuación de Bernoulli para �(x)

como se demuestra en [15]; �0(x) + �2(x) + 2W (x)�(x) = 0. Con Wg(x) así determinada, se

construye la correspondiente función 'g(x) de la Ec.(9), la cual es automáticamente solución de

la ecuación estacionaria de Schrödinger Ec.(17) para el nuevo potencial u(x)�W 0
g (x) y asociada

al eigenvalor �n. Con este potencial se obtiene un Hamiltoniano, que tiene un espectro idéntico

al Hamiltoniano inicial, pero con diferentes eigenfunciones.

Notamos que la función de prueba iii) es el caso más general y es una condición su�ciente

para la invariancia de forma de los potenciales V1;2(x) en las Ecs.(20) y (21), la cual es

una condición de integrabilidad [24]. En efecto, sustituyendo la función de prueba W 0(x) =

u(x; i)� u(x; i+ �) + �n+� � �n en la Ec.(18)
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V2(x; i) �W 2(x) +W 0(x) = 2u(x; i) + k; (22)

entonces

V1(x; i) � W 2(x)�W 0(x) = (�W 0(x) + 2u(x; i) + k)�W 0(x)

= �2W 0(x) + 2u(x; i) + k

= �2[u(x; i)� u(x; i+ �) + �n+� � �n] + 2u(x; i) + k

= 2u(x; i+ �)� 2�n+� + 2�n + k: (23)

Comparando estas ecuaciones, obtenemos la siguiente relación:

V2(x; i) = V1(x; f(i)) +R(i); (24)

donde los parametros i y f(i) están relacionados el uno al otro por f(i) = i� �,

R(i) � k(i)� k(i� �) + 2�n+� � 2�n (25)

donde hemos supuesto que en general k = k(i).

Antes de que apliquemos el procedimiento anterior descrito en algunos ejemplos, queremos

demostrar como la transformación en la Ec.(9), para un caso particular, se reduce a una trans-

formada de Darboux común [6]. De hecho, por comparación de la Ec.(18) con la Ec.(6), nosotros

tenemos que w(x) en la Ec.(7) satisface directamente la Ec.(18). Entonces cuando escogemos:

Wm(x) �
 
(j) 0
m (x)

 
(j)
m (x)

; (26)

tenemos que la correspondiente constante k es el eigenvalor asociado a  (j)m (x), i:e:

k � �2�m: (27)

La función en la Ec.(9) toma la forma (m 6= n)
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'mn(x) �
�
d

dx
�Wm(x)

�
 (i)n (x) =

������  
(j)
m (x)  

(j)0
m (x)

 
(i)
n (x)  

(i)0
n (x)

������
 
(j)
m (x)

; (28)

y de acuerdo con la Ec.(20) esta es eigenfunción del Hamiltoniano con potencialW 2
m(x)�W 0

m(x)

'00mn(x)�
�
W 2
m(x)�W 0

m(x)
�
'mn(x) = �2(�n � �m)'mn(x): (29)
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Chapter 8

Capítulo 5

8.1 Aplicaciones

Aqui presentamos algunas aplicaciones simples del método descrito en el Capítulo 4.

8.1.1 Ecuación de Hermite

Consideremos la ecuación diferencial de Hermite [15]:

H 00
n (x)� 2xH 0

n (x) + 2nHn(x) = 0: (30)

Sustituyendo (Ec.(3))

Hn(x) �  n(x) exp

24�1
2

xZ
P (t)dt

35 =  n(x) exp

24�1
2

xZ
�2tdt

35 =  n(x)e
x2=2; (31)

en la Ec.(30) tenemos:

 00n(x) + (2n+ 1� x2) n(x) = 0: (32)

Donde la Ec.(32) coincide con la ecuación del oscilador armónico cuántico 1 - Dimensional, con

energía 2En � 2n+ 1 [16], i:e:

 00n(x)� x2 n(x) = �2En n(x); (33)
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donde la masa m y la frecuencia angular ! del oscilador armónico son igual a 1. Así mismo,

por comparación con la Ec.(5) tenemos:

2u(x) � x2; 2�n = 2En; gn = 1: (34)

En este caso, podemos escoger que '(x) la transformación de  n(x) dada en la Ec.(9)

corresponda a  n+�(x), donde � es algún entero por determinar. Para lo cual escogemos

W 0(x) = En+� � En; (35)

con lo que la Ec.(17) puede ser escrita, excepto por el segundo término del lado derecho, como:

'00(x)� x2'(x) = �2En+�'(x) (36)

donde esto es válido si la condición de la Ec.(18)

W 2(x) = �W 0(x) + 2u(x) + k = En � En+� + x2 + k; (37)

es satisfecha para k una constante. Para determinar si k es efectivamente una constante asociada

a la W 0(x) dada en la Ec.(35), integramos esta ecuación y la elevamos al cuadrado por lo cual

obtenemos

W 2(x) = (En+� � En)2x2 + 2(En+� � En)xC + C2; (38)

donde C es una constante arbitraria de integración. Por comparación de las Ecs.(37) y (38)

encontramos:

(En+� � En) = �1; C = 0 y k = �1; (39)

donde la solución de la ecuación en diferencias �nitas es

En = �
n

�
+ E0: (40)
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Comparando la de�nición del espectro de energías del oscilador armónico 1 - Dimensional,

En = n+ 1=2 con la Ec.(40), tenemos que � = �1 y E0 = 1=2.

Debido a que el paso � resulta ser �1 reescribiendo las ecuaciones con W ! W�, En+� !

En�1, '! '�, k ! k�, y C ! C� considerando ambas posibilidades.

Así, obtenemos por las Ecs.(35) y (39) que

W 0
� = (En�1 � En) = �1 o W�(x) = �x; (41)

por lo que la función de prueba W 0
� (x) de la Ec.(35) satisface la Ec.(18) para una constante

k� = �1. Por consiguiente, de la Ec.(36) decimos que la función '�(x) cumple la ecuación

'00�(x)� x2'�(x) = �2En�1'�(x); (42)

y de�nida por la Ec.(9), la cual debe ser identi�cada con  n�1(x),

'�(x) �
�
d

dx
� x
�
 n(x) �  n�1(x); (43)

donde el operador en esta ecuación es el bien conocido operador escalera para el oscilador

armónico 1 - dimensional [16]. De hecho, se con�rma el espectro de energía, con este enfoque,

ya que los operadores escalera mueven el número cuático n solamente una unidad.

Con los operadores escalera para  n(x) y la Ec.(31) obtenemos los polinomios de Hermite

Hn(x)

'�(x) � e�x
2=2

�
d

dx
� x� x

�
Hn(x) � e�x

2=2Hn�1(x); (44)

donde los operadores escalera de las funciones de Hermite [15] pueden ser identi�cados.

Retomando la Ec.(37) y escribiendo (k� = �1)

W 2
�(x) +W

0
� (x) = x2 � 1: (45)

Antes de obtener la solución general W�g(x) de esta ecuación, queremos encontrar lo siguiente.

Primero, la Ec.(45) puede ser reescrita como
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W 2
�(x) +W

0
� (x) = �W+(x)W�(x)� 1; (46)

notemos que W (x) �W+(x) +W�(x) satisface la ecuación de Riccati

W 2(x) +W 0(x) = 0: (47)

En efecto W (x) es la solución trivial de la Ec.(47). Por otro lado si resolvemos la ecuación

�
d

dx
�W�(x)

�
 n�(x) = 0; (48)

notemos que  n�(x) es también solución de la Ec.(32) para n = n� = �1
2 �

1
2 . Entonces por la

Ec.(48)

W�(x) =
d

dx
ln n�(x); (49)

y si W (x) = 0, podemos concluir que  0(x) �1(x) = cte. Es decir, ya que  0(x) es cuadrado

integrable entonces  �1(x) no puede ser cuadrado integrable.

Segundo, las funcionesW+(x) yW�(x) están conectadas con el potencial SUSY del oscilador

armónico supersimétrico, WSUSY (x), que es un buen ejemplo de la teoría SUSY para el modelo

de Witten [17]. De hecho, podemos identi�car que WSUSY (x) = W+(x) = �W�(x) y que la

función residuo en la Ec.(25) es R� = �2:

Regresamos a encontrar la solución general W�g(x) para la Ec.(45) y procediendo formal-

mente, de�nimos

s
W�(x) =W�(x) + F�(x) = �x+ F�(x); (50)

donde F�(x) es una función a ser determinada, calculando

s
W
2

�(x) +
s
W
0
�(x) = x2 � 2xF�(x) + F 2�(x)� 1 + F 0

� (x); (51)

entonces
s
W�(x) satisface la Ec.(18) donde F (x) es tal que
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F 2�(x) + F
0
�(x)� 2xF�(x) = cte�: (52)

Para el caso F� en la ecuación anterior, podemos identi�car la ecuación asociada de Riccati

de la ecuación de Hermite. De hecho, haciendo Hn(x) = ev(x) en la Ec.(30) transformamos a

esta en la ecuación de Riccati

w2(x) + w0(x)� 2xw(x) = �2n; (53)

donde

w(x) � v0(x) =
d lnHn(x)

dx
=
H 0
n (x)

Hn(x)
: (54)

Comparando las Ecs.(52) y (53) deducimos que: F�(x) � w(x) para cte� = �2n y por la

Ec.(50)
s
W�(x) = �x+

H 0
n (x)

Hn(x)
� �x+ Hn�1(x)

Hn(x)
; (55)

donde en la pasada expresión tuvimos que usar el caso F� de la Ec.(44).

Subsecuentemente W+(x) (cte+ = 0 ) es una solución particular de la Ec.(45), y la solución

general es:

W+g(x) = x+ F+(x); (56)

donde

F+(x) =
e�x

2


+ +
R x

e�y2dy
; (57)

y 
+ es una constante de integración. Ya que
s
W�(x) (cte� = �2n) satisface la condición de la

Ec.(18) (k = k� + cte� = �(2n+ 1)), podemos escribir

W�g(x) = �x+
H 0
n (x)

Hn(x)
+ ��(x); (58)

donde
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��(x) =
e2
R x(t�w(t))dt


� +
R x

e2
R s(t�w(t))dtds; (59)


� es otra constante de integración y w(t) está dada por la Ec.(54)

Para el caso particular w = 0 (n = 0), podemos escribir las Ecs.(56) y (58) como

W�g(x) = �x+ e�x
2


� +

xZ
e�y2dy

=
d

dx
ln

24 �1o
0@
� + xZ

 �1o dy

1A35 : (60)

Entonces las funciones de la Ec.(9) corresponden a

'�g(x) �
�
d

dx
�W�g

�
 (i)n (x); (61)

que directamente son soluciones de la ecuación de Schrödinger

'00�g(x)� 2[u(x)�W 0
�g(x)]'�g(x) = �2En'�g(x); (62)

con el nuevo potencial

u(x)�W 0
�g(x) =

x2

2
� d

dx

0BBBB@�x+ e�x
2


� +

xZ
e�y2dy

1CCCCA
=

x2

2
� d2

dx2
ln

24 �1o
0@
� + xZ

 �1o dy

1A35 : (63)

Equivalentemente por la Ec.(62) obtenemos que '�g(x) es solución de la ecuación de

Schrödinger, Ec.(5) con potencial
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u(x) ! x2

2
� d

dx

0BBBB@ e�x
2


� +

xZ
e�y2dy

1CCCCA
=

x2

2
� d2

dx2
ln

0@
� + xZ
 �1o dy

1A ; (64)

y asociada con el eigenvalor �n ! En�1. Ambos casos corresponden a nuevos potenciales

en el espectro del oscilador. El caso �arriba� esta de acuerdo con los resultados reportados

previamente en [8,17], pero aquí y en [19] se han obtenido ambos casos simultáneamente, aunque

en [19] siguiendo un método diferente.

8.1.2 Ecuación de Bessel.

Para la ecuación diferencial de Bessel [15]

J 00
n (x) +

1

x
J 0
n (x) +

�
1� n2

x2

�
Jn(x) = 0: (65)

Hacemos la transformación

Jn(x) � vn(x) exp

24�1
2

xZ
P (t)dt

35 = vn(x) exp
24�1

2

xZ
dt

t

35 = vn(x)x�1=2; (66)

resultando la ecuación (tipo) Schrödinger

v;;n +

�
1� n2 � 1=4

x2

�
vn = 0: (67)

Comparando esta con la Ec.(5), podemos identi�car

2u(x) � 1

x2

�
n2 � 1

4

�
; 2� = 1;  n(x) � vn(x); (i � n); (68)

Por la Ec.(67) podemos proponer que la transformación '(x) dada en la Ec.(9) corresponde

a vn+�. Para esto escogemos
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2W 0(x) = ��(� + 2n)
x2

; (69)

y la Ec.(17) puede ser escrita, excepto para el segundo término en el lado derecho, como

'00(x)� 2(u(x)�W 0(x))'(x) = �'(x); (70)

o explícitamente

'00(x)� 1

x2

�
(n+ �)2 � 1

4

�
'(x) = �'(x); (71)

que es valida si la condición de la Ec.(18)

W 2(x) = �W 0(x) + 2u(x) + k =
1

x2

�
n2 +

�(� + 2n)

2
� 1
4

�
+ k; (72)

es satisfecha para alguna constante k. Para determinar si k efectivamente es una constante,

integramos la Ec.(69) obteniendo

W (x) =
�(� + 2n)

2x
+ C; (73)

donde C es una constante de integración. Comparando esta ecuación con el lado derecho de la

Ec.(19)

�1
2

d

dx
lnW 0(x) +

u0(x)

W 0(x)
=
1

x

�
1 +

2(n2 � 1=4)
�(� + 2n)

�
; (74)

encontramos que C = 0, que a su vez implica k = 0. Encontramos también

�(� � 2n)
2

= 1 +
2(n2 � 1=4)
�(� � 2n) ; (75)

que tiene como solución � = �1. Por lo que el paso � resulta ser �1; debemos escribir en las

ecuaciones anteriores W !W�, '! '�, k ! k�, y C ! C� para considerar los 2 casos.

Entonces de acuerdo a la Ec.(73) tenemos los casos
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W�(x) = �
(�1 + 2n)

2x
; (76)

que nos permiten conseguir las funciones '�(x) atraves de la Ec.(9). De la Ec.(71) vemos que

la función '�(x) satisface

'00�(x)�
1

x2

�
(n� 1)2 � 1

4

�
'�(x) = �'�(x); (77)

y debe ser identi�cada con vn�1(x),

'�(x) �
�
d

dx
�W�(x)

�
vn(x) � vn�1(x); (76)

o equivalentemente, usando la Ec.(66) podemos escribir

'�(x) � x1=2
�
d

dx
� n

x

�
Jn(x) � Jn�1(x); (79)

donde los operadores en esta ecuación son los operadores escalera de las funciones de Bessel

[15].

Por otro lado de la Ec.(72)

W 2
�(x) +W

0
� (x) =

1

x2

�
n2 � 1

4

�
; (80)

o equivalentemente

W 2
�(x) +W

0
� (x) = �W�(x)W+(x); (81)

deducimos que W (x) �W+(x) +W�(x) es una solución no trivial de la ecuación de Riccati

W 2(x) +W 0(x) = 0: (82)

Además notamos que la función residuo en la Ec. (25) es R� = 0. Regresando a la Ec.(80)

tenemos que la solución general es
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W�g(x) = �n� 1=2
x

+
2n

2n
�x
2n�1 � x

=
d

dx
ln
h
x�n+

1
2
�
2n
�x

2n�1 � x
�i
: (83)

Entonces, la correspondientes funciones de�nidas en la Ec.(9) son

'�g(x) �
�
d

dx
�W�g(x)

�
vn(x); (84)

estas son directamente soluciones de la ecuación (tipo) Shrödinger

'00�g(x)� 2[u(x)�W 0
�g(x)]'�g(x) = �'�g(x); (85)

con potencial

u(x)�W 0
�g(x) =

1

2x2

�
n2 � 1

4

�
� d

dx

�
�n� 1=2

x
+

2n

2n
�x
2n�1 � x

�
=

1

2x2

�
n2 � 1

4

�
� d2

dx2
ln
h
x�n+

1
2
�
2n
�x

2n�1 � x
�i
: (86)

Equivalentemente para la Ec.(85), obtenemos que '�g es solución de la ecuación (tipo)

Schrödinger con potencial

u(x) ! 1

x2

�
(n� 1)2 � 1

4

�
� d

dx

�
2n

2n
�x
2n�1 � x

�
=

1

x2

�
(n� 1)2 � 1

4

�
� d2

dx2
ln
��
2n
�x

2n�1 � x
��
: (87)

que esta conectado con lo previamente publicado en [18].

8.1.3 Otras Ecuaciones tipo Schrödinger

Consideremos la ecuación (tipo) Schrödinger siguiente
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 (s) 00n (x) +

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�
 (s)n (x) = n2 (s)n (x); s = 1; 2; ::; gn: (88)

que está conectada en [3] con la ecuación diferencial de Morse original (l = 0) y con otro

discutido por Wittaker y Watson en [20].

De nuevo, comparando con la Ec.(5) podemos de�nir

2u(x; s) � �
�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�
; 2�n = �n2 (i � s): (89)

Para identi�car la función '(x) con la función  (s+�)n (x) escogemos

W 0(x) = �ex=2; (90)

y, excepto para el segundo término en el lado derecho, la Ec.(17) puede ser escrita como

'00(x)� 2
�
u(x)�W 0(x)

�
'(x) = n2'(x); (91)

o explícitamente

'00(x) +

�
(s+ � +

1

2
)ex � 1

4
e2x
�
'(x) = n2'(x); (92)

esto es correcto si la condición de la Ec.(18)

W 2(x) = �W 0(x) + 2u+ k = �ex(s+ �

2
+
1

2
) +

1

4
e2x + k; (93)

se cumple para k una constante. De hecho, integrando la Ec.(90) tenemos

W (x) = �
ex

2
+ C; (94)

donde C es una constante de integración, que puede evaluarse después de comparar esta ecuación

con el lado derecho de la Ec.(19) y esta al mismo tiempo se da por

�1
2

d

dx
lnW 0

� (x) +
u0(x)

W 0
� (x)

= �1
2
� s+ 1=2

�
+
ex

2�
: (95)
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Encontramos que C = �( s� +
1
2 +

1
2� ), qué a su vez por la Ec.(93), k = C2, y

�2 = 1; (96)

deducimos que � = �1. Por lo que el paso de � resulta ser �1; debemos escribir en las

ecuaciones anteriores W ! W�, ' ! '�, k ! k�, y C ! C� para considerar ambos casos.

Así podemos escribir la Ec.(94) como

W�(x; s) = �
ex

2
+ C�; (97)

donde C� = �(�s+ 1
2 �

1
2).

Una vez más nos permite a�rmar que

'�(x) �
�
d

dx
� (s� 1

2
+
1

2
)� ex

2

�
 (s)n �  (s�1)n : (98)

Los operadores en la Ec.(98) son los operadores escalera del problema [3].

Como k� es una constante y ha sido obtenida, podemos regresar a la Ec.(93) y escribir

W 2
�(x) +W

0
� (x) = �

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�
+ (s� 1

2
+
1

2
)2; (99)

o

W 2
�(x) +W

0
� (x) = �W�(x)W+(x)� (s�

1

2
+
1

2
); (100)

lo cual implica que W (x) �W+(x) +W�(x) satisface la ecuación de Riccati

W 2(x) +W 0(x) = 1: (101)

De hechoW (x) = �1 es una solución no trivial de esta ecuación. Por consiguiente la función

 
(s�)
n es tal que

�
d

dx
�W�(x)

�
 (s�)n (x) = 0; (102)

satisface también la Ec.(88) para s = s� = n� 1
2 �

1
2 podemos deducir la siguiente relación
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W�(x) =
d

dx
ln s�(x): (103)

Sustituyendo esto en W (x) = �1, deducimos que  (s+)n (x) 
(s�)
n (x) = 1.

También podemos veri�car que la función W�(x; s) (� �W+(x; s � 1)) en la Ec.(97) cor-

responde a el potencial SUSY del problema. Y podemos observar que la función residuo en la

Ec.(25) es R�(s) = �(2s+ 1).

Procediendo formalmente, escribimos la solución general de la Ec.(99) como

W�g(x) = �(s� 1
2
+
1

2
)� ex

2
+

e�2(s�
1
2
+ 1
2
)x�exp :x


� +

xZ
(e�2(s�

1
2
+ 1
2
)t�exp :t)dt

=
d

dx
ln

240@  oe o
1A0@
� + 12

xZ 0@  �1o
�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 ; (104)

entonces las funciones de la Ec.(9) son

'�g(x) �
�
d

dx
�W�g(x)

�
 (s)n (x); (105)

que directamente son soluciones de la ecuación (tipo) Shrödinger

'00�g(x)� 2[u(x)�W 0
�g(x)]'�g(x) = n2'�g(x); (106)

con potencial
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u(x)�W 0
�g(x) = �1

2

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�

� d

dx

0BBBB@�e
x

2
+

e�2(s�
1
2
+ 1
2
)x�exp :x


� +

xZ
(e�2(s�

1
2
+ 1
2
)t�exp :t)dt

1CCCCA
= �1

2

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�

� d2

dx2
ln

240@  oe o
1A0@
� + 12

xZ 0@  �1o
�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 : (107)

Equivalentemente arreglando la Ec.(106), obtenemos que '�g es solución de la ecuación

(tipo) Schrödinger con potencial

u(x) ! �1
2

�
(s� 1 + 1

2
)ex � 1

4
e2x
�
� d

dx

0BBBB@ e�2(s�
1
2
+ 1
2
)x�exp :x


� +

xZ
(e�2(s�

1
2
+ 1
2
)t�exp :t)dt

1CCCCA
= �1

2

�
(s� 1 + 1

2
)ex � 1

4
e2x
�
� d2

dx2
ln

0@
� + 12
xZ 0@  �1o

�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A ; (108)

que esta conectado con lo obtenido en [19] usando un método diferente.

8.2 Potencial Central d - Dimensional

Para el potencial V (r), escribimos la ecuación de Shrödinger reducida correspondiente directa-

mente [20-22] (L � l + 1
2(d� 1))

R(L) 00n (r)� 2
�
V (r) +

L[L� 1]
2r2

�
R(L)n (r) = �2EnR(L)n (r): (109)

Nuestro procedimiento da, para la función u(r) y eigenvalor �n, las expresiones
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u(r;L) = V (r) +
L[L� 1]
2r2

; �n � En (i � L): (110)

Podemos deducir que '�(x) corresponde a una transformada tipo Darboux para R
(L�1)
n (r)

(a priori proponemos que el cambio en el el potencial u(x; i) en la Ec.(5) a u(x; i + �) sea

� = �1), si este es el caso, entonces la función W 0(r) debe ser para f 0(r) una función por

determinar escrita como

W 0
� (r) = �

[L� 1=2� 1=2]
r2

+ f 0
�(r); (111)

llevandola a la Ec.(17), excepto para el segundo término del lado derecho,como

'00�(r)� 2
�
V (r) +

L[L� 1]
2r2

�W 0
� (r)

�
'�(r) = �2En'�(r); (112)

o explícitamente

'00�(r)� 2
 
V (r) +

[(l � 1) + 1
2(d� 1)][(l � 1) +

1
2(d� 1)� 1]

2r2
� f 0

�(r)

!
'�(r) = �2En'�(r):

(113)

Claro, nuestra a�rmación es correcta solamente si W 0(r) satisface

W 2
�(r) = 2u(r)�W 0

� (r) + k� = 2V (r) +
1

r2
[L� 1=2� 1=2]2 � f 0

�(r) + k� ; (114)

para k� constante. Para determinar si k� es efectivamente constante para nuestra elección de

W 0
� (r), integrando la Ec.(111) y elevándola al cuadrado tenemos

W�(r;L) = �
[L� 1=2� 1=2]

r
+ f�(r) + C� ; (115)

W 2
�(r) =

[L� 1=2� 1=2]2
r2

+ (f�(r) + C�)
2 � 2[L� 1=2� 1=2]

r

�
f�(r) + C�

�
; (116)
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donde C� es una constante de integración. Comparando las Ecs.(114) y (116) obtenemos

2V (r)� f 0
�(r) + k� = f 2

� (r) + 2f�(r)C� � 2
[L� 1=2� 1=2]

r

�
f�(r) + C�

�
+ C2� : (117)

Analizando los siguientes casos

5.2.1 Problema Kepler-Coulomb

V (r) = �A
r
: (118)

Obtenemos de la Ec.(117) que

�2A
r
+ k� = f 0

� + f
2
� + 2f�C� � 2

[L� 1=2� 1=2]
r

�
f� + C�

�
+ C2� ; (119)

y por simple inspección tenemos

f� = cte:; k� = f2� + 2f�C� + C
2
� = (f� + C�)

2; y f� + C� = �
A

L� 1=2� 1=2 : (120)

Ya que efectivamente k� es constante, la transformación '�(r) en la Ec.(112) debe ser

identi�cada con R(L�1)n (r). Sustituyendo las Ecs.(120) y (115) en la Ec.(9) tenemos

'�(r) �
 
d

dr
�
L� 1

2 �
1
2

r
� A

L� 1
2 �

1
2

!
R(L)n � R(L�1)n ; (121)

donde estos son los bien conocidos operadores escalera del sistema [21-23].

Sin embargo, la función W�(r;L) � �W+(r;L � 1) es el potencial SUSY del problema

Kepler-Coulomb, WSUSY (r), y este resultado es un buen ejemplo de la teoría SUSY para el

modelo de Witten [24]. De hecho, podemos fácilmente identi�car queWSUSY (r) =W�(r;L+2)

y que la correspondiente función residuo para este sistema, de acuerdo con la Ec.(25) es R�(L) =

�A2(L�2 � (L� 1)�2).

Como k� es una constante y fue obtenida, podemos regresar a la Ec.(114) y escribir
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W 2
�(r) +W

0
� (r) = �2

A

r
+
L[L� 1]

r2
+

A2

(L� 1
2 �

1
2)
2
; (122)

que formalmente admite la solución general

W�g(r) = �
(L� 1

2 �
1
2)

r
� A

(L� 1
2 �

1
2)

+
r�2(L�1=2�1=2)e�2Ar=(L�1=2�1=2)


� +

rZ
t�2(L�1=2�1=2)e�2At=(L�1=2�1=2)dt

=
d

dr
ln

240@  oe o
1A0@
� + rZ 0@  �2o (t)e �2o (t)

1A dt

1A35 ; (123)

entonces las funciones de la Ec.(9) son

'�g(r) �
�
d

dr
�W�g

�
R(l)n ; (124)

estas son directamente soluciones de la ecuación de Schrödinger

'00�g(r)� 2[u(r)�W 0
�g(r)]'�g(r) = �2En'�g(r); (125)

con el nuevo potencial

u(r)�W 0
�g(r) = �A

r
+
L[L� 1]
2r2

� d

dr

0BBBB@�(L�
1
2 �

1
2)

r
+

r�2(L�1=2�1=2)e�2Ar=(L�1=2�1=2)


� +

rZ
t�2(L�1=2�1=2)e�2At=(L�1=2�1=2)dt

1CCCCA
= �A

r
+
L[L� 1]
2r2

� d2

dr2
ln

240@  oe o
1A0@
� + rZ 0@  �2o (t)e �2o (t)

1A dt

1A35 ;(126)
Equivalentemente arreglando la Ec.(125), obtenemos que '�g(r) es solución de la ecuación
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de Schrödinger con potencial

u(r) ! �A
r
+
(L� 1)(L� 1� 1)

2r2

� d

dr

0BBBB@ r�2(L�1=2�1=2)e�2Ar=(L�1=2�1=2)


� +

rZ
t�2(L�1=2�1=2)e�2At=(L�1=2�1=2)dt

1CCCCA
= �A

r
+
(L� 1)(L� 1� 1)

2r2
� d2

dr2
ln

240@
� + rZ 0@  �2o (t)e �2o (t)

1A dt

1A35 ; (127)

y asociado con el eigenvalor En. A propósito, la función anterior esta conectada con las publi-

cadas en [23].

5.2.2 Oscilador Armónico

V (r) = r2=2: (128)

Obtenemos de la Ec.(117) que

r2 � f 0
+(r) + k+ = f 2

+ (r) + 2f+(r)C+ + 2
L

r

�
f+(r) + C+

�
+ C2+ ; (129)

r2 � f 0
�(r) + k� = f 2

� (r) + 2f�(r)C� � 2
L� 1
r

�
f�(r) + C�

�
+ C2� ; (130)

de nuevo por simple inspección tenemos

f 2
+ (r) = r2; f+�(r) = �r; k+� � 1 = �2L; (131)

f 2
� (r) = r2; f��(r) = �r; k�� � 1 = �2(L� 1); (132)

por lo que las correspondientes constantes de integración C+� y C��, deben ser cero. De la

Ec.(113) tenemos
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'00+�(r)� 2
�
r2

2
+
L(L+ 1)

2r2
� 1
�
'+�(r) = �2En'+� (r); (133)

'00��(r)� 2
�
r2

2
+
(L� 1)(L� 2)

2r2
� 1
�
'��(r) = �2En'�� (r); (134)

o equivalentemente

'00+�(r)� 2
�
r2

2
+
L(L+ 1)

2r2

�
'+�(r) = �2En�1'+�(r) ; (135)

'00��(r)� 2
�
r2

2
+
(L� 1)(L� 2)

2r2

�
'��(r) = �2En�1'�� (r); (136)

donde tenemos que escribir En�1 = En�1. Dado que k+� (k��) es efectivamente constante, la

transformación '+�(r) ('��(r)) en la Ec.(135) (Ec.(136)) debe ser identi�cada con R
(L+1)
n�1 (r)

(R(L�1)n�1 (r)). Así encontramos

'++(r) �
�
d

dr
� L

r
� r
�
R(L)n (r) � R

(L+1)
n+1 (r); (137)

'+�(r) �
�
d

dr
� L

r
+ r

�
R(L)n (r);� R

(L+1)
n�1 (r); (138)

'�+(r) �
�
d

dr
+
[L� 1]
r

� r
�
R(L)n (r) � R

(L�1)
n+1 (r); (139)

'��(r) �
�
d

dr
+
[L� 1]
r

+ r

�
R(L)n (r) � R

(L�1)
n�1 (r); (140)

que son los bien conocidos operadores escalera del sistema [20-22]. (Ver Apéndice).

Como k+� y k�� son constantes y han sido obtenidas, podemos regresar a la Ec.(114) y

escribir

W 2
+�(r) +W

0
+�(r) = r2 +

L[L� 1]
r2

� 2L� 1; (141)

W 2
��(r) +W

0
��(r) = r2 +

L[L� 1]
r2

� 2(L� 1)� 1; (142)

donde podemos deducir que
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W 2(r) +W 0(r) = 0; (143)

para W (r) =W++(r)�W��(r) y W (r) =W+�(r) +W�+(r).

De hecho W (r) = r�1 es una solución no trivial de la Ec.(143). Por lo que la solución de la

ecuación

�
d

dx
�W��(r)

�
R(L��)n (r) = 0; (144)

satisface la correspondiente Ec.(109) para L+� = 0; 1; 2; :: con L�+ = L+�+1 podemos deducir

la relación

W��(r) =
d

dr
lnR(L��)n (r): (145)

Sustituyendo en la Ec.(145) W (x) = r�1, deducimos que R(L+�)n R
(L�+)
n = r.

Además podemos decir que las funciones W�+(r;L) (� �W+�(r;L � 1)) y W��(r;L)

(� �W++(r;L � 1)) son los potenciales SUSY del sistema. En paticular podemos identi�car

que lo publicado en [24] es WSUSY (r) =W�+(r;L+ 2) y usando la Ec.(25) la correspondiente

función residuo es R+� = �4 (R�� = �4).

Formalmente, las Ecs.(141) y (142) admiten la solución general

W+�g(r) =
L

r
� r + r�2Le�r

2


+� +

rZ
t�2Le�t2dt

=
d

dr
ln

240@  oe o
1A0@
+� + 12

rZ 0@  �1o
�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 ; (146)
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W��g(r) = �L� 1
r

� r + r2(L�1)e�r
2


�� +

rZ
t2(L�1)e�t2dt

=
d

dr
ln

240@  oe o
1A0@
�� + 12

rZ 0@  �1o
�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 ; (147)

entonces las funciones de la Ec.(9) son

'+�g(r) �
�
d

dr
�W+�g(r)

�
R(l)n (r); (148)

'��g(r) �
�
d

dr
�W��g(r)

�
R(l)n (r); (149)

las cuales son soluciones de las correspondientes ecuaciones de Schrödinger

'00+�g(r)� 2[u(r)�W 0
+�g(r)]'+�g(r) = �2En�1'+�g(r); (150)

'00��g(r)� 2[u(r)�W 0
��g(r)]'��g(r) = �2En�1'��g(r); (151)

con los nuevos potenciales

u(r)�W 0
+�g(r) =

r2

2
+
L[L� 1]
2r2

� d

dr

0BBBB@Lr � r + r�2Le�r
2


+� +

rZ
t�2Le�t2dt

1CCCCA
=

r2

2
+
L[L� 1]
2r2

� d2

dr2
ln

240@  oe o
1A0@
+� + 12

rZ 0@  �1o
�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 ;(152)

u(r)�W 0
��g(r) =

r2

2
+
L[L� 1]
2r2

� d

dr

0BBBB@�L� 1r � r + r2(L�1)e�r
2


�� +

rZ
t2(L�1)e�t2dt

1CCCCA
=

r2

2
+
L[L� 1]
2r2

� d2

dr2
ln

240@  oe o
1A0@
�� + 12

rZ 0@  �1o
�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 :(153)
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Equivalentemente arreglando las Ecs.(150) y (151), obtenemos que '+�g y '��g son solu-

ciones de la ecuación de Schrödinger Ec.(5) con los potenciales

u(r) ! r2

2
+
[L+ 1]L

2r2
� d

dr

0BBBB@�r + r�2Le�r
2


+� +

rZ
t�2Le�t2dt

1CCCCA
=

r2

2
+
[L+ 1]L

2r2
� d2

dr2
ln

24exp��r2
2

�0@
+� + 12
rZ 0@  �1o

�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 ; (154)

u(r) ! r2

2
+
[L� 1][L� 2]

2r2
� d

dr

0BBBB@�r + r2(L�1)e�r
2


�� +

rZ
t2(L�1)e�t2dt

1CCCCA
=

r2

2
+
[L� 1][L� 2]

2r2
� d2

dr2
ln

24exp��r2
2

�0@
�� + 12
rZ 0@  �1o

�
t
2

�
e �1o �

t
2

�
1A dt

1A35 ;(155)
y asociada con el eigenvalor En�1. Por lo que formalmente obtuvimos 4 potenciales que tiene

el espectro del oscilador armonico d-dimensional como lo publicado en [23].

8.3 Otras Aplicaciones

Podemos escribir la ecuación diferencial de Bessel en forma más general [25] como

J 00
n (x) +

1

x
J 0
n (x) +

�
1� N(n)

x2

�
Jn(x) = 0; (156)

donde buscamos determinar la función N(n) donde Jn(x) es una función de Bessel. Por el

cambio de variable

Jn(x) = vnx
�1=2; (157)

obtenemos similarmente de la Ec.(67)
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v 00n (x)�
1

x2

�
N(n)� 1

4

�
vn(x) = �vn(x): (158)

Comparando con la Ec.(5) identi�camos que

2u(x) � 1

x2

�
N(n)� 1

4

�
; 2�n = 1: (159)

Por la Ec.(158) proponemos que la transformación '�(x) dada en la Ec.(9) corresponde a

vn�1. Para este porpósito escogemos

2W 0
� (x) =

1

x2
[N(n)�N(n� 1)]; (160)

entonces por integración

W�(x) =
�1
2x
[N(n)�N(n� 1)] + C�; (161)

y comparando con el lado derecho de la Ec.(19)

�W 00(x)

2W 0(x)
+

u0(x)

W 0(x)
= �1

x

N(n) +N(n� 1)� 1
2

[N(n)�N(n� 1)] ; (162)

obtenemos la ecuación de diferencias �nitas

1 = 2N(n) + 2N(n� 1)� [N(n)�N(n� 1)]2; (163)

con

C� = 0; (164)

y solución [26]

N(n) =
�
n+

p
N(0)

�2
; (165)

donde esta es la función más general para la Ec.(156) con Jn(x) como solución. Note que para

N(0) = 1 en la Ec.(158), la Ec.(77) es obtenida.
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Chapter 9

Conclusiones.

Demostramos que la ecuación estacionaria de Schrödinger es invariante bajo una transformación

especial la cual está relacionada con cierta ecuación de Riccati, donde no es necesario saber a

priori su relación con la derivada logarítmica de la eigenfunción de esta ecuación. Con este

resultado propusimos un método simple para obtener simultáneamente operadores escalera,

recobrar potenciales isospectrales y en algunos casos obtener formalmente nuevos potenciales

isospectrales (como en las subsecciones 5.1.2 y 5.1.3 y en las subsecciones 5.2.1 y 5.2.2) todo

en una forma uni�cada. El método muestra claramente que para algunas funciones W (x),

satisfaciendo la condición de la Ec.(18) con k una constante arbitraria, la Ec.(9) nos da un

operador escalera y también su potencial isoespectral u(x)�W 0
g (x) asociado.
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Chapter 10

Apéndice A

Ecuación de Hermite

En este apéndice construimos utilizando los operadores escalera encontrados en la Ec.(43),

las eigenfunciones del oscilador armónico unidimensional, así como los polinomios de Hermite.

Para ello iniciamos determinando la función  �� tal que su transformada tipo Darboux sea

nula, i:e.

'� �
�
d

dx
� x
�
 �� = 0;

para resolver esta ecuación diferencial de primer orden, escribimos

 0�� = �x �� ;

de donde

 �� = e�x
2=2: (A1)

Además si  �� satisfaciera la ecuación de Schrödinger (Ec.(33))�
d2

dx2
� x2

�
 �� = �2E�� �� ; (A2)
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podríamos obtener los correspondientes eigenvalores asociados a  �� . En efecto, como�
d2

dx2
� x2

�
e�x

2=2 =
d

dx
(�xe�x2=2)� x2e�x2=2

= �e�x2=2 + x2e�x2=2 � x2e�x2=2

= �e�x2=2

� � �� ; (A3)

y comparando las Ec´s.(A2) y (A3) obtenemos

2E�� = �1 �o E�� = �1=2: (A4)

El primer caso implica

E�� = 1=2 � E0; �� = 0 y n = 0; 1; 2:::: (A5)

y el segundo caso

E�+ = �1=2 = �+ + 1=2; �+ = �1 y n = �1;�2; :::: (A6)

Entonces  �+( ��) es una eigenfunción cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigenvalor

asociado E�+ (E��)es �
1
2 (

1
2), por lo que se identi�ca en la Fig.(1) por el ket j�1i (j0i).

Naturalmente, de la función  �� otra eigenfunción puede ser deducida utilizando nueva-

mente los operadores escalera de la Ec.(43)

 ���1 =

�
d

dx
� x
�
 �� =

�
d

dx
� x
�
e�x

2=2 = �xe�x2=2 � xe�x2=2

= �2xe�x2=2; (A7)

donde  ���1( ��+1) es una eigenfunción cuadrado no integrable (integrable) identi�cada en la
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Fig.(1) por el ket j�2i (j1i).

 ���2 =

�
d

dx
� x
�
(�2xe�x2=2) = 2(�e�x2=2 + x2e�x2=2 + x2e�x2=2)

= (�2 + 4x2)e�x2=2; (A8)

donde  ���2( ��+2) es una eigenfunción cuadrado no integrable (integrable) identi�cada en la

Fig.(1) por el ket j�3i (j2i).

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones del

problema del oscilador armónico unidimensional.

Asimismo notamos de la Ec.(31) que los polinomios de Hermite asociados a las eigenfun-

ciones obtenidas en las Ecs.(A1), (A7) y (A8) son respectivamente

H��(x) = ex
2=2 ��(x) = ex

2=2e�x
2=2 =

8<: 1

ex
2
; (A9)

H���1(x) = ex
2=2 ���1(x) = ex

2=2(�2)xe�x2=2 = �2x

8<: 1

ex
2
; (A10)

H���2(x) = ex
2=2 ���2 = ex

2=2(�2 + 4x2)e�x2=2 = (�2 + 4x2)

8<: 1

ex
2
; etc: (A11)

El caso H��=0 corresponde al primer polinomio de Hermite el cual satisface la ecuación

diferencial de Hermite:

H 00
��
� 2xH 0

��
+ 2��H�� = 0: (A12)

El caso H�+=�1, que no es un polinomio de Hermite, satisface una ecuación del tipo Hermite

en efecto,

H 00
�1 � 2xH 0

�1 + 2(�1)H�1 = (2xex
2
); � 2x2xex2 � 2ex2

= 2ex
2
+ 4x2ex

2 � 2x2xex2 � 2ex2 = 0; (A13)
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y para H�+�1

H 00
�2 � 2xH 0

�2 + 2(�2)H�2 = [2xex
2
]00 � 2x[2xex2 ]0 � 4(2xex2)

= [2ex
2
+ 4x2ex

2
]0 � 2x(2ex2 + 4x2ex2)� 8xex2 ]

= [4x+ 8x+ 8x3 � 4x� 8x3 � 8x]ex2 = 0 (A14)

Análogamente para H�+�2 tenemos que satisface una ecuación del tipo de Hermite, ya que

H 00
�3 � 2xH 0

�3 + 2(�3)H�3 = [(2 + 4x2)ex
2
]00 � 2x[(2 + 4x2)ex2 ]0 � 6(2 + 4x2)ex2

= [(12x+ 8x3)ex
2
]0 � 2x[8x+ 4x+ 8x3]ex2 � 6(2 + 4x2)ex2

= [(12 + 24x2) + 2(12x2 + 8x4)� 48x2 � 16x4 � 12]ex2

= 0 (A15)

Naturalmente, la mecánica cuántica necesita considera las soluciones de la Ec.(33) con

n = 0; 1; 2; :::, pero formalmente las soluciones de la ecuación diferencial de Hermite incluyen

los casos n = �1;�2; :::, tal que Hne�x
2=2 no es cuadrado integrable. En efecto, las soluciones

de la ecuación diferencial de Hermite forman dos subconjuntos de funciones, el conjunto de

funciones

A =
n
Hn : Hne

�x2=2 2 L2; i:e: n = 0; 1; 2; :::::
o
=
�
1;�2x; 4x2 � 2; ::

	
;

y el conjunto de funciones

B =
n
Hn : Hne

x2=2 =2 L2; i:e: n = �1;�2; :::
o
=
n
ex

2
; 2xex

2
; (4x2 � 2)ex2 ; ::

o
:

Notamos que por la Ec.(A1) no hay operadores que conecten ambos conjuntos. Sin embargo

los operadores escalera de creación y aniquilación son los mismos para ambos subconjuntos.

Por esta razón en el contexto de la mecánica cuántica supersimétrica [27] el superpotencial del
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problema de�nido como  0�� =  �� coincide con la función W (x) de la Ec.(41), es decir

W� = �x =
 0��
 ��

=
�xe�x2=2

e�x2=2
; (A16)

aun cuando  �+=�1 = ex
2=2 no es el estado base.

En la Fig.(1) representamos las eigenfunciones obtenidas anteriormente con los operadores

escalera, donde las eigenfunciones de color azul representan las eigenfunciones cuadrado in-

tegrables, mientras que las eigenfunciones de color naranja representan las eigenfunciones

cuadrado no integrables.
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Fig:(1)
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Chapter 11

Apéndice B

Ecuación de Bessel

Análogamente al desarrollo hecho en el apéndice A, iniciamos proponiendo una función  ��

tal que su transformada tipo Darboux Ec.(76) sea nula, i:e.

'� �
�
d

dx
� (�1 + 2n)

2x

�
 �� = 0;

para resolver esta ecuación diferencial de primer orden, escribimos

 0�� = �
�
(�1 + 2n)

2x

�
 ��;

de donde

 �� = x
1
2
�n: (B1)

Además si  �� satisfaciera la ecuación de Schrödinger (Ec.(67))

 00�� +

�
1� n2 � 1=4

x2

�
 �� = 0: (B2)

podríamos obtener los correspondientes eigenvalores asociados a  �� . Pero en este caso  �� no
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satisface la ecuación de Schrödinger, es decir,

 00�� +

�
1� n2 � 1=4

x2

�
 �� =

�
1

2
� n

��
�1
2
� n

�
x�

3
2
�n +

�
x2 �

�
n2 � 1

4

��
x�

3
2
�n

=

�
n2 � 1

4

�
+ x2 �

�
n2 � 1

4

�
= x2 6= 0 (B3)

En consecuencia la función  �� no satisface la ecuación tipo Schrödinger, por lo cual no existe

una función  �� tal que su transformada de Darboux generalizada sea nula para la Ecuación

de Bessel y en consecuencia no se puede proceder como en el Apéndice A.
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Chapter 12

Apéndice C

Potencial de Morse

Como en los anteriores apéndices realizamos la construcción de las eigenfunciones del poten-

cial de Morse utilizando los operadores escalera de la Ec.(98). Para ello partimos de la función

 
(s)
n� tal que su transformada tipo Darboux sea nula, i:e.

'� �
�
d

dx
�
�
s+

1

2
� 1
2

�
� ex

2

�
 
(s)
n� = 0;

para resolver esta ecuación diferencial de primer orden, escribimos

 (s)0n� = �
�
s+

1

2
� 1
2

�
� ex

2
 (s)n�

de donde

 (s)n� = e

h
� ex

2
�(s+ 1

2
� 1
2)
i

(C1)

Además si  (s)n� satisfaciera la ecuación de Schrödinger (Ec.(88))

 (s) 00n� (x) +

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�
 (s)n�(x) = n2� 

(s)
n�(x):
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En efecto, se tiene

 (s) 00n� (x) +

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�
 (s)n�(x) =

=

"
�e

x

2
+

�
�e

x

2
�
�
s+

1

2
� 1
2

��2
+

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x
�#

 (s)n�

=

"
�e

x

2
+
e2x

4
+

�
s+

1

2
� 1
2

�2
� ex

2

�
s+

1

2
� 1
2

�
(s+

1

2
)ex � 1

4
e2x

#

=

�
s+

1

2
� 1
2

�2
= n2� = �2�n� :

Por lo cual de lo anterior podemos concluir

�2�n� =
�
s+

1

2
� 1
2

�2
: (C2)

Claramente se obtiene que la Ec.(C1) si satisface la ecuación de Schrödinger, en consecuencia

si hay una eigenfunción  (s)n� tal que su transformada tipo Darboux sea nula. Entonces a partir

de  (s)n� = e

h
� ex

2
�(s+ 1

2
� 1
2)x

i
se pueden construir las demás eigenfunciones del problema.

Tomando s = 1 en la Ec.(C1) tenemos

 (1)n� = e

h
� ex

2
�(1+ 1

2
� 1
2)x

i
= e

h
� ex

2
�( 32�

1
2)x

i
=

8<: e

h
ex

2
�2x

i
e
�
h
ex

2
�x
i ; (C3)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(C2) es

�n� = �
1

2

�
1 +

1

2
� 1
2

�2
=

8<: �2

�1
2

:

Entonces  (1)n+( 
(1)
n�) es una eigenfunción cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigenvalor

asociado �n+ (�n�)es �2 (�1
2), por lo que se identi�ca en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket

j�2; 1i (
���1

2 ; 1
�
).

Por lo cual aplicando los operadores de creación y aniquilación obtenidos en la Ec.(98) a las
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eigenfunciones de la Ec.(C3) obtenemos

�
d

dx
�
�
3

2
� 1
2

�
� ex

2

�
 (1)n+ =

8<: 0

(ex � 3) e
h
ex

2
�2x

i ;

�
d

dx
�
�
3

2
� 1
2

�
� ex

2

�
 (1)n� =

8<: � (ex � 3) e�
h
ex

2
�x
i

0
; (C4)

donde (ex � 3) e
h
ex

2
�2x

i
(� (ex � 3) e�

h
ex

2
�x
i
) es una eigenfunción cuadrado no integrable (in-

tegrable) la cual está identi�cada en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket j�2; 0i (
���1

2 ; 2
�
).

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones cuyos

eigenvalores asociados son los mismos, es decir, �n+ (�n�)es �2 (�1
2).

Tomando s = 2 en la Ec.(C1) tenemos

 (2)n� = e

h
� ex

2
�(2+ 1

2
� 1
2)x

i
= e

h
� ex

2
�( 52�

1
2)x

i
=

8<: e

h
ex

2
�3x

i
e
�
h
ex

2
�2x

i ; (C5)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(C2) es

�n� = �
1

2

�
1 +

1

2
� 1
2

�2
=

8<: �9
2

�2
:

Entonces  (2)n+( 
(2)
n�) es una eigenfunción cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigen-

valor asociado �n+ (�n�)es �9
2 (�2), por lo que se identi�ca en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket���9

2 ; 2
�
(j�2; 2i).

Y por lo cual si aplicamos los operadores escalera obtenidos en la Ec.(98) a las eigenfunciones

de la Ec.(C5) obtenemos las siguientes eigenfunciones, es decir,

�
d

dx
�
�
5

2
� 1
2

�
� ex

2

�
 (2)n+ =

8<: 0

(ex � 5) e
h
ex

2
�3x

i ;

�
d

dx
�
�
5

2
� 1
2

�
� ex

2

�
 (2)n� =

8<: � (ex � 5) e�
h
ex

2
�2x

i
0

; (C6)
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donde (ex � 5) e
h
ex

2
�3x

i
(� (ex � 5) e�

h
ex

2
�2x

i
) es una eigenfunción cuadrado no integrable (in-

tegrable) la cual está identi�cada en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket
���9

2 ; 1
�
(j�2; 3i):

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones cuyos

eigenvalores asociados son los mismos, es decir, �n+ (�n�)es �9
2 (�2).

Tomando s = 3 en la Ec.(C1) tenemos

 (3)n� = e

h
� ex

2
�(3+ 1

2
� 1
2)x

i
= e

h
� ex

2
�( 72�

1
2)x

i
=

8<: e

h
ex

2
�4x

i
e
�
h
ex

2
�3x

i ; (C7)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(C2) es

�n� = �
1

2

�
1 +

1

2
� 1
2

�2
=

8<: �8

�9
2

:

Entonces  (3)n+( 
(3)
n�) es una eigenfunción cuadrado no integrable (integrable) cuyo eigenvalor

asociado �n+ (�n�)es �8 (�9
2), por lo que se identi�ca en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket j�8; 3i

(
���9

2 ; 3
�
).

Nuevamente si aplicamos los operadores escalera obtenidos en la Ec.(98) a las eigenfunciones

de la Ec.(C7) obtenemos

�
d

dx
�
�
7

2
� 1
2

�
� ex

2

�
 (3)n+ =

8<: 0

(ex � 7) e
h
ex

2
�4x

i ;

�
d

dx
�
�
7

2
� 1
2

�
� ex

2

�
 (3)n� =

8<: � (ex � 7) e�
h
ex

2
�3x

i
0

; (C8)

donde (ex � 7) e
h
ex

2
�4x

i
(� (ex � 7) e�

h
ex

2
�3x

i
) es una eigenfunción cuadrado no integrable (in-

tegrable) la cual está identi�cada en la Fig.(2) (Fig.(3)) por el ket j�8; 2i (
���9

2 ; 4
�
):

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones cuyos

eigenvalores asociados son los mismos, es decir, �n+ (�n�)es �8 (�9
2).

En las Figs.(2) y (3) representamos las eigenfunciones obtenidas anteriormente, en donde

las eigenfunciones de color azul representan las eigenfunciones cuadrado integrables y las eigen-
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funciones de color naranja representan las eigenfunciones cuadrado no integrables.

Fig:(2)
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Fig:(3)
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Chapter 13

Apéndice D

Problema Kepler - Coulomb 3-D

En este apéndice construimos nuevamente en base a los operadores escalera obtenidos en

la Ec.(121), las eigenfunciones radiales del problema Kepler - Coulomb 3-D. Partiendo de la

función u(��)n tal que esta su transformada tipo Darboux sea nula, obtenemos

'+ =

�
d

dr
� �+ + 1

r
+

A

�+ + 1

�
u(�+)n = 0; u(�+)n = K+r

�++1e[�Ar=(�++1)]; (D1)

'� =

�
d

dr
+
��
r
� A

��

�
u(��)n = 0; u(��)n = K�r

���e[Ar=��]: (D2)

Además si las Ecs.(D1) y (D2) satisfaciera la ecuación de Schrödinger (Ec.(109))

u(��)00n � 2
�
�A
r
+
��(�� + 1)

2r2

�
u(��)n = �2Enu(��)n : (D3)
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podríamos obtener los correspondientes eigenvalores asociados a u(��)n . En efecto, como

�
d2

dr2
� 2

�
�A
r
+
�+(�+ + 1)

2r2

��
u(�+)n

=

�
d2

dr2
� 2

�
�A
r
+
�+(�+ + 1)

2r2

��
K+r

�++1e[�Ar=(�++1)]

= K+
d

dr

��
(�+ + 1)r

�+ � A

�+ + 1
r�++1

�
e[�Ar=(�++1)]

�
�2
�
�A
r
+
�+(�+ + 1)

2r2

�
K+r

�++1e[�Ar=(�++1)]

=

8<:
�
�+(�+ + 1)r

�+�1 �Ar�+
�
+h

(�+ + 1)r
�+ � A

�++1
r�++1

i h
� A
�++1

i
9=;K+e

[�Ar=(�++1)]

�2
�
�A
r
+
�+(�+ + 1)

2r2

�
K+r

�++1e[�Ar=(�++1)]

=

8<:
�+(�++1)

r2
� A

r �
A
r +

A2

(�++1)2
+ 2Ar �

�+(�++1)
r2

9=;K+r
�++1e[�Ar=(�++1)]

=
A2

(�+ + 1)2
u(�+)n � �2Enu(�+)n (D4)

y además

�
d2

dr2
� 2

�
�A
r
+
��(�� + 1)

2r2

��
u(��)n

=

�
d2

dr2
� 2

�
�A
r
+
��(�� + 1)

2r2

��
K�r

���e[Ar=��]

= K�
d

dr

��
���r�(��+1) +

A

��
r���

�
e[Ar=��]

�
�2
�
�A
r
+
��(�� + 1)

2r2

�
K�r

���e[Ar=��]

=

8<:
�
��(�� + 1)r�(��+2) �Ar�(��+1)

�
+h

���r�(��+1) + A
��
r���

i
A
��

9=;K�e
[Ar=��]

�2
�
�A
r
+
��(�� + 1)

2r2

�
K�r

���e[Ar=��]

=

(
��(�� + 1)

r2
� A

r
� A

r
+
A2

�2�
+ 2

A

r
� ��(�� + 1)

r2

)
K�r

���e[Ar=��]

=
A2

�2�
u(��)n � �2Enu(��)n : (D5)
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Entonces se tiene de las Ecs.(D4) y (D5) (n = �+ + 1)

2En = �
A2

(�+ + 1)2
= �A

2

�2�
; �� = �+ + 1: (D6)

Tomando �+ = 0 en la Ec.(D1) (2En=1 = �A2) obtenemos

u
(�+=0)
n=1 = K0re

[�Ar]: (D7)

donde u(�+=0)n=1 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket j1; 0i.

Tenemos que no hay un operador tal que u(�+=0)n=1 � u
(�+=�1)
n=1 . Y además de la Ec.(D1) se

cumple con �+ = 0 lo siguiente

�
d

dr
� 1
r
+
A

1

�
u01 = 0: (D8)

Tomando �� = 1 en la Ec.(D2) obtenemos

u
(��=1)
n=1 = K1r

�1e[Ar]; (D9)

donde u(��=1)n=1 es una eigenfunción cuadrado no integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket

j1; 1i :

Por lo cual aplicando los operadores de creación y aniquilación obtenidos en la Ec.(121) a

la eigenfunción de la Ec.(D9) obtenemos

u
(l=��+1)
n=1 =

�
d

dr
� �� + 1

r
+

A

�� + 1

�
u(��)n ; (D10)

ó explícitamente

u
(l=2)
n=1 =

�
d

dr
� 2
r
+
A

2

�
K1r

�1e[Ar]

=

�
�1
r
+A

�
K1r

�1e[Ar] +

�
�2
r
+
A

2

�
K1r

�1e[Ar]

=

�
�1
r
+A� 2

r
+
A

2

�
u11 = 3

�
A

2
� 1
r

�
u11 (D11)
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donde u(l=2)n=1 es una eigenfunción cuadrado no integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket

j1; 2i :

En efecto veri�quemos que la Ec.(D11) satisface la ecuación de Schrödinger, es decir, cal-

culemos

u201 = 3

�
A

2
� 1
r

�0
u11 + 3

�
A

2
� 1
r

�
u101 =

3

r2
u11 + 3

�
A

2
� 1
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�1
r
+A

�
u11

= 3

�
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r2
� A

2r
+
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2
+
1

r2
� A

r

�
u11 =

�
1
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2r
+
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2
+
1

r2
� A

r

�
3u11

= 3

�
2

r2
� 3
2

A

r
+
A2

2

�
u11: (D12)

y además

u2001 = 3

�
2

r2
� 3
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A

r
+
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2
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�
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� 3
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A

r
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= 3

�
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+
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�
u11

= 3

�
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+
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2

A

r2
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+
2A
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+
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2

A

r2
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2
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r
� A2

2r
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2

�
u11

= 3

�
� 6
r3
+ 5

A

r2
� 2A

2

r
+
A3

2

�
u11: (D13)

Entonces obtenemos

u2001 � 2
�
�A
r
+
2(2 + 1)

2r2

�
u21 = 3

�
� 6
r3
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A

r2
� 2A

2

r
+
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u11
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�
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2r2

�
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�
A

2
� 1
r

�
u11

= 3

0@ � 6
r3
+ 5 A

r2
� 2A2r +

A3

2

+A2

r �
2A
r2
� 3A

r2
+ 6

r3

1Au11

= 3

�
�A

2

r
+
A3

2

�
u11 = A23

�
A

2
� 1
r

�
u11

= A2u21 � �2E1u21: (D14)

donde por la Ec.(D14) se veri�ca que efectivamente la Ec.(D11) satisface la ecuación de Schrödinger.
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Aplicación el operador escalera de creación sobre la eigenfunción u21, obtenemos

u31 =

�
d

dr
� 3
r
+
A

3

�
u21; (D15)

donde u31 es una eigenfunción cuadrado no integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket j1; 3i :

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones con el

mismo eigenvalor asociado, es decir, 2En=1 = �A2:

Tomando �+ = 1 en la Ec.(D1) (2En=2 = �A2=4) obtenemos

u
(�+=1)
n=2 = K1r

2e[�Ar=2]: (D16)

donde u(�+=1)n=2 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket

j2; 1i :

De la Ec.(D1) se veri�ca directamente con �+ = 1 lo siguiente�
d

dr
� 2
r
+
A

2

�
u12 = 0: (D17)

Por lo cual aplicando los operadores escalera obtenidos en la Ec.(121) a la eigenfunción de

la Ec.(D16) obtenemos

u02 =

�
d

dr
+
1

r
� A

1

�
u12 = K1

�
2r � r2A

2

�
e[�Ar=2] +

�
1

r
�A

�
u12

=

�
2

r
� A

2

�
K1r

2e[�Ar=2] +

�
1

r
�A

�
u12

=

�
3

r
� A

2
�A

�
u12 = 3

�
1

r
� A

2

�
u12 (D18)

donde u02 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket j2; 0i :
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En efecto veri�camos que la Ec.(D18) cumple la ecuación de Schrödinger, es decir,

u002 = 3

�
1

r
� A

2

�0
u12 + 3

�
1

r
� A

2

�
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= � 3
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+
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�
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�
1

r2
� 3A
2r
+
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4

�
u12 (D19)

y además
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+
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�
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�
� 2
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�
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�
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+
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2
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u12
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� 2
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+
3A

2r2
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� A

2r2
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+
3A2
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+
A2

2r
� A3

8

�
u12

= 3

�
�2A
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+
5A2

4r
� A3

8

�
u12 (D20)

Entonces se obtiene

u0002 � 2
�
�A
r

�
u02 = 3

�
�2A
r2
+
5A2

4r
� A3

8

�
u12 + 2

A

r
3

�
1

r
� A

2

�
u12

= 3

�
�2A
r2
+
5A2

4r
� A3

8
+
2A

r2
� A2

r

�
u12

= 3

�
A2

4r
� A3

8

�
u12

= 3
A2

4

�
1

r
� A

2

�
u12 =

A2

4
u02 � �2E2u02 (D21)

donde por la Ec.(D21) se veri�ca que efectivamente la Ec.(D18) satisface la ecuación de Schrödinger.

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones con el

mismo eigenvalor asociado, es decir, 2En=2 = �A2=4. Naturalmente no hay un operador tal

que u(�+=0)n=2 � u
(�+=�1)
n=2 .

Tomando �� = 2 en la Ec.(D2) obtenemos
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u
(2)
n=2 = K2r

�2e[Ar=2] (D22)

donde u(2)n=2 es una eigenfunción cuadrado no integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket

j2; 2i :

Aplicando los operadores escalera obtenidos en la Ec.(121) a la eigenfunción de la Ec.(D22)

obtenemos

u
(l=��+1)
n=2 =

�
d

dr
� �� + 1

r
+

A

�� + 1

�
u(��)n ; (D23)

ó explícitamente

u
(l=3)
n=2 =

�
d

dr
� 3
r
+
A

3

�
K2r

�2e[Ar=2]

=

�
� 2
r3
+

A

2r2

�
K2e

[Ar=2] +

�
A

3
� 3
r

�
u22

=

�
A

2
� 2
r
+
A

3
� 3
r

�
u22 = 5

�
A

6
� 1
r

�
u22 (D24)

donde u(l=3)n=2 es una eigenfunción cuadrado no integrable identi�cada en la Fig.(4) por el ket

j2; 3i :

En efecto vericamos que la Ec.(D24) satisface la ecuación de Schrödinger, es decir,

u302 = 5

�
A

6
� 1
r

�0
u22 + 5

�
A
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� 1
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5
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�
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+
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+
2

r2

�
u22

= 5

�
3
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6r
+
A2

12

�
u22 (D25)

y además
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u3002 = 5
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+
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+
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+
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u22 (D26)

Entonces se obtiene

u3002 � 2
�
�A
r
+
3(3 + 1)

2r2
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+
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� 7A2

12r +
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+A2
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2A
r2
� 2A

r2
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1Au22

= 5

�
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24
� A2

4r

�
u22 =

A2

4
5

�
A

6
� 1
r

�
u22

=
A2

4
u32 � �2E2u32: (D27)

donde de la Ec.(D27) se veri�ca que efectivamente la Ec.(D24) satisface la ecuación de Schrödinger.

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones con el

mismo eigenvalor asociado, es decir, 2En=2 = �A2=4.

En la Fig.(4) representamos las eigenfunciones obtenidas anteriormente mediante la apli-

cación directa de los operadores escalera, donde las eigenfunciones de color azul representan

eigenfunciones cuadrado integrables, mientras que las eigenfunciones de color naranja represen-

tan eigenfunciones cuadrado no integrables.
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Fig:(4)
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Chapter 14

Apéndice E

Oscilador Amónico 3-D

En este apéndice se realiza nuevamente la construcción de las eigenfunciones pero en este

caso para el problema del oscilador armónico 3-D en base a la utilización sucesiva de los op-

eradores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138). Para este caso los operadores escalera

obtenidos fueron cuatro, por lo que se puden obtener en principio, cuatro eigenfunciones tal

que sus transformada tipo Darboux sean nulas. Partiendo de la función R(L)n (r) tal que esta su

transformada tipo Darboux sea nula, i:e.

'+�(r) �
�
d

dr
� L

r
� r
�
R(L)n (r) = 0;

para resolver esta ecuación diferencial de primer orden, escribimos

R(L)0n (r) =

�
L

r
� r
�
R(L)n (r);

de lo cual se tiene

R(L)n (r) = rLe�
r2

2 : (E1)

Donde en la Ec.(E1) se obtienen 2 eigenfunciones cuya transformada tipo Darboux son nulas.

Además si las R(L)n (r) satisfacieran la ecuación de Schrödinger (Ec.(109))

R(L) 00n (r)� 2
�
r2

2
+
L[L� 1]
2r2

�
R(L)n (r) = �2EnR(L)n (r):
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En efecto, se tiene

R(L) 00n (r)� 2
�
r2

2
+
L[L� 1]
2r2

�
R(L)n (r) =

�
L(L� 1)rL�2 � (2L+ 1) rL + rL+2

�
e�

r2

2

�2
�
r2

2
+
L[L� 1]
2r2

�
rLe�

r2

2

=
�
L(L� 1)r�2 � (2L+ 1) + r2

�
� r2 � L[L� 1]

r2

= � (2L+ 1)

= �2En

por lo cual conlcuimos de lo anterior

En = �
�
L+

1

2

�
(E2)

de donde se concluye que las R(L)n (r) en efecto satisfacen la ecuación de Schrödinger.

Tomenos d = 3 en la ecuación L = l+ 1
2 (d� 1) entonces obtenemos L = l+1 y sustituyendo

lo anterior en la Ec.(E1) se tiene

R(l+1)n (r) = rl+1e�
r2

2 (E3)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

En = �
�
l +

3

2

�
= �

�
n+

3

2

�
De la Ecuación anterior concluimos que l = n.

Consideremos el caso l = 0 entonces n = 0 por lo cual de la Ec.(E3) obtenemos

R10(r) = re�
r2

2 (E4)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

E0 = �
3

2
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donde re�
r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable la cual esta identi�cada en la Fig.(5) por

la notación espectroscópica 1s, y además re
r2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable la

cual no tiene representación en la Fig.(5) ya que su representación es en una �gura identica a

la Fig.(5) pero en lugar de aparecer en la �gura 1s se sustituye re
r2

2 :

Por lo cual aplicando los operadores de creación y aniquilación obtenidos en las Ecs.(137) y

(138) a las eigenfunciones de la Ec.(E4) obtenemos

�
d

dr
� 0 + 1

r
� r
�
R10(r) =

8<: �2r2e� r2

2

0
(E5)

donde �2r2e� r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(5) por la no-

tación espectroscópica 1p, mientras �2r2e r
2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable y como

ya se aclara anteriormente la representación de dicha eigenfunción es sustituir la eigenfunción

1p por �2r2e r
2

2 en la Fig.(5).

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones del

problema del oscilador armónico 3 - D.

Tomando l = 1 tenemos que n = 1 y por la Ec.(E3) obtenemos

R21(r) = r2e�
r2

2 (E6)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

E0 = �
5

2

donde r2e�
r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(5) por la no-

tación espectroscópica 1p, mientras que r2e
r2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable cuya

representación en la Fig.(5) es sustituirla en lugar de la eigenfunción 1p.

Y por lo cual aplicando los operadores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138) a las
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eigenfunciones de la Ec.(E6) obtenemos

�
d

dr
� 1 + 1

r
� r
�
R21(r) =

8<: 4r3e�
r2

2

0
(E7)

donde 4r3e�
r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(5) por la no-

tación espectroscópica 1d, mientras que 4r3e
r2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable

cuya representación en la Fig.(5) se encuentra al sustituirla por la eigenfunción 1d.

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones del

problema del oscilador armónico 3- D.

Para l = 2 se tiene n = 2 y por la Ec.(E3) se obtiene

R32(r) = r3e�
r2

2 (E8)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

E0 = �
7

2

donde r3e�
r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(5) por la no-

tación espectroscópica 1d, mientras r3e�
r2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable cuya

representación en la Fig.(5) se encuentra al sustituirla en lugar de la eigenfunción 1d.

Aplicando los operadores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138) a las eigenfunciones de

la Ec.(E8) obtenemos

�
d

dr
� 1 + 1

r
� r
�
R32(r) =

8<: �8r4e� r2

2

0
(E9)

donde �8r4e� r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(5) por la no-

tación espectroscópica 1f , mientras que 4r3e
r2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable cuya

representación en la Fig.(5) se encuentra al sustituirla por la eigenfunción 1f .

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones del

problema del oscilador armónico 3- D.
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En la Fig.(5) representamos las eigenfunciones que se obtuvieron mediante la aplicación suce-

siva de los operadores escalera, donde las eigenfunciones de color azul representan las eigenfun-

ciones cuadrado integrables y las eigenfunciones de color naranja representan las eigenfunciones

cuadrado no integrables.
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Fig:(5)
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Por lo cual ahora realicemos lo mismo pero ahora para los otros dos operadores escalera

obtenidos en las Ecs.(139) y (140), partiendo de la función R(L)n (r) tal que esta su transformada

tipo Darboux sea nula, i:e.

'��(r) �
�
d

dr
+
L� 1
r

� r
�
R(L)n (r) = 0

R(L)n (r) = r�(L�1)e�
r2

2 (E10)

donde en la Ec.(E10) se han obtenido las dos faltantes eigenfunciones cuya transformada tipo

Darboux es nula.

Además si las R(L)n (r) satisfacieran la ecuación de Schrödinger (Ec.(109))

R(L) 00n (r)� 2
�
r2

2
+
L[L� 1]
2r2

�
R(L)n (r) = �2EnR(L)n (r)

En efecto, se tiene

R(L) 00n (r)� 2
�
r2

2
+
L[L� 1]
2r2

�
R(L)n (r) =

�
L(L� 1)r�2 � (L� 1 + L� 2) + r2

�
r�(L�1)e�

r2

2

�2
�
r2

2
+
L[L� 1]
2r2

�
r�(L�1)e�

r2

2

=
�
L(L� 1)r�2 � (2L� 3) + r2

�
� r2 � L[L� 1]

r2

= � (2L� 3)

= �2En

De lo anterior se concluye

En = �
�
L� 3

2

�
(E11)

donde se concluye que las R(L)n (r) en efecto satisfacen la ecuación de Schrödinger.

Tomenos d = 3 en la ecuación L = l+ 1
2 (d� 1) entonces obtenemos L = l+1 y sustituyendo

lo anterior en la Ec.(E10) se tiene

R(l+1)n (r) = r�le�
r2

2 (E12)
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cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E2) es

En = �
�
l + 1� 3

2

�
= �

�
l � 1

2

�
= �

�
n+

3

2

�
(E13)

De la Ecuación anterior se concluye que l = � (n+ 1). Consideremos el caso l = �1 entonces

n = 0 por lo cual de la Ec.(E12) obtenemos

R00(r) = re�
r2

2 (E14)

cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E13) es

E0 = �
3

2

donde re�
r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable la cual esta identi�cada en la Fig.(6) por

la notación espectroscópica 1s, y además re
r2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable la

cual su representación en Fig.(6) se encuentra al sustituirla por la eigenfunción 1s:

Por lo cual aplicando los operadores de creación y aniquilación obtenidos en las Ecs.(137) y

(138) a las eigenfunciones de la Ec.(E13) obtenemos

�
d

dr
+
(�1)
r

� r
�
R00(r) =

8<: �2r2e� r2

2

0
(E15)

donde �2r2e� r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable identi�cada en la Fig.(6) por la no-

tación espectroscópica 1p, mientras �2r2e r
2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable y como

ya se aclara anteriormente la representación de dicha eigenfunción es sustituir la eigenfunción

1p por �2r2e r
2

2 en la Fig.(6).

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones.

Para l = 0 entonces n = �1 y por la Ec.(12) se obtiene

R1�1(r) = e�
r2

2 (E16)
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cuyo correspondiente eigenvalor de acuerdo a la Ec.(E13) es

E�1 = �
1

2

donde e�
r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable la cual esta identi�cada en la Fig.(6) por el

ket j�1;�1i, y además e r
2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable la cual su representación

en Fig.(6) se encuentra al sustituirla por la eigenfunción j�1;�1i :

Y por lo cual aplicando los operadores escalera obtenidos en las Ecs.(137) y (138) a las

eigenfunciones de la Ec.(E15) obtenemos

�
d

dr
+
(0)

r
� r
�
R1�1(r) =

8<: �2re� r2

2

0
(E17)

donde�2re� r2

2 es una eigenfunción cuadrado integrable la cual esta identi�cada en la Fig.(6) por

la notación espectroscópica 1s, y además �2re� r2

2 es una eigenfunción cuadrado no integrable

la cual su representación en Fig.(6) se encuentra al sustituirla por la eigenfunción 1s:

La aplicación sucesiva de estos operadores permite obtener las demás eigenfunciones del

problema del oscilador armónico 3-D.

En la Fig.(6) representamos las eigenfunciones obtenidas de la aplicación sucesiva de los

operadores escalera (Ecs.(139) y (140)), donde las eigenfunciones de color azul representan

las eigenfunciones cuadrado integrables y las eigenfunciones de color naranja representan las

eigenfunciones cuadrado no integrables.
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Fig:(6)

Finalmente superponiendo las gra�cas obtenidas por los cuatro operadores escalera, es decir,

las eigenfunciones representadas en las Figs.(5) y (6), se observa que los huecos en las Figs.(5)

y (6) se rellenan, esto se observa claramente en la Fig.(7).
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Fig:(7)
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Chapter 15
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