INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
ESCUELA SUPERIOR DE FiSICA Y MATEMATICAS

Fracciones continuas y algunas
de sus aplicaciones

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
LICENCIADO EN FISICA Y MATEMATICAS

PRESENTA
ANTONIO MIGUEL MENDOZA

DIRECTOR DE TESIS:
ABELARDO SANTAELLA QUINTAS

Mgxico, D.F. SEPTIEMBRE DE 2006



Agradecimientos

En primer lugar le doy gracias a la vida, por permitirme existir.

Agradezco de manera muy especial a mis padres, Carlota Mendoza Cruz y
Francisco Miguel Lopez, quienes con su cuidado y ejemplos de buenos padres,
hicieron de mi una buena persona, por brindarme su confianza y apoyarme
siempre, pues sin ellos habria sido muy dificil lograr ser lo que soy. Gracias,
por la dignidad que me ensenaron. Asi como a mis hermanas y hermanos,
por estar a mi lado motivandome en todo momento a salir adelante, por
tenderme la mano ante las adversidades y por ser parte de mi. Gracias, por
permitirme creer que puedo ser.

Agradezco al maestro Abelardo Santaella Quintas, quien fue paciente al ase-
sorarme de principio a fin en el desarrollo de cada uno de los temas del
presente trabajo.

También a mis sinodales el Lic. Manuel Robles Bernal, M. en C. Andrés
S. Diaz Castro, Dr. Pablo Lam Estrada, Dra. Martha Rzedowski Calderon,
quienes dedicaron parte de su valioso tiempo a la revisién de este trabajo,
pues sus observaciones hechas fueron de gran utilidad para la culminacion
del mismo.

Y gracias a ti amigo lector por interesarte en leer este trabajo, espero te
pueda servir de ayuda.



Notacion.

Simbolo

N

B O N

@

Naturales
Enteros
Racionales
Reales
Complejos
Campo
NuU {0}

R — {0}
C— {0}

Funcién parte entera



Indice general

Agradecimientos

1.

2.

Introduccién

Fracciones continuas

2.1. Fracciones continuas . . . ... .. ..
2.2. Desarrollos de irracionales cuadraticos
2.3. Transformaciones modulares . . . . . .

Aplicaciones de las fracciones continuas
3.1. Ecuacion diofantina de primer grado. .
3.2. La fraccién continuadee . . . . . . ..

. Unidades de campos cuadraticos

4.1. Conceptos basicos . . . . . . . .. ...
4.2. Numeros algebraicos . . . . ... ...
4.3. Campos de nimeros algebraicos . . . .
4.4. Unidades en campos cuadréticos . . . .

Conclusiones

Bibliografia

13
13
26
30

34
34
42

58
58
64
66
71

81

83



Capitulo 1

Introduccion

El algoritmo euclidiano para encontrar el maximo comun divisor de dos ente-
ros conduce de manera inmediata a un método importante para representar
el cociente de dos enteros como una fraccién compuesta.

Aplicado a los nimeros 840 y 611, por ejemplo el algoritmo euclidiano pro-
duce la serie de ecuaciones:

840 =1-611 + 229 611 =2-229 + 153

229 =1-153+76 153 =2-76+1

asi (820,611) = 1. De estas ecuaciones podemos obtener las siguientes expre-
siones:

M0_1+2%y_1+ 1
611 611 611/229
611 153 1
=94+ =94
220~ ° T 229 +229/153
229_1+76_1+ 1
153 153 153/76
153 N 1

%6 T 76

Al combinar estas ecuaciones obtenemos el desarrollo del niimero racional
840/611 en la forma
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840_1+ 1
611

b —
2 R
Jr76

la expresién anterior se denomina fraccion continua,' el algoritmo euclidiano
nos da un método para expresar cualquier nimero racional en esta forma.

Como antecedentes histéricos podemos mencionar que los egipcios emplearon
por primera vez las fracciones, pero sélo como divisores de la unidad (1/n).
Con lo cual surgen las primeras operaciones de caracter aditivo para enteros
y fracciones, ademas esto permite hallar soluciones a ecuaciones de la forma
ar = b. A su vez la civilizacién mesopotamica desarrollé un eficaz sistema
de notacion fraccionaria que permitié establecer aproximaciones decimales
sorprendentes, su capacidad de abstraccion fue tal que desarrollaron muchas
de las que hoy se conocen como ecuaciones diofantinas. Una contribucién
algebraica importante de la antigua civilizaciéon china fue el establecer un
método genérico de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales muy similar
al que hoy conocemos como método de Gauss. La caracteristica principal del
desarrollo matematico en la civilizacién india es el predominio de las reglas
aritméticas de célculo, introducen al cero, niimeros negativos y aceptan como
véalidos a los nimeros irracionales. Obtienen reglas de resolucién de ecuacio-
nes lineales y cuadréticas. Desarrollaron también métodos de resolucién de
ecuaciones diofantinas, llegando incluso a plantear y resolver (siglo X17) la
ecuacion de Pell 22 — dy? = 1.

En la época helénica los problemas préacticos relacionados con las necesidades
de calculo aritmético se desprendieron de una rama denominada logistica a
la cual se le atribuyod entre otras operaciones, el célculo con fracciones. Se
descubrié de manera tajante la irracionalidad, demostrando por ejemplo la
irracionalidad de v/2. En la época del dominio romano destacan los métodos
de Diofanto que encontré soluciones a mas de 50 clases diferentes de ecua-
ciones generalmente de segundo grado, denominadas ecuaciones diofantinas.
En resumen, la matematica de la antigua Grecia representa uno de los pri-
meros establecimientos de las matematicas como ciencia, desarroldndose en

!de la mayor importancia en una rama de la aritmética avanzada conocida como anélisis
diofantino.
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su seno dentro de ciertos limites los elementos de las ciencias matematicas
ulteriores: dlgebra, analisis infinitesimal, geometria analitica, mecanica teori-
ca y el método axiomético. En el imperio musulman, a partir de la segunda
mitad del siglo VI11, se desarrollaron un gran nimero de procedimientos de
calculo y algoritmos especiales, entre ellos: la obtencién del nimero 7 con 17
cifras exactas (después de mdas de 150 anos, en 1593, en Europa, Viete en-
contré sélo 9 cifras exactas), también se analizé la extraccién aproximada de
raices por interpolacién. En el continente europeo, las matematicas alcanza-
ron éxitos notorios sélo en la época del medievo desarrollado y especialmente
en el renacimiento. Uno de los primeros centros de encenanza fue organizado
en Reims (Francia). Durante el siglo X111 surgi6 la figura de Leonardo de
Pisa (1180 — 1250) més conocido como Fibonacci, quien quedé inmortalizado
por la famosa sucesion de Fibonacci. A comienzos del siglo XV III, en 1707,
vio la luz la aritmética de Newton. En ella el dlgebra se exponia en estrecha
relacion con el desarrollo de los métodos de calculo. Después de la aritmética
de Newton surgieron una serie de monografias, especialmente centradas en
el procedimento de resoluciéon numérica de ecuaciones elaboradas por Halley,
Lagrange, Fourier y Maclaurin, entre otros. En 1768, aparecié la aritmética
universal de Euler. En ella se analizan varios resultados, entre ellos: se aclaran
las operaciones con nimeros, monomios, radicales y complejos, se introducen
las series como medio de expresién de las funciones racionales fraccionarias, se
introducen también las proporciones y progresiones, las fracciones decimales
periddicas y se estudian los métodos de resolucién de ecuaciones algebraicas.
Fue también Euler quien se ocupé de una manera definitiva de lo que hoy
conocemos como teoria de niimeros, a él también debemos la actual teoria de
congruencias. De igual importancia que la teoria de congruencias, fueron sus
trabajos sobre problemas de analisis diofantico, para cuyas necesidades ela-
boré y fundamento la teoria de las fracciones continuas. La teoria de nimeros
en el siglo XV III, se convirtié pues en una rama independiente sintetizada
en los trabajos de Euler, Lagrange, Legendre y Jean D’Alembert entre otros.
El siglo X I X merece ser mas que ningun otro periodo anterior, la edad de oro
de las matematicas. Las particularidades del nuevo periodo se manifiestan ya
nada mas al comenzar el siglo. En algebra hay que tener en cuenta los traba-
jos de Gauss, Abel y Galois sobre la resolucién de ecuaciones algebraicas en
radicales. En esta época se introdujeron una serie de conceptos, entre ellos el
de grupo, que yace en la base del algebra moderna. Pasé medio siglo desde
los trabajos de Gauss, Abel y Galois y el centro de atencion en las investi-
gaciones algebraicas se transladé a la teoria de grupos, anillos, estructuras.
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En 4lgebra comenzé el periodo de las matematicas modernas. En el ano 1872
surgieron una serie de trabajos, escritos por Cantor, Dedekind, Weierstrass,
Heine y Meray, cuyo tnico objetivo era el de dotar de una teoria rigurosa al
numero real. Asi Dedekind defini6 el niimero real como una cortadura en el
conjunto de los niimeros racionales, dando al conjunto de niimeros reales una
interpretacion geométrica en forma de linea recta. Cantor por su parte iden-
tificd al ntimero real con una sucesién convergente de ntimeros racionales, y
entre los anos 1879 a 1884 introdujo entre otros el concepto de punto limite.
Quizas no haya otro ejemplo de influencia, a la vez decisiva y desdichada,
de los acontecimientos publicos y privados de una vida sobre la propia acti-
vidad creadora, que en el caso de Evariste Galois, quien entre 1829 y 1830
hace conocer sus primeros trabajos sobre teoria de las ecuaciones, teoria de
nimeros, cuestiones de andlisis y sobre fracciones continuas.

Ocurren procesos de limite interesantes en relacion con las fracciones conti-
nuas. Una fraccién continua finita, tal como

67 1

= — =2
T 59 +

3+ ——

T
4 —
T3

representa a un nimero racional. Se prueba sin dificultad que cualquier ra-
cional admite una representacién como fraccién continua finita utilizando el
algoritmo de Euclides. Para los irracionales, empero, el algoritmo no termina
después de un nimero finito de pasos. Lleva en cambio a una sucesién de
fracciones de longitud creciente, cada una representando un nimero racio-
nal. En particular todos los nimeros algebraicos reales de grado 2 (raices
de un polinomio irreducible de grado 2) pueden expresarse de esta manera.
Consideremos, por ejemplo, el nimero z = v/2 — 1, que es una raiz de la
ecuaciéon cuadratica

2 4+2r=1 o x=

si sustituimos a = nuevamente por 1/(2 + z) en el segundo miembro, esto da
la expresion
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T=—T y luego =z =
2+

2
2+x +

sin dificultad, observamos que este proceso se aplica sucesivamente (n pasos),
conforme n tiende a infinito, obtenemos la fraccion continua infinita

1
V2=1+

2+

2+

1
2+

2+

Esta férmula notable relaciona a v/2 con los enteros de un modo més im-
presionante que la expresién decimal de /2, la cual no presenta ninguna
regularidad en la sucesion de sus digitos.

Para la raiz positiva de cualquier ecuacion cuadratica de la forma

9 1
r“=axr+1 o x=a+ —
T

obtenemos la expansion

r=a-+

a+

a+ 1

a+

a+ "

las fraccién continua anterior, puede expresarse utilizando la siguiente no-
tacion [a,a,a,...], la cual entonces corresponde a la raiz (positiva) de una
ecuacién de la forma 22 — axz — 1 = 0. Por ejemplo, tomando a = 1, encon-
tramos
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Cconoci-

, . . 14++/5
donde denotamos al nimero anterior por ¢, es decir ¢ = T\/_

do como nimero 4ureo, la raiz positiva de la ecuacién z?

la expresién més simple como fraccién continua, a saber: ¢ = [1,1,1,...],
sin embargo esta fraccién continua es la que converge més lentamente, sus
convergentes sucesivos son: 1,2,3/2,5/3,8/5,... que son precisamente los
cocientes de dos términos cosecutivos de la conocida sucesion de Fibonacci
{1,1,2,3,5,8,13,...}, luego el cociente de dos términos consecutivos de la
sucesion de Fibonacci aproximan al nimero ¢ tanto como se desee.

—x — 1, y posee

Estos ejemplos son casos especiales de un teorema general que establece que
las raices reales de ecuaciones cuadraticas con coeficientes enteros tienen des-
arrollos periddicos en fracciones continuas, tal y como los niimeros racionales
tienen expansiones decimales periddicas.

Euler fue capaz de encontrar fracciones continuas infinitas casi igual de sen-
cillas para e y , siendo estas las siguientes

1

e=2+

1+

1+

4+

1+
1+ ——
6+
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1
T=3+ I
7+ i
15+ 1
1+ T
292 + i
1+
1+
T 1
4 14 11
3+ 1
1+
1+ 11
1+ ——-
15+ .

El campo de aplicaciones de las fracciones continuas es muy amplio, pode-
mos mencionar por ejemplo su utilidad en las aproximaciones diofantinas
(aproximaciones de nimeros reales por racionales), sucesiones recurrentes,
razén aurea, ecuaciones diofantinas, pruebas de primalidad y métodos de
factorizacion, relaciones de congruencias, etc.

En el presente trabajo abordaremos algunas de las aplicaciones de las fraccio-
nes continuas. En el Capitulo 2 introducimos algunos conceptos y resultados
bésicos referentes al tema. Entre los resultados que posteriomente tendran
una aplicacién importante tenemos, que los nimeros que poseen un desarro-
llo periddico como fraccion continua corresponden a raices de polinomios de
segundo grado con coeficientes enteros y reciprocamente. Otro de los resul-
tados importantes corresponde a afirmar que los nimeros irracionales (en
general reales) tienen una tnica representacién como fraccién continua.

La teoria desarrollada nos permitira en el Capitulo 3, analizar un método de
solucién aplicable a ecuaciones diofantinas lineales en dos variables, obten-
dremos ademas la representacién como fraccién continua del ntimero e. El
desarrollo en fraccién continua de nimeros irracionales de la forma v/d, con d
libre de cuadrado, surge de la necesidad de obtener un método de solucién de
la ecuacién de Pell, que es la ecuacién diofantina 22 — dy? = 1, z, y positivos,



Introduccién 12

de la cual toda solucién es un convergente de la fraccién continua de v/d.
Si (p,q) es la solucién entera més pequena de la ecuacién de Pell, entonces
todas sus soluciones son dadas por (p + q\/a)" = p, + guVd. Esto nos lle-
va a pensar en unidades de campos cuadraticos, por lo que en el capitulo
final, introduciremos algunos conceptos y resultados bésicos de la teoria de
anillos y campos numéricos, y finalizaremos calculando unidades de campos
cuadraticos.



Capitulo 2

Fracciones continuas

En este capitulo desarrollamos parte de la teoria basica, sobre fracciones
continuas.

2.1. Fracciones continuas

Definicién 2.1
(i) Una fraccion continua finita es una expresion de la forma

1
CLO+ 1

a2+"'+—1

p-1 + —
Qn

donde cada a; € R y a; > 0 para 1 < i < n. Utilizaremos la notacion

lag, - . ., a,] para denotar a la expresion anterior.
(i) [ag, ..., a,] es llamada una fraccion continua simple si ag, ..., a, € Z.
(iii) La fraccion continua Cy = [ag,....ax), 0 < k < n, es llamado el k-
ésimo convergente de [ag, . . ., ay).

13
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Evidentemente una fraccion continua simple finita representa un ntimero ra-
cional. Reciprocamente, usando el algoritmo euclidiano, uno puede mostrar
que cada numero racional puede expresarse como una fraccién continua sim-
ple finita.

Adecuando la notacion podemos considerar las siguientes igualdades

Ty = Qp Tit1 = Gp-1—+ —, 1€ Np
(]

las cuales determinan una definicién formal por recurrencia de derecha a
izquierda.

Considere C}, como antes, asi :

Cn:[ao,...,an]:&

4n

donde p,, ¢, € R, convenimos en que si ag = 0, entonces pg =0, y gy = 1.

Teorema 2.1 Considere la fraccion continua [ay, . . ., a,). Defina la sucesion
Dos--sPn Y Qo - - -, Gn TECUTSIVAMENLE COMO Sigue:

Po = Qo g =1

p1 = ajag + 1 G =

Dk = QgPr—1 + Pk—2 qk = QkQr—1 + qr—2
para k > 2. Entonces el k-ésimo convergente satisface que Cy = %

Demostracion: Aplicando induccion sobre k. Para k = 0, tenemos que
Po
Cy = ag = —, sea ahora k = 1, entonces
qo0
I agar+1 p
C1=lag, 1] =ap+ — = ——— =—.
ai ay a1

Para k > 1, supongamos valido

a 1+ pr_
Ck:]ﬁ: EPk—1 T Pk—2

Qr  OkQr—1 + Qr—2
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donde se tiene que pr_1, Pr—2, Qk—1, Gx—2 dependen tnicamente de ag, aq, . .. ax_1.
Resta probar para k + 1, asi

1
Cry1 = |ao, a1, ..., 051,05 +
Ap41

1
(ak + ) Pr—1+ Dk—2
A1

- 1
(ak + ) Qk—1 + Qr—2

Ap+1

a1 (appr—1 + Pr—2) + Dr—1
g1 (k-1 + Qr—2) + Qr—1

Ak+1Pk + Dk—1 _ P
k19K + Qr—1 dk+1

Del teorema anterior se obtiene que la sucesion { ¢, } >0 es creciente, y si ag >
0 entonces {p, }n>o también lo es. Tenemos ademés la siguiente consecuencia
simple:

Teorema 2.2 Con la notacion anterior, se cumple:

(1) PrGe—1 — Pr—1qe = (1) para 1 <k
(_1)k+1
(12) Cr—Crp1=—"— para 1 <k<n
Akqk+1
—1)*
(i) Cr —Cra= M para 2<k<n
qkqk—2

Demostracion: Procedamos por induccion sobre k.

(1) Para k = 1, obtenemos
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(i)

(iid)

P1go — poq1 = (apay +1) -1 —apay =1 = (=t

Para k = 2, obtenemos

Paqi — P1G2 = (aap1 + po)g1 — p1(aeqy + qo) = —(P1go — Poq1) = —1

Supongamos valido el resultado para & > 1, resta probar para k + 1,
entonces:

Pe1qk — PkQit1 = (Qrp1Dk + Pk—1)qk — Pk(Qkt1qk + Qo—1)

= Ph1Gr — prqr1 = — (=D = (=D~

De (1)
PrQit1 — Q1 = (—1)FH!

dividiendo por qrqri1 la expresién anterior, obtenemos facilmente la
identidad requerida.

Ahora

Dk Pk—2 Prdr—2 — Pk—24k
Cp—Cpp === — == =

qk qk—2 qkqk—2

Pero

PeQi—2 — Pi—2Qk = (@rPr—1 + Dk—2)qk—2 — Pr—2(akqr—1 + Qr—2)

= ar(Pr_1Gk—2 — Pr—2qr_1) = ax(—1) "% = ap(—1)*

estableciendo asi la identidad requerida. [ |
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De la parte (i) del teorema anterior, podemos concluir que si [ag, ..., a,] es
una fraccién continua simple, entonces los enteros py, v ¢x son primos relativos.

El Teorema 2.2 nos proporciona la informacién acerca de cémo varian los
convergentes Cj cuando k crece. En efecto, de (4i7):

ak(—l)k
qrqk—2

Cy — Cp—a =

asi C), > Cy_o para k par y C, < Cj_5 si k es impar, ademas

(_1)21+1

2149211

Cy — Cyyq = <0

obtenemos asi que Cy_1 > Cy;, de esto

Co, < 02(j+k+1) < CQ(j+k)+1 < Coj4q
con 7 > 0y k > 0. Obtenemos asi

Co<Cy<Ci<...<Cs<O3<Cy

Del analisis anterior se concluye que la sucesién de convergentes, con indices
pares es creciente mientras que la sucesiéon de convergentes con indices im-
pares es decreciente, méas aun que todo convergente de indice par es menor
que cualquiera con indice impar.

Estamos en condiciones de probar la convergencia de las fracciones continuas.

Teorema 2.3 Sea {a;}i>o una sucesion infinita de enteros con a; > 0 para
i > 1y sea Cy = lag,...,ar]. Entonces la sucesion {Cy}r>o es convergente.

Demostracion: Como demostramos anteriormente, los convergentes estan
ordenados como se indica

Co<02<04<...<05<03<01

Luego Cy > 03 > 05 >, donde cada Ogj+1 > O(), asi la sucesién {02j+1}j20
es decreciente y acotada inferiormente, por lo tanto convergente, sea
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im 02j+1 = (7.

j—00

Ademaés CO < CQ < C4 <...¥y ng < 02k+1 para todo j,]{? > 0. En parti—
cular, cada Cy; < C, entonces la sucesion {Cy;};>0 es creciente y acotada
superiormente, por lo tanto también es convergente, consideremos

h’m ng = Q9.

Jj—o0
Por demostrar que a; = 5. Como cada a; > 1 parai > 1y qo,q1 > 1, se
prueba facilmente por induccién sobre k£ que

Gk = QrQp—1 + Q2 > 2k — 3

Aplicando (i7) del Teorema 2.2, obtenemos

1 1
Cojr1 — Cyy = < — : — 0
2j+1 2j Goj1G2; (4j _ 1)(4] _ 3) j—o0

Asi ambas sucesiones convergen al mismo limite, asi @ = a3 = ag, y

lim Cj = Q.
Jj—oo
[
Definicién 2.2 La fraccion continua |ag, aq, . ..], se define como el limite de

la sucesion de convergentes {Cy }i>0 cuando k — oo, es decir;

[ao, ag, .. ] = lim Ck
k—o0

Proposicién 1 Sea o = oy un nimero irracional mayor que cero. Definimos
la sucesion {a;}ien, recursivamente como sigue

1

ap = [ o | el =

Entonces o = [ag, a1, .. .| es la representacion de o como una fraccion conti-
nua simple.
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Demostraciéon: Procedamos por induccién sobre k, se verifica facilmente
que cada a4 es irracional. Claramente para k > 1 o > 1 asf cada azq > 1,

luego [ag, a1, . ..] es una fraccién continua simple. Entonces
1
a=ag=a |+ (a0 — [ a |]):a0+a_
1
= [ag, a1] = lag, a1, ag] = - -+ = lag, ar, - . ., ag, Qg1

para toda k. Por el Teorema 2.1, obtenemos

_ O%k+41Dk + Pr-1
Ok+19k + k-1

asi que
o — Cy| = Qp1Pk + Pk-1 Dk _ ‘_<kaIk1 — Pk—1qk)
k119 T Q-1 Gk (Oht1qK + k1) qx
B 1 11 .
(Qk+1qK + Qu—1)qx qp ~ (2k —3)% k—oo
Asi

a = lim Cy = [ag, a1, .. .].

k—oo

Evidentemente de lo anterior concluimos que cada nimero real o tiene una
representacion como fraccion continua simple. Mdas aun podemos demostrar
que para el caso de un numero irracional su representacion como fraccién
continua simple es tnica.
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Teorema 2.4

(a) Sea a un nimero irracional y C; = &, para 7 € N, el convergente de

j
una fraccion continua simple de a. St rys € Z con s > 0 y k es un
entero positivo tal que

|sa — 7| < |gra — pi
entonces s 2 Q41-

. p . . r p .
(b) Si a es un numero irracional y — es un nimero racional con s > 0 tal
5
que

r - .
Entonces — es un convergente de la fraccion continua de «.
S

Demostracién:

(a) Procedamos por contradiccién, supongamos asi que 1 < s < gj41. Para
cada k > 0 consideremos el sistema de ecuaciones lineales

PrT + Py =7

QT + Q1Y = S
Utilizando eliminacién gaussiana obtenemos:
(PEGh1 — Prt1QR)T = Tqri1 — SPrt
(Pr+1Gk — Peie+1)y = T — SPr;

Aplicando el Teorema 2.2 parte (i), obtenemos prqri1 — Pr+1qe =
(—1)**L por lo que la solucién del sistema es tinica y estd dada por
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Tr = (—1)k(8pk+1 - TC]/c+1)

y = (—1)"(rqx — spx).

Probaremos que z e y son no nulos y tienen distinta paridad (signo).
Supongamos que z = 0, entonces

T Dk+1

S qk+1

Puesto que (pg+1, qr+1) = 1, esto implica que gx41]$, asi gx1 < s lo cual
es una contadiccién. Supongamos ahora y = 0, entonces r = pyr,s =
qrx, entonces

|sac — 7| = |x| - [gra — pi| > g — pil

lo cual es una contradiccién, luego x e y son ambos no nulos.

Supongamos ahora que y < 0. Como ¢z = s — g1y con g; > 0,
tenemos x > 0. Si y > 0, entonces qr11y > Qrr1 > S, tenemos qpr =
5 — qr1y < 0, luego x < 0.

Por otra parte si k es par, tenemos la siguiente condicion

1
@<Oé<pk_+

qk qk+1

mientras que si k es impar se tiene

k+1 k
Peil < Pk

qk+1 gk

En cada caso obtenemos que gy — pr YV qri1x — pro1 tienen signos
opuestos, luego z(qra — pr) € Y(qrr10x — pry1) tienen el mismo signo,
entonces
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s — 7| = [(qr + qury) o — (PkT + Prgry)]
= |z(qgrae — pr) + Y(Qer100 — Pr1)|
= |z||lgker — pi| + Yl @r+100 — Prta]

> |zf|grer — pr| = |grer — pil
lo cual es una contradiccion, obtenemos asi que s > qx41.

r ., .
(b) Supongamos que — no es convergente de la fraccién continua de «, es
s

r
decir — # Pn para toda n. Sea k el entero no negativo més grande tal
S n

que s > g, (entonces s > qo = 1y g, — oo si k — o0). Entonces
g < s < qgs1 y por (a), tenemos

r 1 Dk 1
lgrae — pi| < |sa—r| =s|a—-| < —, luego |a ——| < —.
2s qk 25q,
r
Como — # @, se tiene |spr — rqx| > 1, asi
S Gk
1 Spr — T r r
Lo obpemrad _pe _r) e T
Sqk Sqk qr S qx S
Pk r 1 1
S P Y PR .
- Qr S 2sq, 28
. 1 , N
Esto implica que —— < —, asi g > s, lo cual es una contradiccion.
2sq, 282

Se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 2.5 Las fracciones continuas son niumeros irracionales.
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Demostraciéon: Con la notacion usual, supongamos que o = P con p,q € Z
q

primos relativos. Como la sucesién {g, },>0 es creciente, existe un n € N tal
que ¢ < g¢n+1, ahora puesto que « satiface que C, < a < C,41, se cumple

1 1
<_

|Oé - Cn| S |Cn - On+1| =
qngn+1 qnq

pero por otro lado

n n - n 1
|a_cn|:'£_p_ _ g —apal 1
q 4n dnq dnq
1 1 , . .
luego — > — lo cual es absurdo, por lo tanto a es un nimero irracional.
qnq nq
|
Corolario 2.6 Sea « un nimero real cualquiera, sea o = [ag, ay, as, . . .| para

ciertos enteros racionales, entonces el desarrollo es inico.

Demostracion: Para probar la unicidad, supongamos que tenemos dos
fracciones continuas tales que

[&0, ai, ag, . . ] = [bo, bl, bg, .. ]
entonces

Qo S [ao,al,ag,...] S Qo + 1
andlogamente

bo < [bo,b1,ba,...] <by+1
como el limite es irracional no se dan las igualdades, luego

ag = E([ao, ai,ag, . . D = E([bo, b17 bg, - ]) = bo

restando ag de ambos lados y tomando inversos resulta

[CLl,CI,Q, .. ] = [bl,bg, .. ]

repitiendo este proceso sucesivamente, se obtiene que todos los coeficientes
coinciden y por tanto las fracciones continuas son iguales. [
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A continuacién describiremos el procedimiento para la obtenciéon de la frac-
cién continua asociada a un nimero racional.

Sean p,q € Z tales que (p,q) = 1, aplicando el algoritmo de la divisién
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

D = qap + 1o 0<rg<gq
q = Troay + 11 0<r <rg
1 = T2a3 + T3 0<ry <ry
(2.1.1)
Tp—3 = Tpn—20np_1 +Tp_1 0<rp_1<7p_2
Tn—2 = Tpn—10n
para ciertos r;,a; € Ng;i = 0,1,...,n;a¢9 € Z. El algoritmo de la divisiéon

garantiza que el sistema de ecuaciones anterior consta de un nimero finito
de ecuaciones.

Luego, las expresiones del sistema (2.1.1) pueden reescribirse de la siguiente
forma

n 1
_:@0 JR—
q g

To
q 1
— =qQ JR—
o 1—1—@

r
To 1
T 2 Q
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= An—1 + T
/rn_z n—2
Tn—1
T'n—2
= an
Tn—1

luego, sustituyendo los valores respectivos de manera sucesiva en la prime-
ra de estas expresiones obtenemos la fraccién continua asociada al ntimero

. P
racional =:
q
1
P =aqag+ i =lag, ..., an_1, an] (2.1.2)
q a1-+ 1
az2 + ° + 1
p-1+ —
an

Afirmamos que en la expresién anterior, a,, > 1, en efecto: supongamos que
a, = 1, luego de la tltima ecuacién del sistema (2.1.1), obtenemos que r,,_5 =
Tn—1, sustituyendo en la peniltima ecuacién de (2.1.1) obtenemos;

Tn—3 = ran(anfl + 1)

concluimos asi que el algoritmo de la divisiéon termina en un paso anterior,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto a,, > 1.

De lo anterior se sigue que (2.1.2) puede reescribirse de la siguiente forma:

E:ao—l— i = [ag, ..., ap_1,a, — 1,1]
1 a + 1
(12+"'+
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observese que esta fraccién continua tiene un coeficiente mas que en (2.1.2).
Asi que ;

g = [a0>a17 ce 7%—1,%] = [a07a’17 N I e B 1]-

Del anélisis anterior concluimos que los nimeros racionales siempre poseen
al menos dos representaciones en fraccién continua.

Probaremos ahora un resultado que es muy 1til en la manipulacién de frac-
ciones continuas.

Teorema 2.7 Sean « = [ag,a1,...] y 5 = [ani1,Ani2,...] paran > 1. En-
tonces se cumple que:

_ BPnt Paa
o= —
BQn + dn—1

Demostracion: La prueba consiste simplemente en observar que en la
demostracion del Teorema 1.1 no se utilizo que los coeficientes a,, sean en-
teros, salvo para probar que (p,,q,) = 1. Por lo tanto podemos aplicarlo a
a = [ag, a1, a9, ..., a,, 3] y concluir que, aunque ahora p,,1 y ¢,41 no sean
nimeros racionales

o Prn+1 o ﬁpn +pn—1
o = =
vt Bn + Gnt

2.2. Desarrollos de irracionales cuadraticos

Comenzamos esta secciéon con el siguiente resultado:

Teorema 2.8 Sea d un entero positivo libre de cuadrados. Si |z —dy?| < Vd

., x ..
donde x,y son enteros positivos. Entonces — es un convergente de la fraccion

continua de v/d.
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Demostracién: Supongamos primero que 0 < 22 — dy? < v/d. Entonces
(z 4+ Vdy)(x — Vdy) > 0, luego z > \/dy,
por tanto

2 _ 2 2 _ .2
- - - 1
‘\/—x x\/—xy\/a x°—y-d x°—y-d
vyl oy

y Yo+ uVd)  ypVd) 2

x
Del Teorema 2.4 inciso (b), se sigue que — es convergente de la fraccién
Y

continua de v/d.

Consideremos ahora cuando —v/d < 2% — dy? < 0, tenemos
1 1
0<y?—-2?< —

" S

x
luego y > —

Vd

y asi
_ a? a?
1oy oy 1 YT Vg Vg1
_ e | = = — —— = = < P} <_
vVd T = d T . y+i> 2z° 272
Vd Vd

y . . 1 .
Entonces = es el convergente de la fraccion continua —=. Sea « cualquier

x Vd

. . 1
nimero irracional. Puesto que o = [ag, ay, .. .|, entonces — = [0, ag, ay, . . ],
o

1
tenemos que el k + 1-ésimo convergente de la fraccion continua de — es el
Q
reciproco del k-ésimo convergente de « para todo & > 0. Utilizando este
x
hecho, obtenemos que = es convergente de la fraccién continua de v/d.
Y

Definicién 2.3 Una fraccion continua simple es llamada periddica con pe-
riodo k si existen enteros positivos N, k tales que a,, = a, 1 para todon > N.
Denotaremos a tal fraccion continua de la siguiente manera

[a0> cv5AN-1, AN, AN41, AN4Ek—1 ]
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Teorema 2.9 Sea a un irracional cuadrdtico (es decir, el polinomio minimo
del nimero real v sobre Q tiene grado 2). Entonces ezisten enteros Py, Qo, d
tales que

Py++d
0

0 , con Q0|(d—P02) .

Definimos recursivamente

W Pt Vd
T
ar = [| o |]

Pk+1:Gka—Pk

2
_ d— Pk+1
Qri1 = —F=—
Qr
para k =0,1,..., entonces [ag,ay,...] es la fraccion continua simple de «.

Demostracion: Existen a,b,e, f € Z,e, f > 0, con e libre de cuadrados,
tales que

a+bye af+ +/eb?f?
o = =
f f?
y evidentemente f2|(a?f2—eb? f?), consideremos Py = af, Qo = f*,d = eb? f2.
La sucesién esta bien definida. Como d no es un cuadrado perfecto, tenemos
Qr # 0 para todo k. Por la Proposicion 1, es suficiente probar que

1

Oyl = ——
. — A

para toda k. Entonces
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N a_Pk-F\/E a_\/c_i_(aka_Pk)_\/E_Pk-l—l
kA = ———— — Q= =
Qk Qk Qk
d— P, QrQrs1 1

- Qu(Vd + Pyi1) - Qr(Vd + Piy1) Qi1
[ |

Teorema 2.10 Sea o un irracional cuadrdtico. Entonces su fraccion conti-
nua simple es periodica.

Demostracion: Del teorema anterior, se tiene

o\ Pt Vd
Qo
con Qo|(P¢ — d). Consideremos
o\ Pt Vd
G
ar = [| o |]

Pii1 = apQr — Py

Q=T
tenemos
Py =0, P =d,
Qo =1, Q1 =1,
ag =Vd*+1, o =d+Vd+1,

a():d, a1:2d
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y a = [ag, a1, ...]. Ahora,

_ OpPr—1 t Pr—2
(k-1 + qr—2
y si @ denota el Q-conjugado de « (es decir, es la otra raiz del polinomio
minimo de «),

= OkPr—1 t Pr2 T (5 - Ck;—z)
Q-1+ Qo2 Q-1 \@ — Cr1

Ahora Cj_1,Cy_o — « cuando k — oo, entonces

g_—C’C*Q — 1,k — oo.
a—Cira
_ ) _ o 2Vd
Por lo tanto, @, < 0, andlogamente se verifica que oy > 0, ap — @ = —— >

k
0, para todo k suficientemente grande. Tenemos que QQry1 = d — P? 1 <d
asi

Qr < QrQr =d— P2, <d

Pi<d—Qp<d

para k suficientemente grande. Entonces existe inicamente un ntimero finito
de valores posibles para P, @, concluimos asi que existen enteros ¢ < j tales
que P, = P;,Q; = @;. Entonces a; = a; y, asi a; se define recursivamente,
tenemos finalmente que

a = [ao,al,...,ai_l, Ajyev vy Qj—1 ]

2.3. Transformaciones modulares

A continuacion investigaremos cuando dos irracionales tienen fracciones con-
tinuas finalmente iguales. Veremos que esto sucede cuando son equivalentes
en el sentido siguiente.
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Definicién 2.4 Dos numeros a y 3 son equivalentes si existen enteros ra-
ctonales a, b, c,d tales que

_af+b

a= B d ad — be = £1 (2.3.1)

Se puede demostrar que dos nimeros racionales cualesquiera son equivalen-
tes entre si, y que un numero racional nunca es equivalente a uno irracional,
por lo que nos limitaremos a considerar ntimeros irracionales. También puede
verse que la férmula anterior define una biyeccién sobre los niimeros irracio-
nales. Las biyecciones de este tipo se llaman transformaciones modulares. Las
inversas y la composicion de transformaciones modulares son de nuevo trans-
formaciones modulares, por lo que la equivalencia de nimeros irracionales (y
en general de nimeros reales) es una relacién de equivalencia.

Consideremos la expresion para o = |ag, . . . , a, (] dada por

o pnﬁ + Pn-1
o0=—.
Qnﬁ + n—1
Los teoremas 2.2 y 2.7 garantizan que tal expresion define una transformacién
modular.

El siguiente teorema caracteriza las transformaciones modulares que se pue-
den expresar de esta forma.

Teorema 2.11 Si una transformacion modular (2.5.1) cumple que ¢ > d >
0, entonces se puede expresar de la forma o = lag,aq,a9,...,a,, 3] para
ciertos enteros racionales ag, ay, . . ., a, todos positivos salvo quizd el primero.

Demostracion: Probaremos que existen ag, ay, ..., a, tales que

Pn = a, Pn—1 = ba qn = C, pn—-1 = d (232)

lo probaremos por induccion sobre d. Si d = 1, tenemos que a = bc + 1. En
el caso a = be + 1 sirve o = [b, ¢, 3] y si se cumple que a = be — 1, entonces
funciona a = [b—1,1,c— 1, g].

Supongamos ahora que d > 1. Aplicando el Teorema 2.1, las ecuaciones
(2.3.1) equivalen a
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Pn-1 = ba Pn—2 = a — anb> Gn—1 = d7 gn—2 = C— and (233>

asi b(c—an,d)—(a—a,b)d = £1 para cualquier a,, y por hipétesis de induccién
(2.3.3) tendrd solucién si garantizamos que d > ¢ — a,d > 0, o equivalen-
; tesi &> 5 &= d o c c—d
emente si — > a, > ——. Como — —

d d d d

nuamero natural a, en estas condiciones y asi se cumple el teorema.

= d > 1, podemos tomar un

Teorema 2.12 Dos numeros irracionales a y 5 son equivalentes si y solo si
sus desarrollos en fraccion continua son finalmente iguales, es decir, si

o = [ao,al,...,am,co,cl,...], 5: [bo,bl,...,bn,CO,Cl,...]

Demostracién: Supongamos que « y 3 son finalmente iguales. Asi el Teo-
rema 2.7 nos da que en estas condiciones tanto o como (3 son equivalentes
al nimero [co, c1, .. .], luego son equivalentes entre si (pues la relacién es de
equivalencia).

Ahora supdngase que « y (3 son equivalentes, es decir

af +b
= d—bec==+1
“ cf+d ¢ ¢
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ + d > 0. Desarrollando
B = [bo,b1,..., bk, bgs1,...], tenemos

BrPr—1 + D—2
ﬁ _ Mk

= ,donde ﬁ’:bk ,bk -
Bir—1 + @2 o = ety bz, -

realizando la composicion de las transformaciones modulares obtenemos

a_Pﬁ,’C—I—R
QB+ S
donde
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P = apy_1 + bgr—1
R = app_2 + bgj—2
Q = cpr—1 + dgr—1

S = cpr—2 + dgi_o

que son enteros racionales y cumplen PS — QR = +1, lo cual no es dificil de
verificar.

Del Teorema 2.2 y puesto que [ se encuentra entre dos convergentes conse-
cutivos cualesquiera,
k—1
Pr-1 6‘ _
k-1

1
, luego [pr—1 — Bagr—1| < —.
qr—-19k gk
Por lo tanto

)
Ph—1 = Bqp—1 + ——
qr—1

!/

DPk—2 = BQr—2 +
qr—2

con |d[,]d'] < 1.

De aqui

co cd’
Q = (cB+d)gr—1 + _Qk y S=(cB+d)qp2+ i
—1

k—2

Teniendo en cuenta que ¢8 + d > 0 y puesto que {Qk}kzl es creciente, se
sigue que ) > S > 0 para k suficientemente grande. Asi aplicando el teorema
anterior resulta que a = [ag, a1, . . ., am, B;], por lo tanto o y 3 son finalmente

iguales.
[ |



Capitulo 3

Aplicaciones de las fracciones
continuas

En el capitulo anterior desarrollamos parte de la teoria basica de las fracciones
continuas, en el presente ilustraremos algunas de sus aplicaciones.

3.1. Ecuaciéon diofantina de primer grado.
A continuacién describiremos una de las aplicaciones mas comunes que nos
permiten obtener las soluciones a ecuaciones diofantinas de primer grado.

Consideremos la ecuacién diofantina

ar +by =c (3.1.1)

donde a, b, c € Z dados, x e y son incognitas, la cual admite una infinidad de
soluciones en R, sin embargo si restringimos la condicién de que x,y € Z el
numero de soluciones puede ser limitado.

Estamos interesados en hallar la solucién general de (3.1.1) en Z, comenza-
remos por considerar el caso particular mas simple, a saber:

ar — by = +1

34



Aplicaciones de las fracciones continuas 35

donde sin pérdida de generalidad suponemos que a,b € Z* son primos re-
lativos, es decir (a,b) = 1. Con las hipotésis anteriormente consideradas,
resolveremos inicialmente la siguiente ecuacién diofantina

ar — by = 1. (3.1.2)

La ecuacién —ax + by = 1 con (a,b) = 1 es de la misma forma que (3.1.2)
salvo el cambio de posicion de las variables x y y. Consideremos el siguiente
resultado

Teorema 3.1 La ecuacion ax — by = 1, donde a y b son enteros positivos y
(a,b) = 1, tiene infinidad de soluciones enteras (x,y).

Demostracion: Comencemos por obtener el desarrollo en fraccion continua
a :
de 7 la cual es finita, luego

a
6 = [ao,al,az,...,anH] (313)
se tienen asi las razones Cy, C1,Cs, ..., C,, Cyy1, consideremos las dos ulti-
mas
p Pn+1 a
C’I’L pr— —n y Cn+1 pr— n pr— —’
dn n+1 b

éstas satisfacen las condiciones que establece la parte (i) del Teorema 2.2, es
decir

Prndn+1 — Pnt+1Gn = (_1)n+1

donde p,11 = ay qui1 = b, lo cual implica que

agn — bpp, = (—1)"2 = (=1)" (3.1.4)

si n es par, el nimero de coeficientes ag, a1, as, .. ., ay, a,.1 €s pary (3.1.4),
se reescribe como:
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que al compararla con la ecuacion original az — by = 1, obtenemos que una
solucion de esta ultima es o = g, € Yo = p,. Esta solucién es particular y no
es la solucién general, denotaremos la solucién particular por (zg, yo).

Si n es impar, el numero de coeficientes es impar y (3.1.4) se escribe como
ax — by = —1, reescribiendo a (3.1.3)

a
- = lag, a1,az, ..., a1 — 1,1]

b

que posee asi un numero par de coeficientes, los cuales reenumeramos y luego

a
caleulamos 22 y Dot _ —, v la ecuacién (3.1.5) nuevamente se satisface.

qn qn+1 b

Obtenida una solucién particular, a saber (zg,yo) de la ecuacién, resulta
sencillo obtener la solucién general. Supongamos que (x,y) es otra solucién
de (3.1.2), es decir se satisface que

ar—by=1 'y axg—byy=1
de estas dos ultimas ecuaciones aplicando sustraccion, obtenemos
a(x —xo) = by — vo) (3.1.6)

esto prueba que b divide al primer miembro de la igualdad, pero como (a, b) =
1, obtenemos que b divide a x — x¢, es decir existe t € Z tal que
r —xg=1b, luego = = xy+1b

sustituyendo este valor en (3.1.6), obtenemos
a(tb) = b(y — yo), por lo tanto y = yo + at

finalmente se tiene que cualquier solucién (x,y) de la ecuacién ax — by = 1,
es de la forma

x = xo + bt, Yy = yo + at, t €. (3.1.7)

Reciprocamente, si (g, o) es una solucién particular de ax — by = 1, y si
en (3.1.7) sustituimos cualquier entero ¢, ahora el valor de (z,y) satisface la
ecuacion dada, en efecto:
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ax — by = a(xg + bt) — b(yo + at) = (axo — byo) + (tab — tab) =1

Por lo tanto concluimos que los valores de = e y dados por (3.1.7) constituyen
la solucién general de la ecuacion (3.1.2).
[

Ejemplo 1
Resolver la ecuaciéon 205z — 93y = 1.
Solucién: Se verifica sin dificultad que 205 y 93 son primos relativos, obten-
gamos el desarrollo en fraccién continua de
205
— =12,4,1,8,2
o3 — | ]

la cual consta de un ntmero impar de coeficientes, sin embargo podemos
reescribirla en la siguiente forma

205

— =12,4,1,8,1,1

o3 = | ]

la cual posee un nimero par de coeficientes, calculando C%, obtenemos

2 11 108
Co=7 =% Ci= 3y

9 97 206 «a
“=i “=n =9

de (3.1.7), se tiene que la solucién general a nuestra ecuacién es:

z =49 + 93t, y = 108 + 205¢, tez.
m

Con la condicién de que a y b son primos relativos, resolveremos ahora la
ecuacion

ar —by = —1. (3.1.8)
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El método para resolver (3.1.8) es analogo al usado para resolver (3.1.2).
Basta transformar 7 en una fraccion continua con un nimero impar de coe-

ficientes, en tal caso la ecuacién (3.1.4) deriva en

agn — bpn = (_1)n = _17

comparando esta ecuacion con ax — by = —1, obtenemos que ¢y = q, € yo =
Pn, siendo ésta una solucién particular de (3.1.8), mientras que la solucién
general es como antes

xr = xo + bt, Y = Yo + at, teZ. (3.1.9)

Ejemplo 2
Resolver la ecuacion 205z — 93y = —1.
Solucién: del ejemplo 1, obtenemos

205
- =1[2,4,1,8,2
93 [7777]

la cual consta de un nimero impar de coeficientes, se obtiene asi que la
solucién general de nuestra ecuacién es

v = 44 + 93¢, y = 97 + 205t teZ
m

Con la hipdtesis de que a y b son primos relativos, discutiremos el procedi-
miento para obtener la solucion general de la ecuacion

axr — by = c. (3.1.10)

Conocemos las soluciones de la ecuacién (3.1.2), entonces resulta facil hallar
las soluciones a la ecuacién (3.1.10), sea como antes (xg, o) una solucién
particular de (3.1.2), es decir

axg —byy =1

multiplicando esta expresion por ¢, obtenemos
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a(cxg) — bleyo) = ¢

entonces (cxo, cyp) es una solucién particular de la ecuacién (3.1.10), por lo
tanto su solucién general es

x = cxo + bt, y = cyo + at, teZ. (3.1.11)
Ejemplo 3
Hallar las soluciones enteras de la ecuacion 205z — 93y = —5.

Solucién: Del ejemplo 1, obtenemos que una solucién particular a la ecuaciéon
205z — 93y = 1 es xp = 49 e yo = 108, de acuerdo con (3.1.11) la solucién
general queda descrita por

x = —245 + 93t, y = —540 + 205t teZ.

por ejemplo si t = 2 la solucién es (z,y) = (=59, —130), en efecto pues

205(—59) — 93(—130) = —12095 + 12090 = —5.

|

Analicemos ahora la solucion general de la ecuacion
ar+by=c (3.1.12)
con a,b € Z*,(a,b) = 1, el procedimiento para resolver esta ecuacién es

similar (salvo una pequenia modificacién) al método discutido para la ecua-
., a ., .
cién ax — by = c. Como antes expresemos a — como una fraccién continua

con un numero par de coeficientes, de donde obtenemos p,, v ¢,, como antes
adn — bpn = 1.

El artificio consiste en escribir la ecuacion (3.1.12) en la forma
ar +by = c-1 = clag, — bp,)

simplificando obtenemos
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a(eq, —x) = b(y + cpn) (3.1.13)

por la hipétesis se sigue que b|(cg, — x), lo que implica que existe ¢t € Z tal
que bt = cq,, — x, asi

T =cq, — bt (3.1.14)
sustituyendo (3.1.14) en (3.1.13) y simplificando, obtenemos

y = at — cpy. (3.1.15)

Reciprocamente, sea t cualquier entero, sustituyendo (3.1.14) y (3.1.15) en
ar + by = ¢, obtenemos

ax+by = a(cq, —tb)+b(at — cp,) = acq, —tab+tab—bep, = c(aq, —bp,) = ¢
y la ecuacién (3.1.12) se satisface, por lo tanto la solucién general de la

ecuacion ax + by = c, es

x = cq, — bt, y = at — cp,, teZ. (3.1.16)

Ejemplo 4

Hallar las soluciones enteras de la ecuacién 13z + 17y = 300.

Solucién: Aplicando el método utilizado en el ejemplo 1, se obtiene que una
solucién particular a la ecuacién 13z —17y = 1 es (4, 3), asi 13(4) —17(3) = 1,
asi la ecuacién a resolver puede reescribirse como

13z + 17y = 300(13(4) — 17(3))

obtenemos finalmente que la solucién general, aplicando (3.1.14) y (3.1.15),
es

z = 1200 — 17¢, y = 13t — 900, tezZ.
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Finalmente hallemos la solucién a la ecuacién general

Az + By = +C (3.1.17)

Multiplicando eventualmente por —1 obtenemos alguna ecuacion de la forma

+Ar+ By=C

ésta se reduce a una de las dos formas siguientes

Az + By = £C Ax — By = £C (3.1.18)

donde A, B € Z*. Por ejemplo, de las 4 ecuaciones
3r+Ty=10, 3x—Ty=10 — 3z — Ty = 10, —3x + Ty =10

las dos primeras son ya de la forma (3.1.18), y las otras dos pueden sustituirse
respectivamente por

3r + Ty = —10, 3z — Ty = —10.

No todas las ecuaciones de la forma (3.1.18) admiten solucién entera, en
efecto:

Sea d = (A, B). Si d no divide a C, ninguna de las ecuaciones (3.1.18) ad-
miten solucién entera, porque el primer miembro de la igualdad es divisible
por d mientras que el segundo no lo es. Por otra parte, si d divide a C', po-
demos dividir toda la ecuacion por d, reduciendola asi a una de las formas
ya tratadas, es decir:

ar+by =c 0 ar —by =c (3.1.19)
donde (a,b) = 1, y éstas ya sabemos resolverlas. Reciprocamente, alguna

solucién de alguna de las ecuaciones (3.1.19) serd automdticamente solucién
de (3.1.18).
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Ejemplo 5

Resolver la ecuacion 410x — 186y = 10.

Solucién: Tenemos que (410,186) = 2, donde 2|10, asi la ecuacién admite
solucién entera. Dividiendo la ecuacion por 2, obtenemos:

205 — 93y =5

como (205,93) = 1, aplicando el método del ejemplo 3, llegamos a que la
solucién general de 410z — 186y = 10 es:

x = 245 + 93¢, y = 540 + 205t, tezZ.

3.2. La fraccion continua de e

Recordemos que en el Capitulo 2, se concluyé que cualquier niimero real ad-
mite un desarrollo en la forma de fraccion continua, en esta seccién estaremos
interesados en estudiar la fraccion continua del nimero e, la cual resulta ser
la siguiente:

e=02,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,.. ]

Recordemos que la funcién exponencial e* es continua en R, mas aun es
infinitamente diferenciable en R, asi admite un desarrollo en serie de Taylor,
a saber

D
X :I:n
=) —
n!

n=0

Para lograr nuestro objetivo requeriremos desarrollar algunos resultados.

Fijemos un nimero natural m (m € N) y para cada n > 0, definamos

o0

B 2r+2n+1 2r + 2 1

w"_;1-3-5...(27"+2n+1).2'4'6-~-(2T+2).m2r
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Si m > 1, se concluye facilmente que se cumple la siguiente desigualdad

es decir, 1, esta acotada superiormente para toda m > 1.

Por otra parte haciendo uso del desarrollo en serie de Taylor de la exponen-
cial, realizamos el siguiente calculo

_ i 1+ (=1 N i 1+ (—1)*H

(2n + 1)lm2nt

:25": 2r+1)@2r+2) 1

=2
Z (2r)!(2r + 1)(2r + 2) m* Yo
por lo tanto
_ 1 1/m —1/m
’l/}o = 5 (6 +e )
Anélogamente puede verificarse sin dificultad que
2 — 1 2
1/m —1/m:_ - =
‘ ¢ m TZ; (2r + 1)Im?r mw1

de donde obtenemos
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m _
U1 = E(el/m —etm).
El siguiente resultado establece una relaciéon muy importante que se da en la

sucesion {4y, }n>o-

Teorema 3.2 Sea m numero natural no nulo fijo y 1, definido como antes.
Entonces se satisface

m* Y, = (2n + D)m* i1 + Vnyo, n € No. (3.2.1)

Demostracion: En efecto, desarrollemos la expresion

2r+2n+1 2r 4+ 2 1
2r+2n+1)2-4---(2r4+2)m?

m*,—(2n+1)m?P = m?y o0, T

- 2r+2n+1)+1 2r + 2 1
(2n + 1)m?
(2n + mzl 3. [2r+2n+1)+1]2-4---(2r+2)m?
i (2r+2n+1)(2r +2n+3)(2r +2) 1
~1-3- 2r+2n+1)2r+2n+3)-2-4- - (2r +2) m20-1)

i (2n + 1)(2r + 2n + 3)(2r 4+ 2) 1

r:01 3. (2r4+2n+3)-2-4---(2r +2) m2r=1
i[<2r+2n+1>—<2n+1>]<2r+2n+3> 2 42 |
_T:o 1-3-5---(2r +2n+3) 24 (2r +2) m20—D

r(2r 4+ 2n + 3) 2r +2 1
c(2r+2n+3)2-4- - (2r +2) m2r-D)

[
WE
-

ol ro
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2r(2r 4+ 2n + 3) o+ 2 1
1-3:5--(2r+2n+3)2-4--- (2r +2) m2r—1

[
NE

1

ﬁ
I

2r +1)2(r + 1) + 2n + 3] 2r+1)+2 1
1-3---2(r+1)+2n+3]2-4---2(r+ 1)+ 2] m?

[
NE

ﬁ
Il
=)

2r+2n+5 2(r+1)(2r+4) 1
1-3---(2r+2n+5)2-4--- (2r+4)m?

I
WE

\3
Il
=)

_i 2r+2(n+2)+1 2r + 2 1
4

—1-3-5- - 2r+2(n+2)+1]2-4--- (2r +2)m*

<

= wn—l—Z
[ |

Por el teorema anterior concluimos que las series son convergentes, ademas
p, > 0,V n € Ny, por lo tanto podemos definir

min
Wy = ’
¢n+1
Dividiendo por m, 1 a la ecuacién descrita en (3.2.1) obtenemos la expre-
sién siguiente

nGNO.

1
w, = (2n+ 1)m + , n=20,1,2,...
wn+1

de donde se sigue que w, > 1 para todo n, y que el desarrollo en fraccién
continua de wy es
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obtenemos asi

wo = [m,3m,5m, .. .].

Ademas,

- — mipy e/ pet/m e?mg]
U d}l o el/m _ g=1/m o e2/m _ 1’

con lo cual haciendo m = 2 obtenemos en particular el siguiente desarrollo
en fracciéon continua

e+1
e—1

=[2,6,10,14, .. ],

se observa que esta fraccién continua es infinita lo cual indica que representa a
un numero irracional, lo que prueba que el niimero e no es racional, mas atn,
que no es un irracional cuadratico, pues la fraccion continua es no periodica.

Consideremos ahora la expresion general para m, es decir
e2/m +1

cam — 1 POr lo que wo(eX™ —1) = e2/™ 41,

Wy =

de donde obtenemos

e2/m — L0 =1+ , luego €™ +1 =2+

U)()—l w()—l wo—]_

lo cual implica que

e2/m 41 1
- =1+
2 wg—l

Utilicemos ahora la siguiente notaciéon

e2/m 4 1 1
- =1+ .
2 wo—l

Se obtiene claramente que & = [1,m—1,3m, 5m, ...|. Para obtener el desarro-
llo de la fraccién continua de e, necesitamos eliminar el 2 del denominador de
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¢. Denotemos por n = e*™ = 2¢ — 1. Expondremos un método que nos per-

mite calcular en muchos casos la fracciéon continua de un ntimero 7 a partir
de la fraccion continua de un ntimero £ cuando entre ellos se da una relacion
del tipo

_uétwv

)
w

donde u y w son nimeros naturales y v es un nimero entero.

Antes de enunciar el resultado principal recordemos que un nimero racional
siempre admite un desarrollo en fraccién continua de longitud par y otro de
longitud impar, es decir que si a > 1, entonces

[..,al=1]..,a—1,1].

También es importante notar que las formulas del Teorema 2.1 son validas
para n = 0,1, si convenimos en que p_; =1,q_1 =0,p_o =0,q_2 = 1.

Teorema 3.3 Considere [ag, a1, as, .. .| el desarrollo en fraccion continua de
. . P , .
el irracional . Sea == el convergente n-ésimo y &, = [, Any1, Anya, - - .]. Sea
n
ué +v .
n = ———, donde u, v, w son numeros enteros, u > 0,w > 0,uw = D > 1.

w
Para un indice cualquiera n > 1 desarrollamos el nimero racional

ulag, a1, Gz, ..., Gn_1] +V  UPp_1 + VGn_1
w WGn—1

- [bo, bl,bg, ey bmfl]

7"‘4
eligiendo el final de modo que m =n mod 2. Sea L el j-ésimo convergente
S .

de este desarrollo, de modo que en particular se tiene

UPn—1 + V4n—1 _ T'm—1 (3 9 2)

WQn—1 Sm—1

Entonces existen nimeros enteros u',v',w' tales que
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u v Pn-1 Pn—2 _ Tm—1 Tm—2 ul vl
0 w Gn—1 4n-—2 B Sm—1 Sm—2 0 w/

>0, w >0 vw =D —w <v <u,yn=I[by,bi,...,0;m_1,0m], donde
u/€n+/u/
Thm = -

Demostracion: De la ecuaciéon matricial obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones:

UPn—1 + V@1 = Tt/ (3.2.3)
Wp—1 = Sm_1U (3.2.4)

UPn—2 + VGn_o = Tm_1V + Tpm_ow’ (3.2.5)
Wqp—2 = Sm_10" + Sp_ow’ (3.2.6)

Como 7,1 ¥ Sm—1 son primos relativos, de (3.2.2) se sigue que los cocientes

UPn—1 + V4n—1 o wQqn—1

T'm—1 Sm—1

son un mismo nimero entero u’ que satisface (3.2.3) y (3.2.4). Considerando
el segundo cociente concluimos que u' > 0.

Las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6) forman un sistema de ecuaciones lineales
con determinante +1, luego tiene solucién entera (v, w’). Ahora tomando
determinante en la ecuaciéon matricial, obtenemos que

uw(—1)""2 = (=)™ 2/w’, luego vw = (—1)™"u/'w’,

y puesto que m = n mod 2, tenemos que m — n = 2k para algiun k € 7Z,
concluimos que D = uw = v'w’, de donde deducimos ademas que w’ > 0. De
(3.2.6) obtenemos

!/
Wqp—2 — Sm—oW Sm—2
Ul — n m > _ m w/ Z _,LU/7

Sm—1 - Sm—1

ahora usando nuevamente (3.2.6) y ademés (3.2.4) obtenemos que
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!
Wldp—2 — Sm—2W w =)
UI _ Gn m < Qoo = Qn UI < u/.

Sm—1 Sm—1 dn—1

por lo tanto —w’ < v < u/. Ahora por las hipétesis y el Teorema 2.7, se tiene

é. _ pn—l{n +pn—2
qn—lgn + Gn—2

Haciendo uso de esto y las ecuaciones que definen a v/, v/, w’, se obtiene lo
siguiente

_ ul +v _ u<pn—1€n + pn—2) + U(Qn—lgn + Qn—2>
w w(‘]n—lgn + Qn—2>

(upn—l + UQn—l)gn + (upn—Q + UQn—Q)
wCIn—lgn + Wln—2

/ / /
T Wy + 1V A+ Ty oW
Sm—lulgn + Sm—lvl + 3m—2w/

ulfn + v
T'm—1 / + T'm—2
w
wn + v
Sm—1—— 5, T Sm—2
w

u/gn + Ul

de donde, definiendo 7, = —————, concluimos que
w

T"'m—1"Mm + T'm—2
Sm—1"m + Sm—2

concluimos finalmente

n= [b07b17b27 s 7bm—1777m]'
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Del teorema anterior observamos que se cumple

_uG + -

!

v
—>-1

w' w'

I

Maés aun, si a,, > D, teniendo en cuenta que a, es la parte entera de &,,
tenemos

! ! ! ! 12 ! !
wé, +v w'D 4+ v u fw —w
_ U - <

12
" w’ w w! v -120,
y si a, > 2D, entonces
wE, +v W2D 40 24 P —
Nn, = &n > > =2u'?2—1>1.

w’ w’ - w’
Esto es importante porque cuando 7, > 1, la relacion
n= [b07 b17 b27 s 7bm—17 nm]

indica que los coeficientes de la fracciéon continua de 7, son la prolongacién
del desarrollo de n en fraccién continua, que comienza con

[bo, b1, b2y .o b1, ...
Es fécil ver que esto sigue siendo cierto cuando n,, > 0 si convenimos en que
[...,a,0,b,¢c,...]=[..,a+b,c,...]

Ahora nuestra intencién es partir de un numero irracional & y dividir su
fraccion continua en secciones

& = [ao, .-y Qny—1]|Anys oy Qny—1|Gnyy -+ Qpg—1|Gnsg, - - .|

a las que aplicaremos sucesivamente el teorema anterior.
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upo + o
Dado ng = ——— tal que up, wy > 0y D = uywy > 1, el teorema
Wo
nos da nimeros uy, vy, w; en las mismas condiciones (con el mismo D) y

bo, b1, ..., by, —1 tales que

b b  wn, T 0r
Mo = [ 0,915+, m171,77m1] con Ny, = —— -
wy
Ahora aplicamos el teorema a &,, = [an,, .-, Gny—1|Angs - - - ng—1|Ang, - -] ¥
obtenemos numeros ug, v2, wy con el mismo D y by, ..., by,—1 tales que

U2€n + (%)
NMmy = [bm17 s >bm2*17 77m2] CON Ty = : .
Wo

Suponiendo que b,,, > 0 podemos enlazar ambos pasos y escribir

Mo = [bo, ce ,bml_l,’f]ml] = [bo, Ce ,bm1_1|bm1, Ce 7bm2—177]m2]-

A continuacién aplicamos el teorema a &, = [any, - - -, Gpg—1|Gng, - - .|, ¥ asi su-
cesivamente. De este modo vamos obteniendo el desarrolo en fraccién conti-
nua de 79, suponiendo que los sucesivos b,,, que vamos obteniendo no sean
negativos. Una forma de garantizarlo es partir la fraccién original de modo
que cada a,, > D, aunque no es necesario.

Con la ayuda del teorema siguiente podremos garantizar que, con las hipétesis
adecuadas, al cabo de un nimero finito de pasos entramos en un ciclo que
nos dara una férmula general para el desarrollo completo de 7y. Al mismo
tiempo nos dara una técnica util para simplificar los calculos.

Teorema 3.4 Con las hipotesis del Teorema 3.3, si sustituimos ag por otro
numero congruente a él mddulo D, digamos ag + Dg (pero mantenemos los
Mismos ay, G, . . ., ,_1) entonces se obtienen los mismos niumeros u’, v'; w’,
asi como los mismos m y by,...,b,_1. Ademds el nimero by se transforma
en by + u?g.
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Demostracién: Claramente

ulag + Dg,ay,...,an_ 1| +v  ulag,ai,...,a, 1] +v N uDyg

w w w
_ufag, a1, ... a1 F U uuwg
w w
ulag,ar, ..., an_1] +v 9
w

Segun el Teorema 3.3 el desarrollo de este niimero es
[b07 bla R bmfl] + UZQ = [bO + u2g> bl; s 7bm71]7

luego es claro que con el cambio todos los coeficientes quedaron igual salvo el
primero que se increment6 en u?g. Las relaciones recurrentes que determinan
los denominadores de los convergentes no dependen del primer término de
la fraccion continua, luego los niimeros ¢; v s; permanecen invariantes. La
férmula (3.2.4) nos da que v’ tampoco varfa. Por tltimo, la ecuacién (3.2.6)
garantiza la conservacion de v'.

Con esto tenemos en realidad un método general para calcular las fracciones
continuas de nimeros 7y a partir de niimeros &g, pero explicaremos mejor este
método aplicandolo al caso que nos interesa. Digamos s6lo en general que si
aplicamos sucesivamente el Teorema 3.3, las ternas (u;,v;,w;) que vamos
obteniendo varian en un conjunto finito (a causa de las restricciones que
impone el teorema), luego después de un nimero finito de pasos volveremos
a la misma terna.

. 62/m +1 )
Recordemos que si &y = — habiamos calculado
& =[1,m—1,3m,5m,..] (3.2.7)
y que 79 = e*/™ = 2¢, — 1. En este caso u = 2, v = —1, w = 1. Como

D = 2, para obtener congruencias médulo 2 haremos m = 2t (y después
estudiaremos el caso m = 2t + 1). Dividimos la fraccién de este modo:
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&o = [1]2t — 1|6t|10¢|14¢] .. .].

Vamos a aplicar el Teorema 3.3 a cada segmento. El Teorema 3.4 nos dice
que podemos sustituir cada coeficiente por otro congruente moédulo 2 . Por
ejemplo podemos considerar

& = [1]1/ojofo]... ]

Ciertamente esto no tiene sentido como fracciéon continua, pero los calculos a
realizar si lo tienen porque cada uno de ellos sélo involucra a un segmento, es
decir a una fraccion [1] 6 [0] que si es correcta. Al hacer los célculos obtendre-
mos para cada segmento unos coeficientes |by, , . . ., by, ,—1|, que serdn los que
buscamos salvo el primero. A estos primeros coeficientes obtenidos tendremos
que sumarles las cantidades 0, u?(t — 1), u33t, u2bt, ... respectivamente.

Aplicamos el Teorema 3.3 al primer segmento:

uo[lju: oAy = ) m=

(n)=(is)
(2 )=(19)
(% m)=(0 1)

Asi, la ecuacion matricial es

(o) Ga)=(a)=(io)(i o)

y la solucion:
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(5 m)=(03)

Ahora aplicamos el teorema al segundo segmento [1]:

1[1 1
[ ]2+0 = 5 = [072] = [07 17 1] = [bl’bQ’b?’]’

donde hemos tomado el desarrollo con tres cifras para que la longitud sea
impar, como la de [1] (para que sus longitudes sean congruentes médulo 2).

Ahora
o T o 1 1
S99 51 N 2 1 ’
10 11y (1 1Y) (11 Uy Vg
0 2 10/ \(20/) \(21 0 ws
de donde obtenemos que
U U9y - 1 -1
0 wo B 0 2

Sélo hay que rectificar el valor de by, que en realidad es u(t—1) =t —1 > 0,
luego por ahora tenemos que ny = [1|t — 1,1,1]...].

La siguiente aplicacién del teorema es al segmento [0]:

10] — 1
2

1 -1 o1y (-11Y\ (-11 uz U3
0 2 10) 2 0 ) 20 0 ws )’
esta vez llegamos a que

Uus Vs . 1 -1 o Uz V2
0 W3 - 0 2 - 0 Wo ’

el valor corregido de by es by = —1 +u23t =3t —1 > 0.

1
= =5 = [=1 L 1] = [ba, bs, be).
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Tenemos, pues, que 1y = [1|t — 1,1,1|3t — 1,1,1|...].

Ahora bien, para los cédlculos relativos al cuarto segmento partimos exac-
tamente de los mismos datos que para el tercero (la fraccién [0] y la terna
(us,v3,w3) = (1,—1,2)), luego llegaremos exactamente a los mismos coefi-
cientes [—1, 1, 1], y otra vez a la misma terna. Lo tinico que cambiard serd la
correccién del primer coeficiente, que ahora sera 5t, y después 7t, etc., dando
lugar siempre a coeficientes mayores que 0.

Consecuentemente tenemos la fraccion continua de 79, que es
no=1[1,t—1,1,1,3t—-1,1,1,5¢t —1,1,1,7t — 1,1,.. ]

0 mas brevemente

et =ny =1, 2k + 1)t — 1,122,
En el caso t = 1 aparece un cero que debe ser cancelado y obtenemos:
e=1[1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,...] = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,.. ],

asi,

e=2,1,2k 132,

En general, este método puede ser aplicado siempre que la fraccion continua
de & pueda ser dividida en segmentos que (por lo menos desde uno dado
en adelante) tengan todos la misma longitud y los mismos términos, salvo
quiza el primero, y de modo que los primeros términos de cada segmento
sean mayores o iguales que D (para que los coeficientes que obtengamos
puedan ser enlazados) y congruentes médulo D (para que podamos reducirlos
a constantes por el Teorema 3.4 y asi llegar a un ciclo como ha ocurrido en
el ejemplo).

Otra aplicacién la tenemos cuando hacemos m = 2t + 1 en la expresion
(3.2.7). Entonces queda

€0 = [1|2¢[6t + 3|10t + 5|14t + 7| .. ],
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y con este método podemos calcular la fraccién continua de e 1D Para
ello reducimos médulo 2 a la fraccién & = [1|0[1]1[1].. ].

Esta vez obtenemos las ternas
(2,-1,1), (1,0,2), (2,0,1), (1,0,2), (1,—-1,2), (2,0,1).

La primera repeticién (uj,v1,w;) = (ug, v3,ws3) no es significativa, pues los
primeros (y tnicos) coeficientes de los segmentos primero y tercero son [0]
y [1] respectivamente, luego no son congruentes y por lo tanto no podemos
garantizar que comience un ciclo (y de hecho no comienza).

En cambio la repeticién (us,vs,ws) = (ug,ve,ws) si cierra el proceso. La
fraccion que obtenemos es

i = [110[2/0,1, 100[2/0, 1, 1/012(0, 1, 1/0[2(0, 1, 1] ...
Para corregir los primeros coeficientes observamos que al pasar de & a &

hemos restado 2 - 0, 2t, 2(3t + 1), 2(5t + 2), 2(7t + 3),... asi como que los
valores de u; son 2,1,2,1,1,2,1,1,2,1,1,2,. ... Por lo tanto ahora hemos de sumar

0, ¢, 43t + 1), 5t +2, Tt +3, 49t +5), 11t + 7, 13t + 9, 4(15¢t + 11), ...

Omitimos los detalles, pero no es dificil llegar a que la expresion final es

/Y — 11 (1 + 6k)t + 3k, (12 + 24k)t + 6 + 12k, (5 + 6k)t + 2 + 3k, 1,132,

— [1, (T + 6k)t + 3k, (12 + 24k)t + 6 + 12k, (5 + 6k)t + 2 + 3k, 152,

La féormula se simplifica bastante en el caso t = 0, que nos da

e? = [1,3k,6 + 12k, 2 + 3k, 1]7°,

=[1,0,6,2+ 3k, 1,1,3 + 3k, 18 + 12k,

= [7,2+ 3k, 1,1,3 + 3k, 18 + 12k};2,



Aplicaciones de las fracciones continuas

Explicitamente:

e =1[7,2,1,1,3,18,5,1,1,6,30,8,1,1,9,42,11,1,1,12,54, .. ].

o7



Capitulo 4

Unidades de campos
cuadraticos

4.1. Conceptos basicos

Discutiremos algunos conceptos bésicos, comenzaremos con el concepto de
divisibilidad para cualquier anillo R conmutativo con identidad.

Sean a,b € R, diremos que a divide a b (escribimos a|b) si existe algin ¢ € R
tal que b = ac. Cualquier divisor de 1 es llamado unidad. Decimos que a y b
son asoctados y lo denotamos por a ~ b si existe una unidad u € R tal que
a = bu, se verifica sin dificultad que ~ es una relacién de equivalencia.

Definicién 4.1 Sea R un anillo conmutativo con identidad. Si se cumple
Yabc€ R que:a-b=a-cya#0= b= c decimos que R es un dominio
entero.

Sea R un dominio entero y sean a, b # 0, tales que a|by b|a, tenemos entonces
que a y b son asociados, pues existen c¢,d € R tales que ac = by bd = a, lo
cual implica que bed = b, como R es dominio entero, tenemos que dc =1 y
asi d y ¢ son unidades.

Decimos que a € R es irreducible si para cualquier factorizaciéon a = be, se
tiene que b 6 ¢ es unidad.

Sea R un dominio entero. Sea n : R — N una funcién tal que

58
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(i) n(ab) =n(a)n(b) Va,be R,y
(ii) n(a) =1 <= a es unidad.

Llamamos a tal funcién una funcion norma o normaen R. Probaremos ahora
que cuando se tiene una funciéon norma en R, cada elemento a € R puede
escribirse como producto de elementos irreducibles.

Sea b € R, procedamos por induccién sobre la norma de b.

(1) Sib es irreducible, el resultado se tiene.

(2) Supongamos b no irreducible y el resultado valido para b’ € R tal que
n(b") < n(b). Como b es no irreducible, entonces b = ac donde a, ¢ € R,
con a, ¢ no unidades, luego por la condicién (i)

n(b) = n(ac) = n(a)n(c)

y por la condicién (ii), n(a) < n(b) y n(c) < n(b), si a y ¢ son irreduci-
bles terminamos, si no, como las normas son menores que la norma de
b, por la hipdtesis de induccién , los elementos considerados son pro-
ducto de elementos irreducibles, y asi b se descompone como producto
de irreducibles.

Proposicion 4.1 Sea d libre de cuadrados. Considere
R=7Z[Vd = {a+bVd:abeZ}.
Entonces cada elemento de R puede escribirse como producto de irreducibles.

Demostracion: Definimos la funcién n : R — N, tal que para cada
a+bVd e R,

n(a+bvd) = |a® — db?|.

Probaremos que la funcion definida anteriormente satisface las condiciones
(i) y (ii), definidas anteriormente, en efecto:
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(i) Sean a + bV/d, ¢+ ev/d € R, asi

n[(a + bVd)(c + eVd)] = n|(ac + bed) + (ae + be)Vd
|(ac + bed) (ae + be)*d|
[(a® = b*d)(c* — e*d))|

n(a + b\/_)n(c + eVd)

asi la condicién (i) se satisface.

(ii) Si u = a + bV/d es unidad en R, entonces existe v = ¢ + ev/d € R tal
que uv = 1. Pero por la condicién (i), tenemos 1 = n(1),1 = n(u)n(v).
La funcién sélo toma valores enteros positivos, asi n(u) = n(v) = 1.
Ahora si n(u) = 1 entonces u|1 luego u es una unidad.

La funcién n satisface las condiciones requeridas, asi cada elemento de R

puede escribirse como producto de elementos irreducibles.
|

Ejemplo
Considere R = Z[v/—5], aqui 2,3, 1+ 1/—5,1 — /=5 son irreducibles en Ry

no son asociados. Observemos que:

6=2-3=(1—+vV=5)(1++V-5),

asi tenemos que en este caso en R, no se tiene una factorizaciéon tinica como
producto de irreducibles.

Sea R un dominio entero, decimos que R es un dominio de factorizacion
unica, si satisface:

(i) Cada elemento de R distinto de cero y no unidad puede escribirse como
producto de factores irreducibles, y

(ii) esta factorizacién es tnica, en el sentido de que si

a =T Ty, y Q=T Ts,

entonces r = s y reenumerando en caso de ser necesario T ~ Ti.

La condicién (ii), es equivalente a la siguiente condicién:
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(ii)* Si 7 es irreducible y 7 divide a ab, entonces 7|a 6 7|b.

Sea R anillo. Un ideal izquierdo (derecho) I de R es un subgrupo aditivo de
Rtal que RICI (IRCI).
Un ideal I de R es un ideal derecho e izquierdo.

Un ideal I C R es llamado principal si puede ser generado por un soélo
elemento de R. Un dominio R se dice dominio de ideales principales, si cada
ideal de R es principal.

Sea R un anillo. Un ideal M de R se llama maximalsi M # RysiM CI C R
con [ ideal entonces I = M 6 I = R.

Observacion. Si m es un elemento irreducible en un dominio de ideales
principales, entonces el ideal generado por (7) es maximal.

Teorema 4.2 Si R es un dominio de ideales principales, entonces R es un
dominio de factorzacion unica.

Demostracién: Sea S el conjunto de todos los elementos de R que no
pueden escribirse como producto de irreducibles. Supongamos que S # ¢, sea
a; € S, como a; no es irreducible, podemos escribirlo como a; = asby donde
ni ay ni by son unidades. Entonces (a1) G (a2) y (a1) & (b2). Si suponemos
que asg, by &€ S, entonces a; podria escribirse como producto de irreducibles.
Suponemos asi que ay € S, procediendo inductivamente, obtenemos una

cadena infinita de ideales

(a1) G (a2) G- G (an) G-+

o0
Consideremos ahora I = |J(a;), este es un ideal de R, y como R es un
i=1
dominio de ideales principales, I = (a) para algin o € R, entonces a €
I,a € (a,) para algin n, pero entonces (a,) = (an+1), y esto seria una
contradiccién, entonces S = ¢, se satisface asf la condicién (i) de la definicién

de dominio de factorizacién unica.

Probaremos ahora la condicién (ii)*, sea m un elemento irreducible tal que
m|ab para a,b € R, si ™ [ a, entonces el ideal (a,7) = R, asi existen z,y tales
que
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axr + 7y = 1= abxr + mby = 0b.

Entonces 7|abz y w|wby asi 7|b, de lo anterior concluimos que R es un dominio
de factorizacién unica.

Definicién 4.2 Si R es un dominio entero, con una funcion (valuacion o
norma) ¢ : R — N que satisface:

(i) ¥V a,b € R conb # 0, 3 q,r € R tales que a = bg+1r conr = 0
d ¢(r) < o(b).

(i1) Sean a,b ambos no nulos, entonces ¢(a) < ¢(ab).
R se llama dominio euclidiano.

La funcién ¢ es ademas multiplicativa, es decir

Va,be R,¢(ab) = ¢p(a)p(b)

Teorema 4.3 Si el dominio R es euclidiano, entonces R es un dominio de
1deales principales.

Demostracion: Sea I C R un ideal, tomemos a € I tal que a sea un
elemento de norma minima en I. Sea b € I, asi obtenemos ¢,r € R tal que
b=aq+r donder =006 ¢(r) < ¢(a). Peror =b—aqyasir €I, como a es
el elemento de norma minima en I, tenemos r = 0, luego b = aq para algiin
q € R. Por lo tanto a es el generador de I, y R es un dominio de ideales

principales.
|

Nota: Si F es un campo, entonces F[z], el anillo de polinomios en la inde-
terminada x con coeficientes en [, es euclidiano.

Definicién 4.3 Un polinomio f(z) = apa"+a, 12" '+ a1z +ag € Z[x]
se dice primitivo si el mdzimo comiun divisor de los coeficientes de f(x) es
1. En particular un polinomio monico es primitivo.
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El siguiente resultado, es conocido como Lema de Gauss:

Teorema 4.4 Si R es un dominio de factorizacion unica, y f(x) € R[z],
definimos el contenido de f como el mdximo comun divisor de los coeficientes

de f, denotado por C(f). Para f(x),g(x) € Rlx],C(fg) = C(f)C(g).

Demostracién: Considere dos polinomios f(z), g(z) € R[z], con C(f) = ¢
y C(g) = d, donde

f(z) = cap + carx + - - - + caa”

g(x) = dby + dbyx + - - - + db 2™,

donde ¢, d, a;,b; € R, ay,b, # 0. Entonces f = cf* donde f* = ag + a1 +
-+ ++a,z", es un polinomio primitivo, y g = dg*, con ¢* = by+byx+- - - b, x™
un polinomio primitivo. Tenemos fg = cd(f*g*), es suficiente demostrar que
el producto de polinomios primitivos es primitivo. Sea

f*g*:k0+k1$+"'+km+nxn+m,

y supongamos que este polinomio no es primitivo. Entonces todos los coefi-
cientes k; son divisibles por algin 7w € R, con 7 irreducible. Como f* y ¢* son
primitivos, entonces hay al menos un coeficiente de cada polinomio de f* y
de g* que no es divisible por 7. Sean a; y b; los primeros de tales coeficientes
de f*y g%, respectivamente. Tenemos,

kivj = (aobirj + -+ + ai—1bj1) + aibj + (aip1bj1 + - - + aiyjbo)

Se tiene que k;4j,a0,ai1,...,a;—1,bo,b1,...,b;_1 son todos divisibles por m,
as{ a;b; también es divisible por m, como 7 es irreducible, entonces 7|a; o
7|bj, lo cual es una contradiccion, probando con esto que f*g* es primitivo.

Finalmente, puesto que fg = cdf*g*, donde f*g* es primitivo, hemos demos-
trado que

C(fg) =cd=C(f)C(g).
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4.2. Numeros algebraicos

Un nimero « € C se llama nimero algebraico si existe un polinomio

f(z) = anz™ + ap_12" -+ a1z + ag

tal que an,a,_1,...,a0 € Q no todos nulos y f(a) = 0. Si « es una raiz
de un polinomio ménico con coeficientes en Z, decimos que « es un entero
algebraico. Claramente todos los enteros algebraicos son niimeros algebraicos,
el reciproco no es cierto.

Ejemplo
V2

Demostraremos que —— es un numero algebraico, pero no es un entero alge-

braico. En efecto: consideremos el polinomio

f(x) =92% —2 € Qx], asf f (?) =0,

) 2
lo cual prueba que es nimero algebraico. Supongamos ahora que — es entero

algebraico, entonces existe un polinomio ménico en Z[z|, supongamos que tal
polinomio es

g(x) = 2™ + by 12"+ -+ byw + by

2
tal que — es raiz, asi
3 Y

()-8 )+ ()
entonces

(V2)" 4+ b, 13(V2)" 4+ 513" (V2) + 53" = 0

si ¢ es impar, (\/5)Z no es entero, podemos separar nuestra ecuaciéon en las
siguientes ecuaciones
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V2 Z p,20—D/2gn—i — Z b, 212371 — ()

i—impar i—par

para i = 0,1,...,n, como 3|0, cada suma anterior debe ser divisible por 3.
Cada sumando que contiene a b;, i # n, tiene de factor a 3, asi 3 divide al
sumando que contiene a b, = 1, obtenemos asi que 3|2"Y/2 si n es impar,

2
y 3|22 si n es par. En cada caso esto es falso y concluimos asi que g no

es entero algebraico.
Observacion:

i) Si a € Q es entero algebraico, entonces o € Z.

—1£v—-d
2

ii) Si 4|d + 1, entonces es un entero algebraico.

Teorema 4.5 Sea o un numero algebraico. Entonces existe un tunico poli-
nomio p(x) € Q[z] mdnico, irreducible y de grado minimo tal que p(a) = 0.
Por lo tanto si f(z) € Qlz] y f(a) = 0, entonces p(z)|f(z).

Demostracién: Consideremos

F = {p(x) : p(z) € Qlz] y p(a) =0}

Sea p(z) € F tal que su grado es minimo, si p(x) es no irreducible, serfa pro-
ducto de dos polinomios de menor grado en Q[z], es decir, p(x) = a(z)b(x),
asi p(a) = a(a)b(a) = 0, como C es un dominio entero, tendriamos a(a) = 0
6 b(a) = 0, lo cual contradice la minimalidad de p(x), por lo tanto p(z) debe
ser irreducible. Probemos ahora la unicidad, sean p(z) y ¢(x) tales polino-
mios, aplicando el algoritmo de la divisién existen unicos s(x),r(z) € Qlx]
tales que

p(x) = s(x)q(x) + r(x) donde r(z) = 0 6 grad r(x) < grad ¢(z)

pero p(a) = s(a)g(a) + r(a) = 0 como g(a) = 0, entonces r(«) = 0, puesto
que p(z) vy q(x) son polinomios de grado minimo para los cuales « es raiz,
tenemos 7(z) = 0, asi p(z) = s(z)q(x) y s(x) € C*, entonces grad p(x) =
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grad ¢(z), luego p(x) es tnico salvo una constante, podemos suponer asi que
el coeficiente principal es 1.

Finalmente sea f(x) € Q|z] tal que f(«) = 0, supongamos que p(z) no divide
a f(z), puesto que p(z) es irreducible, se tiene que (f(x),p(x)) = 1, luego
existen u(z),v(z) € Q[x] tales que

u(z)p(z) +v(z)f(z) =1, luego  u(a)p(a) +v(e)fla) =0=1

lo cual es una contradiccién, asi p(z)|f(x).
[

El grado de p(z) es llamado el grado de a y se denota por grad «, ademés
p(z) es llamado el polinomio minimo de «. Los nimeros complejos que no
son algebraicos se denominan trascendentes.

4.3. Campos de numeros algebraicos

La teoria de campos de numeros algebraicos es muy vasta, en esta seccién
incluiremos los resultados y definiciones suficientes para el desarrollo del pre-
sente trabajo.

Teorema 4.6 Sea o un numero algebraico. Definimos

Qlo] = {f(a) : f € Qla]}.

Entonces Q[a] es un campo.

Demostracién: Claramente Q[a] es un subanillo de C. Sea f el polinomio
minimo de «, y consideremos el siguiente mapeo ¢ : Q[z] — Qa] definido
por

n n

E aixl—>g a; o

1=0 i=0

sin dificultad se verifica que ¢(f +g) = ¢(f) + ¢(9), ¢(fg) = ¢(f)o(9), es

decir ¢ es un homomorfismo, ademéas Nucl ¢ = (f), el ideal generado por f.
Aplicando uno de los teoremas de homomorfismos de anillos, obtenemos
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Sea ¢ un polinomio en Q[z] tal que f no lo divide. Recordemos que Q|x] es
un dominio euclidiano y por lo tanto es un dominio de ideales principales,
luego el ideal generado por un irreducible es ideal maximal, luego Q[z]/(f)
es un campo. Denotamos a Q[a] por Q(«).

|

El campo F C C es llamado campo de numeros algebraicos si su dimension
sobre Q es finita. La dimensiéon de F sobre Q es llamada el grado de F y
se denota por [F : Q]. Note que si a es un nimero algebraico de grado n,
entonces Q(«) es un campo de nimeros algebraicos de grado n sobre Q.

Sean « y 8 nimeros algebraicos, Q(«, 3) es el campo que contiene a la in-
terseccién de todos los subcampos de C que contienen a Q, v y 3.

Presentamos el siguiente teorema cuya demostracion queda fuera del alcanse

de este trabajo, sin embargo ésta se ecuentra en!.

Teorema 4.7 (Teorema del elemento primitivo) Si « y 5 son nimeros al-
gebraicos, entonces eziste un numero algebraico 0, tal que Q(0) = Q(«, ).

Este teorema puede generalizarse utilizando induccion, es decir: para el con-
junto de numeros algebraicos ay, ..., «,, existe un numero algebraico 6 tal
que

Qaq,...,ap) =Q(6).

Por lo tanto, cualquier campo de nimeros algebraicos F es de la forma Q(0)
para algin nimero algebraico 6.

Sea p(x) el polinomio minimo de «, entonces a las raices del polinomio minimo
p(z) se les llama raices conjugadas o conjugados de a. Asi, si n es el grado
de p(x), entonces « tiene n conjugados. Se verifica sin dificultad que si 3 es
conjugado de «, entonces tienen el mismo polinomio minimo.

1J. Esmonde, Problems in Algebraic Number Theory, Springer. pag. 31
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Sif =00y o2 . 0™ son los conjugados de 6, entonces Q(A?) para
i =2,...,n, es llamado el campo conjugado de Q(0), asi el mapeo definido
por § — 0@ es un monomorfismo F = Q(f) — Q(8®) (refiriéndonos a
los encajes de F en C). Se particionan los conjugados de 6 en raices reales y
raices no reales (llamadas raices complejas).

El campo de ntimeros algebraicos I se llama extension normal (o extension
de Galois) de Q si todos los campos conjugados de I son identicos a F. Por
ejemplo, cualquier extension cuadratica de Q@ es normal, si consideramos a

Q(v/2), sus dos conjugados son Q((3v/2) y Q(¢2+/2), donde (3 = _1+T\/__3,
y son distintos a Q(v/2).

Se define la cerradura normal de cualquier campo F como la extensién F de
grado minimo que contiene a todos los conjugados del campo F. En el caso

de Q(+v/2) su cerradura normal es Q(v/2, (3).

El siguiente teorema proporciona algunas caracterizaciones de los enteros
algebraicos, los incisos 3 y 4 son utilizados mas frecuentemente para verificar
cuando un niimero es entero algebraico o no.

Antes damos la siguiente:

Definicién 4.4 Sea R un anillo conmutativo con identidad. Un R-mddulo
(izquierdo) es un grupo aditivo abeliano M junto con una funcion

p:RxM— M

tal queVr,s€ RyVa,be M
(i) r(a+b) =ra+rb
(ii) (r+ s)a =ra+rb
(iii) r(sa) = (rs)a
(i) la = a.

Teorema 4.8 Probaremos que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. « es un entero algebraico.
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2. El polinomio minimo de « pertenece a Z[x].
3. Zla] es finitamente generado como Z—mddulo.

4. F un Z-mddulo finitamente generado M # {0} en C tal que aM C M.

Demostracién: (1) = (2) Sea f(z) un polinomio ménico en Z[z] tal que
f(a) =0. Sea ¢(z) el polinomio minimo de a.

Por el Teorema 4.5, tenemos que f(z) = ¢(x)(x), para algin ¢ (z) € Qlz],
mas atin
a

() = E¢1($), ¢1(x) es primitivo, a,b € Z, ¢1(x) € Zlx],

W(x) = gwl(a:), Yy (x) es primitivo, ¢,d € Z, ¢ (x) € Z[z].

Ast bdf (z) = acoy(x)yr(x). Por el Lema de Gauss, ¢1(x), () v f(z) son
primitivos, asi bd = +ac y f(x) = +¢1(x)y1(x), entonces los coeficientes
principales de los polinomios ¢1(x) y ¢4 (z) son £1, por lo tanto ¢(a) = 0 =
¢1(a) =0, de esto ¢(x) = £¢(x) el cual es ménico en Z[z].

(2) = (3) Sea ¢(z) = 2™ + ap_12" ' + -+ - + a¢ € Z[z] el polinomio minimo
de a. Ademsds Z[o] = {f(«) : f(z) € Z[x]}, para probar (3) basta obtener
una base finita para Z|[a/.

Probaremos que {1,a,...,a" '} genera a Z[a] (como Z-médulo). En efecto,
para esto es suficiente demostrar que oV, para cualquier N € Z*, es una
combinacién lineal de {1,...,a" '} con coeficientes en Z. Procedamos por
induccién, claramente la afirmacion es valida para N < n — 1. Para N > n,
suponemos cierto para toda o/, j < N

=" " [—(ap + ara + -+ ap_1a"h)]

= (—a""Mag+ (=N "a)a + -+ (o a1 )™
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Por la hipétesis inductiva, —a¥""a; € Z[a], Vi = 0,1,...,n — 1. Entonces
Zla] es un Z-médulo finitamente generado por {1, a,...,a" '}

(3) = (4) Sea M = Z[a]. Claramente aZ[a| C Z]a].

(4) = (1) Sean xy,...,x, generadores de M sobre Z. Asi

M =Zx1 + Zxy + - - - + Zax,

Por hipdtesis ax; € M, Vi =1,2,...,r, existe un conjunto de ¢;; € Z tal
que

n

ar; = g Cij Ti, Vi=1,2,...r

Jj=1
Entonces
T Ty T
C =a| — (C —al) =0
T, Ty Ty
Tenemos que x1, ..., x, no son todos nulos, luego det(C' — al) = 0. En otras
palabras,
Ci1 — % C12 s Cin
C21 Cog =L -+ C2
" =0, cuando = = a.
Cn1 Cn2 tr Cpp — X

Este es una ecuacién polinomial en Z[z]| de grado n cuyo coeficiente principal
es (—1)", de donde

det(C'—zI) nes par

fz) =
—det(C' — zI) n es impar

Entonces f(z) es un polinomio ménico en Z[x] tal que f(a) = 0, asi « es
entero algebraico.
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Teorema 4.9 Sea F un campo de nimeros algebraicos. Sea O el conjunto
de todos los enteros algebraicos de F. Entonces Op es un anillo.

Demostraciéon: Sean «,3 enteros algebraicos, por el teorema anterior
Z[a),Z[3] son finitamente generados como Z-médulos. Asi M = Za, ] es
también finitamente generado como Z-médulo, mas ain

(a£B)M C M, (aB)M C M.

Asi o+ 3y af son enteros algebraicos, es decir a + 3 y a3 pertenecen O,
por lo tanto Op es un anillo.
[ |

4.4. Unidades en campos cuadraticos

Sean [F un campo de niimeros y O el anillo de enteros. Un elemento a € OF es
llamado unidad si existe § € Of tal que a8 = 1. Evidentemente, el conjunto
de todas las unidades en O forman un subgrupo multiplicativo de F*, el cual
se llama el grupo de unidades de FF, denotado por Up.

Definicién 4.5 o € O se llama una raiz de unidad si existe m € N tal que
a™=1.

Sea ' un campo cuadratico. Puede probarse sin dificultad, que la funcién
N : F — R definida por:

N(a) = aa

donde & denota al conjugado de «, es una norma.
Consideraremos el siguiente resultado, que no probaremos, sin embargo su
demostracién puede encontrarse en?.

Proposicién 4.10 Un entero algebraico a es unidad si, y solo si su norma
es N(a) = +1.

2Ribenboim Paulo, Algebraic Number, Ed. Wiley-Interscience 1972, pag. 76
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El estudio de los campos numéricos estéd en la base de la teoria algebraica de
nimeros, en nuestro caso nos restringiremos al caso de los campos cuadrdaticos,
es decir, los campos numéricos de grado 2. Comencemos describiendo a estos
campos.

Si F es un campo cuadratico, la teoria de Galois nos garantiza la existencia
de un elemento primitivo, es decir, existe ¢ € F tal que F = Q((), entonces
el polinomio minimo de ( tiene grado 2, multiplicindolo por una constante
obtenemos un polinomio ax? + bz + ¢ con coeficientes enteros y raiz ¢ y
~b++vD

, y es claro que
2a

a # 0. Si llamamos D = b* — 4ac, entonces ( =

F = Q(VD).

El nimero D no puede ser un cuadrado perfecto, o de lo contrario F = Q
y su grado serfa 1. Digamos que D = m?d, donde d es libre de cuadrados
(quizd d = —1). Entonces vD = mv/d y es evidente que F = Q(v/d). En
resumen todo campo cuadrético es de la forma Q(v/d) para un entero d libre
de cuadrados, asi

Q(Vd) = {a+bVd : a,b € Q}.

Como cada elemento de F es de la forma a 4+ bv/d, su conjugado es a — bV/d,
tenemos asi lo siguiente:

Teorema 4.11 Sea F un campo cuadrdtico, asi F = Q(\/E), con d libre de
cuadrados. Sea Op el anillo de enteros algebraicos. Entonces:

1. a+b/deOp <= 20=uecZ,2b=veZ yu®>—dv>=0 mod 4.

2. Sid#1 mod 4, entonces Op = {a+bVd:a,beZ}. Sid=1 mod 4,
u
2

3. Sid# 1 mod 4, entonces {1,vd} es base de O, y asi Op = Z[\/d).
1++d
2

entonces Op = { + %\/E tu,v € Z,uy v tienen la misma paridad}.

Sid =1 mod 4, entonces {1,

1+Vd
9

} es base de O, y obtenemos

ast O =7
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Demostracién:

73

1. Siz=a+b/de O, entonces su conjugado T = a — bv/d es tambien
un entero algebraico, asi x +7 = 2a € Op N Q = Z, tenemos ademas
que z-T=a?>—db* € Op NQ = Z.

Se sigue que (2a)? — (2b)%d € 4Z. Como (2a)? € Z, tenemos (2b)*d € Z,
pero como d es libre de cuadrados, 2b tiene denominador igual a 1,
asi que v = 2b € Z. Reciprocamente, las condiciones implican a?—db* €
Z,y x es raiz de z* — 2ax + (a® — db?), entonces x es entero algebraico.

2. Examinemos todos los posibles casos en la sucesion:

a) Sid=2 mod 4, entonces

U par | par | impar | impar
v par | impar | par | impar
u? —dv? | 0 2 1 3 mod 4
b) Sid=3 mod 4, entonces
U par | par | impar | impar
v par | impar | par | impar
u? —dv* | 0 1 1 2 mod 4
¢) Sid=1 mod 4, entonces
U par | par | impar | impar
v par | impar | par | impar
u? —dv? | 0 3 1 0 mod 4
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3. La conclusién es obvia, cuando d # 1 mod 4. Consideraremos asi el

caso en que d = 1 mod 4, probaremos que cada entero algebraico
u v
5 + 5\/& (con u,v enteros de la misma paridad), es una combinacién

1
lineal de 1y + , con coeficientes en Z.

Si u y v son pares, es decir u = 2a,v = 2b con a,b € Z, asi

u v 1+ d
§+§\/E:a+b\/ﬁz(a—b)1+2b< 5 )

Si u, v son impares, entonces u — 1 y v — 1 son pares, asi
u v 14+Vd u—1 v—1
5+M—( z )W{ =] va)

el ultimo sumando de la expresion anterior es una combinacion lineal

1
de {1, +2\/E }, con coeficientes en Z.

Teorema 4.12 Consideramos Q(\/E), con d < 0 y libre de cuadrados, las
unidades estdn caracterizadas de la siguiente forma: si d # —1,d # —3,
entonces las unidades de Q(v/d) son 1,—1. Las unidades de Q(v/—1) son

1++/-3 1—+v-3 —-1++v/-3
1,—1,4,—i. Para Q(r/—3), las unidades son 1, —1, + , , + ,

2 2 2
—1—+/-3
—

En este caso, cada unidad es una raiz de unidad.

Demostracion: Sid =2 mod 4 6 d =3 mod 4, entonces los enteros de
@(\/8) son de la forma = = a + bv/d, con a,b € Z; el conjugado de x es de la
forma 2’ = a — bv/d y la norma es N(z) = 22’ = a® — db®>. Como « es unidad,
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es necesario y suficiente que N(z) = %1, asi basta hallar las soluciones de
a?—db* =1 cond < 0.

Las tnicas posibles soluciones son a = £1,b = 0, excepto cuando d = —1, en
cuyo caso también se tienen las soluciones a = 0,b = +1.

bvd
Si d =1 mod 4, los enteros de Q(v/d) son de la forma z = %_, c

a,b € 7 y tienen la misma paridad, procediendo como antes, se obtiene que
el problema se reduce a hallar las soluciones de a? — b*d = 4, asf las tnicas
posibles soluciones son a = +£2,b = 0, excepto en el caso d = —3, donde
tenemos otras soluciones a = £1,b = +1. Estas unidades corresponden a las
seis raices de unidad.

on

Consideraremos ahora el caso en que d > 0, asi Q(v/d) esté contenido en el
campo de los nimeros reales, asi sus unicas raices de unidad son 1 y —1, sin
embargo hay més unidades en Q(v/d).

Teorema 4.13 Sea n el periodo de la fraccidn continua v/d.

1. Todas las soluciones enteras de la ecuacion x* — dy* = 1 estdn dadas
por

r+yVd=E(p,1+ ¢ 1Vd) : €L

donde py_1/Gn-1 es el (n—1)-ésimo convergente de la fraccién continua
V.

2. Sid es libre de cuadrado, d = 2,3 mod 4, entonces pp—1 + gn_1Vd es
unidad fundamental de Q(v/d).

3. La ecuacion x* —dy? = —1 posee solucién entera si y solo sin es impar.

4. Sid tiene un divisor primo p = 3 mod 4, entonces la ecuacién x? —

dy? = —1 no tiene solucion entera.

Demostracion:

1. Cualquier solucién (x,y) esté descrita por la ecuacién

(z 4+ Vdy) ™" = £(z — Vdy)
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Por lo tanto una de 4(a, +b) es solucién de 2 — dy? = +1 y cada uno
de los cuatro pares es solucion. Es suficiente que mostremos que todas
las soluciones positivas estan dadas por

2+ yVd = (ppo1 + g VA)™ ,m < 0.

Por el Teorema 2.8, si 2 — dy? = +1, entonces z = p* 1y = qu_1,
para algin k. Probemos ahora que, si d es un entero positivo libre de
cuadrados, y a = o = V/d, entonces

pi—1 - dqi_l = (_1)ka>

para todo k > 1, entonces py/qy. es el k-ésimo convergente de la fraccién
continua a y ) se define como en el Teorema 2.10. En efecto, por
inspeccién, p2 —dgé = [V/d]? —d = —Q,. Ahora supongamos que k > 2.
Escribimos

QpPr—1 + Pr—2

\/320402[ao,a1,-~-,ak—1,@k]= .
Q-1 + qr—2

Como ay, = (P, 4+ v/d)/Qy, tenemos

Vi = (Py + Vd)pr_1 + Qrpr—o2
(P + \/E)qu + Qrqr—2 ’

luego dgy—1 + (Prgr—1 + Qrqe—2)Vd = Pipr_1 + Qrpr—2 + pr_1Vd

Ecuacién con coeficientes en Q(v/d), tenemos

dgr—1 = Prpr—1 + Qrpr—2

Di—1 = Prqr—1 + Qrqr—o.
Asi

i —dgi_ = (Pe1Ge—2 — Pr2@r1)Qr = (—1)* Q4.
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Por lo anterior, p? | —dg? | = (—1)*Qx = £1 = Q) = %1 y esto
implica que n|k, entonces

P11 <Pon—1 <+ YV Gn-1< Qo1 <- ",

tenemos en particular, que la minima solucion positiva dada por la ecua-
cién es r1 = pp_1,Y1 = ¢n_1. Mostremos ahora que todas las soluciones
positivas (x,,, ¥, ) estan dadas por z,, +ymVd = (x1+y1 \/E)m, m > 0.

Tomando los Q-conjugados, &, — ymVd = (z1 — y1V/d)™

(xm + ym\/c_i>(xm - ym\/g) = (CL’% - dy%)m = (il)m = =x1,

asi (T, Ym) es solucién. Evidentemente, z1 < T, 11 < Ym, asi que
(T, Ym) €s una solucién positiva.

Ahora supongamos que (X, Y’) es una solucién positiva y que no es una
de (Zm, ym). Entonces existe un entero £ > 0 tal que

(@1 + y1\/6_l)” <X+YVd< (21 + ylx/c_l)”“,
1< (.171 + ylx/a)_“(X + Y\/C_Z) <z + yl\/E

Pero z? — dy? = 41, lo cual implica que
(@1 + y1Vd) ™ = [E(z1 — y1Vd))"
Definamos los enteros s, t tales que
s+tVd = (v + y1Vd) (X + Y V) = £(z — i Vd) (X + Y V).
Entonces
s —dt? = [£(x; — V) (X + Y V)] [£(z1 + y1Vd) (X — Y V)]
= X% —dY? =+1.

Asf (s,t) es solucién de la ecuacién con 1 < s + tvd < x1 + y1V/d.
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También,

0<(z1+yVd) < (s+t/d) ' <1<s+t/d
Pero esto implica que
2s = s +tV/d+ [£(s —tVd)] = s +tVd+ (s +t/d) "' > 0
2Vd = s+ tVd + [£(s — t/d)] > 0,

y asi (s,t) es una solucién positiva. Por hipdtesis, entonces s > xq,t >
11y, entonces s + t\/a <21+ Y1 \/;l, y tenemos una contradiccién.

2. Entonces de (1), se sigue inmediatamente que p,_1 + ¢o_1vd > 1.

3. 22—dy’=—1 = x =ps_1,y = qp_1 para algin k, por el Teorema 2.8.
Pero p? |, —dq?_, = (—1)*Qy si y sélo si n|k y k es impar. Claramente
esta solucion existe si y solo si n es impar.

4. 2? —dy? = —1 implica que z> = —1 mod p, para todo p|d. Pero para
p =3 mod 4, esta congruencia no tiene solucion.

|
Tenemos los siguientes ejemplos:

Ejemplos.

1. La fraccién simple de v/6 es, utilizando la notacién del Teorema 2.10,
tomando o = g = \/6, tenemos

Py=0, P =2, P, =2,
Q0:17 Ql:Q’ Q2:17
Oé():\/éa Oé1:2+2\/6, 042:2—’—\/6,

a0:2, a1:27 a2:4,
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Asi, el periodo de la fraccién continua o es 2, entonces v/6 = lag, a1, as] =
2,2, 4]. Un procedimientno dnalogo nos permite obtener que la fraccién
continua de v/23 = [4,1,3, 1, 8].

2. Utilizando el Teorema 4.13 parte (2), calculemos las unidades funda-

mentales de Q(v/6) y Q(v/23). Para /6,

D1 1 1 5
= — = = _— = 1 _ = —
0 [CL(), al] Qo + a1 + 9 9

Ch

asl la unidad fundamental en Q(\/@) es 5+ 2v6.

Para 1/23,C5 = [4,1,3,1] = 24/5. Por lo tanto la unidad fundamental
en Q(v/23) es 24 + 5v/23.

3. Veamos ahora que [d,2d] es la fraccién continua de v/d? + 1. Observe-
mos que

P <d+1<(d+1)* Vd>0,

tenemos asi que | vVd*>+1 || = d y tomando o = ay = Vd®+ 1,

tenemos
Py =0, Py =d,
Qo =1, @1 =1,
ap = \/d27+1, o =d+ \/d27+1,
ag =d, a; = 2d,

Esto implica que el periodo de la fraccién continua vd? + 1 es 1, por
lo tanto

V&2 + 1 = [ag, @] = [d, 2d).

4. Concluyamos ahora que si d> + 1 es libre de cuadrados v d = 1,3
mod 4, entonces la unidad fundamental de Q(v/d? + 1) es d+vd? + 1.

Sid=1,3 mod 4yasid®+1=2 mod 4. Entonces, si d>+1 es libre de
cuadrado, la unidad fundamental de Q(+v/d? + 1) es po+qovVd> + 1 = d+
Vd? + 1. Con esto se puede calcular de manera muy fécil las unidades

fundamentales de Q(+/2), Q(+v/10), Q(v/26).
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5. Veamos ahora que la fraccién continua de v/d? + 2 es [d, d, 2d]. Obser-
vemos que

P <d*+2<(d+1)? Vd>1

tenemos || Vd? + 2 || = d y sea o = ag = Vd? + 2, tenemos

Py =0,

Qo =1,

ag = Vd?*+ 2,
ap = @,

P =d,

Q1 =2,
VP2
1= Ty
a; =d,

P, =d,

Q2 =1,

ay =d+ Vd®+2,
as = 2d,

Por lo tanto el periodo de la fraccién continua de v/d? + 2 es 2, asi

vV d2 + 2= [ao,al,ag] = [d, d, 2d]

asi

P1 1 d2—|—1
—:d —_ =
o ‘TaT T4

Considere ahora d? + 1 libre de cuadrados, entonces las unidades fun-

damentales de Q(v/d? + 2), quedan descritas por:

como para todo d,d? +2 = 2,3 mod 4, la unidad fundamental es
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prtaVE+2=d+1+dVd +2

con lo anterior se calculan de manera muy simple las unidades para
Q(v3), Q(V11), Q(V51), Q(v/66).
|



Conclusiones

El método de fracciones continuas, cuyo principo bésico utiliza el conocido
algoritmo de euclides, tiene un vasto campo de aplicacion, cabe observar que
éste fué uno de los métodos mas conocidos en en siglo XV 11, siendo una de
sus aplicaciones hallar soluciones de ciertas ecuaciones diofantinas.

Una aplicacién inmediata que se tiene del método de fracciones continuas
es el concerniente a la obtencion de la expresién del maximo comin divisor
de dos enteros como una combinacién lineal de éstos (se encuentran una
infinidad de soluciones y no solo una como la que se obtiene de la aplicacion
inmediata del algoritmo de la divisién para dos enteros), ya que lo anterior
se reduce a encontrar las soluciones de una ecuaciéon diofantina lineal en dos
variables.

Otras de sus aplicaciones es que al tratar de obtener soluciones de ciertas
ecuaciones diofantinas, éste involucra procedimientos que permiten calcular
unidades fundamentales de campos cuadraticos, siendo éste un algoritmo
simple y eficiente.

Como mencionamos anteriormente las fracciones continuas tienen una gran
diversidad de aplicaciones, basta comentar que se utilizan para obtener suce-
siones recurrentes, métodos de factorizacion, pruebas de primalidad, juegos
de salén, por mencionar algunas.

Como un hecho curioso, se tiene que la sucesién de Fibonacci y el niimero
aureo, se relacionan via las fracciones continuas.
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