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pero aún más por enseñarme a ver la vida en otras escalas.

Al Dr. Federico Méndez Lavielle,

por sus importantes comentarios y apoyo en este trabajo.

Al claustro de profesores de Termofluidos,

de la SEPI ESIME UA, por sus enseñanzas académicas y cient́ıficas.
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de geometŕıa regular, con condiciones de flujo somero ”,

con número de referencia SIP-20113160.

Al COMECyT,

por el apoyo económico recibido.
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de profundidades ε, con un κ =0.02, para distintos valores de la pendiente

m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.7. Coeficiente de reflexión CR, como una función del parámetro cinemático
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Resumen

En esta tesis se resuelve teóricamente la hidrodinámica de la propagación

del oleaje que incide sobre una superficie inclinada. Se presenta un modelo

adimensional lineal que predice el movimiento de las ondas largas del océano

sobre la geometŕıa seleccionada. Para llevar a cabo este análisis las ecuacio-

nes de conservación de masa y cantidad de movimiento basadas en la teoŕıa

de flujo somero, se adimensionalizan y se resuelven empleando la técnica

de perturbación singular WKB (Wentzel, Kramers y Brillouin). El sistema

de ecuaciones adimensional depende de tres parámetros adimensionales: Un

parámetro cinemático κ que relaciona la competencia entre los efectos gra-

vitatorios y los cinemáticos, el parámetro geométrico ε relaciona dos profun-

didades caracteŕısticas del modelo en estudio y m es la pendiente del fondo.

Usando condiciones de frontera de acoplamiento se obtienen expresiones para

los coeficientes de reflexión y transmisión del oleaje.
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Abstract

In this work, we treat theoretically the hydrodynamic propagation of wa-

ter waves propagating on an inclined face. We show a linear dimensionless

model to predict the motion of the long ocean waves over the selected geo-

metry. In order to predict this analysis, the mass and momentum balance

equations based on the shallow water waves theory, were nondimensionali-

zed and solved using the WKB (Wentzel, Kramers and Brillouin) singular

perturbation technique. The mentioned governing equations contain three

dimensionless parameters: a kinematical parameter κ which denotes the ra-

tio of the potential head due to gravity, to the kinetic head of the ocean

waves along the longitudinal axis of the channel. Meanwhile, ε is a dimen-

sionless geometrical parameter that represents a characteristic depth ratio of

the inclined face and m is the face slope.

Using matching conditions, simple expressions for the reflection and trans-

mission coefficients are obtained.
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Nomenclatura

Letras latinas

AI Amplitud incidente, [m].

AR Amplitud reflejada, [m].
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hx Profundidad en la región 1, [m].
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k Número de onda, k = 2π/λ.

Lc Longitud caracteŕıstica de la región 1, [m].

Lc2 Longitud caracteŕıstica de la región 2, [m].

Lc3 Longitud caracteŕıstica de la región 3, [m].

m Pendiente del fondo.

p Presión hidrostática, Pa.

T Peŕıodo del oleaje, [s].

u Velocidad horizontal, [m/s].

U Velocidad media del agua en el eje longitudinal x, [m/s].

w Velocidad vertical [m/s].

x Coordenada horizontal.

y Coordenada lateral.

z Coordenada vertical.
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Letras Griegas

α Parámetro adimensional geométrico.

ε Parámetro adimensional de profundidades relativas.

η(x, t) Superficie libre del oleaje, [m].

η̄(x) Superficie libre del oleaje en la región 1, [m].

η̂2(x) Superficie libre del oleaje en la región 2, [m].

η̂3(x) Superficie libre del oleaje en la región 3, [m].

κ Parámetro adimensional cinemático.

λ Longitud de onda, [m].

ξ̄(χ̄) Superficie libre adimensional del oleaje en la región 1.

ξ̂2(χ̂2) Superficie libre adimensional del oleaje en la región 2.

ξ̂3(χ̂3) Superficie libre adimensional del oleaje en la región 3.

ρ Densidad del agua, [kg/m3].

ϕ Potencial de velocidad.

χ̄ Variable adimensional longitudinal en la región 1.

χ̂2 Variable adimensional longitudinal en la región 2.

χ̂3 Variable adimensional longitudinal en la región 3.

ω Frecuencia angular del oleaje, s−1.

Sub́ındices

I ,R ,T Oleaje incidente, reflejado y transmitido respectivamente.

−,+ Región izquierda y derecha respectivamente.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El 70% de la superficie de la tierra esta cubierta de agua, el 30% res-

tante la ocupan los continentes. A pesar de que las costas marcan los ĺımites

visibles entre la tierra y el mar, los continentes en realidad no terminan en

las costas, éstos se extienden en los margenes continentales, como se ilustra

en la Fig. 1.1.

Fig. 1.1: Representación esquemática de los ĺımites entre una costa y el mar: (a) plata-

forma continental, (b) pendiente continental, (c) incremento de la plataforma continental,

(d) desfiladero submarino, (e) llanura abisal.
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El margen continental se divide en tres regiones: la plataforma continen-

tal, la pendiente continental y el crecimiento continental que se describe en

el libro de Walker y Wood (2005). En cuanto a la primera región, el agua es

poco profunda comparada con el resto del océano y cerca de la costa el efecto

del fondo sobre el oleaje representa uno de los mecanismos más importantes

en la hidrodinámica costera (nearshore). El cambio de profundidades en el

fondo de la región de costa o litoral genera transformaciones en la propa-

gación del oleaje proveniente del mar, el oleaje perturbado puede provocar

la erosión de playas por el transporte de sedimentos y la resonancia de las

estructuras costeras causando el deterioro en sus componentes f́ısicos, incluso

la destrucción de éstas. Un ejemplo de este fenómeno es la playa de Cancún,

México que debido al oleaje y corrientes maŕınas ha perdido más de 10 me-

tros de playas por el transporte de sedimento, como se ilustra en la Fig. 1.2.

Fig. 1.2: Erosión de playas.

Con la finalidad de recuperar la playa se diseñaron y construyeron es-

tructuras rompeolas, diques de abrigo y otras estructuras maŕıtimas para la

conservación y retención de sedimentos en las playas de Cancún, como se

ilustra en la Fig. 1.3.
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Fig. 1.3: Estructuras rompeolas.

Fig. 1.4: Concentrador de oleaje tipo Tapchan.

En otras situaciones las estructuras costeras también se pueden utilizar

como sistema de amplificación del oleaje, por ejemplo el canal de oleaje co-

nocido como TAPCHAN. La finalidad del concentrador de enerǵıa es trans-

formar la enerǵıa cinética del oleaje en enerǵıa potencial, ver Fig. 1.4.
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Fig. 1.5: Propagación de tsunamis.

Uno de los principales tópicos de investigación en la hidrodinámica del

oleaje, es el estudio de la generación, propagación y evolución de tsunamis

y sus efectos en aguas costeras y puertos. Los tsunamis se generan debido

a un desplazamiento vertical del fondo marino, el volumen desplazado de

agua se propaga sobre el océano dando origen a una onda dispersa que pue-

de convertirse en un tren de ondas, este oleaje puede alcanzar longitudes de

onda en un rango de 50 km a 250 km, la velocidad de propagación de esta

enerǵıa es de alrededor de 650-760 km/h. Las ondas solitarias en la región

costera amplifican el desplazamiento de la superficie libre produciendo ondas

devastadoras con altura superiores a los 20 m al llegar a la zona de playas,

Wu (1981). El tsunami en Japón fue producto de un terremoto ocurrido a

las 14:46:23 hora local del viernes 11 de marzo de 2011 que se ubicó en el

mar, frente a la costa de Honshu, 130 km al este de Sendai, en la prefectura

de Miyagi, Japón. Este terremoto generó ondas de maremoto de hasta 10

m de altura y las cosecuencias de este fenómeno en la zona costera fueron

devastadoras, como se ilustra en la Fig. 1.5.
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El estudio cient́ıfico de los mecanismos de la hidrodinámica de la propa-

gación del oleaje ha sido de suma importancia en el diseño y optimización

de estructuras maŕıtimas de mitigación o amplificación del oleaje.

1.2. Antecedentes

La propagación del oleaje en aguas poco profundas son conocidas en la

literatura especializada como ondas largas y cumplen la siguiente relación

h/λ < 1/20 o kh < π/10 donde h es la profundidad del agua, λ es la

longitud de onda y k = 2π/λ Rahman (2003). A su vez, Svendsen (2006)

clasificó las ondas largas como: ondas largas de amplitud moderada cuya

relación es δ = O(µ2) ≪ 1, ondas largas de amplitud pequeña y admite

la relación (δ/µ2) = (Aλ2/h3) ≪ O(1) y ondas largas de amplitud lar-

ga δ = O(1) ≫ O(µ2), donde δ es un parámetro de amplitud y relaciona

δ = H/h donde H = 2A y A es la amplitud de la onda, µ es el parámetro

de longitud de onda y está dado por µ = h/λ. Una de las principales dificul-

tades para obtener una solución anaĺıtica de la hidrodinámica del oleaje, se

localiza en geometŕıas complicadas de estuarios naturales, sin embargo, para

algunas geometŕıas simplicadas es posible determinar una solución anaĺıtica

aproximada.

Los estudios anaĺıticos de la hidrodinámica del oleaje cerca de la región de

costa probablemente se iniciaron por Stokes (1647), quien desarrolló la pri-

mera teoŕıa de ondas lineal y no-lineal. En la actualidad, esta teoŕıa se refiere

como ondas de Stokes. Durante el siguiente siglo, los distintos fenómenos de

ondas se analizaron desde el punto de vista matemático, obteniéndose resul-

tados favorables. De importancia particular, desde la perspectiva actual fue

el desarrollo de Boussinesq (1847), Korteweg y De Vries (1895), quienes apro-

ximaron una solución para ondas no lineales que se propagan en aguas poco

profundas. Debido a la complejidad geométrica que presenta la batimetŕıa

del fondo del mar, en la actualidad se hace uso de computadoras digitales, ya
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que éstas reducen significativamente las dificultades numéricas que surgen al

analizar geometŕıas complejas, admitiendo variaciones en la profundidad y

amplitud. Con base en las teoŕıas establecidas por Stokes, Boussinesq, Korte-

weg y De Vries surgen constantemente nuevos modelos anaĺıticos, numéricos

y experimentales que toman en cuenta efectos geométricos de la región de

propagación de las ondas y las caracteŕısticas cinemáticas y dinámicas pro-

pias del oleaje. La fricción es un efecto a cosiderar en la propagación de ondas

largas en aguas poco profundas. Con la finalidad de estudiar este efecto en

el oleaje, usando métodos de perturbación Kreiss (1957) investigó la pro-

pagación de ondas peŕıodicas en un canal cerrado por una pared vertical e

indrodujo el término de fricción a la ecuación clásica de velocidad de Lamb lo

cual permitio obtener la solución de primer y segundo orden. En la solución

de primer orden se percató que la oscilación está fuertemente influenciada por

la fricción del fondo del canal. Considerando esta contribución importante,

Gallagher y Munk (1971) analizaron la distorsión no lineal de las ondas largas

en aguas poco profundas causada por los efectos siguientes: la amplitud finita

del oleaje, la pendiente en el fondo y la fricción. La solución de la ecuación

de gobierno se determinó empleando métodos de perturbación y métodos

numéricos. Por su parte, Filloux y Snyder (1971) estudiaron la perturbación

de las ondas de marea provocada por el viento y fricción del fondo del estuario

para diferentes condiciones de oleaje. Basados en los resultados de Filloux

y Snyder (1971), Aubrey y Speer (1985) estudiaron experimentalmente la

distorsión de mareas astronómicas en sistemas de estuarios poco profundos

que se encuentran unidos al océano por un ŕıo estrecho. Sus observaciones se

fundamentaron en la elevación de la superficie del mar y corrientes horizon-

tales en un tiempo de observación de 29 d́ıas, identificando las interacciones

no lineales asociadas con el equilibrio del océano. Posteriormente, Speer y

Aubrey (1985) obtuvieron la solución de la ecuación de conservación de can-

tidad de movimiento tomando en cuenta efectos geométricos y de fricción en

el fondo del canal. Los autores determinaron la influencia que tiene la fricción

y geometŕıa del canal en la asimetŕıa de la elevación de la superficie libre y
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distorsión de la velocidad de las part́ıculas del agua.

La aplicación de la dinámica de fluidos computacional en las últimas déca-

das ha tenido una relevancia significativa. En este contexto, investigadores

como Ouahsine y Bois (2001) modelaron matemáticamente las ecuaciones de

Boussinesq con un gradiente de densidad discontinuo. Para simular el mo-

vimiento del oleaje, adimensionalizaron las ecuaciones de Navier-Stokes, ob-

teniendo parámetros cinemáticos y dinámicos que permiten que el problema

derive en un problema de perturbación singular. Por otro lado, Mead (2004)

propuso un método anaĺıtico en coordenadas de lagrange con el propósito de

trazar la trayectoria de las part́ıculas para evitar tener que generar mallas

complejas. En algunos casos, las discontinuidades de flujo se presentan en

ondas largas, dando origen a un problema de Riemann. La solución de las

ecuaciones de conservación se determinan mediante el método de Godunov y

su desarrollo se presenta en otro trabajo por Toro (2001). En esta dirección,

Lauter et al., (2005) presentaron una solución anaĺıtica de las ecuaciones de

aguas poco profundas, transformadas de un sistema cartesiano fijo a un sis-

tema cartesiano rotatorio, donde modelaron el campo de velocidades de las

part́ıculas del agua. Guinot (2005) y Baghlani et al., (2008) determinaron

la solución del problema de Riemann para un sistema de ecuaciones en dos

dimensiones. Por otro lado, Camassa et al., (2006) estudiaron la dinámica del

oleaje en aguas someras basados en la estructura Hamiltoniana e implemen-

taron un algoritmo moderno, donde el sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias tienen solución en un tiempo finito. Al mismo tiempo, George

(2008) desarrolló una aproximación de Riemann para determinar la solución

de las ecuaciones de flujo somero, tomando en cuenta las discontinuidades del

fondo en la región de propagación del oleaje. El modelo se implementó para

la caracterización de amplificación de tsunamis. Wang et al., (2011) obtu-

vieron la solución de las ecuaciones lineales de conservación de flujo somero

para determinar la perturbación del oleaje producida por la geometŕıa del

canal de propagación.
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La interacción de las ondas largas con estructuras costeras, es un proble-

ma clásico en la ingenieŕıa de costas. La deformación y reflexión del oleaje

en estructuras naturales (arrecifes de coral, plataforma continental) y arti-

ficiales (rompeolas, diques de abrigo) es un importante tópico en el diseño

de estructuras costeras. Lamb (1932), fue uno de los pioneros en desarrollar

una solución aproximada de las ondas largas para la reflexión y transmisión

de una onda incidente que se propaga en un escalón infinito. Posteriormente,

Ohare y Davies (1992) propusieron un modelo anaĺıtico aproximado de la

propagación del oleaje sobre un fondo variable en una dimensión y estimaron

el coeficiente de reflexión para distintas topograf́ıas. Usando un modelo de

flujo potencial, Rhee (1997) obtuvo los coeficientes de reflexión y transmisión

del oleaje que se propaga sobre la pendiente de una plataforma.

Por otro lado, muchos trabajos de investigación estudian la generación,

propagación y amplificación de ondas solitarias en el litoral. Por citar algu-

nos, Sugimoto et al., (1987) transformaron las ecuaciones de Boussinesq a

un problema de valores iniciales usando el método de Korteweg y De Vries

(K-dV), en el que caracterizaron la deformación de una onda solitaria que in-

cide una barrera sumergida. Posteriormente, Silva et al., (2000) presentaron

una solución lineal de la deformación de la superficie libre para la interacción

de tsunamis con estructuras de defensa y estimaron los efectos de reflexión,

transmisión y disipación para rompeolas permeables e impermeables respec-

tivamente, argumentaron que los resultados obtenidos pueden considerarse

para el diseño de rompeolas en zonas altamente śısmicas. Por otro lado, Ben-

der y Dean (2003) estudiaron la propagación de las ondas largas sobre trin-

cheras asimétricas y determinaron los coeficientes de reflexión y transmisión

con tres métodos distintos: el método del escalón, método de la pendiente y

un método numérico. En paralelo, Li et al., (2003) desarrollaron un modelo

numérico para determinar el coeficiente de reflexión de un tren de ondas que

incide de forma oblicua en un rompeolas impermeable. Usando un modelo
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de turbulencia, Lin (2004) determinó los coeficientes de reflexión y transmi-

sión del oleaje que se propaga sobre obstáculos sumergidos, analizó distintas

geometŕıas del obstáculo y concluyó que el caso part́ıcular de un escalón con-

sume hasta un 60% de la enerǵıa total.

En otros trabajos se presenta la solución anaĺıtica aproximada, para la

ecuación de ondas largas con diferentes condiciones de propagación, basados

en las funciones de Bessel. Lin y Liu (2005) usaron las funciones de Bessel

para calcular la solución de las ecuaciones de gobierno de ondas largas que se

propagan sobre un obstáculo sumergido con forma trapezoidal. Combinando

los parámetros geométricos, determinaron el coeficiente de reflexión para un

obstáculo con geometŕıa rectangular, escalón infinito y una pendiente lineal.

Por otro lado chang y Liou (2005) y Didenkulova et al., (2002) usaron el

método de acoplamiento y funciones de Bessel, para estimar los coeficien-

tes de reflexión y transmisión del oleaje incidente que se propaga sobre una

serie de rompeolas con forma trapezoidal. En particular Jung et al., (2008)

propusieron dos soluciones de la ecuación hidrodinámica de la propagación

del oleaje en una trinchera y obtuvieron una solución empleando teoŕıa de

ondas largas. Considerando ondas oblicuas, Wang et al., (2008) emplearon

un método numérico para determinar el coeficiente de reflexión del oleaje,

considerando que las ondas inciden en una estructura con pendiente suave.

Por otro lado Jung y Cho (2009) propusieron un modelo lineal para calcular

los coeficientes de reflexión de ondas largas que se propagan a través de una

pendiente constante. La solución de las ecuación de flujo somero fue deter-

minada usando funciones de Bessel. Recientemente, Bautista et al., (2011)

propusieron un análisis de perturbación singular, para estudiar el compor-

tamiento hidrodinámico del oleaje, que se propaga sobre un canal de ancho

variable y fondo constante.

9



1.3. Propuesta

El fenómeno de propagación de las ondas largas sobre estructuras sumer-

gidas en el fondo del mar, se ilustran en la Fig. 1.6. Como se observa en la

Fig. 1.6(a), el oleaje proveniente del océano se propaga sobre la región 2,

donde el fondo es constante. En este contexto, la solución de las ecuaciones

de gobierno en esta región ha sido resuelta por Lamb (1932). Con lo que res-

pecta a la región 1, el oleaje se deforma a lo largo de la pendiente de la rampa

como se ilustra en la Fig. 1.6(b). Esto genera que la onda incidente se divida

en dos ondas: una onda reflejada que viaja hacia la izquierda de la rampa y

una onda transmitida que viaja hacia la derecha de ésta, sobre la plataforma

en la región 3, como se ilustra en la Fig. 1.6(c). En la literatura especiali-

zada presentada en el estado del arte de este trabajo, nos hemos percatado

que en la mayoŕıa de las investigaciones se ha resuelto la hidrodinámica del

oleaje que corresponde a la región 1 mediante el uso de funciones de Bessel,

Frobenius y otras funciones trascendentales, tomando en cuenta variaciones

lineales en el ancho y fondo de las estructuras de defensa. En este contex-

to, en este trabajo se propone un modelo lineal anaĺıtico adimensional, que

describe la propagación de ondas largas sobre una estructura con pendiente

constante. Con el propósito de resolver el presente modelo se aplica el método

de perturbación WKB (Wentzel, Kramers y Brillouin) reportado por Ben-

der y Orszag (1978), debido a que permite analizar diferentes geometŕıas del

obstáculo, como la que se presenta en la Fig. 1.6. Por otro lado, si usáramos

funciones de Bessel, Frobenius y otras funciones trascendentales, el grado de

manipulación matemática y solución es más compleja que el método propues-

to en este trabajo.
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Fig. 1.6: Representación esquemática de la propagación del oleaje sobre un fondo varia-

ble: (a)propagación del oleaje hacia la plataforma, (b) transformación del oleaje sobre la

pendiente, (c) oleaje reflejado y transmitido
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1.4. Objetivos

Objetivo general :

Caracterizar la hidrodinámica del oleaje, en condición de teoŕıa lineal,

usando una técnica de perturbación singular WKB.

Objetivos particulares :

Proponer un modelo matemático adimensional de la propagación del olea-

je sobre una plataforma con pendiente constante.

Identificar la influencia de los parámetros geométricos y cinemáticos en

la hidrodinámica del oleaje.

Determinar una solución anaĺıtica aproximada de la variación de la su-

perficie libre del oleaje, que se propaga sobre un fondo con transición lineal.

Obtener los coeficientes de transmisión y reflexión del oleaje para distintos

valores de los parámetros adimensionales.

1.5. Aproximación asintótica de ondas extre-

madamente largas

Las velocidades, la presión de la columna de agua y el perfil de la superficie

libre, para el caso de amplitudes pequeñas, se obtiene mediante la teoŕıa de

flujo potencial, Dean y Dalrymple (1991).

u =
H

2

gk

ω

cosh k(h+ z)

cosh(kh)
cos(kx− ωt), (1.1)

w =
H

2

gk

ω

sinh k(h+ z)

cosh(kh)
sin(kx− ωt), (1.2)
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p = −ρgz +
ρgH

2

cosh k(h+ z)

cosh kh
cos (kx− ωt) . (1.3)

Para una onda progresiva, el desplazamiento de la superficie libre en el

mar está dada por

η =
H

2
cos(kx− ωt), (1.4)

En las Ecs. (1.1)-(1.4), u,w, p y η representan las componentes de veloci-

dad de las part́ıculas del agua en dirección horizontal, vertical, la presión de la

columna de agua y el perfil de la superficie libre respectivamente. ρ, g, ω, h, z

y t describen la densidad del agua, la gravedad, la frecuencia del oleaje, la

profundidad del mar, el eje vertical y el tiempo respectivamente; H es la

altura de la onda; k es el número de onda y está dado por 2π/λ. Para esta-

blecer las velocidades u,w y la presión p en el ĺımite de ondas largas donde

kh ≪ π/10, se linealizan las Ecs. (1.1)-(1.3), en el ĺımite z → 0 ,es decir,

para la componente horizontal de la velocidad se tiene

u =
H

2

gk

ω
cos (kx− ωt) , (1.5)

con el propósito de simplificar la componente de velocidad en dirección del

flujo, se sustituye la Ec. (1.4) en la Ec. (1.5) y se obtiene:

u =
ηc

h
(1.6)

Donde c =
√
gh es la velocidad de fase, η(x, t) es el perfil de la superficie

libre. La expresión anterior muestra que la velocidad horizontal es uniforme

en la profundidad.

Por otro lado, para determinar la componente de velocidad vertical de las

part́ıculas del agua la Ec. (1.2) se linealiza y se obtiene

w = −c
(
1 +

z

h

) ∂η

∂x
, (1.7)
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se observa en la igualdad anterior que la componente de velocidad vertical

vaŕıa linealmente, desde el fondo del mar hasta la superficie libre y es mucho

menor en magnitud que u, la proporción de sus valores máximos es

u

w
=

1

kh
, (1.8)

donde kh ≪ 1.

Y para el caso de la presión, la Ec. (1.3) se presenta en su forma lineal

como

p = −ρgz + ρgη. (1.9)

Se observa en la expresión anterior, que la presión bajo las ondas largas

es hidrostática y la aceleración vertical de las part́ıculas es pequeña, Dean y

Dalrymple (1991).

1.6. Teoŕıa de Airy para ondas muy largas

Tomando en cuenta que el fluido es no viscoso, incompresible y de movi-

miento irrotacional, la ecuación de cantidad de movimiento en la dirección x

se simplifica en la forma siguiente

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
. (1.10)

Para canales esbeltos, la variación lateral de la amplitud es desprecia-

ble comparada con la variación longitudinal, Mei et al., (1982), tomando en

cuenta que la velocidad horizontal u es uniforme en la profundidad, la Ec.

(1.10), se reduce a una ecuación no lineal, como sigue

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −1

ρ

∂p

∂x
, (1.11)

tomando en cuenta la Ec. (1.9) que establece que la presión es hidrostática

p = ρg(η − z). La Ec. (1.11) se escribe de la forma siguiente
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∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −g

∂η

∂x
. (1.12)

La ecuación de conservación de masa bidimensional para un flujo incom-

presible es la Ec. (1.13).

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0. (1.13)

Condiciones de frontera. Las solución de las Ecs. (1.12) y (1.13) en condicio-

nes de flujo somero requiere de condiciones de frontera espećıficas, las cuales

son de carácter cinemático y dinámico, Dean y Dalrymple (1991).

h(x)

u
-w

z

=
u
w
_ __

- dh
dx

Nivel medio del agua
x

Fig. 1.7: Representación esquemática del fondo del mar y de las condiciones de frontera

en dos dimensiones.

Una de éstas condiciones de frontera se ilustra en la Fig. 1.7 y se presenta

en el fondo del mar donde la velocidad se expresa de la siguiente forma

z = −h(x) w(−h) = −u(−h)
dh

dx
. (1.14)

La condición de frontera cinemática de la superficie libre del mar, relaciona

la velocidad de las part́ıculas del agua al aproximarse a la superficie libre y

se describe por la siguiente relación

z = 0 w(η) =
∂η

∂t
+ u(η)

∂η

∂x
. (1.15)
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Asumiendo que la velocidad horizontal no es una función de la profundi-

dad, la Ec. (1.13) se integra en toda la profundidad desde z = −h hasta la

superficie libre del océano z = η, y se obtiene la siguiente relación∫ η

−h

∂u

∂x
dz + w(η)− w(−h) = 0, (1.16)

el primer término de la Ec. (1.16) puede integrarse usando la regla de Leibniz,

∂

∂x

∫ β(x)

α(x)

Q (x, y) dy =

∫ β(x)

α(x)

∂

∂x
Q (x, y) dy (1.17)

+Q (x, β (x))
∂β (x)

∂x
−Q (x, α (x))

∂α (x)

∂x
,

y se obtiene la siguiente relación

∂

∂x

∫ η

−h

udz =

∫ η

−h

∂u

∂x
dz + u (η)

∂η

∂x
+ u (−h)

∂h

∂x
. (1.18)

Despejando el primer término de la derecha de la igualdad anterior, se

tiene

∫ η

−h

∂u

∂x
dz =

∂

∂x

∫ η

−h

udz − u (η)
∂η

∂x
− u (−h)

∂h

∂x
, (1.19)

sustituyendo la Ec. (1.19) en la Ec. (1.16) se obtiene

∂

∂x

∫ η

−h

udz − u (η)
∂η

∂x
− u (−h)

∂h

∂x
+ w (η)− w (−h) = 0, (1.20)

sustituyendo las condiciones de frontera de las Ecs. (1.14) y (1.15) en la Ec.

(1.20), se consigue una nueva relación

∂

∂x

∫ η

−h

udz − u (η)
∂η

∂x
− u (−h)

∂h

∂x
+

∂η

∂t
(1.21)
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+u (η)
∂η

∂x
+ u (−h)

∂h

∂x
= 0.

Sumando los términos semejantes en la Ec. (1.21), la expresión se reduce

∂η

∂t
+

∂

∂x

∫ η

−h

udz = 0. (1.22)

Considerando que la componente horizontal de la velocidad es constante

sobre la profundidad, la velocidad u puede escribirse como un valor promedio

U =
1

h+ η

∫ η

−h

udz, (1.23)

sustituyendo la Ec. (1.23) en la Ec. (1.22). La ecuación de continuidad pro-

mediada en la profundidad es

∂η

∂t
+

∂

∂x
[U (h+ η)] = 0, (1.24)

finalmente, tomando en cuenta que en ondas de amplitud pequeña h ≫ η, la

Ec. (1.24) se puede escribir como

∂η

∂t
= − ∂

∂x
[Uh] . (1.25)

De forma análoga la ecuación de cantidad de movimiento, dada por la

Ec. (1.12) se integra en la vertical desde z = −h hasta z = η, considerando

amplitudes pequeñas, la componente horizontal de la velocidad (u∂u/∂x) = 0

∫ η

−h

∂u

∂t
dz = −g

∂η

∂x

∫ η

−h

dz, (1.26)

la integrales de la Ec. (1.26) se resuelven usando la regla de Leibniz y sustitu-

yendo las condiciones de frontera Ecs. (1.14) y (1.15) dando como resultado
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∂

∂t

∫ η

−h

udz = −g (h)
∂η

∂x
. (1.27)

La velocidad u es promediada por la Ec.(1.23), la cual sustituida en la

Ec.(1.27) se obtiene

∂U

∂t
= −g

∂η

∂x
. (1.28)

Las Ecs. (1.25) y (1.28) corresponden a las ecuaciones de conservación de

masa y cantidad de movimiento promediadas, para el ĺımite de flujo somero.
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Caṕıtulo 2

Planteamiento del problema

2.1. Descripción del problema f́ısico

El modelo f́ısico en estudio se muestra en la Fig. 2.1. El eje z es positivo en

el sentido vertical, con origen en la superficie libre del agua y el eje horizontal

x es positivo hacia la derecha. El modelo f́ısico se divide en tres regiones

diferentes R1, R2 y R3 y las profundidades para cada región tienen una

distribución lineal de la forma siguiente.

h(x) =


R2 : h2 x ≤ 0

R1 : h2 −
(
h2−h3

L
x
)

0 ≤ x ≤ L

R3 : h3 x ≥ L


donde h2 y h3 son las profundidades correspondientes a las regiones R2 y R3

respectivamente, L es la proyección horizontal de la pendiente en la región R1

y para la regiones R2 y R3 la variable espacial x se extiende de −∞ ≤ x ≤ 0

y L ≤ x ≤ ∞, respectivamente. Se asume que la superficie del fondo es

impermeable, lo cual significa que no hay transferencia de masa. El oleaje se

propaga desde la región R2 con una amplitud f́ısica AI . Debido al efecto que

tiene la pendiente del fondo en la hidrodinámica del oleaje, un porcentaje de
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esta enerǵıa se refleja con una amplitud AR y otro se transmite a la región

R3 con una amplitud AT .

Fig. 2.1: Esquema del modelo f́ısico en estudio.

2.2. Hipótesis

A continuación se presentan las siguientes consideraciones:

1. El flujo es irrotacional.

2. El oleaje que incide en la rampa posee una amplitud natural conocida

AI .

3. La velocidad en dirección vertical es despreciable comparada con la

velocidad en dirección horizontal, como se aprecia en la Ec. (1.8) del

ĺımite asintótico.

4. En un canal esbelto no existen variaciones en la velocidad transversal

como se muestra, Mei et al., (1982).
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5. El oleaje perturbado se debe únicamente al efecto de la geometŕıa del

fondo del mar con el oleaje.

6. La longitud del oleaje es mucho mayor que la profundidad h/λ ≪ 1.

7. Las amplitudes del oleaje son pequeñas con relación a la profundidad

del agua η/h ≪ 1.

De acuerdo con las hipótesis anteriormente señaladas, las ecuaciones de

gobierno que describen la hidrodinámica del oleaje en condición de flujo

somero, están dadas por

∂U

∂t
= −g

∂η

∂x
. (2.1)

∂η

∂t
= − ∂

∂x
[Uh] . (2.2)

La Ec. (2.1) representa la conservación de cantidad de movimiento y la

Ec. (2.2) es la ecuación de conservación de masa, donde U(x, t) es la velocidad

media del agua en el canal, η(x, t) es el desplazamiento de la superficie del

agua con respecto al nivel medio del mar, t es el tiempo, g es la aceleración

de la gravedad y h(x) es la variación del fondo en la región R1. Derivando la

Ec. (2.2) con respecto al tiempo se tiene

∂2η

∂t2
= − ∂

∂x

[
h
∂U

∂t

]
, (2.3)

sustituyendo la Ec. (2.1) en la Ec. (2.3) resulta

∂2η

∂t2
= g

∂

∂x

[
h
∂η

∂x

]
, (2.4)

desarrollando la derivada con respecto a x, la Ec. (2.4) se reescribe en la

forma siguiente

∂2η

∂t2
= g

{
h
∂2η

∂x2
+

∂η

∂x

∂h

∂x

}
, (2.5)
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tomando en cuenta que la variación del fondo en la región R1 en el intervalo

0 ≤ x ≤ L es h = h2 − [(h2 − h3)/L]x. La Ec. (2.5) se expresa de la forma

siguiente

∂2η

∂t2
= g

{[
h2 −

(
h2 − h3

L
x

)]
∂2η

∂x2
−
(
h2 − h3

L

)
∂η

∂x

}
. (2.6)

La ecuación anterior puede simplicarse a una ecuación diferencial ordina-

ria de segundo orden, considerando que η(x, t) es periódica y modulada por

una amplitud variable a lo largo de eje longitudinal x

η = η̄ cos(ωt). (2.7)

Donde η̄(x) es el desplazamiento de la superficie del agua en cualquier

sección transversal en la región R1 y vaŕıa en x, ω = 2π/T es la frecuencia

angular del oleaje y T es el peŕıodo de oscilación. Sustituyendo la Ec. (2.7)

en la Ec. (2.6) se obtiene la ecuación

g

{[
h2 −

(
h2 − h3

L
x

)]
d2η̄

dx2
−
(
h2 − h3

L

)
dη̄

dx

}
+ ω2η̄ = 0. (2.8)

Con las siguientes condiciones de frontera

x = 0 η̄ = AI + AR, (2.9)

y

x = L η̄ = AT . (2.10)

El problema de valores en la frontera descrito por la Ec. (2.8) correspon-

de a una ecuación diferencial lineal ordinaria, de segundo orden, homogénea

y con coeficientes variables que describe la hidrodinámica del oleaje en la

región R1.
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Para las regiones R2 y R3, donde las profundidades son constantes en los

intervalos x ≤ 0 y x ≥ L respectivamente, la ecuación de gobierno está dada

por las siguiente expresión

∂2η(x, t)

∂t2
= gh2(3)

∂2η(x, t)

∂x2
, (2.11)

donde h2(3) es la profundidad correspondiente a la región R2 y R3, respec-

tivamente. La Ec. (2.11) puede expresarse como un problema de valores en

la frontera, considerando que la amplitud del oleaje es periódica y modulada

por la siguiente ecuación

η = η̂2(3) cos(ωt). (2.12)

Sustituyendo la Ec. (2.12) en la Ec. (2.11), se obtiene

d2η̂2(3)
dx2

+ k2
2(3)η̂2(3) = 0. (2.13)

Donde η̂2(3) es el desplazamiento de la superficie libre del agua en cual-

quier sección transversal de las regiones R2 y R3, respectivamente y k =

ω/(gh2(3))
1/2.

La Ec.(2.13) tiene como solución general

η̂2(x) = AIe
ik2x + ARe

−ik2x. (2.14)

η̂3(x) = AT e
ik3x. (2.15)

La Ec. (2.14) representa la amplitud total en la región R2 y está com-

puesta por la suma de la onda incidente más la reflejada. El signo negativo

en la función exponencial que multiplica a AR, indica que la onda se propaga

en sentido opuesto al eje x.

En el caso de la Ec. (2.15) la amplitud únicamente es función de la am-

plitud transmitida debido a que no existe ningún obstáculo o cambio en la

sección transversal del canal que pudiera reflejar el oleaje en esa región. Cabe
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precisar que las incógnitas AR y AT son amplitudes de reflexión y transmi-

sión, que se determinarán empleando condiciones de frontera apropiadas, Mei

et al., (1982).

2.3. Adimensionalización de las ecuaciones de

gobierno

Con el propósito de resolver el problema de la hidrodinámica del oleaje

considerando flujo potencial y amplitudes pequeñas, en esta sección se pre-

senta las ecuaciones de gobierno adimensionales introduciendo las siguientes

variables adimensionales

ξ̄ =
η̄

h2

, χ̄ =
x

Lc

, (2.16)

donde Lc =
√
L2 + (h2 − h3)2. Sustituyendo las variables adimensionales

anteriores en la Ec. (2.8) y mediante simplificaciones algebráicas se obtiene

la siguiente expresión

κ
d2ξ̄

dχ̄2
− κα

(1− αχ̄)

dξ̄

dχ̄
+

ξ̄

(1− αχ̄)
= 0, (2.17)

el parámetro adimensional cinemático κ y geométrico α están dados por

κ = gh2

ω2[L2+(h2−h3)
2]

y α =
√
1 +m2 (1− ε) ,

los parámetros m y ε son,

m =
h2 − h3

L
y ε =

h3

h2

.

Y representan la pendiente de la rampa y la profundidad relativa, respec-

tivamente.
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Para valores pequeños del parámetro κ es posible obtener una solución

aproximada de la Ec. (2.17), usando técnicas de perturbación. El paráme-

tro κ representa la competencia entre el efecto potencial, gh2, y el efecto

cinemático, ω2[L2+(h2−h3)
2] asociado a la frecuencia ω del oleaje en aguas

poco profundas. Desde el punto de vista f́ısico, cuando el ĺımite κ ≪ 1, se

interpreta como la propagación de una onda en flujo somero donde los efectos

cinemáticos prevalecen. Desde el punto de vista geométrico, el ĺımite κ ≪ 1

corresponde a considerar una pendiente inclinada con una proyección hori-

zontal, L, muy larga comparada con la profundidad h2 para valores finitos

de la frecuencia ω y la altura h3. En la siguiente sección se determina una

solución asintótica de la Ec. (2.17) considerando la relevancia de los casos

prácticos en el ĺımite anterior.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa WKB: ĺımite asintótico

κ ≪ 1

3.1. Solución asintótica

En esta sección, se determina la solución análitica aproximada de la Ec.

(2.17), mediante la técnica de perturbación WKB (Wenzel, Kramers y Bri-

llouin), en el ĺımite asintótico κ ≪ 1.

La técnica WKB puede aplicarse cuando la ecuación diferencial que des-

cribe el fenómeno en estudio es lineal y la derivada de orden superior está mul-

tiplicada por el parámetro pequeño. Cabe precisar que para usar esta técnica,

no importa si la ecuación diferencial está expresada en variables f́ısicas o en

forma adimensional. Desde el punto de vista f́ısico, el parámetro pequeño

κ establece que los efectos gravitatorios son dominados por los efectos ci-

nemáticos.

Para aplicar la técnica de perturbación WKB, la Ec. (2.17) se transforma

a su forma canónica, usando la transformación de Liouville, presentada por

Milson (1998).

ϕ′′(χ̄) + I(χ̄)ϕ(χ̄) = 0, (3.1)

26



donde ϕ(χ̄) corresponde a un cambio de variable de la forma,

ϕ(χ̄) = ξ̄(χ̄)e
1
2κ

∫ χ̄
0 b(χ̄) dχ̄, (3.2)

el coeficiente variable I(χ̄) en la Ec. (3.1) se calcula mediante la siguiente

relación matemática,

I(χ̄) =
4κc− 2κb

′ − b2

4κ2
. (3.3)

Las Ecs. (3.2) y (3.3), los coeficientes b, b
′
y c, corresponden a los factores

del segundo y tercer termino del miembro izquierdo de la Ec. (2.17)

b = − κα

1− αχ̄
, b

′
= − κα2

(1− αχ̄)2
, c =

1

(1− αχ̄)
.

Sustituyendo los términos anteriores en las Ecs. (3.2) y (3.3)

ϕ(χ̄) =
√

(1− αχ̄)ξ̄(χ̄), (3.4)

y

I(χ̄) =
1

κ(1− αχ̄)
+

α2

4(1− αχ̄)2
. (3.5)

Sustituyendo la Ec. (3.5) en la Ec. (3.1) y multiplicando la ecuación re-

sultante por el parámetro adimensional κ, se obtiene

κϕ′′(χ̄) +

[
1

(1− αχ̄)
+

κα2

4(1− αχ̄)2

]
ϕ(χ̄) = 0. (3.6)

La Ec. (3.6) representa la forma canónica de la Ec. (2.17). La solución de

la Ec. (3.6) se propone como una serie de potencias de la forma

ϕ(χ̄) ∼ exp

[
1

ς

∞∑
n=0

ςnSn(χ̄)

]
, ς → 0; (3.7)

con primera y segunda derivadas, dadas por
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ϕ′(χ̄) ∼

[
1

ς

∞∑
n=0

ςnS
′

n(χ̄)

]
exp

[
1

ς

∞∑
n=0

ςnSn(χ̄)

]
, ς → 0; (3.8)

ϕ′′(χ̄) ∼

 1

ς2

(
∞∑
n=0

ςnS
′

n(χ̄)

)2

+
1

ς

∞∑
n=0

ςnS
′′

n(χ̄)

 (3.9)

exp

[
1

ς

∞∑
n=0

ςnSn(χ̄)

]
, ς → 0;

donde Sn es la fase no constante y de lenta variación en la región analizada,

por otro lado ς se entiende como una función de fase y es una variable adimen-

sional desconocida, ésta puede obtenerse como una función del parámetro κ,

donde ς → O(κ), ver Bender y Orszag (1978).

Teniendo en cuenta las Ecs. (3.7)-(3.9) y sustituyendolas en la Ec. (3.6),

se obtiene la siguiente ecuación, que es válida hasta el orden uno de S

κ

ς2
S

′2
0 +

κ

ς
2S

′

0S
′

1+κS
′2
1 +

κ

ς
S

′′

0 +κS
′′

1 +

[
1

(1− αχ̄)
+

κα2

4(1− αχ̄)

]
= 0. (3.10)

El término dominante de la Ec. (3.10), es κS
′2
0 /ς

2, por lo tanto mediante

un balance dominante éste debe tener el mismo orden de magnitud que la

unidad, Holmes (1995), con lo cual se puede proponer la siguiente relación

κ

ς2
∼ 1,

obteniéndose

ς = κ1/2. (3.11)

Reemplazando la relación anterior en la Ec. (3.10) y agrupando términos

de la misma potencia de κ , se obtiene la siguiente ecuación:
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κ0

[
S

′2
0 +

1

(1− αχ̄)

]
+ κ1/2[2S

′

0S
′

1 + S
′′

0 ] (3.12)

+κ1

[
S

′2
1 + S

′′

1 +
κα2

4(1− αχ̄)

]
= 0.

Agrupando los términos de orden κ0 y κ1/2 de la Ec. (3.12) se tiene

κ0 : S ′2
0 +

1

(1− αχ̄)
= 0, (3.13)

y

κ1/2 : 2S ′
0S

′
1 + S ′′

0 = 0. (3.14)

Depespejando S ′
0 de la Ec. (3.13), se obtiene

S ′
0 = ± i

(1− αχ̄)
, (3.15)

donde i = (−1)1/2; integrando la ecuación anterior con respecto a la variable

χ̄, la solución de S0 resulta

S0 = ±2i

α
(1− αχ̄)1/2 + C. (3.16)

El procedimiento de solución para el orden κ1/2 es de forma similar al que

se desarrolló en la solución del orden κ0. Despejando a S ′
1 de la Ec. (3.14) y

teniendo en cuenta la primera y segunda derivada de S0, resulta

S ′
1 = − α

4(1− αχ̄)1/2
, (3.17)

la solución de S1 está dada por;

S1 =
1

4
ln(1− αχ̄) +D. (3.18)

Las constantes C y D en las Ecs. (3.16) y (3.18), se determinan con

condiciones de frontera apropiadas. Sustituyendo los valores de S0 y S1 en la

Ec. (3.7) se obtiene la solución anaĺıtica aproximada de la Ec. (3.6)
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ϕ(χ̄) = (1− αχ̄)1/4
(
Ce

2(1−αχ̄)1/2

κ1/2α
i
+De

− 2(1−αχ̄)1/2

κ1/2α
i

)
. κ → 0. (3.19)

Finalmente, reemplazando la Ec.(3.19) en la Ec. (3.4), se obtiene la solu-

ción anaĺıtica aproximada de la Ec. (2.17)

ξ̄(χ̄) =
1

(1− αχ̄)1/4

(
Ce

2(1−αχ̄)1/2

κ1/2α
i
+De

− 2(1−αχ̄)1/2

κ1/2α
i

)
. κ → 0. (3.20)

Con el propósito de adimensionalizar las ecuaciones de gobierno de la

regiones R2 y R3, se presentan las variables adimensionales

ξ̂ =
η̂2
h2

, χ̂ =
x

(gh2)1/2/ω
y ξ̃ =

η̂3
h3

, χ̃ =
x

(gh3)1/2/ω
. (3.21)

Sustituyendo las variables adimensionales anteriores en las Ecs. (2.14) y

(2.15), se obtienen las soluciones en su forma adimensional

ξ̂(χ̂) = βIe
χ̂i + βRe

−χ̂i, (3.22)

y

ξ̃(χ̃) = βT e
χ̃i. (3.23)

Donde βI = AI/h2, βR = AR/h2 y βT = AT/h3. Las constantes complejas

βR y βT se determinan con las condiciones de frontera apropiadas. En la

siguiente sección se muestra el procedimiento para estimar las constantes

C,D, βR y βT de las Ecs. (3.20), (3.22) y (3.23).
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Caṕıtulo 4

Coeficientes de reflexión y

transmisión del oleaje

4.1. Coeficientes de reflexión y transmisión

del oleaje

Desde un punto vista energético, en la hidráulica maŕıtima se definen los

coeficientes de reflexión CR y transmisión CT del oleaje, éstos representan el

porcentaje de enerǵıa que se refleja o se transmite, respectivamente, como

una consecuencia de las variaciones geométricas en la zona de propagación,

la suma de éstos debe corresponder a la enerǵıa total del oleaje incidente.

Desde un punto de vista de ingenieŕıa, la importancia de estos coeficientes

radica, en que permiten cuantificar la amplitud del oleaje que se refleja y que

se transmite, con lo cual es posible obtener alturas de oleaje que permitan,

en una primera aproximación, diseñar estructuras maŕıtimas, eficientes y

seguras.

Con el propósito de determinar los coeficientes de reflexión y transmisión,

se considera que la elevación y la pendiente de la superficie libre del agua en

la fronteras entre cada región, deben prevalecer. Para cumplir la condición

anterior se aplican las condiciones de frontera acopladas.
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Para las regiones R2 y R1

ξ̂|χ̂=0 = ξ̄|χ̄=0 y
dξ̂

dχ̂

∣∣∣∣∣
χ̂=0

= κ1/2 dξ̄

dχ̄

∣∣∣∣
χ̄=0

, (4.1)

similarmente, para las regiones R1 y R3

ξ̄|χ̄= 1√
1+m2

= ε ξ̃|χ̃= ωL

(gh3)
1/2

y κ1/2 dξ̄

dχ̄

∣∣∣∣
χ̄= 1√

1+m2

= ε1/2
dξ̃

dχ̃

∣∣∣∣∣
χ̃= ωL

(gh3)
1/2

(4.2)

sustituyendo las Ecs. (3.20) y (3.22) en la Ec. (4.1) se obtiene las siguientes

relaciones algebraicas,

−βR + e
2

κ1/2α
i
C + e

− 2

κ1/2α
i
D = βI (4.3)

y

βR − e
2

κ1/2α
i

[
1 +

κ1/2α

4
i

]
C + e

− 2

κ1/2α
i

[
1− κ1/2α

4
i

]
D = βI . (4.4)

Análogamente, sustituyendo las Ecs. (3.20) y (3.23) en la Ec. (4.2) se

obtiene

e
2ε1/2

κ1/2α
i
C + e

− 2ε1/2

κ1/2α
i
D − ε5/4e

ωL

(gh3)
1/2

i
βT = 0, (4.5)

y

−e
2ε1/2

κ1/2α
i
C

[
1 +

κ1/2α

4ε1/2
i

]
+ e

− 2ε1/2

κ1/2α
i
D

[
1− κ1/2α

4ε1/2
i

]
− ε5/4e

ωL

(gh3)
1/2

i
βT = 0.

(4.6)

Las Ecs. (4.3)-(4.6) se puede expresar en forma matricial como
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−1 e

2

κ1/2α
i

e
− 2

κ1/2α
i

0

1 −e
2

κ1/2α
i
(
1 + κ1/2α

4
i
)

e
− 2

κ1/2α
i
(
1 + κ1/2α

4
i
)

0

0 e
2ε1/2

κ1/2α
i

e
2ε1/2

κ1/2α
i −ε5/4e

ωL

(gh3)
1/2

i

0 −e
2ε1/2

κ1/2α
i
(
1 + κ1/2α

4ε1/2
i
)

−e
2ε1/2

κ1/2α
i
(
1 + κ1/2α

4ε1/2
i
)

−ε5/4e
ωL

(gh3)
1/2

i




βR

C

D

βT

 =


βI

βI

0

0


la solución del sistema de ecuaciones, expresada en su forma matricial, se

obtiene mediante la regla de Cramer, como sigue

βR

βI

=

[
−κ1/2α

(
1

ε1/2
+1

)
sin(φ)+

i
[
κ1/2α

(
1

ε1/2
−1

)
cos(φ)− κα2

4ε1/2
sin(φ)

]
]

[
−8 cos(φ)+κ1/2α

(
1− 1

ε1/2

)
sin(φ)+

i
[
κ1/2α

(
1− 1

ε1/2

)
cos(φ)+

(
κα2

4ε1/2
+8

)
sin(φ)

]
] . (4.7)

βT

βI

=
−e−θi

ε5/4
[

− cos(φ)+κ1/2α
8

(
1− 1

ε1/2

)
sin(φ)+

i
[
κ1/2α

8

(
1− 1

ε1/2

)
cos(φ)+

(
κα2

32ε1/2
+1

)
sin(φ)

]
] . (4.8)

Donde φ = 2(1 − ε1/2)/(κ1/2α) y θ = ωL/(gh3)
1/2. Adicionalmente las

constantes C y D están dadas por

C =
βI

(
ε−1/2κ1/2αi

)
e

−2ε1/2

κ1/2α
i

κα2

8ε1/2
eφi −

[
8 + κα2

8ε1/2
+ κ1/2α

(
1

ε1/2
− 1
)
i
]
e−φi

(4.9)

y

D =
−4βI

(
1 + κ1/2α

8ε1/2
i
)
e

2ε1/2

κ1/2α
i

κα2

16ε1/2
eφi −

[
4 + κα2

16ε1/2
+ κ1/2α

2

(
1

ε1/2
− 1
)
i
]
e−φi

. (4.10)

Con la finalidad de calcular los coeficientes de reflexión y transmisión de

las ondas largas que inciden a través de una superficie inclinada en el ĺımite
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κ ≪ 1, se considera que la enerǵıa total de la onda incidente es la suma

de la enerǵıa total reflejada y transmitida. Este argumento ha sido utilizado

por otros autores Lin (2004); Chang y Liou (2005). La hipótesis anterior, en

términos de nuestra variable, puede escribirse como

C2EOR + C3EOT = C2EOI . (4.11)

Donde EOI = ρgA2
I/2, EOR = ρgA2

R/2 y EOT = ρgA2
T/2, son las enerǵıas

de incidencia, reflejada y transmitida del oleaje, respectivamente. Por otro

lado, para ondas largas no dispersivas, las velocidades de fase están dadas

por C2 =
√
gh2 y C3 =

√
gh3. Tomando en cuenta las relaciones anteriores

la Ec. (4.11) se puede escribir como

ρgA2
R

2

√
gh2 +

ρgA2
T

2

√
gh3 =

ρgA2
I

2

√
gh2, (4.12)

dividiendo la Ec. (4.12) por el factor (ρgA2
I/2)

√
gh2, se obtiene(

AR

AI

)2

+ ε1/2
(
AT

AI

)2

= 1. (4.13)

Los términos del lado izquierdo de la Ec. (4.13), representan el porcentaje

de enerǵıa reflejada y transmitida, respectivamente. Estos valores siempre son

cantidades positivas, por lo cual la Ec. (4.13) puede definirse en términos de

valores absolutos ∣∣∣∣AR

AI

∣∣∣∣2 + ε1/2
∣∣∣∣AT

AI

∣∣∣∣2 = 1. (4.14)

De una forma simplificada la ecuación anterior se puede escribir como

C2
R + C2

T = 1. (4.15)

Donde CR y CT son los coeficientes de reflexión y transmisión, respectiva-

mente. Considerando el concepto de conservación de enerǵıa, los coeficientes

de la Ec. (4.15) son
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CR =

∣∣∣∣AR

AI

∣∣∣∣ (4.16)

y

CT = ε1/2
∣∣∣∣AT

AI

∣∣∣∣ . (4.17)

Sustituyendo los valores de βI = AI/h2, βR = AR/h2 y βT = AT/h3 en las

Ecs. (4.16) y (4.17) los coeficientes de reflexión y transmisión se reescriben

de la forma siguiente

CR =

∣∣∣∣βR

βI

∣∣∣∣ (4.18)

y

CT = ε5/4
∣∣∣∣βT

βI

∣∣∣∣ . (4.19)

Finalmente, sustituyendo las Ecs. (4.7) y (4.8) en las expresiones ante-

riores y tomando en cuenta que el valor absoluto de un número complejo

está dado por su módulo, los coeficientes adimensionales de reflexión y trans-

misión, Ecs. (4.18) y (4.19) están dadas por;

CR =

√√√√ [
κ1/2α

(
1

ε1/2
+ 1
)
sin (φ)

]2
+[

κ1/2α
(

1
ε1/2

− 1
)
cos (φ)− κα2

4ε1/2
sin (φ)

]2
√√√√ [

−8 cos (φ) + κ1/2α
(
1− 1

ε1/2

)
sin (φ)

]2
+[

κ1/2α
(
1− 1

ε1/2

)
cos (φ) +

(
κα2

4ε1/2
+ 8
)
sin (φ)

]2
(4.20)

y

CT =
1√√√√√

[
− cos (φ) + κ1/2α

8

(
1− 1

ε1/2

)
sin (φ)

]2
+[

κ1/2α
8

(
1− 1

ε1/2

)
cos (φ) +

(
κα2

32ε1/2
+ 1
)
sin (φ)

]2
. (4.21)
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Por otro lado, sustituyendo las Ecs. (4.9) y (4.10) en la Ec. (3.20) se

obtiene

ξ (χ) =
1

(1− α)1/4



βI(ε−1/2κ1/2αi)e
−2ε1/2

κ1/2α
i

κα2

8ε1/2
eφi−

[
8+ κα2

8ε1/2
+κ1/2α

(
1

ε1/2
−1

)
i
]
e−φi

e
2(1−αχ)1/2

κ1/2α
i−

4βI

(
1+κ1/2α

8ε1/2
i

)
e

2ε1/2

κ1/2α
i

κα2

16ε1/2
eφi−

[
4+ κα2

16ε1/2
+κ1/2α

2

(
1

ε1/2
−1

)
i
]
e−φi

e
− 2(1−αχ)1/2

κ1/2α
i


La solución anterior describe la deformación de la ondas largas, cuando

éstas se propagan sobre la plataforma inclinada.
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Caṕıtulo 5

Resultados

Los resultados anaĺıticos de este modelo matemático se muestran en las

Figs. 5.1-5.13. Para el desarrollo del presente trabajo se consideran dos ĺımites

f́ısicos: 1) la propagación del oleaje es paralela al eje longitudinal x, por lo que

la solución matemática no toma en cuenta la incidencia del oleaje oblicuo, y

2) el modelo matemático se basa en la teoŕıa lineal de ondas largas, es decir

η/h(x) ≪ 1 y (h/λ) ≪ 1. Partiendo del concepto de conservación de enerǵıa,

la magnitud de los coeficientes de reflexión y transmisión se encuentran en

un intervalo 0 ≤ CR ≤ 1 y 0 ≤ CT ≤ 1, respectivamente. Para el caso de un

canal con pendiente suave donde ε → 1 y m → 0, las Ecs. (4.20) y (4.21)

toman el valor CR = 0 (no existe reflexión) y CT = 1 (la transmisión es

completa). En estas condiciones la Ec. (2.17) se transforma en

κ
d2ξ

dχ2 + ξ = 0. (5.1)

La ecuación anterior describe un problema de valores en la frontera para

la propagación de ondas largas sobre una región con fondo plano y es similar

a las ecuaciones obtenidas de las regiones R2 y R3. Para valores de m → ∞
y profundidad relativa ε ≪ 1, la rampa tiende a un escalón infinito, el cual

ha sido ampliamente estudiado mediante diferentes técnicas establecidas por

Lamb (1932), Sugimoto et al., (1987) y Lin (2004), entre otros autores.
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La propagación del oleaje sobre un escalón infinito es un problema sin-

gular que debe ser estudiado como un caso particular; en éste trabajo, para

valores de ε ≪ 1 y m → ∞, las Ecs. (4.20) y (4.21) toman los valores de

CR = 1 y CT = 0.
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Fig. 5.1: Comparación del coeficiente de reflexión del oleaje en un escalón infinito usando

el modelo presente con resultados obtenidos en Lamb (1932), Sugimoto et al., (1987) y

Lin (2004).

Debido a la singularidad que presenta un escalón infinito, en este tra-

bajo se considera una pendiente grande en la rampa (m → 90o). En la

Figs. 5.1 y 5.2 se muestra la comparación del coeficiente de reflexión y

transmisión en función del parámetro adimensional ε para un escalón in-
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finito, con una m → ∞ obtenida por Lamb (1932), la cual está dada por

CR = (1− ε1/2)/(1 + ε1/2). Para Sugimoto et al., (1987) el coeficiente de re-

flexión es CR = 1
4

[√
1 + 8 (1− ε1/2) / (1 + ε1/2)− 1

]2
y la solución numérica

obtenida por Lin (2004). Para este modelo, la pendiente no puede serm → ∞
por la singularidad generada, los resultados mostrados en las Figs. 5.1 y 5.2,

consideran una pendiente constante finita m = 15, equivalente a 86.2o. Como

se puede apreciar los resultados ajustan adecuadamente con los publicados

en la literatura especializada.
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Fig. 5.2: Comparación del coeficiente de transmisión del oleaje en un escalón infinito

usando el modelo presente con resultados obtenidos por Lamb (1932), Sugimoto et al.,

(1987) y Lin (2004).
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En referencia a las Figs. 5.1 y 5.2, se aprecia que Sugimoto et al., (1987)

subestima significativamente los coeficientes de reflexión y transmisión. La

solución del presente modelo diverge considerablemente de la propuesta por

Lin (2004), debido a que este modelo se determinó empleando teoŕıa de flu-

jo potencial. Por su parte Lin (2004) consideró efectos de turbulencia en el

escalón. En la Fig. 5.1., para valores de ε <0.2, ambas soluciones tienen una

diferencia aproximada de 1.7 %, pero para valores de ε >0.2, las soluciones

son casi identicas. Similarmente, en la Fig. 5.2, se presenta la comparación

de los resultados obtenidos por; Lamb (1932), Sugimoto et al., (1987), Lin

(2004) y el modelo aqúı propuesto. Se observa que la solución determinada

del presente modelo es una buena aproximación al resultado de Lamb (1932).

Para demostrar que las Ecs. (4.20) y (4.21) satisfacen la conservación de

enerǵıa de un tren de ondas, donde el oleaje incidente es igual al reflejado

más el transmitido, para el caso en que ε =0.5, en las Figs. 5.1 y 5.2, los

coeficientes de reflexión y transmisión son CR =0.17157 y CT =0.99924 y

el balance de enerǵıa está dado por la relación C2
R + C2

T =1.027; como se

aprecia existe una diferencia de 0.027, lo cual puede deberse a que no se

están considerando efectos disipativos. No obstante, los resultados obtenidos

son del mismo orden en magnitud que los reportados en Chang y Liou (2005).

En las Figs. 5.3 y 5.4 se muestran los coeficientes de reflexión y trans-

misión en función del parámetro ε y tres diferentes valores del parámetro

cinemático κ(=0.0001, 0.001 y 0.01). Para este caso, se asume que la pro-

yección horizontal L del plano inclinado permanece constante y la pendiente

de la plataforma m sólo cambia en función del parámetro de profundidades

relativas ε, a través de la relación m = (1 − ε)γ, donde γ = h2/L y para

h2 ∼ L se tiene γ = 1.

En la Fig. 5.3, se ilustra el efecto que tiene el parámetro κ en la refle-

xión del oleaje. En esta gráfica se presentan tres casos. El primero para una
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Fig. 5.3: Coeficiente de reflexión CR como una función del parámetro relativo de profun-

didades ε con un γ = 1 para distintos valores del parámetro cinemático κ.

condición de oleaje κ =0.01, donde el coeficiente de reflexión crece conside-

rablemente cuando ε → 0. Para el segundo caso donde κ =0.001, el valor

mı́nimo del coeficiente de reflexión se presenta cerca de ε =0.2. Finalmente,

para el tercer caso en 0.001< ε <0.21 la reflexión crece ligeramente y presen-

ta menor reflexión comparado con los casos anteriores. Cabe mencionar que

la solución aproximada de las Ecs. (4.20) y (4.21) del modelo actual sólo es

valida en el rango 0< ε <1, como se observa en las figuras anteriores. Basados

en el comportamiento del coeficiente de transmisión, en la Fig. 5.4 se muestra

que para una mayor frecuencia del oleaje donde el parámetro κ=0.0001, el
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coeficiente de transmisión crece. Por otro lado para κ=0.01, el coeficiente de

transmisión decrece. Es importante destacar que las variaciones significativas

del coeficiente de transmisión se presentan en el dominio aproximadamente

0.001< ε <0.1.
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Fig. 5.4: Coeficiente de transmisión CT como una función del parámetro relativo de

profundidades ε con un γ = 1 para distintos valores del parámetro cinemático κ.

Con el objetivo de determinar el efecto que tiene la pendiente en el com-

portamiento de los coeficientes correspondientes, en las Figs. 5.5 y 5.6 se

muestran los coeficientes de reflexión y transmisión para diferentes pendien-

tes del obstáculo m =(5, 10, 15 y 100), en función del parámetro ε y con un

parámetro cinemático κ =0.02, respectivamente. En este caso, para valores
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crecientes de ε, el coeficiente de reflexión decrece, ademas en esta misma fi-

gura, se observa que la pendiente m tiene un mayor efecto en la reflexión del

oleaje, ya que para una transición decreciente de la pendiente m=5 (78.70o),

el incremento en la reflexión del oleaje es más pronunciado.
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   Lamb (1932)

Fig. 5.5: Coeficiente de reflexión CR, como una función del parámetro relativo de pro-

fundidades ε, con un κ =0.02, para distintos valores de la pendiente m.

Cuando la pendiente m=15 (86.16o), el coeficiente de reflexión se incre-

menta y se aproxima a la reflexión del escalón infinito estudiado por Lamb

(1932). En particular, se incluye el caso de un valor muy grande de la pen-

diente de la rampa (m = 100) y se observa que la solución describe una curva

concava invertida, lo cual significa que en esta condición el modelo anaĺıtico
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no es válido.

En la Fig. 5.6 se aprecia que al incrementar el valor de la pendiente m,

el coeficiente de transmisión decrece de manera importante, y para valores

de m = 5, el coeficiente de transmisión crece exponencialmente. Por otro

lado, para m = 15, la solución se aproxima al coeficiente de transmisión del

escalón infinito de Lamb (1932). En la misma figura, se observa que para

valores ε → 1, la pendiente m no altera la transmisión del oleaje.
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Fig. 5.6: Coeficiente de transmisión CT , como una función del parámetro relativo de

profundidades ε, con un κ =0.02, para distintos valores de la pendiente m.

En el contexto de explicar la influencia que tiene el parámetro adimensio-

nal κ en la propagación del oleaje, en las Figs. 5.7 y 5.8 se muestra en escala
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logaŕıtmica la variación del coeficiente de reflexión y transmisión en función

el parámetro κ para tres valores distintos de ε(=0.2, 0.4 y 0.6). Aqúı se

considera que la pendiente de la plataforma toma un valor constante m =1.
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Fig. 5.7: Coeficiente de reflexión CR, como una función del parámetro cinemático κ con

un m =1, para distintos valores del parámetro relativo de profundidades ε.

En la Fig. 5.7 se observa que para valores pequeños de κ, los coeficientes

de reflexión son pequeños y presentan oscilaciones en el intervalo aproxima-

do 0.001≤ κ <0.10. Además, se percibe que para valores grandes de κ, el

coeficiente de reflexión crece constantemente.
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Fig. 5.8: Coeficiente de transmisión CT , como una función del parámetro cinemático κ

con un m =1, para distintos valores del parámetro relativo de profundidades ε.

Por otro lado, en la Fig. 5.8 se observa que para valores pequeños de

κ, los coeficientes de transmisión son grandes y presentan oscilaciones en el

intervalo aproximado 0.001≤ κ <0.10. Además se aprecia que para valores

grandes de κ, el coeficiente de transmisión cae progresivamente.

Las oscilaciones de los coeficientes de reflexión CR y transmisión CT , que

se desarrollan para κ ≪ 1 en la Figs. 5.7 y 5.8, pueden explicarse analizando

las Ecs. (4.20) y (4.21), el argumento φ = 2(1− ε1/2)/(κ2α) es el responsable

de derivar oscilaciones de la función de los coeficientes CR y CT , se puede
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apreciar que para valores pequeños de m y 0 < ε < 1, el valor de φ ∼
O(1/κ1/2), recordando que κ = gh2/(ωLc)

2, lo cual implica que los efectos

cinemáticos dominan sobre los gravitatorios, desde un punto de vista f́ısico,

en ondas largas la frecuencia es una condición natural del oleaje, por lo

tanto la única relación que puede desarrollar el ĺımite anterior está dado por

Lc/h2 ≪ 1.

Variando el parámetro cinemático κ, resulta interesante determinar el

comportamiento del coeficiente de reflexión CR y transmisión CT para una

pendiente de la plataforma m =10 (ver las Figs. 5.9 y 5.10). En el primer

caso se observa que para valores pequeños de κ, la solución no oscila. Sin

embargo, el coeficiente de reflexión va en aumento en forma asintótica para

valores de ε =(0.2, 0.4 y 0.6). De manera similar, en la Fig. 5.10 se muestra

que para valores pequeños de ε y κ → 0 la solución no oscila y el coeficiente

de transmisión cae en forma asintótica. Sin embargo, para valores grandes de

ε, el coeficiente de transmisión decrece ligeramente.

Análogamente al caso de valores pequeños de m, para valores de m ≫ 1,

φ ∼ O(1/m2), lo cual implica que φ ≪ 1. A partir de las Ecs. (4.20) y (4.21),

los términos sen(φ) → 0 y cos(φ) → 1, tomando en cuenta ésto, los términos

responsables de generar oscilaciones en los coeficiente de reflexión CR y de

transmisión CT , desaparecen, por lo tanto se reducen en

CR =

√
[κ1/2α((1/ε))− 1]2√

64 + [κ1/2α(1− (1/ε1/2))]2
(5.2)

y

CT =
1√

1 + [κ1/2α/8(1− (1/ε1/2))]2
. (5.3)

Con el objetivo de determinar el efecto que tiene la pendiente de la plata-

forma en la deformación y amplificación de oleaje a lo largo de la coordenada

χ, se consideran los siguientes datos f́ısicos; h2 =10 m, h3(=2, 4 y 6) m, la

proyección horizontal de la pendiente de la plataforma es L =500 m y un

peŕıodo T =10 s. Los parámetros adimensionales resultantes son; ε(=0.2, 0.4
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Fig. 5.9: Coeficiente de reflexión CR, como una función del parámetro cinemático κ, con

un m =10, para distintos valores del parámetro relativo de profundidades ε.

y 0.6) con sus respectivas pendientes m(=0.016, 0.012 y 0.008).

Se consideraron los siguientes valores para la amplitud incidente del olea-

je βI = AI/h2 =0.2/10=0.02. Con la finalidad de validar que se cumplen la

teoŕıa de ondas largas, se debe seleccionar cuidadosamente la profundidad h3

correspondiente a la región R3. Bajo esta consideración se tiene una profun-

didad h3 =2.0 m. En estas condiciones, la celeridad es C =
√
gh3=4.43 m/s

y la longitud de onda es λ =44.3 m, para ondas largas h3/λ ≤ 1/20, que es

h3/λ =2/44.3=0.045, lo cual satisface la teoŕıa de ondas largas.
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Fig. 5.10: Coeficiente de transmisión CT , como una función del parámetro cinemático κ,

con un m =10, para distintos valores del parámetro relativo de profundidades ε.

En las Figs. 5.11, 5.12 y 5.13 se presenta el efecto que tienen los paráme-

tros cinemáticos y geométricos en la deformación del oleaje en función de la

variable adimensional espacial χ, que para una larga proyección horizontal

de la rampa donde la pendiente es pequeña, la variable χ es de orden unidad.

En esta dirección, en la Fig. 5.11 se observa que para valores de ε → 1, la

solución deriva a la propagación del oleaje sobre un fondo horizontal donde

la amplitud permanece constante. La variación de la pendiente de la plata-
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Fig. 5.11: Amplitud adimensional de las ondas del océano ξ en función de la coordenada

adimensional χ, con un κ =0.001, para distintos valores de ε y m, respectivamente.

forma y del parámetro ε genera una perturbación finita en la amplitud del

oleaje: por ejemplo, para un valor de ε =0.2 con una pendiente m =0.016

y un parámetro cinemático κ =0.001, la amplitud adimensional crece 0.008

milésimas de unidad con respecto a la amplitud de incidencia ξ=0.02 y la

longitud de onda λ decrece.
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Fig. 5.12: Amplitud adimensional de las ondas del océano ξ en función de la coordenada

adimensional χ, con un κ =0.004, para distintos valores de ε.

En la Fig. 5.12, se muestra la deformación del oleaje para valores de

ε =(0.2, 0.3, 0.4 y 0.5) y un parámetro cinemático κ =0.004. Se observa

que para valores de κ grandes, la amplificación del oleaje crece ligeramente

y la longitud de onda disminuye. Por otro lado, cuando ε → 1, la solución se

aproxima a la de un fondo horizontal donde el desplazamiento de la superficie

libre del mar se mantiene constante.
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Fig. 5.13: Amplitud adimensional de las ondas del océano ξ en función de la coordenada

adimensional χ, con un ε =0.2 ym =0.008, para distintos valores del parámetro cinemático

κ.

Finalmente en la Fig. 5.13 se presenta la deformación del oleaje para

diferentes valores del parámetros cinemático κ. En este caso, se considera

una pendiente de m =0.008 y un valor de ε =0.2. Para un valor de κ =0.004,

la superficie libre del agua se amplifica considerablemente, mientras que para

valores de κ =0.008 la amplitud decrece.
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Conclusiones

En este trabajo se propone un modelo anaĺıtico en forma adimensional

basado en la técnica de perturbación WKB. La pendiente de la plataforma en

el presente estudio toma diferentes valores. En particular, se recupera el ĺımite

de un fondo plano donde ε → 1, y los coeficientes de reflexión y transmisión

respectivamente son CR =0 y CT =1. Por otra parte, con el propósito de

validar el modelo anaĺıtico, se obtuvo el coeficiente de reflexión y transmisión

del oleaje en el ĺımite de ε ≪ 1 y una pendiente finita de la plataformam =15.

Este caso, tiende a la hidrodinámica de un escalón infinito. Los resultados

del análisis se compararon con la solución anaĺıtica, y numérica para el caso

particular de un escalón infinito reportado por Lamb (1932), Sugimoto et al.,

(1987) y Lin (2004), obteniéndose una buena aproximación.

Los resultados muestran que la influencia que la pendiente puede tener

en los coeficientes de CR y CT , es significativa, como pudo apreciarse, en el

caso de pendientes pequeñas variando el coeficiente ε, los CR y CT muestran

oscilaciones que deben tomarse en cuenta en el análisis del diseño de estruc-

turas costeras, cabe precisar que el fenómeno anterior no se presenta en el

caso de pendientes grandes.

El modelo anaĺıtico asintótico propuesto, permitió obtener una solución

anaĺıtica aproximada de la variación de la superficie libre del agua, los resul-

tados mostraron que la amplitud del oleaje crece a medida que la pendiente

de la rampa aumenta y que para valores del parámetro ε → 1, se recupera la

propagación del oleaje sobre un fondo con pendiente horizontal. Adicional-

mente cabe mencionar, que si el parámetro κ disminuye, la longitud de onda
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decrece, caso contrario aumenta. Este modelo puede ser utilizado con el fin

de analizar en una primera aproximación los efectos de la plataforma conti-

nental en la propagación de las ondas largas con peŕıodo largo, además de

caracterizar el efecto hidrodinámico al interactuar el oleaje con estructuras de

mitigación de enerǵıa (diques sumergidos). Por otra parte el presente estudio

se puede usar para optimizar geometŕıas de colectores de oleaje que permitan

amplificar el oleaje y posteriormente concentrar la enerǵıa en dispositivos de

conversión.
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