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Resumen

El objetivo de este trabajo consiste en analizar tedricamente el comportamiento del
ascenso capilar espontdneo y las alturas de equilibrio, en espacios anulares cénicos, de
flujos de liquidos de diferentes viscosidades, utilizando la teoria de la lubricacién. Este
problema es un modelo simple del funcionamiento de un boligrafo, y también ayuda
a comprender aspectos fundamentales de los flujos capilares, por ejemplo, cuando
compiten entre si las fuerzas de gravedad, viscosas y de tensién superficial a medida

que el drea local de flujo se reduce.
Abstract

The main objective of this thesis is the theoretical analisis of the spontaneous
capillary rise and the equilibrium heights in capillary annular conical spaces of viscous
liquids. Here the lubrication theory was used in order to understand the behavior of a
rollerball pen and and fundamental aspects of the capillary flows when the capillary,
viscous and gravity forces compete among them and the local cross-section of the

capillary is reduced.



Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se analiza como aspecto principal el comportamiento de un flujo
de fluido viscoso, usando la teoria de lubricacién, debido al ascenso capilar bajo el
campo de la gravedad, dentro de un espacio anular formado por dos conos coaxiales y
la existencia de las posibles alturas de equilibrio.

Este tipo de problemas permiten entender la captacién de liquidos en plantas [1],
la penetracién de pintura en papel y los flujos de pelicula en los medios porosos frac-
turados que sirven como almacenadores de petrdleo. El ascenso capilar también ocurre
en estructuras muy estrechas como micro y nano canales [2, 3] y en espacios con es-
tructuras muy complejas en los cuales el ascenso del fluido se da cuando el espacio
capilar es menor que la longitud capilar [4, 5, 6]. Un tipo especial de penetracién
aparece en celdas de Hele-Shaw radiales horizontales, en las que los liquidos penetran
espontdneamente fuera de la influencia de la gravedad.

En este trabajo la estructura capilar (el cambio en la geometria) tiene un fuerte
impécto en el comportamiento de las fuerzas capilares y viscosas y curiosamente ambas
compiten con la fuerza de gravedad. La celda de Hele-Shaw cénica se forma mediante
dos conos concéntricos, teniendo un pequeno espacio uniforme entre éstos Fig. (1.2).
En este caso el frente del liquido penetra debido por la accién de la presién capilar,
esto puede verse como una delgada pelicula que fluye, lo cual hace posible el uso de
la teorfa de la lubricacién como la herramienta para modelar el comportamiento de
este flujo [8, 7, 9]. El resultado principal de la solucién del modelo del flujo en el
espacio anular cénico es la evolucion del frente de penetracién capilar que es inicial-
mente lenta, después se mueve a velocidad constante y finalmente se acelerada muy
intensamente. Estas son las caracteristicas tipicas de un boligrafo y que observamos

de manera cotidiana.
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Figura 1.1: Perfil exterior de la punta de un boligrafo. Nétese que el espacio anular
interior puede verse en primera aproximaciéon como dos conos concentricos.

Liquido
Vs

Figura 1.2: Esquema idealizado de la punta de un boligrafo. La fuente de liquido esta
en la parte inferior y el espacio anular tiene ancho h.



Capitulo 2

Conceptos basicos de

hidrodindmica [10]

Ya que el problema que aqui se estudia estd dominado por las fuerzas capilares, es
conveniente primero dar algunas definiciones que sean 1itiles para comprender mejor

la formulacién del modelo tedrico.

2.1. Definicién de Capilaridad

Considerese un recipiente con un liquido y a su vez se colocan varios tubos de
cristal con diferentes didmetros. Inmediatamente el liquido empieza a subir por estos
tubos hasta llegar a una altura determinada. Con esto se puede observar, que mientras
menor sea el didmetro del tubo el liquido llega a una altura mayor, y a su vez ésta sera
tal que el peso del liquido que quede dentro del tubo sea igual a la tensién superficial de
dicho liquido. Consecuentemente, la tensién capilar se define como una propiedad fisica
del agua, principalmente, por la que puede avanzar a través de un canal minisculo,
siempre y cuando se encuentre en contacto con ambas paredes de dicho tubo y estas
paredes se encuentren suficientemente juntas. Asf pues, esta misma propiedad es la que
distribuye el agua por los espacios de aire que quedan entre las particulas del suelo.
Alli queda el agua retenida hasta que es encontrada por las raices de las plantas siendo
absorbida por los capilares que tienen las mismas, que son los encargados de cumplir

con esta absorcion.

2.2. Definiciéon de Presién Capilar

Siempre que dos o més fluidos inmiscibles coexistan dentro de un sistema poroso o

un tubo capilar, la combinacién entre la tensién superficial y la curvatura debido a los
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tubos capilares. Hace que estas fases experimenten diferentes presiones. La presién del
fluido mojable y el fluido no mojable, siendo la una mayor que la otra respectivamente.
A medida que las saturaciones relativas sufren cambios, las diferencias de presién
también lo hacen. Estas presiones se determinan para sistemas de dos fases de diferentes
clases.

La férmula de la diferencia de presién capilar es

P. = Py — Ppn, (2.1)

donde, P. es la presion capilar, Py, se define como la presién fase no mojante y P,

es la presion de la fase que moja.

2.3. Ecuacion fundamental de la hidrostatica

Supongamos dos alturas H y z en un fluido; la ecuacién fundamental de la hidrostéti-
ca es
P(z) + pgz = P(H) + pgH, (2.2)

Donde p es la dencidad del liquido constante, y donde g es el valor de la aceleracién
de la gravedad, z y H las correspondientes alturas. Una expresién més general de esta
ecuacion es

dP
— 2.
7 = P9 (2.3)

Este principio también explica porqué para un objeto sumergido en el agua, su
peso aparente es menor que si lo pesamos en el aire. En la deduccién de este principio,
la fuerza neta de la presién sélo depende de la posicién (geometria del objeto y de la
profundidad). En el caso del fluido dentro del mismo fluido (equilibrio), la fuerza neta

de la presién tiene que ser igual al peso del fluido contenido en el volumen considerado.

2.4. Tension superficial. Capilaridad. Ley de Jurin

Se denomina tensién superficial cuando alrededor de una molécula actian fuerzas
de atracciones simétricas y, cuando esta se encuentra rodeada de otras moléculas tam-
bién existen fuerzas que actian a su alrededor, dichas fuerzas tienden a arrastrar a
las moléculas de la superficie hacia el interior del liquido. Cuando esto ocurre en un

liquido, este se comporta como si tuviese una pelicula invisible en su superficie.



2. Conceptos basicos de hidrodindmica [10] 6

La tensién superficial a su vez es responsable de la resistencia que un liquido
presenta a la penetracién de su superficie, de la tendencia a la forma esférica de las
gotas de un liquido, del ascenso de los liquidos en los tubos capilares y de la flotacién de
objetos u organismos en la superficie de los liquidos. Termodindmicamente la tensién
superficial es un fenémeno de superficie y es la tendencia de un liquido a disminuir
su superficie hasta que su energia potencial superficial es minima, condicién necesaria
para que el equilibrio sea estable. En el interior del liquido, la molécula estd rodeada
de otras moléculas en todas las direcciones, de manera en que la fuerza neta es nula.
Cerca de la superficie, la molécula sélo estd rodeada parcialmente de otras moléculas
del liquido, de manera que esto provoca una fuerza atractiva neta hacia dentro del
liquido.

Para extraer la molécula, hace falta hacer un trabajo (tensién superficial), si la
llevamos a la superficie; si la extraemos del todo ocurre la evaporacion.
Sea ¢ es el alcance de la fuerza, y F' la fuerza molecular mediana, el trabajo sera igual
al producto de estos,

W = Fé. (2.4)

Ampliar el drea superficial de un liquido, también cuesta energia

Tension superficial = o = w (E> , (2.5)
A \m

donde W es el trabajo y A el érea.

Ejemplos de valores de tensién superficial en diferentes liquidos

Agua a 273 K: 75,5 1073 N/m
Agua a 373 K: 58,9 1073 N/m
Etanol: 22,3 1073 N/m
Aceite de oliva: 32,0 1073 N/m
Mercurio: 465,0 1073 N/m

Los liquidos poseen las propiedades de cohesién y adhesién debido a la atraccién
molecular. Debido a la propiedad de cohesién, los liquidos pueden resistir pequenas
fuerzas de tensién en la interfase entre el liquido y aire, conocida como tensién su-
perficial. La cohesién permite al liquido resistir esfuerzos de traccién, mientras que

la adhesién permite que se adhiera a otros cuerpos.

Si las moléculas liquidas tienen mayor adhesién que cohesién, entonces el liquido
se pega a las paredes del recipiente con el cual estd en contacto, resultando en un
aumento (elevacion) de la capilaridad de la superficie del liquido; un predominio de la

cohesién causa por el contrario una depresion de la capilaridad.
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MEMNIZZO

Frierza aire-fquida Oc (angulo de contacto)
W Fuerza lguide - solido

Fugrzd Hauida - Hguidao

Figura 2.1: Definicién del éngulo de contacto, 6..

La Fig.(2.1) muestra la imagen de un menisco. Las fuerzas que actian sobre un
elemento de fluido contenido en un recipiente son: la fuerza de liquido - sélido, la fuerza
del aire - liquido, y la fuerza de liquido

El dangulo de contacto 6. (depende exclusivamente de las fuerzas adhesivas y cohe-
sivas). Como ejemplos se pueden mencionar el dngulo de contacto del sistema agua-
vidrio: 0°, y el dngulo de contacto del sistema mercurio-vidrio: 140°.

Para estudiar el ascenso o el descenso de liquidos en conductos finos, conviene
preguntar primeramente a que distancia puede subir o bajar el liquido. Las fuerzas

que intervienen, hacia arriba y hacia abajo son
Fyiriba = 2mro cos 6., (2.6)

Fabajo = Peso = 7r7"2h,097 (27)
al igualar las dos fuerzas se obtiene que

hZQJCOSQC. (2.8)
pgr
Esta es la ley de Jurin y muestra que a menor radio del tubo 7, mayor es la altura

de equilibrio.

2.5. Angulo de contacto de un fluido

La penetracién capilar de un liquido con buen o mal mojado de las paredes de un
tubo capilar vertical o, en el caso mds general, a las diversas paredes de un espacio

capilar, es un fenémeno muy comun en diversos procesos de la ingenieria quimica, la
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@

Figura 2.2: Angulos de contacto o para el caso de mal (a > 90°) y buen mojado
(a0 < 90°)

ingenierfa petrolera y la ingenierfa agricola. En la ingenierfa quimica el movimiento
espontédneo de un liquido de una regién a otra, debido a la accién de la presién capilar,
es de gran utilidad en la cromatografia de liquidos y los reactores de lecho empacado.
En ambos casos el liquido asciende a través de los poros debido a la presién capilar de
manera que es posible alcanzar alturas de equilibrio cuando el peso iguala a la fuerza
capilar.

FEn la mayoria de los casos cuando una gota liquida se aplica a un material sélido, se
forma un dngulo en el punto de contacto entre la gota y el material sélido, denominado
dngulo de mojado o dngulo de contacto. Este angulo de contacto es un indice de la
capacidad de humectacion de los liquidos aplicados sobre sélidos. El dangulo de contacto
se mide como el dngulo entre la base y la tangente a la gota, en el punto de contacto
entre el liquido y la superficie, Se dice que el liquido moja bien a una superficie sélida
cuando a <90 y se tiene un mal mojado sf a >90. Este valor corresponde al nivel de
energfa superficial en el sistema de equilibrio sélido liquido, con la condicién de que
la superficie sea lisa, no porosa, no absorbente y homogénea. Ademsds, el liquido no
debe reaccionar quimicamente con el substrato. Se produce un mojado eficaz cuando
el dngulo de contacto es de 90° o inferior.

La figura (2.2) muestra el éngulo de contacto para mal mojado (izquierda) y para

buen mojado (derecha)



Capitulo 3
Flujo de Pouseuille

En los fluidos reales, compresibles o incompresibles, que circulan por un conduc-
to, la viscosidad causa una perdida de energfa mecdnica que depende del caudal, el
coeficiente de viscosidad dindmica p, el regimen de flujo y la geometria del conducto.

La ley de Poiseuille ! permite calcular y relacionar la pérdida energetica con el
caudal, el coeficiente y y las dimensiones de un tubo cilindrico de paredes rigidas, en
condiciones de flujo laminar. Poiseuille demostro experimentalmente en 1846 que el
caudal @) se relaciona con la diferencia de presion entre los extremos del tubo AP, su

diametro interno D y su longitud L , segun la siguiente Ec. (3.1):

kPD.
Q="+ (3.1)
La rigurosidad de los experimentos de Poiseuille puede apreciarse con un simple
ejemplo. La viscosidad del agua a 10°C' calculada con el valor que él estimé para la
constante k es de 1,3084 cP. El valor aceptado actualmente es de 1,3077 cP. Si en lugar

del didmetro se emplea el radio interno 7 del tubo, simplemente varia la constante k:

kAPz*
C=—7

Poiseuille hallé6 que la constante k disminuia con la temperatura (hoy sabemos

(3.2)

que esto es debido a la influencia de ésta sobre la viscosidad de los liquidos) pero era
independiente del caudal y del radio y longitud del tubo. Poco después Wiedeman
(1856) e independientemente Hagenbach (1860) modificaron la ecuacién a su forma

actual, que incluye la viscosidad como un factor independiente:

! Jean-Louis-Marie Poiseuille (1799-1869), médico y fisiclogo francés, primero en utilizar el
manémetro de mercurio para medir la presién arterial (por canulacién de arterias en animales). In-
teresado en la circulacién de la sangre pero carente de un anticoagulante adecuado, Poiseuille estudié
entonces el flujo laminar de agua en tubos cilindricos. A partir de sus resultados formulé la ley que
lleva su nombre.
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APrzt
Q= )
8L

Se recordarda que segin la ecuacién de Bernoulli , la energia mecédnica total por

(3.3)

unidad de volumen , EMT (V) de un fluido en movimiento, estd determinada por la

siguiente expresion

EMT(V) = %51;2 + Pe.h. (3.4)

El flujo viscoso es disipativo, porque parte de la EMT (V) se pierde en forma de
calor debido a la friccion intermolecular. Cuando un fluido viscoso circula con caudal
constante por un tubo horizontal de radio uniforme, su energia cinetica . %51}2 y su
energia potencial gravitatoria Pe.h son constantes, de modo que la unica forma en
que la EMT(V) puede reducirse es a expensas de la presion lateral P. Dicho de
otro modo, la diferencia de presion entre los extremos del tubo, AP, representa la
transformacion en calor de la energia mecanica necesaria para sustentar el caudal

observado. La ecuacion de Poiseuille puede, por tanto, expresarse como

8QLu

rd

AP =

: (3.5)

Estrictamente, la ecuacién de Poiseuille supone ademaés de la constancia del caudal,
del radio del tubo y de la viscosidad del liquido, la existencia de flujo laminar y de un
frente de avance parabdlico. la velocidad maxima en tal frente de avance se localiza en
el eje del tubo, donde la tasa de corte es mdxima

2
Vieax = %(T) (3.6)
i
De la ecuacién de Poiseuille puede despejarse la velocidad media v del fluido teniendo
en cuenta que @Q = Sv, donde S = mx? es la seccion transversal del tubo (Ley del
Caudal)

APmrt
Q= (37)
APmrt
nriy = 8L7Z , (3.8)
por lo tanto resolviendo para v:
APrr?
v = T (3.9)

Lo que equivale a decir que la velocidad media de avance v, despejada de la ecuacién

de Poiseuille, es exactamente la mitad de v,,, , la velocidad en el eje del tubo. Para
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perfil de velocidades

M s—

”]' X

Figura 3.1: Representacién esquemdtica de una corriente de Poiseuille en un tubo
circular de radio a.

analizar las implicaciones de esta ecuacién, supondremos un modelo simple, represen-
tado por un frasco de Mariotte conectado a un tubo rigido provisto de manémetros a
distancias iguales de su origen, por el que circula un liquido newtoniano con régimen
laminar Fig.(3.1). La presién de perfusién es la diferencia entre la presion del reservorio
al nivel de la boca del tubo y la presién en la desembocadura. El gradiente de presién
corresponde a la variacién que sufre la presién con la distancia a lo largo del tubo.
Como el descenso de presion es lineal, el gradiente es constante y puede calcularse
como la diferencia de presién entre dos puntos, por ejemplo un punto a la entrada y

un punto a la salida dividida la distancia de que separa ambos puntos Fig. (3.1):

Dado que en este sistema la presion de perfusion es constante, todo cambio de
radio, de longitud o del coeficiente de viscosidad p resultara en una modificacion del
caudal. Por ejemplo, si la longitud del tubo se duplica, el caudal se reduce a la mitad;
si u disminuye a la mitad, el caudal aumenta al doble.

La dependencia del radio es més compleja, porque se encuentra elevado a la cuarta
potencia. Bastarfa un aumento de aprox. 20 en el didmetro para duplicar el caudal con
una presién de perfusién constante.

En el caso del frasco de Mariotte, la presiéon de perfusion es la variable independi-
ente, cuyo valor queda fijado por las caracteristicas del sistema, mientras que el caudal
es la variable dependiente. Si, por el contrario, la variable independiente es el caudal,
la presién de perfusién cambiara segin sea r?, la longitud y el coeficiente de viscosi-
dad. Experimentalmente es posible disenar un sistema de caudal constante mediante
una bomba capaz de modificar la presién de perfusién al valor que sea necesario para

mantener el caudal fijado.
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En el panel superior se indican las variables para el caso de un liquido de pu =
1 cP. La presion de perfusion es de 50929 dina/cm2 (aprox. 5,1 kPa). En el panel
inferior se muestra que si el liquido tiene el doble de viscosidad, la presion de perfusion
debe duplicarse para mantener el caudal constante. Los ejemplos de las Fig. (3.1)
omiten considerar (por razones diddcticas) el problema del establecimiento del frente
parabdlico. En efecto, en la salida del reservorio Fig. (3.1) el frente de avance es plano,
ya que todas las moléculas se desplazan a igual velocidad. Sin embargo, la viscosidad
del liquido retrasa la velocidad de las ldminas de fluido en diferente medida: las laminas
més préoximas a la pared sufren mayor retardo que las méds préximas al eje.

Existe una transicion entre el frente plano inicial y el frente parabolico plenamente
establecido. En dicha transicion, el perfil parabolico comienza a establecerse desde
la pared hacia el eje del tubo, y persiste una parte central del frente de avance que
continua siendo plano. Se denomina lamina limite a la que se la porcion donde se esta
estableciendo el frente parabolico. Se llama longitud de entrada L. a la distancia a
lo largo del tubo en la cual El radio ¢ de la lamina limite es aproximadamente igual
a (nx/v.6)~2, donde z es la distancia desde la entrada y V. la velocidad del nucleo
central (mas rapido) del frente de avance. Cuando se establece el frente parabolico, ¢

es igual al radio r del tubo, y x es igual a L,.

2 ZﬂLe
re = )
Ved
donde z es una constante. De esta ecuacién puede despejarse la longitud de entrada
Le:

(3.10)

Le = r*v.6 /211, (3.11)
la longitud de entrada puede asimismo expresarse en funcion del niimero de Reynolds

Re = rv.d/zu

L. = Rer/z. (3.12)

3.1. Corriente plana de Poiseuille

Consideramos el caso en que no hay movimiento relativo entre de las placas pero
existe un gradiente de presién motriz P, constante. el movimiento resultante se llama
corriente plana de poiseuille.

La ecuaciéon de cantidad de movimiento y las condiciones de frontera son:

0%y
P+ u=— =0, 3.13
l ayg ( )
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u(0) = u(h) =0, (3.14)
cuya solucién es
B
=——1y(y —h). 1
u= 5y —h) (315)

3.2. Corriente de Poiseuille en un tubo

Flujo unidireccional axisimetrico de un fluido incompresible en un tubo recto in-
finito de seccién circular y radio a, bajo la acciéon de un gradiente de presién motriz
P, constante.

La ecuacién de cantidad de movimiento es:

o:pl+§dii(r%), (3.16)
donde r es la distribucién al eje del tubo Fig (11) con condiciones de frontera v = 0 ,

r = a y u finito para r < a la solucién del problema es:

w=LL(a2 —1?) = umaa[l — (2)2] (3.17)

siendo Umaz = a®p;/4 en la Ec.(3.17)

3.3. Corriente de Poiseuille en un tubo

Flujo unidireccional axisimetrico de un fluido incompresible en un tubo recto in-
finito de seccién circular y radio a, bajo la acciéon de un gradiente de presién motriz
P, constante.

La ecuacién de cantidad de movimiento es:

0=p+ 200 (3.15)
donde r es la distribucién al eje del tubo fig (11) con condiciones de frontera u = 0 ,

r = a y u finito para r < a la solucién del problema es:

w=L2L (a2~ 1?) = umaa[l — (2)2] (3.19)

siendo Upmaz = a®py/4p en la Ec. (3.17)
eNtiumero de Reynolds
Cuando la velocidad de flujo de un fluido resulta que es suficientemente grande, se

rompe el flujo laminar y se establece la turbulencia. La velocidad critica por encima
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de la cual el flujo a través de un tubo resulta turbulenta depende de la densidad y de
la viscosidad del fluido y del radio del tubo. para el ejercicio que estamos desarrolando
estaremos unimante en un flujo laminar
El flujo de un fluido puede caracterizarse mediante un nimero adimensional al que
denominamos nimero de Reynolds Re que se define

El niimero de Reynolds relaciona la densidad, viscosidad, velocidad y dimensién
tipica de un flujo en una expresién adimensional, que interviene en numerosos prob-
lemas de dindmica de fluidos. Dicho niimero o combinacién adimensional aparece en
muchos casos relacionado con el hecho de que el flujo pueda considerarse laminar
(nimero de Reynolds pequeno) o turbulento (nimero de Reynolds grande). Desde un
punto de vista matemaético el nimero de Reynolds de un problema o situacién concreta

se define por medio de la siguiente férmula:

vs D
Re = PYs ,
"
0 equivalentemente por
vsD
Re = 2=,
v

donde p es la densidad del fluido, vs es la velocidad caracteristica del fluido, D es el
didmetro de la tuberfa a través de la cual circula el fluido o longitud caracteristica
del sistema, p es la viscosidad dindmica del fluido y v es la viscosidad cinemdtica del
fluido

_ M
v=—.

p
Se observa que cuando en una tuberia occurre que

Re < 2000 = el flujo es laminar (3.20)

Re >3000 = el flujo es turbulento (3.21)

Y cuando 2000 < Nimero de Reynolds < 3000 el régimen del flujo puede ser

laminar o turbulento, es decir, es un flujo en transicion.



Capitulo 4

Teoria de la lubricacion

Se conoce desde muy antiguo que la presencia de una pelicula de lubricante que se
mueve una respecto a la otra reduce apreciablemente la friccién entre ambas [8, 7, 9].

A primera vista se podria pensar que el problema principal de la teoria de lu-
bricacién consiste en predecir la friccién resultante para una configuracién dada. Sin
embargo, el problema real es muy diferente. las peliculas de lubricacién se encuentran,
normalmente, entre dos superficies sélidas sometidas a fuerzas que tienden a juntarlas.
Para soportar esta fuerza que tienden a juntarlas. Para soportar esta fuerza, sin que
exista contacto entra ambas superficies, la pelicula de lubricante debe desarrollar un
esfuerzo normal que, salvo casos triviales, es la parte mds significativa del tensor de
esfuerzos. esta capacidad de soportar esfuerzos normales estd generada por la propia
viscosidad del fluido.

Hay muchos tipos de cojinetes lubricados con fluidos, pero bédsicamente se divi-
den en dos: los cojinetes de empuje, tambien llamados hidrostaticos y los cojinetes
hidrodinamicos.

Los cojinetes de empuje son, en principio los mas simples. la capacidad de carga
de la pelicula del fluido se crea y se mantiene por medios externos. la superficie que
soporta la carga estd flotando respecto del resto del sistema y normalmente no hay
movimiento relativo entre las superficies, aunque puede haberlo la Fig. (4.1) representa
un esquema de este tipo de cojinetes.

Los cojinetes de empuje con lubricante liquido se utilizan para soportar sistemas
muy pesados como es el telescopio del monte palomar con 500 toneladas de peso. Los
gases se usan como lubricantes en sistemas poco pesados como puede ser un giroscopio.

Los cojinetes hidrodindmicos obtienen su capacidad de carga por el movimiento
relativo de sus superficies. los tipos bésicos de estos cojinetes son los deslizantes (o
patines) en los que el movimiento relativo consiste en el desplazamiento de una su-

perficie sobre otra; otras veces el movimiento relativo es un desplazamiento normal

15
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Figura 4.1: Esquema de un cojinete hidrodindmico en el cual se observa que existe una
capa lubricante entre la pista y los rodamientos que en este son cilindricos.

y
N

N
\ Mo << 1
\\\\\\ L
\
I
S
ho v N

[ h (x) [

u h1

ol

A R =

U
L

Figura 4.2: Esquema del flujo a travérs de una cuna, h(z) es la separacién variable
entre las dos superficies sélidas.

de ambas superficies (a veces pulsante); y en general es un movimeinto transversal y
longitudinal de una superficie relativa a otra como lo es el caso de cojinetes formados

por un eje que gira en el interior de una carcasa.

4.1. Flujo en laminas, efecto cuna

Una pequena divergencia de las dos placas de la Fig. (4.2) hace que el flujo no
se ha estrictamente unidireccional y, por lo tanto, que las fuerzas de inercia no sean
nulas. Bajo ciertas restricciones (a precisar) éstas seran mucho menores que las fuerzas
viscosas y, de nuevo, se tratara de un flujo dominado por las ltimas.

El movimiento relativo de las dos placas genera, debido a la falta de paralelismo,
un gradiente de presién .¢fecto cuna"que es esencial en la lubricacién fluido dindmica.

La hipétesis de lamina fluida delgada implica ho/L << 1.
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Las ecuaciones con ordenes de magnitud de cada término para el flujo 2-D con

densidad constante p y viscosidad dindmica u son

ou %
oz y
(gx) + 0\ = 0, (4.1)
L ho
o
p%+ pu%Jr pva—z +'LL83:2+ Nay% (4.2)

(/%) (p%z) (pVh—UO> (A P) (niz) (uh—g)

ol v _ _ 9P 92 %
Port pu%—i— P8y = — oz T Homz S+ Hayz -

(02) W) (o) (32) 08 (v

Noétese que se emplean dos escalas de velocidad, U (horizontal) y V' (vertical), asi

(4.3)

como dos escalas de longitud, L (en direccién z) y hg (en direccién y) como lo indica
la fisica del problema.
De la ecuacién de cotinuidad: V ~ Uhg/L. Para hg/L ~ 1072 - 1073, V es mucho
menor quel.
En las ecuaciones de cantidad de movimiento plU/L? << pU/hE v uV/L? <<
N h%, siendo los pentltimos términos despreciables en comparacion con los ultimos.
Los dos términos de fuerzas de inercia en las ecuaciones de cantidad de movimiento
son del mismos orden
2 2
p‘/hgO ~ pr7 pU % ~ p‘g—o- (4.4)
Las condiciones para que las fuerzas de inercia sean despreciables frente a las
viscosas son: en el eje x: pU? /L << pU/h% — pUh3/uL << 1,y enelejey: pUV/L <<
N ho, es decir, se obtiene lo mismo que el eje z. Dado que hg/L << 1 el numero de
Reynolds, pUhg/u, puede ser bastante mayor que la unidad. La condicién para que

los términos no estacionarios sean despreciables frente a los viscosos es

U h2 v
— ! 4.5
p0<<,uh2—>7_0 <<, (4.5)
V
<< e’ 4.6
Py SN HgE (4.6)

Excepto para frecuencias elevadas (79 pequenas) la condicién anterior se cumplird.
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Si los términos de la izquierda de las ecuaciones de cantidad de movimiento son

despreciables, entoces

AP U AyP V

~ s, —— ~ [, 4.7
T e T (4.7)
y por lo tanto
AP (LY >>1 (4.8)
Ay P ho ) '

De los anterior se deduce que AyP << A, P, es decir, 0P/0y ~ 0; con lo cual

P = P(z). El sistema de ecuaciones a considerar es

ou Ov
el 4.
B + oy 0 (4.9)
o_ 9P, 2u (4.10)
- Ox “agﬂ ’
con las condicones de frontera
z=0P(0) = Py (4.13)
x=LP(L)=P (4.14)

El objetivo es obtener u(z,y), v(x,y) y P(z), mientras el flujo de Hagen -Poiseuille
entre dos placas paralelas —dp/dx es conocido y P(z) cde linealmente con z, en el
caso presente —dP/dx es desconocido.

La ecuacién de cantidad de movimiento se integra

0y 1dP
- 4.1
oy?  pdx (4.15)
de aqui se obtiebne que
Oou 1dP
— =—— C 4.16
oy ndw y+C1 (4.16)

y una segunda integracién da
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idP 9
2u dx

donde C; y C3 se obtienen con las condiciones de frontera u(z,0), u(z, h(z) = 0. La

+ Cry + C2 (4.17)

solucién bajo estas condiciones es

u(z,y) = S < dP) y(h —vy) + U <1 — %) (4.18)

20 dx
N —
Flujo de Poiseuille Flujo de Couette

A continuacion se calcula P(z) 6 (—dp/dz), Integrando la ecuacion de continuidad

desde y = 0 hasta y = h(x) se tiene

M@ fou  dv ") du ") gy
=0= — 4.1
/0 ((% 8>d =0= /0 8xdy+/ 8dy (4.19)
0 d M d h dh h 0 4.20
= )y u(@, y)dy — u(@, h(z))— + v(@, h(z)) - v(z,0) (4.20)
d =)
— u(z,y)dy =0 — / u(z,y)dy = constante = q (4.21)
d$ 0

g = Q/b es el caudal pro unidad de anchura perpendicular al plano z —y =2 —y

que es desconocido. Sustituye la expresién obtenida para u(z,y)

1 dP h(zx) h(z) y
=—(—= hy — y?)dy + U 1—2)dy = 4.99
q 2u< dw)/o (hy y)y+/0 ( h>y (4.22)
1 dP y2 y3 A y2 h
_ I h_ —_ —_— —_— =
2u< dx>( 7 3tV o)
h3 dP Uh
== o 7. - 4.2
1 121 dz 5 (4.23)
SN—— S~~~
Caudal de Poiseuille Caudal de Couette

despejando dP

dx dz
dp = 6pU— % 12,uqﬁ (4.24)
Integrando entre hg donde x = 0 y h(z)(donde x = x) obtenemos
6uU L 1 1 6uqL 1 1
Plx)— Py = —— — | - - = . 4.25
(LIT) 0 h() — h1 (h(.’L‘) h0> hg — h1 hz(.’I}) h% ( )

El caudal por unidad de area, ¢, no es conocido y se puede determinar imponiendo
P(z = L) = P, es decir
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6uUL [ 1 1 6uqL 1 1 6uU L ho + h1
P—Py = S ) =22 6L 426
0= Tl <h1 h0> ho — hy (h% h3> hohy TRZ R (4.26)

de donde se puede despejar g, Para el caso particular P = P,

. hola
= ho + h1 ’

con ¢ calculado, P(x) y dp/dz son conocidos y tambien los es u(z,y). Para calcular

(4.27)

v(x,y) se integra la ecuacion de continuidad desde y = 0 hasta y, o sea

/Oy (8u(x,y') n 81}(%9')) dy =0 — g /Oy o,y 0(,g) —5(5,0)  (4.35)

Br: dy O
v(z,y) = —% {i <—%> <h%2 ~ %) +U <y - %)} (4.29)
:_6%{% <—%> y? <g—%> +Uy (1—%)} (4.30)

4.2. Fuerzas viscosas sobre la placa

Para calcular la resultante de las fuerzas sobre las placas se obtiene el tensor de

esfuerzos viscosos:

! !
7= ( Taw Ty ) (4.31)
Tay Tyy
donde
ou ou Ov Ov
! . I - il . . i
Ta:a: - 2/“1’8:[: ) Ta:y /J’ <8y + 8x> 9 Tyy 2:u’ay7 (432)
como
ou U ov 'V, ou
con
ou 1 dP U
e el — ) —pu— = 7 4.34
ou  Ov 1 d’P 1 dP\ dh Uydh
o (CE ) yh -2y — (- )y 4.
dy Oy 24 < dx? ) y )+ 2 < dm) Yiz T hedz (4:35)
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r;x~u}%¥~u% (4.36)
Thy ™ ,uhgo (4.37)
Tyy ™~ u%@ ~ ,u% (4.38)
Para calcular la fuerza del fluido sobre las placas con P, = P; se tiene
dF® = {[P(z) — Po]n® —7"° - n°} dS (4.39)
dF! = {[P(z) — Po]n' — 7" -n'} dS (4.40)

donde el super indice s corresponde a la placa superior e I a la placa inferior. Desar-

rollando se encuentra que

dF*® = [P(z) — Py (sen «, cos a)dS (4.41)

/s /s /s /s
—(TppSENa + Ty COS Q, Ty SENQ + Ty cOS )dS

y por los componentes

dF; = [P(z) — Po]dSsin a — 7;,dS sin —7;,dS cos « (4.42)

dF, = [P(x) — Po]dS cos o — Tfde sina — 7,,dS cosa (4.43)

con las estimaciones anteriores para los componentes de 7, se tiene

dF} ~ [P(x) — Py| dh — ug—Z ly=n dz, (4.44)

dF: ~ [P(z) — Py dz,. (4.45)

Para la placa inferior

dF' = {[P(z) — P (0, —1) + (7l .78 ) } dS.
Por los componentes

FL =71 dﬂz,ug—z =|y=o dz, (4.46)

T Ty
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s
nS= (sen «, cos o)
dS
dh/.
PO
Y
: R =F,
" ds '
| ! %
‘ nl=(0, 1)
Figura 4.3: Esquema de la distribucién de fuerza en una geometria tipo cuna.
F] = [P(z) — R da (4.47)
Ademis
ou hdP U
= = = 4.48
ou hdP U
= — 2 = 4.4
oy 0= "3 a T H R (4.49)
con
dP  6pU  12uq hohi
= = 4.50
dr ~ n2 w3 T etk (4.50)
y
6uUL 1 1 6uql 1 1
Plzx)—Ph=—H-—-——)——(= ——= 4.51
@ == S R hrm R W (4.51)
S I L
dF} = —dF, = [P(x) — Py|dz = — [P(z) — Pyl dh. (4.52)
Y y ho — hy
Integrando término a término desde h = ho(z = 0) hasta h = hy(x = L) se llega a
que

L 2/ he _ho—Mh
Fs=_—Fl = _6,U In— —2 )
v v a <h0—h1> (nm h0+h1>

Por otro lado

(4.53)
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h (6pU  12uq U L
FI— | = L= — — 4.54
dFy [2(}# h3>+“h]ho—h1dh’ (4:54)
integrando obtenemos
ho ho — h1
Fl=2 2ln — — : 4.
v =2 <h0—h1> ( " 3ho+h1> (4.55)
Para la placa superior
h (6pU  12uq U L
F; =[P(z)— P — | — - — p— 4.
2= 1Pw) - pian+ |5 (S - S50) < | e Ean, 0
Integrando
L ho — h1 ho
Fi=2 —2In— ). 4.
v =2l <h0—h1> <3h0+h1 “m) (457)

Se define el rendimiento fluido- dindmico como Sustentacién/Resistencia = F;/ F;.Con

las expresiones obtenidas anteriormente se encuentra que

F? L L
AN ~— 1 4.58
Fs ho — h1 ho == ( )

Este valor del rendimiento hace posible la lubricacién fluido-dindmica; el rendimien-

to es una expresion de la fuerza 1til de sustentacion frente a la fuerza pardsita de la
resistencia que hay que vencer para mantener el movimiento relativo de las dos placas.

La lubricaciéon fluido-dindamica evita el contacto de sélidos en movimiento relativo.

4.3. Ecuacién de Reynolds en coordenadas generalizadas
[9]

Supongamos que dos superficies sélidas curvadas estdn en movimiento relativo
separadas por una capa fluidad muy delgada.

Ligaremos el sistema de referencia a una de las superficies y usaremos un sistema de
coordenadas curvilineas ortogonales en el a y 3 son las coordenadas sobre la superficie
fija y donde y es la distancia a la misma.

La ecuacién de la otra superficie es y = h(a, 3,t), y la pelicula fluida ocupa la
region 0 < y < h. Supondremos, ademds que esta segunda superficie, que puede
ser deformable, se mueve respecto a la primera con una velocidad de componentes
Ua(ey, 1), Us(a, B,t) y Oh/Ot en las direcciones «, 3, t. Las funciones h, Uy, Ug estédn
determinadas por el movimiento de la superficie movil , y se supondran conocidas a

la hora de analizar el movimeinto del fluido. por ultimo supondremos que la velocidad
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Superficie superior

Superficie @ ' Lo gpdp
inferior 2 5

Figura 4.4: Geometria de la capa tridimensional

caracteristica U, en el sentido longitudinal de la pelicula y el espesor h. caracteristico

de la capa satisfacen las relaciones.

chChz h’g he
— <], — << ;= << L 4.59
uL vte L ( )

Siendo L la longitud caracteristica de la pelicula y p,. el valor caracteristico de
la densidad del fluido. En estas condiciones puede demostrarse que las ecuaciones de

cantidad de movimiento toman la forma

1 0P 0%ug
1 0P O*ug
—%8—5 + @ 02 =0, (4.61)

que expresan el equilibrio entre las fuerzas de presién y de viscosidad por unidad de
volumen. En estas ecuaciones P es la presiéon motriz (P = p+pU) en el caso del liquido
y la presién estatica (P = p) en el caso de los gases. Ademds, goda y ggdf son los
elementos diferenciales de longitud en las direcciones a y . los pardmetros g. y g3
son funciones conocidas de « , 3 y el tiempo t.

La ecuacion de cantidad de movimiento segin el eje y puede sustituirse por dP/dy

= 0, de modo que P(a, 3,t) es una funcién a determinar.

Las ecuaciones anteriores con las condiciones de contorno, u, = ug = 0 en y =

0;uq = Uy y ug = Ug en y = h , proporcionan

1 oP Yy

1 0P Y
Ug = ——— —h)+Ug=. 4.63
8 2#9585*”@ )+ Usy (4.63)
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quﬁg.;du

Pd.9pdP ” 3
b _QLﬁ_ (Papg.da) gpdp

Pqugud” +
& )
= o (Paagpdp) gudu

| g,do gl‘dB
I‘quud”

Figura 4.5: Volumen de control para construir la ecuacién de Reynolds

Los flujos volumétricos g, y gg a través de secciones transversales a la pelicula en

las direcciones v y 8 por unidad de longitud en las direcciones 8 y «a, respectivamente,

son
h 3
h? 0P Uyh
0= | Uady=— il , 4.64
¢ /Ou 4 12,uga8a+ 2 (4.64)
h 3
h®> 0P Ugh
a5 = ugdy = — — 4+ £ 4.65
’ /0 g 1209608 2 (4.65)

La ecuacion de conservacién de la masa aplicada en forma integral al volumen de
control representado en la figura anterior, que es el volumen de la pelicula que se erige
sobre un elemento rectangular diferencial de drea g,gsdndg de la superficie libre. Este
volumen contiene la masa, phgogsdadg, cuya variaciéon en la unidad de tiempo, més
el flujo de masa de fluido que sale, menos el que entra a través de las caras laterales

del volumen de control, debe ser nula; es decir:

% f’u pgagpdadBdy — fA(a) puagpdfdy + fA(aer;r) puagpdfdy—

(4.66)
= Jaga) Pu89adBdY + [ 451 a5) PUBGadady =0
el primer termino de esta ecuacion es
d 0 h 0(gagsph
— [ pgagpdadfdy = dadB— | gags / pdy | = dadﬂw, (4.67)
dt J, ot 0 ot

mientras que usando las definiciones anteriores de g, y ¢g, las integrales extendidas a

la superficie toman la forma

/ puagpdfdy = ggdp / puady = ggpdfs / Uady = pgagpdp, (4.68)
A(a) A() A()
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/ puggadady = gada / pugdy = gapdo / ugdy = pqsgada, (4.69)
A(B) A(B) A(B)

donde se ha supuesto que la densidad p no varia a través de la pelicula.

En resumen la ecuacion de continuidad toma la forma

a(gagg ph)

dadﬁT + dB[(PgagB) atda — (PGa + 98)a) + daf(pgsga) s+ds — (Pas + ga)s) = 0.
(4.70)
Es decir,
9(gagsph) | 9(paags) | 9(pasga) _

ot + B + 25 0. (4.71)

Para un fluido incompresible se reduce a

9(gagsh) | 0(qags) | 0(dsga)

B + e + 95 =0. (4.72)

Los gastos volumétricos por unidad de longitud ¢, y g estdn dados en las Ecs.
(4.63) y (4.64), respectivamente. Sustituyendo los valores de ¢,y g3 en la Ec. (4.67) se

tiene

d(gagsph) = 0 [ gsh® 9P  ggUsh\ | 8 [ gah® OP  ggUsh
ot da 120190 Ocx 2 opB 12pg5 05 2

Que es la ecuacién de Reynolds de la lubricacion para fluidos incompresibles. Esta

) . (4.73)

ecuacion es lineal en derivadas parciales con variables independientes o y 3 y variable
dependiente P. El tiempo ¢ es un pardmetro y no necesita condiciones iniciales. Como
condiciones de contorno se pueden dar, el valor de la presién a lo largo del contorno

de la pelicula

P=P(a,p) en C(a,p)=0. (4.74)

Donde C(a, ) = 0 es la ecuacién de contorno de la pelicula. En la parte del
contorno puede, alternativamente, especificarse el valor del flujo volumétrico ¢, por
unidad de longitud de la pelicula, en la direccién n tangente a la pelicula y normal al

contorno. Las componentes de n en las direcciones de o y 3 son, respectivamente.

1.9¢
Mo = 1 acga - 10C\2 (4.75)
</(g—am)2 +(3;97)°
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el flujo ¢, es

Qn = qaNa 1+ 9Nga, (4’76)

donde ¢ y g estdn dados en las Ecs. (4.63) y (4.64), respectivamente. El gasto

volumeétrico, g, serd nulo si el contorno C(«, 3) = 0 estd tapado, por lo tanto

ocC ocC
9855 0a Gog598 = 0. (4.77)



Capitulo 5

Penetracion capilar en celdas de
Hele-Shaw

En este Capitulo se discuten tres configuraciones importantes de la celda de Hele-
Shaw en las cuales se analiza la penetracién capilar mediante el uso de la teoria de la
lubricacién de Reynolds. Este tipo de enfoque no es comun en estudios de la penetracién
capilar y es por ello que el estudio delos flujos de pelicula en las celdas analizadas se re-
aliza con detalle. se analizan tres casos de interés: a) la celda de Hele-Shaw vertical con
placas paralelas y separaciéon constante, b) la celda de Hele-Shaw radial y finalmente,
la celda de Hele-Shaw no uniforme (las placas tiene un dngulo de inclinacién pequeno
respecto a la vertical). Estas configuraciones ayudaran a entender los resultados que se

encontaran mas adelante en el estudio del ascenso capilar en espacios anulares cénicos.

5.1. Penetracién capilar en celdas verticales planas (Cel-
da de Hele-Shaw)

Un caso simple de analizar bajo el esquema de la teoria de la lubricacion es el de
la celda de Hele-Shaw con placas verticales paralelas. En tal caso, se asume que al
poner en contacto la celda con un liquido viscoso, este comienza a ascender espon-
taneamente debido a la accién de la presién capilar. Los experimentos muestran [11],
que en primera aproximacion, el frente de flujo es plano, y asf el flujo se puede describir
como unidimensional, con velocidad u, usando la teoria de la lubricacion.

De acuerdo a la Fig. (5.1), la celda tiene un largo L y separacién D muy pequena
en comparacién con H (altura de la celda), el fluido entra en y = 0 al tiempo ¢ = 0.

En este caso las ecuaciones de la lubricacién son

28
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E L 2
da 5 i
Liquido—}» |

Figura 5.1: Esquema de la celda Hele-Shaw con placas planas y separacién uniforme.

ou
8_y =0, (5.1)

para masa, y

op  12u

8_y = T2 UPYs (5.2)

para el momento (Ec. de Reynolds de la lubricacién). En la ecuacién anterior p es la
presién y g es la aceleracién de la gravedad. Las condiciones de frontera para resolver

el problema lubricado téman la forma

p(0) = 0, (5.3)
20 cos b,
D

La caida de presion desde el fondo hasta la superficie libre (en y = h) de este flujo

se obtiene de la Ec. (5.2), en la forma

Ademais, el salto de la presion en la superficie libre esta dado por

20 cos 0
ap =220 (5.6)
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donde se ha usado que la presion capilar es p. = 20 cos6./D donde 0, es el dngulo de
contacto. Finalmente, la ecuacién general para determinar la posicién de la superficie

libre es

12 dh
D"t

con la condicién inicial ¢ = 0, y = h = 0. De la Ec. (5.7), se encuentra que la altura

20 cosf. — h—pDgh = 0. (5.7)

de equilibrio es
20 cos b,

pDyg
dicha altura se da cuando las presiones capilar e hidrostética se igualan [12] o, equiv-

heq= , (5.8)

alentemente, cuando dh/dt = 0.

Es posible adimensionalizar la Ec. (5.7) usando las nuevas variables £ y 7 de manera
que & = h/heq, T = t/te, con to = 12ph?,/ (2Do cosf.) = 24p0 cos b,/ (pDg)?. esto
produce la ecuacién adimensional de la forma

dg

1-—£-(=0, (5.9)

cuya solucién bajo la condicién inicial £ =0 si 7 =0, es
—&—In(1-¢ =r. (5.10)

Noétese que a alturas pequenas, { << 1,In(1 —¢§) = —§ — %52 +0 (53) y cosecuente-

mente la ecuaciéon adimensional para altura es

£ =2, (5.11)

la cual es conocida como la ley de Washburn [13, 14, 15, 16]. En la Fig. (5.2) se muestra
una gréfica adimensional de la Ec. (5.11) para condiciones de buen mojado o mojado
perfecto, i.e., 8. = 0. De acuerdo a la adimensionalizacién, la altura de equilibrio se

alcanza en £ = 1.

5.2. Penetracion capilar en celdas de Hele-Shaw radiales

Una sistema de placas paralelas radiales con pequeiia separacién entre ellas, 2H,
y radio inicial Ry, se muestra en la Fig. (5.3), el méximo radio es 7 = R;. Esta con-
figuracién es conocida como la celda de Hele-Shaw radial y es muy importante para
entender el flujo de fluidos capilares en yacimientos de petréleo [17] y en sistemas de
aguas subterréneas [18], entre otras aplicaciones. La descripcién lubricada se puede re-
alizar en coordenadas cilindricas (r, z, ¢) donde el origen de este sistema esta localizado

en el centro de las placas circulares.
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Figura 5.2: Gréfica de la altura adimensional del frente del liquido durante el ascenso
capilar, £ vs 7, en una celda de placas planas, Ec. (5.11).

a)

Figura 5.3: Bosquejo de la penetracién capilar en una celda de Hele Shaw radial hori-
zontal. El flujo inicia a partir de un radio inicial Ry. El frente del flujo estd en r = R(t)
y la separacién de las placas es 2H.
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Se asume que durante la imbibicién espontanea el liquido se suministra en forma
continua el cual penetra en forma radial desde una zona de radio Ry. En este caso las

ecuaciones de la lubricacién para la presién p y la velocidad radial v, estdn dadas por

2 H30p
= —o— = 12
v 3 or (512)

que expresa la conservacién de cantidad de movimiento, y
a(rvy)
or

que es la ecuacién de consevacion de masa. Las Ecs. (5.12) y (5.13) se deben de resolver

=0 (5.13)

bajo la condicién: en t = 0, r = Ry La Ec. (5.13) tiene una solucién de la forma

rUp = % (5.14)

donde @ es el flujo volumétrico. En términos de la posicién radial frontal R(t) se tiene
que Q@ = 4rHR(t)dR(t)/dt. Utilizando la relacién anterior en la Ec. (5.14) y la Ec.

(5.12), se encuentra que la caida de presién en la zona AR = R — Ry, es

3u _dRrR (1 3u dR
dr = -2 R — . 1
Ap H2R 7 /0 rdr H2R " n(R — Ry) (5.15)

Por otro lado, el salto en presién en el frente de fluido localizado en r = R(t) esta
dado por Ap = —o(cosf./H —1/R). Igualando ambos cambios en presién se encuentra

que la ecuacién para el frente de liquido, es

3u _dR cosf. 1

TR ) (5.16)
El término 1/R en la Ec. (5.16) se puede despreciar virtud de que R >> H. De este

In(R — Ry) = o

modo la ecuacién del frente puede escribirse como

3uR n(ﬁ)d—R __ocosf.
H? Ry dt  H
En este caso la Ec. (5.17) no da distancias de paro finitas, ya que si dR/dt = 0,

(5.17)

H — oo. La solucién adimensional de esta dltima ecuacién es

¢ (Iné* —1) +1=4cosf.r (5.18)
donde se usaron las variables adimensionales
R t
3 R_o’ T t

con t. = 3u/Ho y condicién inicial £ = 1 en 7 = 0. El caso limite de pequenas
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Figura 5.4: Grafica adimensional del frente de liquido en la celda radial en funcién del
tiempo. la liea continua corresponde al caso radial dado por la Ec. (??) mientras que
la linea punteada corresponde a la ley de Washburn, Ec. (77).

distancia de penetracion se puede analizar considerando que £ = 1+ ¢, ello lleva a que
In(l+¢)=e—(1/2)e? 4+ O (£*). Usando lo anterior se llega a que

&=14V2cosfr, (5.19)

la cual ahora es la ley de Washburn para celdas radiales.

En la Fig. (5.4) se muestran las gréficas de las Ecs. (5.18) y (5.19) bajo condiciones
de mojado perfecto (6. = 0). Se aprecia que la solucién radial es més lenta que la de
Washburn, ello se debe a que la aproximaciéon de Washbrun considera que el drea del
frente de liquido es constante durante el avance del frente del liquido, lo que claramente
no ocurre. Las correspondientes velocidades del frente radial se muestran graficamente
en la Fig. (5.5). Se aprecia que ambas velocidades a tiempo largos son muy similares

y constantes (finitas).

5.3. Celda de Hele-Shaw no uniforme

Un caso simple donde se aprecia el efecto de la reduccion de la seccién transversal
de la zona de flujo bajo el campo gravitatorio, corresponde a una celda vertical de Hele-
Shaw con separacién no uniforme, como la que se muestra en la Fig. (5.6). Las placas
de la celda forman un dngulo pequeno «, y pueden tocarse o no en el punto z = 0.
En este problema, como en el problema de la cunia horizontal de Taylor [21, 22, 23],
ocurre también una fuerte competencia entre las fuerzas gravitacionales, viscosas y

superficiales.
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Radial
Washburn

Figura 5.5: Gréfica de la velocidad del frente del liquido en funcién del tiempo. La linea
continua corresponde a la velocidad radial, mientras que la lfnea punteda corresponde

a la velocidad dada por la ley radial de Washburn.

'z Liquido

Figura 5.6: Celda no uniforme de Hele-Shaw. Aqui las placas no son paralelas, sino
la seccién tranversal disminuye
con el avance del flujo de liquido. La altura instantdnea del frente de liquido es H (t),

que forma entre si un dngulo « pequeno. En este caso

su profundidad es b y la longitud total de la celda es L.
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En este caso, la teorfa de la lubricacién Hele-Shaw puede formularse en un sistema
generalizado de coordenadas, como el discutido en la Seccién 4.3. Aqui se considera
que el flujo es unidimensional y que la coordenada z apunta hacia abajo, en direccién

opuesta al vector g. Entonces, la ecuacién de Reynolds de conservacion de la masa es
o) ( h? ap)
0z 12u 0z

donde P es la presion y h = «az es la separacién no uniforme entre las placas. De igual

=0, (5.20)

manera, la ecuacién de momento es en este caso

h3 OP
= —— 21
4 12p 0z (5:21)
donde g, es el flujo, por unidad de longitud, en la direcién z.Las ecuaciones (5.20) y

(5.21) se deben resolver utilizando las condiciones de frontera

enz=1L,  P=0, (5.22)
lo que indica que la presién en la zona de entrada del liquido es nula, y
20 cos (0. + «)
h

que expresa que en el frente del liquido medido desde la arista de la cuna (z = 0)

enz=L—-H, P=— + pgH. (5.23)

actua la presion capilar y la hidrostdtica. Mds aun, en (5.23) H es la posicion del
frente del liquido y en la presion el primer término es la presion capilar, que es valida
cuando (L — H) >> h, recuerdese que 6, es el dngulo de contacto. En z = (L — H) la
condicion cinemética establece que ningun elemento del liquido cruza a la superficie

libre, de la cual el campo de la ecuacion toma la forma.

dH
&~ ., z=L-H. 24
h o q z (5.24)

la ecuacion (5.20) inmediatamente da
h? opP
—— =A(t 5.25
20, Al (5.25)
donde A(t) es una funcién que depende unicamente de t. La ecuacion (5.25) puede ser

integrada desde el fondo hasta la posicién del frente del liquido, con lo que obtiene

20 cos(fcta)

g trgH (L—H)
/ T—H) IP — 12;¢A/ dz (5.26)
0 L

as 23’

La integracién permite conocer el valor de A

oa?cos(f.+a) L2(L—H) pgo® L2 (L — H)?

A=—
3 H(H —2L) 6p  (H—2L)

(5.27)
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Usando las Ecs. (5.21), (5.25) y (5.27) en la condicién cinemadtica (5.24), se encuentra

que la ecuacién diferencial del frente de liquido es

dH L oacos (0. +a) L pga?
— = — — L(L—-H)|. 2
& = (H—-2L) s H oy L H) (5:28)

Las alturas de equilibrio, como ya se ha comentado se alcanzan si dH/dt = 0. En tal

caso, de la Ec. (5.28) se tiene que la altura de equilibrio para el sistema de las placas

11
Heg = 5L+ 5V I2 +422. (5.29)

donde 12 = 20 cos (6. + ) /pga es una longitud capilar efectiva. Observese que la

inclinadas es

Ec. (5.28) fmplica que la altura de equilibrio estd fuera del sistema de placas, ya que
la cantidad VL2 + 412 > L si | > 0. Esto asegura que el flujo tendera salirse si las
condiciones en el vertice lo permiten.

La forma adimensional de las ecuaciones previas se obtiene introduciendo las vari-
ables adimensionales £ = H/L y 7 = t/t. con el tiempo caracteristico t. = 3uL/o.

Asi, la Ec. (5.28) se transforma en la ecuacién adimensional

dg 1 a? acos (0. + a)
= Bo—(1-¢) - ——= 5.30
donde el nimero de Bond es Bo = 3;&2 Si d¢/dr = 0, la altura de equilibrio adimen-
sional es
1 1 4cos (0. + o)
==+ /1+ — 31
Seq 2 2\/ + aBo (5:31)

la cual lleva a que ., > 1 sf 4cos (0. + a) /aBo > 0.
Una solucién asintética de (5.30) se obtiene fécilmente cuando Bo = 0, en tal caso

se tiene que
(2— 5)5% = acos (0. + a), (5.32)

cuya solucién es

362 — €3 = 3acos (0. + ) 7. (5.33)

En el caso de alturas muy pequenas, ¢ << 1, se encuentra que
2 =acos (b, +a)T, (5.34)

lo cual corresponde a la ley de Washburn.
Si Bo # 0, la Ec.(5.30) se debe de resolver numéricamente. Asumiendo que la celda
de Hele-Shaw no uniforme se llena de agua (p = 998 kg/m?, o = 0,072 N/m, p = 1,002

cP) y una celda de vidrio con dimensiones L = 0,1 m de altura, o = 30° de dngulo de
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Figura 5.7: Gréficas adimensionales de la altura de del frente como funcién del tiempo.
Las curvas fueron construidas con la Ec. (5.30) (Bo = 0,2) y con la Ec. (5.33). Nétese
que el efecto de la gravedad no es importante en esta celda.

apertura, y una separacion entre placas en el fondo igual a h = 0,1 mm y un mojado
perfecto, i.e., 6. = 0°, se puede realizar la integracién numéricamente. La Fig. (5.7)
muestra la evolucién de la altura adimensional del frente, £, como funcién del tiempo,
7. En nesa misma figura se graficé el caso cuando la gravedad esta ausente, Bo = 0.
Ya que las curvas tienen el mismo comportamiento se concluye que en este tipo de

celda la gravedad no tiene un efecto sustancial.

En la Fig. (5.8) se muestra la grafica de la velcocidad del frente de penetracién
capilar como funcién del tiempo, se aprecia que la velocidad alcanza un valor constante,
lo cual es deseable que ocurra en en boligrafo real ya que este cede la tienta a gasto

constante.
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Figura 5.8: Gréficas adimensionales de la velocidad del frente del liquido como funcién
del tiempo construida a partir de la solucién de la Ec. (5.30) (Bo = 0,2).



Capitulo 6

Penetracion capilar en la cedlda

de Hele-Shaw anular cénica

6.1. Espacio anular de ancho uniforme

No es dificil encontrar en la Web que la estructura de una punta de boligrafo tiene
como uno de sus elementos mds importantes una regién anular cénica a través de la
cual pasa la tinta [19]. La configuracién anular cénica relacionada con otro tipo de
flujo fue estudiada hace relativamente poco tiempo [24]. Considére, por ahora, que
la estructura cénica que se analiza es la que se muestra esquemadticamente en la Fig.
(6.1), es decir, dos conos huecos con igual dngulo de cono « y concentricos entre si y
forman un espacio anular uniforme de tamano h.

El ascenso capilar ocurre cuando el liquido viscoso de viscosidad dindmica u y
densidad p entra en contacto con el espacio capilar formado por los conos hechos de
un material con buen mojado, es decir, el dngulo de contacto 6. entre el liquido y el
material del que esta hecho el cono es tal que 6. < 7/2. La presion capilar p,, forza al
liquido a llenar el espacio anular, incluso si esta presente el campo gravitatorio. En la
Fig. 1 se muestra esquematicamente el flujo desarrollado en el espacio anular (regién
gris). En el problema se asume que h << (L,[.) donde L es la altura del cono y . es
la longitud capilaridad . = W, aqui o es la tension superficial del liquido y ¢ es
la aceleracién de la gravedad. En general [, es del orden de unos cuantos mm.

El flujo desarrollado en el espacio anular es un flujo de pelicula y puede ser descrito
usando las ecuaciones de lubricacién en coordenadas polares (r,6), donde r mide la
distancia a lo largo de la superficie del cono desde el vértice hubicado en 7 = 0, y
0 denota el dngulo azimutal medido sobre el cono. Claramente, en este caso el flujo
eje-simétrico es, en primera aproximacién, puramente radial. El problema consiste en

describir la posicién del frente el cual a un tiempo ¢ estd a una altura H (t) respecto a

39
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Figura 6.1: Esquema del espacio anular lleno de liquido por la accién capilar. El es-
pacio anular tiene tamano h y los conos tienen un angulo de apertura «. El sistema
coordanado usado es en coordenadas polares (r,0) y es definido esquematicamente en
el dibujoi
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la vertical.

En la teoria de la lubricacion, la ecuacién de conservacién de la masa puede ser
dada en términos de la ecuacién de Reynolds en coordenadas polares, la cual es una
ecuacién para la presién cuya forma es [9]

o, h3 opP
—(—rsina—) = 0. 6.1
Gr(12,u or ) (6.1)
El correspondiente flujo volumétrico, por unidad de longitud, a lo largo de la di-
reccion r, g, es ahora
h3 0P
= ———. 6.2
&= T o (62)

Las ecuaciones (6.1) y (6.2) deben ser resueltas bajo las condiciones de frontera

L
enr = : P=0, (6.3)
cos &
y
L—H 2 0
enr = . p=20%0c pgH. (6.4)
cos & h

En la Ec. (6.4) H es la posicién vertical del frente de liquido y en la ecuacién de la
presién el primer termino es la presién capilar vélida cuando (L — H) >> h, finalmente
0. es el angulo de contacto.

Cuando el liquido avanza éste no cruza el frente localizado en r = (L — H)/ cos «
, ésta es la condicién cinemdtica [16], la cual ahora téma la forma

h% =~ _rn (6.5)
La Ec. (6.1) da inmediatamente que

RS P Q1)
m”f’ SIHQE = 7, (66)

donde Q(t) es flujo volumetrico. La Ec. (6.6) puede integrarse a lo largo de la columna

de liquido en el espacio anular, esta integracién da

J SR e 12 Q [ dr 67)
0 ~ m3sina2r J o o’ ’
ésto lleva a que conocer a la cantidad Q/27, o sea

Q h3 sin o [20 cos 0. }

— = —pgH| . 6.8

or  1zum (R | n P (6.8)
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Usando la Ec. (6.2) y la ecuacién anterior se tiene que en el frente de liquido se satisface

que
h3 OP
Tl = T g ket (6.9)
0
h3 oP h3 Cos o 20 cos 0,
ol im = - —1, (6.10
rly—tzn 12u oy =it = 12p0n (2£2) (L - H)[ h } (610

El uso de las Ecs. (6.10) en la condicién cinematica (6.5) produce la ecuacién

(L — H)In( - : (6.11)

L—H)E h? cos o _QJCOSGC
L at - 1zp |7 '

/(L H)In(t2) AT — /h2cosa (6.12)

[ng 20’0059

la cual en su lado izquierdo sélo puede ser obtenida por integracién numérica.

En la la Fig. (6.2) mostramos graficamente la posicién del frente de liquido como
funcién del tiempo para algunos casos de interés como agua y aceites de silicon de
viscosidades 50 cP y 100 cP. De manera general se aprecia que el flujo capilar de agua
es muy rapido y que los tres fulujos tienen una pendiente casi constante. Esto significa
que la velocidad de los flujos es casi constante. Para comprobar ésto en la Fig. (6.3) se
muestran las velocidades de los tres flujos en funcién del tiempo y se aprecia que, en
efecto, los tres flujos tiene una amplia zona de velocidad constante y que al acercarse
a la punta de los conos la velocidad se incrementa ligeramente. Esatas son tambien

cualidades muy deseables en el funcionamiento de un boligrafo.

6.2. Celdas con espacio anular no uniforme

En la seccién anterior se analizé el problema del ascenso capilar en conos de espacio
anular uniforme, i.e., h=cte. o dngulos de cono diferentes. El analisis requirié de la
teoria de la lubricacién, pero dicha teoria también se puede aplicar a configuraciones
méds complejas, por ejemplo, en las que la separacién sea no uniforme como se muestran
en la Fig. (6.4). Este tipo de configuraciones son mucho més complejas de tratar y
pueden a tener mejores disenios de boligrafos y una mejor comprensién de los sistemas
fracturados como los medios porosos fracturados en donde fracturas de este tipo son
frecuentes. Mds trabajo en esta direccién se propone como una linea de investigacién

futura.



6. Penetracion capilar en la cedlda de Hele-Shaw anular cénica 43

10
E
L
I 8
6 -
N .
24/~ - - - Water
: — Silicon oil 50cP
--------- Silicon oil 100cP
0 T T T T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000
t(s)

Figura 6.2: Evolucién del frente del liquido como una funcién del tiempo para agua
(linea continua), aceite de silicon con g = 50 cP (- - - - - ) v aceite de silicon con
pw=100cP (--- ).



6. Penetracion capilar en la cedlda de Hele-Shaw anular cénica 44

0.10
12
S 0.08- b=t
ﬁ % s |
T
o 5
0.06 -
44
0.04 - oL
a T T T T
4 [ &
1
0.02 4 © _
—— Silicon oil 50 cP
-------- Silicon oil 100 cP
0004 T
1 ' I ' I ' I ' I '
0 1000 2000 3000 4000 5000
t(s)

Figura 6.3: Velocidad del frente de penetracién capilar como funcién del tiempo. En
la gréfica interior se muestra la velocidad para el agua y la duracuén del fenémeno es

muy corta, relativa
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Figura 6.4: Diferentes configuraciones posibles de espacios anulares cénicos en donde
la separacién es no uniforme, es decir, h=nh(r) es una funcién de la coordenada r.



Capitulo 7

Conclusiones Generales

Como resultado del uso de la teorfa de la lubricacién, en este trabajo se han analiza-
do teoricamente configuraciones de ascenso capilar complejas como celdas radiales, cel-
das de Hele-Shaw con espaciamiento no uniforme, celdas con espacios anulares c¢énicos,
etc. Tales configuraciones pueden ser muy utiles para comprender muchos fenémenos,
pero en particular podemos entender mcuhos fenomenos capilares que se presentan en
los yacimientos naturalemente fracturados de agua y aceite y en un boligrafo, como
un ejemplo cotidiano.

El analisis presentado con la teoria de la lubricacién permite predecir, en particular,
diversos aspectos del flujo anular en un boligrafo y que observamos muy a menudo en
boligrafos de alta calidad: la tinta siempre fluye a gasto constante y el boligrafo puede
escribir ain cuando la punta este hacia arriba. Este tipo de resultados también pueden
ser de enorme utilidad préctica en la explotacién de crudo en yacimientos fracturados
ya que muchas de las fracturas de los yacimientos son muy esbeltas y mojables al
aceite o al agua. La reaizacién de experimentos en las geometrias cénicas es complejo
y requiere de cuidados experiementales que por ahora no es posible conseguir en el
laboratorio. Sin embargo, actualemnte se esta haciendo un esfuerzo para alcanzar dicha

meta.
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