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Resumen

El objetivo de este trabajo consiste en analizar teóricamente el comportamiento del

ascenso capilar espontáneo y las alturas de equilibrio, en espacios anulares cónicos, de

flujos de líquidos de diferentes viscosidades, utilizando la teoría de la lubricación. Este

problema es un modelo simple del funcionamiento de un bolígrafo, y también ayuda

a comprender aspectos fundamentales de los flujos capilares, por ejemplo, cuando

compiten entre sí las fuerzas de gravedad, viscosas y de tensión superficial a medida

que el área local de flujo se reduce.

Abstract

The main objective of this thesis is the theoretical analisis of the spontaneous

capillary rise and the equilibrium heights in capillary annular conical spaces of viscous

liquids. Here the lubrication theory was used in order to understand the behavior of a

rollerball pen and and fundamental aspects of the capillary flows when the capillary,

viscous and gravity forces compete among them and the local cross-section of the

capillary is reduced.



Capítulo 1

Introducción

En este trabajo se analiza como aspecto principal el comportamiento de un flujo

de fluido viscoso, usando la teoría de lubricación, debido al ascenso capilar bajo el

campo de la gravedad, dentro de un espacio anular formado por dos conos coaxiales y

la existencia de las posibles alturas de equilibrio.

Este tipo de problemas permiten entender la captación de líquidos en plantas [1],

la penetración de pintura en papel y los flujos de película en los medios porosos frac-

turados que sirven como almacenadores de petróleo. El ascenso capilar también ocurre

en estructuras muy estrechas como micro y nano canales [2, 3] y en espacios con es-

tructuras muy complejas en los cuales el ascenso del fluido se da cuando el espacio

capilar es menor que la longitud capilar [4, 5, 6]. Un tipo especial de penetración

aparece en celdas de Hele-Shaw radiales horizontales, en las que los líquidos penetran

espontáneamente fuera de la influencia de la gravedad.

En este trabajo la estructura capilar (el cambio en la geometría) tiene un fuerte

impácto en el comportamiento de las fuerzas capilares y viscosas y curiosamente ambas

compiten con la fuerza de gravedad. La celda de Hele-Shaw cónica se forma mediante

dos conos concéntricos, teniendo un pequeño espacio uniforme entre éstos Fig. (1.2).

En este caso el frente del líquido penetra debido por la acción de la presión capilar,

esto puede verse como una delgada película que fluye, lo cual hace posible el uso de

la teoría de la lubricación como la herramienta para modelar el comportamiento de

este flujo [8, 7, 9]. El resultado principal de la solución del modelo del flujo en el

espacio anular cónico es la evolución del frente de penetración capilar que es inicial-

mente lenta, después se mueve a velocidad constante y finalmente se acelerada muy

intensamente. Estas son las características típicas de un bolígrafo y que observamos

de manera cotidiana.

2



1. Introducción 3

Figura 1.1: Perfil exterior de la punta de un boligrafo. Nótese que el espacio anular

interior puede verse en primera aproximación como dos conos concentricos.

Figura 1.2: Esquema idealizado de la punta de un bolígrafo. La fuente de líquido esta

en la parte inferior y el espacio anular tiene ancho .



Capítulo 2

Conceptos básicos de

hidrodinámica [10]

Ya que el problema que aquí se estudia está dominado por las fuerzas capilares, es

conveniente primero dar algunas definiciones que sean útiles para comprender mejor

la formulación del modelo teórico.

2.1. Definición de Capilaridad

Considerese un recipiente con un liquido y a su vez se colocan varios tubos de

cristal con diferentes diámetros. Inmediatamente el líquido empieza a subir por estos

tubos hasta llegar a una altura determinada. Con esto se puede observar, que mientras

menor sea el diámetro del tubo el líquido llega a una altura mayor, y a su vez ésta será

tal que el peso del líquido que quede dentro del tubo sea igual a la tensión superficial de

dicho líquido. Consecuentemente, la tensión capilar se define como una propiedad física

del agua, principalmente, por la que puede avanzar a través de un canal minúsculo,

siempre y cuando se encuentre en contacto con ambas paredes de dicho tubo y estas

paredes se encuentren suficientemente juntas. Así pues, esta misma propiedad es la que

distribuye el agua por los espacios de aire que quedan entre las partículas del suelo.

Allí queda el agua retenida hasta que es encontrada por las raíces de las plantas siendo

absorbida por los capilares que tienen las mismas, que son los encargados de cumplir

con esta absorción.

2.2. Definición de Presión Capilar

Siempre que dos o más fluidos inmiscibles coexistan dentro de un sistema poroso o

un tubo capilar, la combinación entre la tensión superficial y la curvatura debido a los

4



2. Conceptos básicos de hidrodinámica [10] 5

tubos capilares. Hace que estas fases experimenten diferentes presiones. La presión del

fluido mojable y el fluido no mojable, siendo la una mayor que la otra respectivamente.

A medida que las saturaciones relativas sufren cambios, las diferencias de presión

también lo hacen. Estas presiones se determinan para sistemas de dos fases de diferentes

clases.

La fórmula de la diferencia de presión capilar es

 =  −  (2.1)

donde,  es la presión capilar,  se define como la presión fase no mojante y 

es la presión de la fase que moja.

2.3. Ecuación fundamental de la hidrostática

Supongamos dos alturas y  en un fluido; la ecuación fundamental de la hidrostáti-

ca es

 () +  =  () +  (2.2)

Donde  es la dencidad del liquido constante, y donde  es el valor de la aceleración

de la gravedad,  y  las correspondientes alturas. Una expresión más general de esta

ecuación es



= − (2.3)

Este principio también explica porqué para un objeto sumergido en el agua, su

peso aparente es menor que si lo pesamos en el aire. En la deducción de este principio,

la fuerza neta de la presión sólo depende de la posición (geometría del objeto y de la

profundidad). En el caso del fluido dentro del mismo fluido (equilibrio), la fuerza neta

de la presión tiene que ser igual al peso del fluido contenido en el volumen considerado.

2.4. Tensión superficial. Capilaridad. Ley de Jurin

Se denomina tensión superficial cuando alrededor de una molécula actúan fuerzas

de atracciones simétricas y, cuando esta se encuentra rodeada de otras moléculas tam-

bién existen fuerzas que actúan a su alrededor, dichas fuerzas tienden a arrastrar a

las moléculas de la superficie hacia el interior del líquido. Cuando esto ocurre en un

líquido, este se comporta como si tuviese una película invisible en su superficie.
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La tensión superficial a su vez es responsable de la resistencia que un líquido

presenta a la penetración de su superficie, de la tendencia a la forma esférica de las

gotas de un líquido, del ascenso de los líquidos en los tubos capilares y de la flotación de

objetos u organismos en la superficie de los líquidos. Termodinámicamente la tensión

superficial es un fenómeno de superficie y es la tendencia de un líquido a disminuir

su superficie hasta que su energía potencial superficial es mínima, condición necesaria

para que el equilibrio sea estable. En el interior del líquido, la molécula está rodeada

de otras moléculas en todas las direcciones, de manera en que la fuerza neta es nula.

Cerca de la superficie, la molécula sólo está rodeada parcialmente de otras moléculas

del líquido, de manera que esto provoca una fuerza atractiva neta hacia dentro del

líquido.

Para extraer la molécula, hace falta hacer un trabajo (tensión superficial), sí la

llevamos a la superficie; si la extraemos del todo ocurre la evaporación.

Sea  es el alcance de la fuerza, y  la fuerza molecular mediana, el trabajo será igual

al producto de estos,

 =  (2.4)

Ampliar el área superficial de un líquido, también cuesta energía

Tensión superficial ≡  =




µ
N

m

¶
 (2.5)

donde  es el trabajo y  el área.

Ejemplos de valores de tensión superficial en diferentes liquidos

Agua a 273 K: 75,5 10−3 N/m
Agua a 373 K: 58,9 10−3 N/m

Etanol: 22,3 10−3 N/m
Aceite de oliva: 32,0 10−3 N/m

Mercurio: 465,0 10−3 N/m

Los líquidos poseen las propiedades de cohesión y adhesión debido a la atracción

molecular. Debido a la propiedad de cohesión, los líquidos pueden resistir pequeñas

fuerzas de tensión en la interfase entre el líquido y aire, conocida como tensión su-

perficial. La cohesión permite al líquido resistir esfuerzos de tracción, mientras que

la adhesión permite que se adhiera a otros cuerpos.

Si las moléculas líquidas tienen mayor adhesión que cohesión, entonces el líquido

se pega a las paredes del recipiente con el cual está en contacto, resultando en un

aumento (elevación) de la capilaridad de la superficie del líquido; un predominio de la

cohesión causa por el contrario una depresión de la capilaridad.
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Figura 2.1: Definición del ángulo de contacto, .

La Fig.(2.1) muestra la imagen de un menisco. Las fuerzas que actúan sobre un

elemento de fluido contenido en un recipiente son: la fuerza de líquido - sólido, la fuerza

del aire - líquido, y la fuerza de líquido

El ángulo de contacto  (depende exclusivamente de las fuerzas adhesivas y cohe-

sivas). Como ejemplos se pueden mencionar el ángulo de contacto del sistema agua-

vidrio: 0, y el ángulo de contacto del sistema mercurio-vidrio: 140.

Para estudiar el ascenso o el descenso de líquidos en conductos finos, conviene

preguntar primeramente a que distancia puede subir o bajar el líquido. Las fuerzas

que intervienen, hacia arriba y hacia abajo son

arriba = 2 cos  (2.6)

abajo = Peso = 2 (2.7)

al igualar las dos fuerzas se obtiene que

 =
2 cos 


 (2.8)

Esta es la ley de Jurin y muestra que a menor radio del tubo , mayor es la altura

de equilibrio.

2.5. Ángulo de contacto de un fluido

La penetración capilar de un líquido con buen o mal mojado de las paredes de un

tubo capilar vertical o, en el caso más general, a las diversas paredes de un espacio

capilar, es un fenómeno muy común en diversos procesos de la ingeniería química, la
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Figura 2.2: Ángulos de contacto  para el caso de mal ( ≥ 90◦) y buen mojado
(  90◦)

ingeniería petrolera y la ingeniería agrícola. En la ingeniería química el movimiento

espontáneo de un líquido de una región a otra, debido a la acción de la presión capilar,

es de gran utilidad en la cromatografía de líquidos y los reactores de lecho empacado.

En ambos casos el líquido asciende a través de los poros debido a la presión capilar de

manera que es posible alcanzar alturas de equilibrio cuando el peso iguala a la fuerza

capilar.

En la mayoría de los casos cuando una gota líquida se aplica a un material sólido, se

forma un ángulo en el punto de contacto entre la gota y el material sólido, denominado

ángulo de mojado o ángulo de contacto. Este ángulo de contacto es un índice de la

capacidad de humectación de los líquidos aplicados sobre sólidos. El ángulo de contacto

se mide como el ángulo entre la base y la tangente a la gota, en el punto de contacto

entre el líquido y la superficie, Se dice que el líquido moja bien a una superficie sólida

cuando  90 y se tiene un mal mojado sí  ≥90. Este valor corresponde al nivel de
energía superficial en el sistema de equilibrio sólido líquido, con la condición de que

la superficie sea lisa, no porosa, no absorbente y homogénea. Además, el líquido no

debe reaccionar químicamente con el substrato. Se produce un mojado eficaz cuando

el ángulo de contacto es de 90◦ o inferior.
La figura (2.2) muestra el ángulo de contacto para mal mojado (izquierda) y para

buen mojado (derecha)



Capítulo 3

Flujo de Pouseuille

En los fluidos reales, compresibles o incompresibles, que circulan por un conduc-

to, la viscosidad causa una perdida de energía mecánica que depende del caudal, el

coeficiente de viscosidad dinámica , el regimen de flujo y la geometría del conducto.

La ley de Poiseuille 1 permite calcular y relacionar la pérdida energetica con el

caudal, el coeficiente  y las dimensiones de un tubo cilindrico de paredes rigidas, en

condiciones de flujo laminar. Poiseuille demostro experimentalmente en 1846 que el

caudal  se relaciona con la diferencia de presion entre los extremos del tubo ∆ , su

diametro interno  y su longitud  , segun la siguiente Ec. (3.1):

 =



(3.1)

La rigurosidad de los experimentos de Poiseuille puede apreciarse con un simple

ejemplo. La viscosidad del agua a 10 calculada con el valor que él estimó para la

constante  es de 1,3084 cP. El valor aceptado actualmente es de 1,3077 cP. Si en lugar

del diámetro se emplea el radio interno  del tubo, simplemente varía la constante :

 =
∆4


 (3.2)

Poiseuille halló que la constante  disminuía con la temperatura (hoy sabemos

que esto es debido a la influencia de ésta sobre la viscosidad de los líquidos) pero era

independiente del caudal y del radio y longitud del tubo. Poco después Wiedeman

(1856) e independientemente Hagenbach (1860) modificaron la ecuación a su forma

actual, que incluye la viscosidad como un factor independiente:

1Jean-Louis-Marie Poiseuille (1799-1869), médico y fisiólogo francés, primero en utilizar el

manómetro de mercurio para medir la presión arterial (por canulación de arterias en animales). In-

teresado en la circulación de la sangre pero carente de un anticoagulante adecuado, Poiseuille estudió

entonces el flujo laminar de agua en tubos cilíndricos. A partir de sus resultados formuló la ley que

lleva su nombre.

9



3. Flujo de Pouseuille 10

 =
∆4

8
 (3.3)

Se recordará que según la ecuación de Bernoulli , la energía mecánica total por

unidad de volumen ,  ( ) de un fluido en movimiento, está determinada por la

siguiente expresión

 ( ) =
1

2
2 +  (3.4)

El flujo viscoso es disipativo, porque parte de la  ( ) se pierde en forma de

calor debido a la friccion intermolecular. Cuando un fluido viscoso circula con caudal

constante por un tubo horizontal de radio uniforme, su energia cinetica . 1
2
2 y su

energia potencial gravitatoria  son constantes, de modo que la unica forma en

que la  ( ) puede reducirse es a expensas de la presion lateral  . Dicho de

otro modo, la diferencia de presion entre los extremos del tubo, ∆ , representa la

transformacion en calor de la energia mecanica necesaria para sustentar el caudal

observado. La ecuacion de Poiseuille puede, por tanto, expresarse como

∆ =
8

4
 (3.5)

Estrictamente, la ecuación de Poiseuille supone además de la constancia del caudal,

del radio del tubo y de la viscosidad del líquido, la existencia de flujo laminar y de un

frente de avance parabólico. la velocidad máxima en tal frente de avance se localiza en

el eje del tubo, donde la tasa de corte es máxima




=
∆ (2)

4
 (3.6)

De la ecuación de Poiseuille puede despejarse la velocidad media  del fluido teniendo

en cuenta que  = , donde  = 2 es la seccion transversal del tubo (Ley del

Caudal)

 =
∆4

8
 (3.7)

2 =
∆4

8
 (3.8)

por lo tanto resolviendo para :

 =
∆2

8
 (3.9)

Lo que equivale a decir que la velocidad media de avance , despejada de la ecuación

de Poiseuille, es exactamente la mitad de 


, la velocidad en el eje del tubo. Para
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Figura 3.1: Representación esquemática de una corriente de Poiseuille en un tubo

circular de radio a.

analizar las implicaciones de esta ecuación, supondremos un modelo simple, represen-

tado por un frasco de Mariotte conectado a un tubo rígido provisto de manómetros a

distancias iguales de su origen, por el que circula un líquido newtoniano con régimen

laminar Fig.(3.1). La presión de perfusión es la diferencia entre la presión del reservorio

al nivel de la boca del tubo y la presión en la desembocadura. El gradiente de presión

corresponde a la variación que sufre la presión con la distancia a lo largo del tubo.

Como el descenso de presión es lineal, el gradiente es constante y puede calcularse

como la diferencia de presión entre dos puntos, por ejemplo un punto a la entrada y

un punto a la salida dividida la distancia de que separa ambos puntos Fig. (3.1):

Dado que en este sistema la presion de perfusion es constante, todo cambio de

radio, de longitud o del coeficiente de viscosidad  resultara en una modificacion del

caudal. Por ejemplo, si la longitud del tubo se duplica, el caudal se reduce a la mitad;

si  disminuye a la mitad, el caudal aumenta al doble.

La dependencia del radio es más compleja, porque se encuentra elevado a la cuarta

potencia. Bastaría un aumento de aprox. 20 en el diámetro para duplicar el caudal con

una presión de perfusión constante.

En el caso del frasco de Mariotte, la presión de perfusión es la variable independi-

ente, cuyo valor queda fijado por las características del sistema, mientras que el caudal

es la variable dependiente. Si, por el contrario, la variable independiente es el caudal,

la presión de perfusión cambiará según sea r4, la longitud y el coeficiente de viscosi-

dad. Experimentalmente es posible diseñar un sistema de caudal constante mediante

una bomba capaz de modificar la presión de perfusión al valor que sea necesario para

mantener el caudal fijado.
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En el panel superior se indican las variables para el caso de un liquido de  =

1 cP. La presion de perfusion es de 50929 dina/cm2 (aprox. 5,1 kPa). En el panel

inferior se muestra que si el liquido tiene el doble de viscosidad, la presion de perfusion

debe duplicarse para mantener el caudal constante. Los ejemplos de las Fig. (3.1)

omiten considerar (por razones didácticas) el problema del establecimiento del frente

parabólico. En efecto, en la salida del reservorio Fig. (3.1) el frente de avance es plano,

ya que todas las moléculas se desplazan a igual velocidad. Sin embargo, la viscosidad

del líquido retrasa la velocidad de las láminas de fluido en diferente medida: las láminas

más próximas a la pared sufren mayor retardo que las más próximas al eje.

Existe una transicion entre el frente plano inicial y el frente parabolico plenamente

establecido. En dicha transicion, el perfil parabolico comienza a establecerse desde

la pared hacia el eje del tubo, y persiste una parte central del frente de avance que

continua siendo plano. Se denomina lamina limite a la que se la porcion donde se esta

estableciendo el frente parabolico. Se llama longitud de entrada  a la distancia a

lo largo del tubo en la cual El radio  de la lamina limite es aproximadamente igual

a ()
−2, donde  es la distancia desde la entrada y  la velocidad del nucleo

central (mas rapido) del frente de avance. Cuando se establece el frente parabolico, 

es igual al radio  del tubo, y  es igual a .

2 =



 (3.10)

donde  es una constante. De esta ecuación puede despejarse la longitud de entrada

:

 = 2 (3.11)

la longitud de entrada puede asimismo expresarse en funcion del número de Reynolds

 = 

 =  (3.12)

3.1. Corriente plana de Poiseuille

Consideramos el caso en que no hay movimiento relativo entre de las placas pero

existe un gradiente de presión motriz  constante. el movimiento resultante se llama

corriente plana de poiseuille.

La ecuación de cantidad de movimiento y las condiciones de frontera son:

 + 
2

2
= 0 (3.13)



3. Flujo de Pouseuille 13

(0) = () = 0 (3.14)

cuya solución es

 = −

2
( − ) (3.15)

3.2. Corriente de Poiseuille en un tubo

Flujo unidireccional axisimetrico de un fluido incompresible en un tubo recto in-

finito de sección circular y radio , bajo la acción de un gradiente de presión motriz

 constante.

La ecuación de cantidad de movimiento es:

0 =  +







(



) (3.16)

donde  es la distribución al eje del tubo Fig (11) con condiciones de frontera  = 0 ,

 =  y  finito para    la solución del problema es:

 =


4
(2 − 2) = [1− (


)2] (3.17)

siendo  = 24 en la Ec.(3.17)

3.3. Corriente de Poiseuille en un tubo

Flujo unidireccional axisimetrico de un fluido incompresible en un tubo recto in-

finito de sección circular y radio , bajo la acción de un gradiente de presión motriz

 constante.

La ecuación de cantidad de movimiento es:

0 =  +







(



) (3.18)

donde  es la distribución al eje del tubo fig (11) con condiciones de frontera  = 0 ,

 =  y  finito para    la solución del problema es:

 =


4
(2 − 2) = [1− (


)2] (3.19)

siendo  = 24 en la Ec. (3.17)

•Número de Reynolds
Cuando la velocidad de flujo de un fluido resulta que es suficientemente grande, se

rompe el flujo laminar y se establece la turbulencia. La velocidad crítica por encima
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de la cual el flujo a través de un tubo resulta turbulenta depende de la densidad y de

la viscosidad del fluido y del radio del tubo. para el ejercicio que estamos desarrolando

estaremos unimante en un flujo laminar

El flujo de un fluido puede caracterizarse mediante un número adimensional al que

denominamos número de Reynolds Re que se define

El número de Reynolds relaciona la densidad, viscosidad, velocidad y dimensión

típica de un flujo en una expresión adimensional, que interviene en numerosos prob-

lemas de dinámica de fluidos. Dicho número o combinación adimensional aparece en

muchos casos relacionado con el hecho de que el flujo pueda considerarse laminar

(número de Reynolds pequeño) o turbulento (número de Reynolds grande). Desde un

punto de vista matemático el número de Reynolds de un problema o situación concreta

se define por medio de la siguiente fórmula:

 =





o equivalentemente por

 =





donde  es la densidad del fluido,  es la velocidad característica del fluido,  es el

diámetro de la tubería a través de la cual circula el fluido o longitud característica

del sistema,  es la viscosidad dinámica del fluido y  es la viscosidad cinemática del

fluido

 =





Se observa que cuando en una tubería occurre que

Re  2000⇒ el flujo es laminar (3.20)

Re 3000⇒ el flujo es turbulento (3.21)

Y cuando 2000  Número de Reynolds  3000 el régimen del flujo puede ser

laminar o turbulento, es decir, es un flujo en transición.



Capítulo 4

Teoría de la lubricación

Se conoce desde muy antiguo que la presencia de una película de lubricante que se

mueve una respecto a la otra reduce apreciablemente la fricción entre ambas [8, 7, 9].

A primera vista se podría pensar que el problema principal de la teoría de lu-

bricación consiste en predecir la fricción resultante para una configuración dada. Sin

embargo, el problema real es muy diferente. las películas de lubricación se encuentran,

normalmente, entre dos superficies sólidas sometidas a fuerzas que tienden a juntarlas.

Para soportar esta fuerza que tienden a juntarlas. Para soportar esta fuerza, sin que

exista contacto entra ambas superficies, la película de lubricante debe desarrollar un

esfuerzo normal que, salvo casos triviales, es la parte más significativa del tensor de

esfuerzos. esta capacidad de soportar esfuerzos normales está generada por la propia

viscosidad del fluido.

Hay muchos tipos de cojinetes lubricados con fluidos, pero básicamente se divi-

den en dos: los cojinetes de empuje, tambien llamados hidrostaticos y los cojinetes

hidrodinamicos.

Los cojinetes de empuje son, en principio los mas simples. la capacidad de carga

de la pelicula del fluido se crea y se mantiene por medios externos. la superficie que

soporta la carga está flotando respecto del resto del sistema y normalmente no hay

movimiento relativo entre las superficies, aunque puede haberlo la Fig. (4.1) representa

un esquema de este tipo de cojinetes.

Los cojinetes de empuje con lubricante liquido se utilizan para soportar sistemas

muy pesados como es el telescopio del monte palomar con 500 toneladas de peso. Los

gases se usan como lubricantes en sistemas poco pesados como puede ser un giroscopio.

Los cojinetes hidrodinámicos obtienen su capacidad de carga por el movimiento

relativo de sus superficies. los tipos básicos de estos cojinetes son los deslizantes (o

patines) en los que el movimiento relativo consiste en el desplazamiento de una su-

perficie sobre otra; otras veces el movimiento relativo es un desplazamiento normal

15
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Figura 4.1: Esquema de un cojinete hidrodinámico en el cual se observa que existe una

capa lubricante entre la pista y los rodamientos que en este son cilíndricos.

Figura 4.2: Esquema del flujo a travérs de una cuña, () es la separación variable

entre las dos superficies sólidas.

de ambas superficies (a veces pulsante); y en general es un movimeinto transversal y

longitudinal de una superficie relativa a otra como lo es el caso de cojinetes formados

por un eje que gira en el interior de una carcasa.

4.1. Flujo en laminas, efecto cuña

Una pequeña divergencia de las dos placas de la Fig. (4.2) hace que el flujo no

se ha estrictamente unidireccional y, por lo tanto, que las fuerzas de inercia no sean

nulas. Bajo ciertas restricciones (a precisar) éstas serán mucho menores que las fuerzas

viscosas y, de nuevo, se tratara de un flujo dominado por las últimas.

El movimiento relativo de las dos placas genera, debido a la falta de paralelismo,

un gradiente de presión .efecto cuña"que es esencial en la lubricación fluido dinámica.

La hipótesis de lámina fluida delgada implica 0  1.
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Las ecuaciones con ordenes de magnitud de cada término para el flujo 2-D con

densidad constante  y viscosidad dinámica  son


¡



¢ + 
³

0

´ = 0 (4.1)
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0
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+³

∆
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´  2
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+¡

 
2

¢ 2
2

³
 
20

´ (4.3)

Nótese que se emplean dos escalas de velocidad,  (horizontal) y  (vertical), así

como dos escalas de longitud,  (en dirección ) y 0 (en dirección ) como lo índica

la fisica del problema.

De la ecuación de cotinuidad:  ∼ 0 Para 0 ∼ 10−2 - 10−3  es mucho

menor que .

En las ecuaciones de cantidad de movimiento 2  20 y 2 

20, siendo los penúltimos términos despreciables en comparaciòn con los últimos.

Los dos términos de fuerzas de inercia en las ecuaciones de cantidad de movimiento

son del mismos orden




0
∼ 

2


 




∼ 

 2

0
 (4.4)

Las condiciones para que las fuerzas de inercia sean despreciables frente a las

viscosas son: en el eje x: 2  20 → 20  1, y en el eje y:  

20, es decir, se obtiene lo mismo que el eje . Dado que 0  1 el numero de

Reynolds, 0 puede ser bastante mayor que la unidad. La condición para que

los términos no estacionarios sean despreciables frente a los viscosos es




0
 



20
→ 20

0
 1 (4.5)




0
 



20
 (4.6)

Excepto para frecuencias elevadas (0 pequeñas) la condición anterior se cumplirá.
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Sí los términos de la izquierda de las ecuaciones de cantidad de movimiento son

despreciables, entoces

∆


∼ 



20

∆

0
∼ 



20
 (4.7)

y por lo tanto

∆

∆
∼
µ


0

¶2
 1 (4.8)

De los anterior se deduce que ∆  ∆ , es decir,  ≈ 0; con lo cual

 =  (). El sistema de ecuaciones a considerar es




+




= 0 (4.9)

0 = −


+ 
2

2
(4.10)

con las condicones de frontera

 = 0  =   = 0 (4.11)

 = ()  = 0 =  (4.12)

 = 0 (0) = 0 (4.13)

 =   () = 1 (4.14)

El objetivo es obtener ( ), ( ) y  (), mientras el flujo de Hagen -Poiseuille

entre dos placas paralelas − es conocido y  () cáe linealmente con , en el

caso presente − es desconocido.
La ecuación de cantidad de movimiento se integra

2

2
=
1






(4.15)

de aquí se obtiebne que




=
1






 + 1 (4.16)

y una segunda integración da
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 =
1

2




2 + 1 + 2 (4.17)

donde 1 y 2 se obtienen con las condiciones de frontera ( 0), ( () = 0. La

solución bajo estas condiciones es

( ) =
1

2

µ
−


¶
(− )| {z }

Flujo de Poiseuille

+ 
³
1− 



´
| {z }
Flujo de Couette

(4.18)

A continuacion se calcula  () ó (−), Integrando la ecuaciòn de continuidad
desde  = 0 hasta  = () se tieneZ ()

0

µ



+





¶
 = 0 =

Z ()

0




 +

Z ()

0




 (4.19)

0 =




Z ()

0

( ) − ( ())



+ ( ())− ( 0) (4.20)





Z ()

0

( ) = 0→
Z ()

0

( ) =  =  (4.21)

 =  es el caudal pro unidad de anchura perpendicular al plano −  = − 

que es desconocido. Sustituye la expresión obtenida para ( )

 =
1

2

µ
−


¶Z ()

0

( − 2) + 

Z ()

0

³
1− 



´
 = (4.22)

=
1

2

µ
−


¶
(
2

2
− 3

3
)0 + 

µ
 − 2

2

¶

0

=

 = − 3

12



| {z }
Caudal de Poiseuille

+


2|{z}
Caudal de Couette

(4.23)

despejando 

 = 6


2
− 12 

3
(4.24)

Integrando entre 0 donde  = 0 y ()(donde  = ) obtenemos

 ()− 0 =
6

0 − 1

µ
1

()
− 1

0

¶
− 6

0 − 1

µ
1

2()
− 1

20

¶
 (4.25)

El caudal por unidad de area, , no es conocido y se puede determinar imponiendo

 ( = ) = 1 es decir
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1−0 = 6

0 − 1

µ
1

1
− 1

0

¶
− 6

0 − 1

µ
1

21
− 1

20

¶
=
6

01
−60 + 1

20 − 21
 (4.26)

de donde se puede despejar , Para el caso particular 1 = 0,

 = 
01

0 + 1
 (4.27)

con  calculado,  () y  son conocidos y tambien los es ( ). Para calcular

( ) se integra la ecuaciòn de continuidad desde  = 0 hasta , o sea

Z 

0

µ
( 0)


+

( 0)


¶
 = 0 =





Z 

0

( 0)0 + ( )− ( 0) (4.28)

( ) = − 
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2

¶¾
(4.29)

= − 
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1

2

µ
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¶
2
µ


2
− 

3

¶
+ 

³
1− 

2

´¾
(4.30)

4.2. Fuerzas viscosas sobre la placa

Para calcular la resultante de las fuerzas sobre las placas se obtiene el tensor de

esfuerzos viscosos:

 0 =

Ã
 0  0
 0  0

!
(4.31)

donde

 0 = 2



;  0 = 

µ



+





¶
;  0 = 2




 (4.32)

como




∼
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 (4.33)

con
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1

2
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=  0 (4.34)
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 0 ∼ 


0

0 − 1


∼ 




 (4.36)

 0 ∼ 


0
(4.37)

 0 ∼ 


0

0 − 1


∼ 




(4.38)

Para calcular la fuerza del fluido sobre las placas con 1 = 2 se tiene

  =
©
[ ()− 0]

 −  0 · ª  (4.39)

  =
©
[ ()− 0]

 −  0 · ª  (4.40)

donde el super índice  corresponde a la placa superior e  a la placa inferior. Desar-

rollando se encuentra que

  = [ ()− 0] (  cos) (4.41)

−( 0+  0 cos 
0
+  0 cos)

y por los componentes

 
 = [ ()− 0]  sin −  0 sin−  cos (4.42)

 
 = [ ()− 0]  cos −  0 sin−   cos (4.43)

con las estimaciones anteriores para los componentes de  , se tiene

 
 ≈ [ ()− 0] − 




|=  (4.44)

 
 ≈ [ ()− 0]   (4.45)

Para la placa inferior

  =
©
[ ()− 0] (0−1) + ( 0  0)

ª


Por los componentes

 
 =  0




=|=0  (4.46)
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Figura 4.3: Esquema de la distribución de fuerza en una geometría tipo cuña.

 
 = [ ()− 0]  (4.47)

Además
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 (4.48)
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 (4.49)

con




=
6

2
− 12

3
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01

0 + 1
 (4.50)

y

 ()− 0 =
6

0 − 1
(
1


− 1

0
)− 6

0 + 1
(
1

2
− 1

20
) (4.51)

 
 = − 

 = [ ()− 0]  = − 

0 − 1
[ ()− 0]  (4.52)

Integrando término a término desde  = 0( = 0) hasta  = 1( = ) se llega a

que

 
 = − 

 = −6
µ



0 − 1

¶2µ
ln

0

1
− 20 − 1

0 + 1

¶
 (4.53)

Por otro lado
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 = −
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2

µ
6

2
− 12

3

¶
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¸


0 − 1
 (4.54)

integrando obtenemos

 
 = 2

µ


0 − 1

¶µ
2 ln

0

1
− 30 − 1

0 + 1

¶
 (4.55)

Para la placa superior

 
 = [ ()− 0] +
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2

µ
6

2
− 12

3

¶
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¸


0 − 1
 (4.56)

Integrando

 
 = 2

µ


0 − 1

¶µ
3
0 − 1

0 + 1
− 2 ln 0

1

¶
 (4.57)

Se define el rendimiento fluido- dinámico como Sustentación/Resistencia =  
 


 Con

las expresiones obtenidas anteriormente se encuentra que

 


 


∼


0 − 1
∼



0
 1 (4.58)

Este valor del rendimiento hace posible la lubricación fluido-dinámica; el rendimien-

to es una expresión de la fuerza útil de sustentación frente a la fuerza parásita de la

resistencia que hay que vencer para mantener el movimiento relativo de las dos placas.

La lubricación fluido-dinámica evita el contacto de sólidos en movimiento relativo.

4.3. Ecuación de Reynolds en coordenadas generalizadas

[9]

Supongamos que dos superficies sólidas curvadas están en movimiento relativo

separadas por una capa fluidad muy delgada.

Ligaremos el sistema de referencia a una de las superficies y usaremos un sistema de

coordenadas curvilineas ortogonales en el  y  son las coordenadas sobre la superficie

fija y donde y es la distancia a la misma.

La ecuación de la otra superficie es  = (  ), y la película fluida ocupa la

region 0    . Supondremos, además que esta segunda superficie, que puede

ser deformable, se mueve respecto a la primera con una velocidad de componentes

(  ), (  ) y  en las direcciones   . Las funciones   están

determinadas por el movimiento de la superficie movil , y se supondran conocidas a

la hora de analizar el movimeinto del fluido. por ultimo supondremos que la velocidad
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Figura 4.4: Geometria de la capa tridimensional

caracteristica  en el sentido longitudinal de la pelicula y el espesor  caracteristico

de la capa satisfacen las relaciones.


2



 1;

2


 1;



 1 (4.59)

Siendo  la longitud característica de la película y  el valor característico de

la densidad del fluido. En estas condiciones puede demostrarse que las ecuaciones de

cantidad de movimiento toman la forma

− 1





+ 

2

2
= 0 (4.60)

− 1





+ 

2

2
= 0 (4.61)

que expresan el equilibrio entre las fuerzas de presión y de viscosidad por unidad de

volumen. En estas ecuaciones  es la presión motriz ( = +) en el caso del liquido

y la presión estática ( = ) en el caso de los gases. Además,  y  son los

elementos diferenciales de longitud en las direcciones  y . los parámetros  y 

son funciones conocidas de  ,  y el tiempo .

La ecuación de cantidad de movimiento según el eje  puede sustituirse por 

= 0, de modo que  (  ) es una función a determinar.

Las ecuaciones anteriores con las condiciones de contorno,  =  = 0 en  =

0; =  y  =  en  =  , proporcionan

 =
1

2




( − ) + 




 (4.62)

 =
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( − ) + 




 (4.63)
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Figura 4.5: Volumen de control para construir la ecuación de Reynolds

Los flujos volumétricos  y  a través de secciones transversales a la película en

las direcciones  y  por unidad de longitud en las direcciones  y , respectivamente,

son

 =

Z 

0

 = − 3

12
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2
 (4.64)

 =
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0

 = − 3
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+



2
 (4.65)

La ecuación de conservación de la masa aplicada en forma integral al volumen de

control representado en la figura anterior, que es el volumen de la película que se erige

sobre un elemento rectangular diferencial de área  de la superficie libre. Este

volumen contiene la masa, , cuya variación en la unidad de tiempo, más

el flujo de masa de fluido que sale, menos el que entra a través de las caras laterales

del volumen de control, debe ser nula; es decir:




R

 −

R
()

 +
R
(+)

−
− R

()
 +

R
(+)

 = 0
(4.66)

el primer termino de esta ecuacion es





Z


 = 




µ


Z 

0



¶
= 

()


 (4.67)

mientras que usando las definiciones anteriores de  y , las integrales extendidas a

la superficie toman la forma

Z
()

 = 

Z
()

 = 

Z
()

 =  (4.68)
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Z
()

 = 

Z
()

 = 

Z
()

 =  (4.69)

donde se ha supuesto que la densidad  no varia a través de la película.

En resumen la ecuación de continuidad toma la forma


()


+ [()+− (+ )]+ [()+ − ( + )] = 0

(4.70)

Es decir,

()


+

()


+

()


= 0 (4.71)

Para un fluido incompresible se reduce a

()


+

()


+

()


= 0 (4.72)

Los gastos volumétricos por unidad de longitud  y  están dados en las Ecs.

(4.63) y (4.64), respectivamente. Sustituyendo los valores de y  en la Ec. (4.67) se

tiene

()


+





µ
− 

3

12




+



2

¶
+





µ
− 

3

12




+



2

¶
 (4.73)

Que es la ecuación de Reynolds de la lubricación para fluidos incompresibles. Esta

ecuación es lineal en derivadas parciales con variables independientes  y  y variable

dependiente  . El tiempo  es un parámetro y no necesita condiciones iniciales. Como

condiciones de contorno se pueden dar, el valor de la presión a lo largo del contorno

de la película

 = ( ) en ( ) = 0 (4.74)

Donde ( ) = 0 es la ecuación de contorno de la película. En la parte del

contorno puede, alternativamente, especificarse el valor del flujo volumétrico , por

unidad de longitud de la película, en la dirección ñ tangente a la película y normal al

contorno. Las componentes de ñ en las direcciones de  y  son, respectivamente.

 =

1





2

q
( 1




)2 + ( 1





)2
 (4.75)
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y

 =

1





2

q
( 1




)2 + ( 1





)2


el flujo  es

 =  +  (4.76)

donde  y  están dados en las Ecs. (4.63) y (4.64), respectivamente. El gasto

volumétrico,  será nulo si el contorno ( ) = 0 está tapado, por lo tanto





 + 




 = 0 (4.77)



Capítulo 5

Penetración capilar en celdas de

Hele-Shaw

En este Capítulo se discuten tres configuraciones importantes de la celda de Hele-

Shaw en las cuales se analiza la penetración capilar mediante el uso de la teoría de la

lubricación de Reynolds. Este tipo de enfoque no es común en estudios de la penetración

capilar y es por ello que el estudio delos flujos de película en las celdas analizadas se re-

aliza con detalle. se analizan tres casos de interés: a) la celda de Hele-Shaw vertical con

placas paralelas y separación constante, b) la celda de Hele-Shaw radial y finalmente,

la celda de Hele-Shaw no uniforme (las placas tiene un ángulo de inclinación pequeño

respecto a la vertical). Estas configuraciones ayudaran a entender los resultados que se

encontaran más adelante en el estudio del ascenso capilar en espacios anulares cónicos.

5.1. Penetración capilar en celdas verticales planas (Cel-

da de Hele-Shaw)

Un caso simple de analizar bajo el esquema de la teoría de la lubricación es el de

la celda de Hele-Shaw con placas verticales paralelas. En tal caso, se asume que al

poner en contacto la celda con un líquido viscoso, este comienza a ascender espon-

táneamente debido a la acción de la presión capilar. Los experimentos muestran [11],

que en primera aproximación, el frente de flujo es plano, y así el flujo se puede describir

como unidimensional, con velocidad , usando la teoría de la lubricación.

De acuerdo a la Fig. (5.1), la celda tiene un largo  y separación  muy pequeña

en comparación con  (altura de la celda), el fluido entra en  = 0 al tiempo  = 0.

En este caso las ecuaciones de la lubricación son

28
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Figura 5.1: Esquema de la celda Hele-Shaw con placas planas y separación uniforme.




= 0 (5.1)

para masa, y




= −12

2
− (5.2)

para el momento (Ec. de Reynolds de la lubricación). En la ecuación anterior  es la

presión y  es la aceleración de la gravedad. Las condiciones de frontera para resolver

el problema lubricado tóman la forma

(0) = 0 (5.3)

() =
2 cos 


 (5.4)

La caída de presión desde el fondo hasta la superficie libre (en  = ) de este flujo

se obtiene de la Ec. (5.2), en la forma

∆ = − 12
2

− (5.5)

Además, el salto de la presión en la superficie libre esta dado por

∆ = −2 cos 


 (5.6)
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donde se ha usado que la presión capilar es  = 2 cos  donde  es el ángulo de

contacto. Finalmente, la ecuación general para determinar la posición de la superficie

libre es

2 cos  − 12





− = 0 (5.7)

con la condición inicial  = 0,  =  = 0. De la Ec. (5.7), se encuentra que la altura

de equilibrio es

=
2 cos 


 (5.8)

dicha altura se da cuando las presiones capilar e hidrostática se igualan [12] o, equiv-

alentemente, cuando  = 0.

Es posible adimensionalizar la Ec. (5.7) usando las nuevas variables  y  de manera

que  =   =  con  = 122 (2 cos ) = 24 cos  ()2. esto

produce la ecuación adimensional de la forma

1− 


− = 0 (5.9)

cuya solución bajo la condición inicial  = 0 si  = 0, es

− − ln (1− ) =   (5.10)

Nótese que a alturas pequeñas,   1 ln (1− ) = − − 1
2
2 + 

¡
3
¢
y cosecuente-

mente la ecuación adimensional para altura es

 =
√
2  (5.11)

la cual es conocida como la ley de Washburn [13, 14, 15, 16]. En la Fig. (5.2) se muestra

una gráfica adimensional de la Ec. (5.11) para condiciones de buen mojado o mojado

perfecto, i.e.,  = 0. De acuerdo a la adimensionalización, la altura de equilibrio se

alcanza en  = 1.

5.2. Penetración capilar en celdas de Hele-Shaw radiales

Una sistema de placas paralelas radiales con pequeña separación entre ellas, 2,

y radio inicial 0, se muestra en la Fig. (5.3), el máximo radio es  = 1. Esta con-

figuración es conocida como la celda de Hele-Shaw radial y es muy importante para

entender el flujo de fluidos capilares en yacimientos de petróleo [17] y en sistemas de

aguas subterráneas [18], entre otras aplicaciones. La descripción lubricada se puede re-

alizar en coordenadas cilíndricas (  ) donde el origen de este sistema esta localizado

en el centro de las placas circulares.
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Figura 5.2: Gráfica de la altura adimensional del frente del líquido durante el ascenso

capilar,  vs  , en una celda de placas planas, Ec. (5.11).

Figura 5.3: Bosquejo de la penetración capilar en una celda de Hele Shaw radial hori-

zontal. El flujo inicia a partir de un radio inicial 0. El frente del flujo está en  = ()

y la separación de las placas es 2.
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Se asume que durante la imbibición espontanea el líquido se suministra en forma

continua el cual penetra en forma radial desde una zona de radio 0. En este caso las

ecuaciones de la lubricación para la presión  y la velocidad radial  están dadas por

 = −2
3

3






(5.12)

que expresa la conservación de cantidad de movimiento, y

()


= 0 (5.13)

que es la ecuación de consevación de masa. Las Ecs. (5.12) y (5.13) se deben de resolver

bajo la condición: en  = 0,  = 0 La Ec. (5.13) tiene una solución de la forma

 =


2
(5.14)

donde  es el flujo volumétrico. En términos de la posición radial frontal () se tiene

que  = 4()(). Utilizando la relación anterior en la Ec. (5.14) y la Ec.

(5.12), se encuentra que la caída de presión en la zona ∆ = −0, es

∆ = − 3
2






Z 

0

1


 = − 3

2




ln(−0) (5.15)

Por otro lado, el salto en presión en el frente de fluido localizado en  = () esta

dado por ∆ = −(cos −1). Igualando ambos cambios en presión se encuentra
que la ecuación para el frente de líquido, es

3

2




ln(−0) = (

cos 


− 1


) (5.16)

El término 1 en la Ec. (5.16) se puede despreciar virtud de que   . De este

modo la ecuación del frente puede escribirse como

3

2
ln(



0
)



=

 cos 


 (5.17)

En este caso la Ec. (5.17) no da distancias de paro finitas, ya que sí  = 0,

 →∞. La solución adimensional de esta última ecuación es

2
¡
ln 2 − 1¢+ 1 = 4 cos  (5.18)

donde se usaron las variables adimensionales

 =


0
  =





con  = 3 y condición inicial  = 1 en  = 0. El caso límite de pequeñas
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Figura 5.4: Grafica adimensional del frente de liquido en la celda radial en función del

tiempo. la líea continua corresponde al caso radial dado por la Ec. (??) mientras que

la línea punteada corresponde a la ley de Washburn, Ec. (??).

distancia de penetración se puede analizar considerando que  = 1+  ello lleva a que

ln (1 + ) = − (12)2 +
¡
3
¢
. Usando lo anterior se llega a que

 = 1 +
√
2 cos  (5.19)

la cual ahora es la ley de Washburn para celdas radiales.

En la Fig. (5.4) se muestran las gráficas de las Ecs. (5.18) y (5.19) bajo condiciones

de mojado perfecto ( = 0). Se aprecia que la solución radial es más lenta que la de

Washburn, ello se debe a que la aproximación de Washbrun considera que el área del

frente de liquido es constante durante el avance del frente del líquido, lo que claramente

no ocurre. Las correspondientes velocidades del frente radial se muestran graficamente

en la Fig. (5.5). Se aprecia que ambas velocidades a tiempo largos son muy similares

y constantes (finitas).

5.3. Celda de Hele-Shaw no uniforme

Un caso simple donde se aprecia el efecto de la reducción de la sección transversal

de la zona de flujo bajo el campo gravitatorio, corresponde a una celda vertical de Hele-

Shaw con separación no uniforme, como la que se muestra en la Fig. (5.6). Las placas

de la celda forman un ángulo pequeño , y pueden tocarse o no en el punto  = 0.

En este problema, como en el problema de la cuña horizontal de Taylor [21, 22, 23],

ocurre también una fuerte competencia entre las fuerzas gravitacionales, viscosas y

superficiales.
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Figura 5.5: Gráfica de la velocidad del frente del liquido en función del tiempo. La línea

continua corresponde a la velocidad radial, mientras que la línea punteda corresponde

a la velocidad dada por la ley radial de Washburn.

Figura 5.6: Celda no uniforme de Hele-Shaw. Aquí las placas no son paralelas, sino

que forma entre si un ángulo  pequeño. En este caso la sección tranversal disminuye

con el avance del flujo de líquido. La altura instantánea del frente de líquido es (),

su profundidad es  y la longitud total de la celda es .
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En este caso, la teoría de la lubricación Hele-Shaw puede formularse en un sistema

generalizado de coordenadas, como el discutido en la Sección 4.3. Aquí se considera

que el flujo es unidimensional y que la coordenada  apunta hacia abajo, en dirección

opuesta al vector g. Entonces, la ecuación de Reynolds de conservacion de la masa es




(
3

12




) = 0 (5.20)

donde  es la presion y  =  es la separación no uniforme entre las placas. De igual

manera, la ecuación de momento es en este caso

 = − 3

12




 (5.21)

donde  es el flujo, por unidad de longitud, en la direción Las ecuaciones (5.20) y

(5.21) se deben resolver utilizando las condiciones de frontera

en  =   = 0 (5.22)

lo que índica que la presión en la zona de entrada del líquido es nula, y

en  = −  = −2 cos ( + )


+  (5.23)

que expresa que en el frente del líquido medido desde la arista de la cuña ( = 0)

actua la presión capilar y la hidrostática. Más aún, en (5.23)  es la posicion del

frente del liquido y en la presion el primer término es la presion capilar, que es valida

cuando (−)  , recuerdese que  es el ángulo de contacto. En  = (−) la

condicion cinemática establece que ningún elemento del líquido cruza a la superficie

libre, de la cual el campo de la ecuacion toma la forma.





= −  = −. (5.24)

la ecuacion (5.20) inmediatamente da

3

12




= () (5.25)

donde () es una función que depende unicamente de . La ecuación (5.25) puede ser

integrada desde el fondo hasta la posición del frente del liquido, con lo que obtiene

Z − 2 cos(+)

(−) +

0

 =
12

3

Z (−)





3
 (5.26)

La integración permite conocer el valor de 

 = −
2 cos ( + )

3

2 (−)

( − 2) +
3

6

2 (−)2

( − 2)  (5.27)
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Usando las Ecs. (5.21), (5.25) y (5.27) en la condición cinemática (5.24), se encuentra

que la ecuación diferencial del frente de líquido es




=



( − 2)
∙
− cos ( + )

3




+

2

6
 (−)

¸
 (5.28)

Las alturas de equilibrio, como ya se ha comentado se alcanzan sí  = 0. En tal

caso, de la Ec. (5.28) se tiene que la altura de equilibrio para el sistema de las placas

inclinadas es

 =
1

2
± 1

2

p
2 + 42 (5.29)

donde 2 = 2 cos ( + )  es una longitud capilar efectiva. Observese que la

Ec. (5.28) ímplica que la altura de equilibrio está fuera del sistema de placas, ya que

la cantidad
√
2 + 42   sí   0. Esto asegura que el flujo tenderá salirse si las

condiciones en el vertice lo permiten.

La forma adimensional de las ecuaciones previas se obtiene introduciendo las vari-

ables adimensionales  =  y  =  con el tiempo caracteristico  = 3.

Así, la Ec. (5.28) se transforma en la ecuación adimensional




=

1

( − 2)
∙


2

2
(1− )−  cos ( + )



¸
 (5.30)

donde el número de Bond es  = 2


. Si  = 0, la altura de equilibrio adimen-

sional es

 =
1

2
+
1

2

r
1 +

4 cos ( + )


 (5.31)

la cual lleva a que   1 sí 4 cos ( + )   0.

Una solución asintótica de (5.30) se obtiene fácilmente cuando  = 0, en tal caso

se tiene que

(2− )



=  cos ( + )  (5.32)

cuya solución es

32 − 3 = 3 cos ( + )   (5.33)

En el caso de alturas muy pequeñas,   1, se encuentra que

2 =  cos ( + )   (5.34)

lo cual corresponde a la ley de Washburn.

Si  6= 0, la Ec.(5.30) se debe de resolver numéricamente. Asumiendo que la celda
de Hele-Shaw no uniforme se llena de agua ( = 998 kg/m3,  = 0072 N/m,  = 1002

cP) y una celda de vidrio con dimensiones  = 01 m de altura,  = 30◦ de ángulo de
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Figura 5.7: Gráficas adimensionales de la altura de del frente como función del tiempo.

Las curvas fueron construidas con la Ec. (5.30) ( = 02) y con la Ec. (5.33). Nótese

que el efecto de la gravedad no es importante en esta celda.

apertura, y una separacion entre placas en el fondo igual a  = 01 mm y un mojado

perfecto, i.e.,  = 0◦, se puede realizar la integración numéricamente. La Fig. (5.7)
muestra la evolución de la altura adimensional del frente, , como función del tiempo,

 . En nesa misma figura se graficó el caso cuando la gravedad esta ausente,  = 0.

Ya que las curvas tienen el mismo comportamiento se concluye que en este tipo de

celda la gravedad no tiene un efecto sustancial.

En la Fig. (5.8) se muestra la grafica de la velcocidad del frente de penetración

capilar como función del tiempo, se aprecia que la velocidad alcanza un valor constante,

lo cual es deseable que ocurra en en bolígrafo real ya que este cede la tienta a gasto

constante.
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Figura 5.8: Gráficas adimensionales de la velocidad del frente del líquido como función

del tiempo construida a partir de la solución de la Ec. (5.30) ( = 02).



Capítulo 6

Penetración capilar en la cedlda

de Hele-Shaw anular cónica

6.1. Espacio anular de ancho uniforme

No es dificil encontrar en laWeb que la estructura de una punta de bolígrafo tiene

como uno de sus elementos más importantes una región anular cónica a través de la

cual pasa la tinta [19]. La configuración anular cónica relacionada con otro tipo de

flujo fue estudiada hace relativamente poco tiempo [24]. Considére, por ahora, que

la estructura cónica que se analiza es la que se muestra esquemáticamente en la Fig.

(6.1), es decir, dos conos huecos con igual ángulo de cono  y concentricos entre si y

forman un espacio anular uniforme de tamaño .

El ascenso capilar ocurre cuando el liquido viscoso de viscosidad dinámica  y

densidad  entra en contacto con el espacio capilar formado por los conos hechos de

un material con buen mojado, es decir, el ángulo de contacto  entre el líquido y el

material del que esta hecho el cono es tal que   2. La presión capilar , forza al

líquido a llenar el espacio anular, incluso sí esta presente el campo gravitatorio. En la

Fig. 1 se muestra esquemáticamente el flujo desarrollado en el espacio anular (región

gris). En el problema se asume que   ( ) donde  es la altura del cono y  es

la longitud capilaridad  =
p
, aquí  es la tension superficial del liquido y  es

la aceleración de la gravedad. En general  es del orden de unos cuantos mm.

El flujo desarrollado en el espacio anular es un flujo de película y puede ser descrito

usando las ecuaciones de lubricación en coordenadas polares ( ), donde  mide la

distancia a lo largo de la superficie del cono desde el vértice hubicado en  = 0, y

 denota el ángulo azimutal medido sobre el cono. Claramente, en este caso el flujo

eje-simétrico es, en primera aproximación, puramente radial. El problema consiste en

describir la posición del frente el cual a un tiempo  está a una altura () respecto a

39
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Figura 6.1: Esquema del espacio anular lleno de líquido por la acción capilar. El es-

pacio anular tiene tamaño  y los conos tienen un angulo de apertura . El sistema

coordanado usado es en coordenadas polares (,) y es definido esquematicamente en

el dibujoi
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la vertical.

En la teoría de la lubricación, la ecuación de conservación de la masa puede ser

dada en términos de la ecuación de Reynolds en coordenadas polares, la cual es una

ecuación para la presión cuya forma es [9]




(
3

12
 sin




) = 0 (6.1)

El correspondiente flujo volumétrico, por unidad de longitud, a lo largo de la di-

rección ,  es ahora

 = − 3

12




 (6.2)

Las ecuaciones (6.1) y (6.2) deben ser resueltas bajo las condiciones de frontera

en  =


cos
:  = 0 (6.3)

y

en  =
−

cos
:  =

2 cos 


−  (6.4)

En la Ec. (6.4)  es la posición vertical del frente de liquido y en la ecuación de la

presión el primer termino es la presión capilar válida cuando (−)  , finalmente

 es el ángulo de contacto.

Cuando el liquido avanza éste no cruza el frente localizado en  = (−) cos

, ésta es la condición cinemática [16], la cual ahora tóma la forma





= −|=−

cos


(6.5)

La Ec. (6.1) da inmediatamente que

3

12
 sin




=

()

2
 (6.6)

donde () es flujo volumetrico. La Ec. (6.6) puede integrarse a lo largo de la columna

de líquido en el espacio anular, esta integración da

Z 2 cos 


−

0

 =
12

3 sin



2

Z (−)
cos


cos




 (6.7)

ésto lleva a que conocer a la cantidad 2, o sea



2
=

3 sin

12 ln
¡
−


¢ ∙2 cos 


− 

¸
 (6.8)
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Usando la Ec. (6.2) y la ecuación anterior se tiene que en el frente de líquido se satisface

que

−|=−
cos

= − 3

12




|=−

cos
 (6.9)

o

−|=−
cos

= − 3

12




|=−

cos
 =

3

12 ln
¡
−


¢ cos

(−)

∙
 − 2 cos 



¸
 (6.10)

El uso de las Ecs. (6.10) en la condición cinemática (6.5) produce la ecuación

(−) ln(
−


)



=

2 cos

12

∙
 − 2 cos 



¸
 (6.11)

Z
(−) ln(−


)£

 − 2 cos 


¤  =

Z
2 cos

12
 (6.12)

la cual en su lado izquierdo sólo puede ser obtenida por integración numérica.

En la la Fig. (6.2) mostramos graficamente la posición del frente de líquido como

función del tiempo para algunos casos de interés como agua y aceites de silicón de

viscosidades 50 cP y 100 cP. De manera general se aprecia que el flujo capilar de agua

es muy rápido y que los tres fulujos tienen una pendiente casi constante. Esto significa

que la velocidad de los flujos es casi constante. Para comprobar ésto en la Fig. (6.3) se

muestran las velocidades de los tres flujos en función del tiempo y se aprecia que, en

efecto, los tres flujos tiene una amplia zona de velocidad constante y que al acercarse

a la punta de los conos la velocidad se incrementa ligeramente. Esatas son tambien

cualidades muy deseables en el funcionamiento de un bolígrafo.

6.2. Celdas con espacio anular no uniforme

En la sección anterior se analizó el problema del ascenso capilar en conos de espacio

anular uniforme, i.e., =cte. o ángulos de cono diferentes. El analisis requirió de la

teoria de la lubricación, pero dicha teoría también se puede aplicar a configuraciones

más complejas, por ejemplo, en las que la separación sea no uniforme como se muestran

en la Fig. (6.4). Este tipo de configuraciones son mucho más complejas de tratar y

pueden a tener mejores diseños de bolígrafos y una mejor comprensión de los sistemas

fracturados como los medios porosos fracturados en donde fracturas de este tipo son

frecuentes. Más trabajo en esta dirección se propone como una línea de investigación

futura.
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Figura 6.2: Evolución del frente del líquido como una función del tiempo para agua

(línea continua), aceite de silicon con  = 50 cP (- - - - -) y aceite de silicon con

 = 100 cP (· · · ·).
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Figura 6.3: Velocidad del frente de penetración capilar como función del tiempo. En

la gráfica interior se muestra la velocidad para el agua y la duracuón del fenómeno es

muy corta, relativa

Figura 6.4: Diferentes configuraciones posibles de espacios anulares cónicos en donde

la separación es no uniforme, es decir, =() es una función de la coordenada .



Capítulo 7

Conclusiones Generales

Como resultado del uso de la teoría de la lubricación, en este trabajo se han analiza-

do teoricamente configuraciones de ascenso capilar complejas como celdas radiales, cel-

das de Hele-Shaw con espaciamiento no uniforme, celdas con espacios anulares cónicos,

etc. Tales configuraciones pueden ser muy útiles para comprender muchos fenómenos,

pero en particular podemos entender mcuhos fenomenos capilares que se presentan en

los yacimientos naturalemente fracturados de agua y aceite y en un bolígrafo, como

un ejemplo cotidiano.

El analisis presentado con la teoría de la lubricación permite predecir, en particular,

diversos aspectos del flujo anular en un bolígrafo y que observamos muy a menudo en

bolígrafos de alta calidad: la tinta siempre fluye a gasto constante y el boligrafo puede

escribir aún cuando la punta este hacia arriba. Este tipo de resultados también pueden

ser de enorme utilidad práctica en la explotación de crudo en yacimientos fracturados

ya que muchas de las fracturas de los yacimientos son muy esbeltas y mojables al

aceite o al agua. La reaización de experimentos en las geometrías cónicas es complejo

y requiere de cuidados experiementales que por ahora no es posible conseguir en el

laboratorio. Sin embargo, actualemnte se esta haciendo un esfuerzo para alcanzar dicha

meta.
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