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Resumen

En este trabajo se desarrollan y expanden conceptos basicos y avanzados del Al-
gebra Conmutativa y el Algebra Homolégica que permiten desarrollar la teoria de
esquemas de Cayley-Bacharach con la finalidad de aplicarlos a la teoria de cédigos
algebro-geométricos, tambien llamados cédigos de evaluacion, damos ejemplos de al-
gunos de estos y calculamos sus parametros bésicos.



Abstract

In this exposition we develop and expand basic and advanced concepts coming
from conmutative algebra and homological algebra, this concepts allow us to develop
the Cayley-Bacharach schemes theory, later on we applied all this concepts to the
algebro-geometric codes we also give several examples of this codes and we compute
its basic parameters.
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Introduccion

Sea k = F, el campo finito con ¢ elementos, sea A = k[Xj,..., X,,| = ®;>0A; el
anillo de polinomios con la graduacién natural, sea P"(k) el n-espacio proyectivo, sea
X ={Py,...,Ps} CP"(k) un conjunto finito de s puntos, sea Ix = @;>0lx (i) el ideal
de A generado por los polinomios homogéneos que se anulan en todos los puntos de
X, y sea R = A/Ix el anillo de coordenas de X.

La funcién de Hilbert de X es la funcién Hx : Z>y — N dada por Hx(d) = dimy Ry.
Si Hx es la funcién de Hilbert de un conjunto finito de puntos, entonces Hx tiene las
siguientes caracteristicas.

Existe un entero ax, llamado el a-invariante del ideal o el invariante de X, tal que:

(1) Hx(d) = dimyAq siy sélo si d < Ax.
(2) Hx(d) < Hx(d+ 1) < s para 0 < d < ax.
(3) Hx(d) = s para d > ax.

La truncacion de Hx, Trunc(Hx), estd dada por

Hx(d) para d<ax

Trunc(Hx)(d) = { s—1 para d>ax

Existen polinomios Fy,...,Fy € Ay 41 que satisfacen F;(P;) = d;;, con los cuales se
puede obtener una base para R, 11, el polinomio F; es llamado truncador de X hacia
XA A{P}.

Un separador de X hacia X \ {P;} es un polinomio homogéneo, G, que satisface
G(P;) # 0 y G(P;) = 0 para j # i, asi, un truncador de X hacia X \ {P;} es un
separador de X hacia X \ {P;}.



El grado de P;, deg(P;), es el menor entero para el cual hay un separador de X hacia
X\ {P;} de grado deg(P;), asi, deg(P;) < ax + 1.

Si P; es tal que deg(P;) = ax + 1, entonces Hx\ (p,; = Trunc(Hx) (proposicién 3.2.2).
Un conjunto finito es llamado esquema de Cayley-Bacharach si todos sus puntos tienen
grado ax + 1, por tanto, la funcién de Hilbert de cualquier conjunto de s — 1 puntos
es igual a Trunc(Hx).

Un cddigo algebraico sobre el campo finito k = F, es un subespacio lineal de Fy.
Para la obtencion de cédigos se usa un conjunto finito de puntos y la funcion evalua-
cién. Es decir, si X = {Py,..., P} € P*(k), donde cada P; es dado en representacion
estandar, y A, es la componente d del anillo de polinomios, entonces el c6digo Cx(d)
es la imagen de la transformacion lineal

ev . Ay — k?

f — (f(Py),...,f(Py))
El cédigo Cx(d) es isomorfo a Ry y la dimensién del c6digo se obtiene de la funcion
de Hilbert de X.
Otra manera de obtener codigos es usando un espacio vectorial V de dimensién s,
{a1,..., a5} una base de V y 7 un subespacio de funcionales sobre V. El cédigo C(7)
es la imagen de la transformacion lineal

o T — k®

¥ — (90(041>7 T 90(043))
es claro que ¢ es inyectiva. Por tanto, la dimension del cédigo es la dimension de 7.
Cuando se elije V.= Ry, 41, {f1,. .., fs} la base de truncadores, y a 7 como el conjunto
de funcionales que le corresponde a (wgr)_qy (porposicién 3.3.4 ) se obtiene el cédigo

CQX (wR) .

El contenido de esta tesis estd conformado por cuatro capitulos. El capitulo 1
inicia con el concepto de longitud de un moédulo, concepto que es en cierto modo una
generalizacion de la dimensiéon de un espacio vectorial. Las extensiones enteras de
anillos y la dimensién de Krull son considerados, pues es de nuestro interés la con-
servaciéon de la dimensién de Krull ante extensiones enteras (proposciciéon 1.2.1). Los
ideales primos asociados son de interés, pues en algunos casos simplifican el estudio
de un médulo al estudio de un anillo cociente (proposicién 1.2.8 y lema 2.2.1). La di-
mension proyectiva e inyectiva es considerada para el andlisis de los médulos perfectos
y el médulo canodnico. Finalmente, la profundidad de un médulo es estudiada pues es



el concepto necesario para la definicién de anillo y médulo de Cohen-Macaulay. Esto
es hecho pues el anillo de coordenadas de un conjunto finito de puntos es un anillo
graduado de Cohen-Macaulay.

En el capitulo 2 se desarrollan propiedades de los anillos y modulos graduados. La
aplicacion del teorema de Macaulay y las bases de Groebner nos permitira calcular la
funcion de Hilbert del anillo de coordenadas del espacio afin y el espacio proyectivo.
En el capitulo 3 se analizan los esquemas de Cayley-Bacharach, esto se hace anali-
zando los conceptos de truncador, truncador fuerte, separador y el modulo canénico.
Esto es desarrollado también por el uso que se le dara en la construccion de codigos.
Finalmente, en el capitulo 4 se presentan resultados generales para codigos alge-
braicos, Cx(d), para cuando X es el espacio afin y el espacio proyectivo, también se
construye el cédigo asociado al médulo candnico de R, C,, (R), verificando la dualidad
entre los c6digos Cx(ax) v Cay (R).



Capitulo 1

Conceptos Fundamentales

Presentamos resultados generales que son la base para el resto de este trabajo.
Siempre se supondra que los anillos considerados son conmutativos, con identidad,
noetherianos y que los A-moédulos son finitamente generados.

1.1. Longitud de Mdédulos y Extensiones Enteras
de Anillos

DEFINICION 1.1.1 Sean A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Una cadena de submddulos de M es una secuencia de submddulos de M de la
forma:
0)=M,CM,;C...cMyCcMy=M
Decimos que la cadena tiene longitud r.

(2) Una cadena de submddulos es llamada serie de composicion si cada M; /M,

es un modulo simple (es decir, no hay submaodulos entre M; y M, 1 distintos de
M; y Mit1).

LEMA 1.1.1 Sean A un anillo, M un A-mddulo, M, C M,_; C --- C My C My una
serie de composicion de M de longitud r y N un submodulo de M. Entonces:

(1) Si (0)=M,NNCM_ 1 NNC...CMyNNCMyNN =N es la sucesion
de submodulos que se obtiene con la interseccion de N y cada submodulo de la
serie de composicion, entonces:

12



(i) My N N=M;;; "N ¢
(4) (M; "N/M;11 NN) es un mddulo simple y M; NN + M; 1 = M;.

(2) Si M; NN+ M, 1 = M; para toda i =0,...,r — 1, entonces M; C N para toda
1=0,...,7.

Demostracién.

(1) Por el segundo teorema de isomorfismos, se tiene:
(Mz N N)/(MHl N N) = (Mz NN + M/L'+1)/Mi+1 - Mi/MiJrl, Yy €como M/L'/MZ'+1 es
un moédulo simple, entonces:

i) (M; AN)/(MiaNN) =0 6
(11) (Mz N N)/(MZ+1 N N) = (Mz NN + Mi—i—l)/Mi-‘rl = Mi/Mi—f—l es un modulo
simple con M; NN + M;,; = M;

(2) Se mostrard usando induccién sobre i (0 <1i <r) que M,_; C N.
Notemos que M, = (0) C N, con lo cual el caso i = 0 es cierto. Supongamos que
para algun i se tiene M,_; C N, ahora como M; "N 4+ M;,; = M; (0 <i <),
entonces en particular NN M,_; 1 + M,_; = M,_;,_1, con NNM,_, 1 C Ny
M,_; € N por hipétesis inductiva. Por lo tanto M, _;_; = M, _;11) € N.

PROPOSICION 1.1.1 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si M tiene una serie de
composicion finita de longitud r, entonces cualquier cadena de submddulos de M tiene
longitud menor o igual a r.

Debido a esto, cualquier serie de composicion de M tiene la misma longitud.

Demostracién.

La prueba es por induccién sobre r. Si r = 0, entonces M = 0; si » = 1, entonces M
es simple y la tnica cadena de submoddulos de M es < 0 >= My C M; = M, asi la
afirmacién en cierta.

Supongamos ahora que los médulos con una serie de composicién finita de longitud
r —1 tienen cualquier cadena de submoddulos de longitud menor o igual a r —1; y sean
M un A-médulo, (0) = M, C M,_; C ... C M; C My = M una serie de composicién
de M de longitud r y (0) = My C My, C ... C M C My = M cualquier cadena de
submédulos de M.

Considerar la sucesion de submoédulos de M7 que se obtiene al intersectar los submédu-
los de la serie de composiciéon de M con M7,(0) = M, " Mj € M, ;1 N M] C ... C



M; N M7 C My N Mj = Mj, entonces por el lema 1.1.1 no puede ocurrir que para
todo i =1,...,7 los médulos (M; N M7)/(M;41 N M7) sean simples, pues si asi fuera,
entonces M; N M7 + M, ; = M, para todai=0,...,r — 1, y asi M; C M7} para toda
1 =0,...,7, de donde se obtendria M = My C Mj lo cual es absurdo. Entonces por
el lema 1.1.1 se debe tener M; N Mj = M,;;; N M} para algunos indices, y después
de renombrar se tiene que (0) = M;, N M; C M;,  NM; C ... C M;, N M} C Mj
es una serie de composicion de Mj de longitud menor que r. Luego por hipdtesis de

ik—1
induccion se tiene p —1 <4 <r,y asip <r.

DEFINICION 1.1.2 Sean A un anillo y M un A-mddulo. La longitud del mdédulo M,
(M), es la longitud de una serie de composicion de M.

Dado que la longitud de cualquier serie de composicién de un modulo es la misma,
entonces la longitud de un médulo esta bien definida.

LEMA 1.1.2 Sean A un anillo, M y N A-mddulos de longitud finita, entonces:
(i) M x N es un A-mddulo de longitud finita y ¢(M x N) = ¢(M) + ¢(N).

(i) SiL es un submddulo de M, entonces L y M/L son A-maédulos de longitud finita
con {(M) = ¢(L) + ¢(M/L).

Demostracién.

i) Si()=M,cM,;C...cMjCcMy<0>=N,CN,;C...CcN;CN
son series de composicién de M y N respectivamente. Entonces: M, x {0} C
M, x{0} C...C My x{0} CMx{0} CMxN,; C...CMxN; C MxN
es una serie de composicion de M x N, pues (M; x {0})/(M;_; x{0}) = M;/M,;_4
y (M x N;)/(M x N;_1) = N;/N;_; son médulos simples, con lo cual se tiene el
resultado.

(i) si(0)=L,cL,,Cc...cL,cLy(0)=H,/LCH,;/LC...CH/LC
M/L son cadenas finitas de submédulos de L y M/L respectivamente, donde
L=H,CcH,; C...CHy;CHy, entonces: (0) =L, CL,;C...CLCLC
H,1 C...CHy C Hi CM es una cadena finita de submddulos de M. Asi, por
la proposicion 1.1.1 se tiene r +p < ¢(M), y como la desigualdad es cierta para
cualquier cadena finita de submédulos de L y M/L se concluye que L y M/L
son A-mdédulos de longitud finita.



Es claro que si las cadenas de submédulos de Ly M /L consideradas son series de
composicién, entonces la cadena de submodulos de M construida serd también
una serie de composicién. Con lo cual se obtiene que ¢((M) = ¢(L) + ¢(M/L).

DEFINICION 1.1.3 Sea A un subanillo de un anillo B.

(1) Un elemento b € B se dice entero sobre A si existe un polinomio f(X) =
X"+ g X" V4. +a, € A[X] tal que f(b) =0.

(2) Se dice que B es entero sobre A si todo elemento de B es entero sobre A.

EJjEMPLO 1.1.1 Sean A = Z y B =7Z[V2 ] = {a+bv/2 : a,b € Z}. Se tienen las
siguientes propiedades:

(1) A es subanillo de B.

(2) Sia = a+bV2 € B, entonces a satisface el polinomio f(X) = X? —2aX +
a? — 21 € Z[X].

(3) Z[\2] es entero sobre 7.

La siguiente proposicién no estd acompanada de una demostracion, su demostracion
la podemos encontrar en [10].

PROPOSICION 1.1.2 Sean A un subanillo de un anillo B y o € B. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) « es entero sobre A;
(2) Ala] es A-mddulo finitamente generado;
(8) Eziste un A-mddulo C tal que Ala] C C y C es A-mddulo finitamente generado.

Ast, si B es A-maodulo finitamente generado, entonces B es entero sobre A.

1.2. Dimension de Krull e Ideales Primos Asocia-
dos

DEFINICION 1.2.1 Sea A un anillo. El espectro de A, Spec(A), es el conjunto de los
ideales primos de A.



EJEMPLO 1.2.1 Se presentan ejemplos de espectros de algunos anillos.
(1) Sean k un campo y A = K[X] el anillo de polinomios en una variable sobre k,
entonces:

Spec(A) = {(f(X)) : f(X) es polinomio irreducible} U {(0)}

(2) Sean k un campo algebraicamente cerrado y A = k[X] el anillo de polinomios

en una variable sobre k, entonces:
Spec(A) = {{X —a) : aek}U{{(0)}

(3) Sea A =7, entonces:
Spec(Z) ={(p) : p es nimero primo} U{(0)}

(4) Sean k un campo algebraicamente cerrado y A = k[X, Y] el anillo de polinomios
en dos variables, entonces:

Spec(A) ={(X —a,Y — () : a,8 € k}U{(f) : f es polinomio irreducible } U {(0)}

Las afirmaciones (1), (2) y (3) son triviales, por ello tnicamente se demostrard (4).
Demostracién.

Los ideales de la parte derecha de la igualdad son ideales primos. Por lo tanto, lo
que resta verificar es que los ideales primos no cero y no principales son de la forma
P=(X—-aY -7).

Sea P un ideal primo no cero y no principal y sea f; € P de grado minimo en Y. Puesto
que f; se expresa como producto de polinomios irreducibles, se sigue que existe f € P
de grado minimo en Y y que es polinomio irreducible. Sea g € P\ (f), pues P\ (f) # 0,
entonces g = fq+r, donde q,r € k(X)[Y] (q y r son polinomios en Y con coeficientes
en k(X)), yr =0 6 degyr < degy f, por el algoritmo de la divisién en k(X)[Y].
Quitando denominador a q y r, en la igualdad anterior, se obtiene pg = fq; + ry,
donde p € k[X], qi,r1 € k[X,Y] yr; =0 6 degy r; = degy r < degy f. Puesto que
ry = pg—fqy € P, degy 11 < degy f v f es de grado minimo en P, se sigue que r; = 0.
Asi, pg = fq; € (f).

Por otra parte, (f) es un ideal primo, pues f es irreducible.

Puesto que pg = fq; € (f) y g & (f), se sigue que p € (f). Por tanto, deg, f <
degy p = 0, es decir, f € k[X]. Por tanto, f € k[X] es de grado 1, pues f es irreducible
y k es algebraicamente cerrado. Por lo tanto, P contiene un polinomio de la forma
X —a, con a €k

Se concluye que P contiene un ideal de la forma (X — «,Y — ), con el mismo



procedimiento pero tomando a X por Y. Por lo tanto, P = (X — «,Y — 3), pues
(X —a,Y — f3) es ideal maximal.

DEFINICION 1.2.2 Sean A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Una sucesion de r+1 ideales primos p, C ... C po es llamada cadena de ideales
primos de longitud r.

(2) SiP esun ideal primo de A. El peso de P, ht(P), es el supremo de las longitudes
de cadenas de ideales primos con P = Py.

(3) La dimension de Krull de A, dim(A), es el supremo de los pesos de los ideales
primos de A, es decir:

dim(A) = sup{ht(P) : P € SpecA}.

(4) La dimension de Krull del mdodulo M, dim(M), es la dimension de Krull del
anillo A/Ann(M).

EjempLO 1.2.2 (1) Sea A = Z. Entonces (0) C (p) es una cadena de ideales
primos de longitud 1, y Z unicamente tiene cadenas de ideales primos de longitud
0yl Conlo cual dimZ = 1.

(2) Sea k un campo y R = k[X] el anillo de polinomios en una variable sobre
k. Entonces (0) C (p(X)) es una cadena de ideales primos de longitud 1, y
k[X] dnicamente tiene cadenas de ideales primos de longitud 0 y 1. Con lo cual

dimk[X] = 1.

(3) Sean k un campo algebraicamente cerrado y R = k[ X, Y] el anillo de polinomios
en dos variables. Entonces (0) C (X —a) C (X — «,Y — ) es una cadena
de ideales primos de longitud 2, y k[X,Y| unicamente tiene cadenas de ideales
primos de longitud 0,1 y 2 (ejemplo1.2.1. (4) ). Con lo cual dimk[X,Y]| = 2.

(4) Sea A =Kk[Xy,...,X,] el anillo de polinomios, entonces:
(Xo) C (Xo, X1) C ... C (Xo,Xy,...,X,) es una cadena de ideales primos de
longitud n + 1.

Los resultados que mencionaremos a continuacién no estardn acompanados de una
demostracion, sus demostraciones las podemos encontrar en [5].



TEOREMA 1.2.1 Sean A wun anillo semilocal noetheriano, M un A-mddulo f.g. y
radA = p (la interseccion de todos los ideales maximales de A). Entonces:

dimM = min{r |3 (zy,...,2,) € p", con {(M/x1M+...+2,M) < oo}

PROPOSICION 1.2.1 Sean A y B anillos noetherianos. Si B es una extension entera
de A, entonces dim A = dim B.
En particular, si B es A-mddulo finitamente generado, entonces dim A = dim B.

PROPOSICION 1.2.2 Sea A un anillo, A # 0. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) A es Artineano;
(2) A es Noetheriano y tiene dimension de Krull igual a cero;
(3) La longitud de A como A-mddulo es finita.

DEFINICION 1.2.3 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Se dice que p € spec(A) es
primo asociado de M si p es el anulador de algun elemento de M, es decir, si existe
m € M tal que:

p=Amxz(m)={a €A : axm=0}
El conjunto de ideales primos de A que son primos asociados de M se denota por
Assa (M)

EJEMPLO 1.2.3 Sea A =7 y sea n € Z tal que n = pi* ---p (la factorizacion en

nidmeros primos). Entonces:
Assg(Z/nZ) ={pZ : 1 <i<r}

Demostracién.

Sea q € Assy(Z/nZ) y sea m € Z tal que Anngz(m) = q. Entonces n { m, existe ¢ un
nimero primo tal que q = ¢Z, y existe s € Z tal que gm = ns . Supéngase que ¢ 1 n,
entonces ¢|s, es decir, s = gqr. Puesto que gm = ns = ngqr, se sigue que n|m, lo cual
es una contradiccion. Asi, q divide a n. Por tanto, ¢ = p;, para algin ¢. Por lo tanto,
Assz(Z/nZ) C{pZ : 1<i<r}.

Por otra parte, sea m = pi* -- -pf"'_l ceeplr = p%, entonces m = m +nZ # 0 = nZ.
Afirmamos que Anng(m) = p;Z. En efecto, sea z € Anng(m), puesto que zm = x> =
ns, se sigue que r € p;Z. Por tanto, Ann(m) C p;Z. Puesto que p;m = n € nZ, se
sigue que p;Z C Ann(m). De donde se obtiene la afirmacién.

Por tanto, p;Z = Anng(m) € Assz(Z/nZ). Por lo tanto, {p;Z : 1 < i < r} C
Assz(Z/nZ), de donde se sigue el resultado.



PROPOSICION 1.2.3 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Se tienen las siguientes
propiedades:

(1) Sip es un elemento mazimal de la familia de ideales {Ann(m) : m € M\ {0}},
entonces p € Assa(M).

(2) Assa(M) =10 siy solo si M = 0.

(3) Sip € spec(A), entonces p es primo asociado de M si y sdlo si M contiene un
submaodulo isomorfo a A/p.

Demostracioén.

(1) Sea p un elemento maximal de la familia de ideales {Ann(m) : m € M\ {0}},
entonces p = Ann(m). Resta verificar que p es un ideal primo, para esto supongamos
que ab € py a € p. Se tiene abxm =0, a *m # 0 y como Ann(m) C Ann(am), con
Ann(m) maximal, entonces Ann(m) = Ann(am). Asi, b € Ann(am) = Ann(m) = p,
que es lo que se esperaba.

(2) Se sigue de (1)

(3) Supongamos que p es ideal primo asociado. Sea m € M tal que p = Ann(m),
considerar ¥ : A — M tal que ¥ (r) = r * m. Se tiene que ker 1) = p y por el primer
teorema de isomorfismos A /p = A/kervy = Imiy) C M. Por tanto, el submédulo bus-
cado es Imyp) = {r*xm : r e A}

Si M contiene un submédulo isomorfo a A/p. Sea N tal submédulo, ¢ : A/p — N el
isomorfismo y pongamos (1) = n € N. Es claro que Ann(n) = p. Por lo tanto, p es
ideal primo asociado de M.

PROPOSICION 1.2.4 Sean A un anillo y p un ideal primo de A, entonces:
Assa(A/p) = {p}

Demostracion.

Como p = Ann(1), entonces {p} C Assa(A/p).

Ahora, sean q € Ass(A/p) y a € A\ p, ¢ = Ann(a). Como p es ideal primo, a & p
y gqa € p para todo ¢ € q, entonces ¢ € p para todo ¢ € q. Asi, ¢ C p y como
p € Ann(a) = q, entonces q = p. Con lo cual se obtiene la afirmacion.



PROPOSICION 1.2.5 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Entonces existe una cadena
de submodulos de M

0)=MgCcM; CMyC...CM, =M
Tal que M;1/M; = A/p;, con p; € Spec(A).

Demostracién.

Supongamos que M # (0) y pongamos My = (0). Sea M; el submdédulo de M que
es isomorfo a A/py, con p; € Assy(M) C Spec(A), el cual existe segun la proposi-
cion.1.2.3. Si My # M, sea My el submédulo de M que contiene a M; y tal que el
submédulo My /My de M/M; es isomorfo a A/py, con py € Assa(M/M;) C Spec(A),
el cual existe segin la proposicién 1.2.3. Si My # M, sea M3 el submédulo de M
que contiene a My y tal que el submédulo M3/My de M/M; es isomorfo a A/ps, con
ps € Assa(M/Ms) C Spec(A), el cual existe segun la proposicién 1.2.3.

Continuando de esta manera se obtiene una sucesién creciente de submodulos de M
que termina con M, = M (pues M es noetheriano) y que cumple la condicién deseada.

LEMA 1.2.1 Sean A un anillo, M un A-mdédulo, p € Assx(M), a € A\p y m € M.
Supongamos que p = Ann(m), entonces:
Ann(a*m) = Ann(m) =p

Demostracioén.

Sea x € Ann(a*m), entonces x* (axm) = (xa)*xm = 0. Asi, za € Ann(m) = p, luego
x € p=Ann(m) (pues a € p y p es ideal primo). Por lo tanto, Ann(axm) C Ann(m).
Como siempre se tiene Ann(m) C Ann(a*m), entonces se tiene la igualdad esperada.

PROPOSICION 1.2.6 Sean A un anillo, M y K A-mddulos, y N un submddulo de M.

Supongamos que M/N C K, entonces:
Assa (M) C Assa(N) U Assa (K)

Demostracién.
Sea p € Assa(M), y sea m € M tal que p = Ann(m). Se analizan dos casos:

(i) SN N(m) # (0). Sea a € A\ p tal que a * m € N; entonces, por el lema 1.2.1,
Ann(a *m) = Ann(m) = p € Assa(N).

(i) Si N N (m) = (0). Afirmamos que m = m + N € M/N C K es tal que
Ann(m) = p, con lo cual se obtiene que Ann(m) = p € Assa (K).
En efecto, sea € Ann(m), entonces = * m = 0, es decir z*m € N, y por lo



tanto z x m = 0. Asi, x € p y Ann(m) C p.
Sea x € p, entonces x * m = 0, por lo tanto z * m = 0, luego = € Ann(rm). Asi,
p C Ann(m).

PROPOSICION 1.2.7 Sean A wun anillo y M un A-mddulo. Entonces Ass(M) es un
conjunto finito.

Demostracion.
Sea (0) = Mg C My C My C --- C M,y C M, = M la sucesién de submédulos de
M de la proposicién 1.2.5, donde M1 /M; = A/p; para algun p; € Spec(A). Por la
proposicién 1.2.6, se tiene:

Ass(M) C Ass(M,—1) U Ass(M/M,_1) = Ass(M,_1) U Ass(A/p,—1).
Con los mismos argumentos, usando la sucesién de médulos (0) = My C M; C My C
... C M,_1, obtenemos:

Ass(M,_1) € Ass(M,_3) U Ass(M,_1/M,_5) = Ass(M,_2) U Ass(A/p,—2).
Continuando de esta manera, usando la sucesién de médulos (0) = Mg C My C --- C
M; 1 C M;, i €{1,...,r}, se obtiene:

Ass(M;) C Ass(M;—1) U Ass(M;/M;_1) = Ass(M;_1) U Ass(A/pi—1).
Asi, usando las relaciones anteriores y la proposicion 1.2.4, se obtiene:
Ass(M) C Ass(A/p1) UAss(A/p2) U...UAss(A/p,) = {p1,DP2s---Dr}

El resultado que mencionaremos a continuacion no estd acompanado de una de-
mostracién, su demostracién la podemos encontrar en [5].

LEMA 1.2.2 Sea A un anillo, sea M un A-mddulo y sea p € Ass(M). Entonces p es
elemento minimal del conjunto Ass(M) si y sélo sip es ideal minimal sobre M.

PROPOSICION 1.2.8 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Sea (0) = My C M; C
... € M, = M una sucesion de submodulos de M tal que M1 /M; = A/p;, con
pi € Spec(A). Entonces:

dimM = max{ dimA/p; :0<i<r}

Demostracién.

En la proposicién 1.2.7 se obtuvo que AssM C {p1,pa2,...pr}-

Sea p € SpecA tal que AnnM C p y dim M = dim A/p, entonces p es un ideal primo
minimal sobre M. Asi, p € AssM C {p1,ps,...DPr}, por el lema 1.2.2. Por lo tanto
dimM = dim A/p < méx{ dimA/p; : 0 <i<r}.



Como A/p; = M;11/M; € M/M;, entonces dimA/p; < dimM/M; < dim M. Asi,
max{ dimA/p; :0<i<r} <dimM.
De las dos desigualdades encontradas se obtiene el resultado.

1.3. Dimensién Proyectiva y Dimensién Inyectiva
de un Mddulo

LEMA 1.3.1 Sea A un anillo, sean F,L y K A-mddulos, y sean f € Homu(F,K) y
ge quA(L, K). Suponer que F es A-mddulo libre y que g es epimorfismo. Entonces
existe f € Homu (F, L) tal que f =gof.

Demostracién.

Sea {e; : i € I} una base para F. Como g es epimorfismo, entonces el conjunto
g (f(e;)) ={leL : g(l) =f(e;)} no es vacio. Sean [; € g~ (f(e;)). Consideremos el
homomorfismo f : F — L que estd dado en la base por f(e;) = I;. Es facil verificar que
f es el homomorfismo buscado.

PROPOSICION 1.3.1 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) SiL & K — 0 es una sucesion ezacta de A-mddulos. Entonces

Homa (M, L) £5 Homa (M, K) — 0
es una sucesion exacta de A-mddulos, donde g*(a) = g o a;

(2) Sig:L — K es un epimorfismo de A-mddulos y 5 : M — K es un homo-
morfismo de A-mddulos. Entonces existe o : M — L tal que § = go «;

(3) Sig:L — M es un epimorfismo de A-mddulos, entonces existe f : M — L
tal que idyy = gof;

(4) M es sumando directo de un maédulo libre.

Demostracién.

(1) = (2) Sea g : L — K un epimorfismo y sea f : M — K un homomorfismo,
entonces la sucesién L £ K — 0 es exacta y § € Homy (M, K). Asf, Homy (M, L) g,
Homy (M, K) — 0 es una sucesién exacta, por tanto existe & € Homy (M, L) tal que
g"(a) = 3, es decir f =goa.



(2) = (3) Sea g : L — M un epimorfismo. Si idyy : M — M es la identidad
de M y M = K. Entonces existe f : M — L tal que idy; = g o f.

(3) = (4) Sea X C M un conjunto de generadores de M, sea F = @ A el A-mddulo
libre con base X y sea g : F — M tal que g(e,) = x. Asi, g es epimloelfliismo, por tanto
existe f : M — F tal que idy; = g o f, lo cual implica que f es monomorfismo.

Se afirma que F = f(M) & Ker g, de donde se sigue la afirmacién.

En efecto, sea a € F y sea b = a — f(g(a)), entonces g(b) = gla — f(g(a))) =
gla) — g(f(g(a))) = gla) —gla) = 0. Asi, b = a — f(g(a)) € Ker g, lo cual impli-
ca que a € f(M) + Ker g.

Ahora, si a € f(M) N Ker g, entonces g(a) = 0y
Asi, gla) = 0 = g(f(m)) = m, por lo tanto a =
f(M) N Ker g =< 0 >.

a = f(m) para algin m € M.
f(m) = 0. Lo cual implica que

(4) = (1) Sean F y S A-mddulos tal que F es mddulo libre y F = M & S, sea
7 : F — M la proyeccién y sea j : M — F la inclusién. Supéngase que L 2 K — 0
es una sucesion exacta de A-médulos. Se mostrara que la sucesién Homy (M, L) LIN
Homy (M, K) — 0 es exacta, es decir, si g es epimorfismo, entonces g* es epimorfismo.
Sea § € Homua(M,K) y sea 31 = fom € Homy(F,K), entonces, por la proposi-
ci6n.1.3.1, existe oy € Homy (F, L) tal que f; = fom =goay.

Se afirma que o = a1 0 j € Homa (M, L) es tal que 8 = goa, = g*(a), de donde se
sigue la afirmacién. En efecto, pues goa=goa;0j=Fomoj=p[.

DEFINICION 1.3.1 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Se dice que M es A-mddulo
proyectivo si cumple alguna de las condiciones de la proposicion 1.3.1.

Es evidente, por el lema 1.3.1, que un modulo libre es un médulo proyectivo.

DEFINICION 1.3.2 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Una resolucién proyectiva
de M, denotada por P, es una sucesion de A-mddulos y homomorfismos

P ...ﬁlil_)pna_”)pn_l_)..._)plﬁgpoﬁo_)Mﬁl_)O
Donde cada P; es proyectivo y ker 9, = im 0,1 para toda n > —1.

En [6] se demuestra que todo A-mddulo tiene una resolucién proyectiva.



DEFINICION 1.3.3 Sean A un anillo, N y M A-mddulos, y P una resolucién proyec-
tiva de M

p. 2up Sp P2 p 2 M
Apliquemos el functor Hom( — ,N) a los médulos de P y se obtiene.
On 1 (o) o4 5 o
Hom(P,N): ... — Hom(F,,N) = Hom(P,_1,N) — Hom(P, 3, N) — - --

Se define el A-mddulo Exty (M, N) := ker 0, /im 0,41

En [6] se demuestra que los mdédulos Ext’y no dependen de la resolucién proyectiva
de M.

DEFINICION 1.3.4 Sean A un anillo y M un A-mddulo. La dimension proyectiva de
M, projdim M, es el menor entero, n, para el cual M tiene una resolucion proyectiva
de la forma

---0—>O—>Pn8—n>Pn_1—>---—>P121—>P020—>M—>O

St tal entero no existe, entonces ponemos projdim M = oco.

El resultado que mencionaremos a continuacion no esta acompanado de una de-
mostracién, su demostracién la podemos encontrar en [6].

PROPOSICION 1.3.2 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) projdimM < n;
(2) Extk (M,N) = 0 para todo A-médulo N y todo k > n + 1;
(3) ExtZ™(M,N) = 0 para todo A-mddulo N.

El resultado que mencionaremos a continuacion no estd acompanado de una de-
mostracién, su demostracién la podemos encontrar en [9].

PROPOSICION 1.3.3 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Las siquientes condiciones
son equivalentes.



(1) Si0—L 1 K es una sucesion ezacta de A-médulos. Entonces
0 « Homy (L, M) &= Homp, (K, M)
es una sucesion exacta de A-mddulos, donde j*(a)) = a0 j;

(2) Sij: L — K es un monomorfismo de A-mddulos y  : L. — M es un
homomorfismo. Entonces existe o : K — M tal que = a o j;

(3) SiL es un submddulo de K y B : L — M es un homomorfismo. Entonces existe
a: K — M tal que |y, = 3,

(4) Si 1 es un ideal de A, entonces todo homomorfismo o : I — M se puede
extender a un homomorfismo & : A — M.

DEFINICION 1.3.5 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Se dice que M es A-mddulo
nyectivo si cumple alguna de las condiciones de la proposicion 1.5.3.

DEFINICION 1.3.6 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Una resolucidn inyectiva
de M, denotada por E, es una sucesion de A-mdodulos y homomorfismos

E: OEME()—)EOEI—)El—)a_")En In+1 En+1 8n+2‘”
Donde cada E; es inyectiva y ker 0,41 = im 0,, para toda n > —1.

En [6] se demuestra que todo A-mdédulo tiene una resolucién inyectiva.

DEFINICION 1.3.7 Sean A un anillo y M un A-mddulo. La dimension inyectiva de
M, injdim M, es el menor entero, n, para el cual M tiene una resolucion inyectiva de
la forma

0L M2 2% - e 050

St tal entero no existe, entonces ponemos injdim M = oo.

El resultado que mencionaremos a continuacion no esta acompanado de una de-
mostracién, su demostracién la podemos encontrar en [6].

PROPOSICION 1.3.4 Sean A un anillo y M un A-mddulo. Las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) injdimM <mn;
(2) Extk (N, M) = 0 para todo médulo N y todo k > n + 1;
(3) Exty™' (N, M) = 0. para todo médulo N.



1.4. Profundidad de un Mdédulo y Médulos de Cohen-

Macaulay
DEFINICION 1.4.1 Sean A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Sea x € A. Se dice que x es divisor de cero en M si existe m € M\ {0} tal que
rxm = 0.

(2) Sea x € A. Se dice que x es M-regular si no es divisor de cero en M, es decir,
st xxm =0, entonces m = 0.

(3) Sean T = z1,...,x, € A. Se dice que T = x1,...,x, es una sucesion M-
regular de longitud r si se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Para cada 1 <1 <7, 241 no es diwvisor de cero en M/(xq, ..., x;)M;

EJEMPLO 1.4.1 Sean A =7, M; = Q y My = Z/8Z. Entonces 4 € Z es My -reqular
y divisor de cero en Ms.

OBSERVACION 1.4.1 SeaT = x4, ..., x, una sucesion M-regular de longitud r. Supdngase
que (T1,...,x;) = (T1,...,2;,xi01) para algin i € {1,...,r — 1}, entonces x;11 €
(1, ..., 1), lo cual es absurdo. Ast, la sucesion de ideales (x1)C (x1,29) C -+ C (T1,...,2,)

es estrictamente creciente, pues A es noetheriano. Por tanto, dicha sucesion se esta-
ctona. Por lo tanto, cada sucesion M-reqular de elementos en un ideal I forma parte
de una sucesion M-reqular maximal de elementos en 1.

El resultado que mencionaremos a continuacion no estd acompanado de una de-
mostracién, su demostraciéon la podemos encontrar en [5].

TEOREMA 1.4.1 Sean A un anillo noetheriano, M un A-mdodulo, I un ideal de A con
IM # M yr > 0 un entero. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(1) Ext' (N,M) =0 (i <) para N un A- mddulo f.g. tal que Supp(N) C V(I);
(2) BExti(A/T,M)=0 (i <7);

(3) Existe un A-mddulo N con Supp(N) = V(I) tal que Ext\,(N,M) =0 (i <r);
(

4) Existe una sucesion M-regular de longitud r de elementos en 1.



DEFINICION 1.4.2 Sean A un anillo noetheriano, M un A-mddulo e 1 un ideal de A
con IM # M.

(1) El teorema anterior asequra que la longitud de cualquier sucesion M-regular
mazimal de elementos de 1 es la misma. Denotamos por grade(I, M) a la longitud
de cualquier sucesion M-reqular mazximal de elementos de 1.

(2) Supongamos que A es un anillo local y que p es su ideal mazimal. La profundidad
de M, depthM, es el niumero grade(pu, M).

(3) Sean A un anillo noetheriano, 1 un ideal y sea Assa(A/I) = {p1,...,pr}. Si
ht (P;) = ht I para cualquieri € {1,...,k}, entonces se dice que 1 es un ideal
no mezclado.

El resultado que mencionaremos a continuacion no esta acompanado de una de-
mostracién, su demostracién la podemos encontrar en [5].

PROPOSICION 1.4.1 Sean (A, i) un anillo local noetheriano y M un A-mddulo, M #
0. Entonces:

depth M < dim(A/P) para todo P € Ass(M)

DEFINICION 1.4.3 Sean (A, p) un anillo local noetheriano y M un A-mddulo.

(1) Se dice que M es mddulo de Cohen-Macaulay si depthM = dim M.
Por definicion, el mddulo cero es de Cohen-Macaulay.

(2) Si M es un modulo de Cohen-Macaulay con dimM = dim R, entonces se dice
que M es un modulo de Cohen-Macaulay maximal.

(3) Si el anillo local A es Cohen-Macaulay como A-mddulo, entonces se dice que A
es Anillo de Cohen-Macaulay.

(4) Si A esun anillo no necesariamente local y A, es anillo local de Cohen-Macaulay
para todo p € Spec(A), entonces se dice que A es anillo de Cohen-Macaulay.

(5) Supongamos que A es anillo de Cohen-Macaulay. Si M, es modulo de Cohen-
Macaulay sobre A, para todo p € Spec(A), entonces se dice que M es mddulo
de Cohen-Macaulay.

DEFINICION 1.4.4 Sean A un anillo noetheriano y M un A-mddulo. Se dice que M
es perfecto si projdim M = gradeM.
Un ideal 1 se dice que es perfecto si AJ/1 es A-maddulo perfecto.



Los resultados que mencionaremos a continuacion no estaran acompanados de una
demostracién, sus demostraciones las podemos encontrar en [9].

PROPOSICION 1.4.2 Sean A un anillo de Cohen-Macaulay e 1 un ideal A, T # A.
Entonces grade I =ht I

TEOREMA 1.4.2 Sean k un campo, A = k[Xy,..., X,], n = (Xo,..., Xpn) y M un
A-maodulo graduado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) M es Cohen-Macaulay;
(2) M es perfecto;
(3) M,, es Cohen-Macaulay;
(4) M, es perfecto.

PROPOSICION 1.4.3 Sean A un anillo noetheriano, M un A-mddulo perfecto y p €
SuppM. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) p € AssM;

(2) depth Ap = grade M.

LEMA 1.4.1 Sea A un anillo, sean M y N A-mddulos, y sea T = x1,...x, una suce-
sion M-reqular de longitud r de elementos en AnnN. Entonces
Homy (N, M/2M) = Ext’, (N, M)

DEFINICION 1.4.5 Sea (A, u,k) un anillo local Noetheriano y sea M un A-mddulo
tal que depthM = t. El niimero r(M) = dimj Homy (k, M/2M) = dim, Ext’, (k, M) es
llamado el tipo de M.

DEFINICION 1.4.6 Sea (A, p,k) un anillo local Noetheriano. Se dice que A es un
anillo de Gorenstein local si tiene dimension inyectiva finita.

DEFINICION 1.4.7 Sea (A, u, k) un anillo local de Cohen-Macaulay. Un A-mddulo,
wa, Cohen-Macaulay mazximal de tipo 1 y con dimension inyectiva finita es llamado
el médulo canonico de A.

El resultado que mencionaremos a continuacion no estd acompanado de una de-
mostracién, su demostraciéon la podemos encontrar en [9].



TEOREMA 1.4.3 Sea (A, p,k) un anillo local de Cohen-Macaulay. Se tienen las si-
guientes propiedades.

(1) Si el mddulo candnico wa de A existe, entonces es unico salvo isomorfismo.

(2) Eziste el modulo canonico de A si y sdlo si A es la imagen de un anillo Gorens-
tein local.

(3) Sea (S, 0) un anillo local de Cohen-Macaulay y sea v : (A,n) — (S, 0) homo-
morfismo local de anillos locales tal que S es A-maodulo finitamente generado.
Supongamos que wr existe, entonces ws existe y:

ws = Ext) (S,wa) t=dimA —dimS

(4) En particular, si S C A y A es libre sobre S, entonces

ws = Homa (S, wa)



Capitulo 2

Anillos y Mdédulos Graduados

2.1. Anillos y Mdédulos Graduados

DEFINICION 2.1.1 Sea A un anillo. Se dice que A es un anillo graduado si tiene

una descomposicion A = @ A; en donde los A; son subgrupos aditivos que satisfacen
i€Z

A;A; C Ay para todo i, 5.

Los elementos de Ay se llaman elementos homogéneos de grado d.

DEFINICION 2.1.2 Sean A un anillo graduado y M un A-mddulo. Se dice que M es

un A-mddulo graduado si tiene una descomposicion M = @ M; en donde los M; son
i€Z

subgrupos aditivos que satisfacen A;M; C M,y ; para todo i, j.

Los elementos de My se llaman elementos homogéneos de grado d.

OBSERVACION 2.1.1 Sea A = @ A; un anillo graduado y sea M = @ M; un A-
i€Z i€z
modulo graduado.
(1) De la relacion AgAyg C Ag se obtiene que Ay es un anillo.

(2) De la relacion AgM; C M; se obtiene que cada M; es un Ag-mddulo.

DEFINICION 2.1.3 Sean A un anillo graduado, M un A-mddulo y N un submddulo
de M.

(1) N se dice que es un submddulo graduado si cumple alguna de las siguientes
condiciones que son equivalentes:
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(o) N=@NAM,).

i€Z
(b) N estd generado por elementos homogéneos.

(¢) Siz=a,4+241...+1x, €N conz; €M;, entonces z; € N.

(2) Supdngase que N es un submddulo graduado. El mddulo cociente M/N es tam-
bién un A-mddulo graduado con graduacion (M/N); = M;/N;.

(3) Sean M un A-mddulo graduado y a € Z. El médulo con corrimiento a, M(a),
es el modulo M, pero donde la i-esima componente es (M(a)); = M;4q.

DEFINICION 2.1.4 Sean A = @ A; un anillo graduado y sean M = @ M;, N = P N;
i€l i€l i€l
A-maodulos graduados.

(1) El A-mddulo M & N es un mddulo graduado. La graduacion es (M @ N); =
(M); ® (N);.

(2) Un homomorfismo graduado de grado a € Z es un homomorfismo ¢ : M — N
tal que para todo i, p(M;) C N;i,.
Notemos que ¢ es un homomorfismo graduado de grado a € 7Z si y solo si
¢ : M — N(a) es un homomorfismo graduado de grado 0.
St ¢ es un homomorfismo graduado de grado 0, entonces se dird simplemente
que es un homomorfismo graduado, esto sin indicar el grado de ¢.

(3) Sea Homp (M, N),, el conjunto de los homomorfismos graduados de M en N(n).
El A-mddulo graduado con graduacion {Homa (M, N), } es denotado por Hom, (M, N) =
@ Homyu (M, N),,

nez

(4) Una resolucion libre graduada finita (1.1.g.f.) del A-mddulo graduado M es una

sucesion exacta 0 — A, &, A — - — A A, Ay LM — 0, donde los
A; son A-mddulos graduados libres finitamente generados y los ¢; son homo-
morfismos graduados.

OBSERVACION 2.1.2 (1) El kernel de un homomorfismo graduado ¢, Kerg, es un
submodulo graduado.

(2) SiM es un A-mddulo graduado libre finitamente generado, entonces
M=A(a) PA() @ ... B A(ey) cona; € Z



(3) Sean B un anillo y A = B[Xo, ..., X,] el anillo de polinomios en n+1 variables.
Si Ay es el conjunto de polinomios homogéneos de grado d, entonces {Ag}a>o €s
una graduacion para A, y siempre salvo que se diga lo contrario se considerard a
A con esa graduacion.

Es claro que Ay es un B-mddulo libre de rango (”+d).

d

(4) En general Hom, (M, N) es un submddulo propio de Homa (M, N). Pero si M es
un A-mddulo finitamente generado, entonces Hom, (M, N) = Homy (M, N).

LEMA 2.1.1 Sea A un anillo graduado y sean My, ..., M, , N A-mddulos graduados
tal que My, ..., M, son finitamente generados. Entonces se tiene el isomorfismo de
A-maodulos graduados:

Homy (@D M;, N) = @5 Homa (M;, N)
i=1 =1

Demostracidn.
.

Si m; es la inclusion de M; en € M;, entonces el isomorfismo estd dado por:
i=1

¥ : Homa (5 M;, N) — @ Hom (M;, N)
i=1 i=1
f — (fm, ..., fm,.)

Y resta verificar que 1 es de grado cero.
T

Sea f € (Homa (D M;,N)) , entonces f: @M; — N(d). Asi, fm; : M; — N(d), es
i=1 i=1

decir, fr; € Homa (M;, N)g. Por lo tanto, ¢(f) = (fm,...,fm,) € (@ Homa (M, N))d.
i=1

LEMA 2.1.2 Sea A un anillo graduado y r,d € Z. Entonces la funcion

Y A(d —r) — Homp (A(r), A(d))

X — 0

donde O.(y) =xy Vy € A(r)

da el isomorfismo de modulos graduados
A(d —r) = Homy (A(r), A(d))

Demostracién.

Sea x € A(d —r), = Ag_r1n, entonces 0, : A(r) — A(d)(n) = A(d + n). Asi, ¥ es



homomorfismo de grado cero.

Sea r € A tal que ¢(r) = 6, = 0, entonces 6,(1) = r = 0. Asi, 1) es monomorfismo.
Sea pu € Homa (A(r), A(d))n, es decir, p : A(r) — A(d)(n). Como p es homomor-
fismo, entonces pu(y) = (1) y = 0,1y y para today € A(r). Asi, ¥(u(l)) = p, es
decir, 1) es epimorfismo.

2.2. Teorema de Hilbert

En esta seccién se define la funcion de Hilbert de un modulo graduado y se prueba
el Teorema de Hilbert. Los valores de la funcién de Hilbert son las longitudes de las
componentes homogéneas. Y el Teorema de Hilbert exhibe que la funcién de Hilbert
de un médulo graduado coincide con una funcién polinomial .

DEFINICION 2.2.1 Sea A = @ A; un anillo graduado tal que Ag = B es un anillo
i€z
Artineano y A es finitamente generado como B-Algebra, sea M = @ M; un A-mddulo
i€Z
graduado y sea I un ideal graduado de A.

(a) La funcion de Hilbert de M es.

Hy : Z — Nu{0}

d — (5(My) donde (g(My) es la longitud del B-mddulo My

(b) La funcion de Hilbert del A-mddulo A/1 se denota por Hy

(c¢) La serie de Hilbert de 1 es la serie formal definida por Fi(t) = > Hy(i)t'

i>0

OBSERVACION 2.2.1 (1) Euxiste un epimorfismo de A(cq) ® Alaz) @ ... @& A(wy)
en M, pues M es finitamente generado, tal que al ser restringido a la d-esima
componente da un epimorfismo del B-mddulo A(oy)q @ A(az)a ® ... & Alay)q
en el B-mddulo My. Asi, el niumero {g(My) es finito.

(2) Cuando B =k sea un campo se tendrda Hy(d) = dimy My

LEMA 2.2.1 Sean A un anillo graduado y M un A-mddulo graduado. Se tienen las
siguientes propiedades.

(1) Seap € Ass(M). Entonces p es ideal graduado y es el anulador de un elemento
homogéneo.



(2) Eziste una sucesion de submddulos graduados (0) =My CM; C ... C M, =M
tal que M;11/M; = (A/p;)(a;), donde cada p; es un ideal primo graduado y
a; € 7.

(3) Sea (0) = My € M; C ... € M, = M una sucesion de mddulos graduados.
Supongase que Ag es un anillo Artineano y A es finitamente generado como
Ag-Algebra, entonces

HM(d) = ;)HMiJrl/Mi(d)
Demostracion.
(1) Ver [5].

(2) La sucesion de submédulos se obtiene de la misma manera que en la proposicién
1.2.5, y para asegurar que los ideales p; y los submodulos N; son graduados hay
que usar el inciso anterior.

(3) Se sigue del lema 1.1.2.
DEFINICION 2.2.2 SeanF:Z — Z yn > 0.

(1) Se dice que F es de tipo polinomial de grado n si existe P(X) € Q[X] tal que
F(d) = P(d) para todo d >> 0.

(2) El operador diferencia, A, sobre cualquier funcion numérica estd dado por
(AF)(d) =F(d+1) — F(d) para todo d

Notemos que A mapea funciones de tipo polinomial en funciones de tipo poli-
nomial.

(8) Por definicion el polinomio cero tiene grado —1.

El resultado que mencionaremos a continuacion no esta acompanado de una de-
mostracién, su demostraciéon la podemos encontrar en [9].

LEMA 2.2.2 Sean F : Z — Z una funcion numérica y n > 0 un entero. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes.

(1) (A" F)(d) =¢, ¢#0, para toda d;



(2) F es de tipo polinomial de grado n.

TEOREMA 2.2.1 (Teorema de Hilbert)

Sea A = @ A; un anillo graduado tal que Agy es un anillo Artineano y A es generado
i€z
como Ag-Algebra por una cantidad finita de elementos homogéneos de grado 1, y sea

M = @M, un A-mddulo graduado de dimension n. Entonces Hy es una funcion
1€
polinomial de grado n — 1.

Demostracién.

Sea (0) = My € M; C ... € M, = M la sucesién de submédulos del inciso (2) del
lema 2.2.1. Si suponemos el resultado cierto para los médulos de la forma M = A/p,
es decir, si suponemos que para cualquier ideal primo graduado p la funcion de
Hilbert del A-médulo A/p es una funcién polinomial de grado dim(A/p) — 1. En-
tonces, por el inciso (3) del lema 2.2.1, por el hecho de que la funcién de Hilbert
es positiva (el término lider del polinomio que la represente serd positivo) y por la

proposicion 1.2.8, Hyi(d) = > Ha/p)a,)(d) serd una funcién polinomial de grado
=0

max{dim(A/p;) —1:1<i < Zr} = dim M — 1. Por lo cual resta hacer la prueba para
cuando M = A/p.
La prueba serd por induccién sobre n.
Sea p un ideal primo graduado tal que dimA/p = 0, entonces A/p es Artineano,
por la proposicién 1.2.2. Como los ideales Iy = >, (A/p); son tales que I C I,
entonces existe kg tal que Iy = I, para todo k > k. Asi, para todo k& > kg se tiene
(A/p)r = 0, es decir, para todo k > kg se tiene Hy (k) = 0. Por lo tanto, la funcién
de Hilbert de A/p coincide con el polinomio cero.
Ahora, la hipdtesis inductiva dice que si p es un ideal primo graduado tal que
dim A/p = n, entonces la funcién de Hilbert del A-médulo A/p es una funcién poli-
nomial de grado dim(A/p) —1. Por lo tanto, por la observacién hecha al inicio de esta
demostracion, la hipétesis inductiva implica que si M es un A-médulo con dim M = n,
entonces la funcién de Hilbert de M es una funciéon polinomial de grado dim M — 1.
Sea p un ideal primo graduado tal que dimA/p=n+1 ysea x € A; \ p;. Entonces
x es (A/p)-regular (pues p es un ideal primo), (z,p) es un ideal homogéneo tal que
dimA/(x,p) = n y se tiene la sucesion exacta

0— A/p(~1) = A/p — A/(z,p) — 0



De la cual se obtiene:
AHpjp(d) = Hajp(d + 1) — Hayp(d) = Hagap)(d + 1) (2.1)

Ast, AHyp)p = Haj@p) €s una funcién polinomial de grado n — 1, por hipdtesis de
induccion. Para finalizar la demostracion se analizan dos casos.
d
(a) Sin = 0. Se tiene Hp/p(d) = Ha/p(0) + >° Haj@wp) (i), por la ecuacion 2.1;
i=1

Ha/(p) (i) = 0 para i >> 0, pues dimA/(:p,I;) = 0; Ha/p(0) # 0, pues Ag # po.
Por lo tanto, Ha/p(d) es una constante no cero para d >> 0.

(b) Si n > 1. Entonces A" '(AHy/p(d)) = A™Ha p(d) es una constante no cero,
por el lema 2.2.2. Por lo tanto, Hy/p(d) es una funcién polinomial de grado n,
por el lema 2.2.2.

Por lo tanto, Hy /,(d) es una funcién polinomial de grado n, lo cual prueba el teorema.

DEFINICION 2.2.3 El polinomio del teorema anterior es llamado el polinomio de
Hilbert de M y es denotado por Py(d).

2.3. Teorema de Macaulay

En lo que sigue Z>( denotara al conjunto de los enteros no negativos.

DEFINICION 2.3.1 Un monomio en las variables Xo, X1, ..., X, es una expresion de
la forma: X§°X{"--- X (o4 € Z>o)

El grado total de este monomio es |a| = g+ a1 + ... + .

Para simplificar ponemos X* = X§°X{' -+ - X%, donde oo = (g, 01, . .., (0) € Zggl.

Notemos que el conjunto de monomios en las variables X, ..., X,, estd en correspon-

dencia biyectiva con ZZ}!.

DEFINICION 2.3.2 Sea > una relacion binaria sobre Z'. Se dice que > es un orden
monomial si satisface:

(a) > es un orden total.
Es decir, dados o, 3 € Z’;gl, entoncesa <6 a>0p06 a=0

(b) Sia>p vaZ’;gl, entonces a+y > 3+



(c) > es buen orden sobre Z\.

Es decir, todo subconjunto no vacio de Z%5" tiene elemento minimo.

St > es un orden monomial sobre Z;”gl, entonces se dice que X > XP siempre que

a > .

DEFINICION 2.3.3 Un orden monomial > es llamado orden monomial graduado si
a > 3 siempre que || > |f].

DEFINICION 2.3.4 (Orden Lexicogréfico.)

Se define la relacion >, sobre ZTZLJOrl :
Sia= (ag,...,an) yB = (0o,...,0n) € Z’;Orl, entonces a >, 3 siy solo si la coorde-

nada no cero mds cercana a la izquierda en el vector diferencia a— (3 € Z"' es posiva.

DEFINICION 2.3.5 (Orden Lexicografico Graduado.)

Se define la relacion > gpie, sobre Z?gl :
Sia=(ag,...,on) yB=Bo,...,0n) € Z’;gl, entonces o > gpieq 3 St Y s6lo si:
n n
af =2 o > (Bl = X2 5 J lal =18l ¥y a>ep
i=0 i=0

EJEMPLO 2.3.1 (i) a=(2,8,3) >, 0= (2,7,4)
Pues la primer coordenada no cero de izquierda a derecha de o — 3 = (0,1, —1)
es positiva. De esta manera se tiene: XZXSX3 >, XEXT X5

(i1) a=(3,2,4) > B =1(3,2,1)
Pues la primer coordenada no cero de izquierda a derecha de o — 3 = (0,0, 3)
es positiva. De esta manera se tiene: X3 X7 X5 >0 Xg X2 X)

(7i2) (1,0,...,0) >4z (0,1,0,...,0) >per -« >pex (0,...,1,0) >0 (0,...,0,1)
De esta manera se tiene: Xo >jex X1 Slex -+ - lex Xn

(1) a=(1,2,3) >4 8= (3,2,0)
Pues [(1,2,3)] = 6 > [(3,2,0)
X3X?

(v) a=1(1,2,4) >4, B = (1,1,5)
Pues |(1,2,4)] = [(1,1,5)] = 7Ty a = (1,2,4) > 8 = (1,1,5) ya que en
a— 3 = (0,1,-1) la primer coordenada no cero de izquierda a derecha es
positiva. De esta manera se tiene: X{ X7 X5 > grier Xo X1 X3

| = 5. De esta manera se tiene: X0X12X§’ > griex



Tomando una permutacion de las variables se pueden encontrar (n + 1)! ordenes
lexicogrdficos, por ejemplo aquel en el que X, >iee Xn_1 >iex - >lex Xo

LEMA 2.3.1 Sea > una relacion de orden sobre Z{'. Entonces > es buen orden si
y sdlo si toda sucesion decreciente de elementos de Z5' se estaciona.

Demostracion.

Supongase que > es buen orden y sea ay > as > a3 > --- una sucesién decreciente
de elementos de ZT;gl. Como el conjunto {ay, as, ag, ...} es no vacio, entonces tiene
elemento minimo. Asi, la sucesién termina.

Supdngase ahora que toda sucesion decreciente de elementos de Z;”gl termina y
supéngase que > no es buen orden. Existe S C Z%§' que no tiene elemento mini-
mo, pues > no es buen orden. Sea a; € S arbitrario, entonces existe ap € S tal que
a1 > Qg, pues a1 no es elemento minimo . Continuando con este procedimiento se
obtiene una sucesion decreciente que no termina, lo cual es absurdo. Por lo tanto, >
es buen orden.

PROPOSICION 2.3.1 FEl orden lexicogrdfico es un orden monomial.

Demostracién.

(a) >jex €s un orden total.

Sean a = (ag,...,a,) y 8= (Bo,...,0n) € Z’;gl. Entonces se cumple exactamente
una de las siguientes afirmaciones, pues (Z>o, >) es un orden total.

(i) oy = B; parai =0,...,n;
(ii) Existe ig tal que oy = (3; para 0 <1i <igy o, > Biy;
(iii) Existe ig tal que a; = 3; para 0 <i <ipy ay, < Bi,-
En cualquier caso se tiene a = 6a < 36 [ < a.
(b) Sean o,y v € ZTZLJOrl tal que a > (. Entonces existe un ig tal que o; = f;

para 1 <1 < igy o — iy > 0. Asl, oy +7v; = 0 +vi para i < gy o, — Biy =
&Gy + Vie — (Big + 7o) > 0. Por lo tanto, a +v > 5+ 7.

(c) Supéngase que >, no es buen orden, entonces existe una sucesion estrictamente
decreciente, oy > ap > a3 > ..., que no se estaciona, por el lema 2.3.1. Si denotamos



por af a la coordenada r del vector oy, entonces {a}$2, es una sucesién decreciente
de elementos de Zxg, por definicién del orden lexicografico. Asi, existe ky € Z>( tal
que los af son iguales para ko < i, pues (Zsg,>) es bien ordenado. De la misma
forma, la sucesion {a;}22, es decreciente, asi, existe ky € Zx tal que ko < k1 y los
o} son iguales para k; < 4. Continuando con el proceso se tiene que los af son iguales
para k, < i, lo cual es absurdo. Por lo tanto, >, es buen orden.

DEFINICION 2.3.6 Sean f =Y _ a, X € k[Xy,...X,] un polinomio no cero y sea >
un orden monomial.

(i) El multigrado de f es:
multideg(f) = mdx{a € Z%, : a, # 0}
El mdximo es tomado con respecto a >

(ii) El coeficiente lider de f es:
LC(f) - a'multz'deg(f) ek

(#ii) El monomio lider de f es:
LM(f) — Xmultz’deg(f) ck

(i) El término lider de f es:
LT(f) = LC(f)LM(f)

DEFINICION 2.3.7 Sean > un orden monomial e I un ideal no cero de k[ Xy, ... X,].

(i) Se denota por LT(I) al conjunto de términos lideres de los polinomios que
pertenecen a 1, es decir:

LT(I) = {LT(f) : f €I} ={cX* :3fel, tal que LT(f) = cX*}

(i) Si el ideal 1 estd generado por un conjunto de monomios, entonces se dice que
I es un ideal monomial.

(#i) (LT(I)) denota el ideal generado por el conjunto LT (1), el cual es un ideal mono-
mial

Los resultados que mencionaremos a continuacién no estaran acompanados de una
demostracion, sus demostraciones las podemos encontrar en [4].

LEMA 2.3.2 Sea I = (X : a € G) un ideal monomial. Entonces el monomio X"
pertenece a 1 si y solo si XP es divisible por algin X (o € G).



LEMA 2.3.3 Sea I un ideal monomial y sea f € k[ X, ..., X,]. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(i) tel;
(i) Cada término de f pertenece a 1;

(iii) f es una combinacion lineal sobre k de monomios de 1.

TEOREMA 2.3.1 (Teorema de Macaulay)
Sea > un orden monomial graduado y sea 1 un ideal homogéneo de k[ Xy, ..., X,].
Entonces el ideal monomial (LT(1)) y el ideal 1 tienen la misma funcion de Hilbert.

Demostracién.

Para un ideal homogéneo J, se denota por J<,4 a la suma de las primeras d componentes
d

homogéneas, esto es, J<q4 = @ J;. Se encontrard una base {fi,...,f.} de I<; para la
i=1

cual el conjunto {LM(f;),...,LM(f,)} consta de monomios distintos y es una base

para (LT(I))<q.

Sean fi,...,f, € I, tal que {LM(f) : f € 14} = {LM(f),...,LM(f,)}. Supdéngase
que los f; han sido ordenados de manera que LM(f;) > LM(f;41) y que los LM(f;) son
monomios distintos. Se verificard que {fi,...,f.} es una base para I,.

(i) Losf,....f, son linealmente independientes sobre k. En efecto, si >, a;f; =0,
entonces a; = 0, esto pues Y ., a;f; = LT(f;) + g = 0, donde g es una
combinacién lineal sobre k de monomios menores a LT (f;). Asi, Y ) ,a;f; =0y

por el mismo argumento a; = 0. Continuando el proceso se concluye que a; = 0.

(ii) Los fy,....,f. generan I-, sobre k. Supdéngase lo contrario, es decir, supéngase
que Iy \ (f1, ..., f.) # 0. Elijamos f € <4\ ({f1,...,f.) de manera que LM(f) sea
minimal, entonces LT (f) = ALT(f;) para algini € {1,...,r} y para algin A € k.
Asi, el polinomio g = f — Af; es tal que g € 1«4\ (f1,...,f.) y LM(g) < LM({),
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, <4 = (fi, ..., f,).

Se verificard que {LM(f;), ..., LM(f,)} es una base para (LT(I))<q.

(i) Los monomios LM(f;), ..., LM(f,) son linealmente independientes sobre k pues
son monomios distintos.



(ii) Los monomios LM(f;), ..., LM(f,) generan (LT(I))<4 sobre k.

Sea h € (LT(I))<q4, entonces h es una combinacién lineal sobre k de monomios
de la forma LT(g), donde g € I, por los lemas 2.3.2 y 2.3.3. Es decir, existen
g1,...,8 € I tal que h = ;LT (g1) + ... + axLT(gx). Por tanto, el grado
total de cada LT(g;) es menor o igual a d, entonces los monomios de cada
g; € I son de grado total menor o igual a d, pues > es un orden monomial
graduado. Es decir, g; € I<,4. Asi, para cada i € {1,...,k} existe r; € {1,...,r}
tal que LT(g;) = LT(f,,). Por lo tanto, h = &, LT(f,,) + ... + ,LT(f,,) =
a;LC(f,, )LM(f,,) + ... + a,LC(f,, )LM(f,, ), que es lo que se esperaba.

2.4. Bases de Groebner

En lo que sigue se considera un orden monomial, >, fijo sobre k[X,..., X,].
Los resultados que mencionaremos a continuacion no estaran acompanados de una
demostracion, sus demostraciones las podemos encontrar en [4].

TEOREMA 2.4.1 (Algoritmo de la Divisién en k[ Xy, ... X,]).
Sea > un orden monomial, sean gi,...,g € k[Xo,...X,] y sea f € k[X,...X,].
Entonces ezisten ay, ..., a1 € k[ Xy, ... X,] tales que

f=a1g1+ ... +argp +1
Conr =0 01 es una combinacion lineal sobre k de monomios, donde ninguno de
ellos es divisible por LT(gy), ..., LT (g).
Ademas, sia;f; # 0, entonces multideg(a;g;) < multideg(f). El polinomio r es llama-
do el residuo de la division de f por gi, ..., g

TEOREMA 2.4.2 (Lema de Dickson).

Un ideal monomial 1 = (X : o« € A) se expresa en la forma I = (X ... X),
donde aq,...,a, € A.

En particular, 1 es un ideal finitamente generado.

PROPOSICION 2.4.1 Seal un ideal de k[ Xy, ..., X,]. Se tienen las siguientes propiedades:
(1) (LT(I)) es un ideal monomial;
(2) Existen gi,...,g €1 tal que (LT(1)) = (LT(g1),...,LT(g))-

PROPOSICION 2.4.2 Seal un ideal dek[Xy, ..., X,]. Supdngase que existen g, ..., g, €
I tal que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gk)). Entonces I = {g1,...,&k)



Demostracién.

La relacién (gy,...,gr) C I es clara.

Sea f € I, entonces f = ayg; + ...+ axgr + 1 con r = 0 6 los monomios de r no son
divisibles por LT(f;), ..., LT(fx), por el algoritmo de la divisién. Supéngase que r # 0,

entonces LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gk)), puesr =f —aygy — ... — argr € L.
Asi, LT(r) es divisible por algin LT(g),...,LT(gk), por el lema 2.3.2, lo cual es
una contradiccién. Por tanto, r = 0, de modo que f € (gi,...,g). Por lo tanto,
IC(g1,... 8-

DEFINICION 2.4.1 Sea I un ideal de k[Xo, ..., X,]. Un conjunto finito de elementos
g1, ---, 9k €1 es llamado base de Groebner de 1 si:

(LT (1)) = (LT (g1), - -, LT (gr))-

OBSERVACION 2.4.1 Todo ideal tiene una base de Groebner, por la proposicion 2.4.1,
y los elementos de la base de Groebner de 1 generan 1, por la proposicion 2.4.2.

DEFINICION 2.4.2 Sean f,g € k[ Xy, ..., X,] \ {0}.

(i) Sean a = multideg(f) y 5 = multideg(g), y sea X = (Ao,..., \n) con A\; =
méx{a;, 3;}, 0 < i < n. El monomio X* es llamado minimo comin miiltiplo de
LM(f) y LM(g), y se denota por X* = mem(LM(f), LM(g)).

(i) El S-polinomio de f y g es:

XA XA
S(t,g) = W(f)f T ITe8

Los resultados que mencionaremos a continuacién no estardn acompanados de una
demostracion, sus demostraciones las podemos encontrar en [4].

PROPOSICION 2.4.3 Sea I un ideal de k[Xo, ..., X,], sea f € k[Xy,...,X,] y sean
g1,...,8 €1 tal que son una base de Groebner de 1. Entonces f € 1 si y solo si el
residuo de la division de f por gi,...,g. es cero.

TEOREMA 2.4.3 Seal unideal de k[Xy,...,X,] yseangy, ..., g tal que (g1,...,g.) =
[. Entonces gy, ...,g, son una base de Groebner de 1 si y solo si el residuo de la di-
vision de S(g;, ;) por g1,...,8- es cero, para cada par i # j.

EJEMPLO 2.4.1 Sea > el orden graduado lexicogrdfico sobre k[ Xy, ..., X,] tal que
X, > X1 >...> X,. Entonces X! — X, X X — Xo X0, X9 — X, XTI es
una base de Groebner de (X! — X, X{™', XJ — XoXI' . X9 — X, X7,



Demostracién.
La afirmacion se comprueba combinando el teorema 2.4.3 y la siguiente identidad.
-1 -1 -1 -1
S(X{ = XiXg , XJ = X;X7 ) = XJ(X{ = XoX( ) — XJ(X] = X; X0 =
XPXGXE = XIXXE = (XGXT (X = XGX0) — (0T (X] = XXE )

EJEMPLO 2.4.2 Sea > es el orden graduado lexicogrdfico sobre k[ X, ..., X,] tal que
X, > X, > ... > Xy. Entonces {X!X; — XiX;’ | 0 < j <i<n} esuna base de
Groebner de (X! X; — X;X] | 0<j <i<n).
Demostracioén.
La afirmacion se comprueba combinando el teorema 2.4.3 y la siguiente identidad.
S(X{X; — XiX], XJX, — X, X?) = XJX(X{X; — X, XT) — XX (XPX, — X, X{) =
X{X;X, X = Xi XTXIX, = (X, XXX — X; XT) — (X XT) (XX, — X, XY)



Capitulo 3

Esquemas de Cayley-Bacharach

Sea X un subesquema de dimensién cero de P"(k), sea I = Ix el ideal homogéneo
(de A = k[Xy,...,X,]) generado por los polinomios homogéneos que se anulan en
X y sea R = A/I el anillo homogéneo de coordenadas de X en P"(k). La funcién de
Hilbert de X, Hx, es la funciéon de Hilbert de R. Se toma el sistema de coordenadas
de manera que X no es divisor de cero.

Un conjunto de s puntos es llamado esquema de Cayley-Bacharach si cualquier sub-
conjunto de s — 1 puntos tiene la misma funciéon de Hilbert.

LEMA 3.0.1 Sea k un campo infinito, sea V un espacio vectorial, V # 0, y sean
Vq, ..., V, subespacios propios de V. Entonces

UVi#V.
i=1

Demostracién. Ver [7]

TEOREMA 3.0.4 Sea A = > A; un anillo graduado de Cohen-Macaulay de dimensidn
i=0
1, con Ay = k un campo infinito y A es f.g. como k-algebra por A,. Entonces:

(1) A=Kk[Xo,...,X,]/I, dondel es un ideal homogéneo no mezclado de peso n;
(2) Sidim A, =dim A, para algin 0 < r, entonces dim A, 1 = dim A, ..

Demostracion.

(1) Sea I el ideal homogéneo tal que A = k[Xy, ..., X,|/I, entonces I es un ideal
perfecto, por el teorema 1.4.2 y por que A es un anillo de Cohen-Macaulay.

Sea p € Assy ¢(A). Entonces:

44



(i) depth k[Xo, ..., X,], = grade(I, k[ Xy, ..., X,]), por la proposicién 1.4.3;

(ii) depth k[Xo,...,X,], = dim k[X, ..., X,], = ht(p), pues k[ Xy, ..., X,], es un
anillo de Cohen-Macaulay;

(iii) ht(p) = dimk[X, ..., X,] — dim(k[Xo, ..., X,]/p), pues en los polinomios esa
identidad se cumple para cualquier ideal primo.

(iv) grade(I,k[Xo, ..., X,]) = ht(I), por la proposicién 1.4.2.

Combinando estas igualdades llegamos a

ht(p) = ht(I) = dimk[ Xy, ..., X,] — dim(k[Xo,. .., X,]/p)
Asi, el nimero dim(k[Xy, ..., X,]/p) no depende del ideal primo asociado.
Entonces, dim(k[ Xy, ..., X,]/p) = dim(k[ X, ..., X,,]/I) = 1 para cualquier ideal pri-
mo asociado, por el lema 1.2.2. Por lo tanto, ht(p) = ht(I) = n para cualquier ideal
primo asociado.

(2)(Xy,...,X,) es un ideal de A de peso 1 que contiene un no divisor de cero de A,
pues es el ideal irrelevante maximal de A. Sea p € Ass(A), existe ¢ € {0,...,n} tal
que X; € p, pues (Xo,...,X,) # p, entonces (Xo,..., X, )1 N p# (Xo,..., X )1.

Por tanto, |J ((Xo,...,X,)1N p) # (Xo,..., X )1, por el lema 3.0.1. Asi, existe
pEAss(A)

re€(Xo,..., X, )1\ U p, 7 no es divisor de cero.
pEAss(A)

Usando un cambio de coordenadas se puede suponer que X es el no divisor de cero,
por tanto, la multiplicacién por X es inyectiva. Asi, dimy A; < dimy A4 ;.

Como dimy A,,; = dimy A,, entonces XoA, = A, ;. Por lo tanto, resta probar que
XoAr1 = A, B

Sea f € A, .2, entonces f = F para algin F € k[Xo, ..., X, ] 12

Escribamos F = X Fog + X F; + ... + X,,F,,, donde F; € {0} Uk[ Xy, ..., X,.].41. Sea
G; € k[Xo,. .., X,]. tal que F; = X(G;, esto pues A,,; = XoA,. Entonces

f=F = X,Fy+ XiF1 +... + X,,F,, = XoFo + X0 XiGq + ... + X X,,G, =

Xo (Fo+X1Gi+...+ X,G,) € XoAr 1

Por tanto, A, 5 € XA, 1, de donde se obtiene lo esperado.

Notemos que por el Teorema 3.0.4, Hx tiene las siguientes propiedades.



DEFINICION 3.0.3 Sea X C P", un conjunto finito de s puntos, y sea Ix = SR P

I, es la menor componente homogénea no cero del ideal Ix. Entonces existe un entero
ax tal que:

(1) Hx(d) = dimiAy sty solo si d < Ax.

(2) Hx(d) < Hx(d+1) < s para 0 < d < ax.

(3) Hx(d) =s para d > ax.

El entero ax es llamado el a- invariante del ideal o el invariante de X.

3.1. Truncadores

En esta seccién el anillo de polinomios en n + 1 variables, A = k[X,, ..., X,], se
considera con la graduacién natural y p denota el ideal irrelevante de A.
Si X es un conjunto finito de s puntos, entonces el ideal de X, Ix, se denota simple-
mente por I. También, Hx denota a la funcién de Hilbert de X.

DEFINICION 3.1.1 Sea X un conjunto finito de s puntos. La truncacién de Hx es:

Hx(d) para d<ax

Trunc(Hx)(d) = { s—1 para d> ax

Se dice que un ideal homogéneo J trunca Hx si 1 C J y Hy = Trunc(Hx).

PROPOSICION 3.1.1 Sea X un conjunto finito de s puntos y sea J un ideal homogéneo.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) J trunca a Hx;
(2) Eziste F € Ay yq tal que J = (I,F) y dimy(J4/1y) =1  para d > ax.

Demostracién.
(1)=-(2) Supongamos que J trunca a Hx, entonces I C Jy
. . . 0 para d<ax
dimy (J4/14) =d Ay/ly) —d Ay/Jg) = Hx(d) — Hy(d) = -
imy (Jq/1a) = dimy(Aq/la) — dimy(Aq/Ja) = Hx(d) — Hy(d) { | para d> ax
Asi, J; =14 parad < ax y existe F € J, 11\ Lug+1, entonces XSF € Jaxt+1+5 \ Lax 1145
para toda j, pues Xy no es divisor de cero de R = A/I. Por tanto, X]F es generador



de Joxt+1+j/Tax 4145, Pues Joy114;/lag+14; tiene dimensién uno sobre k. Por lo tanto,
st & € Jaxt144, entonces © = cX{F +a donde c € ky o € I y145. Asi, J = (LLF).

(2)=(1) Sea F € Ay 41 tal que J = (LF) y dimk(Jy/I4) = 1 para d > ax. Es
claro que Hjy(d) = Hx(d) para d < ax, pues Jq = 1.

Sea d tal que d > ax, entonces Hj(d) = dimy(Ay/Jq) = dimy(Ay/Ly) — dimy (J4/14) =
Hx(d)—1=s-1

Con lo cual J trunca a Hx.

DEFINICION 3.1.2 Sea A = k[Xy,...,X,] el anillo de polinomios y sea 1 un ideal
graduado. La saturacion de 1 es el ideal:

J={azeA|2A;C1, para algin d >0}
Se tiene que I C J y se dice que 1 es saturado si coincide con su saturacion.

LEMA 3.1.1 Sea A =k[Xy, ..., X,] el anillo de polinomios y sea 1 un ideal graduado
de A. Entonces 1 es saturado si y solo si 1 no tiene al ideal irrelevante maximal de A
como primo asociado.

Demostracién.

Si I es saturado, supongamos que p € Ass(A/I). Sea x € A\ I tal que Ann(z) = p,
entonces Ay-x C p-x C I para cualquier d. Asi, z € I, pues I es saturado, contradiccion
pues = ¢ L. Por lo tanto pu ¢ Ass(A/I).

Sip e Ass(A/]),seanx € Ayd>0talquex-A; C 1, siz &I, entonces Ay C ann(7).
Por otra parte, existe p € Ass(A/I) tal que ann(z) C p, por el inciso (1) de la
proposicién 1.2.3. Por tanto, Ay C p. Asi, 4 = p es primo asociado, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, x € I, e I es saturado.

DEFINICION 3.1.3 Sea X un conjunto finito de s puntos y sea F € Ay, 11.
(1) Se dice que F es truncador de X si el ideal J = (I, F) trunca a Hx.

(2) Se dice que F es truncador fuerte de X si el ideal J = (I, F) es saturado y trunca
a Hx.

LEMA 3.1.2 Sean Ly, ..., L, € k[Xo, ..., X,]1, supdngase que Ly, ..., L, son lineal-
mente independientes sobre k. Entonces J = (Ly,...,L,) es un ideal primo de peso n
tal que Hy(d) = 1 para toda d.



Demostracion.
Sea Lg tal que Lo, Lq,...,L, sea una base para A, entonces la afirmacién se sigue
del hecho de que k[Xq, ..., X,| = k[Lo, L1, ..., L,] ¥

k[Xo, ..., Xn]/(L1,. .., Ln) =Kk[Lo, Ly, ..., L] /{Lq, ..., L,) = k[Lo] = k[X]

PROPOSICION 3.1.2 Sea X un congunto finito de s puntos y sea F € A,y 1. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) F es truncador de X;
(2) (I1:F) es un ideal primo asociado de 1 que describe un punto;

(8) J=(I,F) define un subesquema de X de grado s — 1.

Demostracién.
Notemos que como F € A, 44, entonces

JI=0F)/1=F)/(F)NnI=(A/(1:F))(-ax — 1) (3.1)
(1)=-(2) Por el isomorfismo de 3.1 y el hecho de que F es truncador de X, se obtiene:

0 para d<ax
1 para d>ax

dimy (J4/1;) = {

0 para d< -1

3.2
1 para d>—1 (3.2)

dimg(A/(1:F))g = {
en particular dimy (I : F); = n. Por tanto, hay n formas lineales linealmente indepen-
dientes Ly, ..., L, tal que (Ly,...,L,) € (I: F). Por otra parte, (Ly,...,L,) es un
ideal primo de peso n y tiene la misma funcién de Hilbert que (I : F), por el lema
3.1.2 y la ecuacién 3.2. Asi, (I: F) = (Ly,...,L,) es primo asociado de I que define
un punto de P".

(2)=(3) Si (I : F) es un ideal primo asociado de I que describe un punto, pode-
mos suponer que el punto es Py. Para cada i € {2,..., s}, existe F; € (I : F) tal que
Fi(P;) # 0. Entonces para cada i € {2,...,s} se tiene F(P;) = 0, pues F; x F € 1, es
decir, F;(P;)F(P;) = 0. Por otra parte, si F(P;) = 0, entonces F € I, lo cual es una



contradicciéon pues F & I, entonces F(P;) # 0. Por tanto, los ceros del ideal (I, F) es
el conjunto {Py, ..., P,}. Por otra parte, por el isomorfismo de 3.1 se tiene

. L ‘ 0 para d<ax
dim((I, F) /1)g = dimk(A/(1: F))g—ax—1 = { 1 para d> ax

Se concluye que dimy (A/(I, F))y = s—1 para d > ax, con lo cual J define un subesque-
ma de grado s — 1

(2)=(3) Si J = (I,F) define un subesquema de X de grado s — 1.

Se tiene dimk(J/I); < dimk(J/I)441 para todo d, pues la multiplicacién por X, es
inyectiva; también dimg(A/I); = s para d > ax, por la definicién del a-invariante.
Se tiene dimy(A/J)q = s — 1 para d >> 0, pues J define un subesquema de X de
grado s — 1, entonces dimy(J/I); = 1 para d >> 0. Como dimy(J/I)+1 = 1, pues
F & Iy +1. Entonces dimy(J/I); = 1 para d > ax. Por lo tanto, F es truncador de X,
por la proposicion 3.1.1.

COROLARIO 3.1.1 Sea X un conjunto finito de s puntos. Se tiene una corresponden-
cia uno a uno ( modulo 1,11 ) entre truncadores de X y subesquemas de X de grado
s—1.

Demostracién.

Si F es truncador de X, entonces sea Y el subesquema definido por (I F). Y es un
subesquema de X de grado s — 1, por (3) de la proposicién 3.1.2.

Sea Y un subesquema de X de grado s — 1 y sea J su ideal, entonces Hx(ax + r) =
s > Hy(ax +7) =s— 1 parar > 0. Asi, dimy(J/I)ayr = 1 para r > 0.

Por otra parte, sea F € J, 11 tal que su clase en (J/I), 11 es el generador, entonces
X{F € Juyi14; es tal que su clase en (J/T)ae 1145 es el generador. Por tanto, J; =
(I, F)q para d > ax.

Por lo tanto, F es truncador de X, por la definicién 3.1.3.

COROLARIO 3.1.2 Sea X = {Py,...,Ps}, sea @; el ideal de P; y sea F € Ay i
Entonces F es truncador de X si y solo si para algin i € {1,...,s} se tiene F & o; y

J#i



LEMA 3.1.3 Sea X = {Py,...,Ps}, sea F € Ay 11 un truncador de X y sea f la
imagen de F en R = A/1. Entonces F es truncador fuerte si y sdlo si (f) no tiene al
deal irrelevante mazimal v de R como primo asociado.

Demostracidn.

Se sigue del lema 3.1.1 y de la relacién A/(I,F) = A/T/(IF)/I= R/(f)

DEFINICION 3.1.4 Sea X un conjunto finito de s puntos y sea R = A/T el anillo de
coordenadas de X. El conjunto de formas lineales cuya imagen en R no es divisor de
cero serd denotado por L, esto es, L={L € A; : L=1€ R no es diwvisor de cero }.

PROPOSICION 3.1.3 Sea X un conjunto finito de s puntos y sea F € Ay 1 un trun-
cador de X. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) F es truncador fuerte de X;
(2) F ¢ LA, + Loyy1 para cada L € L;

(3) F Q ﬂ (LAax + Iax-i-l)'
Lel
Demostracién.
Se tiene dimy(f); = dimy((I, F)/I); = 1 para todo d > ax + 1, pues F es truncador.
Sean L € A; y 1 su imagen en R, sea 1: Ry — Ras1 la mult1phcac1on por 1, es decir, 1
esta dada por 1(5) =14. Si | no es divisor de cero en R, entonces les inyectiva. Por
tanto, si 1 no es divisor de cero en R, entonces 1 mapea (f)q en (f)qy; para d > ax + 1.

(1)=(2) Sea F un truncador fuerte de X y sea L € A; cuya imagen en R no es
divisor de cero. Supongamos que F € LA, + I, 11, se mostrara que el ideal irrele-
vante maximal de R es primo asociado de (f), es decir, F no es truncador fuerte, por
el lema 3.1.3.

Supéngase que F' = L,;G + R con G € Ay y R € Ioyq1, entonces 1 € ((f) : (g)),
pues F = L G+R="1-= lig. Sea L € A; arbitrario, entonces lg € (f), pues
Lhlg = 1Lg € (flagia v l, : Ry — Rg1 mapea (f); en (f)q.1 para d > ax + 1.
Asi, Ry C ((f) : (g)). Por tanto, iz = ({f) : (g)) es primo asociado de (f)

(2)=(3) Es clara



3)=(1) Si F ¢ Np(LA. + Lix4+1), donde la interseccién es sobre toda forma li-
neal cuya imagen en R no es divisor de cero. Supongamos que F no es truncador
fuerte, entonces existe g homogéneo tal que u = ({f) : (g)), por los lemas 2.2.1 y
3.1.3. Sea L € L, entonces lg € (f) \ {0}, pues 1 € ii. Asi, degg > ax.

Si degg > ax + 1, entonces g € (f), pues Ig € (f)geget1 ¥ 1 mapea (f)g en (f)g4; para
d > ax + 1, lo cual es una contradiccién pues g € R\ (f).

Asi, degg = ax (g € Ray), lg = cf para algin ¢ € k y f = ¢! 1 g. Por lo tanto, se
tiene F' € LA, + I, 4+1 para cualquier forma lineal cuya imagen en R no es divisor
de cero, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, F es un truncador fuerte.

LEMA 3.1.4 Sea X un conjunto finito de s puntos y sea L € L. Entonces L(P) # 0
para cada P € X.

Demostracion.
Si L(P) = 0 para algin P € X, sea F € A, 1 un truncador de X correspondiente a
X\ {P}, entonces LF € I, pues LF se anula en todos los puntos de X, entonces F € I,

pues la imagen de L en R no es divisor de cero, pero F € I es una contradiccion. Por
lo tanto L(P) # 0 para cada P € X.

Para la siguiente proposicién se usa la siguiente notacion.
Si X = {Py,...,Ps}, como X C D, (Xy), escribimos P; = (1, pi1 .. ., pia)-
Para g € Rei € {1,...,s}, pongamos g(P;) = G(1,p;1...,pia), donde G es algin
representante de g en A.

PROPOSICION 3.1.4 Sea X = {Py,...,Ps} C P, sea F; € Ay i1 un truncador de
X correspondiente a X \ {P;} (i € {1,...,s}), y sea F; = {; la imagen de F; en R.
Entonces

(1) {f1,...,fs} es una base para Roy 1.

(2) Se puede suponer que £;(P;) = 1. Si d > ax + 1, entonces cada g € Ry se puede
representar de manera unica por:

g =X TGPy + .+ X g(P),
Demostracidn.

(1) Como Hx(ax + 1) = dimk R,y 11 = s, resta verificar que los f; son linealmente
independientes. Notemos que f;(P;) = 0si ¢ # j y f;(P;) # 0.



Sean c¢y,...cs € k tal que ¢if] + ... + c,fs = 0, entonces ¢1F; + ... + ¢ Fs € L.
Finalmente, valuando la relacién anterior en P;, se obtiene ¢; = 0.

(2) Se tiene Ry = )?g_ax_lRaXH parafi > ax + 1, pues Hx(d) = dimyR; = s
para d > ax + 1 y la multiplicaciéon por X es inyectiva.

Sfa d>ax+1yseag e Ry = ngaxflRaXH, entonces g = ngaxflclfl + ...+
Xgiaxflcsfs, por el inciso anterior. Asi, G — ngaxqchl +...+ XgiaxflcsFS el,.

Finalmente, valuando la relacién anterior en P;, se obtiene ¢; = G(P;) = g(P;).

OBSERVACION 3.1.1 En la proposicion anterior, notemos que Xy se puede cambiar
por cualquier L € 1L, por el lema 3.1.4.

LEMA 3.1.5 Sea V un espacio vectorial de dimension finita, sea B = {ey,...,ex} una
base de V y sea W un subespacio de V. Si C = {i € {1,...,k} : e, & W}, entonces
|IC| > k — dim W

Demostracion.

Si |C| < k—dim W, entonces existen iy, ...,i. € {1,...,k}, conr = |C| < k—dim W,
tal que {e;,...,e;, }NW = 0. Asi, sii € {1,...,k} \ {i1,...,4.}, entonces ¢; € W.
Por tanto, dimW > k —r > dim W, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto,

|IC| > k — dim W.

PROPOSICION 3.1.5 Sea X = {Py,...,P,} un conjunto de s puntos. Se tienen las
siguientes propiedades.

(1) X tiene al menos s—Hx (ax)+1 truncadores fuertes linealmente independientes.
En particular, siempre existe un subesquema Y de X con s — 1 puntos tal que
Hy = Trunc(Hx)

(2) Para cada v € {1,...,s}, existe un subesquema Y de X tal que |Y| = r y
Hy(n) = min{ Hx(n) , r}.

Demostracion.
(1) Puesto que R,y 41 es generado por {X;R, : 0 < ¢ < n}y dimg X;Ro, <
dimy R.y = Hx(ax) < Hx(ax + 1) = dimy Ray 11, entonces existe i # j tal que
XiRa # X;Ray. Se deduce por tanto que
dimy () 1 Rey < dimy ( N )?TRQX) < dimy )?iRaX < dimg R, = Hx(ax) <'s
r=0

Lell



Asi, dimy () 1 Ry < Hx(ax) —1 < s.
LeL
Por otra parte, existe un conjunto de s truncadores para los cuales su imagen en R es

una base de R, por la proposicion 3.1.4; y los truncadores para los cuales su imagen

en R no se encuentra en [ 1 R, son los truncadores fuertes, por la proposicién 3.1.3.
Lel
Por tanto, hay al menos s — dimy ()1 Rqy truncadores fuertes linealmente indepen-
lell
dientes, por el lema 3.1.5.

Finalmente, la afirmacion se sigue del hecho de que s—dimy [ 1R, > s—(Hx(ax)—1)
L

Para la ultima afirmacién, puesto que s+1—Hx(ax) > 0, entonces existe al menos
un truncador fuerte. Sea Y el subesquema que le corresponde a este truncador, por
el inciso (3) la proposicién 3.1.2. Con lo cual se tiene la tdltima afirmacion.

(2) Usar (1)

3.2. Separadores

DEFINICION 3.2.1 Sea X = {Py,...,Ps} un conjunto de s puntos y sea f € Ry. Se
dice que f es separador de P; hacia X\ {P;}, o simplemente f es separador de P;, si
f(P;) #0 y f(P;) =0 para todo j #i.
El grado de P;, denotado por degx(P;), estd definido por

degyx(P;) = min{ d: existe f € Ry que es separador de P; hacia X\ {P;} }

OBSERVACION 3.2.1 Seanf, g € R, separadores de P; hacia X\{P;}. Entoncesf = A\g
para algin X € k\ {0}.

Demostracién.

Sean f y g € R, separadores de P;, se analizan dos casos:

Si d > ax + 1. Por la proposicién 3.1.4 se sigue que f = )?gfaxflf(Pi)fi y g =
X3~ "1g(P,)f;, de donde se obtiene la afirmacion.

Si d < ax. Entonces )~(gx+17df y )?gXH*dg son separadores de P;. Asi, )~(gx+17df =

/\)~(gx+1_dg, por el caso anterior. Por lo tanto, f = A\g, pues Xy no es divisor de cero.

PROPOSICION 3.2.1 Sea X = {Py,..., P} un conjunto de s puntos y sea F € Ayy (1.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) F es separador de P; hacia X \ {P;};



(2) F es truncador de X correspondiente a X\ {P;}.

Demostracién.
Se sigue del corolario 3.1.2.

LEMA 3.2.1 Sea X = {Py,...,Ps} un conjunto de s puntos y sea i € {1,...,s}.
Entonces

degX(Pl) S ax + 1

Demostracion.

Sea F € A, 41 un truncador de X correspondiente a X \ {P;}, entonces F es un
separador de P; hacia X \ {P;}, por la proposicién 3.2.1. De donde se obtiene el
resultado.

LEMA 3.2.2 Sean X = {Py,...,P,}, P e X y F € A, 11 un truncador fuerte de X
correspondiente a X \ {P}. Entonces el ideal homogéneo de Y = X\ {P} es (I, F).

Demostracioén.
Es claro que (I, F) C Iy.
Sean G € (Iy)y y g su clase en R. Se analizan los siguientes casos:

(1) Si G(P) = 0. Entonces G € I C (I, F), pues G(Q) = 0 para todo Q € X\ {P}.

(2) Si G(P) #0yd> ax. Se tiene g = Xgiaxflg(P)f, por la proposicién 3.1.4. Asi,
G e (LLF).
Si G(P) # 0 y d < ax. Entonces para cada o € Z%{* tal que |a| = ax + 1 —d,
existe ¢, € k tal que X%g = c,f, por la proposigién 3.1.4. Asi, GAyy11-4 C
(I,F). Por lo tanto, G € (I, F), pues (I, F) es saturado.

En cualquier caso se tiene G € (I, F). Por lo tanto, Iy = (I, F).

PROPOSICION 3.2.2 Sean X = {Py,..., Py}, i € {1,...,s} y F € A, 11 un trun-
cador de X correspondiente a Y; = X\ {P;}. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) F es truncador fuerte de X;
(2) degX(Pl) =ax + ].,'
(3) Y; = X\ {P;} tiene funcion de Hilbert Hy, = Trunc(Hx).



Demostracion.
(1)=-(3) Si F es truncador fuerte de X, entonces Iy, = (I, F), por el lema 3.2.2. Por
lo tanto, Hy, = Trunc(Hx), pues F es truncador.

(3)=(1) Si Hy, = Trunc(Hx). Entonces Iy, = (I,F), pues (IF) C Iy, y también
los ideales Iy, y (I, F) tienen la misma funcién de Hilbert. Por lo tanto, Iy, = (I, F)
es ideal saturado, pues cualquier ideal de un conjunto finito de puntos es saturado.

(1)=-(2) Si F es un truncador fuerte de X. Entonces Iy, = (I, F), por el lema 3.2.2.
Sea g € Ry un separador de P; tal que d = degy(P;), entonces G € Iy, = (I, F).
Asi, G=FK+HconHel; y Ke Ay .1, entonces se obtiene que K # 0, pues
K = 0 implicarfa que G = H € [, lo cual es absurdo. Por lo tanto, d —ax — 1 =
degy(P;) —ax —1 > 0. Por otra parte, siempre se cumple que degy(P;) < ax + 1, por
el lema 3.2.4. Al combinar las dos tltimas desigualdades se obtiene lo esperado.

(2)=(1) Sidegx(P;) = ax+1. Supéngase que F no es truncador fuerte de X, entonces
F=LG+Hdonde LeL, Ge A, yH €I, 1, por la proposicién 3.1.3. Puesto que
L(P) # 0 para cada P € X, por el lema 3.1.4, se sigue que G € A, es un separador
de P;. Por tanto, degx(P;) < ax, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, F es
truncador fuerte de X.

DEFINICION 3.2.2 X se dice que es un esquema de Cayley-Bacharach (CB- esquema)
st cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes.

1) Cada punto de X tiene grado ax + 1;

)
2) Si P € X, entonces Hx\(py = Trunc(Hx);

(
(
(3) La funcion de Hilbert de X \ {P} es independiente de la eleccion de P;
(

4) Cada hipersuperficie de grado menor o iqual a ax + 1 que contiene s — 1 puntos
de X contiene a todos los s puntos de X.

OBSERVACION 3.2.2 (1) Siempre hay al menos s — Hx(ax) + 1 puntos de X de
grado ax + 1, por la proposicion 3.1.5.

(2) La equivalencia de los enunciados de la definicion anterior se obtiene de la
proposicion 3.2.2.



En lo que resta de este capitulo, se emplea la siguiente notacion:
Dado L € A;. Se denota a la imagen de L en R por 1. La funciéon multiplicacién por 1
es denotada por 1, es decir, | esta dada por 1(5) = 1.

LEMA 3.2.3 Sea X = {Py,...,Ps} un conjunto de s puntos, sea F; un truncador de
X correspondiente a X \ {P;} (1 < i < s), seaJ = ( ,Fy,...,F,) y sea L € L.
Entonces

(1) 1: Ry — Rapq es k-lineal inyectiva;

(2) Para cualquier k > 0 se tiene dimy(J/1) oy 1501 < dimy(J/1) a1 n12;

(8) T¥ : Rayy1 — Ragani1 €s biyectiva para k > 1;

(4) {1¥fy, .. 156} C (J/D)ax1he1 son linealmente independientes.
Demostracién.

(1) Es claro.

(2) Se sigue de que 1((J/T)axsrs1) € (J/D)axsnsz ¥ que 1 es inyectiva.

(3) Se sigue del hecho de que Hx(ax + p) = Hx(ax + 1) para toda p > 0 y de que
1% Ruys1 — Rayx1he1 €8 inyectiva

(4) Se sigue de que I¥ : Ry, 41 — Raysni1 s biyectiva y de que los {fy,....f,} son
linealmente independientes, esto tltimo por la proposicién 3.1.4.

LEMA 3.2.4 Sea X = {Py,...,Ps} un conjunto de s puntos, sea F; un truncador de
X correspondiente a X\ {P;} (1<i<s), yseanJ= (1L F,...,F,),LeL yk>0.
Entonces

1)@ @ (1 §) = (/D

Demostracién.
La suma indicada en la parte izquierda es en efecto una suma directa, por el inciso
(4) del lema 3.2.3.
Sea Y = X\ {Py,...,P,} ysea kg € N tal que si k > kg, entonces Hy (k) = s —r <
dimy(A/J)x, pues J C Iy. Por tanto, si k > kg se obtiene

dimy (J /D ax k41 = dimye(A/Dag 41 — dimi(A/)ax o1 <7



Puesto que r < dimy(J /1), 4141 para k > 0, por el inciso (4) del lema 3.2.3, entonces
dimy (J/1) ey 1641 = 7 para k > ko. Es decir

Ff)o...e0"f) = J/Dasrsr  para k> ko (3.3)

Por otra parte, supéngase que para algin k se tiene (I* f;)@®...® (1* £,) # (J/D) ax 1h11,
es decir, para algin k se tiene r < dimy(J/I)ay 1141, entonces para cualquier m > k
se tiene r < dimy (J /1) axti+1 < dimy(J /1) oy +m+1, pOr el inciso (2) del lema 3.2.3. Lo
cual contradice (3.3). Por lo tanto, el resultado es cierto para cualquier k.

LEMA 3.2.5 Sea X = {Py,...,Ps} un conjunto de s puntos, sea F; un truncador de
X correspondiente a X\ {P;} (1 <i<s), yseaJ={(1LFy,....F.). Entonces

: _J dim(A/I)q para d<ax
dim(A/J)a = { s—r st d > ax
Demostracién.

Se sigue del lema 3.2.4.

DEFINICION 3.2.3 Sea J un ideal homogéneo. La primer funcion diferencia de la
funcion de Hilbert de A/J, denotada por AHy(—), estd dada por
AHj(d) = AHy(d) — AH;(d — 1).
Si J es el ideal de algin conjunto X (J = Ix), entonces ponemos AHx(d).
FEs claro que AHx(d) # 0 si y sdlo si 0 < d < ax + 1.
El dltimo valor no cero de AHx es denotado por A = AHx(ax + 1).

OBSERVACION 3.2.3 Si L € L, entonces AHx(n) es la funcién de Hilbert de R/IR

PROPOSICION 3.2.3 Sea X = {Py,...,P,} un conjunto de s puntos, sea L € L, sea
F; un truncador de X correspondiente a X\{P;} (1 <i<s)yseaJ= (L F, ..., F,).
Suponer que las clases fl, e ,fr en (R/IR)ax+1 son linealmente independientes. En-
tonces la imagen de L en A/J no es divisor de cero.

Demostracién.
Sea G € A, tal que LG € Jg4.1, se analizan los siguientes casos

(1) Sid < ax. Entonces LG € Jgiq = Igy1. Asi, G € 1, pues L € L.



(2) Sid > ax. Se tiene LG € Jgy1 = Iy @ LY =F; @ ... @ L=F,, por el lema
3.2.4. Entonces LG = o + ¢,L4“%F| + ... + ¢, L¥%F, con a € Iz . Asi,
G — L= =x71F) + .+ ¢, LT F, € Iy, pues L(G — ¢, L4 =~1F, + ... +
¢, L& xR ) = o € Iy; y L € L. Por lo tanto, G € [; @ L& =~1F, @ ... @
Liax—1F = J;, por el lema 3.2.4.

(3) Sid=ax.Setiene LG =a+c;Fi+...+¢.F, con a € I, 11, por el lema 3.2.4,
entonces Ig =0=da+cf +.. .crfr =cif; +.. .Crfr € R/IR. Puesto que los fz
son linealmente independientes, se sigue que ¢; = 0. Asi, LG = a € I, 41. Por
tanto, G € I,, = J,, pues L € LL.

PROPOSICION 3.2.4 Sea X = {Py,..., P} un conjunto de s puntos, sea F; truncador
de X correspondiente a X \ {P;}, y sean r € {1,...,A}, J = (LFy,...,F,), Y =
X\ {Py,...,P.} y L € L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Las clases residuales Ty, . . ., f. son linealmente independientes en (R/IR)ay 41
(2) Iy = (IFyq,...,F,).

Hx(d) si d<ax
s—r st d > ax

() Bv(d) = {

Ademds, es posible reenumerar los puntos de X para que las condiciones sean satis-

fechas.

Demostracion.
(2)=-(3) Se sigue del lema 3.2.5.

(3)=(2) Como J e Iy tienen la misma funcién de Hilbert, por el lema 3.2.5,y J C Iy,
entonces J = Iy

(1)=-(2) Sea G € Iy homogéneo de grado d. Se analizan los siguientes casos
(a) Si G(P;) =0 para todo j € {1,...,7}. Entonces Ge1CJ

(b) Si G(P;) # 0 para algin j € {1,...,r} y d > ax. Entonces g = X te ) +
oot ngaxflchr con ¢; # 0 para algtin 1 < j < r, por la proposicién 3.1.4 y
por que f;(P;) = 0 para j > r. Asi, G € J.



(c) Si G(P;) # 0 para algin j € {1,...,7} vy d < ax. Puesto que para cualquier
monomio de peso o = ax + 1 — d, el polinomio X“G cumple las condiciones de
los casos anteriores, se tiene X*G € J, por lo que A, 114G C J.
Por otra parte, J es un ideal saturado pues la imagen de L en A/J no es divisor
de cero, por la proposiciéon 3.2.3. Por lo tanto, G € J.

Por tanto, Iy € J y como J C Iy, se concluye que J = Iy

(2)=-(1) Sesabe que {fi,...,f,} C Ry eslinealmente independiente, por la proposi-
cién 3.1.4. Por lo tanto, resta verificar que (f;,... f.) N 1R, = {0}.

Sea g € R,y tal quelg = c1f1+.. .+, f, € (fi, ..., f.)N 1R, puesto que 1(P;)g(P;) = 0
para r + 1 < i, por la proposicién 3.1.4; se sigue que g(P;) = 0 para r + 1 < i, por el
lema 3.1.4 y por que L € L. Asi, G € (Iy)ax = lay. Por lo tanto, g = 0.

La tultima parte de la proposicién se sigue de que: {f;,... f;} es una base de R,y 1,
entonces {fj,...,f,} genera el espacio vectorial (R/IR). 1. Asi, de {fi,...,f.} se
puede obtener un subconjunto linealmente independiente.

COROLARIO 3.2.1 Bajo las condiciones de la proposicion anterior. Supongamos que
A>2ysear €{l,...,A—1}. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Y es un esquema de Cayley-Bacharach con funcion de Hilbert

Hy(d) = min{Hx(d),s — r}

(2) Para cada i € {r+1,...,s}, las clases residuales fi, ..., I, § son linealmente
independientes en (R/IR)ay+1

Demostracion.

(1)=-(2) Si'Y tiene funcién de Hilbert Hy(d) = min{Hx(d),s — r}. Como Y es es-
quema de Cayley-Bacharach, entonces para cada i € {r +1,...,s}, Z; =Y \ {P;} =
X\{Py,...,P,, P;} tiene funcién de Hilbert Hy, (d) = Trunc(Hy)(d) = min{Hx(d), s—
r — 1}. Por lo tanto, las clases residuales fl, e ,fT, f; son linealmente independientes
en (R/IR)ay+1, por la proposicién 3.2.4.

(2)=(1) Si para cada i € {r+1,...,s}, las clases fi,... I f; son linealmente in-
dependientes en (R/IR) 4y 41. Sea Z; = Y\ {P;} = X\ {Py,...,P,, P;}. Por la proposi-
cién 3.2.4 y por que en particular fy, ..., . son linealmente independientes, se obtiene



Hy(d) = min{Hx(d),s — r} y Hz,(d) = min{Hx(d),s —r — 1} = Trunc(Hy)(d)

Por lo tanto, Y es un esquema de Cayley-Bacharach.

COROLARIO 3.2.2 Sea X un esquema de Cayley-Bacharach. Supongase que se han
renumerado los puntos de X de manera que Y = X\ {P1,...,Pa} satisface (1) de la
proposicion 3.2.4. Entonces Y es un esquema de Cayley-Bacharach

Demostracién.
De la proposicion 3.2.4 se obtiene

Hx(d) si d<ax Hx (d) st d<ax

Hy(d) = { , = { .

s—A  si d>ax Hx(ax) si d> ax
Por lo tanto, ay = ax — 1. Si Y no es un esquema de Cayley-Bacharach, entonces
existe P; € Y tal que degy(P;) < ay + 1 = ax, por el lema 3.2.1 y por la relacién
anterior. Asi, existe G € A,, que es un separador de P; hacia Y \ {P;}.
Por otra parte, sea L € A; que se anule inicamente en P; pero no otro punto de X.
Puesto que LG(P) = 0 paratodo P € Y, se sigue que LG € I(Y)
L., por (2) de la proposicién 3.2.4. Asi, G(P) = 0 para todo P € X\ {P;}, pues L
tnicamente se anula en P;. Por tanto, G es un separador de P; hacia X\ {P;}.
Por lo tanto, degx(P;) < ay < ax, por el lema 3.2.1, lo cual es absurdo pues X es un
esquema de Cayley-Bacharach.
Por lo tanto, Y es un esquema de Cayley-Bacharach.

COROLARIO 3.2.3 §i X es un esquema de Cayley-Bacharach con A = 1, entonces
X\ {P;} es un esquema de Cayley-Bacharach para cada i € {1,...,s}.

Demostracion.
Cada f; es no cero en (R/IR),41. Con lo cual el X\ {P;} satisface las condiciones de
la proposicion 3.2.4 y por el corolario 3.2.2 se tiene lo esperado.

ay41 (LFla"'aFA>ax =



3.3. El Moddulo Canonico

Sea R el anillo de coordenadas de X, entonces R es un anillo de Cohen-Macaulay
de dimensién 1y X, € R no es divisor de cero de R. Como k[X] C R, entonces R es

k[X o]-médulo.
La siguiente proposicién asegura que R es k[X]-médulo libre de rango s.

PROPOSICION 3.3.1 Sea R = @R, el anillo de coordenadas de X. Para cada i €

=0
{0,...,ax+1}, sean h; = AHx (i), B; = {@y, ..., @, } una base sobre k de (R/XR);
y B, ={au1,...,aun, } representantes homogéneos de @;;. Entonces
ax—+1 .
B= U B; es una base de R sobre k[X.
i=0
Demostracion.

Se verificara que cada Ry estd generado por B. La prueba sera por induccion sobre d.
El resultado es cierto si d = 0, pues Ry = k y By tiene su generador.

Supongamos que para algin d se tiene que Ry_; C (B), y se analizan los siguientes
casos:

_ hq _
(1) Sid <ax+ 1. Sea 3 € Ry, puesto que 3 = > ¢;as € (R/XoR)q, se sigue que
i=1
hd _ hd J—
B =">" ciag + Xoa con a € Ry_y. Por tanto, = > ¢;aq + Xoa € (B), por la
=1 i=1
hipétesis de induccién. Por lo tanto, Ry C (B).

(2) Si d > ax + 1. Puesto que Hx(d) = Hx(ax + 1) y X no es divisor de cero, se
sigue que Ry = YgfaxflRaXH. Por tanto, R; C (B), por el caso anterior.

ax+1
Por otra parte, el conjunto B = |J B; es linealmente independiente.
1=0
ax+1
Como > h; = s, entonces pongamos B = {a; ... as}.
i=0
S

Sean fi,..., fs € k[Xo] tal que Y fio; = 0. Escribamos f; = a;o+Xof} con f} € k[X ]
i=1

y sea k = méx{degf,,...,degf,}. Puesto que > f,a; = Y apw; = 0 € R/X,R
i=1 i=1



y B = {a;...as} es un conjunto linealmente independiente, se sigue que a;p = 0

para todo i € {1,...,s}. Asf, 3 fiey = > Xoflay = Xo . fla; = 0. Por tanto,
i=1 i=1 i=1

S [RE—

S fla; = 0 con k — 1 = max{degf}],...,degf!}, pues Xy no es divisor de cero.
i=1

Continuando con el proceso, se tiene que cada f; = 0. Por lo tanto, el conjunto

{ay ...} es linealmente independiente.

PROPOSICION 3.3.2 Sean R = @R, el anillo de coordenadas de X
i=0

(1) Se tiene el isomorfismo de k[X o] —mddulos graduados

R

12

aX+1
@ (K[X o] (—i))™ donde h; = AHyx (i)

(2) Xy es tracendente sobre k.
Demostracién.
(1) Se sigue de la proposicién 3.3.1.
(2) Se sigue del inciso anterior y la proposicién 1.2.1.

OBSERVACION 3.3.1 Sean M un A-mddulo y R una A-algebra. Entonces Homa (R, M)
es un R-modulo con la operacion

* : R x Homa(R,M) — Homjy (R, M) f. : R — M

(r,f) +— rxf=Hf donde x — f(rx)
DEFINICION 3.3.1 El R-mddulo graduado
wr = Homy (R, k[Xo])(—1) donde :

(Homk[yo}(Ra k[yomd ={p€ Homk[yo}(ﬁa K[Xo]) © ©(Rm) € k[Xo|mia}
Es llamado el mddulo candnico de R.
Ver el inciso (3) de la definicion 2.1.4, el inciso (4) la observacion 2.1.2 y la obser-
vacion 3.5.1.



LEMA 3.3.1 Sean R el anillo de coordenadas de X y wr su mddulo canonico. En-
tonces:

1=0
Demostracion. "
ax _
Del inciso (1) de la proposicién 3.3.2 se tiene que R = @ (k[Xo](—7))". Por tanto,
i=0
del lema 2.1.2 y del lema 2.1.1 se sigue que
wr(1) = Homygx, (R, K[Xo]) & Homy,) (€D (K[Xo] (=)™, K[Xo]) =
i=0
ax+1 o L ax+1 _
€D Hom, ey (X o))", K[Xo]) = €B) (Homyzz, (KXo} (i), K[Xo])") =
i=0 i=0

de donde se sigue de inmediato el resultado.

PROPOSICION 3.3.3 Sea R el anillo de coordenadas de X, sea wr el mddulo candnico
de R y sea d € Z. Entonces
H,.(—d) + Hx(d) = s

Demostracion.
Por el lema 3.3.1 se sigue que

ax—+1
Hop(—d) = ) by dimk[Xolioig = Y
=0 1€Gy

donde Gy={0<i<ax+1]|0<i—1-d}
Por el incisio (1) de la proposicién 3.3.2 se sigue que

ax+1

Hx(d) = ) b dim k[Xolg—; = > b
=0

i€Fy



donde Fy={0<i<ax+1| 0<d—1i}
Por otra parte, puesto que Gy Fga =0y Gy UFs={0,...,ax+1}, puesi—1—d >0
siy solo sid—1 < 0, se deduce que

ax+1

H,,(—d) + Hx(d Zh+Zh_Zh_s

1€Gy i€Fy

LEMA 3.3.2 Sea R el anillo de coordenadas de X, sea wgr el modulo candnico de R
y sean @ € (WR)_ay, Li un separador de P; hacia X\ {P;} (i € {1,...,s}) y g € Ry.
Entonces

(1) f; = g(P)Xohi.
(9) (g#¢)(E) = p(gf) = p(a(P)Xof) = a(P) Xop(h).

(3) Si(f;) =0 para algin i € {1,...,s}, entonces (f; * ¢) =0.

Rax+1

Demostracién.
(1) Usar el inciso (2) de la proposicién 3.1.4 y el hecho de que gf;(P;) = g(P;)di;.

(2) Usar el inciso anterior y que ¢ es k[X]-lineal.

ax+1

(3) Sip(f)) =0.Seaj € {1,...,s}, entonces (f;x¢)(f;) = f:(P;) X, ¢(f;) =0, por
el inciso anterior y por que f;(P;) = d;;. Por tanto, f; * ¢ se anula en {f;, ..., {}.
Donde {fj,...,f;} es la base de R, t1, por la proposicién 3.1.4. Por lo tanto,
fi * o|x =0.

ax+1

OBSERVACION 3.3.2 Notemos que:
(wr)a = (Homyz (R, k[Xo])), |, = {» € Homyx (R, k[X0]) © ©(Rm) € k[Xo|mia1}
(Wr)-ax = (Homypg, (R, K[X0))) _, = { € Homype (R k[Xo]) + @(Ron) S k[Xo]m-ax—1}
Por tanto, si ¢ € (Wr)_ay, entonces
©Rm) Ck[Xolmoax-1=0 para m<ax+1 vy ©Ras1) Ck[Xolo=k
Por lo tanto, si ¢ € (WR)_ay, entonces
¢]Rm:0 para m € {0,...,ax} ¥y

es k — lineal, pues es k[X ] — lineal)

¥ Rax+1 < (Rax+l)* (80 Rax+1



LEMA 3.3.3 Sea R el anillo de coordenadas de X, sea wg el mdodulo candnico de R
y sea P € (Raxs1)* que se anula en XoRay. Entonces existe ¢ € (wr)_ayx tal que

Olrg, o =¥

Demostracién.
Por la proposicién 3.1.4 se sigue que si d > ax + 1, entonces cada g € Ry es de la
forma g = Ygfaxflgl, para un unico g; € Ryy 41
Se define ahora ¢ : R — k[X], en las componentes homogéneas de R, por
0 si d<axyge€Ry
wle) = { Ygfaxflz/}(gl) si d>ax+1, geRyyg= Ygfaxflgl
© tiene las siguientes propiedades.
(a) ¢ es k-lineal, pues 1 lo es.
(b) ¢ es k[X]-lineal. Sean g € Ry y r > 0, entonces
Ygg si d<ax y d+r<ax
Ygg = Y?Tfaxfl(yoyzxfdg) si d<ax, d+r>ax+1
X, g sod>ax+1 y g=X, @
Por tanto
— 0 sid<ax
p(Xog) = { T ) s d>ax 1y 5= X% g
Por otra parte
—r 0 si d<ax
Yorle) = { ngiaXili/f(gl) si d>ax+1y g= 737”71&

Por lo tanto, para todo g € Ry y para todo r > 0 se tiene gp(yzg) = chp(g). Y la
afirmacion se sigue de la linealidad de las operaciones

(c) ¢ € (WR)_ax. Se verificard que ©(R,,) € k[Xo]m_ax_1 para todo m > 0. De
la definicion de ¢ se obtiene que si g € R,,, entonces

0 e k[YO]m—aX—l si m S ax

(p(g) B { Ygliax*lw(gl) - k[YO]m—ax—l Si m Z ax —|— 1

(c) ¢ = 7). Es inmediato de la definicién de .

Rax+1



PROPOSICION 3.3.4 Sea R el anillo de coordenadas de X y sea wr el mddulo candnico
de R. Entonces la funcion

v (WR)—QX - (Rax-i-l)*

—
@ PRy i

Es una biyeccion entre (wr)—ax Y €l conjunto de funcionales de Rqy 1 que se anulan
en XoRgy -

Demostracion.
(a) 7 estd bien definida, por la observacién 3.3.2.

Rax+1

(b) 7 es inyectiva. Sean 1, € (wr)_ax tales que y(¢1) = Y(p2) = 1

#2 Rax+1 ’Rd
Side{0,...,ax}, entonces gol}Rd = gog}Rd = 0, por la observacion 3.3.2.
—d—ax—1

Si d > ax + 1. Puesto que @1 y @9 son k[Xg]—lineales y Ry = X Rox+1, pues

. Se demostrara que pq|, = wgle para toda d > 0.

Hx(d) = Hx(ax + 1) y X no es divisor de cero, se sigue que

——d—ax—1

=X, '

——d—ax—1

= Xy ¥1

= —d—ax—1
('01’3(1 ('DIIXO X" Ray 11 Rax+1 2 Rax+1

(102’)(0 ax Rax+1 ()02 Ry

Por lo tanto, 1|, = gogle para toda d > 0, es decir, ¢ = @

I,

(c) Se afirma que si ¢ € (wWR)—ay, entonces y(p) = gp’R ,, 5¢ anula en X Ry
J— G‘X

Puesto que ¢ es k[Xo]— lineal y ¢(Rqy) = 0, por la observacién 3.3.2, se sigue que

2 (YORQX) = @(YORGX) - YOCP(RGX) =0

RaX+1
(d) v es una biyeccién entre (wr)_q, y los funcionales de R, 11 que se anulan en
YORQX. Esta afirmacion se sigue del lema 3.3.3.

PROPOSICION 3.3.5 Sean R el anillo de coordenadas de X, wr el mddulo candnico
de R, ¢ € (WR)—ax, fi € Raxy1 un separador de P; (i € {1,...,s}) yf € Ry. Entonces

(1) fxo=0 st y solo si fx¢

=0¢€ (R(Ix-f-l)*

RaX+1



(2) Anng(p) =0 si y solo si (f;) # 0 para todo i € {1,...,s}.

Demostracidn.

(1) Supdngase que f x gp}R L 0, y sea h € Ry. Se debe probar que f % ¢(h) = 0.
ax

(a) Sid < ax. Puesto que 78X+1_dh € Raxr1 v T * @ es k[X]—lineal, se sigue
que
(X0 ) = X x p(h) = 0
Por lo tanto, f * p(h) = 0, pues X no es divisor de cero.

—d—ax

(b) Sid > ax. Existe g1 € Ryy41 tal que h = X
3.1.4, de donde se sigue que

-1 « ey
g1, por la proposicion

~d—ax—1 ~d—ax—1

fxp(h) =f*p(X, g1) = X, f*p(g1) = 0.

= 0.

RaX+1

Si f * o = 0, entonces es claro que f * ¢

(2) Supéngase que Anng(p) = 0, y supdéngase que @(f;) = 0 para algin i €
{1,...,s}. Entonces f; x ¢

= 0, por el inciso (3) del lema 3.3.2. Por tanto,

RaX+1
f; % = 0, por el inciso anterior, contradiciendo que Anng(¢) = 0. Por lo tanto,

o(f;) # 0 para todo i € {1,...,s}.

Supéngase que ¢(f;) # 0 para todo i € {1,...,s}, y sea g € Ry \ {0}. Puesto
que g(P;) # 0 para algin ¢ € {1,..., s}, por el inciso (2) del lema 3.3.2 se infiere
que (g ¢)(f;) = g(Pi)chp(fi) # 0. Por tanto, para cualquier g € Ry \ {0} se
tiene g * ¢ # 0 . Por lo tanto, Anng(p) = 0.

DEFINICION 3.3.2 Sea A un anillo, sea M un A-mddulo y sea m € M. Se dice que
m es fiel si Anna(m) = {0}.

TEOREMA 3.3.1 Sea X = {Py,...,Ps} un conjunto de s puntos, sea R el anillo de
coordenadas de X y sea wr el modulo candnico de R. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) X es un esquema de Cayley-Bacharach;



(2) Eziste un elemento fiel en (WR)_ay ;s
(3) Un elemento genérico de (wr)_ay €S fiel;

(4) Eziste una sucesion homogénea de R-mddulos graduados exacta
0— R — (Wr)—ax

Demostracion.
Es claro que (3) implica (2) y que (2) es equivalente a (4).

(1)=(3) Supdéngase que X es un esquema de Cayley-Bacharach. Sea F; € A, 11
un truncador de X hacia X \ {P;} y sea ¢ € (wr)_ayx un elemento genérico. Como
degy(P;) = ax + 1, entonces F; es un truncador fuerte, por la proposicién 3.2.2. Asi,
para cada i € {1,...,s} se tiene f; € XoR,y, por la proposicién 3.1.3. Por tanto, para
cadai € {1,...,s} se tiene ¢(f;) # 0, por la proposicién 3.3.4 y por que ¢ es genérico.
Por lo tanto, Anng(¢) = 0, por el inciso (2) de la proposicién 3.3.5.

(2)=(1) Sea ¢ € (wr)—_ax tal que Anng(p) = 0, entonces para cada i € {1,...,s} se
tiene p(f;) # 0, por el inciso (2) de la proposicién 3.3.5. Asi, para cada i € {1,...,s}
se tiene que f; € XoRay, pues ©(XoR,,) = 0. Por tanto, para cada i € {1,...,s} se
tiene degy (P;) = ax+ 1, por la proposicién 3.2.2 y la proposicién 3.1.3. Por lo tanto,
X es un esquema de Cayley-Bacharach.



Capitulo 4

Cdodigos Algebro-(zeométricos

En todo lo que sigue salvo que se diga lo contrario, se considerara k = I, el campo
finito con ¢ = p" elementos, P" (k) es el n-espacio proyectivo sobre k y para p € P"(k)
se usara la representacion estandar de p, es decir, esa en la que la primer coordenada
no cero desde la izquierda es 1.

Se considera al anillo de polinomios, A = k[Xj, ..., X,,] = @ A;, con la graduacién
i=0

natural. Para X C P"(k) serd Ix el ideal homogéneo generado por los polinomios
homogéneos que se anulan en todos los elementos de X.

En este capitulo analizaremos codigos que se obtienen por la evaluacion de polinomios
homogéneos en un conjunto finito de puntos del espacio proyectivo sobre un campo
finito. También se definiran cédigos asociados al médulo candnico. A estos codigos les
llamaremos codigos algebraicos.

DEFINICION 4.0.3 FEl producto interno candnico sobre k® estd definido por

s
< a, b>= Zazbz
i=1

para a = (ay,...,as) y b= (by,..., bs) € k*.

DEFINICION 4.0.4 Sean k = F, y W un subespacio de k. Supdngase que W es de
dimension k.

(1) Se dice que W es un [s, k] cddigo lineal.

69



(2) Sean a,b € k°. Se define la distancia de Hamming entre a y b por
d(a,b) = |{ | a; # b; }|
(3) Sea a € k*. El peso de hamming de a estd definido por
wt(a) = d(a,0) = [{ i |a; # 0 }|
(4) La distancia minima de W estd definida como

d(W) = min{ wt(a) |a € W\ {0} } = min{ d(a,b) [a,be W ya#b}

Si W es un [s, k] cddigo lineal con distancia minima d, entonces se dird que W es un
(s, k,d] cidigo

DEFINICION 4.0.5 Si W C k® es un cddigo lineal, entonces
W+ ={ack’| < a, w>=0 para todo w € W}
es llamado el dual de W

DEFINICION 4.0.6 Sean X = {P;...P,} C P"(k), y K un k—espacio vectorial de
funciones de X en k de dimension finita.
La funcion evaluacion sobre X es:

ev: k — k° donde ev(f) = (f(P1),..., f(Ps))

define el cédigo Cx = ev(k), al cual llamaremos el cédigo algebraico sobre k determi-
nado por X

Si X C P"(k) es dado, con cada punto en representacion estandar, y K = A, es la
d-componente graduada del anillo de polinomios, entonces al correspondiente cédigo
Cx(d) = ev(Ay) le llamaremos el cédigo algebraico sobre k determinado por X de
grado d.

Es claro que como espacio vectorial Cx (d) es isomorfo a A;/Ix(d), donde Ix = € Ix(j)
0<y
es el ideal de X. Por lo tanto, la dimensién del codigo se obtiene con la funcién de

Hilbert de A/Ix.

Uno de los problemas de la teoria de codigos es la construccion de codigos de
dimensién y distancia minima grandes, en comparacion con su longitud. Hay ciertas
limitaciones, una de ellas es la siguiente cota.



PROPOSICION 4.0.6 Para un [s,k,d] cddigo W se cumple
E+d<s+1

Demostracion.

Sea N = {(aj,...,as) € k® : a; =0 para i > d }, entonces cualquier a € N tiene

peso menor o igual a d — 1, dimN =d -1y WNN = 0. Por lo tanto
d—1+k=dimN+dimW =dim(N+ W) <n

De donde se sigue el resultado.

4.1. EIl Cdédigo Reed-Muller afin generalizado

Sea X ={ (1,ay,...,a,) € P*"(k) | a; € k }, es decir, X es el espacio afin visto
dentro del espacio proyectivo, con lo cual nos permitimos denotar X = A",
El codigo Cyn(d) es conocido como el cédigo Reed-Muller afin generalizado y se
acostumbra denotar por RMAG(d, n).
Se presenta la serie de resultados que caracterizan a RMAG(d, n).

TEOREMA 4.1.1 Sea X =A"={ (1,a1,...,a,) € P"(k) | a; € k }, entonces
I = (XT - Xy X0 X9 — XoX0h 0 X9 — X, X0

Demostracién.

Es claro que (X¢ — X, X' . X9 — X, X071 C Tyn.

Resta probar que Iy € (X9 — X, X7 .. X9 — X, XI"), y esto serd por induccién
sobre n.

Para n = 1. Sea f(Xy, X1) € Iy1 (homogéneo), entonces f(Xo, X1) = X{f;(Xo, X1),
donde Xy no divide a f;(Xo, X7). Puesto que fi(1, X;) € K[X]] satisface f;(1,a) =0
para todo « € k, se sigue que f;(1, Xy) = £5(X1) [[ex (X1 — o) = £,(X0)(X] — X7).
Por tanto, f;(Xo, X1) = (f1(1, X1))" = (X0, X1)(X7 — X, XI ). Por lo tanto

f(Xo, X1) = Xgt1(Xo, X1) = X§5(Xo, X1)(XT — Xu X ™) € (X7 — X, X371

Supongamos que existe un n para el cual Iyn = (X9 — X, X2 .. X9 — X, X071,
y sea f € Iynt1 (homogéneo). Pongamos f = f; + X,,11¢g, donde f; € k[Xy,..., X,] y
g € k[ Xy, ..., Xpy1] (homogéneos). Se verificard que tanto f; como X, 11g pertenecen
al ideal (X7 — X, X0 ', ..., X2, — X, 1 X{1), de donde se obtendrd que f € (X7 —

XXX - X X,

n



Para cualquier w € A" sea u = (w,0) € A" Puesto que 0 = f(u) = f;(w) + 0g(u) =
fi(w), se sigue que f; € [4». Por tanto

f; € (XI-X X¢ X=X, X g xa] SXT-X0 X0 X

n+1_Xn+1Xg_1>
Ast, X, 118 € Ign+1, pues f =] + X, 11g v tanto f como f; pertencen a [yn+1.
Por otra parte, por el algoritmo de la divisién, usando el orden lexicogréafico tal que
Xop1 > X, > ... > X, se tiene g = h(X% ] — X¢™") + 1 con r polinomio ho-
mogéneo y cada monomio de r no es divisible por Xgﬁ. Por consiguiente, existen
ro(Xo, ..., Xn), 11(Xo, ..., Xi), - o 1g—2(Xo, . .., X)) tal que

r=10(Xo, ., Xn) F11(Xoy o, Xo) Xs + o F 10 0(Xoy oo, X)X T
Se verificard que todos los r;(Xo, ..., X,) pertenecen a I;». Supongamos que esto no
es cierto, es decir, supongamos que hay un iy tal que para algin u = (1,uy,...,u,) €
A™ se tiene 1 (u) = 1;0(1,u1,...,u,) # 0. Para cualquier a € k* se tiene 0 =
ag(liug, ... Uy, ) = afh(lug, ..ty @) (1=1)+r(1,uyg, . .o Uy, @)] = ar(1, ug, . .., Up, @),
pues X,, 118 € Iyn+1. Por tanto, para cualquier a € k* se tiene r(u, o) = r(1,u, ..., up, @) =
0. Por lo tanto, r(u, X,41) = to(u) + ... 15 (W) X% + ... +142(u) X119 2 es un poli-
nomio no cero en X, ;1 de grado menor o igual a ¢ — 2 que tiene a todos los elementos
no cero de k como raices, lo cual es una contradiccion. Asi, todos los r;(Xo, ..., X,,)

pertenecen al ideal Iyn = (X{ — Xng_l, co, X3 — XnXg_l)k[X(),,,,,Xn]. Por lo tanto
Xopig=h(Xp,, — Xn+1Xgil) + Xpr e< X — Xngila N Xn+1Xgil >
PROPOSICION 4.1.1 Sea X = A" = { (1,a4,...,a,) € P"(k) | a; € k }, sea Iyn =
(XI-X X X3 Xo X0 XX, XTY, ysead = (X, XY, ..., X9). Entonces
A/J y A/lpn tienen la misma funcion de Hilbert.

Ademdas, una base sobre k de Ay/Jy se obtiene de los monomios de grado d que no
pertenecen a J.

Demostracién.

Con el orden graduado lexicografico tal que X,, > ... > X, los generadores del ideal
(XT— X, X0 X9 — X, X{¢™") son una base de Groebner, por el ejemplo 2.4.1.
Ast, (LT(X? — X, X070 X9 — X, X07h) = (XY, ..., X9). Entonces la afirmacién
se sigue del teorema 2.3.1.

LEMA 4.1.1 Sea X = A" = { (1,a4,...,a,) € P*(k) | a; € k }, sean > 1 y sea
d > q, entonces
q—1
Han(d) = 3° Hpnr(d — j)

Jj=0



Demostracién.
Por la proposicién 4.1.1, se tiene que Iyn = (X¥ — X, X3 ..., X9 — X, XN y
J=(X{,..., X9) tienen la misma funcién de Hilbert, Por tanto, se trabajard con J.
Notemos que dim(k[Xy,..., X,]/(X],..., X9))4 es igual al nimero de monomios de
grado d que no estan en J.
Para d > q y para j € {0,...,q — 1}, sean
Ty = {XFX{ X3 XE | kit i +j=d, 0< 4, < g—1} Ck[X,..., X,)]
y L ={Xt X . X" | ktir+. iy =d—3, 0<i, <qg—1} Ck[Xo,..., X, 1]
Es facil verificar que T y L; tienen las siguientes propiedades:
(a) T; consta de monomios de grado d que no estan en J;
(b) TLNT; =0 sii#j;
-1

(c) qU T; son todos los monomios de grado d que no estan en J;

=0
(d) La asignacién K; : T; — L; que estd dada por K;( XF XD X XD =
XE X X!"! es biyectiva;

-1
(e) L; consta de todos los monomios de k[Xy, ..., X,,_1| que tienen grado d — j y que
no estan en el ideal < X{,..., X1 | > .

Por lo tanto,

q—1 q—1 q—1 q—1
Hun(d) = [Tl = D _IT5l =) 1Ll =) Hani(d = )
J=0 J=0 Jj=0 j=0

TEOREMA 4.1.2 Sea X = A" = { (1,a1,...,a,) € P"k) | a; € k } y sea J =
(X1, X4, ..., X49). Se tienen las siguientes propiedades.

(1) El a—invariante del ideal Iyn es «, = apn =n(qg—1) — 1
Ademds, Hyn(av,) = ¢" — 1.

(2) A/J tiene la siguiente resolucion libre graduada

0— A(—nq)(Z) — ... A(—iq)(?) — ... A(—q)(rll) —-A—-A/J—0
(3) Sid es tal que 1 < d < ay,, entonces la dimension del codigo RMAG(d,n) es
Heo(d) = 2o(=1 () ("3%")

Demostracién.
(1) La prueba se hard por induccién sobre n.
El caso n = 1. Por la proposicién 4.1.1, al considerar el anillo k[Xy, X;]/(X{) se



obtiene Hy:i(d) = (d+1) para d < qy Hpi(q) =
que los monomios de grado ¢ que no estan en <X ) son todos menos X{. Puesto que
Hu(g—-2)= (") =q¢-1yHu(g-1)= (1) =

Por lo tanto, el caso n = 1 es cierto.

(q+1) 1 = ¢, esto ultimo es por
q, se sigue que a1 = ay1 = q — 2.

Supongamos el resultado cierto para n —1, es decir, a,—1 = agn-1 = (n—1)(¢—1)—1
v Hyn1(an_1) = ¢"1 — 1. Se tiene Hpn(d) = (”;rd) para d < g, por la proposicién
411, yn(¢g—1)—1=n—-1)(¢—1)—14+qg—1=a,-1+q—1. Sear > 0.

Por lo tanto, aplicando el lema 4.1.1 y la hipdtesis de induccion se obtiene

q—1
Han(n(g —1) = 1) = Hpn(op—1 + ¢ —1) = > Hpn (a1 +q¢—1—j) =
j=0
q—2 q—2
> Hp(ana+q=1—j)+ Hpr(apoy) =Y ¢ '+ (" = 1) =¢"—1 (41)
j=0 j=0

—
Hpyn(n(g—1)—14+7r) =Hpn(ap1+qg—14+7r)=> Hpn-1(y1+qg—14+r—7j)=
0

q—1 qg—1
ZHAnfl(Oénq +q—14r—j)= =" (4.2)
=0 =0

La afirmacién se obtiene de (4.1) y (4.2).

(2) Como {X{,..., X9} es una sucesién regular, entonces el complejo de Koszul de
los elementos es una resolucién libre del A-mdédulo graduado A/J.

Se dara la forma de cada una de las funciones.

Para cada k sea C}} el conjunto de las (Z) combinaciones sin repeticion, para cada

(i1,...,1,) € C} sea e(;,. 4, el basico del A-médulo A,

La funcién Wy : AR AGMN) esla que esta dada en los bésicos por:
k

Vi€ ..ip)) = Z(—l)re(z‘l..}r...z‘k)

r=1

(3) Restringir la sucesién exacta del inciso (2) de esta demostracién a la componente
d, y usar la proposiciéon 4.1.1.

TEOREMA 4.1.3 Sea X = A" = { (L,a1,...,a,) € P"k) | a; € k }, y sea o, =
apn =n(q—1) —1 el a- invariante de A™. Se tienen las siguientes propiedades.



(1) Sea M(Xy, ..., X,) = X X de grado d, con 0 < d < a,, entonces
S M(P) =0

PeAm

(2) Sea f € A tal que su reduccion modulo Iyn, f, es de grado menor o igual a ou,.

Entonces .
> f(P)=0

PeAm

(3) Sean v, tal que v + p = ov,. Entonces
HAn (Oén + 1) = HAn(V) —+ HAn (,u)

(4) Sean v, u tal que v + u = «,. Entonces
RMAG (v,n)* = RMAG(u, n)

(5) La distancia minima del cédigo RMAG(d,n) es §g = (¢ — s)g" "', donde
d=r(g—1)+s,0<s<qg—1,0<r<n-1

Demostracioén.
(1) Pongamos P = (1,p1,...,p,). Se analizan los siguientes casos.
(a) Si ig = d, es decir, M(Xo, ..., X,) = X¢, entonces

N X4P)= Y 1=¢"x1=0

PeAm PeAn
(b) Si algunos indices ¢, son iguales a ¢ — 1 y los otros son cero. Se puede suponer que

iW=iy=+ =i, =q—leig=tdpy1=--=1,=0,conr <npuesd<n(g—1)—1.
Asf, M(Xy---X,,) = X1 X1,
Sea Y ={(1,p1,...,pn) | pi €k, p1p2---pr # 0}, entonces |Y| = (¢ —1)"¢"". De la
descomposicion disjunta

A" =(A"\Y)UY

Se obtiene

S M(P)= X M(P)+ X M(P)=(g—1)/q" " +1=0

PeAn PEAM\Y PeY
(c) Si para algin j se tiene 1 < i; < ¢ — 1. Podemos suponer que es iy, es decir,
1 <4y < ¢ —1. De la descomposicién disjunta

q—2 )
A" = {(170,]92,]93,- < 7pn) ‘ Di S K} U U {(17717]927]937 o '7pn> | Di S K}
i=0
donde K* = (7). Se obtiene
S M(P) = S0pi2 e pin 4yt SO pin 420 Sl pin 44

PeAm



fy(q—Q)il Zp? .. p%n — (1 + ,Yil + ,yQil + ... ry(q—2)i1) Zp;2 .. piln — 1
Esto tltimo debido a que 7% satisface la ecuacién 1+ z 4+ 22 +...2972 = %
(2) Al homogenizar el polinomio con respecto a Xy, el resultado se sigue del in-
ciso (1) de esta demostracion.

(3) De la proposicién 4.1.1, se sigue que Hyn (d) = dimy (k[ X, ..., X,)] (X, ..., X9))4.
Considerar los conjuntos Cq = {XFX{* - Xin |0 <i; < q—1, k+iy+...+1i, = d},
Cl={XEX] - Xin € Cppgny | k> 4+ 1}y C2 = Cpyny \ CL. Es facil verificar las
siguientes propiedades.
(a) dimk(k[Xo, ..., X,]/(XT, ..., X9))q es igual al nimero monomios de C,.
(b) C' = {X§H XX - - X | u+1+r+z’1+ Hip=n(g—1), 0<i; <g—1} =
(XEP XX X v+ i, =, 0<4; < g — 1}
(c) La funcién
T, Ct — C,
XATXp XX s XPXD X
(d) C2={XEXD . X | k<p, k+iy+...+i, =n(g—1)}
(e) La funcién

es biyectiva.

T C? — C,
XpEXi .. Xin — X4k xa-toi L Xt
es biyectiva, y su inversa estda dada por
Tt C, — C?
XPXP - X — XpoXyi L g
Por lo tanto
Han(oy, + 1) = dim(k[Xo, ..., Xp]/(XT, ..., XD )nig—1) = |Cn(q | =|C | + |CZ| =
|C| +|C,| :dimk(k[XO,...,Xn]/<Xf,...,Xg))y—i—dlmk(k[Xo,.. Xol (XY, o0 X9), =
Han (v) + Han (1)

(4) El resultado se sigue de los incisos (2) y (3) de esta demostracién.

(5) Ver [3].



4.2. El Cédigo Reed-Muller proyectivo generaliza-
do

Sea X = P"(k), entonces X tiene qn;; L puntos y el cédigo Cx (d) es llamado cédigo

Reed-Muller proyectivo generalizado (RMPG(d, n)).

TEOREMA 4.2.1 Sea X = P"(k), entonces

Demostracioén.

Es claro que (X X; — X; X7 [0<j<i<n)Clpn

Resta probar que Ipn C (XIX; — X; X7 | 0 < j <i < n),y esto serd por induccién

sobre n.

Para n = 1. Sea f(Xo, X1) € Ip (homogéneo de grado d), entonces f(Xo, X;) =

Xof1 (Xo, X1) + £2(X7), donde f5(X;) = aX{. Puesto que f(0,1) = 0 = f5(1) = a, se

sigue que f(Xo, X1) = Xof1(Xo, X1). Para cualquier € k se tiene f(1, o) = fo(1, o) =

0. Por tanto, f5(Xo, X1) € Iyt =< X?— X{7'X; >, por el teorema 4.1.1. Por lo tanto
£(Xo, X1) = Xoba(Xo, X1) = (X9Xo — X2X))h(Xo, X1) € (XX, — XoXY)

Supongamos que existe un n para el cual Ipn = (X/X; — X; X7 [0 < j <i<n),

y sea f € Ipnt1 (homogéneo). Pongamos f = f; + Xgg, donde f; € K[Xy,..., Xp1] y

g € K[Xo, ..., X,1+1] (homogéneos). Se verificard que tanto f; como Xyg pertencen al

ideal (X/X; — X;X] | 0 < j <i < n+1), de donde se obtendra que f € (XX —

XX1|0<j<i<n+1).

Para cualquier a € P sea (0, ) € P! Puesto que f(0,a) = 0 = f;(a), se sigue que

f; € Ipn. Por tanto

.....

Sea u € P", puesto que f(1,u) = f;(1,u) + (1)g(1,u) = g(1,u) = 0, se sigue que
g €Ty =< X{'X, — X{, ., X¢T ' Xy — X2, >. Por lo tanto

n

Xog €< XIX1—XoX{, ..o, XX —Xo X, >C(XIX;— X X! |0<j <i<n+l)



PROPOSICION 4.2.1 Sea X = P"(k), sea Ipn = (X{X; — X;X7 | 0< j <i<m), y
sea J = (X!X; 1 0<i<j<mn). Entonces A/J y A/Ipn tienen la misma funcion de
Hilbert.

Ademds, una base sobre k de (A/J)y se obtiene de los monomios de grado d que no
pertenecen a J

Demostracién.

Con el orden graduado lexicografico tal que X,, > ... > Xj, los generadores del ideal
(X{X; — X;X] | 0 <j <i < n)son una base de Groebner, por el ejemplo 2.4.2.
Ast, (LT(X{X; — XiX] | 0<j <i<n)) = (X/X;]0<i<j<n) Entonces la
afirmacién se sigue del teorema 2.3.1.

LEMA 4.2.1 Sea X =P"(k) y sea d > 1, entonces
H]Pln (d) - H]Plnfl(d) + HAn (d - 1)

Demostracion.
Puesto que Ay = XoAq 18Bay (Ipn)a = Xo(lan)g-1@(Ipn-1)a, donde B = k[ X, ..., X,]
e Ipn-1(d) es identificado en las variables X, ..., X,,, se sigue que

(A/Tpn)g = XoAg_1/Xo(Ipn)g—1 @ Ba/Ipn1(d) = Ag_1/(Ian)a—1 ® Ba/Ipn-1(d)
Al obtener dimensiones se obtiene la relacién buscada.

LEMA 4.2.2 Sean > 1, sea X =P"(k), y sea d > 1. Entonces

Hpn (d) = Hp1(d) + 327, Has(d — 1)
Demostracién.
Puesto que Hpn (d) = Hpn-1(d) + Han(d — 1), por el lema 4.2.1, se sigue que
Hpn (d) = Hpn-1(d) + Hyn(d — 1) = Hpn-2(d) + Hpn-1(d — 1) + Hpn(d — 1) =
Hpn-s(d) + Hyn-2(d — 1) + Hyn1(d = 1) + Hpn(d — 1) = ... =

Jj=2

TEOREMA 4.2.2 Sea X = P"(k) y sea J = (X!X; | 0 < i < j <mn). Se tienen las
siguientes propiedades.

(1) El a— invariante del ideal Ipn es (3, = apn = n(q — 1)

(2) Sid>q, entonces
Ho (d) = Hyo (d— (g — 1) + Hun(d)



(3) Sid estal que g < d < (3, —1, entonces la dimension del codigo RMPG(d,n) es
He(d) = 370 o' () (2557

(4) La distancia minima del cédigo es dg = (q — s)q" "', donde
d—1=r(g—1)+s,0<s<qg—1.

Demostracioén.

(1) La prueba serd por induccién sobre n.

Sin =1, entonces Hpi(d) = Hy1(d — 1), por el lema 4.2.1. Por lo tanto, el caso n =1

es clerto.

Supongamos que el a— invariante de Ipr es 3, = apn = n(qg— 1) = apn + 1 =, + 1.

Sea r > 0. Por lo tanto, al aplicar el lema 4.2.1 y la hipdtesis de induccién se obtiene
Hpn+1(ﬁn+1) = Hpn+l(an+1 -+ 1) = Hpn (OénJrl + 1) -+ HAn+1(O[n+1) =

qn+1_1
q—1

qn+2 o 1

" —1=—"—1=|P" —1 (4.3)
q

—1

Hpo1 (Bng1 + 1) = Hen (Bpa1 + 1) + Hanr (g1 + 1) = [P + |An+1| = |Pn+1| (4.4)

La afirmacién se obtiene de 4.3 y 4.4

(2) Se trabaja con (k[Xo,...,X,]/(X!X; | 0 < i < j < n))q, por la proposicién
4.2.1. Notemos que dimy(k[Xo, ..., X,]/(X!X,; | 0 <i < j <n))q es igual al nimero
de monomios de grado d que no estan en J = (X/X; | 0<i < j <n)

Sea C = {X{°X{*--- Xin € Ay|sii; > q, entonces i;,, = Oparar € {1,....,n—j} },
seat € {0,...,q — 1}, sea C, = {X!XI' - X | iy + ... 4+i, =d—t}NCy sea
C_; = {X{}. Es facil verificar que

(a) C consta de todos los monomios de grado d que no estén en J;

(b) C,NCyy =0 sit+#ty;
q—1

(c) C= U Cy
j=1

(d) |C¢| = Hpn-1(d — t), para esta igualdad se identifica a P"~! en las variables
Xi,..., X, yse considera a J = (X/X; | 1 <i<j<n).



Por tanto

qg—1 q—1
Hen(d) = 0] = 3 G| =1+ X Hor(d— )
J== J=

Por otra parte, puesto que Hyn(d — 1) = Hpn(d) — Hpn-1(d), por el lema 4.2.1, se
q—1
sigue que Hyn(d — 1) =1+ > Hpa-1(d — t). Por tanto
i=1

Hpn(d —1) — Hpn(d) =1 +(§Hpn—1(d_ t)—1— §Hpn—l(<d+ 1)—t)=
— Hpe s (d — (g — 1)) — Hpn1(d)
Por lo tanto
Hpn(d) = HAn(d — 1) + Hpn-1 (d) = Hpn-— (d — (q — 1)) + HAn(d)

(3) De la proposicién 4.2.1 y de la sucesién exacta de k[Xy, X;]-m6dulos gradua-
dos 0 — k[Xo, Xi](—¢ — 1) X%, [Xo, X1] — k[Xo, X1]/(X{X1) — 0, se sigue que
Hpi(d) = Hypxo,x,)/xaxyy (d) = (dzl) — (di’l'i(_q(f{)l)). Puesto que Hyi(d) = (d:l'l) —
(dgi;q), por el inciso (3) del teorema 4.1.2, y puesto que (":1) — ( ) = 1 para toda

n, se sigue que

= () - (2)) (il ) (5 oo

Finalmente, al combinar el inciso (3) del teorema 4.1.2, el lema 4.2.2 y la ecuacién

n
n—1

(4.5), se obtiene lo esperado.

(4) Ver [3].

4.3. EIl Cdédigo Asociado al Médulo Candnico

El procedimiento general para la construcciéon del codigo usando el médulo canénico
es el siguiente: si V es un espacio vectorial de dimensién s, {a,...,as} es una base
de V y 7 es un subespacio de funcionales lineales sobre V, se define el cédigo C(7)
que es la imagen de la transformacion lineal

o: T — I'§
e —  (pla),... o))



es claro que ¢ es inyectiva. Por tanto, la dimension del cédigo es la dimension de 7
En nuestro caso se hace la siguiente eleccion V.= Ry 41, {f1,...,fs} es la base de
truncadores y el subespacio de funcionales 7 es el que le corresponde a la componente
homogénea (wgr)_qy del médulo candnico (proposicion 3.3.4).

Dicha correspondencia se obtiene observando que los elementos de (wr)_qy son k[zo]

“ax
homomorfismos graduados de R en k[zg|(—ax) que al ser restringidos a R, .1 da
como resultado funcionales que se anulan en z¢R,.

Ahora, se define un cédigo usando el médulo canénico (wr) del anillo de coordenadas

R de un subesquema de dimension cero y grado s.

DEFINICION 4.3.1 Sea X = {Py,...,P,} un conjunto de s puntos, sea R el anillo de
coordenadas de X, sea wg el modulo canonico de R, sean fy, ..., {; una base de R, 41
consistente de separadores y sea Cuy (wr) la imagen de la siguiente trasformacion
lineal
0 ¢ (WR)eax — k®
¥ — (Qp(fl)a>90(fs))

PROPOSICION 4.3.1 Bajo las condiciones de la definicion anterior. Se tiene que
Cax (wr) es un cddigo lineal de dimension

dimy Cyoy (wr) = s — dimy Coy (R)

Demostracion.

Es claro que la funcién § es k-lineal.

d es inyectiva, pues si d(¢) = (p(f1),...,¢(fs)) = (0,...,0), entonces ¢ se anula
en todos los fi,...,f;, los cuales forman la base de R,y ;1. Asi, (’D}RaXJA = 0. Por

tanto, ¢ = 0, por la proposicién 3.3.5. Por lo tanto, dimy C,y (wr) = dimg(wr)—ayx =
H,.(—ax) = s — Hx(ax), por la proposicién 3.3.3.

PROPOSICION 4.3.2 Bajo condiciones de la definicion 4.5.1. Los c¢6digos Cay (wr) ¥
Cax (R) son duales uno del otro.

Demostracioén. \
Notemos que si f € Rqy, entonces Xof = > Xo(P;)f(P;)f;, por la proposicién 3.1.4, y
i=1

también Xy(P;) =1



Sean §(¢) = (¢(f1),...,0(fs)) € Cux(wr) vy e(f) = (f(P1),...,f(Ps) € Cor(R), en-

tonces:
e(f)ed(p) = Zf(Pi)SO(fi) = ZXO(Pz’)f(Pi)@(fi) = @(ZYO(Pi)f(Pi)fi ) = p(Xof) =0

Pues ¢ es k[X]- lineal y se anula en X (R,

4.4. Ejemplo

Sean k = [, el campo finito con ¢ elementos y a € k* el elemento primitivo.

Para n < ¢+ 1, el mapeo de Veronese de P! en P" es:
v Plk) —  P(k)
o (r,y) —— (2™)°,... 2%y " ... 2%")
Sea X = {(z™y°, ..., x'y" ", ..., 2%") | (x,y) € P(k)} = {Py,...,P,, Pyi1}, entonces
X={1,y,9%...,y") : y€k}U{Py1} con Pyy1 =(0,0,...,0,10).
Los ¢ + 1 puntos de X no estdn contenidos en ningtin hiperplano de P™(k) pues
¢(PH(k)) es de grado n < g+1. Asf, Hx(1) =n+1,ax =1y Cx(1) esun [g+1,n+1]

cédigo lineal.
Construyamos ahora el dual de este cédigo usando el método anterior.

Notemos que ax = 1, Hx(1) =n+ 1y Hx(j) = ¢+ 1 para 2 < j.
Sea {zo, ..., z,} la base natural de Ry y {fi,...,f;11} una base para R,, denotamos
los correspondientes elementos del espacio dual Rs por f;.
Sea @1, ..., Pg—n una base del espacio (wr)_1 (proposicién 3.3.3), denotamos también
los elementos correspondientes del espacio dual de Ry que se anulan en xyR; por
@1, .., Pg—n (correspondencia de la proposicion 3.3.4).
En términos de la base dual de Ry {fl, . ,fq_l’_l}, @, se escribe como

g+1
Q; = Z(ﬁj(fl-)fi para j=1,2,....q—n
i=1

Valuando en zyz;

q+1 q+1

Bi(zore) = Y @i(E)fi(wome) = @;(E) (@) (Py) =0

i=1 =1



Esta igualdad es pues cada ¢; se anula en zoR; (@j(xoz:) = 0), 29(Py1) = 0,
2o(P) = 1 para cualquier otro punto de X y f;(zox;) = (zox)(P;).

Ast, (@;(f1), ..., §;(f,41)) es ortogonal a (v4(Py), ..., 2:(Pgi1)) = (0,1,at,...,alld=2 )
parat = 1,...,d de la matriz generadora del cédigo generalizado de Reed-Salomon,
es decir, (¢;(f1),...,@;(f;41)) 7 =1,...,¢—d es un elemento del dual de este codigo.
Esto es, el cédigo C,, (wr) es el dual del cdigo generalizado de Reed-Salomon.



Conclusiones

La teoria de codigos se dividide en dos ramas, la primera consiste en la obtencion
de nuevos cédigos a partir de diversos conceptos matemaéticos; la segunda opcién
esta mas ligada al avance computacional de los ultimos anos, el cual hace posible
calculos complejos que ayudan a conocer propiedades de los codigos ya conocidos.
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