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1.1 RESUMEN 

La presencia de irregularidades (grietas)  en materiales elásticos provoca dispersión y 
difracción durante la propagación de ondas. Este campo difractado producido durante la 
propagación  de  ondas  proporciona  valiosa  información  para  la  detección  y 
caracterización de grietas u otras heterogeneidades. 

Se  estudia  la  propagación  de  ondas  elásticas  en  una  configuración  2D.  Estas  son 
producidas por  una  fuente  sónica  (Pulso de Ricker)  en  un  fluido,  en  contacto  con un 
medio elástico sólido. La solución de las ecuaciones de movimiento se obtienen en el 
dominio del tiempo, utilizando el método de diferencias finitas. 

Las formulaciones se basan  en las ecuaciones de movimiento y equilibrio del sistema, 
para  después  llegar  a  la  ecuación de onda, mediante el uso de diferencias  finitas  se 
logran los esquemas en  términos de velocidades y esfuerzos para reducir el grado de 
las  ecuaciones  diferenciales.  En  la  formulación  pseudo  espectral  las  derivadas  con 
respecto a las variables espaciales se realizan con la transformada rápida de Fourier. 

Para  contar  con  una  precisión  más  clara  de  las  derivadas,  se  utilizó  mallas  de  tipo 
alternadas.  Se  introdujo  una  grieta  en  la  configuración,  para  observar  y  estudiar  la 
propagación de ondas que se tiene con estas formaciones. 

Mediante  el  lenguaje  Fortran  se  obtuvieron  los  cálculos    de  presiones  y 
desplazamientos,  y  se  modela  la  propagación  tomando  el  programa  Matlab  como 
herramienta.  Se  hizo  la  simulación  de  4  casos:  Formación  primaria  de  propagación, 
formación lenta (velocidad de la onda de corte del sólido es menor), formación rápida y 
propagación de ondas en un medio agrietado. 

Las formulaciones numéricas muestran estabilidad del método, por lo que se plantean y 
discuten  posibles  trabajos  a  futuro  mediante  casos  más  complejos  en  geometría  y 
materiales. 

En este trabajo se implementó una técnica para resolver  problemas relacionados con la 
propagación de ondas en 2D, en sistemas con discontinuidades a través del método de 
diferencias finitas.
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1.2 ABSTRACT 

The  presence  of  irregularities  (cracks)  in  elastic  materials  leads  to  dispersion  and 
diffraction  during  propagation  of  waves.  This  diffracted  field  produced  during  the 
propagation  of  waves  provides  valuable  information  for  the  detection  and 
characterization of cracks or other heterogenetys. 

It is study the propagation of elastic waves in a 2D configuration. These are produced by 
a sonic source (Ricker pulse) in a fluid,  in contact with an elastic solid. The solution of 
the  equations  of  motion  are  obtained  in  the  time  domain  using  the  finite  difference 
method. 

The formulations are based on the equations of motion and equilibrium of the system, 
then get to the wave equation, using finite difference schemes are achieved in terms of 
speed  and  stresses  to  reduce  the  degree  of  differential  equations.  In  formulating  the 
spectral  pseudo  derivatives  with  respect  to  spatial  variables  are  done  with  the  fast 
Fourier transform. 

To have a clearer accuracy of  the derived  type mesh was used staggered. The crack 
was introduced in the configuration, to observe and study the propagation of waves we 
have with these formations. 

Through  language  Fortran  calculations  were  obtained  pressure  and  movement,  and 
propagation is modeled by taking the Matlab program as a tool. It was the simulation of 
four cases: primary formation of propagation, slow formation (velocity of shear wave of 
solid is less), rapid formation and propagation of waves in half cracked. 

The  formulations  are  stable  numerical  method,  which  are  presented  and  discussed 
possible  future  work  with  more  complex  cases  in  geometry  and  materials. 

This  work  implemented  a  technique  for  solving  problems  associated  with  the 
propagation  of  waves  in  2D,  in  systems  with  discontinuities  of  the  finite  difference 
method.
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1.3 SINOPSIS. 

El contenido de esta tesis está formado por cuatro capítulos. El capítulo 1 contiene una 
introducción a la problemática planteada; se menciona la justificación de la realización 
de  esta  investigación  y  los  trabajos  previos  que  han  tratado  el  tema  sobre  la 
propagación  de  ondas  mediante  el  método  de  Diferencias  Finitas.  El  objetivo  y  las 
metas están comprendidos en esta parte del trabajo. 

En el capitulo 2 se presenta la formulación matemática del fenómeno de propagación 
de ondas, basándose en  la mecánica del medio continuo,  resolviendo  las ecuaciones 
de la elasticidad, leyes de movimiento y ecuaciones de propagación de ondas. 

En el  capítulo 3 se presenta  la  formulación   del  fenómeno de propagación de ondas 
mediante  los  esquemas  del  Método  de  diferencias  finitas,  el  cual  permitirá  la 
aproximación de  las derivadas  para  el  análisis  numérico  y esto  de  cómo  resultado  la 
resolución  de  las  ecuaciones  diferenciales  y  se  puedan  obtener  los  esquemas  de 
esfuerzos y desplazamientos para la modelación. 

Y por último en el capítulo 4 se presenta la modelación numérica del fenómeno de la 
propagación  de  ondas  en  un  medio  elástico  y  agrietado,  utilizando  4  ejemplos  de 
propagación. Tanto para un medio estratificado como uno con discontinuidad (grieta). 

Por último se presenta el análisis de resultados de los problemas planteados, así como 
las conclusiones del trabajo y las recomendaciones para trabajos futuros.
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1.4 ESTADO DEL ARTE. 

En  este  tipo  de  métodos  (Diferencias  finitas)  se  aproximan  las  ecuaciones  de  onda 
mediante  diferencias.  Las  derivadas  que  aparecen  en  estas  ecuaciones  son 
transformadas  en diferencias  finitas,  creando  un  conjunto  de ecuaciones  que  pueden 
ser resueltas de forma iterativa. 

Durante la segunda mitad del siglo XX, muchos autores han trabajado en este método, 
llegando a nuestros días mucho mas desarrollado, los pioneros en esta técnica fueron 
los trabajos de Alterman y Karal(1968), Boore(1972) y Kelly(1976), quienes comienzan 
a trabajar con esta técnica. Viriux(1986) quien presenta uno de los primeros esquemas 
en  velocidadesfuerzos,  Levander(1988)  trabaja  con  un  esquema  de  cuarto  orden  de 
error (véase anexo  I). Zahradnik et al.  (1993) presenta un artículo en el que analiza y 
compara las soluciones de cuatro esquemas distintos de diferencias finitas. 

Algunos  de  los  resultados más  realistas  de  la  propagación  de  ondas  elásticas  hasta 
nuestros días han sido realizados usando el Método de Diferencias Finitas, como se ve 
en los trabajos de Olsen(2000), quien calcula la respuesta de la cuenca de Los Ángeles 
en  3D,  y  de  los  más  recientes  Moczo  et  al  (2004)  quien  empleó  esta  técnica  para 
calcular el movimiento del suelo en modelos con discontinuidades laterales del material 
y superficial libre horizontal. 

Alterman  y  Karal  (1968)  resuelven  el  problema  de  una  capa  sobre  un  semispacio 
aplicando las ecuaciones de contorno (encontrando los esfuerzos y desplazamientos en 
la interfaz entre ambos medios). Boore (1972) y kelly et al. (1976) hacen evolucionar un 
algoritmo  para medios heterogéneos e introducen la idea de promediar los parámetros 
del medio. Boore introdujo el llamado formalismo del vacío, para el problema SH en 2D, 
donde  los  parámetros  de  Lamé  y  las  densidades  igualan  a  cero  para  simular  la 
superficie  libre.  Ilan (1977) y RongSong et al  (1988) usaron el método de diferencias 
finitas para simular la propagación de ondas PSV en un medio elástico con superficie 
libre  de  tipo  poligonal.  Levander  (1988)  desarrolla  la  técnica  de  imágenes  para  los 
esfuerzos, en la cual era necesario conocer los valores de las componentes del tensor 
de esfuerzos sobre la superficie libre. 

El uso de mallas alternadas en las diferencias  finitas disminuyó el trabajo de cómputo 
ya  que  en  vez  de  trabajar  con  ecuaciones  diferenciales  parciales  hiperbólicas  de 
segundo orden  se  redujeron un  orden,  transformando el  esquema de desplazamiento 
de segundo orden a uno de esfuerzovelocidad de primer orden (Virieux, J., 1984). 

La  década  de  los  90s  se  caracterizó  por  la  implantación  del  esquema  antes 
mencionado  en  grandes  problemas  de  modelación  numérica,  como  la  modelación 
sísmica de una región dada (Furumura T. y H. Takenaka, 1996), donde se desarrollaron 
modelos  tridimensionales  que  involucraban  las  propiedades  físicas  del  subsuelo  de 
Japón y así modelar la propagación de ondas sísmicas.
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Ohminato y Chouet  (1997) discretizan  la  topografía de un problema 3D  realizando  la 
superposición de celdas unitarias en un esquema de velocidadesfuerzos mediante una 
malla  desplazada.  Kristek  et  al.  (2002)  usaron  una  técnica  diferente  para modelar  la 
superficie  libre,  la  llamada  técnica AFDA,  basada  en el  ajuste  de  la  aproximación en 
Diferencias  Finitas. Moczo  et  al.  (2004)  empleó  esta  técnica  (AFDA)  para  calcular  el 
movimiento  del  suelo  en  modelos  con  discontinuidades  laterales  del  material  y 
superficie libre horizontal. 

En  cuanto  al  fenómeno  de  agrietamiento,  las  ideas  fundamentales  sobre  el 
comportamiento  de  sólidos  agrietados  se  deben  a  A.  Griffith,  quien  las  introdujo 
mediante un planteamiento energético (1921). Años más  tarde  Irwin  (1948) y Orowan 
(1948)  sentaron  las  bases  para  establecer  a  la  mecánica  de  la  fractura  como  una 
disciplina  de  la  ingeniería.  Irwin  (1957)  introdujo  un  concepto  fundamental  en  la 
mecánica de la fractura, relacionando la energía de deformación liberada, propuesta por 
Griffith,  con  el  factor  de  intensidad  de  esfuerzos  (FIE).  El  FIE  es  determinante  en  el 
crecimiento de las grietas en los sólidos. 

Al mismo tiempo fueron  introducidos, conceptos como velocidades de propagación de 
ondas  en  sólidos,    evaluación  de  la  energía  cinética  en  un  cuerpo  agrietado  y 
velocidades  límite  de propagación de grietas  ( Mott  (1948), Roberts  y Wells  (1954)  y 
Stroh (1957), respectivamente). 

Se han desarrollado métodos numéricos para la solución de problemas en dinámica de 
la fractura y específicamente para aquellos relacionados con la interacción de ondas en 
medios agrietados. Estos métodos han servido para simular componentes o sistemas 
agrietados. Chen (1975) fue quién inicialmente aplicó el método de diferencias finitas a 
problemas  de  propagación  de  ondas  en medios  agrietados.  En  su  trabajo  reporta  la 
solución  del  problema  de  una  placa  con  dimensiones  finitas,  que  posee  una  grieta 
central, sujeta a una carga de tensión. Chen comparó sus resultados con los reportados 
por Baker (1962), quién solucionó analíticamente el mismo problema pero formulado en 
un medio infinito. 

En este  trabajo se modela el  fenómeno de propagación de ondas  tomando en cuenta 
una  configuración  estratificada  de  sólido  y  líquido,  utilizando  le  técnica  de  las 
diferencias  finitas  y  transformadas  de  Fourier  para  una  mejor  aproximación  de  las 
derivadas,  se  modela  también  una  grieta  dentro  de  la  estratigrafía  para  conocer  los 
efectos  de  propagación  y  comportamiento  que  se  tiene  en  la  configuración  (estrato 
sólido –  estrato  líquido –  estrato  sólido)  debido a  la presencia  de esta discontinuidad 
(grieta).
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1.5  OBJETIVO. 

Implementación de un modelo numérico que determine la propagación de ondas en un 
medio elástico, inmerso en un semiespacio infinito agrietado,  basado en el método de 
diferencias finitas. 

1.6 METAS. 

  Resolver  las  ecuaciones  de  la  elasticidad  dinámica  utilizando  métodos 
numéricos. 

  Implementación de una malla alternada a través del método de diferencias finitas 
para lograr la discretización  del modelo. 

  Introducir una grieta en el modelo para observar la propagación de las ondas y 
su comportamiento 

  Realizar el modelo computacional del fenómeno de la propagación de ondas en 
un medio agrietado. 

1.7 JUSTIFICACIÓN. 

El fenómeno de la propagación de ondas y su difracción son centrales en el mundo que 
nos rodea, estos fenómenos implican muchas interacciones y por ello las observaciones 
suelen  complicarse.  Para  lograr  un  entendimiento  de  una  forma  más  amplia  se 
implementará el estudio de la propagación de ondas elásticas. 

Una de estas interacciones nos la representa el fenómeno de la propagación de ondas 
en  medios  con  discontinuidades  (grietas),  las  cuales  se  presentan    en  materiales 
elásticos (suelo), las cuales provocarán fenómenos de dispersión y difracción de estas 
ondas. El estudio de estos fenómenos nos proporciona la caracterización del medio, así 
como su comportamiento ante la presencia de estas irregularidades. 

Se  utilizará  el  método  de  diferencias  finitas  para  modelar  el  medio  en  estudio  (3 
estratos),  y observar  la propagación de  las ondas que se dan en  los cuatro ejemplos 
propuestos, además se introducirá una grieta para observar la modelación del problema 
con esta clase de discontinuidad en el sistema propuesto.
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1.8 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Se presenta un sistema de tres estratos (sólido – líquido – sólido) el cual será sometido 
a una excitación (Pulso de Ricker) para tener la propagación de ondas que se tiene en 
el sistema con estas características, así mismo es introducida una grieta para conocer 
el comportamiento de la propagación de las ondas cuando estas se encuentran con la 
grieta. 

Fig. I.1 Modelo del problema 

Los  modelos  de  propagación  de  los  cuatro  ejemplos  propuestos  y  comentarios  se 
presentan en el capítulo 4. 

H1  H2  H3 

Fuente del Disparo 

Grieta 

1  2  3 

1)  Estrato 
Sólido 

2)  Estrato 
Líquido 

3)  Estrato 
Sólido 

s.e
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1.9 GENERALIDADES. 

Una onda (ver anexo 1) es una perturbación que se propaga desde el punto en que se 
produjo hacia el medio que rodea ese punto. Las ondas materiales requieren un medio 
elástico para propagarse. El medio elástico se deforma y se recupera vibrando al paso 
de la onda. 

Una onda transporta energía y cantidad de movimiento pero no transporta materia. En 
función del tipo de soporte que requieren para su propagación las ondas se clasifican 
en mecánicas  y  electromagnéticas.  Las mecánicas  requieren  un medio  elástico  para 
propagarse y las electromagnéticas no, se pueden propagar en el vacío. 

Una onda longitudinal es aquella en la que el movimiento de oscilación de las partículas 
del  medio  es  paralelo  a  la  dirección  de  propagación  de  la  onda.  Las  ondas 
longitudinales (ondas P),  reciben  también el nombre de ondas de presión u ondas de 
compresión. Algunos ejemplos que de ondas  longitudinales son el sonido y  las ondas 
sísmicas de tipo P generadas en un terremoto. 

Las ondas P, son ondas longitudinales o de compresión, lo cual significa que el medio 
en que se propagan (suelo) es alternadamente comprimido y dilatado en la dirección de 
la  propagación.  Estas  ondas  generalmente  poseen  una  velocidad  1.73  veces  de  las 
ondas S y pueden viajar a través de cualquier tipo de material. Las velocidades típicas 
son 330 m/s en el aire, 1450 m/s en el agua y cerca de 5000 m/s en el granito. 

Las  ondas  transversales  (ondas  S),  son  aquellas  que  propagarse,  las  partículas  del 
medio en que se dispersan se mueven transversalmente en la dirección de propagación 
de  la  onda.  Un  ejemplo  de  ello  son  las  ondas  en  el  agua  ya  que  avanzan  en  una 
dirección sobre  la superficie del agua, las partículas suben y bajan. Al igual  las ondas 
electromagnéticas en este sentido no hay medio de propagación  (puede ser el  vacío) 
sin  embargo  los  campos  eléctricos  y  magnéticos  oscilan  perpendicularmente  a  la 
dirección de la propagación, es decir, transversalmente. 

Las ondas S o de corte,  lo cual significa que el medio en que se propagan (suelo) es 
desplazado perpendicularmente a la dirección de propagación alternadamente hacia un 
lado y hacia el otro. 

Las ondas S pueden viajar únicamente a través de sólidos debido a que los líquidos no 
pueden soportar esfuerzos de corte. Su velocidad es alrededor de 58% de  la de una 
onda P para cualquier material sólido. Usualmente la onda S tiene mayor amplitud que 
la P y se siente más fuerte que ésta. 

Es  por  ello,  que  desarrollar  herramientas  que  permiten  evaluar  este  tipo  de  efectos, 
tiene una gran importancia a la fecha. 

Una vez planteado  lo que contiene el presente  trabajo, es necesario conocer la  teoría 
del  fenómeno  de  la  propagación  de  ondas,  así  como  algunos  de  los  temas  mas 
importantes que hacen posible un entendimiento de una mejor  forma,  todo esto se ve 
en el capítulo 2.
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CAPÍTULO 2 

TEORÍA DE LA ELASTICIDAD Y DE LA PROPAGACIÓN DE ONDAS EN 
MEDIOS ELÁSTICOS. 

Se presenta  la  formulación matemática para  resolver el  fenómeno de propagación de 
ondas, basándose en la mecánica del medio continuo, analizando las ecuaciones de la 
elasticidad, leyes de movimiento y ecuaciones de propagación de ondas.
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2.1 Fundamentación teórica. 

La  elasticidad  (ver  Hughes  1983),  es  parte  de  la  mecánica  de  sólidos  deformables. 
Tanto la  teoría de la elasticidad (TE) como  la mecánica de sólidos (MS) deformables, 
describe la deformación y movimiento  de un sólido o fluido como respuesta a fuerzas 
exteriores. La diferencia entre la TE y la MS es que la primera sólo trata sólidos donde 
las deformaciones juegan un papel mucho muy importante. 

La propiedad elástica de los materiales está relacionada, como se ha mencionado, con 
la capacidad de un sólido a sufrir transformaciones. Cuando se presenta que sobre un 
sólido actúan fuerzas exteriores y éste pierde su forma original, se producirá un trabajo 
que se almacenará en el cuerpo en forma de energía potencial elástica y por tanto se 
producirá un aumento de  la energía interna. El sólido se comportará elásticamente, si 
este incremento de energía puede realizarse de forma reversible, en este caso decimos 
que el sólido es elástico. 

2.2 Teoría de la Elasticidad Lineal 

Un  caso  particular  de  sólido  elástico  se  presenta  cuando  los  esfuerzos  y  las 
deformaciones  están  relacionadas  linealmente,  mediante  la  siguiente  ecuación 
constitutiva: 

(2.1) 

cuando eso sucede decimos que tenemos un sólido elástico lineal. Por lo que, la teoría 
de  la elasticidad  lineal  representa el estudio de sólidos elásticos  lineales sometidos a 
pequeñas  deformaciones  de  tal  manera  que  los  desplazamientos  y  deformaciones 
sean "lineales" (es decir, que las componentes del campo de desplazamientos u sean 
aproximadamente una combinación  lineal de  las componentes del  tensor deformación 
del sólido). En general un sólido elástico lineal sometido a grandes desplazamientos no 
cumplirá esta condición. Por tanto la teoría de la elasticidad lineal sólo es aplicable a: 

• Sólidos elásticos lineales, en los esfuerzos y deformaciones están relacionadas 
linealmente (linealidad material). 

• Deformaciones  pequeñas,  en  ese  caso  las  deformaciones  y  desplazamientos 
están relacionados linealmente. En el caso contrario puede usarse el  tensor  de 
deformación  lineal  de  GreenLagrange  para  representar  el  estado  de 
deformación no lineal de un sólido ( no linealidad geométrica).
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Debido a los pequeños desplazamientos y deformaciones a los que son sometidos los 
cuerpos,  se  usan  las  siguientes  simplificaciones  y  aproximaciones  para  sistemas 
estables: 

• Los esfuerzos se relacionan con las superficies no deformadas 
• Las condiciones de equilibrio se presentan para el sistema no deformado 

Para  determinar  la  estabilidad  de  un  sistema  se  deben  presentar  las  condiciones  de 
equilibrio para el sistema deformado. 

Por  otra  parte  (2.1)  también  llamada  ecuación  constitutiva  Lamé  –  Hooke,  se  puede 
presentar como el caso de un problema unidimensional, entonces, σ = σ11, ε = ε11, C11 = 
E y la ecuación anterior se reduce a: 

(2.2) 

donde E es el módulo de elasticidad longitudinal o módulo de Young. Para caracterizar 
el  comportamiento  de  un  sólido  elástico  lineal  e  isótropo  se  requieren  además  del 
módulo de Young (2.9) otra constante elástica,  llamada coeficiente de Poisson (ν) y el 
coeficiente de  temperatura (α). Por otro  lado,  las ecuaciones de Lamé para un sólido 
elástico  lineal  e  isótropo  pueden  ser  deducidas  del  teorema  de  RivlinEricksen,  que 
pueden escribirse en la forma: 

( ) ( ) T 
E  zz yy xx xx ∆ + + − = α σ σ υ σ ε  1  (2.3) 

( ) ( ) T 
E  zz xx yy yy ∆ + + − = α σ σ υ σ ε  1  (2.4) 

( ) ( ) T 
E  yy xx zz zz ∆ + + − = α σ σ υ σ ε  1  (2.5) 

( ) 
G E 
xy 

xy xy  2 
1 σ 

σ υ ε = 
+ 

= (2.6) 

( ) 
G E 
yz 

yz yz  2 
1 σ 

σ υ ε = 
+ 

= (2.7) 

( ) 
G E 
xz 

xz xz  2 
1 σ 

σ υ ε = 
+ 

= (2.8)
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Ciertos  materiales  muestran  un  comportamiento  sólo  aproximadamente  elástico, 
mostrando por ejemplo variación de la deformación con el tiempo o fluencia lenta. Estas 
deformaciones  pueden  ser  permanentes  o  tras  abandonar  el  cuerpo  pueden 
desaparecer  (parcial  o  completamente)  con  el  tiempo.  Además  algunos  materiales 
pueden presentar plasticidad, es decir pueden llegar a exhibir pequeñas deformaciones 
permanentes,  sin  embargo  las  ecuaciones  anteriores  constituyen  una  buena 
aproximación al comportamiento de estos materiales. 

2.2.1 Esfuerzo 

Las  fuerzas  que  actúan  sobre  un  cuerpo  material  pueden  ser  de  dos  tipos.  Las  del 
primer  tipo  surgen  en  el  seno  del  material  y  son  proporcionales  a  la  masa  de  la 
sustancia (por ejemplo gravedad, fuerza centrífuga, fuerza magnética). Estas fuerzas se 
conocen  como  fuerzas  másicas  y  se  miden  en  unidades  de  fuerza  por  unidad  de 
volumen. Las del segundo tipo se conocen como fuerzas de superficie, actúan sobre la 
superficie del cuerpo y se miden en unidades de fuerza por unidad de superficie. Esta 
fuerza por unidad de superficie se denomina esfuerzo  y da una medida de la intensidad 
de la reacción del material que se apoya sobre un lado de la superficie (ver Fig.II.1). 

Figura II.1. Representación de esfuerzos en un volumen elemental (Fung 1977). El primer subíndice indica la cara del 
paralepípedo  rectangular  en  la  que  actúa  el  esfuerzo  y  el  segundo  la  dirección  de  dicho  esfuerzo.  Las  caras 
indicadas  son  positivas  y  los  esfuerzos  representados  tienen  direcciones  positivas.  En  las  caras  negativas,  los 
esfuerzos positivos tendrán direcciones contrarias. 

En el tensor de esfuerzos (Fung, 1977), los esfuerzos normales están contenidos en la 
diagonal  principal,  mientras  que  en  la  triangular  superior  e  inferior  se  localizan  los 
esfuerzos de cortante, así, se tiene: 

σzz 

σzy σzx 

σxx σxy 

σxz 

σyz 

σyy 

σyx 

z 

y 

x
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zz zy zx 

yx yy yx 

xz xy xx 

ij 

σ σ σ 
σ σ σ 
σ σ σ 

σ 

(2.9) 

Donde  ij σ = tensor de esfuerzos,  xx σ = fuerzas lado x,  yy σ = fuerzas lado y,  zz σ = fuerzas 

lado z. 

2.2.2 Tracción 

La  tracción  en  un  punto  se  define  como  el  límite  de  la  fuerza  aplicada  sobre  una 
pequeña región sobre un plano π que contenga al punto (ver figura II.2) dividida entre el 
área de  la  región, es decir,  la  tensión es la  fuerza aplicada por unidad de superficie y 
depende del punto elegido, del estado de esfuerzos del  sólido y de  la orientación del 
plano escogido para calcular el límite. La normal al plano escogido nπ y la tensión tπ en 
un punto están relacionadas por: 

∧ 
n 

π 

P 

Figura II.2. Tracción. 

Y se puede considerar mediante la siguiente expresión: 

(2.10) 

donde Τ es el llamado tensor tensión, también llamado tensor de tensiones, que fijada 
una base vectorial ortogonal viene representado por una matriz simétrica 3x3:
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(2.11) 

donde la primera matriz de la ecuación de (2.11) es la forma común de escribir el tensor 
de esfuerzos en física y la segunda forma usa las convenciones comunes en ingeniería. 
Dada  una  región  en  forma  de  ortoedro(ver  Fig.  II.1)  con  caras  paralelas  a  los  ejes 
coordenados  situado  en  el  interior  un  sólido  elástico,  las  componentes  σxx,  σyy  y  σzz 
producen  los  cambios  de  longitud  en  las  tres  direcciones,  pero  no  distorsionan  los 
ángulos del ortoedro, mientras que  las componentes σxy, σyz  y σzx  están relacionadas 
con la distorsión angular que convertiría el ortoedro en un paralelepípedo. 

2.2.3 Deformación 

En la teoría lineal de la elasticidad  la pequeñez de las deformaciones es una condición 
necesaria para asegurar que existe una relación lineal entre los desplazamientos y las 
deformaciones. Normalmente, se le llama deformación al cambio de longitud entre dos 
puntos  (L)  de  un  cuerpo  cuando  se  somete a  un estado   de  esfuerzos;  sin  embargo, 
este  cambio  de  longitud  no  es  una  medida  propia  de  la  deformación,  ya  que  es 
dependiente de la longitud misma. Para eliminar esta dependencia debe normalizarse al 
cambio de longitud con la longitud inicial, es decir: 

i 

i f 

L 
L L 

e 
− 

= 
(2.12) 

donde  f L  es la longitud final,  i L  es la longitud inicial y  e  es la deformación unitaria. 

Bajo esas condiciones  la deformación puede  representarse adecuadamente mediante 
el tensor deformación infinitesimal(véase 2.14) que viene dada por: 

(2.13) 

Los  componentes  de  la  diagonal  principal  contienen  los  alargamientos  (dilataciones), 
mientras que el resto de los componentes del tensor son los medios desplazamientos. 
Las  componentes  están  linealmente  relacionadas  con  los  desplazamientos  mediante 
esta relación:
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(2.14) 

analizando (2.14), se tiene lo siguiente: 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

Donde: 

representa  el  campo  vectorial  de 
desplazamientos del cuerpo, es decir, la diferencia entre la posición final e inicial 
de cada punto y x1  = x, x2  = y y x3  =  z son  las coordenadas  tomadas sobre  la 
forma geométrica original del cuerpo. 

son  las coordenadas de cada punto material del 
cuerpo. 
εi,  representa  los cambios relativos de  longitud en la dirección i, dirección dada 
por  el  eje  Xi).  La  suma  ε11+ε22+ε33  es  igual  al  cambio  de  volumen  relativo  del 
cuerpo. 

2.2.4 Ecuaciones de equilibrio 

Equilibrio interno del sólido. 

Cuando las deformaciones no varían con el tiempo, el campo de esfuerzos dado por el 
tensor  de  esfuerzos  representa  un  estado  de  equilibrio  con  las  fuerzas  de  volumen 
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1 
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b  =  (bx,by,bz)  en  todo  punto  del  sólido,  lo  cual  implica  que  el  campo  de  esfuerzos 
satisface estas condiciones de equilibrio: 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

Equilibrio en el contorno 

Además de las últimas ecuaciones deben cumplirse las condiciones de contorno, sobre 
la superficie del sólido, que relacionan el vector normal a la misma n = (nx,ny,nz) (dirigido 
hacia el exterior) con las fuerzas por unidad de superficie que actúan en el mismo punto 
de la superficie f = (fx,fy,fz): 

x z xz y xy x xx  f n n n = + + σ σ σ (2.24) 

y z yz y yy x yx  f n n n = + + σ σ σ (2.25) 

z z zz y zy x zx  f n n n = + + σ σ σ (2.26) 

Teniendo  el  estudio  de  las  ecuaciones  (2.21  a  2.26),  se  dice  que  el  sistema  se 
encuentra en equilibrio y el contorno del mismo cumple con las condiciones para poder 
analizar las ecuaciones de movimiento. 

2.2.5 Ecuaciones de Movimiento. 

Por lo anterior se plantean las ecuaciones de movimiento que serán: 

( ) ( )  x x  x 
f x f x f ∆ 

∂ 
∂ 

+ = ∆ + (2.27) 

( ) ( )  y y  y 
f y x f y x f ∆ 

∂ 
∂ 

+ = ∆ +  , ,  (2.28) 

( ) ( )  r d f z y x f z y x f  z y x  . , , , , ∇ + = ∆ + ∆ + ∆ + (2.29)
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( ) ( )  z z  z 
f z y x f z y x f ∆ 

∂ 
∂ 

+ = ∆ +  , , , ,  (2.30) 

Por lo tanto las fuerzas que actúan a lo largo de x y y en el elemento dx , dy , dz , que 
se muestra en la Fig. (II.1) son: 

z x y 
y 

z x z y x 
x 

z y  yx 
yx yx 

xx 
xx xx ∆ ∆  

 

 
  
 

 
∆ 

∂ 

∂ 
+ + ∆ ∆ − ∆ ∆  

 

 
 
 

 ∆ 
∂ 

∂ 
+ + ∆ ∆ − 

σ 
σ σ 

σ 
σ σ (2.31) 

Lado X  Lado Z 

z y x 
t 
ux z y x x F x y z 

z 
x y  zx 

zx zx ∆ ∆ ∆ 
∂ 

∂ 
= ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆  

 
 

 
 
 ∆ 

∂ 
∂ 

+ + ∆ ∆ −  2 

2 

ρ 
σ 

σ σ (2.32) 

Lado z  Fuerza de cuerpo  Fuerza de inercia 

donde decimos que el lado X y  Z están representadas como fuerzas de corte. 

Simplificando  la  siguiente  ecuación,  se  llega  a  la  segunda  ley  de  Newton  la  cual 
establece que  ma F = . Al expresarse la ecuación en notación tensorial, y considerando 
la suma sobre índices repetidos, se tiene: 

3 3 2 2 1 1 1  b a b a b a b a  i + + = (2.33) 

Por otra parte, las fuerzas por unidad de volumen  son: 

2 

2 

t 
u 

F 
x  i 
j 

ij 

∂ 

∂ 
= + 

∂ 

∂ 
ρ 

σ 
(2.34) 

donde  es  la  divergencia  del  tensor  de  esfuerzos, ρ =  densidad  de masa,  = 

coordenadas espaciales,  = fuerza de cuerpo,  i u  = desplazamiento (generalmente se 
emplea  u  para referirse al movimiento en el eje  x ,  v  para el movimiento en el eje  y , y 
w  para el movimiento en el eje z en el sistema cartesiano), y se utiliza la convención de 
que índices repetidos se suman.
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La  segunda  ley  de  Newton  puede  ser  escrita  en  términos  de  los  desplazamientos 
utilizando  la  ley de Hooke que establece que  las deformaciones son proporcionales a 
los esfuerzos que las producen, esto es: 

ij ij ll ij µε δ λε σ  2 + = (2.35) 

donde λ  y µ son  las constantes de Lamé, específicamente  es el módulo de rigidez 
cortante del suelo,  ij es la delta de Kronecker que toma el valor de 1 si  i = j y 0 si i ≠ j; 

ij ε es el tensor de deformaciones infinitesimales. 

Al sustituir el tensor de deformaciones en la ley de Hooke se obtiene 

( )  2 

2 

2 
t 
u f 

x 
i 

i ij ij ll 
j ∂ 

∂ 
= + + 

∂ 
∂ ρ µε δ λε (2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

Simplificando, se reduce a: 

(2.39) 

que se puede expresar igualmente, en la forma vectorial: 

(2.40) 

( ) ( ) u u u × ∇ × ∇ − ∇ ∇ = ∇  . 2  (2.41)
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2.2.6 Ecuación de Navier. 

Se trata de un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales que describen 
el movimiento  de  un  fluido.  Con  base  en  las  deducciones  anteriores,  la  ecuación  de 
Navier se expresa como: 

( )  2 

2 

. 2 
t 
u f u u 

∂ 
∂ 

= +  
 
 

 
 
 × ∇ × ∇ −  

 
 

 
 
 ∇ ∇ + 

→ 
→ → → 

ρ µ µ λ 2.42) 

Considérese  la  ecuación  de  Navier  (2.42)  ,  si  el  campo  de  desplazamiento ( ) t x u  , 
satisface  la ecuación (2.38) así  como  la  fuerza de cuerpo  y  los valores  iníciales de 

se expresan en términos de potenciales de Helmholtz (nos representará un tiempo 
independiente de la ecuación original, resultados de aplicar la técnica de separación de 
variables para reducir la complejidad del análisis) , mediante: 

ψ φ × ∇ + ∇ = u  (2.43) 

( )  B A x u × ∇ + ∇ = 0 ,  (2.44) 

( )  D C x u × ∇ + ∇ = 0 , .  (2.45) 

con las condiciones  , entonces existen  con las propiedades 
siguientes: 

ψ φ × ∇ + ∇ = u  (2.46) 

(2.47) 

2 

2 
2 2 

t ∂ 
∂ 

= + ∇ 
φ 

ρ 
φ 

φ α ; donde 
ρ 

µ λ α  2 + 
= (2.48) 

2 

2 
2 2 

t ∂ 
∂ 

= + ∇ 
ψ 

ρ 
ψ 

ψ β ; donde 
ρ 
µ β = (2.49) 

a  esto  se  le  conoce  como  el  teorema  de  Lamé  (véase  2.35).  En  la  ecuación 
anterior  son  llamados  los  componentes  de  onda  P  y  de  onda  S, 
respectivamente, del campo de desplazamiento.
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Entonces (2.49) se puede expresar como: 

→ → → 

× ∇ × ∇ −  
 
 

 
 
 ⋅ ∇ ∇ = ∇  u u u 2  (2.50) 

( )  2 

2 
2 . 

t 
u f u u 

∂ 
∂ 

= + ∇ +  
 
 

 
 
 ∇ ∇ + 

→ → → 
ρ µ µ λ (2.51) 

O bien: 

( )  2 

2 

. 2 
t 
u f u u 

∂ 
∂ 

= + × ∇ × ∇ −  
 
 

 
 
 ∇ ∇ + 

→ → → 
ρ µ µ λ (2.52) 

En ausencia de fuerzas de cuerpo (  se tendrá que: 

ψ φ × ∇ + ∇ = u  (2.53) 

Es  solución  de  la  ecuación  de Navier  si  son  soluciones  de  las  ecuaciones  de 
onda. 

Considerando que el movimiento se produce sin rotación de partículas, de manera que 
el rotacional que aparece en la ecuación se anula, se obtiene que: 

u × ∇ = 0, y  , por lo que:  0  0 

( )  2 

2 

. 2 
t 
u f u u 

∂ 
∂ 

= +  
 
 

 
 
 × ∇ × ∇ −  

 
 

 
 
 ∇ ∇ + 

→ 
→ → → 

ρ µ µ λ (2.54) 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

Esto nos dará: 

2 

2 

2 
2 

2 

2 

2 
2  1 1 

t t 
u u 

∂ 
∂ 

= ∇ ⇒ 
∂ 
∂ 

= ∇ φ 
α 

φ 
α 

(2.58)
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donde α es  la  velocidad  de  propagación  de  las  ondas  de  compresión,  también 
llamadas como ondas P. En este caso el campo de desplazamientos es paralelo a la 
dirección en la que se propaga la onda. 

cuando  = 0,  de la ec. (2.52), por lo tanto se tiene que: 

0  0 

( )  2 

2 

. 2 
t 
u f u u 

∂ 
∂ 

= +  
 
 

 
 
 × ∇ × ∇ −  

 
 

 
 
 ∇ ∇ + 

→ 
→ → → 

ρ µ µ λ (2.59) 

(2.60) 

(2.61) 

2 

2 

2 
2  1 

t 
u u 

∂ 
∂ 

= ∇ 

→ 
→ 

β 
(2.62) 

Las ecuaciones anteriores darán como resultado la siguiente expresión: 

2 

2 

2 
2  1 

t ∂ 
∂ 

= ∇ 

→ 
→ ψ 

β 
ψ (2.63) 

donde β es la velocidad con la que se van a propagar las ondas de corte, estas son 
las denominadas ondas S,  también  llamadas ondas secundarias o de cizalla. En esta 
ecuación  el  vector  de  desplazamiento  es  normal  a  la  dirección  de  propagación.  Este 
tipo de ondas se clasifican según su polarización en ondas SH   y ondas SV(ver 2.3), 
ambas contenidas en el plano perpendicular a la dirección de propagación del frente de 
ondas. Las ondas SH están polarizadas en el plano horizontal,  y  las ondas SV están 
polarizadas en el plano vertical.
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2.3 Ecuaciones de  Ondas P  SV 

El caso PSV consiste en un problema que presenta cierto grado de dificultad debido a 
que se trata de un problema vectorial. 

Figura II.3 La onda S y sus componentes SV y SH. 

Como  en  (II.3),  el  movimiento  se  desarrolla  en  el  plano  XZ,  mientras  no  existe 
desplazamiento en la dirección Y. teniendo presente estas premisas, se pueden escribir 
las ecuaciones que rigen el problema PSV en la representación de desplazamientos en 
coordenadas cartesianas, como: 

(2.64) 

(2.65) 

y  las ecuaciones de onda que deben ser satisfechas por  los potenciales serán, en el 
caso de las ondas P: 

(2.66) 

y 

(2.67)
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para las ondas S. (en este caso  pues  ). Se tiene que: 

z x 
u 

∂ 
∂ 

− 
∂ 
∂ 

= ψ φ (2.68) 

x z 
u 

∂ 
∂ 

− 
∂ 
∂ 

= ψ φ (2.69) 

los  componentes  del  tensor  esfuerzo  que  al  ser  evaluado  en  la  libre  no  nos 
proporcionara valores significativos, deben anularse y esto nos dará como resultado las 
siguientes expresiones: 

(2.70) 

(2.71) 

ya que  = 0 

En este capitulo se planteó la teoría que abarca al fenómeno de propagación de ondas, 
así  como  de  las  formulas  para  resolverlo  de  forma  analítica,  se  estudiaron  las 
ecuaciones  de  esfuerzo,  deformación,  tracción  para  emplearlas  en  las  ecuaciones 
constitutivas de LaméHooke y poder  llegar a  la  formula de Navier  (ondas), que es  la 
ecuación que nos describe el fenómeno de propagación. 

Teniendo la formula de Navier,, en el capítulo 3 se empleará el método de diferencias 
finitas  para obtener una discretización, para ello se utilizará una malla de tipo alternada 
para las configuraciones. 

Las  condiciones  de  contorno  y  de  bordes  del  sistema  también  serán  descritos  y 
analizados en la siguiente parte del trabajo.
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CAPÍTULO 3 

PROPAGACIÓN DE ONDAS MEDIANTE EL MÉTODO DE DIFERENCIAS 
FINITAS 

Se  presenta  la  formulación    del  fenómeno  de  propagación  de  ondas  mediante  los 
esquemas  del  Método  de  diferencias  finitas,  el  cual  permitirá  la  aproximación  de  las 
derivadas del análisis numérico para  la  resolución de  las ecuaciones diferenciales del 
medio continuo y poder realizar la caracterización (propagación) del fenómeno.



3.1 Método de diferencias finitas 

Muchos de  los problemas  físicos que nos rodean en nuestra vida se rigen según una 
ecuación diferencial. Este tipo de ecuaciones presentan dificultad para ser resueltas de 
una  manera  analítica.  El  método  de  diferencias  finitas  (Luzón  2005)  usa  esta  razón 
como  una  característica  principal,  es  decir  nos  aporta  una  solución  en  este  tipo  de 
problemas con geometrías complejas. 

Una de las geometrías nos la proporciona el  fenómeno de la propagación de ondas en 
medios con discontinuidades (grieta) ya que las ecuaciones y la modelación varía con 
respecto  a  las  demás,  por  lo  que  este  trabajo  proporcionará  un  desarrollo  de  este 
método  vinculado  a  resolver  la  ecuación  de  propagación  de  ondas  mediante  esta 
técnica. 

El proceso para la aplicación del método será: 

1)  Aproximación de  las  derivadas de  las  ecuaciones que  rigen el  comportamiento 
del problema mediante esquemas de diferencias finitas. 

2)  Discretización del dominio del problema mediante una malla. 

Se pueden clasificar los métodos de diferencias finitas según el tipo de discretizado que 
se emplea, es decir: métodos de mallado regular o métodos de mallado  irregular. Los 
primeros  son  aquellos  que  conllevan  la  resolución  de  un  sistema  de  ecuaciones, 
mientras  que  los  de mallado  irregular  evitan  la  resolución  de  sistemas  y  permiten  el 
cálculo de la solución de una manera iterativa. 

También  nos  podemos  encontrar    con  diferentes  tipos  de  mallas,  las  mallas 
convencionales y las mallas desplazadas. La malla convencional se suele emplear con 
datos dados como desplazamientos, mientras que la malla desplazada se emplea con 
formulaciones en términos de desplazamientosesfuerzos o velocidadesfuerzos. 

3.2 Formulación pseudo espectral. 

También  llamado  método  de  Fourier,  las  ecuaciones  de  derivadas  espaciales  de  las 
ecuaciones  diferenciales  son  evaluadas  a  lo  largo  de  una  fila  o  una  columna  de  la 
malla,  en  un  tiempo  dado,  mientras  que  las  derivadas  temporales  son  calculadas 
mediante el método de diferencias finitas. 

Para esta formulación se toma como base las ecuaciones de equilibrio en términos de 
velocidades (J.J. Pérez Gavián E., Martha Suárez, Esteban Flores y José Francisco Sánchez Sésma), las cuales son: 

u f 
y x  x 
xy xx  & ρ = + 

∂ 
σ ∂ 

+ 
∂ 
σ ∂ (3.1)
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v f 
y x  y 
yy yx  & ρ = + 

∂ 
σ ∂ 

+ 
∂ 
σ ∂ 

(3.2) 

tomando  la  derivada  con  respecto  al  tiempo,  de  la  ley  de Hooke,  se  tiene  la  relación 
constitutiva en términos de velocidades y esfuerzos: 

Aplicando la Ley Hooke, se tiene: 

ij ij kk ij ij  m + + = µε ε λδ σ  2  (3.3) 

ij 
j 

i 

i 

j 

xk 

uk 
ij ij  m 

y 
u 

x 
u 

+  
 
 

 
 
 
 

 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
+ 

∂ 
∂ 

= µ λδ σ (3.4) 

xx xx xx  m 
x 
u 

y 
v 

x 
u 

+ 
∂ 
∂ 

+ 
  
 

 

 

  
 

 

 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

= µ λδ σ  2  (3.5) 

(3.6) 

Con lo anterior se tiene la siguiente ecuación: 

( )  xx 
xx  m 

y 
v 

x 
u 

t 
. 

. . 

2 + 
∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

+ = 
∂ 

∂ λ µ λ 
σ 

(3.7) 

Por lo que para 
t 
yy 

∂ 
∂ 

σ 
y 

t 
xy 

∂ 
∂ 

σ 
nos queda: 

( )  yy 
yy  m 

x 
u 

y 
v 

t 
. 

. . 

2 + 
∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

+ = 
∂ 

∂ λ µ λ 
σ 

(3.8) 

xy 
xy  m 

x 
v 

y 
u 

t 
. 

. . 

+ 
∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

= 
∂ 

∂ µ µ 
σ 

(3.9) 

Donde  xx m &  ,  yy m &  y  xy m &  son  derivadas  de  esfuerzo  con  respecto  al  tiempo  y  que 
pueden utilizarse para representar a la fuente (Pulso de Ricker). 

xx xx  m 
x 
u 

y 
v 

x 
u 

+ 
∂ 
∂ 

+   
 

 
  
 

 
∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

= µ λ σ  2



CAPÍTULO 3 

27 

3.3 Formulación matemática mediante el método de diferencias finitas. 

Las derivadas en el  tiempo pueden escribirse en un esquema centrado de diferencias 
finitas como: 

t 

k k k  u u 
t 
u 

∆ 
− 

=  
 
 

 
 
 

∂ 
∂ − + ½ ½  & & & 

(3.10) 

t 

k k k  v v 
t 
v 

∆ 
− 

=  
 
 

 
 
 

∂ 
∂ − + ½ ½  & & & 

(3.11) 

t 

k 
xx 

k 
xx 

k 
xx 

t ∆ 
− 

=  
 

 
 
 

 
∂ 

∂ + + σ σ σ  1 ½ 

(3.12) 

t 

k 
yy 

k 
yy 

k 
yy 

t ∆ 

− 
=   

 

 
  
 

 
∂ 

∂ + + σ σ σ  1 ½ 

(3.13) 

t 

k 
xy 

k 
xy 

k 
xy 

t ∆ 

− 
=   

 

 
  
 

 
∂ 

∂ + + σ σ σ  1 ½ 

(3.14) 

Una vez teniendo las configuraciones en diferencias finitas, podemos 

aplicar  la discretización del dominio del tiempo mediante una malla 

como lo muestra la siguiente figura.
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x 

Figura III.1 Esquema de malla alternada en espacio y tiempo: el esquema muestra la posición espacial solamente, la 
posición en el tiempo de cada elemento de la malla se indique en la parte derecha del esquema 

Cabe destacar  que  los  puntos  del  espacio están dados por  los  índices  i,  j  (Fig.  III.1), 
donde  j  será  el  índice  para  el  eje  X  e  i  lo  será  para  el  eje  Y.  El  sentido  de  la 
discretización  con  respecto  al  tiempo  se  da  mediante  t K t k ∆ = las  cuales  se  irán 
actualizando  (pasos de  tiempo)  dependiendo    de  las derivadas  que  se  calculen  tanto 
para las componentes de los esfuerzos como de las velocidades (ver 3.31 y 3.32). 

Cada  celda  o  espacio  contendrá  las  constantes  homogéneas    de  un  material 
homogeneo, caracterizado por la densidad ( ρ ) y las constantes de Lamé ( λ y µ ), las 
cuales también dependerán de i, j. 

Las propiedades del material se definen entre los puntos de frontera y los puntos de la 
malla mediante un promedio de estos. Se tendrá que encontrar las constantes efectivas 
del material mediante promedios aritméticos de las densidades. 
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Dirección del corrimiento de 
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Al igual para una formulación en 3D, la formulación es enteramente similar. Se requerirá 
en  este  caso  una  malla  en  dirección  de  z  y  aparecerán  términos  en  posiciones 
alternadas. El nuevo esquema de la malla se muestra en la figura III.2. 

½ + k 

Tiempo

k 

Dirección del 
Corrimiento de 
la derivada espacial 

zz yy xx σ σ σ , , u &  u & 

v & 

yy xx σ σ , u &  u & 

xy σ xy σ 

j  ½ + j  1 + j 

i 

½ + i 

1 + i 

2 / x ∆  2 / x ∆ 

Para z 

Para z+1/2 

½ + k 

k 

Hacia arriba 
Hacia abajo 

w & 

j  ½ + j  1 + j 

i 

½ + i 

1 + i 

2 / x ∆  2 / x ∆ 

yz σ 

xz σ 

xz σ xz σ w & 

Figura III.2  Esquema de malla alternada en 3D.
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Sustituyendo  las  ecuaciones  (3.10)  y  (3.11) en  (3.1)  y  (3.2)  respectivamente,  pueden 
expresarse  explícitamente  las  velocidades  en  el  instante  k+½  en  términos  de 
cantidades  en  tiempos  anteriores.  Debe  entenderse  que  todas  las  cantidades  de  la 
ecuación se plantean en el mismo punto en el espacio, incluyendo el material. 
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En  forma  similar  sustituyendo  (3.12),  (3.13) y  (3.14)  en  (3.7),  (3.8)  y  (3.9),  estas  tres 
últimas planteadas  en el  tiempo k+½ se pueden  obtener ecuaciones explícitas, para 
los esfuerzos en el tiempo k+1 en términos de cantidades en tiempos previos así: 
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Las fechas que aparecen en las ecuaciones indican la dirección del corrimiento de las 
derivadas. Ver  esquema,  Fig.  III.1. α y β son  las  velocidades de propagación  de  las 
ondas P y S respectivamente. 

3.4 Análisis de Fourier. 

Para obtener las derivadas espaciales, se utiliza la transformada de Fourier, El análisis 
de Fourier (Kosloff and Baysal 1982), permite descomponer la señal, originalmente en 
el  dominio  del  tiempo,  en  una  serie  de  ondas  armónicas,  considerar  cada  onda 
armónica por separado y  luego recombinarlas. Esta metodología se usa para analizar 
los casos donde los efectos de la tierra o de un sismograma pueden ser explicados al
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filtrar  los datos. Este análisis  se  utiliza  también para  filtrar  una  señal  cuando  la parte 
que nos interesa, en el dominio del tiempo o el espacio, se traslapa con otra parte que 
no interesa. 

 Transformada de Fourier 

La transformada de Fourier (Abramowitz e Stegun, 1964) de una señal temporal permite 
expresar  a  la  señal  como  una  superposición  continua  de  señales  armónicas  de 
frecuencias variables con amplitud dependiente de cada  frecuencia. Matemáticamente 
en el dominio del tiempo, se define como: 

) (ω F  = ∫ 
∞ 

∞ − 

−  dt e t f  t iω ) (  (3.20) 

O bien, en el dominio del tiempo y espacio: 

( ) ( ) ∫ 
∞ 

∞ − 
− = dx e x f k F  ikx  (3.21) 

donde F(ω) o F(k) es la transformada de Fourier de la función f(t) o f(x). La transformada 
inversa se define como: 

∫ 
∞ 

∞ − 

= ω ω 
π 

ω d e F t f  t i ) ( 
2 
1 ) (  (3.22) 

Para  comprender  mejor  la  importancia  de  la  transformada  de  Fourier  al  analizar  las 
ondas conviene examinar los argumentos de ambas funciones,  ) (ω F  y  ) (t f  . 

Se  había  señalado  que  la  ecuación  de  onda  plana  admite  soluciones  de  la  forma 
( ) c x t f  / − , si aplicamos este corrimiento en el tiempo a la definición de la transformada 

inversa de Fourier se tiene 
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=  
 
 

 
 
 −  ) ( 
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(3.23) 

Como  ]) / [ exp(  c x t i − ω =  ) exp( ) / exp(  t i c x i ω ω − se  suele  llamar  al  primer  término 
propagador o función de transferencia. La función  ) (ω F  es la transformada de Fourier 
de la señal que perturba el medio. Existe una metodología que seguir para encontrar el 
campo de desplazamientos o esfuerzos en el medio a partir de soluciones en el dominio 
de  la  frecuencia.  Una  vez  que  se  tiene  la  función  de  transferencia,  ésta  debe
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∫ 
∞ 

∞ − 

− = τ τ τ  d t f h t f t h  ) ( ) ( ) ( * ) ( 

convolucionarse  con  la  excitación  (representada  en  el  dominio  de  la  frecuencia).  La 
convolución de funciones es un concepto matemático que se define como: 

(3.24) 

Al  aplicarse este  teorema a  la  definición  de  la  transformada de Fourier,  se encuentra 
que  si  F(ω)  y  H(ω)  son  las  transformadas  de  Fourier  de  f(t)  y  h(t)  respectivamente, 
entonces  la  convolución  de  ambas  funciones  tiene  como  transformada  de  Fourier  al 
producto F(ω) H(ω), es decir, la convolución de dos funciones en el dominio del tiempo 
se  transforma  en  una  multiplicación  (en  números  complejos)  punto  a  punto  en  el 
dominio de la frecuencia. 

Una vez hecha la convolución entre la función de transferencia y la señal de excitación, 
basta con aplicar a dicho producto la transformada inversa de Fourier, la función que se 
obtenga  será  la  respuesta  del medio  en el  punto  de  estudio,  a  este  resultado  se  les 
conoce como sismograma sintético y  representa  la  respuesta del medio en el domino 
del tiempo. 

La ecuación es: 
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3.5 Esquema en desplazamientos para el problema PSV 

Esta combinación trata de un problema vectorial, el cual puede resolverse mediante la 
aproximación de sus ecuaciones a través de un esquema de diferencias finitas. 

Para lo cual se tienen las siguientes ecuaciones: 
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Este  sistema  presenta  dos  ecuaciones  diferenciales  que  están  relacionadas  entre  si, 
mediante los desplazamientos u y w, además de derivadas de segundo orden, tanto en 
el  tiempo  como  en  el  espacio,  apareciendo  nuevas  derivadas  mixtas  (contienen  2
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variables  en  una  misma  ecuación).  Estas  derivadas  tendrán  que  ser  aproximadas 
mediante el esquema de diferencias finitas, entonces: 

( ) ( ) ( ) 
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, , ψ ψ (3.28) 

Se define una función  , x aψ φ = la cual por otro lado facilita escribir,  z x z  a  ) ( ψ φ = 

aproximando  z φ mediante este esquema de diferencias  finitas centrado de orden 1, y 
las ecuación siguiente variará con respecto de z, entonces se tendrá: 
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Ahora  buscamos  aproximaciones  para 
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φ .  Para  ello  integramos  en 

ambos miembros de la igualdad, pero en este caso se considera  a la componente z; de 
esta manera nos queda: 
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(3.30) 

Entonces  se  procederá  a  aproximar  esa  derivada  mediante  este  esquema  de 
diferencias finitas centrado, de esta forma queda: 
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Se observa que: 
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Por lo que el término de la derecha (D)  se expresa de la siguiente forma: 
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y por tanto, 
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De manera análoga 
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Si  se  sustituyen  los  valores  anteriores  de  la  ecuación  (3.29),  llegamos  al  esquema 
general en diferencias finitas para  la derivada mixta de la siguiente forma: 
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Realizando  un  cambio  de  subíndices  podemos  obtener  la  aproximación  para  la  otra 
derivada mixta, en la forma: 
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De esta manera se puede expresar el esquema de diferencias finitas para el problema 
de las ondas PSV (ver Fig.II.3) como:
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Para la componente horizontal u, y : 
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Para  la  componente  vertical  v,  donde  los  parámetros  de  Lamé  (cte.  material)  serán 
introducidos mediante medias geométricas (raíz nésima del producto de  los valores). 
Esto  se  debe  a  que  el  empleo  de  las  medias  geométricas  proporciona  mejores 
resultados  frente a  las medias aritméticas  (ver Moczo et al. 2004),  ya que nos puede 
considerar todos los valores de nuestra distribución y son menos sensibles a los valores 
extremos, situaciones que las medias aritméticas no tolerarían. 

Por  ello  definimos  a  modo  de  ejemplo  algunas  de  estas  medias  aritméticas,  las 
ecuaciones (3.41 a 3.44) 

( ) ( ) ( )  j i j i 
x 
j i  , 1 , ,  2 2 2 µ λ µ λ µ λ + ⋅ + = + + 

+ 

(3.41) 

( ) ( ) ( )  1 , , ,  2 2 2 − + ⋅ + = + 
− 

j i j i 
x 
j i µ λ µ λ µ λ (3.42) 

j i j i j i j i 
x 
j i  , 1 , 1 1 , 1 1 , 1 

4 
, − + + − + + ⋅ ⋅ ⋅ = 
+ 

λ λ λ λ λ (3.43)
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1 , 1 1 , 1 1 , 1 , 
4 

, − − + − − + ⋅ ⋅ ⋅ = 
− 

j i j i j i j i 
x 
j i µ µ µ µ µ (3.44) 

Gráficamente el esquema que se acaba de plantear quedaría de  la siguiente manera 
representada en la figura (III.3). 

Figura III.3 Esquema de discretización para el caso PSV en 2D mediante Diferencias finitas. 

Se  puede  observar  como  se  emplean  desplazamientos  tanto  horizontales  u,  como 
verticales v, en el tiempo k. Esta gráfica es válida para las dos ecuaciones (esfuerzos y 
desplazamientos), simplemente cambiando las  w u → y las  . u w→ 

3.6 Condiciones de frontera. Fronteras absorbentes 

La mayoría de los problemas que se verán son de propagación de ondas en modelos 
cuyas  dimensiones  espaciales  son  muy  grandes,  cuando  no  ilimitadas.  Se  debe 
discretizar este modelo mediante una malla, la cual viene representada por una matriz. 
En la práctica consiste en una serie de matrices de datos que albergan  los parámetros 
que caracterizan al modelo en cada punto. 

j1       j        j+1 

i 1 

i 

i +1 

k+1= ti + 1 

k1 = ti  1 

k= ti 

x 

y 

u k+1 

u k , u k1 

v k
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Se dispone de esquemas tanto para el problema SH como para el problema PSV. Con 
estos esquemas se puede aproximar la solución de la ecuación de ondas. El caso ideal 
sería que cuando las ondas incidan en los bordes (Sanchez Sesma 2004), estos actúen 
absorbiendo  en  su  totalidad  tales  ondas,  de  manera  que  simulen  la  continuidad  del 
modelo. En caso contrario, aparecerían ondas reflejadas irreales que aparecerían en la 
solución. 

Este  no  es  un  problema  sencillo  de  resolver.  Se  pueden  plantear  dos  maneras  de 
afrontar el problema. Se puede ver una representación gráfica de estos procedimientos 
en la siguiente figura (III.4). 

(a)                                                      (b) 

Figura III.4 A la izquierda bordes absorbentes  de anchura n, a la derecha bordes absorbentes mediante un solo dato. 

Otra  forma  de  solucionar  el  problema  es  emplear  una  sola  línea  de  puntos  en  los 
bordes.  Estos  puntos  (ver  figura  (III.4.  (b))  se  actualizan  en  cada  iteración,  y  actúan 
absorbiendo  la  onda  que  incide  sobre  ellos,  partiendo  de  la  hipótesis  que  no  hay 
influencias entre nodos colaterales. 

Esta  segunda  manera  de  trabajar  tiene  algunas  ventajas.  La  más  importante  es  sin 
duda, que no es necesario agrandar la matriz de forma excesiva. El agrandar el tamaño 
de las matrices, equivale a un mayor costo computacional. Y por tanto menor eficiencia 
del código computacional. 

La metodología que se va a implementar se basa en un desarrollo que tiene en cuenta 
ciertos ángulos de incidencia, ver Higdon (1991). 

De forma general, se puede plantear la representación de algunas de estas condiciones 
absorbentes de la siguiente manera, (ver Moczo et al., 2004). Para el problema en dos 
dimensiones, el desplazamiento horizontal u a lo largo del borde superior absorbente se 
calcula como; 

Zona interior 
del  modelo 

n filas 
absorbentes 

1 única fila 
absorbente 

Zona interior 
del modelo
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γ γ γ 

γ γ γ 

γ γ γ 

(3.45) 

donde la variable u representa el desplazamiento en cada caso, el superíndice indica el 
tiempo, y  los subíndices indican la posición espacial en la  rejilla, por otro  lado  ij γ son 
una serie de parámetros que definimos posteriormente (3.56). 

Para evitar las reflexiones debidas a fronteras ficticias se utiliza el método de D. Kosloff. 
En el método de Kosloff, se busca que la solución al problema sea de la forma el cual 
es un parámetro, que determina que tan rápido se disipa la respuesta. No es difícil ver 
que la expresión anterior es solución a la ecuación diferencial. 

u 
t 
u 

t 
u 

x 
u  2 

2 

2 

2 

2 
2  2 γ − 

∂ 
∂ 

γ + 
∂ 
∂ 

= 
∂ 
∂ 

β (3.46) 

que  equivale  a  que,  en  la  ecuación  de  onda,  la  derivada  con  respecto  al  tiempo  se 
reemplace por un nuevo operador de la forma: 

γ + 
∂ 
∂ 

← 
∂ 
∂ 

t t 

~ 
i.e.  2 

2 2 
2 

t 
u 

x 
u 

∂ 
∂ 

= 
∂ 
∂ 

β 
~ 

(3.47) 

si tomamos esta nueva definición de derivada, la ecuación anterior queda: 

u u 
t 

u 
t 

& & & γ + 
∂ 
∂ 

= 
∂ 
∂ ~  (3.48) 

En diferencias finitas: 

t 
u Q u Q u u 

t 
u u u 

t 

k k k k k k k 

∆ 
− = + γ + 

∆ 
− =   

 

 
  
 

 

∂ 
∂ − − + + − + − +  ½ ½ ½ ½ ½ ½ 

2 
& & & & & & 

& 
~ 

(3.49) 

donde:
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( ) 2 1  / γ ∆ + = + 
t Q 

( ) 2 1  / γ ∆ − = − 
t Q 

(3.50) 

en  forma  similar  se  pueden  representar  el  resto  de  las  derivadas. Es  evidente  que  si 
0 = γ no habrá  ningún  efecto  de  atenuación. Sustituyendo  las  nuevas definiciones  de 

derivadas  en  las  ecuaciones  (3.10)  a  la  (3.14)  como  anteriormente,  se  obtienen  las 
ecuaciones finales: 

( ) 
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Determinación del parámetro γ 

Una función que puede utilizarse para determinar γ es la siguiente, 

( ) ( ) ( ) ( )  0 1 1 1 1 γ γ + γ + γ + γ = γ − − − − y y y x x x  a c y a y a c x a x y x  / / / / ,  (3.56) 

Donde ax y ay son los  márgenes de atenuación y con valor igual a 100.
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3.7 Superficie Libre 

Cuando se produce la incidencia de las ondas sobre la superficie libre (Luzón 2005), se 
llegan a producir efectos importantes, entre ellos se dice que cuando se presenta una 
onda P, se  reflejará una onda P, pero también una onda S, y viceversa. Por lo que la 
existencia de  la superficie libre originan las llamadas ondas superficiales. La condición 
de  superficie  libre  viene  impuesta  por  la  nulidad  de  los  esfuerzos  normales  a  la 
superficie. y viene dada por la siguiente ecuación: 

( )  0 , = =  i ij j  n n u T σ (3.57) 

donde la superficie libre z= 0, con  n  vector unitario normal a la superficie. 

Para  problemas  PSV,  se  pueden  considerar  cuatro  casos  generales,  que  a 
continuación se mencionan. 

a) Superficie libre horizontal: 

(3.58) 

(3.59) 

b) Superficie libre vertical: 

(3.60) 

(3.61) 

c) Esquinas externas: 

(3.62) 

(3.63) 

d) Esquinas internas: 

(3.64)
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(3.65) 

Las  ecuaciones  generales    mencionadas  (3.58  –  3.65),  son  las  que  gobiernan  el 
comportamiento  de  la  superficie  libre.  Por  lo  que  estas  son  las  ecuaciones  que  se 
deberán  aproximar mediante esquemas de diferencias finitas. 

Posteriormente se implementa este esquema a diferencias finitas en una 

topografía arbitraria, definiendo una matriz rellena de unos  1 , ceros  0  y los contornos 

absorbentes   B  , los unos representan donde existe material y los ceros donde hay 
ausencia de los mismos, como se muestra en la siguiente figura (III.5). 

Figura III.5 Matriz de unos, ceros y puntos de las fronteras absorbentes la cual define el modelo, junto con los bordes 
absorbentes. 

La  condición  de  superficie  libre  será  la  misma  para  todos  los  casos,  diferentes 
esquemas  de  diferencias  finitas  serán  necesarios  para  asegurar  que  el  método  sea 
explícito. Por lo que se muestra  esta clasificación, en la siguiente figura (III.6).
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Figura III.6 Matriz en la que se observa una clasificación de los diferentes puntos que definen el modelo y son 
clasificados de acuerdo a la forma de la superficie libre. 

Por  lo  tanto para  tratar un esquema explícito es necesario seguir un orden de cálculo 
concreto.  Primero  se  calculan  los  puntos  interiores  1  ,  debido  a  que  los 
desplazamientos  en  estos  puntos  se  aproximan  con  los  esquemas  generales  de 
diferencias  finitas. Una  vez  que  se  tiene estos  puntos,  se  calcularán  en el  orden que 
indica  la  numeración  mostrada  en  la  Fig.  III.6,  por  lo  que  primero  será  las  esquinas 
interiores,  2  ,  3  ,  4   y 5  , después de estás, los puntos que pertenecen  a superficies 

horizontales y verticales,  2  ,  3  ,  4   y  5  ,  después las esquinas exteriores, 10  , 

11  ,12  y  13.  Es  importante  tener  presente  que  los  puntos  que  conforman  la  línea 
ficticia deben tener los mismos parámetros que los puntos del interior del modelo. 

Cada uno de los puntos de la superficie libre debe satisfacer una ecuación particular. A 
continuación  se  presenta  un  ejemplo  de  cómo  se  procede  para  aproximar  estas 
ecuaciones  en  diferencias  finitas.  En  el  caso  de  los  puntos  que  pertenecen  a  una 
superficie libre horizontal con material debajo de ella, seria de la siguiente manera: 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

Desarrollando estas ecuaciones mediante esquemas de diferencias finitas centrados de 
segundo orden que:
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(3.69) 

(3.70) 

y despejando  los desplazamientos en el punto  ,  las ecuaciones  finales para 
este tipo de puntos de la línea ficticia serán: 

(3.71) 

(3.72) 

donde los parámetros de Lamé se definen como: 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

En  la  figura  siguiente  se  presenta  el  esquema  para  las  ecuaciones  (3.70)  y  (3.72), 
dependiendo  del  desplazamiento  que  se  desee  calcular.  En  donde  se  observa  en  la 
figura para calcular un punto  6  de la línea ficticia son necesarios tres puntos internos 

1  , dos de los cuales son de superficie libre. 

Figura III.7 El punto    6  de la línea ficticia requiere para ser actualizado el desplazamiento en los tres puntos 1 
indicados mediante un color grisáceo.
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Para  este  caso  podemos  obtener  la  expresión  para  los  desplazamientos  de  los 
diferentes  tipos de puntos que forman  la  línea  ficticia. Pero una vez hecho este paso, 
nos encontramos   con un problema. Analizando el proceso nos damos cuenta de que 
existen algunos casos en los que para actualizar el desplazamiento en un punto de la 
línea  ficticia se  recurre a otros puntos que aun no han sido calculados, y por  tanto el 
esquema se vuelve implícito. Y esto no interesa, pues lo que se requiere desarrollar un 
esquema explícito,  para evitar  la  resolución de  sistemas  de ecuaciones.   En  la  figura 
siguiente se pueden ver dos casos: el caso (a) hace referencia a un punto  6  de  la 
línea ficticia que esta situado junto a una esquina externa 10  ; en este caso vemos que 
si  empleamos  el  esquema  que  se  ha  desarrollado  anteriormente  para  calcular  el 
desplazamiento en este punto, es necesario el desplazamiento en un punto 8 que aún 
no ha sido calculado. El caso (b) presenta el esquema para calcular el desplazamiento 
en los puntos adyacentes  6  y  8  los cuales han sido calculados con este esquema 
explícito. 

Figura  III.8 Esquema  para  calcular  el  desplazamiento de  un  punto        6  que  se  sitúa  adyacente  a  una  esquina 
externa. En este caso se comprueba que aún no se ha actualizado el punto [8]. (b) Esquema para actualizar un punto 
10  correspondiente a una esquina externa. 

Los esquemas para calcular los desplazamientos en la esquina exterior  10  , necesita 
los puntos adyacentes   6  y  8  , tal y como se mencionan: 

(3.76) 

(3.77)
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y para los puntos  6  y los dos puntos  7  de la superficie libre horizontal adyacentes a 
las esquinas exteriores. Empleando esquemas de diferentes finitas hacía adelante para 
aproximar la derivada espacial en x, las ecuaciones para un punto   6  vista en la figura 
anterior son: 

(3.78) 

(3.79) 

Por lo tanto permite actualizar los desplazamientos en este punto  6  de la línea ficticia. 
Una  vez  que  tengamos  estos  puntos  se  puede  seguir  con  el  orden  previamente 
establecido para el  resto de puntos de una manera  totalmente explicita. Podemos ver 
en la siguiente figura, la primera de estas soluciones esquemáticamente: 

Figura III.9 Posible solución al problema implícito, mediante la utilización de un esquema hacia delante para 
aproximar la derivada en x de la ecuación correspondiente 

Otra  manera  de  resolver  este  problema  es  realizar  una  reclasificación  de  algunos 
puntos de la malla, por lo que la modificación se puede observar en la figura, la esquina 
exterior  10  se convierte en un punto externo  0  . Los puntos conflictivos  6  y  8, 
pasan a ser esquinas exteriores 10  ,  y un punto  interno  1  lo  transformamos en una 
esquina interior  2  . Si nos fijamos en la nueva clasificación de la parte derecha de la 
figura,  podemos  comprobar  sin  mucho  esfuerzo  que  cuando  seguimos  el  orden 
establecido y  los esquemas  inicialmente planteados obtenemos un método totalmente 
explícito.
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Figura III.10 Otra solución alternativa al problema implícito. En este caso se procede a realizar una modificación de la 
clasificación de los puntos de la malla. 

En este  capítulo  se  presentó  la  formulación    del  fenómeno de propagación de ondas 
mediante  los  esquemas  del  Método  de  diferencias  finitas,  el  cual  permitió  la 
aproximación  de  las  derivadas  del  análisis  numérico  para  la  resolución  de  las 
ecuaciones  diferenciales.  Se  introdujo  la  malla  que  se  utilizó  para  observar  la 
discretización del  tiempo y en el estudio de  las derivadas espaciales  fue necesario  la 
utilización de potenciales. 

En el siguiente capítulo serán estudiados 4 casos para observar el comportamiento que 
se da mediante el uso de la técnica de las diferencias finitas, aplicado al fenómeno de la 
propagación de ondas.
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CAPÍTULO 4 

IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL PARA LA SOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
PARTICULARES DE LA PROPAGACIÓN DE ONDAS EN MEDIOS ELÁSTICOS 

Se presenta los  resultados obtenidos y comentarios del fenómeno de propagación de 
ondas en un medio elástico estratificado y agrietado.
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4.1 La Fuente 

En el capítulo 3, se plantearon  las herramientas necesarias para poder aproximar  los 
desplazamientos  en  cualquier  punto  de  la  malla  (Fig.  III.1),  que  se  ha  usado  para 
discretizar  nuestro  modelo.  Pero  ahora  la  interrogante  será  ¿Y  la  onda?.  De  alguna 
forma  se  tendrá  que  introducir  la  onda  en  el  modelo.  Aboudi,  J.  (1971)  presenta  un 
tratamiento numérico de las fuerzas internas a fuentes sísmicas en medios elásticos. 

El caso más sencillo que se puede plantear sería el de una sola fuerza. Sin embargo es 
importante la dirección y el sentido de esta fuerza, ya que de ello dependerá el tipo de 
onda que se va a generar. En el problema PSV (ver 3.4) podemos hablar de una fuerza 
puntual horizontal o una fuerza puntual vertical, en el mismo plano donde se produce el 
movimiento (ver Fig. IV.1 y IV.2). 

Las figuras anteriores (IV.1 y IV.2) son las distribuciones de fuerzas para representar la 
fuente, a continuación, se verá uno de los pulsos que suele emplearse en el fenómeno 
de propagación de ondas, las  fuerzas podrán  tener una dependencia  temporal que se 
expresara como pulsos. 

4.2 Pulso de Ricker 

Cuando  se  calcula  la  respuesta  dinámica  de  sistemas,  se  utilizan  como  excitación, 
funciones analíticas que dependen del  tiempo, generalmente dichas  funciones son de 
forma  sencilla  y  requieren  de  pocos  parámetros  para  su  graficación.  En  particular,  el 
Pulso  de Ricker  es  de utilidad pues  permite  un  control  directo  sobre  la  eficiencia  del 
muestreo  y  además,  se  puede  identificar  de manera  sencilla  el  pulso  apropiado  para 
excitar un modelo con énfasis en una determinada frecuencia. 

Analíticamente el pulso de Ricker (ver Wikipedia) se define de la forma: 

( )  2 

2 / 1 ) (  2  a e a t r − − = (3.69) 

Fig.  IV.1  Distribución  de  fuerzas  para 
obtener  el  patrón  de  radiación 
correspondiente  a  una  explosión  que 
genera onda P. 

Fig.  IV.2  Distribución  de  fuerzas  para 
obtener  el  patrón  de  radiación 
correspondiente  a  una  explosión  que 
genera onda S.
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donde  p s  t t t a  / ) ( − = π ,  p T  = periodo característico del pulso y  s t  define el centro del 
pulso. La duración de la parte central del pulso será : π / 6  p t 

Figura IV.3 Pulso de Ricker en el dominio del tiempo. 

En el domino de la frecuencia, el pulso de Ricker se expresa mediante: 

s t i b p  e e b 
T 

R ω 

π 
ω − − − = 

2 2 ) (  (3.70) 

donde  p b ω ω / = ,  p p p  T f  / 2 2 π π ω = = ;  p f  es  la  frecuencia  de  energía  máxima 
conocida  como  frecuencia  característica.  Para  que  la  respuesta  de  un  sistema  sea 
significativa, es necesario que la función de transferencia del modelo y el pulso que lo 
excita presenten energía en el mismo intervalo de frecuencias. 

Figura IV.4 Pulso de Ricker en el dominio de la frecuencia, el pulso tiene energía significativa hasta dos veces l



CAPÍTULO 4 

50 

4.3 Modelo del Problema 

El  problema  en  estudio  consta  de  una  representación  de  tres  estratos  (Fig.  IV.5), 
compuesta por 3 zonas, 1) Estrato sólido, 2) Estrato  líquido y 3) Estrato sólido,  todas 
ellas  inmiscuidas  en  un  semiespacio  elástico.  Cada  capa  tiene  sus  propias 
características dependiendo del material en estudio (altura, densidad, etc.). 

Dentro de la composición estratificada, específicamente en la parte líquida, es donde se 
tendrá  la  fuente del disparo  (Pulso de Ricker), el  cual hará posible  la propagación de 
ondas en este medio con y sin discontinuidades (grieta). 

Figura IV.5 Sistema de 3 estratos y el semiespacio. 

H1  H2  H3 

Fuente del Disparo 

Grieta 

1  2  3 

1)  Estrato 
Sólido 

2)  Estrato 
Líquido 

3)  Estrato 
Sólido 

s.e 

x
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4.4  Resultados  de  la  propagación  de  ondas  en  un  medio  elástico  agrietado 
(estrato sólido – estrato líquido). 

Para  la modelación de  la propagación de ondas en un medio estratificado compuesto 
por (estrato sólido – estrato líquido – estrato sólido), se utilizó el programa de computo 
hecho en el lenguaje FORTRAN denominado “ elastic_cyl”, realizado por el personal de 
modelación  sísmica  de  la UNAM,  encabezado por  el Dr. SanchezSesma  y  a  su  vez 
modificado por el Dr. Esteban Flores Méndez y el autor de este trabajo, a continuación 
se ilustra la parte inicial del programa. 

Figura IV.6 Programa elastic_cyl 

El programa antes descrito sirvió para el cálculo de presiones y desplazamientos que se 
dan  en  el  estrato  con  la  configuración  (sólidolíquido),  en  este  trabajo  la  matriz  de 
presiones  que  calculó,  fue  la  que  se  tomó  en  cuenta  para  realizar  la  modelación 
mediante el programa Compaq Visual Fortran V6.6.
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A  continuación  muestro  la  parte  del  programa  en  el  cual  se  encuentra  el  arreglo 
computacional, esto me permitió realizar  la propagación del fenómeno con una grieta, 
la cual se verá más adelante en los ejemplos propuestos. 

Figura IV.7 Programa elastic_cyl. Grieta 

En  el  programa  Compaq  Visual  Fortran  V6.6  se  implementan  las  ecuaciones  que 
establecen  el  comportamiento  de  la  propagación  de  ondas  en  los  medios  que  se 
consideran. En los resultados de la propagación  se pueden identificar las ondas P y las 
ondas S, así como las ondas de interfase (ver anexo 3). 

Las  ondas  de  interfase  para  fronteras  entre  composiciones  de  sólidos  y  líquidos 
también  son  llamadas  ondas  de  Scholte,  y  resultan  de  la  superposición  de múltiples 
modos  de  vibración  de  los  medios,  cuando  se  tiene  una  geometría  cilíndrica  se 
denominan ondas de Stoneley (ver anexo 3). 

Será necesario mediante otra herramienta computacional que en este  trabajo se  trató 
del  software  denominado  Matlab  7,  observar  mediante  graficas  el  problema  del 
fenómeno de la propagación de ondas.



CAPÍTULO 4 

53 

Para esto fue necesario elaborar el programa  llamado “MovieCyl” (Fig. IV.8). El archivo 
contendrá  la matriz de presiones calculada en Fortran y los datos de entrada de cada 
ejercicio a resolver, el pulso de Ricker también esta analizado en esta parte. El archivo 
se muestra a continuación: 

Figura IV.8 Programa de modelación de ondas en MATLAB. 

4.5 ESTABILIDAD DEL PROGRAMA Y RESULTADOS. 

En el programa  “ elastic_cyl” hecho mediante el  leguaje Compaq Visual Fortran V6.6, 
fue  incluido  la  prueba  de  estabilidad  para  tener  certidumbre  que  la  propagación  de 
ondas  cumplen  perfectamente,  para  evitar  fenómenos  como  la  difusión  numérica,  ya 
que  el  método  será  estable  cuando  una  perturbación  en  los  valores  iniciales  de  los 
problemas planteados permanezcan estables a lo largo de toda la evolución. 

La expresión de difusión es: 

〈 E  1.0                                               (3.71)
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Entonces  (3.71)  nos  permite  asegurar  que  el  método  va  a  converger  a  la  solución 
correcta de una  forma estable. Con  la ayuda de  la  formulación Pseudoespectral  (ver 
cap. 2) nos permite lograr con mayor eficiencia que el problema de la difusión numérica 
sea nulo, ya que el empleo de esta formulación proporciona derivadas en términos del 
espacio y tiempo, por lo que las ondas del DWN (number wave discrete) no incurran en 
el fenómeno de la difusión numérica. 

Para  encontrar  una  relación  entre  los  distintos  parámetros  característicos  tanto  del 
modelo  como  de  la  malla,  Courant  (ver  anexo  3),  propuso  la  siguiente  expresión  de 
estabilidad y convergencia hacia la solución correcta: 

2 
1 

/ 
〈 

∆ 
∆ 

= 
u x 
t C  (3.72) 

En donde: 

• C es el número de Courant. 
• Δt es el intervalo de tiempo. 
• Δx es el intervalo de espacio. 
• u es la velocidad de la onda (α y  vf  ). 

A  continuación  se  calcula  este  parámetro  para  los  ejemplos  2,  3,  4,  en  el  caso  del 
ejemplo 1 no es necesario ya que no es analizado mediante el método de diferencias 
finitas y no tiene que convergir a un método específico. 

1) Para el ejemplo 2 y 4: 

000001 . = ∆t 

01 . = dx 

3000 = α 

1500 = vf 

α / x 
t C 

∆ 
∆ 

= 
vf x 
t C 
/ ∆ 

∆ 
= 

3000 / 01 . 
000001 . 

= C 
1500 / 01 . 

000001 . 
= C 

33 . 0 = C  15 . 0 = C
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2) Para el ejemplo 3: 

000001 . = ∆t 

01 . = dx 

4000 = α 

1500 = vf 

α / x 
t C 

∆ 
∆ 

= 
vf x 
t C 
/ ∆ 

∆ 
= 

4000 / 01 . 
000001 . 

= C 
1500 / 01 . 

000001 . 
= C 

4 . 0 = C  15 . 0 = C 

A  continuación  se  muestra  la  grafica  realizada  en  Matlab  7,  para  observar  el 
comportamiento  del método  de  diferencias  finitas  y  el  número  discreto  de  onda  para 
revisar que no exista difusión numérica. 

La  línea  roja  representa  el  método  de  diferencias  finitas  y  la  de  color  negra  es  el 
número discreto de onda (DWN), se observa que el método de diferencias  finitas nos 
proporciona un rango de inestabilidad en el valor de la frecuencia más alta, sin embargo 
al emplear la transformación a  la formulación de Fourier nos dará la certeza que con el 
valor del número discreto de onda en su frecuencia más alta que el método es estable, 
ya que no sobrepasa los valores (ver 3.71) que establece la difusión numérica.
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Figura IV.9 Gráfica del valor de la difusión numérica. 

Teniendo el programa de modelación y los datos necesarios, se presentan 4 ejemplos 
para  este  trabajo,  las  configuraciones  y  los modelos  de propagación  se muestran en 
cada ejemplo. 

4.6 PRUEBAS Y RESULTADOS DE LOS EJEMPLOS PROPUESTOS. 

* Ejemplo 1(Formación Primaria): en la figura siguiente representa la propagación de 
una onda en un  instante de  tiempo 20, con el  rectángulo  se  indica  lo que se conoce 
como el  centro  del  disparo  y  se  puede  observar  la  presencia  de  la  interfase entre  el 
sólido y el fluido (líneas inclinadas). Se anexa una vista en 3D para una mejor visión del 
fenómeno, y en la cual se puede observar también los bordes o fronteras del contorno 
con los que la señal va rebotando.
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Figura IV.10 Propagación de una onda 

Figura IV.11 Onda y bordes de contorno 

Centro del disparo 

Interfase
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En la figura siguiente representa la propagación de una onda en el  instante de tiempo 
final,  se  puede  observar  la  configuración    de  las  ondas  de  interfase  (ondas  de 
Stoneley). 

Figura IV.12 Propagación en el último incremento de tiempo 

En la siguiente se muestra la propagación en el último instante de tiempo, observándolo 
a 60º de inclinación, se notan las ondas de interfase (círculos en azul y rojo). 

Ondas de Stoneley
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Figura IV.13. Ondas de Stoneley – Scholte. 

Los siguientes 3 ejemplos de propagación a partir del programa Elastic_Cyl, en el cual 
se propaga una onda en un semiespacio elástico infinito y agrietado. 

El  ejemplo  2(Formación  agrietada)  se  toman  en  cuenta  las  velocidades  típicas  de 
propagación para las ondas P y S. 

El ejemplo 3 (Formación rápidaagrietada) la velocidad de la onda P es mayor, y 

El  ejemplo  4  (Formación  lentaagrietada)  el  valor  de  la  densidad  es  modificada  en 
comparación al ejemplo 2. 

Los datos de los ejemplos  están dados a continuación: 

*  Ejemplo  2  (Formación  agrietada).  Se  basa  en  características  normales  de 
propagación de las ondas, es decir  las velocidades dadas  tanto para las ondas P y S 
son las que suelen ser captadas por los receptores. 

Ondas de Stoneley o de 

Scholte.
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Figura IV.14 Archivo de datos Ej. 2. 

Donde: 

alf: Velocidad de ondas P en el sólido. 

bet: Velocidad de ondas S en el sólido. 

betf: Velocidad de ondas en el líquido. 

ro: Densidad del sólido. 

vf: Velocidad de onda P en el líquido. 

rof: Densidad del fluido. 

dx: Ancho de malla. 

nt: Número de tiempo. 

t ∆ : Número de intervalos. 

nxs(1): Punto de disparo de la fuente ( en x). 

nxy(2): Punto de disparo de la fuente ( en y). 

nr: Número de registros. 

radius: Longitud de la apertura (radio). 

El programa se ejecuta, el tiempo de cálculo es alrededor de 35 min. Los resultados de 
las señales en cada punto se escriben y se aloja en una matriz. La matriz arrojada en 
FORTRAN  se  lee  con  MATLAB  para  que  pueda  observarse  la  propagación  del 
fenómeno.  En  la  figura  IV.14  se  muestra  la  propagación  en  un  medio  estratificado 
agrietado:
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Figura IV.15 Esquema de propagación en una grieta. 

En las siguientes figuras (IV.16 – IV.19) muestran 4 instantes de tiempo distintos de  la 
propagación, las ondas se encuentran en un lapso de tiempo (T1 – T90), se observa la 
configuración  de  las  ondas  P  y  S,  además  de  la  discontinuidad  ocasionada  por  la 
presencia de una grieta,  las ondas rebotan con la discontinuidad y se generan nuevas 
ondas. 

Propagación en una Grieta
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Figura IV.16 Esquema de propagación en una grieta con T20. 

Figura IV.17 Esquema de propagación en una grieta con T40. 

Figura IV.18 Esquema de propagación en una grieta con T60. 

Detección de la Grieta 

Detección de la Grieta 

Detección de la Grieta
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Figura IV.19 Esquema de propagación en una grieta con T90. 

Las siguientes figuras  tratan del mismo ejemplo, con las mismas características, pero 
no  se  trata  de  un  medio  agrietado.  Se  analiza  como  un  medio  estratificado  en  el 
mismo semiespacio elástico. 

Figura IV.20 Tiempo de propagación 10, en el medio estratificado. 

Detección de la Grieta
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Figura IV.21 Esquema de propagación T25 en el medio estratificado. 

Figura IV.22 Esquema de propagación T70 en el medio estratificado. 

Figura IV.23 Esquema de propagación T90 en el medio estratificado. 

Ondas P                           Ondas S 

Ondas P                           Ondas S 

Ondas P     Ondas de Interfase      Ondas S
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* Ejemplo 3 (Formación rápidaagrietada). Se lleva a cabo con velocidades de ondas 
distintas y  también con valores de densidad distinta al ejemplo 2. Se procuró que  las 
velocidades fueran mayores tanto en las ondas P como en las S, al igual en el valor de 
la densidad. 

Figura IV.24 Archivo de datos Ej. 3. 

Las figuras de la propagación se muestran a continuación: 

Figura IV.25 Esquema de propagación T2 en el medio estratificadoagrietado Ej. 3. 

Inicio del Disparo
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Figura IV.26 Esquema de propagación T6 en el medio estratificadoagrietado Ej. 3. 

Figura IV.27 Esquema de propagación T15 en el medio estratificadoagrietado Ej. 3. 

Interfase Sólido Líquido 

Detección de la Grieta 

Canal del Estrato Líquido 

Onda P 

Grieta 
Onda S
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Figura IV.28 Esquema de propagación T60 en el medio estratificadoagrietado Ej. 3. 

Figura IV.29 Esquema de propagación T60 (rotado) en el medio estratificadoagrietado Ej. 3. 

Ondas de Interfase (Stoneley –  Scholte)
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* Ejemplo 4 (Formación lenta). Se lleva a cabo con las velocidades del ejemplo 2. Sin 
embargo se disminuyó  el valor de la densidad. 

Figura IV.30 Archivo de datos Ej. 4. 

Las figuras de la propagación se muestran a continuación: 

Figura IV.31 Tiempo de propagación 2 en el medio estratificadoagrietado Ej. 4. 

Inicio del Disparo
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Figura IV.32 Esquema de propagación T10 en el medio estratificadoagrietado Ej. 4. 

Figura IV.33 Esquema de propagación T20 en el medio estratificadoagrietado Ej. 4. 

Detección de la Grieta 

Canal del Estrato Líquido 

Detección de la Grieta  Onda P 

Onda S
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Figura IV.34 Esquema de propagación T60 en el medio estratificadoagrietado Ej. 4. 

Figura IV.35 Esquema de propagación T60 (rotado) en el medio estratificadoagrietado Ej. 4. 

Ondas de Interfase (Stoneley –  Scholte)



CAPÍTULO 4 

71 

CONCLUSIONES 

1)  Se  mostró  que  los  esquemas  de  diferencias  finitas  para  mallas  alternadas 
(staggered),  trabajan eficientemente en el dominio del  tiempo,  la mayor ventaja de las 
diferencias finitas es que se pueden resolver fácil y rápidamente dominios homogéneos 
y heterogéneos muy grandes. 

2) El esquema de malla empleado en este trabajo (Staggered) resulto adecuado, ya que 
en el método de diferencias finitas se utilizan datos provenientes de puntos vecinos, lo 
que sugiere de un procedimiento más eficiente para  los análisis, además este  tipo de 
mallas  representó  un  ahorro  considerable  en  tiempo  de  cálculo  y  con  ello  se  pudo 
reducir  el  problema  de  separación  de  la  solución.  Se  ajustaron  las  condiciones  de 
frontera  para que no existieran en los modelos de propagación problemas relacionados 
con el fenómeno de reflexión. 

3)  El  programa  permite  observar  la  propagación  de  las  ondas  y  la  detección  de  la 
grieta.  Se  observaron  las  ondas  de  interfase  (Stoneley),  tal  como  se  explica  en  la 
literatura,  las  ondas  de  Stoneley    se  observaron  perfectamente,  su  velocidad  de 
propagación  es  menor  a  la  de  las  ondas  S  y  su  dispersión  fue  apreciada  en  los 
ejemplos propuestos, de manera que diferentes  frecuencias se propagan a diferentes 
velocidades. 

4)  La  grieta  se  introdujo  debido  a  un  cambio  en  el  valor  de  la  densidad  del  medio 
sólido.  aire agua = = ρ ρ  , 

5)  Para  poder  observar  la  grieta    en  las  configuraciones  propuestas,  se  tuvo  que 
adecuar el tamaño de la malla a un tamaño que permitiera observar  la distribución del 
fenómeno  acompañado  de  la  oquedad,  como  el  contenido  de  las  frecuencias  del 
disparo inicial. 

6)  Para  poder  observar  las  configuraciones  de  las  ondas  en  los  modelos,  se  deben 
tener como mínimo 6  x ∆ x 1 longitud de onda. 

7) En el ramo de la Ingeniería y específicamente de las Estructuras, la técnica utilizada 
en este trabajo proporciona varias  aplicaciones en diversos problemas del ramo: 

  Estudio  de  Losas:  se  puede  llegar  a  conocer  mediante  esta  técnica  si  una  losa 
estructural  tiene grietas. Si se produce una excitación  en la frontera, con el contenido 
de frecuencia adecuado y se dispone de un correcto arreglo de receptores, es posible 
determinar la ubicación de discontinuidades en el material, al igual que para el estudio 
de  losas,  la  explicación  anterior  puede  llevarse  a  cabo  en  el  estudio  de Columnas  y 
Muros de Carga.
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 En el estudio de Tuberías, está técnica puede ser interesante, ya que al someterlas a 
una posible excitación se podrá conocer su comportamiento y así podremos saber que 
estos elementos no han sufrido algún daño estructural, como podría ser la presencias 
de grietas. 

10) Otra aplicación,  es el estudiar los efectos de la difracción causados por una fuente 
dentro  de un  pozo  fluido  que está  rodeado de un medio elástico  y  así  poder  obtener 
información  relacionada  como  (estimación  de  permeabilidad,  isotropía  transversal, 
velocidad de la onda de corte y posibles fracturas). 

TRABAJOS A FUTURO 

1) Se  tendrían que  realizar en el  futuro otras modelaciones con  la misma  formulación 
pero en el dominio de tres dimensiones. De igual forma tomando en cuenta problemas 
más complejos (diferentes configuraciones de estratigrafía y condiciones iniciales). 

2)  Estudiar  la  grieta  propuesta  en  este  trabajo  para  poder  conocer  su  dimensión  y 
posible dirección de propagación. 

3) Comparación de los  resultados obtenidos en este  trabajo con otros métodos, como 
podría ser el de Elementos   de Frontera o Elemento Finitos, para poder comparar las 
soluciones y modelos de propagación.
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1.1 Onda mecánica 

Una onda mecánica es una perturbación que se propaga a lo largo de un medio 
material para propagarse. Todas las ondas mecánicas requieren: 

1) alguna fuente que cree la perturbación. 
2) un medio que reciba la perturbación. 
3)  algún  medio  físico  a  través  del  cual  elementos  del  medio  puedan 
influir uno al otro. 

1.2 Propagación 

El  movimiento  sísmico  se  propaga  mediante  ondas  elásticas  (similares  al 
sonido), a partir del hipocentro. Las ondas sísmicas se presentan en tres tipos 
principales: 

1)  Ondas  longitudinales,  primarias  o  P:  tipo  de  ondas  de  cuerpo  que  se 
propagan a una velocidad promedio de 8 y 13 km/s y en el mismo sentido que 
la vibración de las partículas. Circulan por el  interior de la Tierra, atravesando 
tanto  líquidos  como  sólidos.  Son  las  primeras  que  registran  los  aparatos  de 
medida o sismógrafos, de ahí su nombre "P". 

Figura I.1 Representación de una onda longitudinal. 

2) Ondas transversales, secundarias o S: son ondas de cuerpo más lentas que 
las  anteriores  (entre  4  y  8  km/s)  y  se  propagan  perpendicularmente  en  el 
sentido de vibración de  las partículas. Atraviesan únicamente  los sólidos y se 
registran en segundo lugar en los aparatos de medida. 

Figura I.2 Representación de una onda transversal.
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3) Ondas superficiales: son las más lentas de todas (3,5 km/s) y son producto 
de la interacción entre las ondas P y S a lo largo de la superficie de la Tierra. 
Son  las  que  producen más  daños. Se  propagan  a  partir  del  epicentro  y  son 
similares a  las ondas que se  forman sobre  la superficie del mar. Este  tipo de 
ondas son las que se registran en último lugar en los sismógrafos. 

Las  Ondas  (L),  se  manifiestan  después  de  las  ondas  P  y  las  ondas  S,  se 
propagan sólo por  la superficie mediante períodos vibratorios más  largos que 
los  anteriores.  Desarrollan  una  velocidad  más  lenta,  3.5  km./seg.,  y  son  las 
responsables de producir  los desplazamientos en  la superficie., que producen 
los  efectos  más  catastróficos  en  el  epicentro  de  un  terremoto  de  fuerte 
intensidad, siguiendo el sentido de propagación de forma parecida a las ondas 
que se producen en el agua de un estanque después de arrojar una piedra. 

A su vez, las ondas (L) se dividen en dos clases, ondas de Rayleigh y ondas de 
Love.  La primera  de estas  ondas  la  predijo  el  tercer  Lord  Rayleigh  en  1887, 
veinte años antes de que se identificaran en sismógrafos. 

Las Ondas (R), o de Rayleigh(véase Figura I.3), El movimiento de las partículas 
se desarrolla  de  forma circular,  elípticas sobre  el  plano de propagación;, son 
ondas de periodo largo, que producen en las partículas afectadas movimientos 
elípticos  sobre  planos  verticales  y  en  sentido  opuesto  a  la  dirección  de 
propagación 

Figura I.3 Representación de una onda tipo Rayleigh. 

Las Ondas (V), u ondas de Love(véase Figura I.4). El movimiento es horizontal 
y perpendicular a  la dirección de propagación. El paso de este  tipo de ondas 
produce  una  dislocación  en  las  masas  de  la  superficie  o  lugar  donde  se 
desarrollan,  debido  a  la  compresión  y  expansión  alternativa  del  medio  que 
atraviesan. 

Estas  ondas  se  identificaron  en  los  sismogramas  antes  de  que  se  hubiera 
descubierto  su existencia.  Las  explicó un matemático  de Oxford, E. H.  Love, 
como una extensión de la teoría de Rayleigh y desde entonces se las conoce 
como ondas de Love.
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Figura I.4 Representación de una onda tipo Love. 

1.3 Error por truncamiento 

Los errores de truncamiento tienen relación con el método de aproximación que 
se  usará  ya  que  generalmente  frente  a  una  serie  infinita  de  términos,  se 
tenderá  a  cortar  el  número  de  términos,  introduciendo  en  ese  momento  un 
error,  por  no  utilizar  la  serie  completa  (que  se  supone  es  exacta).  En  una 
iteración,  se  entiende  como  el  error  por  no  seguir  iterando  y  seguir 
aproximándose  a  la  solución.  En  un  intervalo  que  se  subdivide  para  realizar 
una  serie  de  cálculos  sobre  él,  se  asocia  al  número  de  paso,  resultado  de 
dividir el intervalo “n” veces.
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2.1 Serie de Taylor 

La serie de Taylor de una función f(x) infinitamente derivable (real o compleja) 
definida en un intervalo abierto (ar, a+r) se define como la siguiente suma: 

Aquí, n! es el factorial de n y f (n) (a) indica la nésima derivada de f en el punto 
a. 

Si esta serie converge para todo x perteneciente al intervalo (ar, a+r) y la suma 
es igual a f(x), entonces la función f(x) se llama analítica. Para comprobar si la 
serie converge a f(x), se suele utilizar una estimación del resto del teorema de 
Taylor. 

Una  función  es  analítica  si  y  solo  si  se  puede  representar  con  una  serie  de 
potencias;  los coeficientes de esa serie son necesariamente  los determinados 
en la fórmula de la serie de Taylor. 

Si a = 0, a la serie se le llama serie de Maclaurin. 

Esta representación tiene tres ventajas importantes: 

La derivación e integración de una de estas series se puede realizar término a 
término,  que  resultan  operaciones  triviales.  Se  puede  utilizar  para  calcular 
valores  aproximados de  la  función. Es  posible  demostrar  que, si es viable  la 
transformación de una función a una serie de Taylor, es la óptima aproximación 
posible. 

Algunas funciones no se pueden escribir como serie de Taylor porque  tienen 
alguna  singularidad.  En  estos  casos  normalmente  se  puede  conseguir  un 
desarrollo  en  serie  utilizando  potencias  negativas  de  x  (véase  Serie  de 
Laurent).  Por  ejemplo  f(x)  =  exp(−1/x²)  se  puede  desarrollar  como  serie  de 
Laurent. 

La  serie  de  Taylor  de  una  función  f  de  números  reales  o  complejos  que  es 
infinitamente diferenciable en un entorno de números reales o complejos a, es 
la serie de potencias:
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que puede ser escrito de una manera más compacta como: 

donde  n!  es  el  factorial  de  n  y  f (n) (a)  denota  la  nésima  derivada  de  f  en  el 
punto a;  la derivada cero de  f es definida como  la propia  f y (x − a) 0  y 0! son 
ambos definidos como uno. 

Figura II.1 Representación de la serie de Taylor.
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3.1 NÚMERO DE COURANT 

El  Número  de  Courant  (C)  es  el  cociente  entre  el  intervalo  de  tiempo  y  el 
tiempo  de  residencia  en  un  volumen  finito.  Se  aplica  en  la  solución  de 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. 

En donde: 

• C es el número de Courant. 
• Δt es el intervalo de tiempo. 
• Δx es el intervalo de espacio. 
• u es la velocidad. 

El número de Courant marca el  límite superior del  intervalo de  tiempo  interno 
utilizado por ciertos algoritmos. 

En matemáticas,  la condición de CourantFriedrichsLewy  (condición CFL) es 
una  condición  de  convergencia  de  ecuaciones  diferenciales  en  derivadas 
parciales  solucionadas  mediante  ciertos  algortimos  (no  confundir  con 
estabilidad  numérica).  Como  consecuencia  de  esta  condición,  el  paso  de 
tiempo debe ser inferior a un cierto valor sino la simulación producirá resultados 
incorrectos. 

Por  ejemplo,  si  una  onda  esta  cruzando  una  malla  discreta,  entonces  el 
intervalo de tiempo debe ser inferior que el tiempo necesario para que la onda 
atraviese  los  puntos  de  la  malla  adyacentes.  Como  corolario,  cuando  la 
separación  entre  los  puntos  de  la malla  se  reduce,  el  límite  superior  para  el 
intervalo de tiempo es inferior. 

La  condición  CFL  se  representa  comunmente  para  esquemas  de  advección 
puros (es decir ignorando los términos de difusión y reacción) como: 

En un caso bidimensional la ecuación anterior se transforma en:



83 

3.2 ONDAS DE INTERFASE 

Después de las ondas P y S, las siguientes ondas que arriban a los receptores 
desde  una  fuente  son  las  ondas  directas  y  reflejadas.  A  estás  a  su  vez  le 
siguen los modos de propagación guiados y las ondas de interfaz que deben su 
existencia a la naturaleza cilíndrica del pozo. 

Los últimos arribos provenientes de una fuente son las ondas de interfaz o de 
superficie. Las ondas de superficie fueron propuestas por primera vez por Lord 
Rayleigh en 1885. Lord Rayleigh investigó la respuesta de un material elástico 
en contacto con un vacío en  la superficie  laminar y observó que una onda se 
propagaba  a  lo  largo  de  la  superficie con  un movimiento  de  partículas,  cuya 
amplitud se reducía con  la distancia a  la superficie; propiedad conocida como 
evanescencia. 

En  1924,  Stoneley  observó  las  ondas  que  se  propagaban  en  la  interfaz 
existente entre dos sólidos y notó un tipo similar de onda de superficie. El caso 
particular correspondiente a un pozo lleno de fluido, es decir  la interfase entre 
un sólido    y un  líquido  fue descrito sino por Scholte. Sin embargo,  las ondas 
que viajan en la interfase fluidopozo, se conocen como ondas de Stoneley. En 
otras áreas de la geofísica, las ondas que viajan en una interfase fluidosólido 
se denominan ondas de Scholte o de ScholteStoneley. 

La onda de Stoneley aparece en casi todos los registros sónicos. Su velocidad 
es menor que las velocidades de las ondas de corte y es levemente dispersiva, 
de manera que diferentes frecuencias se propagan a diferentes velocidades. 

La onda de Stoneley de baja  frecuencia es sensible a  la permeabilidad de  la 
formación. Cuando  la onda encuentra  fracturas o  formaciones permeables, el 
fluido vibra respecto del sólido, causando disipación viscosa en estas zonas, lo 
que atenúa la onda y reduce su velocidad. 

Figura III.1 Ondas de Stoneley.
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