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GLOSARIO

Concepciones alternativas. Conocimiento que difiere de aquél que se plantea para ser

aprendido.

Concepciones espontaneas. Son aquellas concepciones que surgen en la interaccion
espontanea con el entorno cotidiano y sirven, ante todo, para predecir la conducta de ese

entorno.

Concepciones de los estudiantes. Conocimientos que estan de acuerdo con los

significados aceptados.

Visualizacion. Esta caracterizada por los complejos procesos de interaccion entre las
representaciones pictoricas externas (graficas, figuras, etc.) y la formacién de imagenes
mentales que son procesos internos y propios del individuo. La capacidad para
visualizar cualquier concepto matematico o problema, requiere de la habilidad de
interpretar y entender la informacion figurativa sobre el concepto mismo, manipularla
mentalmente y expresarla sobre un soporte material (Castro y Castro, 1997). La
visualizacion, desde el punto de vista de la educacion matematica, incluye dos
direcciones: la interpretacion y comprension de modelos visuales y la habilidad para
traducir en imagenes visuales la informacion que es dada en forma simbolica (Dreyfus,

1993).

Pensamiento y lenguaje variacional. Estudia los fendémenos de ensefanza, aprendizaje
y comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion y el cambio en el
sistema educativo y en el medio social que le da cabida. Pone particular atencion en el
estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con que las personas asignan y
comparten sentidos y significados utilizando diferentes estructuras y lenguajes
variacionales. Es una linea de investigacion que posee una triple orientacion. Por un
lado se ocupa de estructuras variacionales especificas desde un punto de vista

matematico y epistemologico; en segundo término, estudia las funciones cognitivas que
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los seres humanos desarrollan mediante el uso de conceptos y propiedades matematicas
del cambio; en tercer lugar, tiene en cuenta los problemas y situaciones que se abordan
y resuelven en el terreno de lo social mediante las estructuras variacionales consideradas

en la escuela, el laboratorio y la vida cotidiana (Cantoral, 1999).

Cambio conceptual intencional. Implica el intento deliberado de una persona (o
grupo) por un cambio radical de un sistema conceptual a otro porque son seducidos por
el poder de ese nuevo sistema conceptual, o porque perciben algun defecto profundo en

su vision actual (Ferrari y Elik, 2003).
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RESUMEN

En la practica escolar los profesores de matemadticas utilizan graficas cartesianas o las
representaciones figurales para la ensefianza de las funciones y el analisis de su
comportamiento. Pero hay evidencias de que existen muchas concepciones que se
generan en la mente de los estudiantes, respecto de estas representaciones, que son
inaceptables en la matematica (Wainer, 1992; Mc Dermot, Rosenquist, Van Zee, 1987,
Dolores, 1998; Dolores y Guerrero, 2002; Dolores, Alarcon y Albarran, 2003; Dolores,
2003).

Esta problematica tiene implicaciones en el proceso de enseflanza y aprendizaje de la
matematica de las variables. Por nuestra parte, suponemos que esas concepciones
pueden ser removidas de la mente de los estudiantes para acercarlas a concepciones
aceptables mediante un proceso sistemdtico de ensefianza. En razén de lo anterior, esta
investigacion tiene como objetivo fundamental analizar la estabilidad y cambio de las
concepciones alternativas de los estudiantes acerca del andlisis de funciones en
condiciones instruccionales determinadas.

En el contexto global este trabajo se fundamenta en las ideas que acerca del
Pensamiento y Lenguaje Variacional se han generado en el grupo de investigadores
organizados en torno del Comité Latinoamericano de Matematica Educativa (CLAME).
En un contexto especifico estd edificado sobre la base de las concepciones alternativas y
el cambio conceptual intencional.

En nuestro pais varios investigadores (Cantoral y Farfan, 2000; Dolores 2000) realizan
sus trabajos ocupandose de la linea de investigacion denominada Pensamiento y
Lenguaje Variacional la cual estudia la articulacion entre la investigacion y las practicas
sociales que dan vida a la matematica de la variacion y el cambio en los sistemas
didécticos, atendiendo a una aproximacion sistémica que permita incorporar las cuatro
componentes fundamentales en la construcciéon del conocimiento: su naturaleza
epistemologica, su dimension sociocultural, los planos de lo cognitivo y los modos de
transmision via la ensefianza.

Respecto de las concepciones alternativas, de acuerdo a Mevarech y Kramarsky (1997)
los nifios desarrollan ideas acerca de su mundo, desarrollan significados para palabras
usadas en la ciencia y desarrollan estrategias para obtener explicaciones acerca de como
y por qué las cosas se comportan como tales. Estas categorias de creencias de los nifios,
teorias, significados, y explicaciones, forman las bases para el uso del término
concepciones de los estudiantes. Cuando esas concepciones entran en conflicto con los
significados aceptados, aparecen las concepciones alternativas.

Por otra parte, desde el punto de vista didactico las concepciones alternativas no
pueden permanecer indefinidamente en la mente de los estudiantes; debieran sufrir
transformaciones como consecuencia de la puesta en practica de disefios
instruccionales, aunque algunos investigadores advierten que algunas concepciones
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alternativas son resistentes al cambio y otras no. Respecto del cambio conceptual Pozo
(1996) plantea que:

. No basta con exponer al alumno un modelo explicativo mejor, hay que hacerle
Ver que es mejor

. Para que el alumno pueda comprender la superioridad de la nueva teoria es
preciso enfrentarle a situaciones conflictivas que supongan un reto para sus ideas.

. Los conceptos alternativos de los alumnos suelen ser implicitos. Un primer paso
para su modificacion serd hacerlos explicitos mediante su aplicacion a problemas
concretos.

Otro elemento adicional de los cambios conceptuales radica en la intencionalidad de
esos cambios. El cambio conceptual intencional involucra el intento deliberado de una
persona por un cambio radical de un sistema conceptual a otro porque son seducidos por
el poder de ese nuevo sistema conceptual, o porque perciben algun defecto profundo en
su vision actual (Ferrari y Elik, 2003). Desde esta perspectiva, bajo condiciones del
mundo real los nuevos y viejos conceptos son influenciados por los moderadores y
mediadores del cambio conceptual. Los mediadores estructuran el enfoque completo
que alguien posee de un concepto en particular; los moderadores determinan la facilidad
o la dificultad con que el individuo intentard cambiar los conceptos existentes.

Con el recuento de las ideas anterior se evidencia el papel relevante que posee el estudio
de las concepciones alternativas de los estudiantes sobre el tema del analisis de
funciones. En la medida en que se desarrolle investigacion encaminada a remover estas
concepciones para sustituirlas por otras acordes con el conocimiento cientifico,
estaremos en posibilidad de allanarles el camino a los estudiantes en situacion escolar
para que, cuando llegue el momento de enfrentarse con los conceptos propios de la
matematica del cambio, cuenten con la estabilidad suficiente en sus concepciones para
llevar a cabo el analisis grafico de funciones de acuerdo con las concepciones aceptadas
por la disciplina.

Para alcanzar el objetivo de esta investigacion nos propusimos la realizacion del
siguiente programa metodologico: indagacion de los antecedentes; disefio de las
actividades de incidencia e instruccién que a su vez consistieron en: un diagndstico,
formacion de las condiciones de partida, disefio de situaciones didécticas, puesta en
escena de los disefios instruccionales y andlisis de los resultados; finalmente a la luz de
los resultados de estas actividades se realizo el analisis de la estabilidad o cambio de las
concepciones alternativas sujetas a estudio, a partir del cual concluimos que:

e FEl grado de estabilidad o cambio de las diferentes concepciones alternativas
identificadas es variable

e Algunos estudiantes parecen solo atender a la curva de la funcidn, e ignoran la
relacidn de covariacion presente en las graficas cartesianas. Por tanto, la carencia de
razonamiento covariacional en ellos, pareciera ser el origen de algunas de las
concepciones alternativas identificadas

e Los cambios en las concepciones no son lineales; se dan en distintos sentidos; hay
avances y retrocesos
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SUMMARY

In school practice, mathematics professors use cartesian graphics figural representations
for teaching functions and analysis of its behavior. But there’s evidence of several
conceptions which grow in the students minds regarding these representations which are
unacceptable in mathematics (Wainer, 1992; Mc Dermot, Rosenquist, Van Zee, 1987;
Dolores, 1998; Dolores & Guerrero, 2002; Dolores, Alarcon & Albarran, 2003; Dolores,
2003).

These questions have implications on teaching and learning process of the mathematics
of variables. As for us, we assume these conceptions can be removed from students
mind in order to approach them to acceptable conceptions by means of a systematic
teaching process. In relation to such thought, this research has as a fundamental goal to
analyze the stability and change of the students alternative conceptions regarding to the
analysis of functions in particular instructional conditions.

In a full context this work is based on the ideas which about the Thinking and
Variational Language have come out from the group of researchers organized around
the Educational Mathematics Latinoamerican Committee (CLAME). In a specific
context it is built on the foundations of the alternative conceptions and intentional
conceptual change.

In our country several researchers carry out their projects focusing on the research line
called Thinking and Variational Language which studies the link between the didactic
systems, attending to a systematic approach which allows to include the four basic
elements in the construction of knowledge: its epistemological nature, its sociocultural
dimension, the cognitive frames and the models of transmission through teaching.

Regarding to the alternative conceptions, as for Mevarech & Kramarsky (1997) children
develop ideas about their world, they develop meanings for words used in science and
create strategies to obtain explanations about how and why things behave the way they
do. These categories of the children’s beliefs, theories, meanings and explanations make
the basis for the use of the term students conceptions. When those conceptions struggle
with the other accepted ones, the alternative conceptions then appear.

On the other hand, from the didactic point of view, the alternative conceptions can not
stay indefinitely in the students minds, they should suffer transformations as a
consequence of the practice of instructional designs even though some researchers
observe that some alternative conceptions are resistant to change and others are not.
Regarding to the conceptual change Pozo (1996) think that:

. It’s not enough to present the student a better explanatory model, we have to
make him see what is better
. With the purpose of helping student understand the superiority of the new theory

it is fundamental to face him to conflictive situations which may become real
challenges to his ideas.
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. Students alternative concepts are usually implicit. A first step to their
modification will be to make them explicit though their use in concrete
problems.

Other additional element of the conceptual changes lies on the purpose of those
changes. The intentional conceptual change involves the deliberate attempt of a person
looking for a radical change from a conceptual system to another because they are
captivated by the power of such new conceptual system, or because they perceive a
deep defect on their present vision (Ferrari & Elik, 2003). From this perspective, under
conditions of the real word the new and old concepts are influenced by moderators and
mediators of the conceptual change. The mediators create the whole approach which
someone has about a particular concept; moderators define the simplicity or difficulty
the individual will have in order to change the present concepts.

With the inventory of the past ideas it is easy to see how important is the relevant role
that the study of students alternative conceptions on the topic of the analysis of
functions. As research is developed with the purpose of removing these conceptions in
order to substitute them in agreement with the scientific knowledge, we will have the
chance to make even the way to the students in school period, so that when the time
comes to face their own concept of the mathematics of change, they have the sufficient
stability in their conceptions to be able to make the analysis of functions related to the
accepted conceptions by the discipline.

In order to reach the objective of this research we set out the design of the following
methodological program: background inquiry, design of the activities of incidence and
instruction which at the same time are: a diagnosis, a design of the departure conditions
of the instructional designs and analysis of results; finally, to the light of these activities
we made the analysis of stability or change of alternative conceptions to be studied,
from which we conclude that:

. The degree of stability of the different identified alternative conceptions is
variable.
. Some students seem to pay attention to the curve of the function and ignore the

relationship of co—variation seen in Cartesian graphics. Therefore the lack of co—
variational reasoning in them seems to be origin of the identified alternative
conceptions.

. Changes of the conceptions are not linear; they happened in different ways; there
are advances and turn backs.
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Introduccion

INTRODUCCION

Se dice, incluso se acepta, que la escuela tiene como uno de sus fines la formacion de
una concepcion cientifica del mundo. También es aceptado por la comunidad
académica, que la ensefianza y el aprendizaje de la matematica pueden contribuir al
logro de este fin. Pero en los procesos que intencionalmente se ponen en marcha para la
consecucion de este objetivo se forman una serie de concepciones, muchas de cuales,
por no ser compatibles con las aceptadas, suelen convertirse en obstaculos para el

alcance del fin mencionado.

Varios investigadores (Confrey, 1990; Mevarech y Kramarsky, 1997; Pozo 1996) que
estudian la ciencia intuitiva han analizado las concepciones alternativas, las
concepciones espontaneas o las concepciones precientificas y afirman que varias de
ellas se arraigan fuertemente en el cerebro de los estudiantes y son dificiles de cambiar

mediante la ensefianza tradicional, incluso reiterada.

Nuestro trabajo de investigacion se interesa en estudiar la estabilidad o cambio de las
concepciones alternativas relativas al analisis de la graficas de funciones elementales,
concepciones ya detectadas por varios trabajos de investigacion (Dolores y Catalan,
2000; Dolores, Solache y Diaz, 2000; Dolores y Guerrero, 2002; Dolores, 2002;
Dolores, Alarcén y Albarran, 2002; Dolores, 2003)

Planteamiento del problema. Los programas de matematicas de la educacion media y
superior, los principalmente dirigidos a quienes estudiaran ciencias, ingenieria o
contabilidad, prevén el que los estudiantes puedan analizar funciones incluso usando los
criterios asociados a la derivada. Una de las habilidades necesarias para tal fin es poder
leer o interpretar el comportamiento de funciones a través de sus graficas usando,
ademas, el lenguaje analitico. Sin duda que la interpretacion de las graficas pasa
necesariamente por su visualizacion, aunque muchos estudiantes son renuentes a

aceptarla (Einsemberg & Dreyfus, 1991).



Introduccion

En la practica escolar los profesores de matematicas utilizan gréaficas cartesianas o las
representaciones figurales para la ensefianza de las funciones y el andlisis de su
comportamiento. Pero hay evidencias de que existen muchas concepciones que se
generan en la mente de los estudiantes que son inaceptables en la matematica. Varias
investigaciones han reportado que los estudiantes no pueden usar las graficas para
comunicar o extraer informacion (Wainer, 1992), y que otros no pueden aplicar lo
aprendido sobre graficas en las clases de matematica a la fisica o a otras materias (Mc
Dermot, Rosenquist, Van Zee, 1987). Cantidades mayoritarias de estudiantes, ain
después de haber cursado Calculo Diferencial, no relacionan a la derivada con la
velocidad en un #, determinado, en cambio la asocian con la ordenada s(#)) (Dolores,
1998); esta concepcion ha sido encontrada ademas cuando los estudiantes relacionan (a
partir de graficas) la derivada de una funcion y la funcion primitiva (Dolores, Guerrero,

Medina, 2001).

En los profesores de calculo del bachillerato también se encontr6 una gran variedad de
concepciones alternativas cuando hacen lecturas sobre el comportamiento de funciones
a través de sus graficas (Dolores y Guerrero, 2002). Una cantidad significativa asocia la
condicién: f(x+h)—f(x) = 0 con los puntos de corte de la grafica con el eje de las x;
analogamente existe tendencia a asociar la condicion: f(x + 4)—f(x)>0 con la region
donde la gréafica de la funcion esta por arriba del eje de las x y f(x + h)—f(x)<O con la
region donde la grafica de la funcion estd por debajo de aquel. Los profesores
cuestionados no son proclives a diferenciar entre condiciones de comportamiento y
condiciones de ubicacion de la grafica en el plano cartesiano. La mayoria asocia
consistentemente las condiciones de crecimiento y funcion positiva, (dadas
simultaneamente y en forma escrita), con las regiones correspondientes de las graficas,
sin embargo, asocian las condiciones creciente y negativa por un lado, y decreciente y
negativa por otro, con aquellos sectores de la grafica donde solo es positiva y negativa
respectivamente. Para ellos las condiciones de crecimiento y positividad o

decrecimiento y negatividad de la funcion parecen ser condiciones concomitantes.



Introduccion

Ahora bien, la problemdtica antes expuesta tiene implicaciones en el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la matemadtica de las variables. Por nuestra parte, suponemos
que esas concepciones pueden ser removidas de la mente de los estudiantes para
acercarlas a concepciones aceptables mediante un proceso instruccional premeditado.
De esto trata fundamentalmente este trabajo. En razon de lo anterior, el problema de la
presente investigacion se sintetiza en el siguiente cuestionamiento: ;Son estables o
cambiantes las concepciones alternativas acerca del andlisis de funciones mediante un

proceso instruccional sistematico?

Justificacion. Compartimos con el Dr. Dolores (2002) el planteamiento de que el poder
analizar el comportamiento de las funciones es uno de los rasgos esenciales que
caracteriza al pensamiento variacional. El desarrollo de esta forma de pensamiento en
los estudiantes los puede colocar en mejores condiciones para acceder a la matematica
superior. Para contribuir al desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional se requiere
del desarrollo de saberes basicos como el analisis de funciones; no obstante en este
proceso surgen una diversidad de concepciones alternativas que hace falta remover para

progresar en el desarrollo de esta forma de pensamiento.

La ensefianza y el aprendizaje de la matemética persiguen como objetivo final lograr
transformacion de ideas y formas cientificas de pensamiento en los estudiantes. Esos
cambios y transformaciones se orientan hacia la formacién de una concepcion cientifica
del mundo; ésta implica la formacion de ideas cientificas y por tanto la superacion de
las concepciones espontdneas o alternativas. El pensamiento y lenguaje variacional es
una forma de pensamiento cientifico que requiere de una formacion rica en imagenes
mentales graficas. Por ello, es necesario estudiar sistematicamente esos cambios que
obran desde las concepciones alternativas hacia las concepciones cientificas aceptables

en el trabajo con las graficas de las funciones.

Si se conocen a profundidad las concepciones alternativas de los estudiantes cuando
analizan el comportamiento de las funciones, se pueden crear mejores condiciones para

disefiar y ejecutar acciones tendientes a cambiarlas. Las formas tradicionales de
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enseflanza no atienden a estas concepciones, por eso muchos estudiantes encuentran en
las clases ordinarias el terreno propicio para arraigarlas en su pensamiento o en el peor
de los casos, ignorarlas o evadir su presencia. He ahi la importancia y la necesidad de

estudiarlas concienzudamente.

Objetivo. Este trabajo de investigacion tiene como objetivo fundamental analizar la
estabilidad y cambio de las concepciones alternativas de los estudiantes respecto al
analisis de funciones a través de sus graficas en condiciones instruccionales

determinadas.

Hipotesis. Asumimos que las concepciones alternativas detectadas acerca del andlisis
de las funciones, pueden ser removidas si se ponen en practica disefios instruccionales

que favorezcan tal cambio conceptual.

Elementos tedricos basicos. En el contexto global este trabajo se fundamenta en las
ideas que acerca del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PLV) se han generado en el
grupo de investigadores organizados en torno del Comité Latinoamericano de
Matematica Educativa (CLAME). En un contexto especifico esta edificado sobre la

base de las concepciones alternativas y el cambio conceptual intencional.

En nuestro pais varios investigadores (Cantoral y Farfan, 2000; Dolores 2000a) realizan
sus trabajos ocupandose de la linea de investigacion denominada: Pensamiento y
Lenguaje Variacional. Tal linea de investigacion estudia la articulacion entre la
investigacion y las practicas sociales que dan vida a la matematica de la variacion y el
cambio en los sistemas didacticos, atendiendo a una aproximacidn sistémica que
permita incorporar las cuatro componentes fundamentales en la construccion del
conocimiento: su naturaleza epistemologica, su dimension sociocultural, los planos de
lo cognitivo y los modos de transmision via la ensefianza. Para acceder al pensamiento y
lenguaje variacional, se precisa entre otras cosas, del manejo de un universo de formas

graficas extenso y rico en significados por parte del que aprende pues el conocimiento
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superficial no resulta suficiente para desarrollar las competencias esperadas en los

cursos de analisis.

Respecto de las concepciones alternativas, en Mevarech y Kramarsky (1997) se hace un
interesante analisis que aqui se retoma. Los nifios desarrollan ideas acerca de su mundo,
desarrollan significados para palabras usadas en la ciencia y desarrollan estrategias para
obtener explicaciones acerca de coémo y por qué las cosas se comportan como tales.
Estas categorias de creencias de los nifios, teorias, significados, y explicaciones, forman
las bases para el uso del término concepciones de los estudiantes. Cuando esas
concepciones entran en conflicto con los significados aceptados, aparecen las
concepciones erroneas, errores sistematicos, preconceptos y concepciones alternativas.
Estos términos reflejan diferentes perspectivas de los conocimientos de los estudiantes.
Los conceptos erroneos y los errores sistematicos describen rasgos incorrectos de los
conocimientos de los estudiantes que son repetibles y explicitos. Los preconceptos y las
concepciones alternativas tienen una connotacion mas neutral, pues enfatizan el cambio
desde los errores de los estudiantes hasta las diferentes maneras en que ellos entienden
las tareas dadas. Los términos concepciones de los estudiantes se usan para denotar los
conocimientos que estan de acuerdo con los significados aceptados y concepciones
alternativas es utilizado para describir al conocimiento que difiere de aquél que se
plantea para ser aprendido. Estos términos fueron adoptados ya que enfatizan lo que los
estudiantes realmente saben y no lo que no saben, e inducen al lector a ver los procesos

de aprendizaje desde el punto de vista de los estudiantes.

Por otra parte, desde el punto de vista didactico las concepciones alternativas no
pueden permanecer indefinidamente en la mente de los estudiantes; debieran sufrir
transformaciones como consecuencia de la puesta en practica de disefios
instruccionales. No obstante los investigadores advierten que algunas concepciones
alternativas son resistentes al cambio y otras no. Respecto del cambio conceptual Pozo

(1996) plantea que éste se produce en las condiciones siguientes:
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o El aprendizaje de conceptos cientificos no consiste s6lo en reemplazar unas
ideas cualesquiera por otras cientificamente aceptadas, sino que en el
aprendizaje existe una cierta conexion genética con la teoria alternativa del

alumno y la teoria cientifica que se le pretende transmitir.

a Para que el alumno pueda comprender la superioridad de la nueva teoria es
preciso enfrentarle a situaciones conflictivas que supongan un reto para sus
ideas. Es decir, el alumno ha de darse cuenta de que su teoria previa es erronea
en ciertas situaciones, en las que conduce a predicciones que no se cumplen. Al
mismo tiempo, hay que hacerle ver también que la nueva teoria hace

predicciones mejores.

o Por ultimo, a partir de lo anterior, puede deducirse que la toma de conciencia por
parte del alumno es un paso indispensable para el cambio conceptual. Los
conceptos alternativos de los alumnos suelen ser implicitos. Un primer paso para
su modificacion serd hacerlos explicitos mediante su aplicacion a problemas

concretos.

Otro elemento adicional de los cambios conceptuales radica en la intencionalidad de
esos cambios. El cambio conceptual intencional involucra el intento deliberado de una
persona por un cambio radical de un sistema conceptual a otro porque son seducidos por
el poder de ese nuevo sistema conceptual, o porque perciben algun defecto profundo en
su vision actual (Ferrari y Elik, 2003). Desde esta perspectiva, bajo condiciones del
mundo real los nuevos y viejos conceptos son influenciados por los moderadores y
mediadores del cambio conceptual. Los mediadores estructuran el enfoque completo
que alguien posee de un concepto en particular; los moderadores determinan la facilidad

o la dificultad con que el individuo intentara cambiar los conceptos existentes.

Con el recuento de las ideas anterior se evidencia el papel relevante que posee el estudio
de las concepciones alternativas de los estudiantes sobre el tema del analisis de

funciones. En la medida en que se desarrolle investigacion encaminada a remover estas
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concepciones para sustituirlas por otras acordes con el conocimiento cientifico,
estaremos en posibilidad de allanarles el camino a los estudiantes en situacion escolar
para que, cuando llegue el momento de enfrentarse con los conceptos propios de la
matematica del cambio, cuenten con la estabilidad suficiente en sus concepciones para
llevar a cabo el anélisis grafico de funciones de acuerdo con las concepciones aceptadas

por la disciplina.

Metodologia. La investigacion que constituye la parte central de esta tesis, tiene como
tema el estudio de los cambios conceptuales, en especial de las concepciones
alternativas que surgen cuando se analizan o interpretan las graficas de funciones
elementales. La pregunta principal de la tesis consiste en indagar si esas concepciones
son estables o cambiantes como consecuencia de un proceso instruccional
intencionalmente disefiado para ello. Para encontrar respuesta a la pregunta planteada
nos propusimos la realizacion del siguiente programa metodologico: indagacion de los
antecedentes; disefio de las actividades de incidencia e instruccion que a su vez
consistieron en: un diagnostico, formacion de las condiciones de partida, disefio de
situaciones didécticas, puesta en escena de las situaciones didacticas y analisis de los
resultados; finalmente a la luz de los resultados de estas actividades se realiz6 el analisis

de la estabilidad o cambio de las concepciones alternativas sujetas a estudio.

El diagnostico consistié del disefio, validacién y aplicacion de un cuestionario a los
estudiantes que participaron en la puesta en escena del disefio instruccional; su
proposito fue explorar sus concepciones alternativas. La formacion de las condiciones
de partida incluyo el estudio del concepto de variable, dominio, rango, y graficacion de
puntos sobre el plano cartesiano. El disefio para ser utilizado en la incidencia
instruccional incluyo6 todas las actividades relativas a la primera parte del libro: Una
introduccion a la derivada a través de la variacion, del Dr. Crisblogo  Dolores,
ampliado y enriquecido con ambientes graficos. A lo largo de la puesta en escena del
disefio instruccional se tomaron los datos para conocer el estado de las concepciones de
los alumnos respecto del analisis grafico de funciones. Habiendo finalizado la puesta en

escena del disefio instruccional, se aplico el post—test, a fin de estudiar los efectos
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ejercidos por la incidencia instruccional en la estabilidad o cambio las concepciones

alternativas detectadas por el pre-test.

Finalmente esta tesis esta estructurada de una introduccion y cinco capitulos. En la
introduccion de manera sintética describimos los aspectos esenciales de la
investigacion. En el capitulo I se hace una revision de las investigaciones cercanamente
relacionadas con el tema de estudio para conformar un estado del arte. El capitulo II estd
dedicado al marco tedrico, y en éste se analizan los elementos teéricos esenciales que
soportan este trabajo. El capitulo III es el espacio reservado para la descripcion y
analisis de los procesos metodologicos empleados para encontrar las respuestas al
problema de la investigacion. En el capitulo IV se encuentra un analisis de los
resultados encontrados en la investigacion y en el Capitulo V se encuentran las
conclusiones centradas en el analisis de la estabilidad o cambio de las concepciones

alternativas estudiadas.



Estado del Arte Capitulo 1

Capitulo I

ESTADO DEL ARTE

El estado del arte que aqui se presenta fue elaborado mediante revision y analisis de
articulos de investigacion y de la curricula de la matematica escolar relativa al analisis
de funciones. Respecto de los articulos de investigacion la revision y andlisis se centrd
en la identificacion de los objetivos que las guiaron, la metodologia utilizada, las
condiciones en que fueron realizadas y los resultados obtenidos en cada una de ellas. En
la revision de los planes y programas, atendimos al tema del analisis de funciones, los

temas relacionados, el tratamiento sugerido y el enfoque en el que se enmarcan.

1.1 El analisis de funciones y la graficacion en planes y programas

de estudio

En la escuela primaria mexicana los contenidos de matematicas incorporados al
curriculum se articulan en seis ejes: los niimeros, sus relaciones y sus operaciones;
medicidn; geometria; procesos de cambio; tratamiento de la informacién; prediccion y
azar. La variacién y el cambio se incluye en el eje Procesos de Cambio; éste se inicia
con situaciones sencillas en el cuarto grado y se profundiza en los dos ultimos grados.
En ¢l se abordan fendmenos de variacion proporcional y no proporcional. El eje
conductor estd conformado por la lectura, elaboracion y andlisis de tablas y graficas
donde se registran y analizan procesos de variacion. Se culmina con las nociones de
razon y proporcion, las cuales son fundamentales para la comprension de varios topicos
matematicos y para la resolucion de muchos problemas que se presentan en la vida

diaria.

En la escuela secundaria los programas estan organizados en cinco areas: Aritmética,

Algebra, Geometria, Presentacién y Tratamiento y Nociones de Probabilidad. Como se
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puede ver, el eje procesos de cambio iniciado en la escuela primaria ya no aparece. No
obstante los temas relativos a la variacioén y a las funciones se encuentran integrados a
las areas de aritmética, prealgebra, presentacion y tratamiento de la informacion y
algebra. En el primer grado los contenidos matematicos incluyen el estudio de razones y
proporciones, en prealgebra se inicia el manejo de literales y se trabaja en la elaboracién
de tablas y graficas construidas a partir de un enunciado, de situaciones extraidas de la
geometria, la fisica, de datos recolectados por los alumnos, en la estadistica, la
economia, las diversas ciencias y en la vida cotidiana. Ademas se trabaja con la
utilizacion de tablas o graficas para explorar si dos cantidades varian proporcionalmente
o no. En segundo afio, se trabaja con la iniciacidon al lenguaje algebraico, ecuaciones
lineales, el plano cartesiano, sistemas de ecuaciones lineales y, en la parte
correspondiente a Presentacion y Tratamiento de la Informacion se trabaja con ejemplos
para introducir la nocioén de funciéon como una relacion entre dos cantidades por medio
de la descripcion de fenomenos de la fisica, la biologia, la economia y otras disciplinas.
También se trata el paso, en casos sencillos, de una tabla o una grifica a una
formula (funciones de las formas y = mx, y = mx + b, xy = k). En tercer afio, en la parte
de algebra, es en donde se aborda el estudio del analisis de funciones, el estudio en
casos sencillos del comportamiento local de una funcion; estudio de familias de

graficas de la formay=mx+b.

En los planes de estudio del bachillerato, el andlisis de funciones se aborda en el curso
de Célculo Diferencial. En este curso incluye la clasificacion de funciones;
identificacion del dominio y el rango; graficacion de funciones; continuidad de una
funcién; limites y continuidad de una funcion; derivacion de funciones; andlisis de
funciones; funciones crecientes y decrecientes; maximos y minimos relativos
(aplicacion del criterio de la primera derivada; aplicacion del criterio de la segunda
derivada); Aplicaciones (aplicacion del proceso de determinacion de méximos y

minimos de una funcion, para graficar funciones y resolver problemas de optimizacion.

En el programa de Matematicas I de todas carreras de ingenieria de los institutos de la

Direccion General de Institutos Tecnologicos de la SEP (DGIT) el andlisis de funciones
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ocupa un lugar importante en la Unidad I (Introduccion al Calculo): Recta numérica y
concepto de intervalo, Valor absoluto, Desigualdades, Funciones y sus gréficas,
Clasificacion y operacion de funciones. También se estudian en la Unidad II (Limites y
Continuidad) las funciones trascendentes y algebraicas, funciones continuas; en la
Unidad IV (Aplicaciones de la Derivada) se estudia la derivada como razén de cambio,
ecuaciones de la recta tangente y la normal, maximos y minimos de funciones, criterios

de la primera y segunda derivada.

Como puede apreciarse es manifiesto el interés en los programas, por el estudio de las
funciones y sus graficas, desde la primaria, la secundaria, el bachillerato y la
universidad. Aunque es mds amplio este estudio en el bachillerato y la universidad. En
ellos se incluye el uso de la derivada para la realizacion de tal estudio, pero entre lo que
declaran los programas y lo que manifiestan saber los estudiantes (incluso los
profesores) no existe correspondencia. En el siguiente epigrafe exhibiremos algunas

evidencias que soportan esta afirmacion.

1.2 Los resultados de trabajos de investigacion sobre las

concepciones alternativas acerca del analisis de funciones

1.2.1 Investigaciones internacionales

Mevarech y Kramarsky (1997) investigaron en torno de las concepciones alternativas de
los estudiantes relacionadas con la construccion de graficas de funciones con 92
alumnos de 2° afo de secundaria cuya edad promedio fue de 13.7 afios. Los estudiantes
fueron examinados antes y después de someterse a la ensefianza formal de graficacion,
incluida en el plan de estudios de las escuelas israelitas de Tel Aviv. El objetivo de su
investigacion fue identificar las concepciones y las concepciones alternativas que los
estudiantes tenian respecto de la construccion de graficas para representar situaciones
cotidianas y examinar la resistencia de estas concepciones alternativas ante la ensefianza

formal acerca de la graficacion.
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A los estudiantes se les pidi6 construir graficas para representar situaciones descritas en

cuatro distintos enunciados. Se incluye el primero de ellos a continuacion:

A los sujetos se les pidio construir graficas para representar las siguientes
situaciones:

Sara, Rivka, Raquel y Lia discutieron acerca de si o no sus éxitos en los examenes se
relacionaban con la cantidad de tiempo que ellas se preparan para las pruebas.

A. Sara dice que si ella estudia mas sus calificaciones son mejores. Por favor, construye
una grafica que represente lo que dice Sara.

B. Rivka sostiene que no importa cuanto estudie, siempre obtiene las mismas
calificaciones. Por favor construye una grafica que represente lo que dice Rivka.

C. Raquel, como siempre, dice que cuando ella estudia cerca de tres horas, sus
calificaciones son mejores, pero si estudia mas alla de tres horas, se cansa y sus
calificaciones son mas bajas. Por favor construye una grafica que represente lo que dice
Raquel.

D. Lia confes6 que para ella, generalmente cuando mas estudia, sus calificaciones
decrecen. Por favor, construye una grafica que represente lo que dice Lia.

Los estudiantes no habian pasado por una ensefianza formal de graficacion y fueron
examinados dos veces: antes y después de la unidad de aprendizaje: habilidades de

graficacion, que forma parte del programa de estudios del curso.

Las investigadoras encontraron varias concepciones alternativas acerca de a funcidon
creciente, funcion decreciente, funcidon constante y funcion curvilinea e incluso
ponderaron su estabilidad y cambio (ver Tabla 1.1). Los resultados de la investigacion
mostraron que la idea estereotipica de una grafica, con un sistema de ejes y una linea
que sube y baja, pero en donde la grafica no muestra la informacion descrita en la
narracion, el uso de flechas y escaleras para indicar la direccioén de la covariacion, y el
uso de lineas o curvas para conectar las marcas de los ejes (que antes de la instruccion
en conjunto ascendieron al 10%, y por ello no se incluyen en la tabla anterior)
desaparecieron casi completamente después de que los estudiantes fueron expuestos a la
instruccion formal, mientras que las graficas de un solo punto, series de gréficas, y la
conservacion de la forma creciente bajo cualquier condicidén, fueron resistentes a
cambiar bajo instruccion tradicional en relacion a la graficacion. Este resultado sugiere

que el aprendizaje relacionado con las convenciones de la representacion grafica
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cartesiana no pudo mejorar esas concepciones alternativas que estaban enraizadas en

fuertes bases experenciales.

Numero de estudiantes (porcentajes en paréntesis) que mostraron concepciones correctas y
concepciones alternativas antes y después de la instruccion sobre graficacion

Antes de la instruccion  Después de la instruccion
Funcion creciente

Correcta 57 (59) 77 (83)
Concepcion alternativa:
Grafica de un punto 22 (24) 13 (14)

Series de graficas 23 (25) 15 (16)
Conservacion de la forma creciente - —
Funcion constante

Correcta 52 (56) 75 (81)

Concepcion alternativa:

Grafica de un punto 24 (26) 17 (18)

Series de graficas 25 (27) 15 (16)

Conservacion de la forma creciente 8(9) 303

Funcion curvilinea

Correcta 35 (38) 56 (60)

Concepcion alternativa:

Grafica de un punto 20 (21) 19 (20)

Series de graficas 41 (44) 25 (27)

Conservacion de la forma creciente 4(5) 2(2)

Funcién decreciente

Correcta 51 (55) 61 (66)

Concepcidn alternativa:

Grafica de un punto 21 (22) 16 (17)

Series de graficas 22 (23) 13 (14)

Conservacion de la forma creciente 7(7) 10 (11)
Tabla 1.1

Por otro lado, Janvier (1998) desarroll6 una investigacion para abordar el estudio de una
dificultad importante encontrada por los estudiantes avanzados orientados a la ciencia
con un tipo particular de grafica que tiene que ver con fendmenos que involucran el
tiempo y el espacio. A fin de obtener las respuestas que los estudiantes proporcionarian,
el investigador aplicod un test de 5 problemas y analiz6 los procesos de razonamiento
subyacentes, infiriendo las causas atribuibles a su entrenamiento. Trabajé con una
poblacion de 226 estudiantes de ciencias de college que tomaban un curso de
precalculo. En el tercer problema, se les pidié que elaboraran una grafica en donde se
mostrara la variacion del tiempo tomado por un aeroplano volando de Montreal a Paris
con respecto a la velocidad. Algunas producciones de los estudiantes se muestran a

continuacion (Ver Fig. 1.1).
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En los resultados que obtuvo, Janvier identifico la aparicion de la cromica, a la que
defini6 como un obstaculo epistemoldgico que surge durante el andlisis o la
construccion de una gréafica y consiste en que los enunciados de los problemas son
transformados por el solucionador para que encajen con la interpretacion que ¢l hace,
aun cuando deba intercambiar los ejes. En algunas de las graficas elaboradas por los
estudiantes (Fig. 1.1), la presencia de la crénica se tradujo en la manifestacion de una
concepciodn alternativa consistente en graficar la informacion proporcionada colocando
la variable tiempo en el eje horizontal y la variable velocidad en el eje vertical,
representando asi a la velocidad en funcion del tiempo, no obstante que el grafico
solicitado en el enunciado debia mostrar la variacion del tiempo respecto de la
velocidad del avion. Bosquejar una grafica “cualitativa”, menciona el autor, no es un
ejercicio ordinario en la mayoria de la curricula de matematicas. De hecho, las graficas
en matematicas usualmente van con sus ecuaciones. La ausencia de valores numéricos
arrastra una amplia variedad de respuestas. De lo anterior Janvier concluy6 que algunas

veces los estudiantes (o maestros) comienzan haciendo la pregunta correcta, pero
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durante la ejecucion de la solucion son atraidos por algunas herramientas de solucion
que anteriormente fueron una habilidad de interpretacion eficiente pero que, para el

problema en cuestion, ya no lo son.

Por otra parte, la investigacion realizada por Even (1998) enfoca su atencion en el
entrelazamiento entre la flexibilidad en el movimiento de una representacion a otra de
una funcion, con otros aspectos del conocimiento y la comprension. Participaron 152
estudiantes de matematicas de college en su ultima etapa de educacion, prospectos de
profesores de matematicas en su ultima etapa de preservicio formal de preparacion. Se
aplico un cuestionario que incluia problemas de matematicas no estandar, asumiéndose
que en condiciones no estandar, los estudiantes revelarian mas claramente las fronteras
de sus concepciones. Uno de los problemas aplicados en esta investigacion se muestra

enseguida.

Problema 1

Si substituyes 1 para x en ax’ + bx + ¢ (a, b y ¢ son numeros reales), obtienes un
numero positivo. Substituyendo 6 da un nimero negativo. ;Cudntas soluciones
reales tiene la ecuacion ax® + bx + ¢? Explica.

¥4 yh

[ X

- "Una solucion real - porque cruzara el gje x en un lugar"

¥4

——

y =

Respuestas al Problema 1: Enfoque grafico para el Nimero de Soluciones Reales

Fig. 1.2
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Solo 14% de los 152 estudiantes de la primera fase lo resolvieron correctamente,

2+ bx + ¢, cambiaron las

consideraron la  funcién correspondiente a y = ax
representaciones, y se refirieron a una grafica mentalmente o realmente la bosquejaron.
La mayoria de los estudiantes (cerca del 80%) no mostraron intento alguno por ver otra
representacion del problema. Durante la entrevista, a siete estudiantes que no resolvieron
correctamente el problema cuando contestaron el cuestionario se les pregunto si podrian
usar las gréficas para hacerlo. Para tres de ellos esta simple “sugerencia” fue suficiente
para hacer la conexion entre las dos representaciones. Los otros cuatro sujetos no usaron
la sugerencia de graficar, no hicieron la conexion entre las dos representaciones y no

resolvieron el problema. La representacion simbdlica parecié6 dominar su pensamiento y

fueron incapaces de cambiar la forma de pensar acerca del problema.

Los datos presentados aqui sugieren que los estudiantes que pueden facil y libremente
usar un analisis global de los cambios en una representacion grafica tienen una mejor y
mas poderosa comprension de las relaciones entre las representaciones grafica y
simbolica que la gente que prefiere revisar solo algunas caracteristicas locales y
especificas. Es tentador generalizar esta conclusion, dice el autor, respecto del uso de
una vision global de la funcion y una mejor comprension del significado de las graficas
y las funciones en general. Sin embargo, se presentaron varias situaciones durante la
investigacion, donde un enfoque puntual fue mas poderoso, porque proporciond
informacion de una solucion completa o de una solucion parcial que ayud6 a la
construccion de una solucion completa. Even concluye, que las concepciones de los
estudiantes respecto del andlisis de las funciones estan relacionadas con las diferentes
formas de enfocarlas o concebirlas. Manejar funciones puntualmente significa graficar,
leer o trabajar con puntos discretos de una funcién ya sea porque se esta interesado en
algunos puntos especificos solamente, o porque la funcion estd definida sobre un
conjunto de puntos. En contraste, algunas veces los estudiantes necesitan considerar la

funcioén en una forma global para poder observar su comportamiento.

Por otra parte, Yerushalmy & Shternberg (1998) investigaron con estudiantes que ya

habian cursado calculo con la finalidad de explorar el poder del curriculum para alentar
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a los estudiantes a construir el concepto de funcioén para fundamentar el aprendizaje del
algebra. Plantearon tres problemas, con los que intentaron mostrar un nuevo rol de la
representacion visual de la funcién, como modelo para la construccion de
representaciones simbolicas, con el apoyo de la tecnologia MBL (Laboratorio Basado
en Microcomputadoras) para ayudar a vincular las representaciones. Intentaron disefiar
un ambiente de aprendizaje que ofreciera a los estudiantes una presentacién coherente
del concepto de funcion, enfocdndose sobre los procesos que alentaran la
experimentacion de objetos matematicos relacionados con las representaciones de las
funciones. El enunciado del segundo problema propuesto por los investigadores a los

estudiantes, es el siguiente:

Un cocinero tiene una porcion grande de carne a una temperatura que debe ser
cocinado tan rapidamente como sea posible. El tiene a su disposicion un horno
convencional y un horno de microondas. En el horno de microondas la
temperatura se incrementa a una razon constante, y en el horno convencional se
incrementa a una razon variable. Usando los resultados de una primera prueba de
coccion, el cocinero sabe que aunque la temperatura de la carne en el horno
convencional sea siempre mas alta que en el horno de microondas, el tiempo de
coccion para esta pieza de carne seria de dos horas en uno o en otro horno. ;/Podria
ser que el tiempo de coccion sea menor a dos horas usando alguna combinacion de
estos dos hornos?

Los estudiantes ya habian cursado élgebra, precédlculo, y calculo. Sin embargo, en
ninguno de sus cursos se habian enfocado en la modelacién o en situaciones de la
realidad. La mayoria de los entrevistados intentaron representar la situacion
simbolicamente pero no pudieron, ya que el problema no incluia ningtn dato especifico.
Finalmente, solo dos estudiantes de séptimo grado, a diferencia de los estudiantes de
calculo de la primera muestra, inmediatamente acudieron a la representacion grafica de
la situacion para describirla y analizarla. Enfocandose sobre la razéon de cambio como
clave para la explicacion del comportamiento de un fendmeno, los estudiantes tomaron
un enfoque grafico no especifico para la solucién del problema y tuvieron un gran

progreso al representar visualmente la situacion usando un lenguaje iconico.

Analizando la contribuciéon de la tecnologia MBL a la construccion de las

representaciones de la funcion, Yerushalmy & Shternberg sostienen que los enlaces
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entre una situacion y su relacion visual (y en una etapa posterior, el enlace entre
simbolos y situaciones) ain son muy fragiles en estudiantes que ya han cursado célculo.
En cambio, cuando se incluyen las ideas presentadas en este articulo en un curriculum
de prealgebra, dan una nueva dimension a los problemas usados en contexto. Estas ideas
sugieren formas para construir una representacion simbolica de una funcién que modele
una situacion enlazando gradualmente lo hecho por la computadora con la
representacion formal de la funcidon. Este enlazamiento o vinculacién de diferentes
representaciones de una funcioén a través de la tecnologia, propicia la generacion de
situaciones conflictivas que explicitan las concepciones alternativas de los estudiantes

relativas a las gréaficas de funciones y a sus representaciones simbolicas.

La investigacion de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu (2002) se desarroll6 en torno de
la habilidad para analizar aspectos covariantes de eventos dindmicos de 20 estudiantes
estadounidenses que recientemente habian terminado un curso de calculo de 2° semestre
con las mas altas calificaciones. Estos estudiantes representaban la mayoria de los
estudiantes que habian obtenido la nota mas alta de cinco diferentes secciones, con un
profesor distinto para cada seccion. Los materiales que usaron en la ensefianza fueron
tradicionales, y las clases fueron tradicionales. No usaron calculadoras ni en su curso ni
en sus exdmenes. Los 20 estudiantes recibieron pago por el tiempo que invirtieron en
contestar el test. Seis de estos estudiantes fueron subsecuentemente invitados a
participar en una entrevista clinica de 90 minutos por la que también recibieron un pago.
Una nocion fundamental para este estudio lo constituyo6 el razonamiento covariacional,
el que fue definido por los autores como las actividades cognitivas involucradas en la
coordinacion de dos cantidades variantes mientras se atiende a las formas en las que

ellas cambian entre si.

Uno de los problemas planteados a los estudiantes en esta investigacion fue el siguiente:
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Dada la grdfica de la razon de cambio de la temperatura a través de un
periodo de 8 horas, construir un bosquejo de la grdfica de la temperatura en
ese periodo. Asumir que la temperatura en t = 0 es 0 grados Celsius.

razéon de
cambio de
la temp.

Fig. 1.3

Los resultados obtenidos se registran en la Tabla 1.2:

Resultados Cuantitativos del Problema de la Temperatura

] Numero de estudiantes que
Tipo de Respuesta )
proporcion6 cada respuesta

Construyeron una grafica estrictamente concava para todo el
dominio

Construyeron una grafica igual a la proporcionada

Omitieron cambios en la concavidadent=2y¢=5

Invirtieron la concavidad

N ) Y

Todos los aspectos de la grafica fueron aceptables

Tabla 1.2

En resumen los resultados a los que llegaron estos investigadores son los siguientes:

* Los estudiantes exhibieron comportamientos que sugirieron que fueron capaces
de coordinar cambios en la direccion y cantidad de cambio de la variable
dependiente en coordinacion con un cambio imaginado de la variable
independiente.

» Los estudiantes exhibieron conductas que sugirieron su incapacidad para
coordinar consistentemente cambios en la razén promedio de cambio con
cambios fijos en la variable independiente para el dominio completo de la

funcion.
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= Su capacidad para exhibir conductas que sugirieran coordinacion entre la razon
instantanea de cambio con cambios continuos en la variable independiente no
fue consistente.

» Los estudiantes tuvieron dificultad para explicar porqué una curva es suave y

qué representa un punto de inflexion en la grafica de una funcion

Todo lo anterior, a juicio de los investigadores, planted la necesidad de monitorear el
desarrollo de las comprensiones de los estudiantes acerca de las funciones y sus

habilidades de razonamiento covariacional antes y durante el estudio del calculo.

Las investigaciones arriba resefiadas ofrecen una variada vision de las dificultades que
los estudiantes de diferentes niveles educativos enfrentan cuando se ven precisados a
resolver problemas que involucran andlisis de funciones y que requieren el uso de
diferentes registros de representacion a fin de plantear una aproximacion adecuada a los

mismos, de suerte que puedan llegar a su solucion.

1.2.2 Investigaciones nacionales

Hitt (1996) reporta los resultados de una investigacion realizada con 30 profesores de
matematicas de ensefianza media a quienes se les aplicaron 14 cuestionarios, que tenia
como objetivo identificar las dificultades que presentaban en la articulacion de
diferentes sistemas semioticos de representacion del concepto de funcion y para
identificar los errores en el uso de tales sistemas y las repercusiones en la ensefianza.
Las caracteristicas principales de cada cuestionario eran diversas. En particular el
Cuestionario 10, tratd sobre la articulacion entre el sistema semiotico de representacion

grafico y un contexto real (dibujo de un recipiente).
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Grafica dada a los profesores Respuesta de un profesor

volume e~
iy
3

1

high 8
Tarea de conversion
Fig. 1.4

En los resultados obtenidos, el autor, identificd la presencia de una concepcidon
alternativa en los profesores, referida por el autor como traslacion iconica, (Monk,
1992) que les llevo a relacionar la forma continua del trazo de la grafica con la forma
del recipiente, encontrando que la forma de la grafica y no el estudio analitico de la

informacion contenida en ella, determind la forma del recipiente.

Por otra parte, Dolores y Catalan (2000) desarrollaron una investigacion trabajando con
una poblacion de 24 estudiantes de bachillerato tecnoldgico. Su objetivo fue desarrollar
pensamiento y lenguaje variacional en situacion escolar, especialmente el requerido
para deducir la ecuacion de la recta a partir de su comportamiento variacional y
viceversa, a partir de su ecuacion deducir su comportamiento variacional. Utilizaron 7
sesiones de clase de 50 minutos y al término de ellas se aplicd un cuestionario con el
propdsito de medir algunos aspectos indicativos del desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional. Respecto de la primera fase, en donde se utilizaron las graficas
como elemento visual principal para determinar los cambios, la mitad de los
participantes los lograron determinar (aunque con inconsistencias), particularmente
cuando las rectas decrecian y los cambios de la variable dependiente eran negativos. En
la fase verbal la mayoria de los estudiantes mostraron escasa comprension de las
expresiones de la forma y = mx + b. Solo la cuarta parte dio muestras de interpretar esta
simbologia y representarla graficamente, aunque los investigadores no se mostraron

seguros de que en sus interpretaciones los estudiantes hubieran utilizado la relacion de
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variacion directamente proporcional que encierra el coeficiente m. En general, Dolores
y Cataldn encontraron que los participantes mostraron escasa capacidad para visualizar

y analizar graficas, siendo mas proclives a realizar operaciones.

En la misma direccidon que en el caso anterior Dolores, Solache y Diaz (2002) abordan
el problema del escaso desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional en estudiantes
que terminan el bachillerato y de los que principian la universidad, especialmente el que
se relaciona con los conceptos, procedimientos y relaciones relativos a las variables,
funciones, derivadas, y andlisis del comportamiento variacional de funciones
elementales. Se plantearon como objetivo investigar la influencia que ejercen las
situaciones y secuencias didacticas del cuaderno didactico Una introduccion a la
derivada a través de la variacion, en el desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional de los estudiantes de bachillerato en situacion escolar. La experiencia
pedagdgica la concretaron en un curso ordinario de Matematicas IV, Calculo
Diferencial, con dos grupos de estudiantes de bachillerato tecnologico. Al finalizar la
experiencia, los investigadores encontraron que, el 47.8% de los estudiantes confundi6
la nocién de funcion positiva con la nocion de funcidn creciente y ademads presentaron
dificultades en el manejo de la notacion de intervalos. El 56% confundi6 la nocion de
funcién negativa con la de funcioén decreciente, presentd dificultades en el manejo de la
notacion de intervalos y ademés asociaron el decrecimiento con el menor valor de la
ordenada. El 52% de los estudiantes mostraron confusiones tales como: contestar que
en donde f{(x) es cero f(x) tiene un maximo, y otros dieron como maximo a la ordenada
maxima sin mencionar a qué valor de x correspondia. El 56% de los estudiantes
evidenciaron tener clara la idea del minimo de la funcién. El 21.7% confundieron

intervalos con puntos.

En otro trabajo enfocado mds a la identificacion de concepciones alternativas en
profesores, Dolores y Guerrero (2002) realizaron un estudio exploratorio sobre el
comportamiento variacional de funciones elementales a través de sus representaciones
graficas y analiticas. Especificamente, la problematica que en esta investigacion se

abordo tuvo que ver con la escasa correspondencia que establecen los profesores del
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nivel medio superior, entre las representaciones analiticas sobre el comportamiento de
las funciones elementales y sus graficas cartesianas. Dolores y Guerrero trabajaron con
una poblacion de 16 profesores de matematicas con formacion de ingenieros o de
normal superior, que impartian clases en instituciones de educacion media superior con
modalidad de estudios bivalente. A cada uno de ellos se le aplicd un cuestionario. El

primero de los reactivos del cuestionario aplicado, se muestra enseguida:

1. La grafica siguiente corresponde a la funcion f{x). Subraye la opcidon u opciones que

satisfagan la pregunta: ;Para qué intervalos se cumple que:

10

-10

1.A) fix +h) — f{x) >0, parah > 0? a)—3<x<-2 b) 2<x<0 c)0<x<2 d)-3<x<0.5 e)otro:
1.B) fix +h) —f{x) <0, parah > 0? a)-3<x<-2 b) 2<x<0 ¢)0<x<2 d)-0.5<x<0.5 e)otro:

1.C) flx +h) —fix) =0, para h>0? a)x=-3 b) x=—-05 ¢)x=0 d) x=2 e) otro:

Fig. 1.5

Los resultados que obtuvieron fueron los siguientes: a) los profesores asociaron la
expresion: fix + h)—f(x) = 0, (con f continua y 4 > 0 preferentemente pequena), con los
puntos de corte de la grafica con el eje de las x; b) analogamente, existio
tendencia a asociar la condicion: fix + h)—f(x)>0, con la regién donde la grafica de la
funcién estaba por arriba del eje de las x, region donde se cumple que fix)>0, y por
ultimo, los profesores asociaron la condicion: f{ix + 4)—f(x)<0, con la regiéon donde la

grafica de la funcion estaba por debajo del eje de las x, region donde se cumple que

S(x)<0.
Interesado en estudiar la presencia de estas concepciones en poblaciones de estudiantes,

futuros profesores de matematicas, Dolores (2002) realiz6 una investigacion con siete

estudiantes al estilo de pre—experimentos con validacion interna pre—post. Los
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estudiantes tenian alguna informacion previa acerca del analisis de funciones mediante
la derivada aunque el diagndstico reveld muchas deficiencias. Al principio se disefid y
aplico un cuestionario de diagnostico para detectar en los participantes sus
concepciones, y después se trabajo con ellos durante un periodo de cuatros semanas, un
curso—taller de resolucion de una serie de ejercicios y problemas relativos al anélisis de
funciones; al término del curso se aplico un cuestionario final para explorar el estado de
las concepciones alternativas detectadas al principio. Uno de los reactivos incluidos en

el cuestionario, que se aplico antes y después de la instruccion, es el siguiente:

(Para qué x, las funciones f(x)y g(x) son positivas?
2(x)

fix 2 T 2
1 T 1

| R E—
-W Oji- x ) ) ? _
5 1 -

1

2

24

—

A) De 0al B)De -3a0 C)De -1al D) De-5a0 E) De -5a-1 F) Otras

Fig. 1.6
Las concepciones alternativas identificadas por Dolores en los estudiantes fueron las

siguientes:

a) Mas de la mitad de los estudiantes concibieron que una funcidn es positiva si su
grafica esta ubicada en la region donde las x (abscisas) son positivas sin importar que
los puntos de la gréfica estuvieran en el primero o cuarto cuadrantes. Parecieron sdlo
atender al signo de las abscisas para tomar la decision. De forma similar, la mayoria de

los estudiantes concibieron a una funcion como negativa, si su abscisa es negativa.

b) Respecto de los intervalos en donde una funcién es creciente o es decreciente, en las
repuestas que dieron los estudiantes se observd claramente la tendencia a asociar las
regiones de las graficas de las funciones donde éstas son positivas con la idea de
crecimiento y las regiones de las graficas de las funciones donde €stas son negativas con

la idea de decrecimiento.
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¢) Cuando se exploraron las concepciones de los estudiantes acerca de la nocion de
estabilidad, se manifestd cierta preferencia por indicar que en x = 0 la funcion se
estabiliza, aunque fue mas notoria la relacion que establecieron entre este concepto y los

ceros de la funcion

En la misma direccion que la investigacion anterior, Dolores, Alarcon y Albarran (2002)
investigaron las concepciones alternativas acerca de la lectura de las graficas pero ahora
con graficas que representaban movimiento fisico. La exploracion fue realizada sobre la
base de un cuestionario que fue aplicado a estudiantes y profesores de fisica,
participaron 80 estudiantes del 3er. grado de Secundaria, 100 del 3er. grado de
Preparatoria y 15 estudiantes universitarios; por parte de los profesores participaron: 13
de secundaria y 40 profesores de fisica del nivel preparatoria, todos ellos de escuelas
ubicadas en la capital del Estado de Guerrero y poblaciones circundantes. El
cuestionario se disefid en el marco de la fisica y presuponiendo que, por un lado, las
graficas cartesianas son representaciones a partir de las cuales se pueden explorar las
concepciones de profesores y alumnos acerca del movimiento fisico al plantearles
preguntas problematicas sobre ellas; por otro lado, para dar respuesta a las preguntas
problematicas se requirid poner en juego el pensamiento visual y los conocimientos de
fisica y matematicas de las personas cuestionadas. El cuestionario estuvo compuesto
por el planteamiento de seis situaciones, cada una de las cuales estuvo acompanada por

una o varias graficas (a continuacion mostramos uno de los reactivos aplicados):

Situacion 3. Las preguntas que corresponden a esta situacion estan formuladas respecto a las
graficas que abajo aparecen. Estas muestran la variacion de las distancias recorridas por los
automoviles A, B y C, respecto del tiempo. Las preguntas se refieren a las velocidades
instantaneas y para contestarlas se requiere escribir falso (F) o verdadero (V). Al lado derecho

de la grafica aparecen las proposiciones a juzgar.

'y

?;tamia a) La velocidad del auto B en #, es igual que la de C en el
MISINO PUNTO ..eevvrenrieereiieiiesieete e eveseeesreeseesessseseessesseenns ()
b) El auto B arrancé con mayor velocidad...................... ()

c) La velocidad del auto A en #, es igual que lade Ben #( )

Tiemno (1 Fig. 1.7
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Las concepciones alternativas encontradas en este trabajo por Dolores, Alarcon y

Albarrén son las siguientes:

Los estudiantes concibieron la condicion mayor velocidad media, como asociada a: la
representacion grafica de la ordenada de mayor altura o con el intervalo al que le
correspondian las ordenadas de mayor altura; con el segmento rectilineo de mayor
longitud de la gréafica; el segmento rectilineo horizontal al eje de las ¢ (quiza
interpretando la grafica como el corte transversal de una carretera que cuando es plana
el automovil debe desplazarse con mayor velocidad); con el segmento de recta de mayor
pendiente. Esta ltima concepcion casi no se manifestd en estudiantes de secundaria;
fue mas visible en los universitarios; la proclividad a manifestar las restantes fue mas
marcada en los de secundaria. En cuanto a los profesores las tendencias notadas en los
estudiantes se conservaron, solo que hubo preferencia por el intervalo de las ordenadas
de mayor altura; mas de la mitad de los profesores de preparatoria la asociaron con el

segmento de recta de mayor pendiente.

En cuanto a las estimaciones de la velocidad media cuando la grafica era un segmento
rectilineo paralelo al eje de las 7, las concepciones alternativas encontradas la asociaron
a una la magnitud de la ordenada; otros operaron con los extremos o el medio del
intervalo de tiempo con la ordenada constante correspondiente (los multiplicaron o
dividieron), ningun estudiante, a excepcion de algunos de preparatoria, estimaron que la
velocidad fuera de 0 km/h. En los profesores las tendencias fueron similares, aunque la
proclividad a asociar la velocidad con la ordenada fue mas acentuada en los profesores
de secundaria; solo algunos profesores de preparatoria estimaron que la velocidad fuera
cero atendiendo quiza a la pendiente de la recta. Cuando el segmento rectilineo de la
grafica tenia pendiente positiva los estudiantes y profesores asociaron la velocidad
media con la magnitud de las ordenadas de los extremos o de la ordenada intermedia,
aunque tuvieron preferencia por la ordenada de mayor altura, operaron con la magnitud
de la ordenada mayor dividiéndola entre la magnitud de su correspondiente abscisa.

Cuando el segmento rectilineo de la grafica tenia pendiente negativa afloré una amplia
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diversidad de concepciones. Las manifestaciones encontradas en los profesores fueron
semejantes, aunque muy pocos de ellos obtuvieron la velocidad negativa que cumpliera

con las condiciones graficas mencionadas.

Respecto de la posibilidad de que dos grdficas, una de coordenadas tiempo—distancia y
otra coordenadas velocidad—tiempo, referidas al movimiento rectilineo uniforme,
pudieran representar al mismo movimiento; los estudiantes universitarios y profesores
de preparatoria mayoritariamente opinaron que no. La tendencia apuntd a que a mayor
nivel educativo corresponden concepciones menos consistentes acerca de la posibilidad
de que representaciones graficas de la velocidad y la distancia modelen a un mismo
movimiento. Finalmente la gran mayoria, tanto de estudiantes como de profesores de
fisica que contestaron el cuestionario, asociaron la grafica cartesiana que se asemejaba a
la trayectoria para el caso de la caida libre de los cuerpos. Este dato fue sintomatico de
la concepcién que equipara a la trayectoria del movimiento fisico con la gréfica

cartesiana del mismo.

En un trabajo muy reciente que confirma varios de los hallazgos anteriores, Dolores
(2003) centra la atencidn en las concepciones alternativas de estudiantes de bachillerato
que subyacen en las respuestas a preguntas sobre el anélisis de funciones a través de sus
graficas. Una diferencia esencial en este trabajo respecto de los anteriores, es que el
investigador fue ajeno al disefio y ejecucion del tratamiento instruccional que recibieron
los estudiantes examinados. Los cuestionamientos propuestos consisten en la
determinacion de las zonas o intervalos de crecimiento, decrecimiento, estabilizacion y
la coordinacion de propiedades simultaneas tanto de ubicacidon en el plano como de
comportamiento. La investigacion fue realizada en 40 estudiantes de bachillerato, justo
después de haber estudiando el tema de graficacion y andlisis de funciones, sin usar

derivadas. Las concepciones alternativas encontradas son las siguientes:

Funcion positiva o negativa. Mayoritariamente los estudiantes sugieren que solo en la
region sombreada de la Fig. 1.8 la funcion f(x) es positiva; indican que pasa lo mismo
en la regiéon sombreada de la Fig. 1.9. Hay una tendencia a asociar la idea de funcion

positiva si su grafica esta ubicada en la region donde las x son positivas sin importar
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que los puntos de la grafica estén por arriba o por debajo del eje x, solo atienden al

signo de las abscisas para tomar la decision.

+—
5o
—
=
R
oo
N -

Fig. 1.8. Concepcion alternativa: los estudiantes Fig. 1.9. Concepcidn alternativa:

prefieren el intervalo: f'(x) >0, para 0 <x <l g (x)>0para: -1 <x<1
Las concepciones alternativas respecto de las funciones negativas siguen el mismo

patron. Para los estudiantes cierta funcion f(x) es negativa preferentemente donde tiene

abscisas negativas. )
NE) 2

X 1
/ \ y : ; R VN
. — ¥ 2 a0
-1 0 ¥
1, >
Fig. 1.10. C__r:i‘epci()n altSsativa Fig. I.11. Concepcion alternativa:

g(x)<Opara: -1 <x<0 g(x)<Opara: -1 <x<1

Funcion creciente o decreciente. Los estudiantes manifiestan tendencia muy marcada

arelacionar a las funciones crecientes con aquella cuyas imagenes son positivas.

S g0 T 7

/\ ] ]
! I 1 v/ A + t t <

75 4 3 2 10'\'/ K W

-1 01 /1 53 4 5~
@) >
Fig. 1.12. Concepcion alternativa: Fig. 1.13. Concepcion alternativa:
g (x) crece, para: =5 <x<-1 g (x) crece, para: 1 <x <5

De manera analoga las concepciones alternativas de los estudiantes para las funciones

decrecientes son aquellas que asocian a los intervalos donde la grafica esta por debajo
8x)
2

del eje x. fT?
/—\ | :
| 1 1 Y =2 ! 1 2 I3
-5 4 302 - 0L 1 /1 «~ I 0 I I =
-1
&)

Fig. 1.15. Concepcion alternativa:

Fig. 1.14. Concepcion alternativa:

g (x) decrece, para: =1 <x <1 g (x) decrece, para: -2 <x <0
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El crecimiento es asociado con la grafica que tiene imagenes de f{x) positivas y

analogamente el decrecimiento es asociado con la grafica con imagenes negativas.

Funcion que no crece ni decrece. Los estudiantes tienen preferencia por asociar la
propiedad de no crecimiento ni decrecimiento de una funciéon con los puntos donde la

gréfica corta al eje de las ordenadas o al eje de las abscisas.

f(x) 2

Fig. 1.16. Concepcion alternativa:
puntos donde la funcion no crece ni
decrece.

Funcién positiva y creciente. Practicamente la totalidad de estudiantes entrevistados
indican que la Fig. 1.17a representa a una funcién positiva y creciente, pero sélo un

tercio sugieren que la Fig. 1.17b lo es; una cantidad mas reducida (poco mas de  del

total) aceptan que la Fig. [.17c retine tales condiciones. Hay una tendencia marcada a
no considerar funcidn creciente y positiva si parte de su grafica estd ubicada en el
segundo cuadrante (con abscisas negativas) aunque sea creciente. A continuacion

aparecen las graficas seleccionadas en orden descendente de preferencia.

f(x) h(x) / k(x)

0 0 X 0 X

Fig. 1.17a Fig. L.17b Fig. 1.17¢

Funcién positiva y decreciente. La gran mayoria de estudiantes prefiere la Fig. 1.18a
como la que representa a una funcidon positiva y decreciente; un tercio de los
entrevistados eligieron la Fig. 1.18b y sélo un poco mas de la sexta parte eligieron la
Fig. 1.18c. La gran mayoria de estudiantes manifiesta una concepcion tal que no
comparte que una funcidén sea positiva y decreciente si estd ubicada en el segundo

cuadrante, aunque en efecto sea decreciente.
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) L iﬂﬂ \ k)
IO X 0 X 0 X

Fig. 1.18a Fig. L.18b Fig. 118¢

Funcion negativa y creciente. La mayoria de estudiantes prefieren la Fig. I.19a como
funcion negativa y creciente, pues tiene coordenadas negativas e incluso es en efecto
creciente. Las preferencias disminuyen para la Fig. [.19b (y casi se igualan con la Fig.
[.19¢) que crece y tiene abscisas negativas y positivas; menos favorecida fue la Fig.
1.19d que tiene abscisas positivas y ordenadas negativas. Cerca de la mitad de los
entrevistados cree que la Fig. 1.19¢ retne las condiciones, esta grafica es creciente pero
no negativa, lo son sélo sus abscisas, tal concepcion asocia a las funciones crecientes y
negativas con aquellas graficas que, en efecto crecen, pero que so6lo tienen abscisas
negativas; se privilegia el signo de sus abscisas por sobre el signo de sus ordenadas. En

orden descendente de preferencia se presentan las graficas elegidas.

S(x)
—Oé X 0 X
| 0
k
g(x) Fig. 1.19¢ ) r

Fig. 1.19a Fig. 1.19b Fig. 1.19d

Funcién negativa y decreciente. De las graficas dadas, tres de ellas satisfacen estas
condiciones: [.20a, 1.20b y I[.20c; pero en orden descendente de preferencias se
ubicaron como abajo aparecen. En las concepciones alternativas notadas se privilegian
la asociacion de las condiciones de funcidon negativa y decreciente con aquellas graficas
que tienen coordenadas en x e y negativas (la gran mayoria eligio la Fig. 1.20a); cuando
las abscisas incluyen intervalos positivos y negativos las preferencias declinan
notablemente. Se manifiesta también una concepcidon que asocia a las condiciones
dadas, con la Grafica 1.20d ubicada en el segundo cuadrante que en efecto decrece;

seguramente el término funcion negativa fue asociado con la idea de abscisas negativas
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h(x)
0 X 0 X 0 x \\
ml 2(x) h o

Grafica 1.20d
Grifica 1.20a Grifica 1.20b Grifica 1.20¢

1.3 Sintesis de los hallazgos en las investigaciones nacionales e

internacionales citadas

Como puede apreciarse, las investigaciones antes descritas dan cuenta de una variedad
de concepciones alternativas que afloran en estudiantes jovenes, en estudiantes de
bachillerato y universitarios, inclusive en profesores de matematicas y de fisica. Estas
concepciones han sido identificadas a partir del planteamiento de dos tipos de
actividades: actividades que implican construccion de graficas y actividades de lectura y
analisis de graficas. La construccion de graficas a partir de un enunciado verbal o de una
situacion real, implica acciones derivadas del cambio de registro; a partir de esas
producciones es que los investigadores identifican tales concepciones. Ademas, las
investigaciones que involucraron construccion de graficas podemos dividirlas en dos
grupos: las que usaron tecnologia (Yerushalmy y Shternberg, 1998) en donde los
estudiantes se vieron precisados a pasar del contexto real al registro grafico, y aquellas
en donde los estudiantes construyeron graficas sin el uso de tecnologia (Mevarech y
Kramarsky, 1997; Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu (2002)) en que los estudiantes
transitaron del registro verbal al grafico y el trabajo de Even (1998) en donde una de las

actividades supuso el paso de la representacion simbdlica a la representacion gréfica.

La segunda clase de investigaciones estan mas enfocadas al andlisis de graficas
previamente construidas por el investigador; las interpretaciones en este caso estadn mas
influidas por lo que el estudiante observa o interpreta sobre una grafica dada. A esta
categoria pertenece el trabajo de Hitt (11996) en el cual los profesores examinados

requirieron transitar del registro grafico al contexto real.
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En otro apartado ubicamos las investigaciones realizadas en nuestro pais por el grupo

del Dr. Cris6logo Dolores, en virtud de que, en todos estos trabajos, el objetivo fue el

desarrollo de pensamiento y lenguaje variacional, a través del desarrollo de actividades

de andlisis y construccion de gréaficas de funciones. En todos estos trabajos, una serie de

concepciones alternativas respecto del andlisis de funciones han sido reiteradamente

encontradas:

La asociacion concomitante entre funcion positiva y funcion creciente

La asociacion concomitante entre funcion negativa y funcion decreciente

La asociacion entre los puntos donde la ordenada de la funcién vale cero con los
puntos de estabilizacion de la funcion

La concomitancia entre una funcidon positiva con abscisas positivas, la
vinculacién entre una funcion negativa con abscisas negativas, la asociacion
entre una funcioén creciente y positiva, y la concomitancia entre una funcion
decreciente y negativa

La asociacion de intervalos con puntos

La concepcion de que en x = 0 la funcion no crece ni decrece

Las cosas no son muy diferentes en profesores de fisica y estudiantes de secundaria. En

Dolores, Alarcén y Albarran (2002) encontraron, en graficas cartesianas de coordenadas

tiempo—distancia:

a

a

Asociacion entre la mayor velocidad media con la representacion grafica de la
ordenada de mayor altura o con el intervalo al que le correspondian las
ordenadas de mayor altura;

Asociacion entre la grafica cartesiana que se asemejaba a la trayectoria para el
caso de la caida libre de los cuerpos, con la trayectoria misma;

La no aceptacion de que una grafica de coordenadas tiempo—distancia y otra de

coordenadas velocidad—tiempo puedan representar al mismo movimiento.
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Se pudiera pensar que con graficas sencillas como las rectas, los estudiantes no
encontrarian mayores problemas, pero esto no asi. En otra investigacion, Dolores y
Catalan (2000) encontraron en estudiantes de bachillerato que, cuando se utilizaron
graficas como elemento visual principal para determinar los cambios en rectas, solo la
mitad de los estudiantes los lograron determinar, pero también se manifestd una
deficiente interpretacion grafica. Solo una cuarta parte de los estudiantes dieron
muestras de interpretar la ecuacion pendiente—ordenada al origen y pudieron
representarla graficamente, aunque esto no garantiz0 usaran la relacion de
proporcionalidad contenida en el coeficiente m. En general, encontraron escasa

capacidad para visualizar y analizar graficas y mayor proclividad a realizar operaciones.

Lo anterior constituye una abundante y variada evidencia de que antes y después de los
cursos ordinarios existen varias concepciones alternativas respecto del analisis de
funciones en los estudiantes, y también en profesores. Varias de esas concepciones, no
se modifican con una ensefanza ordinaria, pues ain después de ella, persisten. Por esa
razén, nosotros estamos interesados en investigar cudles de esas concepciones son
removibles y cuales se resisten al cambio, pero en condiciones instruccionales

determinadas.

1.4 Hacia donde se encamina el trabajo

El poder analizar el comportamiento de las funciones es una habilidad esencial del
pensamiento variacional (Dolores. 2002b). En el presente trabajo, nos propusimos
explorar la evolucion de las concepciones alternativas sobre el analisis de funciones en
condiciones instruccionales determinadas, enfocando la atencion en el analisis de su
estabilidad o cambio. El analisis de funciones puede ser visto en diferentes contextos;
para nosotros tienen particular interés los contextos graficos y verbales y en menor
medida los analiticos. Para conseguir nuestros propositos, diselamos un tratamiento
instruccional con el objetivo de, en el marco del desarrollo del pensamiento variacional,

lograr la posible remocion de esas concepciones.
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Capitulo II

MARCO TEORICO
2.1 Acerca del pensamiento y lenguaje variacional

El pensamiento y lenguaje variacional estudia los fendmenos de ensefianza,
aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion y el
cambio en el sistema educativo y en el medio social que le da cabida. Pone particular
atencion en el estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con que las
personas asignan y comparten sentidos y significados utilizando diferentes estructuras
y lenguajes variacionales. Es una linea de investigacion que posee una triple
orientacion. Por un lado se ocupa de estructuras variacionales especificas desde un
punto de vista matematico y epistemologico; en segundo término, estudia las
funciones cognitivas que los seres humanos desarrollan mediante el uso de conceptos
y propiedades matematicas del cambio; en tercer lugar, tiene en cuenta los problemas
y situaciones que se abordan y resuelven en el terreno de lo social mediante las
estructuras variacionales consideradas en la escuela, el laboratorio y la vida cotidiana

(Cantoral, 1999).

Como se puede advertir, el desarrollo del pensamiento y el lenguaje variacional entre
los estudiantes precisa de procesos temporalmente prolongados a juzgar por los tiempos
didacticos habituales. Supone, por ejemplo, del dominio de la matematica basica y de
los procesos del pensamiento asociados, pero exige simultdneamente de diversas
rupturas con estilos del pensamiento prevariacional, como el caso del pensamiento
algebraico ampliamente documentado por Artigue (1995). Esa ruptura ademas, no
puede ser sostenida exclusivamente al seno de lo educativo con base en un nuevo
paradigma de rigor que se induce simplemente de la construccion de los numeros reales

como base de la aritmetizacion del andlisis, ni tampoco puede basarse solo en la idea de
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aproximacion, sino, que debe ayudar también a la matematizacion de la prediccion de
los fendémenos de cambio. Para acceder al pensamiento y lenguaje variacional se precisa
entre otras cosas, del manejo de un universo de formas graficas extenso y rico en

significados por parte del que aprende.

2.2 La Matematica de las variables y la medicion del cambio

Los conceptos basicos sobre los cuales estd edificada la matematica de las variables son,
sin duda, el de variable y el de funcidon (Dolores 2000). Sobre estos conceptos, a su vez,
se crearon otros, como el de limite, continuidad, diferencial, derivada e integral. Asi
mismo, se considera que Descartes en su Geometria introduce la variacion a la
matematica en forma de magnitudes variables y plantea una definicion muy usual en el
bachillerato actual, que la concibe en forma dual: como coordenada variable de un
punto que se mueve a lo largo de una curva y en la forma de un elemento variable del
conjunto de ntimeros. Las magnitudes son abstracciones representadas geométricamente
y lo continuo proviene del continuo fisico; las magnitudes variables son abstracciones
que representan a algo que cambia continuamente. La condicion de continuidad de las
variables fue necesaria para el establecimiento de las bases del céalculo. Newton
consideraba a las magnitudes matemdticas no como compuestas de particulas
extremadamente pequefias sino como descritas por movimientos continuos, continuos
en el sentido de que no presentaban interrupciones. El desarrollo ulterior del analisis
requeria de mayor precision en la teoria de las magnitudes variables y sobre todo en la
definicion de nimero real como valor posible de una magnitud variable. En este
empefio, la teoria rigurosa de los limites posibilitd el surgimiento de la teoria de los
numeros reales. Con ello, las magnitudes variables son llevadas a un nivel de
abstraccion mayor, pues son despojadas de su ropaje geométrico. Ahora, un intervalo es
un conjunto de puntos y el rango de variacion de una variable, un conjunto de nimeros
reales, por lo que una variable numérica, digamos x, “es cualquier cosa que puede
tomar distintos valores numéricos”. Aunado al desarrollo del concepto de variable, el

concepto de continuidad pasd, de una concepcidon geométrica intuitiva, de una variacion
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ininterrumpida generada por movimientos fisicos continuos, a un concepto matematico

abstracto en términos del limite.

Los fendmenos de la naturaleza estan relacionados de alguna manera; las variables que
son abstracciones obtenidas de la variacion concreta, también lo estan. En la bisqueda
de las leyes generales que rigen el movimiento de los cuerpos en la naturaleza cobraron
una importancia vital estas relaciones. Lo esencial de ellas radica en que algunas
variables quedan completamente determinadas por los valores que adquieren las demas.
Un tipo particular de relacion de correspondencia dio origen a las funciones. Las
funciones poseen dos aspectos esenciales, son relaciones especiales de correspondencia
entre variables y son expresiones simbdlicas. Sin embargo, la posibilidad de operar con
las funciones, como lo sefiala Ribnicov (1987), se relaciona con sus expresiones
concretas: con los medios de la geometria y sus expresiones analiticas simbdlicas. Y, en
efecto, las graficas y las formulas de las funciones permiten realizar operaciones y

manipular los procesos de variacion.

Por otra parte, un elemento fundamental en nuestro estudio, para entender el proceso de
variacion de las funciones, es precisar sus aspectos cualitativos y cuantitativos. Los
primeros indican como cambia una funcién y los segundos indican cudnto cambia. Las
funciones pueden cambiar de maneras muy distintas: unas pueden ser crecientes, otras
decrecientes, otras no crecen ni decrecen, unas crecen uniformemente, otras lo hacen en
forma variada, etc., pero estas cualidades por si solas poco dicen sobre su
comportamiento; hacen falta los aspectos cuantitativos. Es asi que se llega a un punto
muy importante sobre la variacion: su medicion. En primer lugar, los cambios pueden
ser apreciados mediante comparaciones. No se puede saber si aumenta o disminuye una
magnitud si no se comparan al menos dos de sus medidas. Ya que los procesos de
variacidon, poseen la categoria de procesos entonces estdn compuestos de estados
sucesivos. Entre un estado y el que le sigue, o cualquier otro, suceden cambios. El
modelo matematico basico para medir la variacion es por lo tanto la diferencia. Las
formulas de las funciones permiten determinar con precision los valores de

correspondencia de las variables y las diferencias entre ellos permiten cuantificar lo
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que cambian. En términos generales, si y es una funcidn de x, es decir, y = f(x), para
medir lo que cambia f{x), se requiere primero considerar un estado inicial xi; a este
valor de xle corresponde f(xi). Después de un cambio que experimente x;, de x; a
xi + Ax (un estado final), f(xi) experimentara también un cambio a un estado final, y
éste quedard como f(x; + Ax). A un cambio de la variable independiente corresponde

un cambio de la variable dependiente.

Estado inicial | Cambio | Estado final Diferencia
ind\e/s;isgilznte i Ax X+ Ax (i + Ax) —xi = Ax
cormmmte | M || fran | a9 A= o1
Tabla. 2.1

Con las diferencias se puede predecir una enorme variedad de las cualidades del

comportamiento variacional de las funciones. Por ejemplo:

o Sif(x+ Ax)—f(x)>0 (paratodo x perteneciente al intervalo (x, x + Ax), y
Ax > 0 preferentemente pequefio) entonces f(x) es creciente.

e Sif(x+Ax)—f(x)<0 (bajo las mismas condiciones anteriores) entonces
f(x) es decreciente en el intervalos (x, x + Ax).

e Sif(x+ Ax)—f(x) =0 (con las condiciones anteriores) entonces f (x) no
crece ni decrece en el intervalo (x, x + Ax), es decir se mantiene constante,
no cambia.

Estas desigualdades, que en el fondo representan las comparaciones entre las ordenadas,
nos permiten determinar como cambia f{x). La respuesta es mas evidente si se utilizan

representaciones geométricas:

r' r' A

fx+Av) // Fle+ Ax

Sx) S&) S+ Ax) =[x
0 X x+ Ax 0 X x+ Ax 0 X x+ Ax
Sx+A)-f(x)>0; f(x)crece fx+Ax) -y Fig. 2.1 ce  f(x+Ax)-f(x)=0; f(x) es constante
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Como se ha podido mostrar, las férmulas de las funciones permiten determinar con
precision los valores de correspondencia de las variables y las diferencias entre esos
valores permiten cuantificar lo que cambian. Una cosa son los valores de
correspondencia y otra la forma en que cambia una funcién. Pero esto ultimo es posible
gracias a que se cuenta con las formulas, y a la posibilidad de ser representadas
geométricamente en el plano cartesiano. En esto radica el poder de las formulas y las
graficas de las funciones pues permiten realizar operaciones y con ello, modelar la

variacion.

2.3 La parte matematica del analisis de funciones

El andlisis visual de las funciones elementales es posible, como ya se menciono, si se
dispone de sus graficas. Sin embargo en el plano matematico existen definiciones y
teoremas que hacen posible tal analisis sobre bases rigurosas. Para el caso del

crecimiento de una funcion, se dice que
Una funcién f(x) es creciente en (a, b), cuando a un mayor valor del argumento x
corresponde un mayor valor de la funcion.

Esta proposicion, traducida al lenguaje analitico queda asi:
Si f(x) es una funcioén continua y 4 > 0 suficientemente pequenay f(x + Ah) — f(x) >

0 para toda x € (a, b), entonces en ese intervalo f'(x) es creciente.

Para probar que esta proposicion es verdadera se proponen argumentos como los

siguientes:
fx+h)—f(x)=Aydonde y=flx) y Ax=h,

entonces, como Ay >0y Ax >0
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g > 0, en el intervalo sefialado.

Si tomamos

. Ay dy
lim Ax—0— = '(x)= =
m Ax—> e f (x) e

como dy > 0 y dx > 0 entonces

f(x)>0

Esto ultimo también es indicativo de que f(x) es creciente en el intervalo ya sefialado.
Esta nueva funcion obtenida, /a derivada, es una herramienta mas poderosa para realizar
tal analisis; mediante ella podemos obtener los intervalos de crecimiento o
decrecimiento de la funcion, pero de manera mas precisa, pues con los Ay y Ax las
imprecisiones son evidentes. Para el caso del decrecimiento de una funcion, se procede

de manera andloga.

En cada una las diferentes proposiciones que arriba se indican para las funciones
crecientes y decrecientes, se encuentra la idea de comparacion de dos estados de una
misma funcidn, un estado antecedente y un estado consecuente. La comparacion entre
ellos, nos permite cuantificar los cambios sufridos por la imagen de esta funcién en un
cierto intervalo. Y como hablar de cambio es hablar de variacion, en todas estas
definiciones se encuentra implicito el caracter variacional de las funciones. Sin
embargo, solo las proposiciones dadas en términos de la derivada de una funcion
permiten un analisis del comportamiento de las funciones de manera mas precisa. Por

ejemplo, se pueden calcular los maximos y minimos.

En este orden de ideas, se dice que

Una funcion f{x) tiene un maximo en el punto x;, si su valor en ¢l es mayor que en
cualquier otro punto x de cierto intervalo que comprenda el punto x;. Es decir,
la funcion tendra un maximo en x =xj, si f{x; +Ax) < f{x;) para todo valor de

Ax (positivo o negativo), suficientemente pequefio en valor absoluto.
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En forma analoga,

La funcién f{x) tiene minimo para x = xp, si  f{xa + Ax) > f(x2), para cualquier

valor de Ax (positivo o negativo), suficientemente pequeiio en valor absoluto.

Haciendo uso de la funcion derivada,

Suponiendo que la funcidén f{x) es continua sobre cierto intervalo, al cual pertenece
el punto critico xj, y es derivable en cada punto del mismo (excepto, posiblemente,
el mismo punto x;) si, al pasar por este punto de izquierda a derecha, el signo de la
derivada cambia de mads, a menos, entonces la funcion admite un maximo en x =
x1, es decir, si f'(x) > 0, para x < x; y f '(x) < 0 para x > x;, la funcién tiene

maximo en el punto x;.

Si, al pasar por el punto x,, de izquierda a derecha el signo de la derivada cambia
de menos a mas, la funcidon admite un minimo en éste punto, esto es, si f '(x) <0,

parax <x;yf'(x) >0, para x > x,, la funcion tiene un minimo en el punto x;.

A su vez, si se cumple que

La funcion f(x) tiene un maximo 6 un minimo en el punto x =x;, su derivada

en este punto se reduce a cero, es decir, f(x;) = 0.

Todos los elementos anteriores ubican el papel que juega la derivada para precisar con
exactitud y rapidez, los valores de las variables en que las funciones alcanzan sus

valores Optimos, ya sean estos maximos 0 minimos.

Por otra parte, es de fundamental importancia analizar algunos otros aspectos acerca de

las funciones. Observemos las figuras siguientes:

-41 -



Marco Tedrico Capitulo 11

a 3]

Fig. 2.2¢

En cada una de ellas, las graficas corresponden a funciones f{x) continuas sobre
segmentos [a, b] y derivables en todos los puntos interiores de éste, reduciéndose a cero
en los extremos x = a y x = b, (f(a) = f(b) = 0). En cada caso, dentro del segmento [a, D]
existe por lo menos un punto x = ¢, donde a <c < b, en el que f '(x) se reduce a cero, es
decir f (c) = 0. Esto es cierto en vista de que, si la funcion f{x) es continua sobre el
segmento [a, b], debe tener en éste su valor maximo M, su valor minimo m. Si M = m,
para toda x, la funcion f{x) es constante. Pero, en este caso, en cualquier punto del
segmento f '(x) = 0 y quedaria demostrada nuestra afirmacion anterior. Suponiendo
ahora que M # m, entonces por lo menos uno de estos numeros no es igual a cero. Para
concretar, supongamos que M > 0 y que la funciéon toma su valor maximo cuando x = ¢,
es decir, f(c) = M. Observamos que c es diferente de a y de b, ya que segun la condicion

Aa)=0yf(b)=0.Sif(c) es el valor maximo de la funcidon entonces

flc + Ax) —f(c) < 0, tanto para el Ax > 0, como para Ax < 0.
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De aqui se deduce que

fe+Ax) - f(c)
Ax

<0 cuando Ax>0 y

J(et+ax) = je) >0 cuando Ax <0
Ax

Como inicialmente se habia establecido que existe la derivada en el punto x = c,

entonces, pasando al limite, cuando Ax— 0, obtenemos:

iimo Sle+ AZ): A = f'(c) <0, cuando Ax >0

iimo Sle+ AZ): A = f"(c) 20, cuando Ax <0

Pero las expresiones f'(c) < 0y f'(c)=0 solo son compatibles para el caso de que
f’(c)=0.Por tanto, dentro del segmento [a, b] hay un punto c, en el cual la derivada
f’(c) es cero. Este hecho garantiza la existencia de maximos o minimos de funciones
derivables aunque con condiciones especificas, es decir que la funcion corte dos veces

consecutivas al eje de las x.

Otra propiedad importante para analizar cualquier funcion es el sentido de su convexidad.

Se denomina curva convexa o curva convexa hacia arriba en el intervalo (a, b), a
aquella curva que tiene todos sus puntos por debajo de cualquier tangente a ella en ese

intervalo

Si la segunda derivada de la funcion f{x) es negativa en todos los puntos del
intervalo (a, b), es decir, si f "(x) < 0, la curva y = f{x) tiene su convexidad dirigida

hacia arriba en este intervalo.
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Es decir, la derivada f "(x) es igual a la tangente del dngulo formado por la linea
tangente a la curva y el eje x, es decir, f'(x) = tg £. Por lo tanto /"' (x) = [tg £]". Sif"'(x)
< 0 para cualquier x en el intervalo (a, b), esto quiere decir que tg S decrece a medida
que crece x (Fig. 2.4). Desde el punto de vista geométrico esta claro que si tg S decrece

a medida que crece x, entonces la curva correspondiente sera convexa.

A

45}

/<a| o \ >
/ Fig. 2.4

Asi mismo, se dice que

La curva es convexa hacia abajo o concava en el intervalo (b, ¢), si todos sus puntos

estan situados por arriba de cualquier tangente a ella en este intervalo (Fig. 2.6).
A

Fig. 2.5
Analiticamente,

Si la segunda derivada de la funcion f{x) es positiva en todos los puntos del intervalo

(b, c¢), es decir, sif’’(x) >0, lacurva y = f{x) tiene su convexidad dirigida hacia abajo

en este intervalo (la curva es concava).
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Respecto de las herramientas matematicas disponibles para el estudio de la convexidad
en una funcion encontramos que Garcia (2003) refiere que, si bien es facil identificar
cuando existe un punto de inflexiéon y en qué momento se tiene una curva concava o
convexa, no es sencillo establecer la diferencia grafica de los valores numéricos de la
segunda derivada. La curvatura permite caracterizar el comportamiento de una curva en
relacion a los cambios de direccion que describe a lo largo de su trayectoria. La
propiedad de la circunferencia de mantener constante su curvatura es aprovechada para
caracterizar la forma en que se “dobla” una curva plana cualquiera. El asunto es
identificar una circunferencia que se comporte localmente como la curva. En principio,
la circunferencia debe compartir un punto de la gréafica; la tangente en ese punto debe
ser también una tangente para la circunferencia y finalmente la forma de la convexidad
debe ser la misma que la circunferencia en un entorno infinitesimal del punto

compartido.

7 .

Fig. 2.6

Por otra parte, cuando una funciéon f{x) presenta un cambio en su convexidad en un

punto x = a, en este punto la funcién posee un punto de inflexion.

v

Fig. 2.7
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Expresando lo anterior analiticamente,

Sif"(a)=006 f'(a)no existe, y la derivada f ""(x) cambia de signo al pasar por el
valor de x = a entonces, el punto de la curva de abscisa x = a es el punto de

inflexion.

Si la segunda derivada f''(x) <0, parax<a, y f''(x)>0, parax>a, entonces
para x < a la curva es convexa y para x > a es concava. Por lo tanto en x =ala

funcién tiene un punto de inflexion.

Si la segunda derivada f"'(x) >0, parax <a,y f'(x) <0, para x > a, entonces para

X <alacurvaes concavay para x > a es convexa.

Es asi que la determinacién de los puntos de inflexion de una funcién hace posible
establecer los intervalos en que la derivada de una funcion crece y los intervalos en
donde ésta decrece. Esta informacion puede ser utilizada para inferir el comportamiento

de la funcion primitiva.

En general, cada una de las definiciones ofrecidas en términos de la derivada, posibilita el
andlisis del comportamiento de una funcion en cada uno de los elementos de su dominio.
La utilizacion sistematica de estas definiciones y propiedades de las funciones continuas
son indispensables para analizar el comportamiento de funciones elementales, generar y
desarrollar habilidades para su comprension y utilizacion consciente por parte de los

estudiantes.

2.4 Modelos de cambio conceptual en la instruccion

De acuerdo a Pozo (1996), en los ultimos afios, en el contexto de los estudios sobre la
existencia en los alumnos de concepciones espontdneas erroneas con respecto a los

fenomenos cientificos, han comenzado a surgir diversas teorias del aprendizaje de
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conceptos cientificos que conciben éste como un proceso de cambio conceptual o de
transformacion de esos conceptos espontaneos en conceptos cientificos. Ademas de su
vinculacion a los estudios sobre concepciones espontineas, estas teorias tienen en
comun el abordar el aprendizaje de conceptos desde una perspectiva instruccional. Se
trata de identificar estrategias didacticas que fomenten el cambio conceptual de los

alumnos.

2.4.1 Naturaleza de los conceptos espontaneos

Los trabajos que estudian la ciencia intuitiva o las concepciones espontdneas (o también
preconceptos, ideas previas o concepciones erroneas) de los alumnos son cada vez mas
numerosos. Sin embargo, la abundancia de trabajos corre paralela a su dispersion.
Reunidos bajo la vaga etiqueta del constructivismo, estos estudios coinciden en
encontrar en los alumnos fuertes ideas, generalmente implicitas, sobre los fenomenos
cientificos, que suelen ser contrarias a los conceptos cientificos que se les pretenden

transmitir.

Dejando a un lado otras caracteristicas, Pozo afirma que las concepciones espontaneas
tienen su origen en la actividad cotidiana de las personas. Surgen en la interaccion
espontanea con el entorno cotidiano y sirven, ante todo, para predecir la conducta de ese
entorno. Estan ademds determinadas en cuanto a su contenido por las limitaciones en la
capacidad de procesamiento en los humanos. Otro rasgo caracteristico de las
concepciones espontdneas es que se organizan en forma de teorias en accion o
implicitas, teorias personales o teorias causales. Todas estas denominaciones aluden
con diversos matices, a dos caracteristicas: ante todo, los conceptos espontaneos no se
yuxtaponen unos a otros, sino que constituyen estructuras jerarquizadas de conceptos,
aunque generalmente implicitas o no conscientes y, en segundo lugar, que esas
estructuras de conocimiento tienen una funcién explicativa. Como consecuencia de su
origen en la actividad espontdnea y de su organizacién en teorias, estos conceptos

resultan muy resistentes al cambio, ya que persisten incluso tras una larga instruccion
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cientifica. Se ha comprobado que no se abandonan por simple exposicion a los
conceptos cientificos correctos. Ello ha obligado a desarrollar modelos de cambio
conceptual en los que, mediante estrategias didacticas disefiadas con ese fin, se intentan
trocar los conceptos espontdneos y erroneos en conceptos cientificamente correctos. En
opinion de Pozo, esta resistencia al cambio conceptual viene determinada por el origen
de los conceptos espontaneos, Utiles y altamente predictivos en la vida cotidiana, y por

su organizacion en forma de teorias o pirdmides de conceptos.

2.4.2 Las condiciones de cambio conceptual

De acuerdo a Pozo, se dice que el cambio conceptual se produce en las siguientes

condiciones:

a) El aprendizaje de conceptos cientificos no consiste sélo en reemplazar unas ideas
cualesquiera por otras cientificamente aceptadas, sino que en el aprendizaje existe
una cierta conexion genética entre la teoria espontanea del alumno y la teoria
cientifica que se le pretende transmitir. Ensefiar ciencia no consiste en proporcionar
conceptos a los alumnos sino en cambiar los que poseen. El alumno no abandonara
sus ideas espontaneas hasta que encuentre otra teoria mejor que, de acuerdo con las
ideas de Lakatos (1978) sobre el cambio de los programas de investigacion
cientifica, dé cuenta no solo de lo que explicaban ya sus ideas espontaneas sino de

fenomenos nuevos hasta ahora incomprensibles.

b) Para que el alumno pueda comprender la superioridad de la nueva teoria, es preciso
enfrentarle a situaciones conflictivas que supongan un reto para sus ideas. En otras
palabras, el alumno ha de darse cuenta de que su teoria previa es erronea en ciertas
situaciones, en las que conduce a predicciones que no se cumplen. Al mismo
tiempo, hay que hacerle ver también que la nueva teoria hace predicciones mejores.
De esta forma, el conflicto cognitivo es muy importante en el avance conceptual del

alumno.
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¢) Por tultimo, a partir de lo anterior, puede deducirse que la toma de conciencia por
parte del alumno es un paso indispensable para el cambio conceptual. Los conceptos
espontaneos de los alumnos suelen ser implicitos. Un primer paso para su

modificacion sera hacerlos explicitos mediante su aplicacion a problemas concretos.

2.4.3 Un modelo de cambio conceptual

La figura 2.11 representa un modelo de cambio conceptual desarrollado por Pozo, que
pretende integrar o conectar algunos de los mecanismos de aprendizaje que se han
venido analizando. El modelo intenta identificar los procesos implicados en el logro de
uno de los resultados del aprendizaje mas complejos que puedan estudiarse, el cambio
conceptual o reestructuracion fuerte de los conocimientos. Sin duda, la mayor parte de
las situaciones de aprendizaje no alcanzan resultados tan radicales, sino que producen
pequetios ajustes o un simple crecimiento del conocimiento. Ello implicaria, desde el
punto de vista del modelo presentado, que en esas situaciones el sujeto activaria

aquellos procesos de aprendizaje responsables de esos resultados.

RESPUESTA NO
ADAPTATIVA
(No hay tcl)
7.}
' Respuesta
CONFLICTO 1 fp------ ; = P Ioh
! alpha
DATOS /IDEAS RESPUESTA ' SN
A ADAPTATIVA IDISCRIMINACION]|
1 tel N Respuesta J AJUSTE A
DATO U beta “A|(Cinturén X
1
! z ESQUEMA/
! ! GENERALIZACION | ESQUEMA
! 1
h T
\ 4 :_ - Respuesta v
SIN CONFLICTO gamma CON te2
(ASIMILACION PLENA) v
»| COORDINACION DE ESQUEMAS
¢— (INTEGRACION JERARQUICA)
CONFLICTO 3 CON tc3
SINtc3  |& -+ POST - INTEGRACION } - |
v :
<«—— REESTRUCTURACION REESTRUCTURACION
DEBIL FUERTE
Fig. 2.8
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El modelo de cambio conceptual desarrollado por Pozo, se inicia con la situacion mas
elemental de aprendizaje de conceptos, cuando un sujeto dotado de una teoria (T1),
implicita o explicita, con respecto a un determinado dominio de conocimientos se
enfrenta con una informacion o un observable relacionado con ese dominio. En esta
confrontacién entre la teoria y la realidad, podrian suceder en principio dos cosas: que
los datos observados fuesen completamente asimilables por T1 o que, por el contrario,

entraran en conflicto con alguna de las predicciones que se derivan de T1.

En el primer caso, al no existir ningun desequilibrio, T1 resulta plenamente eficaz y, por
tanto, no habra ningiin cambio en la misma. Pero si se produce un conflicto entre teoria
y datos, hay dos opciones de entrada: que el conflicto sea detectado por el sujeto o que
no lo sea. En caso de no ser detectado, se produciria una respuesta no adaptativa, segiin
la terminologia de Piaget (1975) ya que el sujeto no tomaria conciencia del conflicto
entre la teoria y los datos, que es el primer tipo de conflicto que puede producirse. Al no
tomar conciencia del conflicto, desde un punto de vista funcional la situacion es
equivalente a la ausencia de conflicto entre datos y teoria, ya que no da lugar a ningiin

aprendizaje cognitivo.

La respuesta adaptativa al conflicto de tipo 1 supone una toma de conciencia del mismo
por parte del sujeto. La toma de conciencia requiere que el sujeto haga explicitas tres
cosas: el primer elemento en conflicto, el segundo elemento en conflicto y la diferencia
entre ambos. En el caso de la toma de conciencia de los conflictos de tipo 1 (en adelante
tcl), lo que el sujeto debe hacer explicito es: a) su teoria o, al menos, ciertas
predicciones derivadas de su teoria; b) una informacion o un observable relacionado con

su teoria; y c) la diferencia entre la prediccion y el observable.

A partir de tcl, continua Pozo, son posibles tres tipos de respuestas al conflicto
observado por parte del sujeto. Puede en primer lugar (respuesta alpha) considerar al
observable como una excepcion o un caso aislado que no afecta directamente a su
teoria. En este caso, la toma de conciencia no adquiere un caracter conceptual, sino que

se refiere tan solo a las predicciones derivadas de T1, sin afectar directamente a ésta. En
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consecuencia, no se producird ninguna modificacion conceptual. Por tanto, el sujeto
mantendrd su teoria aunque acumulard también el conocimiento de que sufre ciertas

anomalias (T1 + a, por teoria 1 con anomalias).

Si la respuesta alpha mantiene practicamente intacta la teoria, en el otro extremo, la
respuesta gamma consiste en modificar el nicleo o las ideas centrales de la teoria como
consecuencia del conflicto observado. En la Figura 2.11 puede verse que la respuesta
gamma conduce directamente a una coordinacidon de varios conceptos contenidos en la
teoria que desemboca en una integracion jerarquica de los mismos. De hecho, puede
considerarse que la respuesta gamma se producira Unicamente cuando, en fases
anteriores de ese mismo aprendizaje, se hayan cubierto las etapas precedentes, de forma
que el sujeto haya tomado conciencia del conflicto existente entre varios conceptos
presentes en su teoria, de tal modo que los conceptos sean objeto de la conciencia

reflexiva del sujeto.

Por tanto, para que se produzca una reestructuracion de la teoria sera necesario
normalmente ajustar ésta a los observables introduciendo cambios en su cinturdén
protector. Este ajuste se produce cuando el conflicto entre los datos y la teoria da lugar a
una respuesta beta, que supone introducir modificaciones puntuales en la teoria pero sin
que alteren el nucleo central de ésta. En otras palabras, no se cambian los mecanismos
explicativos de la teoria sino que inicamente se modifica el dominio de fenémenos a los
que se aplican. El ajuste puede suponer tanto una generalizacion o aplicaciéon de un
concepto a un dominio que hasta entonces no le correspondia como una discriminacién
o reduccion del campo de aplicacion de ese mismo concepto, dejando fuera algtin objeto

o fendmeno que hasta entonces explicaba y que pasa a depender de otro concepto.

Se puede decir que los procesos de generalizacion y diferenciacion se realizan en el
cinturén protector de la teoria, ya que no afectan a los mecanismos explicativos
aceptados sino a la delimitaciéon del campo al que se aplican y a sus mutuas
intersecciones. Producen conjuntamente un ajuste progresivo de la teoria a los datos que

hace desaparecer, al menos en forma provisional, los conflictos entre ambos. Pero la
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modificacién del &mbito de aplicacion de los diversos conceptos de la teoria producira
otro tipo de conflictos, de naturaleza estrictamente conceptual. Como consecuencia de
los ajustes realizados, es posible que el campo de activacion de dos 0 mas conceptos se
solape. Algunos fendmenos seran explicados por dos conceptos en forma contradictoria,

llevando a predicciones opuestas.

La resolucion de este segundo tipo de conflictos, a diferencia de los anteriores (datos /
teoria) solo serd posible si el sujeto toma conciencia de sus propias representaciones, si
conceptualiza sus esquemas de conocimiento. En caso de que no se produzca esa
conceptualizacion o toma de conciencia del conflicto entre esquemas (en adelante tc2),
el ntcleo central de T1 no resultara modificado, no teniendo lugar por tanto ninguna
reestructuracion. Sin embargo, aiin en ese caso, T1 no resultard inalterada, ya que se
habran producido ciertos ajustes en su cinturdn de ideas protectoras, que daran lugar a
una version levemente modificada de la teoria anterior, representada en la figura por
T1-ajust (T1 con ajuste).

Para que se produzca tc2, el sujeto ha de reflexionar sobre: a) el primer esquema o
concepto en conflicto; b) el segundo esquema o concepto en conflicto; ¢) las relaciones
de diferencia y semejanza entre ambos. De esta forma, los esquemas o ideas implicitas

que hasta entonces poseia se convierten en conceptos explicitos propiamente dichos.

Ahora bien, la reestructuracion producida por la integracion jerarquica de los conceptos
es aun una reestructuracion en sentido débil (Carey, 1985), ya que generalmente la
nueva teoria surgida de la reestructuracion sigue conviviendo con la teoria anterior (T1).
Esta coexistencia entre las dos teorias, o versiones sucesivas de la misma teoria, da
lugar a un nuevo tipo de conflictos, estudiados por Piaget (1975) como “conflictos
posteriores a la integracion”. Estos conflictos requieren una nueva toma de conciencia
por parte del sujeto (que Pozo denomina tc3). En este caso de no producirse esa toma de
conciencia, la nueva teoria surgida de la reestructuracion coexistira con la vieja teoria
(T1) que, no obstante, de haber conflicto, se hallard normalmente sometida a la nueva
teoria surgida de la reestructuracion. Por ello, en la figura anterior, se ha escogido esta

teoria como T2 (1), reflejando la preponderancia de T2.
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Para que se produzca tc3, es necesario que el sujeto tome conciencia no ya de esquemas
separados en forma de conceptos sino de las propias teorias como tales. Esta reflexion
metatedrica alcanza a: a) la teoria inicial (T1); b) la nueva teoria surgida de la
reestructuracion (T2); y c) la relacion entre T1 y T2. En este Gltimo aspecto es necesario
que el sujeto tome conciencia del exceso de contenido empirico de T2 con respecto a T1
(Lakatos, 1978). Este resultado de tc3 serd una reestructuracion fuerte de la teoria que,
segun los requisitos establecidos por Carey (1985), afectard no solo a los conceptos que
constituyen el nicleo central de la teoria sino también al dominio de aplicacion de la
misma y a los mecanismos explicativos admitidos. De esta forma, la nueva teoria (T2)
no solo hace innecesaria a la anterior (T1) sino que incluso resulta incompatible con
ella. Ahora bien, es posible que esa reestructuracion fuerte no se produzca casi nunca en

contextos cotidianos.

Utilizamos el modelo anterior en esta investigacion para guiar nuestra metodologia
encaminada hacia el logro de un cambio conceptual que permitiera modificar las
concepciones alternativas existentes en los estudiantes respecto de la ubicacion y
comportamiento de las graficas de funciones y lograr en ellos que estas concepciones
fueran acordes con el conocimiento aceptado por la matemadtica escolar. En nuestra
investigacion el dato u observable lo constituyeron graficas de funciones sobre las
cuales los estudiantes podrian identificar ubicaciones y comportamientos especificos. El
tratamiento instruccional se disefi6 de tal forma que las concepciones alternativas de los
estudiantes entraran en conflicto constante y consistentemente. En virtud de que algunas
de estas respuestas no sufrieron cambios antes y después de las estrategias de

ensefianza, se consideraron respuestas no adaptativas.

Por otra parte, en las respuestas en donde si se observaron variaciones, respuestas
adaptativas, de acuerdo a los criterios puestos en juego por los estudiantes para llevar a
cabo el andlisis grafico de funciones, se identificdé que: a) algunos estudiantes
alcanzaron a percibir que su teoria inicial para desarrollar el andlisis de funciones no
funcionaba, pero solo para algunas de las graficas de funciones, por lo que consideraron

estos casos como excepciones, anomalias de la teoria de acuerdo a Pozo, y sus criterios
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originales no cambiaron, es decir, la teoria con la que contaban no se alter6 (T1 + a); b)
en las respuestas de algunos estudiantes se observd un cambio en sus concepciones
alternativas iniciales respecto de la ubicacion y comportamiento de las funciones en la
direccion deseada, sin embargo, al responder a cuestionamientos relativos a los puntos
de estabilizacion de las funciones siguieron aplicando su teoria original, lo que denotd
solo un ajuste en las concepciones alternativas iniciales (T1 + ajust) ; c)otros estudiantes
mostraron una aproximacion aparente hacia las concepciones deseadas, pues se observo
que los nuevos criterios que aplicaron no se usaron consistentemente, los aplicaron solo
durante la lectura e interpretacion de graficas, no durante la construccion de éstas, esto
significa una reestructuracion débil de las concepciones iniciales (T2(1)); d) finalmente,
solo en las respuestas ofrecidas por algunos estudiantes, se observé una reestructuracion
fuerte de las concepciones alternativas iniciales, ya que los criterios aplicados por estos
estudiantes después de la puesta en escena del disefno instruccional, durante la lectura,
interpretacion y construccidon de graficas de funciones, resultaron ser consistentes con

las concepciones aceptadas en la matematica escolar (T2).

2.4.4 Estrategias de ensenanza dirigidas al cambio conceptual

Se han desarrollado en los ultimos afios diversos modelos de ensefianza que tienen
como objetivo provocar en los alumnos cambios conceptuales. Aunque estos distintos
modelos varian en algunos aspectos relevantes, todos ellos comparten una misma
logica, derivada de la asuncion de unos mismos supuestos con respecto a la naturaleza

del cambio conceptual (Figura 2.13).
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Diversos modelos de instruccién disefiados para promover el cambio conceptual
NUSSBAUM y COSGROVE y
KARPLUS (1977) RENNER (1982) NOVICK (1982) DRIVER (1986)  OSBORNE (1985) POZO (1987a)
FASES Preliminar:
Exploracion _ exposicion de los
Exposicion objetivos de la
Experiencias de marcos Identificacié Preliminar: unidad
teodricos n de las ideas preparacion  de v
alternativos de los la unidad por el
alumnos profesor Consolidacion de
v las teorias del
A 4 Interpretacion alumno
Explicacion v
v Provocacion y
v Foco: fijacion toma de conciencia
\ 4 Creacion  de de la atencion de conflictos
Aplicacion . del alumno empiricos
conflictos
Puesta en cues- sobre sus v
conceptuales | |tion de las ideas propias ideas
v mediante Presentacion de
Elaboracion contraejemplos teorias cientificas
alternativas
A 4 *
Fomento de v Comparacion
la \ 4 entre las teorias
., — Desafio: puesta
acomodacion Invencion o del alumno y las
o . - a prueba de las .
cognitiva introduccion de . teorias
ideas del : .
nuevos alternativag
alumn
conceptos *
Aplicacion de las
A 4 . nuevas teorias a
Utilizacion de — ,‘ problemas ya
. Aplicacion: de .
las nuevas ideas explicados por la
conceptos a la .
en contextos ., teoria del alumno y
. solucion de
proporcionados a problemas no
problemas :
explicados
Fig. 2.9

Por encima de sus diferencias, estos modelos comparten mayoritariamente la necesidad
de iniciar la actividad con una presentacion del material de aprendizaje dirigida a activar
o poner en funcionamiento las concepciones espontaneas o ideas previas del alumno.
Esto puede lograrse mediante la realizacion de experiencias, la exploracion o incluso la
presentacion de un modelo conceptual alternativo. En todo caso, esta activacion de los
esquemas conceptuales del alumno deberia conducir a una toma de conciencia de los
mismos, convertir las teorias implicitas en un saber explicito y, en ultimo extremo, a la
aparicion de contradicciones. Una vez suscitados y, en su caso, resueltos los conflictos,

es necesario consolidar los conocimientos adquiridos aplicandolos tanto a situaciones
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explicadas por la teoria anterior como a situaciones de las que aquella teoria no daba
cuenta. De esta forma, el alumno puede tomar conciencia del exceso de contenido

empirico (Lakatos, 1978) de la nueva teoria.

La estrategia de ensefianza utilizada en nuestro proyecto, incluy6 los elementos claves
presentes en los modelos mostrados en la Fig. 2.13: exploracion de las concepciones
iniciales de los estudiantes respecto de la ubicacion y comportamiento de las funciones;
desarrollo de situaciones didacticas para activar sus esquemas conceptuales a fin de que
tomaran conciencia de sus teorias implicitas, sus concepciones alternativas, y con ello
promover el surgimiento de conflictos conceptuales para lograr que se percataran de que

la nueva teoria explicaba mejor las situaciones.

2.5 El Cambio Conceptual Intencional

Ferrari y Elik (2003) plantean que el cambio conceptual intencional solo es posible en
una persona que intenta cambiar su comprension conceptual, una persona que es el
resultado de la sintesis dialéctica de una capacidad biologica para abrigar intenciones,
objetos y practicas culturales que modelen sus estructuras mentales. De aqui que las dos
fuentes principales del cambio conceptual identificadas son el deseo personal y la
cultura. Una persona, de acuerdo a estos autores, no es solo parte de su cultura en el
macro nivel sino que es también parte de la dinamica de las relaciones alrededor de ella
en el nivel micro. En este nivel, las emociones son significantes para el cambio
conceptual intencional. Desde la perspectiva de los sistemas dindmicos, el cambio
puede ser logrado cuando los sentimientos son tan extremos que rompen los patrones o

estructuras existentes.

Ferrari y Elik agregan que, para responder a la pregunta de qué cambia en el cambio
conceptual se requiere de una buena comprension de lo que son los conceptos, y por ello
establecen que los conceptos son los constituyentes o las unidades mas pequenas del

pensamiento y son compartidos entre la gente en una sociedad. Un concepto, contintian,
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posee una componente interna que juega un rol en la explicacion sicologica, y una
componente externa que determina cémo el concepto es aplicado en el mundo: una en la
mente, consistente en una determinacion interna jugando un cierto rol psicolégico y otra

en el entorno que determina las verdaderas condiciones del mundo real del concepto.

Por otra parte, en relacion a la nocidon de intencionalidad, Ferrari y Elik establecen que
cualquier acto mental, ya sea de comprension o expresado a través de la conducta,
necesita referirse a algo si va a ser considerado intencional. Entonces, la intencionalidad
del pensamiento de una persona o accidn requiere que sea acerca de algo, ya sea un
objeto, una percepcidn, un sentimiento o una conducta. En el caso particular de nuestro
proyecto, ese algo estd referido a la ubicaciéon y comportamiento grafico de las

funciones.

2.5.1 El Cambio conceptual intencional y no intencional

Ferrari y Elik sugieren que el cambio conceptual intencional implica el intento
deliberado de una persona (o grupo) por un cambio radical de un sistema conceptual a
otro porque son seducidos por el poder de ese nuevo sistema conceptual, o porque
perciben algun defecto profundo en su vision actual (Kuhn, 1964/1981; Piaget, 1975,
Piaget y Garcia, 1987). En suma, la vision de Ferrari y Elik del cambio conceptual
intencional involucra una desestabilizacion de los patrones existentes de pensamiento y
conducta en los individuos (pensamiento y conducta que es modelado por los padres,
profesores, y otros que forman la realidad institucional y el capital cultural de una

sociedad y cultura particular).

El cambio conceptual intencional, entonces, involucra un intento deliberado por cambiar
los marcos y permitir a los individuos percatarse que algunos elementos que fueron
conceptualizados importantes realmente solo son de fondo. La Figura 2.14 muestra la
famosa gestalt que puede percibirse como dos caras o como un envase. Un cambio
similar en la organizacién de las ideas de un individuo ocurre cuando es logrado un

cambio conceptual. Entonces, el cambio conceptual radical no siempre implica un
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cambio en los conceptos en si mismos o incluso abandonar un concepto por otro; por el
contrario, Ferrari y Elik proponen que es un cambio en los patrones de relaciones y de
apreciacion de algunos de los conceptos que ya existian, como los mas significantes. Tal

cambio requiere una reinterpretacion de los componentes de toda la imagen o idea.

2.5.2 Influencias sobre el cambio conceptual intencional

Bajo condiciones del mundo real, sefialan Ferrari y Elik, los nuevos y viejos conceptos
son influenciados por los moderadores y mediadores del cambio conceptual (Figura
2.15). Los mediadores estructuran el enfoque completo que alguien posee de un
concepto en particular; los moderadores determinan que tan facil o dificil el individuo
intentard cambiar los conceptos existentes. Estas influencias necesariamente se
expanden sobre lo que se ha llamado el modelo “frio” del cambio conceptual, en el cual
los paradigmas cientificos son dirigidos solo por hallazgos cientificos y 16gicos. Las
condiciones sociales reales requieren desarrollar modelos “calientes”, en los cuales el

cambio conceptual radical sea dirigido por factores historicos, sociales y

motivacionales.

Ferrari y Elik consideran que el marco cultural, el contexto social, y el enfoque
ontoldgico son los mediadores criticos del cambio conceptual. El marco cultural media
al cambio conceptual a través de narrativas canonicas y conceptos, normas
institucionales y practicas, artefactos fisicos de produccion (libros y pinturas) y el
lenguaje que genera una realidad cultural que estructura la comprension cultural. Los
conceptos sociales especificos median el cambio conceptual a través de la influencia del
resto de la gente. Finalmente, los conceptos siempre son entendidos dentro de una
categoria ontoldgica amplia (por ejemplo, sustancia o proceso; mente o materia). El
enfoque ontologico influencia como es integrado el concepto dentro de la ecologia
conceptual del individuo y, si es “mal clasificada” entonces se vuelve muy dificil de
aprender el nuevo concepto, esto es, las intenciones de uno siempre estaran mal

dirigidas (Figura 2.15).
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Los moderadores son factores que facilitan o impiden el cambio conceptual intencional.
Ferrari y Elik proponen tres tipos de moderadores: a) los relacionados con las creencias,
incluyendo los conocimientos previos del individuo y la experiencia, b) los
relacionados con los afectos, incluyendo la apreciacion emocional, la motivacion, y los
valores, y ¢) los relacionados con la intencidn, incluyendo la fuerza de voluntad y la

calidad de la autorregulacion (Figura 2.16).
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2.5.3 Influencias Relacionadas con la Intencién sobre el Cambio Conceptual

Intencional

Este tipo de moderadores se refieren a las influencias sobre la fuerza de las intenciones,
especificamente, sobre la fuerza de voluntad personal para emprender el cambio
conceptual, el cual Ferrari y Elik toman como sinénimo de volicion (Corno, 1993). La
volicion es moderada por el grado de intencion del individuo, el tipo de compromiso
intencional, y la calidad de la auto—regulacion (Figura 2.14). El grado de intencion
existe a lo largo de un continuo, donde el extremo bajo es la falta de intencion y el alto
es la determinacion extrema. El nivel individual de intencion es influenciado por las
creencias y las emociones de un individuo, incluyendo el conocimiento metacognitivo y
los meta deseos (deseos de los deseos). Asi como el cambio no es probable si los
individuos tienen poca intencion de cambio (a menos de que sea un cambio forzado), la
determinacidon extrema por cambiar deberia resultar en un cambio conceptual radical

defectuoso o positivo, dependiendo de la calidad de la auto—regulacion.

La calidad de la auto-regulacion se refiere a qué tan efectivamente uno se compromete
en un cambio conceptual intencional, donde la baja calidad se refiere a una pobre auto—
regulacion (una pobre planeacion, poco monitoreo o evaluacion) y alta calidad se refiere
a una auto-regulacion excelente (planeacion cuidadosa, monitoreo y evaluacion). En
otras palabras, la auto—regulacion efectiva requiere una accion estratégica, basada sobre
una cuidadosa auto—apreciacion y auto—direccion, que promuevan explicaciones en que

voluntad y habilidad estén entretejidas (metacognicion y meta deseos).

2.5.4 El cambio conceptual intencional en esta investigacion
En esta investigacion nuestros esfuerzos se dirigen hacia el logro de un cambio

conceptual en los estudiantes respecto de sus concepciones relativas a la ubicacion y

comportamiento grafico de las funciones, de forma que éstas se aproximen a las
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aceptables, aceptables en términos de lo reconocido como tal por la disciplina. Es decir,
la intencionalidad a la que Ferrari y Elik se refieren, intentamos provocarla en los
estudiantes, aun cuando, la serie de acciones que se emprenden para conseguir tal
intencionalidad, para lograr tales cambios, no posee mas garantia de éxito, que el estar
planeadas tomando en consideracion la presencia de concepciones alternativas respecto
al tema que nos ocupa y que de entrada son identificadas, la necesidad de provocar
constante y consistentemente situaciones en que se expliciten estas concepciones, a la
generacion a su vez de conflictos conceptuales que evidencien, a los ojos de los
estudiantes, la ventaja de la nueva teoria por sobre sus antiguas teorias y el desarrollo
de actividades que permitan la consolidacion del nuevo conocimiento. En estas
condiciones es de esperar una amplia gama de resultados (Fig. 2.15): estudiantes cuyas
concepciones no sufran cambio alguno; estudiantes en donde tenga lugar un cambio
conceptual defectuoso, es decir, que los estudiantes adquieran concepciones que no son
las deseadas; estudiantes en donde solo se logre un cambio conceptual débil en la
direccion deseada, esto es, que en ciertas circunstancias las concepciones deseadas se
manifiestan y en otras no, y los menos, de acuerdo a la teoria (Pozo, 1996), estudiantes
cuyo cambio conceptual respecto de la ubicacion y comportamiento de las funciones, se

d¢, de acuerdo a las concepciones aceptadas por la disciplina.

-61 -



Metodologia Capitulo 111

CAPITULO III

METODOLOGIA

La investigacion de la cual damos cuenta en esta tesis adopta como tema central el
estudio de los cambios conceptuales, especialmente los referidos al andlisis de funciones
elementales a través de sus graficas. Los antecedentes ya indicados en el primer capitulo
muestran la presencia de concepciones espontaneas que afloran cuando a los estudiantes
se les plantean actividades de analisis de graficas. La pregunta central de esta tesis
consiste precisamente en indagar si esas concepciones son estables o cambiantes como
consecuencia de un proceso instruccional intencionalmente disefiado para ello. Para
encontrar respuesta o respuestas a la pregunta planteada nos propusimos la realizacion

del siguiente programa metodologico:

L. Indagacion de los antecedentes
II. Disefio de las actividades de incidencia e instruccion:
1. Diagnostico
ii. Formacion de las condiciones de partida del curso
iii. Disefio de situaciones didacticas
iv. Puesta en escena del disefio instruccional

v. Analisis de los resultados

III. Analisis de la estabilidad o cambio de las concepciones de los estudiantes
3.1 Indagacion de los antecedentes
Las investigaciones descritas en el Capitulo I, dieron cuenta de una variedad de

concepciones alternativas que afloran en estudiantes jovenes, en estudiantes de

bachillerato y universitarios, inclusive en profesores de matematicas y de fisica. Estas
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concepciones fueron identificadas a partir del planteamiento de actividades de lectura y
analisis de graficas y construccion de gréficas a partir de un enunciado verbal o de una
situaciéon relacionada con la realidad; a partir de esas producciones es que los

investigadores identificaron tales concepciones.

En otro apartado ubicamos las investigaciones realizadas en nuestro pais por el grupo
del Dr. Cris6logo Dolores, en virtud de que, en todos estos trabajos, el objetivo fue el
desarrollo de pensamiento y lenguaje variacional, a través del desarrollo de actividades
de analisis y construccion de graficas de funciones. En todas estas investigaciones, una
serie de concepciones alternativas respecto del analisis de funciones fueron

reiteradamente encontradas:

o La concepciéon que considera que una funcidn con imagen positiva es
necesariamente creciente.

o La concepcidn de que una funcion tiene imagen negativa solo si es decreciente.

o La consideracion de los ceros de la funcion como puntos de estabilizacion

o La concepcidon de que una funcidn tiene imagen positiva solo si sus abscisas y
sus ordenadas son positivas

o La concepcion de que una funcidn tiene imagen negativa solo si sus abscisas y
sus ordenadas son negativas

o La concepcion consistente en considerar a los intervalos como si fueran puntos.

a La concepcion de que, en x = 0, la funcidén no crece ni decrece.

Lo anterior constituye una abundante y variada evidencia de que antes y después de los
cursos ordinarios existen varias concepciones alternativas respecto del analisis de
funciones en los estudiantes, y también en profesores. Por esa razon, nosotros estamos
interesados en investigar cudles de esas concepciones son removibles y cudles se

resisten al cambio, pero en condiciones instruccionales predeterminadas.
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3.2 Diseno de las actividades de incidencia e instrucciéon

3.2.1 Diagnostico

La investigacion, en su fase de incidencia a través procesos instruccionales, fue
disefiada al estilo de preexperimentos con validacion interna pre—post (Herndndez,
1997). Las actividades pre—instruccionales consistieron en el disefio, validacion y
aplicacion de instrumentos de diagnostico a fin de conocer el estado de las ideas de los
estudiantes acerca del andlisis de funciones a través de sus graficas. Los estudiantes
cuestionados fueron inmersos después en un proceso instruccional con el fin de estudiar

la evolucion de esa concepciones.

Los instrumentos de diagndstico fueron aplicados antes de poner en préctica el disefio
instruccional. Mediante estos instrumentos se exploraron sus concepciones previas
libres de las posibles influencias que se pudieran ejercer con la puesta en practica del
disefio instruccional. Estos instrumentos de diagndstico consisten en tres cuestionarios
que requirieron de poner en juego procesos de conversion y tratamiento de diferentes
sistemas semioticos de representacion, como el grafico, verbal y analitico, pero
predominantemente el grafico. Los cuestionamientos incluidos en estos instrumentos
exploratorios (ver Anexo 1) consistieron en la determinacion de las zonas o intervalos
de crecimiento, decrecimiento, estabilizacion y la coordinacion de propiedades
simultaneas tanto de ubicacion en el plano como de comportamiento. La aplicacion de
los cuestionarios fue sin previo aviso y la duracidon para su soluciéon fue de entre una
hora y hora y media, en donde los estudiantes contestaron en forma individual y sin
consultar apuntes, calculadoras o bibliografia. La valoracion de las producciones de los
estudiantes fue analizada bajo la perspectiva cualitativa, pues se pretendié indagar

aspectos cualitativos relativos a las concepciones alternativas de los estudiantes.
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3.2.2 Formacion de las condiciones de partida

En esta etapa el interés estuvo dirigido hacia el estudio del concepto de variable,
dominio, rango, y graficaciéon de puntos sobre el plano cartesiano. Se introdujeron las
ideas de variable e intervalos de variacion, a partir del estudio de fendmenos

relacionados con la realidad.

La investigacion se llevo a cabo durante la imparticion del curso de Calculo Diferencial
e Integral I a un grupo de primer semestre de la Licenciatura en Matemadticas, que se
ofrece en la Facultad de Matematicas de la Universidad Autéonoma de Guerrero.
Participaron en la experiencia 14 estudiantes cuyas edades fluctuaban entre los 18 y 21
afios. El curso fue trabajado en horario matutino, con tres sesiones de clase semanales:
los lunes de 12:00 a.m. a 14:30, los martes de 10:00 a.m. a 11:40 a.m. y los miércoles de
12:00 a.m. a 14:30. El curso inici6 el 2 de Septiembre del 2002 y concluy6 el 29 de
Enero del 2003 y su duracion fue de 17 semanas; de un total de 136 sesiones de 50
minutos planificadas, fue posible trabajar 125 sesiones efectivas. Cada una de las
sesiones de clase fue desarrollada de acuerdo al programa del curso, cuyo disefio
obedecid a esta investigacion, y que fue proporcionado a los estudiantes al inicio del

ciclo escolar.

La mayoria de las actividades que se desarrollaron fueron tomadas del cuaderno
didactico Una Introduccion a la Derivada a Través de la Variacion, (Dolores, 1999),
particularmente, las lecciones de la 1 a la 4, que comprenden la PRIMERA PARTE de
la obra: Las variables y las funciones, elementos basicos para el estudio de la
variacion: 1. Las Variables, 2. Las Relaciones entre las variables, 3. La funcion: una

relacion especial entre variables, 4. Las grdficas de las funciones (Tabla 3.1).
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1era. FASE: APROXIMACION INTUITIVA
UNIDAD I: LAS VARIABLES Y LAS FUNCIONES
METODOS DE
FECHAS CLASES TEMAS OBJETIVOS ENSENANZA
Dia : Martes | Clase : 2 Las variables y como | Comprendera el concepto de EXpOSltlY?’ de .
03/09/02 . : elaboracion conjunta,
. se representan las variable. Representara ) . gt
Horas : 2 . . o de ejemplificacion.
variables. intervalos de variacion.
f/[liaér:coles gtarsgg Las relaciones entre Comprendera las funciones Expositivo y de
04/09/02 ' las variables y la como modelos que relacionan | ejemplificacion, de
variacion. a las variables. elaboracion conjunta.
Dia : Clase: 4y 5 ., Desarrollar la habilidad para . . -
La funcién como una . . De ejemplificacion y
Lunes, .y la determinar las relaciones .,
. relacion entre . de elaboracion
Martes Horas : 5 variabl entre las variables y su niunta
09, 10/09/02 s formula. conjumta.
lea,: Clase: 6y 7 Las graficas de las Desarrollar habilidad para EX P OS'lt’IVO, de .
Miércoles y p . direccion del trabajo
. funciones. graficar funciones elementales | . .
Lunes Horas : 6 o d lacid independiente
11, 17/09/02 por medio de tabulacién
Dia: Clase : 8,9y 10 | Construccion de Generar habilidad para De ejemplificacion, de
Miérceoles, graficas de funciones a | graficar funciones a través del | elaboracion conjunta,
Lunes y Horas : 8 través del andlisis de | analisis de sus formulas de direccion del
Martes 18,23, sus formulas. trabajo independiente,
24/09/02 expositivo

Tabla 3.1

3.2.3 Diseno instruccional

Para el disefio instruccional se busco crear un ambiente grafico de tal suerte que los

estudiantes pudieran adquirir la habilidad de analizar graficas de funciones. Para ello,

las actividades llevadas a cabo en esta etapa se realizaron bajo los siguientes criterios:

Que los estudiantes utilizaran el registro grafico y verbal.

Que posibilitaran la transicion del ambiente grafico al verbal y viceversa.

Que posibilitaran la aparicion de conflictos entre sus concepciones previas y

las concepciones aceptables.

Que posibilitara el andlisis y reflexion de sus esquemas conceptuales (su

teoria) y el valor de la nuevas concepciones (nueva teoria)
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e Que generaran condiciones para poder trascender sus concepciones
alternativas.
e Que generaran la posibilidad de discriminacién y generalizacion de las

propiedades de las funciones a través de sus graficas.

3.2.4 Puesta en escena del disenio instruccional

El curso fue estructurado siguiendo un enfoque variacional, considerando al estudio de
la variacion como un eje rector del que se desprendi6 el contenido matematico a tratar.
Bajo estas consideraciones, el contenido matematico no se cifid6 necesariamente a la
estructura légico—formal del Andlisis Matematico, mds bien se tratd de una introduccioén
intuitiva e informal, en la primera fase, que tuvo como punto de partida las necesidades
de la practica. Tres nociones fisicas fueron las fundamentalmente tratadas: la variacion,
la rapidez promedio de la variacion y la rapidez instantanea de la variacion (Tabla 3.2).
De aqui que el curso se estructurd en dos etapas. La primera etapa consistid en una
aproximacion intuitiva hacia los conceptos del calculo, procedimientos y relaciones

fundamentales sobre la base de la creacion de un ambiente rico en significados visuales.

UNIDAD II: LA VARIACION Y LA DERIVADA
METODOS DE
FECHAS CLASES TEMAS OBJETIVOS ENSENANZA
Dia : Clase: 12 ' ‘ Cuantificar o cambio de EXpO.SVItIVO, QG
Lunes (Cuénto cambia? manera numérica elaboracion conjunta,
30/09/02 Horas : 3 ’ de ejemplificacion.
Dia : Una notacion Que los alumnos se De elaboracion
Clase: 13 . . . .
Martes operativa para familiaricen con el lenguaje conjunta, de
01/10/02 . cuantificar los analitico para cuantificar los | direccion del trabajo
Horas : 2 . . ) .
cambios. cambios. independiente.
Dia - Analizar el. comportamiento de Expositivo, de
Clase: 14 o los cambios para poder . . -
Lunes (Cémo se comportan o . ejemplificacion, de
. describir 'y  predecir el : -, .
7/10/02 . los cambios? . direccion del trabajo
Horas : 3 comportamiento de las . .
. independiente.
funciones.
Dia : Clase: 15 Los cambios Que los alumnos comprendan De elaboracion
Martes relativos: La rapidez | que la rapidez es un caso conjunta, de
08/10/02 Horas : 2 media de variacion. particular de los cambios ejemplificacion.
relativos.
Dia: Clase: 16 (Coémo cambia la Que los estudiantes puedan Expositivo, de
Miércoles rapidez y la analizar como se comporta la elaboracion conjunta,
09/10/02 Horas: 3 velocidad media? rapidez y la velocidad media. ejemplificacion.
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Dia : Lunes Clase: 17y 18 | Los cambios Que los alumnos puedan De elaboracion
y Martes Horas:5 infinitamente calcular la velocidad conjunta, de
14, 15/10/02 pequeiios y la instantanea por medio de ejemplificacion,
velocidad cambios relativos infinitamente | direccion del trabajo
instantanea. pequeiios (diferenciales). independiente.
Interpretacion Que interpreten
geométrica de la geométricamente la velocidad
velocidad instantanea.
instantanea.
Dia : Clase: 19 Calculo de Utilizar el método algebraico De elaboracion
Lunes velocidades para calcular las velocidades conjunta, de
21/10/02 Horas : 3 instantaneas por instantaneas. ejemplificacion
medios algebraicos. Que puedan obtener
Calculo de las diferenciales por medio de las
diferencias reglas basicas.
infinitamente
pequeiias.
Dia : Clase: 20 Otras reglas y Que los estudiantes trabajen De elaboracion
Miércoles formulas para otras reglas y formulas para conjunta, de
23/10/02 Horas : 3 calcular diferenciales. | calcular diferenciales. ejemplificacion
Dia: Clase : 21 La funcién derivada. Utilizar la funcion derivada Expositivo, de
Lunes Analisis del para el analizar el ejemplificacion, de
28/10/02 Horas: 3 comportamiento de comportamiento de las direccion del trabajo
funciones funciones. independiente.
Tabla 3.2

La segunda estuvo orientada hacia la precision de sus conceptos y teoremas principales
y el manejo de sus procedimientos, todo ello sobre la base de la creacion de ambientes
de argumentaciones y refutaciones. Mediante este curso pretendimos generar y
desarrollar las formas basicas del pensamiento y lenguaje variacional: modelacion,
prediccion, estimacion, el cdlculo deterministico y andlisis general de la variacion. El
centro de nuestra investigacion se ubic6 en el trabajo desarrollado en las primeras dos
unidades del programa disefiado experimentalmente, aquellas dedicadas al estudio de la

variacion, la rapidez promedio de la variacién y la rapidez instantanea.

3.2.5 Cuestionarios de diagnostico.
Adicionalmente a los cuestionarios aplicados al inicio y al final del curso, estamos
reportando algunos resultados de los primeros dos exdmenes parciales aplicados a los
estudiantes a lo largo del curso, a los que denominamos intertest 1 e intertest 2 y que

revelan el estado de las concepciones de los estudiantes respecto del analisis grafico de
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funciones, a medida que la puesta en escena del disefio instruccional fue progresando.
El primero de estos exdmenes parciales (Anexo 3) fue aplicado el 25 de septiembre del
2002, a tres semanas de haberse iniciado las actividades del curso. El segundo examen
parcial (Anexo 4) fue aplicado el 29 de octubre del mismo afio, a siete semanas del

inicio de la puesta en escena del disefio instruccional.

Los cuestionarios de diagnostico que constituyeron el pre—test se aplicaron el 2 de
Septiembre del 2002, durante la primera clase del curso de Calculo Diferencial e
Integral. El pre—test estuvo constituido por 3 cuestionarios (Anexo 1). Meses después, el
13 de Enero del 2003, en visperas del cierre del curso, se volvieron a aplicar los mismos
instrumentos en lo que constituiria el post—test. Las entrevistas se aplicaron los dias 17 y

18 del mismo mes (Anexo 2).

3.2.6 Analisis de los resultados

Se realizaron dos tipos de analisis de los resultados: un andlisis global y un analisis
longitudinal. El analisis global se realiz6 con base a los datos colectados en el pretest,
intertest 1, intertest 2 y postest a partir de un diserio de evolucion de grupo (Hernandez,
1995), cuyo proposito es examinar cambios a través del tiempo en las concepciones de
los estudiantes pero a nivel grupal. Ademas, para cada uno de los siete estudiantes
entrevistados (solo se reportan las entrevistas realizadas el primer dia, siete; las siete
restantes mostraron evidencia de contaminacion, producto de la comunicacion con los
primeramente entrevistados), se desarrolld un analisis de los datos recabados a partir de
un disenio longitudinal (idem) que incluyeron los resultados del pretest, intertest 1,
intertest 2 y postest y de las producciones de cada uno de estos estudiantes obtenidas
durante su entrevista; este analisis fue de caracter cualitativo. Esto consistié en observar
y analizar las producciones de los estudiantes en las actividades variacionales
planteadas. Estas producciones, respuestas o procesos de resolucion, quedaron
plasmadas en los cuestionarios. El desarrollo de las habilidades se valora por lo que los

estudiantes son capaces de hacer cuando se les plantea una situaciéon o un problema
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variacional. Durante las entrevistas, se tuvo la ventaja de contar con las producciones
que no fueron plasmadas en el cuestionario, es decir, los dibujos, esbozos, operaciones,
o incluso los borrones que los estudiantes hicieron, indicadores de sus habilidades o de
los obstaculos o dificultades que enfrentaron en el proceso. En cada uno de los analisis
longitudinales realizados, se le dio seguimiento a la evolucion de las ideas de los
estudiantes para identificar la permanencia o cambio de las concepciones que

inicialmente manifestaron acerca del analisis de funciones.
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CAPITULO IV

LAS RESPUESTAS EN EL PRE-TEST, INTER
TEST Y POS-TEST

La poblacion con la que se desarrollo la investigacion fueron 14 estudiantes del grupo
de ler Semestre de la Licenciatura en Matematicas de la UAG. A estos 14 estudiantes se
les aplico el pre—test el primer dia de clases, 2° de Septiembre del 2002 de lo que fue su
curso de Calculo Diferencial e Integral en la Ciudad de Chilpancingo, capital del estado
de Guerrero. El pre—test estuvo constituido por los Cuestionarios 1,2 y 3 (Anexo 1) y

el post—test consistio de los mismos cuestionarios ademds de una entrevista (Anexo 2).

En el Cuestionario 1, se exploraron las ideas de los estudiantes en torno de la ubicacion
de las funciones: funciones con imagenes positivas y negativas, en torno del
comportamiento de las funciones: funciones crecientes y decrecientes, y en relacion a
los puntos estables de las funciones. En todo el cuestionario las preguntas fueron
planteadas usando lenguaje verbal y grafico. En el Cuestionario 2, se exploraron las
ideas de los estudiantes relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones:
funciones con imégenes positivas y crecientes, funciones con imagenes negativas y
crecientes, funciones con imagenes positivas y decrecientes, funciones con imagenes
negativas y decrecientes y puntos en donde las funciones se estabilizan. En este
instrumento, todas las preguntas fueron formuladas usando lenguaje verbal y analitico.
En el Cuestionario 3, se analizaron las ideas de los estudiantes en torno de las funciones
que cumplen con las condiciones: f{x)>0y f"(x) <0, g(x)<0y g'(x) >0, h(x) >0 y h'(x)
>0,y <0y <0, las x para las que se cumple f’(x) =0; y la evaluacion de f”’(x) =0. En
todo este instrumento se utilizé lenguaje analitico y grafico. Las preguntas incluidas en
la entrevista, planteadas verbalmente, requirieron que los estudiantes construyeran
graficas de funciones con imagenes positivas, funciones con imégenes negativas,

funciones con imagenes positivas y crecientes, funciones con imagenes negativas y
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crecientes, funciones con imagenes positivas y decrecientes y funciones con puntos de

estabilizacion.

El 25 de septiembre del 2002, a tres semanas de haberse iniciado el curso se aplicé un
test (Anexo 3) para conocer el estado de sus concepciones respecto del analisis grafico
de funciones. El 29 de octubre, después de siete semanas de iniciada la puesta en escena
del disefio instruccional se aplico otro test (Anexo 4). El 13 de Enero del 2003,
aproximandose el final del curso, se volvieron a aplicar los mismos instrumentos
exploratorios aplicados al inicio del curso en lo que constituiria el post—test. Las

entrevistas se aplicaron los dias 17 y 18 del mismo mes.

Enseguida presentamos los analisis longitudinales de los siete estudiantes entrevistados,
mismos que incluyen los resultados del los pre—inter—post test. En cada uno de estos
analisis, se hace un seguimiento de la evolucion de las ideas de estos estudiantes para
identificar la permanencia o cambios de las concepciones que inicialmente manifestaron
respecto del andlisis de funciones. En la segunda parte del capitulo, se presenta el

analisis global de los resultados obtenidos.
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4.1 Analisis longitudinales

Yuridia
a. Concepciones relativas a la ubicacion de la grafica.

Funcion con imagen positiva

Pre—test. Cuando se le pregunta por el intervalo donde la funcién tiene imagen positiva
(ver Tabla 4.1), es observable que Yuridia en la respuesta dada a la pregunta 1A (Fig.
4.2) privilegia la funcién con imagen positiva como aquella que tiene abscisas positivas;
en el segundo caso, pregunta 1B (Fig.4.3), es manifiesta explicitamente la relacion que
establece entre funcién con imagen positiva con aquella cuya grafica tiene abscisas
positivas. En sus respuestas son apreciables sus inconsistencias; en la primera pregunta
su respuesta es aceptable pero en el segundo caso no.

Inter—test. Al analizar la funcidn cuya grafica se encuentra en la Fig. 4.1,

a) (Cudl es el dominio de y?
b) ¢Cual es su imagen?
c) ¢Para qué x, y crece?
d) ¢Para qué x, y decrece?
, ¢©)¢Paraqué x, y no crece ni decrece?
v f)iParaquéx, y>0?
g) ¢(Paraquéx, y<0?
h) jParaquéx, y=0?

Q=== a -

Fig. 4.1 Funcioén analizada en el test aplicado el 25 de septiembre

Yuridia contesta que la funcion es positiva en los intervalos -0.4 <x<1.6 y 3 <x <7,
respuesta que es aceptable y que denota cambios en sus concepciones respecto de las
respuestas dadas por ella en el pre—test.

Post—test. Las respuestas dadas a las preguntas del pre—test después del disefio
instruccional son consistentemente aceptables. Esto es confirmado por las graficas que
Yuridia dibujo (Fig. 4.4) cuando se le pidid construir graficas de funciones con
imagenes positivas; en todos los casos las graficas retinen las condiciones solicitadas y
los argumentos que esgrime son tales como: “es positiva porque la grafica estd por
arriba del eje x”, y “es negativa porque esta debajo del eje x”.
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&)
Sx)
2 + 2
—41 T+ 1
1 2 3 4 5
| | ) | | ¥ : ; : : ' —>
5 4 -3 -2 a1 0] 1! 2 x 2 -1 1 01\ ¥
42
T 2
A)De Oal B)De 3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De-1a2 E)De -2 a-1 F) Otra:

Fig. 4.2. Pregunta 1A

Fig. 4.3. Pregunta 1B

Fig. 4.4 Graficas para funciones con imagenes
positivas, construidas en el post—test

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.1 Funcién positiva alternativas
Pretest | intertest | Postesty
entrevista
La funcion es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable) _ v v
La funcién tiene imagen positiva si su grafica estqd ubicada en la region v . -

donde las abscisas son positivas

La funcion tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el primer
cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.

La funcidn es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de las
abscisas

La funcion es positiva si es creciente

La funcidn es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente

El intervalo en donde una funcion es positiva queda determinado por los
valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son abscisas u

ordenadas)

Funcion negativa

Pre—test. En las respuestas dadas por Yuridia a la pregunta 3A, relativa al intervalo
donde la funcién tiene imagen negativa (Fig. 4.5, Tabla 4.2), establece relacion entre
una funcidn con imagen negativa con aquella porcion de la grafica cuyo intervalo tiene
abscisas negativas a pesar de que esta por arriba del eje x; en el segundo caso, en la
pregunta 3B (Fig. 4.6), la respuesta es andloga a la anterior: elige como intervalo para
la funcién con imagen negativa donde la grafica tiene abscisas negativas y ordenadas
positivas. Sus repuestas son consistentemente inaceptables pues en ambos casos
considera que una funcién tiene imagen negativa por el sélo hecho de tener abscisas

negativas sin importar el signo de las ordenadas.
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Inter—test. Para Yuridia la funcion es negativa (Fig. 4.1) en los intervalos -0 <x <-0.4 y
1.6 < x < 3, intervalos en donde efectivamente la funcion es negativa. Es apreciable el
cambio en sus concepciones iniciales.

Post—test. Las respuestas dadas son consistentemente aceptables, ademas éstas dan idea
de haber logrado mayor generalizaciéon ya que propone respuestas aceptables que no
estaban contempladas en las opciones dadas. Lo anterior se confirma con las graficas
que Yuridia dibujé cuando se le pidid construir graficas de funciones con imagenes
negativas (Fig. 4.7). En ambos casos sus producciones corresponden a las caracteristicas
especificadas y argumenta, al preguntarle el por qué de sus producciones que: “una
funcion negativa es aquella que se encuentra por debajo del eje x”. Notese que dos de
tales graficas son dibujadas con ciertos titubeos, primero las dibuja por arriba del eje x;

luego corrige. &)
) N
\2 T°?
T 1 T1
\1 2 3 4 5 ! 23 4 5
f ; } ; ; t f f t ; ; ; t t
2 -1 0 X -2 -1 0__ 1 x
T-1
+22 T2
A)De—-1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De -2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De0Oa5 E) De 3 a5 F) Otra: D)De-2a-1 E)Dela3 F) Otra:

Fig. 4.5 Pregunta 3.A Fig. 4.6 Pregunta 3.B

Y
Q f"“ﬁ

e

Fig. 4.7 Graficas para funciones con imagenes negativas
dibujadas por Yuridia

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

TABLA 4.2 Funcién negativa

Pretest | intertest | Postest
La funciéon es negativa donde sus ordenadas son negativas _
(aceptable) v v
La funcidén tiene imagen negativa si su grafica estd ubicada en la v _ _

region donde las abscisas son negativas.

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo del
eje de las abscisas

El intervalo en donde una funcioén es negativa queda determinado
por los valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son
abscisas u ordenadas)

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo del
eje de las abscisas

Una funcion es negativa si es decreciente
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b. Concepciones relativas al comportamiento de la funcion.

Funcion creciente

Pre—test. Al revisar las respuestas proporcionadas por Yuridia a las preguntas relativas a
una funcidén creciente (ver Tabla 4.3) para ambas graficas de la pregunta 2 del
Cuestionario 1 (Figs. 4.9 y 4.10) encontramos que son aceptables y consistentes, pues
selecciona los intervalos donde en efecto f{x) y g(x) crecen.

Inter—test. La funcion de la Fig. 4.1, para Yuridia es creciente en los intervalos -0 < x <
1y 2 <x<7,respuesta aceptable. Siete semanas después de iniciado el curso, (el 29 de
octubre del 2002) se aplica un nuevo test, en donde se pregunta en donde crece la
funcioén de la Fig. 4.8:

a) ;Cuanto cambia f'si x cambia de -5 a -4? _ ;Cuanto cambia
Iy T fsixcambiade-1a0?  ;Cuanto lo hace si x cambiade 1 a

{— . : 27 (Doénde crecié con mayor rapidez?
: | ! /\/ b) Si x cambia de izquierda a derecha, es decir Ax > 0. ;Para
’ ! | qué x, se cumplen las desigualdades siguientes:

. - || |
L /F_\\ N . Six + Ax) — fix) > 0:

/ L ' S+ AX) — flx) < O:

Fig. 4.8. Grafica de la funcion analizada en el test f(x + Ax) _f(x) =0:
aplicado el 29 de octubre del 2002 (a siete semanas
de iniciado el curso)

Para esta estudiante la funcion crece en los intervalos -5 <x<-3,1 <x<2y3 <x <4,
respuesta que es aceptable.

Post—test. Las respuestas obtenidas son aceptables. Estos resultados son congruentes con
sus producciones realizadas durante la entrevista (Fig. 4. 12), en donde expresa que:
“una funcién es creciente cuando, a medida que crecen los valores en el eje de las x,
crecen también en el eje de las y”.

8
A
fo) T2
-1
] | | { ] } |
5 4 3 2 1 0_/1 X 2 1
2
A)De -5a-1 B)De 3a0 C)De -1 al A)De 1a5 B)De -1al C)De 0 a3
D)De-5a-3 E)DeOal F)Otra: D)De0Oas5 E)De -1 a0 F) Otra:
Fig. 4.9 Pregunta 2.A Fig. 4.10 Pregunta 2.A
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.3 Funcion creciente alternativas
Pretest Intertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas

ILa funcion es creciente si sus ordenadas son positivas - - - -

ILa funcioén es creciente si su imagen es negativa - - - -

ILa funcion es creciente si, a medida que crecen las abscisas v v v v
crecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcidn sube, la funcion es creciente, sin|
importar si las abscisas crecen o decrecen

[El intervalo donde la funcidén es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus|  — - - -
limites

La funcidn es creciente si sus abscisas son positivas - - - -

Funcion decreciente

Pre—test. Igual que en la pregunta anterior, las respuestas proporcionadas por Yuridia
(ver TABLA 4.4) para ambas graficas de la pregunta 4 del Cuestionario 1 (Fig. 4.11 y
4.12) cumplen con la condicidn especificada.

Inter—test. Para Yuridia la funcion de la Fig. 4.1 es decreciente en el intervalo 1 <x <2,
respuesta que es aceptable. A siete semanas del comienzo del curso, Yuridia considera
que la funcién de la Fig. 4.8, decrece en los intervalos -3 <x<-1,0<x<1y2<x<3,
respuesta que también es aceptable.

Post—test. No se observa cambio alguno respecto del pre—test. Estos resultados son
confirmados por sus producciones durante la entrevista, (Fig. 4.18) durante la cual
expresa que “una funcion es decreciente cuando, a medida que crecen los valores en el
eje de las x, disminuyen en el eje de las y”.

g(x)
A\

4 5
| | | ; —>
5 4 3 2
X
A)De -5a-1 B)De-3a0 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De-5 a0 E)De-5a-3 F)Otra: D)De-2a-1 E)De 1a3 F)
Fig. 4.11 Pregunta 4.A Fig. 4.12 Pregunta 4.B

Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.4 Funcion decreciente Intertest | Intertest | Postesty

Pretest 1 2 entrevistas

ILa funcion es decreciente si sus ordenadas son negativas - - - -
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La funcion es decreciente si, a medida que crecen las
abscisas decrecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcion baja, la funcion es decreciente,
sin importar si las abscisas crecen o decrecen

ILa funcion es decreciente si sus abscisas son negativas - - - -

La funcion es decreciente si, ademas de cumplir esta
condicion, es negativa

ILa funcién es decreciente si sus abscisas y sus ordenadas
son negativas

c. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones.

Funcién con imagen positiva y creciente. La unica grafica seleccionada por la
estudiante en el pre—test (ver TABLA 4.5) en la pregunta 1 del Cuestionario 2 (Fig. 4.
13) tiene imagen positiva y es creciente pero, a diferencia de las otras dos (opciones Cy
E) que también cumplen con estas condiciones, tiene la particularidad de que sus
abscisas son positivas. Es muy probable que la eleccion haya sido hecha porque las
condiciones positiva y creciente, son asociadas fuertemente con graficas que tienen
abscisas y ordenadas positivas; las opciones C y E no fueron elegidas seguramente
porque tienen abscisas negativas. En el post—test se manifiestan ideas aceptables de
mayor generalizacion respecto del pre-test, pues no solo elige la opcidon A, sino también
las opciones C y E. Aqui los cambios conceptuales ganan en generalizacion. Las
producciones de la estudiante durante la entrevista (Fig. 4.14) en donde Yuridia
argumenta que “una funcion es positiva porque la grafica esta por arriba del eje X y que
“una funcién es creciente cuando, a medida que crecen los valores en el eje de las x,
crecen también en el eje de las y” corroboran estas observaciones. De lo anterior
encontramos que con posterioridad al post—test en el estudiante coexisten una mezcla de
ideas respecto de la ubicacion y comportamiento de las funciones

Subraya el 0 los meisos que corresponden a graficas de funciones que son ala vez positivas y crecientes.

VAN

Fig. 4.13 Pregunta 1

S r’ :
Fig. 4.14 Gréficas para funciones cOn imagenes

positivas y crecientes dibujadas por Yuridia

OTRA

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.5 Funcién positiva y creciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La funcion es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se|
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)
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La funcién es positiva y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas

La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio| - -
de las abscisas

Funcion con imagen negativa y creciente. En este caso encontramos en el pre—test,
que la unica grafica seleccionada por Yuridia en la pregunta 2 del Cuestionario 2
(Fig.4. 15) tiene imagen negativa y es creciente, al igual que las graficas B y E (ver
TABLA 4.6) pero, a diferencia de ellas, tiene sus abscisas negativas. Nuevamente la
suposicion es que la estudiante hace su eleccion porque asocia fuertemente las
condiciones negativa y creciente con graficas que ademas de creciente y negativa tienen
abscisas negativas; esto explicaria el porqué las graficas B y E no fueron elegidas. En el
post—test se observan ideas aceptables y consistentes pues es evidente que cuando
Yuridia elige las opciones B, D y E, ha generalizado su idea de funcién con imagen
negativa y creciente enriqueciendo esta generalizacion el cambio conceptual. Esto lo
corroboramos con los resultados de la entrevista (Fig. 4.16) en donde reitera que: “una
funcién es negativa cuando su grafica esta por debajo del eje x” y que “una funcion es
creciente cuando a medida que crecen los valores en el eje de las x, crecen en el eje de
las y”.

2. Bubraya el o los incisos que corresponden a gréficas de funciones que son ala ver negativas ¥ crecientes

S == o A

E OTRA

Fig. 4.15 Pregunta 2

v T

Fig. 4.16 Gréficas para funciones con imagenes negativas y
crecientes dibujadas por Yuridia

Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.6 Funcién negativa y creciente concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcidon es negativa y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcion es negativa si comienza a trazarse abajo del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio| - -
de las abscisas
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Funcion con imagen positiva y decreciente. Cuando a Yuridia se le cuestiona en torno
de las funciones con imagenes positivas y decrecientes, en el pre—test, en la pregunta 3
del Cuestionario 2 (Fig. 4.17) solo selecciona la grafica C (ver TABLA 4.7), que
ademas de tener imagen positiva y ser decreciente, a diferencia de las graficas A y E
que también cumplen estas condiciones, tiene sus abscisas positivas manifestando de
esta manera el fuerte vinculo que la estudiante establece entre funciones con imagenes
positivas y decrecientes con las graficas de funciones que tienen abscisas y ordenadas
positivas. En el post—test encontramos ideas aceptables y consistentes con un mayor
grado de generalizacion respecto del pre—test y esta observacion es reiterada por las
producciones de la estudiante durante la entrevista (Fig. 4.18) en donde expresa que
“una funcién es positiva porque la grafica estd por arriba del eje x” y “es decreciente
cuando a medida que crecen los valores en el eje de las x, disminuyen en el eje de las

y’7.

3. ;Cudl de las signientes praficas corresponden a funciones que son a la vez positivas y decrecientes?

B OTRA

Fig.4.17 Pregunta 3

Fig. 4.18 Graficas para funciones con imagenes
positivas y decrecientes dibujadas por Yuridia

Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.7 Funcién positiva y decreciente alternativas

Pretest Postest y
entrevistas

La funcidn es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, v es decreciente si baja, sin importar el sentido del - -
cambio de las abscisas

Funcion negativa y decreciente. Al solicitarle a Yuridia que discrimine las funciones
con imagenes negativas y crecientes durante el pre—test, (pregunta 4 (Fig. 4.19) se
manifiestan concepciones similares a las anteriores. Entre las cinco opciones
disponibles ella solo elige aquella grafica que ademas de tener imagen negativa y ser
decreciente (opcion E) posee abscisas negativas (ver TABLA 4.8) lo que muestra su
tendencia a privilegiar la asociacion de las funciones con imagenes negativas y
decrecientes con las graficas que ademas de cumplir estas dos condiciones tienen
abscisas negativas. En el post—test Yuridia muestra concepciones aceptables y
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consistentes, cuyo grado de generalizacién es mayor respecto del pre—test. Las graficas
construidas por Yuridia durante la entrevista (Fig. 4.7 y 4.18) y sus argumentaciones
(“una funcidn negativa es aquella que se encuentra por debajo del eje x” y “una funcién
es decreciente cuando a medida que crecen los valores en el eje de las x, disminuyen en
el eje de las y”) confirman estas observaciones.

4. ;e graficas corresponden a funciones que son ala vez negativas y decrecientes?

=k = S

E OTRA
Fig. 4.19
Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.8 Funcién negativa y decreciente alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de|
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas

d. Concepciones relativas a la estabilidad de una funcion.

a) Pre—test. Observamos cémo Yuridia, en la pregunta 5 del Cuestionario 1 (Fig.
4.20), ofrece respuestas aceptables y consistentes (ver TABLA 4.9) y debemos
hacer notar que incluso identifica como punto donde la funcién no crece ni
decrece a x = —3, valor que no formaba parte de las opciones explicitamente
disponibles.

Inter—test. A tres semanas de iniciado el curso, al analizar la funcién de la Fig.
4.1, esta estudiante opina que ésta no crece ni decrece en x =1 y x = 2, respuesta
que es aceptable. En el test aplicado siete semanas después del inicio del curso,
respecto de la funcion de la Fig. y, esta estudiante opina que no crece ni decrece
en el intervalo -1 < x < 0, respuesta aceptable pero incompleta, pues la funcion
tiene dos puntos maximos y dos puntos minimos. Evidentemente, para esta
estudiante la estabilizacidn, en este caso, solo se da en intervalos donde la
funcioén es visiblemente horizontal.

Post—test. Sus respuestas no cambiaron respecto del pre—test, y sus concepciones
son corroboradas por sus producciones (Fig. 4.21) y los argumentos esgrimidos
durante la entrevista, en donde ella manifiesta que “la funcion se estabiliza en
aquellos puntos en donde no crece ni decrece”.

5. iDonde la funcion no crece mi decrece?
£)Enx=-5 BiEnz=—2 (De—2al  D)Enr=1

An 2 EyEnx= -1 F)Enx=0 ) Otras
/\ 1
| | Il Il
5 -4 -3 -2 a0 1y
E)

Fig. 4.20
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Fig. 4.21 Grafica de una funcién con puntos

en donde se estabiliza su comportamiento
dibujada por Yuridia

Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.9 Funcion que no crece ni decrece

Intertest | Intertest | Postesty
Pretest .
1 2 entrevistas
[Una funcién no crece ni decrece en los puntos maximos |
en los puntos minimos de su grafica o en donde ésta seal Vv Vv Vv Vv

horizontal (aceptable)

Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos |
en los puntos minimos de su grafica

Una funcion no crece ni decrece en los puntos donde la
grafica intercepta al eje x

Una funcidn no crece ni decrece en los intervalos donde su|
grafica es horizontal

Una funcion no crece ni decrece en sus puntos maximos, en|
sus puntos minimos y en las intersecciones con el eje de las
abscisas

[Una funcién no crece ni decreceenx=0yy =0

b) En el pre—test, para la pregunta 5 del Cuestionario 2

referida a los puntos de

estabilizacion de f{x) (Fig. 4.22) la respuesta de Yuridia es aceptable pero incompleta
(ver TABLA 4.10), pues omite considerar x = —1 como punto donde f{x) se estabiliza;
su respuesta respecto de g(x) es aceptable. En el post—test sus respuestas son aceptables
y consistentes observandose un mayor grado de generalizacion en ellas, e incluso
coinciden con sus producciones y argumentos construidos durante la entrevista (Fig.
4.21), en donde ella manifiesta que “la funcion se estabiliza en aquellos puntos en donde

no crece ni decrece”.

5. iParaqué x las siguientes graficas contienien puntos o zonas donde se estabiliza el comportarniento de las funciones que representan?

&) x=.1 B) x=12

Cyx=0 oyx=3

Eyx=1 Otra;

estabiliza su comportamiento

TABLA 4.10 Puntos o intervalos donde una funcion

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

de su grafica

Pretest Postest y
entrevistas
Una funcion se estabiliza en los puntos maximos y minimos| v v

intercepta al eje x

Una funcion se estabiliza en los puntos donde la grafica
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[Una funciéon se estabiliza en la vecindad de un punto
maximo
[Una funcion se estabilizaenx =0 - -

e. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

Funciones que cumplen con las condiciones f{x) > 0y f(x) <0. En el pre—test, en la
pregunta 1 del Cuestionario 3 (Fig. 4.25) la respuesta dada por Yuridia es aceptable pero
restringida, pues solo elige una (opcion E) de las tres graficas que cumplen con las
condiciones especificadas (ver TABLA 4.11), aquella que ademés cumple con x < 0, es
decir, establece una asociacion entre las funciones que cumplen con fix) >0y f(x) <0
y las que cumplen con f{x) > 0, f(x) <0y x <0. En el post-—test elige solo dos de las
graficas que cumplen las condiciones f{x) > 0 y f’(x) < 0; su ganancia en generalidad es
mayor en esta ltima respuesta respecto del pre—test, pero aun es incompleta.

1. A juzgar por sug graficas, en cudl o cudles de las siguientes funciones se satizface que fx)=0 5 /7 (x) <07
i) A
A 0 A L) L 0 5 L)
. : 0 R \ 0 3
&) B) ] D B OTRA

Fig. 4.23

TABLA 4.11 Funcién que cumple con las condiciones | Concepeiones ngﬂgszsy concepeiones

J)>0yf(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones f{x) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y - -
otra parte que cumple con x>0
La funcion cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple v -
conx>0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones g(x) < 0y g’(x) > 0. La respuesta dada
por Yuridia en el pre—test, en la pregunta 2 del Cuestionario 3 (Fig. 4.24) es incompleta
pues solo elige una opcion (E) de las tres graficas que cumplen con las condiciones
especificadas (ver TABLA 4.12); quiza esto se deba a que esta funcidn es la unica que
cumple con x > 0, es decir, que las condiciones especificadas son asociadas con las
condiciones g(x) < 0 y x > 0. En el post—test elige las tres graficas que cumplen con g(x)
<0yg’(x)>0,es decir, la respuesta es completa y consistentemente aceptable.

2. Estas graficas corresponden a clertas funciones g(x). En cudl o cudles se cumple que g(x)<0 v g 1x) =07

FJ Ee] Ee] £ o] : ‘ 0 3
o 4
B — # —/ ' £
e o 5 £
E) >} )

B OTRA

Fig. 4.24
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Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Postest y
entrevistas

TABLA 4.12 Funciéon que cumple con las condiciones

gx)<0yg’(x)>0

Pretest

ILa funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

ILa funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y - -
otra parte que cumple con x>0

La funciéon cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando cumple con las condiciones g(x) <0yx>0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones 4(x) > 0y 4’(x) > 0. En la pregunta 3 del
Cuestionario 3, en el pre—test, (Fig. 4.25) la respuesta dada por Yuridia es incompleta
pues solo elige una (opcion A) de las tres graficas que cumplen con las condiciones
especificadas (ver TABLA 4.13); probablemente en esta eleccion ella esté atendiendo al
hecho de que esta funcion cumple con x > 0 y esta condicion la relaciona con A(x) >0y
h’(x) > 0. Durante el post—test elige las tres graficas que cumplen con las condiciones
h(x)>0y h’(x)>0.

3 Las sigmentes graficas corresponden a ciertas funciones 2(x). jCudl o cudles de ellaz son tales que B2(x) =0 7 & (x) 207

A
o) J E;&:J () o) / €
:A 0
c A " ol . P 0 s
£) E) [o3) n)) 5 or

Ra
Fig. 4.25
TABLA 4.13 Funcién que cumple con las condiciones | Coneepeiones ngitzszsy concepciones
9
h(x)>0yh’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las _ v
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0 v _
cuando cumple con x > 0

Funciones que cumplen con las condiciones: y <0y y»’ <0. En el pre—test, en la
pregunta 4 del Cuestionario 3 (Fig. 4.26) la respuesta dada por Yuridia (opcion E) no es
aceptable (ver TABLA 4.14) pues si bien las ordenadas de y son negativas no
satisface y* < 0; suponemos que esta funcion es elegida debido a que se asocian las
funciones que cumplen cony <0y y’ <0, con las que cumplen cony <0y x <0.En
el post—test elige las tres graficas que cumplen con las condiciones y <0y y’ <0, es

decir, la respuesta es consistentemente aceptable.
4. Las sigwientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =7x). j Para cudl o cudles de ellas se cumple que y <0y p’<0?

j[ [ S N E &
s ‘ B)x C)D‘ a " h

- Fig. 426

OTRA



Las Respuestas en el Pre — Test, Inter — Test y Post — Test Capitulo IV

TABLA 4.14 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones ngitzszsy concepetones

yx) <0y’ (x) <0 Pretest Postest y
entrevistas

La funciéon cumple con las condiciones y(x) <0y y’(x) < 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) <0
cuando cumple conx<0yy<0

- v

‘/ p—

Puntos que cumplen con la condicion f’(x) = 0. Yuridia contesto, en el pre—test, en la
pregunta 5 del Cuestionario 3 (Fig. 4.27) dando uno de los puntos de corte de la curva
con el eje x, que en este caso es precisamente el origen. En el post-—test, elige los dos
puntos que satisfacen la condicion (ver TABLA 4.15). En el pre—test es evidente la
asociacion de la condicion f’(x) = 0 con el origen o punto de corte de la graficas con el
eje x, en cambio la relacion en el post—test es con el madximo y con el minimo de la

funcion.
heon 5 iParaqué x () =07

&) r=-2 B) x=-1

D1x=0 Dhx=1

2\__/1¢ 1 N\ + Br-2 O

Fig. 4.27

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.15 Puntos que cumplen con la alternativas
condicién f(x) = 0 Pretest Postest y

entrevistas
Los puntos que cumplen con la condicion £ (x) = 0 son los _
imaximos y minimos de la funcién (aceptable) v
En x = 0 se cumple la condicion f(x) =0 v

En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion
‘x)=0

Determinacién de la f’(x) en un punto dado. En el pre—test, en la pregunta 6 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.28) se da una respuesta tal que asocia a f’(1) a la ordenada de la
funcién primitiva en ese mismo punto; para ella la igualdad f’(1) = f(1) es cierta en
términos graficos (ver TABLA 4.16). En el post—test, la respuesta de Yuridia cambia y
ahora la asocia con la pendiente de la tangente en ese punto.

P 6. iCudl es el walor correcto de f7(x) parax =17

& fiD=3 B D=4
o f (=25 D (1)=-1

5 1 %1'3 ~ E)/(1) =34 Otra

Fig. 4.28
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.16 f’(x) en un punto dado alternativas
Pretest Postest y

entrevistas
La f(x) en un punto dado es igual a la pendiente de la _
tangente a la funcion en ese punto (aceptable) v
La f°(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto v _

La f(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en|
donde la tangente en el punto x cruza al eje x

f. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion con imagen positiva y creciente y funcion que cumple con A(x) >0y h'(x) >
0. Al revisar las respuestas de Yuridia a la pregunta planteada verbalmente, en el pre—
test asocia las graficas con imagenes positivas y crecientes con las que ademas de
cumplir estas condiciones tienen abscisas positivas; en el post—test la respuesta es
aceptable y consistente, inclusive con las gréaficas y las explicaciones que proporciond
durante su entrevista. Cuando se plantea la misma pregunta usando notacioén analitica,
en el pre—test ella relaciona las funciones que cumplen con A(x) >0 y A’(x) > 0 con
las que cumplen con A(x) > 0, h'(x) > 0 y x > 0; en el post—test responde
aceptablemente y manifiesta la misma consistencia en ambas respuestas (ver Figs. 4.13,
4.14, 4.25, Tablas 4.5 y 4.12). De los resultados anteriores podemos decir que en este
caso, la consistencia en las respuestas de esta estudiante fue muy alta, pues sus
respuestas fueron iguales aunque cambiara el lenguaje en el planteamiento de la
pregunta.

Funcion con imagen negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x)
> (. Cuando esta pregunta se plantea en forma verbal, en el pre—test asocia fuertemente
las funciones con imagenes negativas y crecientes con graficas que tienen abscisas y
ordenadas negativas; en el post—test las respuestas de Yuridia son aceptables y
consistentes, considerando incluso las producciones y comentarios hechos por la
estudiante durante la entrevista. Cuando el planteamiento de la pregunta incluye el uso
de lenguaje analitico en el pre—test relaciona las funciones que cumplen con g(x) <0y
2’(x) > 0 con aquellas que, ademas de cumplir estas condiciones cumplen con x < 0, es
decir, parece ser que responde atendiendo al operador “<”. En el post — test elige las
tres graficas que cumplen con g(x) < 0y g’(x) > 0 (ver Figs. 4.15, 4.16, 4.24 y Tablas
4.6, 4.11). En esta ocasion, es muy alta la consistencia de las respuestas de Yuridia pues
no cambian pese al cambio en el lenguaje usado en la pregunta.

Funcion con imagen positiva y decreciente y funcion que cumple con f{x) >0y
f(x) < 0. Al plantear la pregunta verbalmente, en el pre—test asocia las funciones con
imagenes positivas y decrecientes con las graficas de funciones que tienen abscisas y
ordenadas positivas. En el post-test su respuesta es aceptable. Cuando la pregunta se
plantea usando la notacidn analitica, en el pre—test asocia las funciones que cumplen con
fx) >0y f(x) <0, con aquellas que, ademds de obedecer a estas condiciones, cumplen
con x < 0. En el post—test elige solo dos de las graficas que cumplen las
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condiciones: f{x) > 0 y f(x) < 0. Evidentemente, en esta pregunta, el manejo del
lenguaje analitico es mas complejo para esta estudiante, que el manejo del lenguaje
verbal (ver Figs. 4.17, 4.18, 4.23 y Tablas 4.7 y 4.10).

Funcion con imagen negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y y’ <
0. Al hacer la pregunta usando lenguaje verbal, en el pre—test, Yuridia asocia las
funciones con imagenes negativas y decrecientes con las graficas que tienen abscisas y
ordenadas negativas; en el post—test Yuridia muestra concepciones aceptables y
consistentes. Cuando la pregunta se plantea con lenguaje analitico, ella asocia las
funciones que cumplencony <0y p’ <0, con las que cumplencony <0y x<0. En
el post—test su respuesta es aceptable. Nuevamente, observamos un desempefio muy
consistente por parte de la estudiante, tanto en el pre—test como en el post—test, cuando
el cuestionamiento se hace verbalmente y cuando se hace analiticamente (ver Figs. 4.19,
4.26 y Tablas 4.8, 4.13).

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f’(x) = 0. En el caso de
Yuridia, se observan fuertes consistencias en sus respuestas a las preguntas planteadas
en forma verbal tanto el pre—test como en el post-test y en la graficas dibujadas por ella
misma en las actividades finales. Sin embargo cuando la misma pregunta fue planteada
en términos analiticos en el pre-test la asocia con el origen o el punto de corte de la
grafica con el eje x y en el post-test se nota claramente la asociacion que hace con los
maximos y minimos de la curva dada. Al principio del curso su lenguaje analitico es
asociado a concepciones alternativas; al final del mismo ese mismo lenguaje es asociado
con concepciones aceptables, el lenguaje verbal parece no ofrecer mayores problemas
para relacionarlos con las condiciones graficas de estabilizacion de las funciones (ver
Figs. 4.20,4.22,4.27 y Tablas 4.9, 4.10, 4.15).

En términos globales, las respuestas ofrecidas por Yuridia en todos los test
conjuntamente con sus argumentaciones dadas durante la entrevista, tienen un amplio
grado de generalizacion, en el &mbito de los registros verbal y grafico. Esto nos permite
suponer que en ella tuvo lugar una reestructuracion fuerte de las concepciones
alternativas iniciales. En el manejo de las representaciones analiticas y gréaficas,
Cuestionario 3, su desempefio fue ligeramente menor, lo cual supondria una
reestructuracion débil respecto de estos dos sistemas de representacion.
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Esteban
a. Concepciones relativas a la ubicacion de la funcion

Funcion con imagen positiva

Pre—test. Cuando a Esteban, se le pide identificar, en la pregunta 1 del Cuestionario 1,
los intervalos en donde f{x) tiene imagen positiva (Fig. 4.29) prefiere el intervalo
(opcion A) en donde la funcién, ademdas de tener imagen positiva, tiene abscisas
positivas y no selecciona el intervalo donde la funcion tiene imagen positiva pero tiene
abscisas negativas; en el intervalo que seleccion6 para la pregunta 1B (opcion B,Fig.
4.30), g(x) no tiene imagen positiva, solo tiene abscisas positivas. Estas dos respuestas
(ver TABLA 4.17) son consistentes entre si y muestran la relaciéon que Esteban
establece entre una funcién con imagen positiva con aquella grafica que tiene abscisas
positivas.

Inter—test. Para Esteban, la funcion de la Fig. 4.1, es positiva en los intervalos -0.4 < x <
1.6 y 3 <x <7, respuesta que es aceptable

Post—test. Las respuestas para las funciones f{x) y g(x) (Fig. 4.29 y Fig. 4.30) son
aceptables y esta idea parece confirmarse con las producciones y argumentos del
estudiante durante su entrevista (Fig. 4.31) en donde manifiesta que “las funciones que
estan arriba del eje x son positivas”. Sin embargo, mas adelante en la entrevista,
expresa, respecto del signo de las funciones: “es positiva porque los valores que toma en
X y en y son positivos” (en la Fig. 4.44, la grafica de la funcién la inicia en el primer
cuadrante, cruza el eje de las abscisas y termina el trazo en el 4° cuadrante, sin embargo,
como las abscisas de la funcién siguen siendo positivas a pesar del cambio de signo de
la funcioén, para ¢l la funcion aun es positiva). Esta ltima caracterizacion que hace de la
funcién con imagen positiva es diferente a la anterior, y es evidencia de falta de
consistencia en sus ideas respecto de las funciones con imagenes positivas.

) A g(x)
2 T 2
41 + 1
1 2 3 4 5
| ! | ! | | ¥ : : : : ' :
5 4 3 2 ol 2 2 1 0L x
T-1
+ -2
T -2
A)De Oal B)De 3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De-1a2 E)De -2 a-1 F)Otra:
Fig. 4.29. Precunta 1A Fig. 4.30. Precunta 1B
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.17 Funcion positiva alternativas
Pretest | intertest | Postesty
entrevista
La funcioén es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable) _ v v

La funcidn tiene imagen positiva si su grafica estd ubicada en la region
donde las abscisas son positivas

La funcién tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el
primer cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.

La funcion es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de
las abscisas

La funcioén es positiva si es creciente — — —

La funcion es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente — — —

El intervalo en donde una funcion es positiva queda determinado por los
valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son abscisas u — —
ordenadas)

Funciéon con imagen negativa

Pre — test. Al interrogar al estudiante en la pregunta 3A del Cuestionario 1, en torno de
las funciones con imagenes negativas, (Fig. 4.32) ¢l selecciona como intervalos en
donde f{x) tiene imagen negativa primeramente el intervalo donde f{x) tiene imagen
positiva y tiene abscisas negativas y enseguida el intervalo en donde esta funcion tiene
imagen negativa. Luego para g(x) en la pregunta 3B (Fig. 4.33) hace lo mismo,
selecciona el intervalo donde la funcidén tiene imagen positiva pero tiene abscisas
negativas y el intervalo donde efectivamente g(x) tiene imagen negativa. Estas
respuestas (ver TABLA 4.18) solo son parcialmente aceptables pero totalmente
consistentes entre si y evidencian la coexistencia de dos concepciones en el estudiante:
la primera, una funcion tiene imagen negativa si posee abscisas negativas; la segunda, la
funcion tiene imagen negativa si se encuentra debajo del eje de las x.

Inter—test. Respecto de los intervalos en donde la funcion de la Fig. 4.1 es negativa la
respuesta es -0 <x <-0.5y 1.5 <x < 3; es aceptable.

Post—test. Las respuestas ofrecidas (Fig. 4.32 y Fig. 4.33), son consistentemente
aceptables y esto se confirma con las graficas (Fig. 4.34) y la explicacion que Esteban
proporciona durante la entrevista: “la funcion es negativa si estd debajo del eje de las x”.
No obstante, al continuar con la entrevista, Esteban manifiesta: “debajo del eje x

! Respuesta encontrada durante la entrevista
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pertenecen los nimeros negativos, y al pasar de este lado, los valores que tiene en el eje
x también son negativos, entonces la grafica sigue siendo negativa” (para Esteban, si la
funcion comienza a trazarse por debajo del eje x, tiene imagen negativa, aunque el trazo
de la funcién obligue cruzar el eje de las x, para terminar en el 2° cuadrante donde las
abscisas de la funcidon sean negativas, razon suficiente para que ¢l la considere
negativa).

2(x)
N )
\2 T 2
T1 T1
Nl s . I A B
I U T T T T rd I T T T T T
-2 -1 0 x 2 -1 0__ 4 .
T -1
40 T -2
A)De-1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De0Oa5 E) De 3 a5 F)Otra: D)De-2a-1 E)Dela3  F)Otra:

Fig. 4.32 Pregunta Fig. 4.33 Pregunta

- / A

. =Y

Fig. 4.34 Graficas de funciones con
imagenes negativas dibujadas por Esteban

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.18 Funcion negativa

alternativas

Pretest | intertest | Postest
La funcién es negativa donde sus ordenadas son negativas B
(aceptable) v v
La funcién tiene imagen negativa si su grafica esta ubicada en _ _
la region donde las abscisas son negativas. v
La funcién es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo _ _ v

del eje de las abscisas

El intervalo en donde una funcion es negativa queda
determinado por los valores numéricos mas proximos (sin - - -
importar si estos son abscisas u ordenadas)

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo
del eje de las abscisas

Una funcion es negativa si es decreciente - - -

b. Concepciones relativas al comportamiento de la funcion.

Funcion creciente

Pre—test. En la respuesta ofrecida a la pregunta 2A (Fig. 4.35) f{x) es creciente y tiene
abscisas positivas; en el intervalo correspondiente a la opciéon D que no fue elegida, la
funcién también es creciente pero tiene abscisas negativas. En la respuesta a la pregunta
2B (Fig. 4.42) g(x) es creciente solo en una porcion, y sus abscisas son positivas.
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Ambas respuestas (ver TABLA 4.19) en conjunto no son aceptables pero son
consistentes entre si ya que en los dos casos se asocia a las funciones crecientes con las
graficas que tienen abscisas positivas.

Inter—test. La respuesta dada por este estudiante a la pregunta de en qué intervalo crece
la funcion de la Fig. 4.1 es -1 <x <1y 2 <x < 7. El segundo intervalo es una respuesta
aceptable pero el primero no lo es. Sin embargo, revisando con cuidado la grafica
correspondiente observamos que quizds esta respuesta obedece al hecho de que el
extremo izquierdo de este intervalo, —1, es el valor en la direccion y a partir de donde
sube la curva y, el extremo derecho del intervalo, 1, es el valor tanto en la direccion x
como en la direccidon y, hasta donde termina este intervalo de crecimiento. Lo anterior
sugeriria que este estudiante pone su atencion solo en la linea curva y pierde de vista el
origen y el contexto de la misma. Més adelante, cuando este estudiante analiza la grafica
de la funcion de la Fig. 4.8, no contesta a la pregunta acerca de qué intervalos decrece la
funcion.

Post—test. En la respuesta a la pregunta 2A (Fig. 4.35 y Fig. 4.36) la funcién solo es
creciente en una parte, pero en todo el intervalo tiene imagen positiva y en la respuesta a
la pregunta 2B sucede lo mismo. Es asi que, ambas respuestas no aceptables y si
consistentes, muestran que Esteban ahora asocia a las funciones crecientes las graficas
de funciones con imagenes positivas. Al revisar sus producciones (Figs. 4.40y 4.42) y
argumentaciones ofrecidas durante la entrevista, encontramos que para ¢l “una funcion
es creciente cuando se mueve hacia arriba” sin considerar que el crecimiento de la
funcion implica un crecimiento de las abscisas.

A &)

fo) T2 T°

-2
A)De -5a—-1 B)De -3a0 C)De -1 al A)De 1a5 B)De -1al C)De 0 a3
D)De-5a-3 E)De0Oal F)Otra: D)De0Oa5 E)De -1 a0 F) Otra:
Fig. 4.35 Pregunta 2.A Fig. 4.36 Pregunta 2.A

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.19 Funcion creciente alternativas
Pretest Intertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas
La funcion es creciente si sus ordenadas son positivas _ _ _ v

La funcidn es creciente si su imagen es negativa - - - -

La funcion es creciente si, a medida que crecen las abscisas|
crecen sus ordenadas (aceptable)
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Si la grafica de la funcidn sube, la funcidn es creciente, sin| j
importar si las abscisas crecen o decrecen

El intervalo donde la funcidon es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus,  — Vv - -
limites

La funcidn es creciente si sus abscisas son positivas v

Funcion decreciente

Pre—test. Al indagar en las respuestas ofrecidas por Esteban, para conocer sus
concepciones respecto de las funciones crecientes, encontramos que, en su respuesta
(opcidon A) a la pregunta 4A (Fig. 4.37) f(x) es creciente en una parte y decreciente en
otra y tiene abscisas negativas y, en la respuesta (opcién A) a la pregunta 4B (Fig. 4.38)
2(x) sucede lo mismo. Ambas respuestas (ver TABLA 4.20) no son aceptables pero son
consistentes entre si pues en los dos casos se asocia a las funciones decrecientes con las
gréaficas con abscisas negativas.

Inter—test. Al analizar la gréafica de la Fig. 4., para este estudiante la funcion decrece en
el intervalo 1 < x < 2, respuesta que es aceptable. En el analisis que este joven realiza
para la funcién de la Fig. 4.8, no responde a la misma pregunta.

Post—test. En la respuesta a la pregunta 4A (opcion C, Fig. 4.37) la funcion solo es
decreciente en una parte, pero en todo el intervalo tiene imagen negativa y en la
respuesta a la pregunta 4B (opcion A, Fig. 4.38) sucede lo mismo. Esto nos muestra que
ahora Esteban asocia a las funciones decrecientes las graficas de funciones con
imagenes negativas. Revisando sus producciones (Fig. 4.44) y argumentaciones
ofrecidas durante la entrevista, encontramos que para ¢l “una funcidén es decreciente
cuando se mueve hacia abaJO sin tomar en cuenta que “z(v lecrecimiento de la funcion

se da a la par de un crecimiento de las abscisas.
i\
J)
—+1
4 5
| | | | . } : —>
5 4 3 2 -1 0_/1 x .
2
A)De -5a-1 B)De-3a0 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De-5 a0 E)De-5a-3 F)Otra: D)De-2a-1 E)De la3 F) Otra:
Fig. 4.37 Pregunta 4.A Fig. 4.38 Pregunta 4.B

% Respuesta ofrecida por el estudiante durante la entrevista
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Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.20 Funcion decreciente Intertest | Intertest Postest y

Pretest 1 2 entrevistas

ILa funcion es decreciente si sus ordenadas son negativas _ _ _ v

ILa funcion es decreciente si, a medida que crecen las

abscisas decrecen sus ordenadas (aceptable) - v - -

Si la grafica de la funcion baja, la funcion es decreciente,
sin importar si las abscisas crecen o decrecen

La funcidn es decreciente si sus abscisas son negativas v _ — —

La funcion es decreciente si, ademas de cumplir esta
condicion, es negativa

ILa funcién es decreciente si sus abscisas y sus ordenadas
son negativas

b. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones.

Funcion con imagen positiva y creciente. En el pre—test Esteban elige en la pregunta 1
del Cuestionario 2 (Fig. 4.39) solo una de las tres funciones con imagenes positivas y
crecientes, la que posee abscisas positivas (ver TABLA 4.21). Nuevamente en este caso,
al igual que en respuestas anteriores, asocia la funcién con imagen positiva con aquella
que tiene abscisas positivas. En el post—test selecciona solo dos de las tres funciones con
imagenes positivas y crecientes disponibles y, la tercera grafica (opcion D) que €l
selecciona es creciente, tiene una parte positiva y otra negativa, pero sus abscisas son
positivas. Esto prueba que en el post—test continua privilegiando la asociacion de las
funciones con iméagenes positivas con graficas que poseen abscisas positivas.

Subraya el o los incisos que corresponden a graficas de funciones que son a la vez positivas ¥ crecientes.

PV e

Fig. 4.39 Pregunta 1

OTRA

-Y

Fig. 4.40 Graficas para funciones con imagenes positivas y
crecientes dibujadas por Esteban

3 Respuesta ofrecida por el estudiante durante la entrevista
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Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.21 Funcién positiva y creciente alternativas

Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - -
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcién es positiva y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio| - v
de las abscisas

Funcion con imagen negativa y creciente. Al explorar las ideas de Esteban respecto de
las funciones con imdgenes negativas y crecientes, en el pre—test, €l elige en la pregunta
2 del Cuestionario 2 (Fig. 4.41) solo una de las tres funciones con imagenes negativas y
crecientes a la vista, la que posee abscisas negativas (ver TABLA 4.22). En este caso el
estudiante vincula la funcién con imagen negativa y creciente con aquella que tiene
abscisas negativas. En el post—test selecciona solo dos de las tres funciones con
imagenes negativas y crecientes disponibles; la grafica correspondiente a la opcion E,
no es elegida porque tiene sus abscisas positivas. Esto muestra que en el post-—test el
estudiante continua resaltando la asociacion de las funciones con imagenes negativas y
crecientes con graficas que poseen abscisas negativas. Al analizar sus producciones y
argumentos ofrecidos durante la entrevista (Fig. 4.42), encontramos que dice: “si la
funcién sube es creciente, si baja es decreciente” (pierde de vista que al crecer o
decrecer la funcion, las abscisas crecen) y agrega: “debajo del eje x pertenecen los
nimeros negativos, y al pasar de este lado (segundo cuadrante), los valores que tiene en
el eje x también son negativos, entonces la grafica sigue siendo negativa” (el segundo
grafico de la Fig. 4.42 comienza trazdndolo debajo del eje x y, después de cruzar el eje
de las abscisas concluye el trazo en el 2° cuadrante, donde la funcion tiene imagen
positiva pero tiene abscisas negativas, razon por la cual ¢l considera que toda esa
funcidn tiene imagen negativa). En conjunto, la lectura, interpretacion y construccion
que Esteban desarrolla con posterioridad al disefio instruccional son evidencia de la
existencia de una diversidad de ideas respecto de la ubicacion y comportamiento de

fllIlClOIleS 2. Bubraya el o los incisos que corresponden a graficas de funciones que son ala vez negativas y crecientes
_J UI x | D é
0 & '
’}'T - _/ ‘ /’
& 0 -
) E) & ] B OTRA

Fig. 4.41 Pregunta 2

Fig. 4.42 Graficas para funciones con imagenes negativas y
crecientes dibuiadas por Esteban

* Respuesta ofrecida por el estudiante durante la entrevista
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Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y
concepciones alternativas

TABLA 4.22 Funcién negativa y creciente

Pretest Postest y
entrevistas
La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - -
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)
La funcion es negativa y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas v v
La funcién es negativa si comienza a trazarse abajo del eje
e, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - /5
de las abscisas

Funcion con imagen positiva y decreciente. En la pregunta 3 del Cuestionario 2 (Fig.
4.43), en el pre—test, Esteban elige solo una de las tres funciones con iméagenes positivas
y decrecientes a la vista, la que posee abscisas positivas (ver TABLA 4.23). Igual que
en respuestas anteriores, asocia la funcion con imagen positiva y decreciente con
aquella que tiene abscisas y ordenadas positivas. En el post—test selecciona las tres
graficas correspondientes a funciones con imagenes positivas y decrecientes. Esto
podria ser evidencia de un cambio conceptual positivo pero las respuestas y argumentos
anteriores no lo confirman. Explicando la construccion de la figura 4.44 encontramos
que dice: “es positiva porque los valores que toma en x y en y son positivos” (¢l
comienza a trazar la funcién en el primer cuadrante, y la termina en el 4° cuadrante; el
cambio de signo que sufre la funcion, para €l no es relevante), “y decreciente porque va
bajando. Cada vez los valores que toma en x y en y son menos, se van haciendo mas
chicos” (olvida que, sin importar que la funcion crezca o decrezca, las abscisas crecen).

En conjunto, la lectura, interpretacion y construccion que Esteban desarrolla con
posterioridad al tratamiento instruccional son prueba de la existencia de una variedad de
ideas respecto de la ubicacion y comportamiento de funciones.

3. iCudl de las siguientes graficas corresponden a funciones que son a la vez positivas ¥ decrecientes?

) B) 0 |®)] E) OTRA

Fig.4.43 Pregunta 3
' Y

v

Fig. 4.44 Grafica para funciones con imagenes positivas
y decrecientes dibujadas por Esteban

> Respuesta ofrecida por el estudiante durante a la entrevista
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Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.23 Funcién positiva y decreciente alternativas

Pretest Postest y
entrevistas

La funcién es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas|
se encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - Vv
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcidon es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje]
x, v es decreciente si baja, sin importar el sentido del - ¢6
cambio de las abscisas

Funcion con imagen negativa y decreciente. Cuando en el pre—test, en la pregunta 4
del Cuestionario 2 (Fig. 4.45), a Esteban se le cuestiona en torno de las funciones con
imagenes negativas y decrecientes, ¢l solo elige una de las tres funciones con imagenes
positivas y decrecientes a la vista, la que posee abscisas negativas (ver TABLA 4.24).
Con ello se manifiesta el enlace que establece entre una funcidén con imagen negativa y
decreciente con aquella que, ademds de tener imagen negativa y ser decreciente, tiene
abscisas negativas. En el post—test selecciona dos de las tres graficas de funciones con
imagenes negativas y decrecientes de que dispone y ademas selecciona la grafica C, que
tiene imagen positiva y decreciente pero posee abscisas negativas. Esto nos muestra que
el estudiante sigue privilegiando la relacion entre funciones con imdgenes nega tivas y
decrecientes con funciones decrecientes que tienen abscisas negativas.

4. i Qué graficas corresponden a funciones que son ala vez negativas y decrecientes?

=k SF = =T

B OTRA
Fig. 4.45
Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.24 Funcion negativa y decreciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas
La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - -
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)
La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de|
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas v v

c. Concepciones relativas a la estabilidad de una funcion

a) Pre—test. Indagando en las ideas de Esteban respecto de la estabilidad de las
funciones, observamos como ¢€l, en la pregunta 5 del Cuestionario 1 (Fig. 4.46),
solo selecciona el punto ubicado en la parte central de la funcion (x = -2 ), el
cual ademas, es una interseccion de la funcion con el eje x.

6 Respuesta obtenida durante la entrevista
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Inter—test. A tres semanas de haber iniciado el curso, a juicio de este estudiante
la funcion de la Fig. 4.1 no crece ni decrece en x = 1 y x = 2, respuesta
aceptable. A siete semanas del inicio del curso, respecto de la funcién de la Fig.
4.8, el estudiante no identifica ningin punto de estabilizacion. Las concepciones
de este estudiante avanzan y retroceden y no parecen estabilizarse respecto de
esta pregunta.

Post—test. Los puntos seleccionados por el estudiante son las intersecciones de
f(x) con el eje de las abscisas (ver TABLA 4.25), mostrando que se asocia a los
puntos en donde una funcién no crece ni decrece con las intersecciones de la
misma con el eje x. Revisando las producciones (Fig. 4.47) y argumentos
ofrecidos por Esteban durante la entrevista encontramos que dice: “puntos de
corte es donde la funcién se hace cero y el punto de estabilidad es donde la
pendiente es cero”. Las palabras anteriores coinciden con la concepcion
promovida por el tratamiento instruccional al que Esteban fue sometido, sin
embargo, no fue esta la concepcion que puso en juego durante la lectura e

interpretacion de graficas de funciones.

5 iDonde la funcion no crece mi decrece?

&1Enx= -5 El Enx=-2 ) De—2al D Enx =1
Ax 12 EyEnx= -1 FyEnx=0 ) Otras
/\ 1
| ] 1 Jl
H -4 -3 0] -1 Ofﬁ x
= .
Fig. 4.46

Fig. 4.47 Grafica de una funcion con puntos en donde se

estabiliza su comportamiento dibujada por Esteban

Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.25 Funcion que no crece ni decrece

Intertest | Intertest | Postesty
Pretest .
1 2 entrevistas
[Una funcién no crece ni decrece en los puntos maximos Y|
en los puntos minimos de su grafica o en donde ésta sea — Vv - 4
horizontal (aceptable)
Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos y| _ _ _
en los puntos minimos de su grafica
Una funcién no crece ni decrece en los puntos donde la v _ _ v

grafica intercepta al eje x

[Una funcion no crece ni decrece en los intervalos donde su
gréfica es horizontal

[Una funcién no crece ni decrece en sus puntos maximos, en
sus puntos minimos y en las intersecciones con el eje de las
abscisas

Una funcion no crece ni decreceenx=0yy=0
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b) En el pre—test de acuerdo a Esteban, en la pregunta 5 del Cuestionario 2 (Fig. 4.48)
f(x) se estabiliza en la parte central de la grafica donde la funcidn intercepta al eje x
(x = 0) respuesta que no es aceptable, y esta eleccion es analoga a la de la pregunta 5 del
Cuestionario 1; responde de igual forma para g(x) (ver TABLA 4.26) solo que en este
caso la funcidon efectivamente se estabiliza en su parte media. Esta respuesta es
aceptable y ambas son consistentes. En el post—test sus preferencias para f{x) son
aceptables pero para g(x) la respuesta solo es parcialmente aceptable, pues incorpora un
punto (opcidon B) a su respuesta anterior, donde la funcidén no se estabiliza. Esto, aunado
a sus producciones y argumentos de la entrevista (Fig. 4.47) (“los puntos de estabilidad
son donde la pendiente de la funcidén se hace cero”) suponen la presencia de distintas
concepciones.

5. iPara qué x, las siguientes graficas contienen puntos o zonas donde se estabiliza el comportamiento de las funciones que representan?

&) x=-2 El r=-1

A &) x=-1 B x=12
1 ‘ @ x=0  Dyr-l ©r=0 D) x=3
2 A0 1N, mrez Otra; Eyx=1 Otra;
. .z C i tabl i
TABLA 4.26 Puntos o intervalos donde una funcion oneepetones th?;fmszsy concepetones
estabiliza su comportamiento Pretest Postest y
entrevistas

Una funcion se estabiliza en los puntos maximos y minimos| _ v
de su grafica (aceptable)
Una funcion se estabiliza en los puntos donde la grafica _ _
intercepta al eje x
Una funciéon se estabiliza en la vecindad de un punto _ v
maximo
[Una funcion se estabiliza en x =0 v _

d. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

Funciones que cumplen con las condiciones f{x) > 0y f’(x) < 0. En la pregunta 1 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.49) durante el pre—test, la respuesta dada por Esteban es aceptable
pero incompleta, pues solo elige una (opcion E) de las tres graficas que cumplen con las
condiciones especificadas (ver TABLA 4.27); quizd esto se deba a que, como esta
funcién cumple con x < 0, ¢l esté asociando las funciones que cumplen con f{x) > 0y
f(x) <0 con las que cumplen con fix) > 0 y x < 0. En el post—test elige dos de las
gréaficas que cumplen con f{x) > 0y f(x) <0 (opciones Ay E).

. A juzgar por sus graficas, en cudl o cudles de las siguientes funciones se satisface que fx)=0 v/ (2) <07

S

E)

Fig. 4.49
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TABLA 4.27 Funcién que cumple con las condiciones | Concepciones Z‘l’g;ﬁszsy concepeiones

JSX)>0yf(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones f{x) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y - -
otra parte que cumple con x> 0

La funcién cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple - -
conx >0

La funcién cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con fix)>0yx<0

- v

"/ —

Funciones que cumplen con las condiciones g(x) < 0y g’(x) > 0. Cuando se pregunta
en relacion a las funciones que cumplen las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0, en el pre—
test, en la pregunta 2 del Cuestionario 3 (Fig. 4.50) la respuesta de Esteban solo incluye
la grafica C, cuya ubicacion no corresponde a la especificada. Sin embargo, al revisarla
con cuidado encontramos que esta grafica, por estar ubicada en el 2° y ler cuadrante,
una parte de sus abscisas son negativas (x < 0) y la otra parte son positivas (x > 0); es
posible que Esteban, para tomar su decision, solo esté atendiendo a los operadores “<”
y “>” que se encuentran presentes en la expresion g(x) <0y g’(x) > 0 (ver TABLA
4.28). En el post—test solo elige dos de las tres graficas que cumplen con g(x) <0y
8 (x)>0(Dy E).

2. Estas graficas corresponden a ciertas funciones g{x). ;jEn cudl o cudles se cumple que g(x)<0 v g '{x) =07
Ee) £ Ee) 01 x ‘ 0 &
0 4
EE—— __,/ ' )
/— a i £l
E) O D) B

Fig. 4.50

TABLA 4.28 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones 2?;?;1213;5 concepelones

gx)<0yg’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

La funciéon cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funciéon cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0 y| v -
otra parte que cumple con x>0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones: i(x) > 0 y &’(x) > 0. Con relacion a las
funciones que cumplen con las condiciones A(x) > 0 y A’(x) > 0, en el pre—test, en la
pregunta 3 del Cuestionario 3 (Fig. 4.51) la respuesta dada por Esteban solo incluye
una (opcidon A) de las tres graficas que cumplen con las condiciones especificadas (ver
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TABLA 4.29); seguramente esta eleccion tiene su origen en que la grafica de la opcion
A, cumple ademas con x > 0 y ¢l estd evidenciando la vinculacién que establece entre
las funciones que cumplen con A(x) > 0 y A’(x) > 0 con las que cumplen con A(x) > 0,
h’(x) >0y x> 0. En el post—test elige las tres graficas que cumplen con A(x) > 0y #’(x)
> 0, es decir, su respuesta muestra una mayor generalizacion y ahora es
consistentemente aceptable.

3. Las sigwentes graficas corresponden a ciertas funciones k(x).  Cudl o cudles de ellas son tales que k) =0 v B 2(x) =07

B J - 59 ) o) / b
a
C P o 0 B T s 0 E
&) B) &)

o B OTRA
Fig. 4.51
TABLA 4.29 Funcién que cumple con las condiciones | Concepeiones th?;nmabtlszsy concepeiones
hx)>0y h’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando cumple con x > 0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones: y <0y y’ <0. En la pregunta 4 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.52), en el pre—test, la respuesta dada por Esteban solo incluye la
grafica de la opcion E, que no cumple con las condiciones y <0y y»’ <0, pero si
cumple conx <0, es decir asocia las funciones que cumplen cony <0y »’ <0 con
las funciones que cumplencony <0y x <0 (ver TABLA 4.30). En el post-test, las
dos graficas seleccionadas (C y E) no cumplen cony <0y y’ <0 pero si cumplen con
x <0, por lo que ahora suponemos que ¢l esta relacionando las funciones que cumplen
cony <0y y’ <0 con las que cumplen con x < 0. El tinico elemento que es constante
en sus respuestas es la expresion “< 0.

4. Las siguientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =x). jPara cudl o cudles de ellas se cumple que y <0y y <07

x L. Nl

A

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

TABLA 4.30 Funcién que cumple con las condiciones
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yx)<0yy(x)<0

Pretest

Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones y(x) <0y y’(x) < 0
cuando cumple conx<0yy <0

La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0

cuando cumple con x <0

v

5 iParaqué x () =07

Fig. 4.53

&) r=-2 B) x=-1

D1x=0 Dhx=1

2\__/1¢ 1 N\ + Br-2 O

Puntos que cumplen con la condicion: f’(x) = 0. En el pre—test, en la pregunta 5 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.53) en la respuesta se asocia la condicion f’(x) = 0 con los puntos
en donde x = 0, punto donde, en este caso en particular, también se cumple con la
condicion y = 0 y que se encuentra en la parte central de la funcion. En el post—test, la
respuesta de Esteban no cambié (ver TABLA 4.31).

TABLA 4.31 Puntos que cumplen con la

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

condicion f(x) =0

Pretest

Postest y
entrevistas

Los puntos que cumplen con la condicion f(x) = 0 son los
imaximos y minimos de la funcion (aceptable)

En x =0 se cumple la condicion f(x) =0

v

En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion

[(x)=0

B fi1)=3
oSl =25
E)f(1) =3m

Fig. 4.54
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fi. i Cudl es el valor correcto de /() parax =17

B f(1)=4
D {1 =-1

Otra:

Determinaciéon de la f’(x) en un punto dado. En la pregunta 6 del Cuestionario 3
(Fig. 4.54), en el pre—test, en su respuesta asocia la derivada de una funcién en un punto
determinado con el valor de la abscisa del punto donde la tangente a la curva intercepta
al eje de las abscisas. En el post—test, la respuesta de Esteban cambia defectuosamente
(ver TABLA 4.32) pues ahora considera que el valor de f°(x) en el punto en cuestion es
igual a la ordenada del mismo.
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.32 f’(x) en un punto dado alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La f(x) en un punto dado es igual a la pendiente de la
tangente a la funcion en ese punto (aceptable)
La f°(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto _ v

La f(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en
donde la tangente en el punto x cruza al eje x

e. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion con imagen positiva y creciente y funcion que cumple con A(x) >0y h'(x) >
0. Cuando se plantea la pregunta en lenguaje verbal, en el pre—test asocia la funcién
positiva con aquella que tiene abscisas positivas. En el post—test continua privilegiando
la asociacion de las funciones con imagenes positivas con graficas que poseen abscisas
positivas. Cuando la respuesta es planteada en lenguaje analitico, su respuesta en el pre—
test evidencia la vinculacion que establece entre las funciones que cumplen con A(x) >
0y #’(x) > 0 con las que cumplen con A(x) > 0, A’(x) > 0 y x > 0. (ver Figs. 4.39, 4.40,
4.51 y Tablas 4.21, 4.29). En el post-test elige las tres graficas que cumplen con
h(x) >0y h’(x) > 0, es decir, su respuesta muestra un mayor grado de generalizacion y
ahora es consistentemente aceptable. Para esta respuesta, Esteban manifiesta un mejor
desempefio cuando la pregunta se plantea en lenguaje analitico.

Funcion con imagen negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x)
> 0. Al cuestionarsele a Esteban en torno de las funciones con imagenes negativas y
crecientes usando lenguaje verbal, en el pre—test vincula la funcidon con imagen negativa
y creciente con aquella que tiene abscisas negativas; en el post—test el estudiante
continlia privilegiando la asociacion de las funciones con imdgenes negativas y
crecientes con graficas que poseen abscisas negativas. Cuando la pregunta se plantea
usando lenguaje analitico, en el pre—test parece que Esteban sélo atiende a los
operadores “<”y “>” que se encuentran presentes en la expresion g(x) <0y g’(x) >
0. En el post—test suponemos que nuevamente su eleccion se hace en términos de los
operadores “<” y “>”. Sin importar el lenguaje usado para plantear la pregunta, Esteban
no logrd superar las concepciones alternativas que manifest6 al inicio del curso (ver
Figs. 4.41,4.42,4.50 y Tablas 4.22, 4.28).

Funcion con imagen positiva y decreciente y funcion que cumple con f{x) >0y
f(x) < 0. Al explorar las concepciones de Esteban en torno de las funciones con
imagenes positivas y decrecientes observamos que en el pre—test asocia la funcion con
imagen positiva y decreciente con aquella que tiene abscisas y ordenadas positivas; en
el post—test su respuesta es consistentemente aceptable aunque en las producciones y
argumentaciones vertidas por ¢l durante la entrevista, se manifiestan algunas
concepciones alternativas. Al explicar la construccion de la figura 4.41 encontramos que
dice: “es positiva porque los valores que toma en x y en y son positivos” (¢l comienza a
trazar la funcion en el primer cuadrante, y la termina en el 4° cuadrante; el cambio de
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signo que sufre la imagen de la funcion, para ¢l no es relevante), “y decreciente porque
va bajando; cada vez los valores que toma en x y en y son menos, se van haciendo mas
chicos” (olvida que, sin importar que la funcién crezca o decrezca, las abscisas
aumentan). Al plantear el mismo cuestionamiento usando lenguaje analitico, en el
pre—test ¢l asocia las funciones que cumplen con fix) > 0 y f(x) < 0 con las que
cumplen con f{x) > 0 y x < 0; en el post—test elige dos de las graficas que cumplen con
fx) >0y f(x) <0. Igual que en el pre—test, su respuesta denota falta de consistencia en
sus ideas. En este caso, el desempefio de Esteban parece ser mejor cuando la pregunta se
plantea en lenguaje verbal que en lenguaje analitico (ver Figs. 4.43, 4.44, 4.49 y Tablas
4.23,4.27).

Funcion con imagen negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y p’ <
0. Cuando la pregunta se hace usando lenguaje verbal en el pre—test, Esteban manifiesta
el enlace que establece entre una funcién con imagen negativa y decreciente con aquella
que, ademas de ser tener imagen negativa y decreciente, tiene abscisas negativas; en el
post—test el estudiante sigue privilegiando la relacion entre funciones con imagenes
negativas y decrecientes con funciones decrecientes que tienen abscisas negativas.
Igualmente, en las producciones y comentarios hechos por Esteban en la entrevista,
surgen elementos interesantes: “si la funcién sube es creciente, si baja es decreciente”
(no considera que al crecer la funcidn, crecen las abscisas y que, al decrecer, también
crecen las abscisas) y ademads: “debajo del eje x pertenecen los numeros negativos, y al
pasar de este lado, los valores que tiene en el eje x también son negativos, entonces la
grafica sigue siendo negativa” (en el segundo grafico de la Fig. 4.39, él comienza a
trazar la funcidén en el 4° cuadrante, luego la curva atraviesa el 3er cuadrante y la
concluye en el 2° cuadrante, donde la grafica ya tiene imagen positiva, pero tiene
abscisas negativas, condicion suficiente para que ¢l la considere negativa). Por otra
parte, cuando esta misma pregunta se plantea usando lenguaje analitico, en el pre—test
asocia las funciones que cumplen cony <0y yp’ <0 con las funciones que cumplen
cony <0y x <0;en el post-test relaciona las funciones que cumplen cony <0y
»’ <0 con las que cumplen con x < 0. En este caso, el desempefio del estudiante es muy
irregular y muy poco consistente (ver Figs. 4.45, 4.40, 4.42, 4.44, 4.52 y Tablas 4.24,
4.30).

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f'(x) = 0. Al plantear la
pregunta en lenguaje verbal, en el pre—test Esteban considera que la funcion se
estabiliza en x = 0. En el post—test en sus respuestas se asocia la estabilidad de la
funcién con el méximo y minimo de la funcidn, es decir, la respuesta es aceptable y
consistente. Sin embargo, no son estas las ideas que el estudiante usa en la elaboracién
de sus graficas y argumentos durante la entrevista, en donde considera que la funcion se
estabiliza en su maximo y minimo y en sus intersecciones con el eje de las abscisas.
Cuando la pregunta se plantea usando lenguaje analitico tanto en el pre—test como en el
post—test el estudiante asocia la estabilidad de la funcion con el punto donde x = 0. Es
asi que, en esta ocasion, la pregunta planteada verbalmente es mas accesible al
estudiante (ver Figs. 4.47, 4.48 y Tablas 4.26, 4.31).
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Una revision global de las respuestas ofrecidas por Esteban muestra que, después de las
actividades de incidencia, algunas de sus concepciones alternativas fueron resistentes al
cambio:

a) La asociacion de las funciones con imagenes positivas con graficas que poseen
abscisas positivas

b) La asociacion de las funciones con imagenes negativas y crecientes con graficas
que poseen abscisas negativas

¢) Larelacion entre funciones con imagenes negativas y decrecientes con funciones
decrecientes que tienen abscisas negativas

d) Asociacion de los puntos en donde una funcidén no crece ni decrece con las
intersecciones de la misma con el eje x.

En el inter—test, al analizar funciones crecientes (Fig. 4.1), aparece la concepcion
alternativa consistente en determinar un intervalo de crecimiento de la funcion a partir
de los valores en la direccion y, que se encuentran adyacentes a los puntos que limitan al
intervalo en cuestion. A partir de esta concepcion el estudiante denota que no esta
considerando la relaciébn de covariacion entre la variable dependiente y la variable
independiente que se encuentra implicita en la grafica de una funcion.

Ademas, en el post—test, surgieron dos concepciones alternativas que no habian sido
identificadas en el pre—test:

a) Una funcion es positiva si el trazo de su grafica se inicia arriba del eje de las
abscisas; una funcidn es negativa si el trazo de su grafica se inicia debajo del eje
de las abscisas (Figs. 4.40 y 4.42)

b) Una funcién es creciente si su grafica sube, sin coordinar los cambios de las
abscisas con los de las ordenadas; una funcién es decreciente si su grafica baja.

Los resultados obtenidos en el Cuestionario 3, muestran que el manejo de la
representacion verbal fue mds accesible para este estudiante que la representacion
analitica. Ademas, respecto del desempefio del estudiante dentro de la representacion
analitica es importante destacar tres puntos:

a) En las preguntas donde se cuestiona simultdneamente acerca de la ubicacion y
comportamiento de las funciones, tanto en el pre—test como en el post—test las
respuestas en general se dieron en términos de los operadores usados en la
expresion analitica presente en la pregunta correspondiente.

b) En el post—test los estudiantes conservaron la concepcidn alternativa consistente
en asociar a los puntos de estabilidad con los ceros de la funcion

c) En el post—test los estudiantes conservaron la concepcidn alternativa consistente
en asociar a la derivada de una funcién en un punto determinado con la ordenada
de la funcion correspondiente a ese punto.
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Finalmente en este estudiante se observd que sus concepciones respecto de los puntos
de estabilizacion de las funciones, se movieron en diferentes sentidos a lo largo del
disefio instruccional.
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Agustin

a. Concepciones relativas a la ubicacion de la funcion

Funcion con imagen positiva

Pre—test. Al explorar las ideas de Agustin relativas a las funciones con imagenes
positivas encontramos que (ver TABLA 4.33) para ambas graficas de la pregunta 1 del
Cuestionario 1 (Figs. 4.55 y 4.56) son aceptables y consistentes, pues selecciona los
intervalos en donde en efecto la funcidn tiene imagen positiva.

Inter—test. Para la funcion de la Fig. 4.1, Agustin considera que ésta es positiva en los
intervalos -0.4 <x < 1.6 y en 3 <x <7, respuesta que es aceptable.

Post—test. Sus respuestas son aceptables. Estos resultados son confirmados por las
producciones del estudiante durante la entrevista (ver Fig. 4.57), en donde expresa que
“la funcidn es positiva porque esta encima del eje de las x”.

g(x)
N

i 1o 4+ 2
-1 + 1
1 2 3 4 5
| | | | . | | ¥ : } } } ' :
5 4 3 2 -0 1 2 2 1 0 .
1 { | T2

2 T -2

A)De Oal B)De 3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De-1a2 E)De -2 a-1 F) Otra:

Fig. 4.55. Pregunta 1A Fig. 4.56. Pregunta 1B

Fig. 4.57 Gréficas de funciones
con imagenes positivas dibujadas
nor Agustin
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.33 Funcion positiva alternativas
Pretest | intertest | Postesty
entrevista
La funcién es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable) v v v

La funcion tiene imagen positiva si su grafica estd ubicada en la region
donde las abscisas son positivas

La funcion tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el primer
cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.

La funcidn es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de las
abscisas

La funcién es positiva si es creciente — — —

La funcidn es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente — — —

El intervalo en donde una funcion es positiva queda determinado por los
valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son abscisas u — — —
ordenadas)

Funcion con imagen negativa

Pre—test. En las respuestas dadas por el estudiante a la pregunta 3A (Fig. 4.58) se
establece la relacion entre una funcion con imagen negativa con aquella porcion de la
grafica cuyo intervalo tiene abscisas negativas a pesar de que esta por arriba del eje x;
en el segundo caso, en la pregunta 3B (Fig. 4.59), la respuesta es similar a la anterior:
elige como intervalo donde g(x) tiene imagen negativa aquel donde tiene imagen
positiva y tiene abscisas negativas (ver TABLA 4.34) es decir, en ambos casos
considera que una funcidon es negativa por el hecho de tener abscisas negativas sin
importar el signo de las ordenadas.

Inter—test. En el andlisis de la funcion de la Fig. 4.1, para Agustin esta funcion es
negativa en los intervalos -0 <x <-0.5 y 1.5 <x < 3, respuesta que es aceptable.

Post—test. Las respuestas dadas por este estudiante (Fig. 4.58 y Fig. 4.59), cumplen con
las condiciones especificadas e incluso denotan una mayor generalizacién pues propone
respuestas aceptables que no estaban disponibles originalmente. Lo anterior se confirma
con las graficas que Agustin elabor6 cuando se le pidid construir graficas de funciones
con imagenes negativas (Fig. 4.60). En ambos casos sus producciones corresponden a
las caracteristicas especificadas y argumenta, al preguntarle el porqué de sus
producciones que “una funcidn es negativa cuando estd debajo del eje x”.

g()
A 0 N
\2 T2
+1 T 1
\\! 23 4 5 ! 2 3 4 5
; f } f f f o ; ; ; t f f —>
0
2 -1 M AN x
T-1
i ) T -2
A)De-1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De0Oas E) De 3 a5 F)Otra: D)De—2a-1 E)Dela3 F) Otra:
Fig. 4.58Pregunta 3.A Fig. 4.59 Pregunta 3.B
1
o A -]

Fig. 4.57 Graficas de funciones con imagenes negativas



Las Respuestas en el Pre — Test, Inter — Test y Post — Test Capitulo IV

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Pretest | intertest Postest

TABLA 4.34 Funcion negativa

La funcion es negativa donde sus ordenadas son negativas

(aceptable) B v v

La funcion tiene imagen negativa si su grafica esta ubicada en la

region donde las abscisas son negativas. v

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo del
eje de las abscisas

El intervalo en donde una funcion es negativa queda determinado
por los valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son - - -
abscisas u ordenadas)

La funcidén es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo del
eje de las abscisas

Una funcidn es negativa si es decreciente - - -

b. Concepciones relativas al comportamiento de la funcion.

Funcion creciente

Pre—test. Cuando revisamos las ideas de Agustin en torno de las funciones crecientes,
encontramos que sus respuestas (ver TABLA 4.35) para ambas graficas de la pregunta 2
del Cuestionario 1 (Figs. 4.61 y 4.62) son las siguientes: para la pregunta 2A Agustin
asocia funcion creciente con el intervalo donde la grafica es positiva, a pesar de que no
es creciente en todo ese intervalo; la respuesta que da para la pregunta 2B es similar.

Inter—test. Respecto de la funcion (Fig. 4.1), para Agustin el crecimiento se da en los
intervalos -0 <x <1y 2 <x <7, la cual es una respuesta aceptable. En el analisis de la
funcion de la Fig. 4.8, Agustin identifica el crecimiento en los intervalos 4 <x <-1.7 y
1.4 < x < 4, respuesta que no es aceptable, pues la funcion en ese intervalo no es
creciente pero si es positiva, por lo que se pone en evidencia la asociacion que este
estudiante hace entre una funcidn creciente y los intervalos donde la funcién es positiva.
Esta respuesta significaria un retroceso en las concepciones manifestadas hasta el
momento.

Post—test. Las respuestas dadas este estudiante cumplen con el comportamiento
especificado y esto se corrobora con las producciones (Figs.4.66 y 4.68) y los
argumentos ofrecidos durante la entrevista en donde comenta: “una funcion es creciente
cuando sube o cuando su pendiente es menor de 90°”.

2. jParaqué valores de x la funcidn es creciente? £l
g Tt e
1 1 .
I I | I - 3. 4 W
H 4 3 2 NG ¥ N _1/ .
2
0 4

£)De —5a—1 B)De =3a0 C)De -1 al A)De 1a3  ByDe-lal CyDel a3
IhDe-5a-3 EiDelal FiOtra ChDelal EDe -1 a0 F) Otra:

Fig. 4.61 Pregunta 2.A Fig. 4.62 Pregunta 2.A
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.35 Funcion creciente alternativas
Pretest Intertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas
La funcion es creciente si sus ordenadas son positivas v _ v _

ILa funcion es creciente si su imagen es negativa - - - -

ILa funcion es creciente si, a medida que crecen las abscisas
crecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcidn sube, la funcion es creciente, sin|
importar si las abscisas crecen o decrecen

[El intervalo donde la funcidon es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus|  — - - -
limites

ILa funcion es creciente si sus abscisas son positivas - - - -

Funcion decreciente

Pre—test. Revisando las concepciones de Agustin en torno de las funciones decrecientes,
encontramos (ver TABLA 4.36) las siguientes respuestas para ambas graficas de la
pregunta 4 del Cuestionario 1 (Figs. 4.63 y 4.64): en la pregunta 4A Agustin asocia
funcion decreciente con el intervalo donde la gréafica es negativa, a pesar de que no es
decreciente en todo ese intervalo; la respuesta que da para la pregunta 4B es similar.

Inter—test. Al analizar la grafica de la Fig. 4.1, el estudiante establece que la funcion
decrece en el intervalo 1 <x < 2, respuesta que es aceptable. Luego, en el analisis de la
funcion de la Fig. 4.8, este estudiante identifica su decrecimiento en los intervalos -5 <
x <-4y-1.7<x<14,en donde la funcidén no es decreciente pero si es negativa, y esto
es una evidencia de la asociacion que este joven establece entre una funcion decreciente
y una funcion negativa. Esta respuesta es evidencia de un retroceso en la concepcion de
este estudiante respecto de las funciones decrecientes.

Post—test. Las respuestas dadas por este estudiante son aceptables y consistentes (Fig.
4.63 y 4.64). Esto se confirma con las producciones (Fig. 4.70) y los argumentos
ofrecidos durante la entrevista en donde comenta: “una funcion es decreciente cuando
baja”.

4. i Donde la funcién es decreciente? &)
2
R o
i 1
1 2 N3 4 5
| | I Il T 0 '
s o3 ™o A SEhas ol it i

2 P

A)1De —fa-1 E)De—3a0 ChDe -1 al AyDe 2al B)De 023 CyDe -1 al

Iy De-5 al EyDe-5a—3 F)Otra

Fig. 4.63 Pregunta 4.A Fig. 4.64 Pregunta 4.B

INDe—2a-1 EDe 1a3 F)Oira:
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Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.36 Funcion decreciente Intertest | Intertest Postest y

Pretest 1 2 entrevistas

ILa funcion es decreciente si sus ordenadas son negativas v _ v v

ILa funcidon es decreciente si, a medida que crecen las

abscisas decrecen sus ordenadas (aceptable) - v - -

Si la grafica de la funcidon baja, la funcion es decreciente,
sin importar si las abscisas crecen o decrecen

La funcidn es decreciente si sus abscisas son negativas - - - -

La funcion es decreciente si, ademéas de cumplir esta
condicion, es negativa

La funcion es decreciente si sus abscisas y sus ordenadas
son negativas

c. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones.

Funcion con imagen positiva y creciente. La tnica grafica seleccionada por Agustin
en el pre—test (ver TABLA 4.37) en la pregunta 1 del Cuestionario 2 (Fig. 4.65)
corresponde a una funcién con imagen positiva y creciente pero, a diferencia de las
otras dos opciones (C y E) que también cumplen con estas condiciones, tiene la
particularidad de que sus abscisas son positivas. Con esta eleccion se manifiesta la
asociacion que ¢l establece entre las condiciones positiva y creciente con graficas que
tienen abscisas y ordenadas positivas; las opciones C y E no fueron elegidas
seguramente porque tienen abscisas negativas. Las ideas manifestadas en el post—test
son aceptables y denotan una mayor generalizacion respecto del pre—test, pues no solo
elige la opcion A, sino también las opciones C y E. Las producciones del estudiante
durante la entrevista (Fig. 4.66) en donde él comenta que “una funcién es positiva
cuando estd por encima del eje de las x” y “es creciente cuando sube o cuando su
pendiente es menor de 90°” confirman estas observaciones.

Subraya el o los incisos que corresponden a gréficas de funciones gque son ala vez positivas y crecientes.

VA VA

Fig. 4.65 Pregunta 1

OTRA

<

o
A

~-J

Fig. 4.66 Graficas para funciones positivas y crecientes
dibujadas por Agustin
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.37 Funcion positiva y creciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La funcidn es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcién es positiva y creciente cuando, ademds de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje]
I, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio| - -
de las abscisas

Funcion con imagen negativa v creciente. La grafica seleccionada por Agustin en la

2. Bubtaya el o los incisos que corresponden a grificas de funciones que son a la ver negativas y crecientes

pregunta 2 y es

creciente, al * llas,

tiene sus ab( ; —/' ‘ K cion
D)

porque vincuia fias ‘conaiciones neéganva Flg 467 Pregunta2 [AT1CAS que uenén aoscisas y
ordenadas negativas; esto da cuenta del poiguv 1uo giunvas By E no fueron elegidas. En
el post—test se observan ideas aceptables y consistentes pues es evidente que cuando
Agustin elige las opciones B, D y E, ha generalizado su idea de funcién con imagen
negativa y creciente. Lo anterior se corrobora con los resultados de la entrevista (Fig.
4.68) en donde reitera que: “una funcion es negativa cuando su grafica esta debajo del
eje X” y que una funcidn “es creciente cuando sube o cuando su pendiente es menor de
90°”.

A'

I .

| !

Fig. 4.68 Graficas para funciones con imagenes negativas y
crecientes dibujadas por Agustin
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Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y
concepciones alternativas

Pretest Postest y
entrevistas

TABLA 4.38 Funcién negativa y creciente

La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - Vv
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcién es negativa y creciente cuando, ademas de|
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcion es negativa si comienza a trazarse abajo del eje]
i, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - -
de las abscisas

Funcién con imagen positiva y decreciente. De forma analoga a las preguntas
anteriores, en el pre—test, en la pregunta 3 del Cuestionario 2 (Fig. 4.69) Agustin solo
selecciona la grafica C (ver TABLA 4.39), que ademas de tener imagen positiva y ser
decreciente, a diferencia de las graficas A y E que también cumplen estas condiciones,
tiene sus abscisas positivas. El origen de esta eleccion otra vez lo encontramos en el
vinculo que el estudiante establece entre funciones con imagenes positivas y
decrecientes con las graficas de funciones que tienen abscisas y ordenadas positivas. En
el post—test encontramos ideas aceptables y consistentes con un mayor grado de
generalizacion respecto del pre—test y esta observacion es reiterada por las producciones
del estudiante durante su entrevista (Fig. 4.70) en donde expresa que “una funcidn es
positiva porque la grafica estd encima del eje x” y “es decreciente cuando baja”.

3. iCudl de las signientes graficas corresponden a funciones que son ala vez positivas y decrecientes?

E) OTRA

Fig.4.69 Pregunta 3

Fig. 4.70 Gréfica para funciones con imagenes positivas
y decrecientes dibujadas por Agustin

| TABLA 4.39 Funcién positiva y decreciente Concepciones aceptables y concepciones
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alternativas

Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
e, v es decreciente si baja, sin importar el sentido del - -
cambio de las abscisas

Funcion con imagen negativa y decreciente. En la pregunta 4 del Cuestionario 2 (Fig.
4.68) durante el pre—test se manifiestan concepciones similares a las anteriores. A
Agustin se le pide seleccionar las graficas de las funciones con imagenes negativas y
decrecientes entre cinco opciones disponibles y ¢l solo elige aquella grafica que ademas
de tener imagen negativa y ser decreciente (opcion E) posee abscisas negativas (ver
TABLA 4.40) lo que muestra su disposicion a privilegiar la asociacion de las funciones
con imagenes negativas y decrecientes con las graficas que tienen abscisas y ordenadas
negativas. En el post—test Agustin muestra concepciones aceptables y consistentes que
denotan ideas mas generalizadas respecto del pre—test. Las graficas construidas por
Agustin durante la entrevista (Figs. 4.60 y 4.68) y sus argumentaciones (“una funcién
es negativa cuando estd debajo del eje x” y “es decreciente cuando baja’) confirman
estas observaciones.

4. ;e graficas corresponden a funciones que son ala vez negativas y decrecientes?

E OTRA
Fig. 4.71
Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.40 Funcién negativa y decreciente alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de|
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas

d. Concepciones relativas a la estabilidad de una funcion

a) Pre—test. Observamos que Agustin, en la pregunta 5 del Cuestionario 1 (Fig.
4.70), no elige opcion alguna (ver TABLA 4.41).

Inter—test. En el test aplicado a tres semanas de iniciado el curso, cuando a este
estudiante se le cuestiona en torno a los puntos en donde la funcién de la Fig.
4.1, no crece ni decrece, no da respuesta alguna. A siete semanas de iniciada la
puesta en escena del disefio instruccional, para la funcién de la Fig. 4.8, en
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opinion de este estudiante esta funcidon no crece ni decrece en el intervalo -1 <x
< 0, en donde efectivamente se cumple esta condicion. Sin embargo, esta
respuesta no estd completa pues la funcion estabiliza su comportamiento en otros
cuatro puntos (méaximos y minimos) que no son identificados por este estudiante,
lo cual es una evidencia de que para ¢l, no hay estabilidad en los puntos
maximos y minimos, sino solo en el tramo horizontal de la funcion.

Post—test. Para la funcion de la Fig. 4.72 sus respuestas son aceptables e incluso
anota un valor que originalmente no estaba disponible explicitamente, lo que
muestra un alto grado de generalizacion de las ideas y estas concepciones son
corroboradas por sus producciones (Fig. 4.73) y argumentos construidos durante
la entrevista, en donde ¢l manifiesta que “la funcion se estabiliza en aquellos
puntos donde no sube, ni baja, donde se mantiene constante”.

5. ;Donde la funcion no crece m decrece?

A1 Enx=-5 B)Enx=-3 CyDe—2al D) Enx =1
An :F E)Enx= -1 F)Enx=0 ) Otras
1
5 -4 3 2 a0t 1y
Fig. 4.72

Fig. 4.73 Grafica de una funcion con puntos en donde se
estabiliza su comportamiento dibujada por Agustin

TABLA 4.41 Funcién que no crece ni decrece Concepci(ines aceptables y concepciones alternativas
Pretest ntertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas
Una funcidn no crece ni decrece en los puntos maximos
v en los puntos minimos de su grafica o en donde éstal] — - - v
sea horizontal (aceptable)
Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos| _ _ _
en los puntos minimos de su grafica
Una funcion no crece ni decrece en los puntos donde laj _ _ _
grafica intercepta al eje x
Una funcién no crece ni decrece en los intervalos donde| _ _
su grafica es horizontal v
Una funciéon no crece ni decrece en sus puntos
maximos, en sus puntos minimos y en las — - - -
intersecciones con el eje de las abscisas
Una funcion no crece ni decreceenx=0yy=0 - - - -
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b) En la quinta pregunta del Cuestionario 2 (Fig. 4.74), en el pre—test para f{x) Agustin
solo identifica uno de los puntos de estabilizacion y para g(x) no proporciona respuesta
alguna (ver TABLA 4.42). En el post—test la respuesta para f{x) es aceptable, pero para
2(x) ademas de identificar su Unico punto de estabilizacion considera que la funcién se
estabiliza en sus proximidades (x = 0.5 y x = 1.5).

5. jParaqué x, las siguientes graficas contienen puntos o zonas donde se estabiliza el comportamiento de las funciones que representan?

o B 5=2 B x=- A x=1 B x=2
N o =0 Dyr=1 ©x=0 D)r=3
2 O A Ba=2 1 01z Eir=1 Otry

Fig. 4.74

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.42 Puntos o intervalos donde una funcion alternativas

estabiliza su comportamiento Pretest Postest y
entrevistas
Una funcion se estabiliza en los puntos maximos y minimos
de su grafica (aceptable) v v
Una funcion se estabiliza en los puntos donde la grafica B B
intercepta al eje x
Una funciéon se estabiliza en la vecindad de un punto _ Y

maximo
IUna funcidn se estabiliza en x = 0 —

e. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

Funciones que cumplen con las condiciones f{x) > 0 y f(x) < 0. En el pre—test, en la
pregunta 1 del Cuestionario 3 (Fig. 4.75) la respuesta dada por Agustin (ver TABLA
4.43) incluye una de las graficas que cumple con f{x) >0y f’(x) <0; la otra no
cumple con estas condiciones. Si observamos con detenimiento estas dos graficas nos
daremos cuenta que en ambas encontramos que, en su primera parte, las abscisas
cumplen con x < 0 y, en la segunda parte, cumplen con x > 0. En el post—test su
respuesta es consistentemente aceptable.

. A juzgar por sus graficas, en cudl o cudles de las siguientes funciones se satisface que Ax)=0 v 77 (x) <07

e

E) OTRA

Fie. 4.75
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TABLA 4.43 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones ngitzszsy concepetones

fx)>0yf(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

ILa funciéon cumple con las condiciones f{x) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y v -
otra parte que cumple con x>0

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <0
cuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple - -
conx>0

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con fix)>0yx<0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0. En la pregunta 2 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.76) encontramos que en su respuesta, Agustin (ver TABLA 4.44)
elige una de las graficas que cumplen con g(x) <0y g’(x) > 0; la otra no cumple con
estas condiciones. Creemos que la explicacion a esta respuesta es similar a la formulada
en el caso anterior: las dos graficas seleccionadas tienen al principio una porcion donde
se cumple x < 0 y posteriormente otra porcién que se corresponde con la expresion x >
0; pareceria que Agustin atiende a la presencia de las expresiones “< 0” y “> 0”
presentes en g(x) < 0y g’(x) > 0. En el post—test su respuesta es congruente con g(x) <0

yg(x)>0.

2. Estas graficas corresponden a ciertas funciones g(x). (En cudl o cudles se cumple que g(x)<0 ¥ g/(x) =07

,_J ~ = = DI x ‘ : S
0 s #
e o 5 L2
Dy

Ay b @ =) o3} B OTRA

Fig. 4.76

TABLA 4.44 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones ngitzszsy concepetones

gx)<0yg’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

ILa funcién cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0 y| v -
otra parte que cumple con x>0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones /(x) > 0y /#’(x) > 0. En el pre—test, en la
pregunta 3 del Cuestionario 3 (Fig. 4.77) en su respuesta, Agustin solo elige una (opcion
A) de las tres graficas que cumplen con las condiciones especificadas (ver TABLA
4.45); esta grafica es la unica de las tres que también cumple con la condicion x > 0 y es
posible que esta seleccidon manifieste la asociacion que ¢l establece entre las funciones
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que cumplen con A(x) > 0y A’(x) > 0, con las que cumplen con A(x) >0, A’(x) >0y x
> 0. En el post-—test elige las tres graficas que cumplen con las condiciones solicitadas,
es decir, la respuesta es consistentemente aceptable.

3. Las sigmentes graficas corresponden a ciertas funciones B(x). ;Cudl o cudles de ellaz son tales que 2(x) >0 v & (x) =07

B
A B B B
o=k o o 40
C H 0 D| 5 '/ 5
A) B ) D)

o

&
CTRA

=

Fig. 4.77

TABLA 4.45 Funcién que cumple con las condiciones | Concepciones th?;rabéizsy concepetones

hx)>0y h’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando cumple con x > 0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones y <0y y’ <0. En la pregunta 4 del
Cuestionario 3, en el pre—test, (Fig. 4.78) la respuesta no especifica grafica alguna (ver
TABLA 4.46). En el post—test elige las dos graficas que cumplen cony <0y y’ <
0, es decir, la respuesta es consistentemente aceptable.

4. Las siguientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =) ¢ Para cudl o cudles de ellas se cumple que y <0y y’<0?

x L.

&£
&) E)

OTRA
Fig. 4.78

TABLA 4.46 Funcién que cumple con las condiciones | Concepciones ng_itgszsy conceperones

Yx)<0yy’(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple conx<0yy<0

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple con x <0

- v
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Puntos que cumplen con las condiciones f’(x) = 0. En el pre—test, en la pregunta 5 del
Cuestionario 3 (Fig. 5.79) en la respuesta no se especifica grafica alguna (ver TABLA
4.47). En el post—test, la respuesta de Agustin asocia una de las intersecciones de la
funcién con los puntos de estabilidad de la misma.

5 jParaogqué x 7 (x) =07

&) r=-2 B) x=-1

Crx=0 Dhx=1

2\_/1° 1 N : Br-2 Ot

Fig. 4.79

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.47 Puntos que cumplen con la alternativas
condicién f(x) = 0 Pretest Postest y
entrevistas

Los puntos que cumplen con la condicion f *(x) = 0 son los
maximos y minimos de la funcién (aceptable)

En x = 0 se cumple la condiciéon f(x) =10 - -
En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion| _ v

[7x)=0

Determinaciéon de la f’(x) en un punto dado. En la pregunta 6 del Cuestionario 3
(Fig. 4.80) tanto en el pre—test, como en el post—test asocia la derivada de la funcién con
el valor de la ordenada en el punto en cuestion (ver TABLA 4.48).

fi. jCudl es el valor correcto de /7(x) parax =17

L Ll

A Fi=3 Bf)=-4
O () =25 mf()=-1
E)/i1) =34  Otra_

Fig. 4.80
Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.48 f”’(x) en un punto dado alternativas
Pretest Postest y
entrevistas
La f(x) en un punto dado es igual a la pendiente de la _
tangente a la funcion en ese punto (aceptable)
ILa f°(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto v v
La f(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en| _ _
donde la tangente en el punto x cruza al eje x
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f. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion con imagen positiva y creciente y funcion que cumple con A(x) >0y h'(x) >
0. La respuesta ofrecida por Agustin a esta pregunta, usando lenguaje verbal, en el pre—
test denota la asociacion que €l establece entre las condiciones positiva y creciente con
graficas que tienen abscisas y ordenadas positivas; en el post—test su respuesta es
consistentemente aceptable. Cuando la pregunta se formula usando lenguaje analitico,
en el pre—test asocia las funciones que cumplen con A(x) > 0y A’(x) > 0, con las que
cumplen con A(x) >0, A’(x) >0y x> 0. En el post—test, su respuesta obedece a las
condiciones especificadas, mostrando con ello que el cambio de lenguaje usado en la
pregunta no influyo6 en el desempefio del estudiante (ver Figs. 4.62, 4.63, 4.74 y Tablas
4.36, 4.44).

Funcion con imagen negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x)
> 0. La respuesta de Agustin a la pregunta formulada verbalmente, en el pre—test,
vincula las condiciones negativa y creciente con graficas que tienen abscisas y
ordenadas negativas; en el post—test la respuesta es consistentemente aceptable, siendo
corroborada por las producciones y argumentos elaborados por él en la entrevista.
Cuando esta misma pregunta se hace utilizando lenguaje analitico, en el pre—test las dos
graficas seleccionadas tienen al principio una porcion donde se cumple x < 0 y
posteriormente otra porcién que se corresponde con la expresion x > 0; Agustin parece
atender a la presencia de las expresiones “< 0’y “> 0" presentes en g(x) <0y g’(x) > 0.
Ya en el post—test su respuesta es consistente y aceptable. Pese al cambio de lenguaje en
la formulaciéon de la pregunta, Agustin logra superar las concepciones alternativas
iniciales en ambos casos (ver Figs. 4.64, 4.65, 4.72 y Tablas 4.37, 4.43).

Funcion con imagen positiva y decreciente y funcion que cumple con f{x) >0y
f(x) <0. De forma analoga al caso anterior, cuando la pregunta se plantea con lenguaje
verbal, en el pre—test, la respuesta de Agustin denota la relacion que €l establece entre
funciones con imagenes positivas y decrecientes con las graficas de funciones que
tienen abscisas y ordenadas positivas. En el post-—test las graficas seleccionadas por el
estudiante poseen la ubicacion y el comportamiento especificado. Por otra parte, al
plantear la pregunta usando lenguaje analitico, en el pre—test, atendiendo a la presencia
de las expresiones “< 07y “> 0" en f{x) > 0y f(x) <0 Agustin elige dos graficas. Ya en
el post—test su respuesta es consistentemente aceptable. Nuevamente, en el post—test,
Agustin logré remover ambas concepciones alternativas iniciales (ver Figs 4.66, 4.67,
4.72 y Tablas 4.38, 4.42).

Funcion con imagen negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y p’ <
0. Al plantear la pregunta usando lenguaje verbal, en el pre—test la respuesta de Agustin
solo incluye aquella grafica que ademdas de tener la ubicacion y el comportamiento
especificado cumple con la condicion de que sus abscisas tienen el mismo signo que las
ordenadas, manifestando asi la presencia de una concepcion alternativa, misma que se
ve removida para el momento en que es examinado el estudiante en el post—test. Cuando
¢l se ve precisado a contestar la misma pregunta formulada con lenguaje analitico, no
elige grafica alguna. En el post—test contesta consistentemente y aceptablemente. En
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ambos casos, los resultados del post—test son evidencia de que las concepciones
alternativas iniciales lograron removerse (ver Figs. 4.68, 4.57, 4.65, 4.75 y Tablas 4.39,
4.45).

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f’(x) = 0. En el pre—test,
al plantear la pregunta verbalmente, Agustin solo identifica uno de los puntos de
estabilizacion. En el post-—test, ofrece una respuesta consistente y aceptable pues
identifica ambos puntos. Estas ideas son confirmadas por la grafica y los argumentos
que €l elabora en la entrevista. En cambio, cuando al estudiante se le plantea la misma
pregunta usando lenguaje analitico, en el pre—test no proporciona respuesta alguna y, en
el post—test, la estabilidad de la funcion la asocia a x = 0, donde no se cumple la
condicion especificada. Evidentemente, la pregunta planteada analiticamente encierra
mayor dificultad para el alumno respecto del planteamiento verbal (ver Figs. 4.71, 4.76
y Tablas 4.41, 4.46).

La revision general de las respuestas dadas por este estudiante puede ser evidencia de
que la mayoria de las concepciones alternativas inicialmente identificadas sufrieron un
cambio en la direccion buscada. Esta conclusion se sustentaria ademas en los
argumentos vertidos por el estudiante durante la entrevista. Sin embargo, al observar los
resultados obtenidos en los test intermedios, se tiene evidencia de algunos retrocesos,
principalmente respecto del comportamiento de las funciones, lo cual puede ser un
indicio de que los cambios que se presentan en las concepciones de este estudiante no se
dan en una sola direccion.

Por otra parte, en relacion a los resultados obtenidos en el Cuestionario 3, destacan dos
de las respuestas dadas por este estudiante:

a) En el post—test asocia una de las intersecciones de la funcién con los puntos de
estabilidad

b) Tanto en el pre—test, como en el post—test asocia la derivada de la funcion con el
valor de la ordenada en el punto en cuestion

Lo anterior demuestra que estas dos concepciones alternativas resultaron tener una gran

estabilidad para este estudiante y que el manejo de la representacion analitica supuso
para ¢l un mayor grado de dificultad respecto de la representacion verbal.
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Celestina
a. Concepciones relativas a la ubicacion de la funcion

Funcion con imagen positiva

Pre—test. Las respuestas proporcionadas por Celestina (ver TABLA 4.49) para ambas
graficas de la pregunta 1 del Cuestionario 1 (Figs. 4.78 y 4.79) cumplen con el criterio
especificado.

Inter—test. La respuesta ofrecida por esta estudiante respecto de la funcion de la Fig. 4.1
nos muestra que para ella la funcion es positiva cuando x > 0, es decir, esta estudiante
estd asociando una funcidén con imagen positiva con el intervalo donde tiene sus
abscisas positivas. Esta respuesta representa un retroceso respecto de la concepcion
manifestada en el test anterior.

Post—test. En la respuesta dada a la pregunta 1A (Fig. 4.78) ella considera que la
funcién con imagen positiva es aquella que es creciente; en el segundo caso, pregunta
1B la respuesta es analoga. Estas respuestas no son aceptables pero si consistentes entre
si, pues en ambas contesta de manera analoga. Posteriormente, al inicio de la entrevista
la estudiante manifiesta que “las funciones son positivas si estan arriba del eje x” (Fig.
4.80) pero, mas adelante, expresa una idea diferente: “una funcién es positiva si su
grafica comienza arriba del eje x y es negativa si su grafica comienza debajo del eje x
(Fig. 4.91)”; aqui es destacable que para ella la funcioén tiene imagen positiva si
empieza a trazarse por arriba del eje x sin importar que la grafica trascienda hasta la
region donde las ordenadas son negativas.

fix A2 T 2
— - — —i 37
5 4 3 2 - 0] 2 x 2 -1 0 X
1 | T-1
2 T2
A)De Oal B)De -3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De O0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De-1a2  E)De -2 a-1 F)Otra
Fig. 4.78 Pregunta 1A Fig. 4.79 Pregunta 1B

.- \/b é%

Fig. 4.80 Graficas de funciones con imagenes
positivas dibujadas por Celestina
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TABLA 4.49 Funcién con imagen positiva

Concepciones aceptables y concepciones

alternativas

Pretest

intertest

Postest y
entrevista

La funcién es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable)

Vv

La funcion tiene imagen positiva si su grafica estd ubicada en la region
donde las abscisas son positivas

La funcion tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el primer
cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.

La funcidn es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de las
abscisas

La funcién es positiva si es creciente

La funcion es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente

El intervalo en donde una funcion es positiva queda determinado por los
valores numéricos mas proéximos (sin importar si estos son abscisas u
ordenadas)

Funcion con imagen negativa

Pre—test. Al indagar en las ideas de Celestina respecto de las funciones con imagenes
negativas encontramos, que su respuesta a la pregunta 3A (Fig. 4.81) relaciona la
grafica que tiene abscisas positivas con la funcion con imagen negativa; por el
contrario, la respuesta a la pregunta 3B (Fig. 4.82) si cumple con la condicién
especificada y en conjunto, no hay consistencia en ambas respuestas, pues cada una se
analiza de forma distinta.

Inter—test. Ella considera que la funcion de la Fig. 4.1, es negativa cuando x < 0, es
decir, asocia una funcidn negativa con el intervalo donde las abscisas de la funcion son
negativas.

Post—test. Ambas respuestas son aceptables (ver TABLA 4.50) y consistentes e incluso,
en la respuesta a la pregunta 3A considera un intervalo que inicialmente no se
encontraba explicitamente disponible, lo que da muestra de generalizacion de la nueva
concepcion. Lo anterior, aunado a las producciones (Fig. 4.83) y argumentaciones de
Celestina en la entrevista (“la funcion es negativa porque esta debajo del eje de las x”)
supone que ha alcanzado un alto grado de generalizacion. Sin embargo, al continuar con
la entrevista ella misma agrega: “una funcion es positiva si su grafica comienza arriba
del eje x y es negativa si su grafica comienza debajo del eje x” (no le concede
relevancia al hecho de que la funcidn trascienda a regiones donde cambia de signo)
(Fig. 4.91).

2(x)
A fix)
\2 T?
+1 T 1
N 2 3 4 s , L2 3 4
T T 0 T T T T I T 0 T T T T
2 -1 2 - +
T -124- N\ )
42 T -2
A)De-1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De 220 B)De 0a3 C)De -1 al
D)DeOa5 E) De 3 a5 F)Otra: D)De-2a-1 E)Dela3 F) Otra:
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A |
Fig. 4.83 Graficas de funciones con imagenes
negativas dibujadas por Celestina

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Pretest | intertest Postest

TABLA 4.50 Funcion negativa

La funciéon es negativa donde sus ordenadas son negativas

(aceptable) v - -

La funcidn tiene imagen negativa si su grafica estad ubicada en la

region donde las abscisas son negativas. v v

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo del
eje de las abscisas

El intervalo en donde una funcioén es negativa queda determinado
por los valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son - - -
abscisas u ordenadas)

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo del
eje de las abscisas

Una funcion es negativa si es decreciente - - -

b. Concepciones relativas al comportamiento de la funcion.

Funcion creciente

Pre—test. Las respuestas proporcionadas por Celestina (ver TABLA 4.51) para ambas
graficas de la pregunta 2 del Cuestionario 1 (Figs. 4.84 y 4.85) cumplen con la
condicion especificada, pero solo en la segunda respuesta se observa consistencia pues
todos los intervalos donde g(x) es creciente fueron seleccionados por ella; en la primera
respuesta la estudiante solo selecciona uno de los intervalos (opcion C) donde f{x) es
efectivamente creciente.

Inter—test. No contesta a la pregunta de en qué intervalos la funcion de la Fig. 4.1 es
creciente. Al cabo de siete semanas de iniciado el curso se aplica otro test y la
estudiante tampoco contesta a la misma pregunta pero ahora relacionada a la Fig. 4.8.

Post—test. Ambas respuestas (Fig. 4.84 y Fig. 4.85) son consistentemente aceptables.
Luego, revisando sus producciones (Fig. 4.89 y 4.91) y comentarios durante la
entrevista encontramos que para ella “una funcidn es positiva si su grafica comienza
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arriba del eje x y es negativa si su grafica comienza debajo del eje x” (para ella no
importa que la grafica entre a regiones del plano coordenado donde la funcién cambia
de signo) y “una funcion es creciente si crece hacia arriba” (olvida que el crecimiento de
la funcion debe ser concomitante al crecimiento en las abscisas).

g(x)
N

fo) T2 T°

-2
A)De 5a—-1 B)De 3a0 C)De -1 al A)De 1a5 B)De -1al C)De 0 a3
D)De-5a-3 E)De0Oal F)Otra: D)De0a5 E)De -1 a0 F) Otra:
Fig. 4.84 Pregunta 2.A Fig. 4.85 Pregunta 2.B

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.51 Funcion creciente alternativas
Pretest Intertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas

ILa funcion es creciente si sus ordenadas son positivas - - - -

ILa funcién es creciente si su imagen es negativa - - - -

La funcion es creciente si, a medida que crecen las abscisas v _ _ _
crecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcién sube, la funcién es creciente, sin|
importar si las abscisas crecen o decrecen

[El intervalo donde la funcidon es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus,  — - - -
limites

La funcidn es creciente si sus abscisas son positivas - - - -

Funcion decreciente

Pre—test. Al explorar las concepciones de Celestina acerca de las funciones decrecientes,
encontramos que las respuestas proporcionadas por ella (ver TABLA 4.52) para ambas
graficas de la pregunta 4 del Cuestionario 1 (Figs. 4.86 y 4.87) cumplen con la
condicion especificada, pero solo para f{x) es consistente ya que, en la segunda, la
estudiante solo selecciona uno de los intervalos donde la g(x) es decreciente.

Inter—test. Al analizar la funcion de la Fig.4.1, no contesta cuando se le pregunta en
torno a los intervalos donde la funcion es decreciente. Similar resultado se obtiene en el
test aplicado (Fig. 4.8) a siete semanas del inicio del curso.

Post—test. Ambas respuestas son consistentemente aceptables (Fig. 4.86 y Fig. 4.87).
Posteriormente, revisando sus graficas (Fig. 4.93) y argumentaciones desarrollados en la
entrevista encontramos que para ella “una funcion es positiva si su grafica comienza
arriba del eje x y es negativa si su grafica comienza debajo del eje x” (sin importar que
la grafica se interne en regiones del plano coordenado donde cambia de signo) y “una
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funcion es decreciente si crece hacia abajo” (no toma en cuenta que el decrecimiento de
la funcidn se acompana de un crecimiento de las abscisas).

&)
\
fo) T
1
4 5
| | | | . ) : —>
5 4 302 -1 0_/1 X R .
2
A)De -5a-1 B)De-3a0 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De-5 a0 E)De-5a-3 F)Otra: D)De-2a-1 E)De 1a3 F)Otra:
Fig. 4.86 Pregunta 4.A Fig. 4.87 Pregunta 4.B

Concepciones aceptables y concepciones alternativas
Intertest | Intertest | Postesty
1 2 entrevistas

TABLA 4.52 Funcion decreciente
Pretest

La funcién es decreciente si sus ordenadas son
negativas

La funcion es decreciente si, a medida que crecen lag
abscisas decrecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcion baja, la funcion es
decreciente, sin importar si las abscisas crecen o — - - v/
decrecen
La funcion es decreciente si sus abscisas son negativas - - - -
La funcién es decreciente si, ademas de cumplir esta
condicion, es negativa

La funcion es decreciente si sus abscisas y sus
ordenadas son negativas

c. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones.

Funcion con imagen positiva y creciente. En la pregunta 1 del Cuestionario 2 (Fig.
4.88), la tnica grafica correspondiente a una funcidon con imagen positiva y creciente
que no selecciona Celestina es aquella que tiene abscisas negativas y en su lugar
selecciona la grafica D, que tiene una parte positiva y otra negativa, pero cuyas abscisas
son positivas. En esta eleccion se muestra el vinculo que ella establece entre las
funciones con imagenes positivas y crecientes con aquellas graficas que tienen abscisas
positivas (ver TABLA 4.53). En el post-test se manifiestan ideas aceptables y
consistentes. Sin embargo, revisando sus producciones (Fig. 4.89) y argumentaciones
desarrolladas en la entrevista no encontramos consistencia entre la lectura e
interpretacion y la construccion que Celestina hace de las graficas de funciones con
imagenes positivas y crecientes, pues ella expresa que “una funcidn es positiva si su
grafica comienza arriba del eje x y es negativa si su grafica comienza debajo del eje x”
(en su opinién no importa que la grafica se interne en regiones del plano coordenado
donde la imagen cambia de signo) y “una funcion es creciente si crece hacia arriba” (sin
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considerar que el crecimiento de la funcidén se coordina con el crecimiento de las
abscisas).

Subraya el o los incisos que corresponden a gréficas de funciones que son ala vez positivas y crecientes.

PV A VA

Fig. 4.88 Pregunta 1

OTRA

Fig. 4.89 Graficas para funciones con imagenes positivas y
crecientes dibujadas por Celestina

Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.53 Funcidén positiva y creciente alternativas

Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - -
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcidn es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio| - v
de las abscisas

Funcién con imagen negativa y creciente. En el pre—test, para la pregunta 2 del
Cuestionario 2 (Fig. 4.90) ninguna de las graficas seleccionadas por Celestina (ver
TABLA 4.54) cumplen con las condiciones establecidas. Sin embargo, la grafica del
inciso A corresponde a una funcion con imagen positiva y creciente pero con abscisas
negativas y la imagen de la funcidon de la grafica C es positiva y creciente pero
comienza en el segundo cuadrante es decir, en su primera parte tiene abscisas negativas.
Suponemos que a estas razones obedece su eleccion. En el post—test su respuesta es
aceptable pero le falta consistencia, pues no incluye la grafica B. En sus graficas (Fig.
4.91) y comentarios elaborados durante la entrevista: “una funcion es positiva si su
grafica comienza arriba del eje x y es negativa si su grafica comienza debajo del eje x”
(sin considerar que cuando la grafica se interna en algunas regiones del plano
coordenado cambia de signo) y “una funcion es creciente si crece hacia arriba” (no
tomando en cuenta la coordinacion entre el crecimiento de la funcidn con el crecimiento
de las abscisas) no encontramos consistencia con la lectura e interpretacion que hizo en
el post—test de las graficas.

2. Bubraya el o los incisos gue corresponden a graficas de funciones que son a la vez negativas y crecientes

7‘ /; |K

Fig. 4.90 Pregunta 2
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Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.54 Funcion negativa y creciente concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - -
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcién es negativa si comienza a trazarse abajo del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - v
de las abscisas

La funcidén es negativa y creciente cuando, tiene abscisas
negativas.

"/ —

Funcion con imagen positiva y decreciente. Explorando las ideas de Celestina
respecto de las funciones con imagenes positivas y decrecientes, encontramos, en el
pre—test, en la pregunta 3 del Cuestionario 2 (Fig. 4.92) que su respuesta es aceptable
pero incompleta (ver TABLA 4.55), ya que no incluye la grafica A que también
corresponde a una funcidén con imagen positiva y decreciente y que se encuentra en el 2°
y ler cuadrante. En el post—test sus respuestas son aceptables y consistentes. Sin
embargo, las graficas y los comentarios vertidos por Celestina durante la entrevista (Fig.
4.93): “una funcidn es positiva si su grafica comienza arriba del eje x y es negativa si su
grafica comienza debajo del eje x” (sin que para ella sea relevante que la grafica se
interne en regiones del plano coordenado donde las ordenadas son negativas) y “una
funcién es decreciente si crece hacia abajo” (sin coordinar el decrecimiento de la
imagen de la funcién con el crecimiento de las abscisas) no son consistentes con las
condiciones que puso en juego en la lectura e interpretacion de graficas que realizo en el
post—test.

3. ;Cudl de las signientes praficas corresponden a funciones que son a la vez positivas y decrecientes?

B OTRA

Fig.4.92 Pregunta 3

Fig. 4.93 Grafica para funciones con iméagenes positivas
y decrecientes dibujadas por Celestina

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

TABLA 4.55 Funcion positiva y decreciente
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Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que v -
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
e, v es decreciente si baja, sin importar el sentido del - v
cambio de las abscisas

Funcién con imagen negativa y decreciente. Las respuestas proporcionadas por
Celestina en el pre—test (ver TABLA 4.56) para la pregunta 4 del Cuestionario 2 (Fig.
4.94) son aceptables, pues selecciona todas las graficas donde en efecto las funciones
tienen imagenes negativas y decrecientes. En el post—test sus respuestas permanecen sin
cambio. No obstante lo anterior, como ya lo consignamos previamente, sus
producciones (Fig. 4.93) y argumentos elaborados durante la entrevista: “una funcion es
positiva si su grafica comienza arriba del eje x y es negativa si su grafica comienza
debajo del eje x” (sin que para ella importe que la grafica de la funcién trascienda
regiones del plano coordenado donde sufra algiin cambio de signo) y “una funcién es
decreciente si crece hacia abajo” (sin coordinar el decrecimiento de la funcion con el
crecimiento de las abscisas) no son consistentes con la lectura e interpretaciéon de
graficas que realizo en el post—test.

4. ;Qué graficas corresponden a funciones que son ala vez negativas y decrecientes?

=K == =T

E OTRA
Fig. 4.94
Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.56 Funcién negativa y decreciente alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que v -
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de|
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas

d. Concepciones relativas a la estabilidad de una funcion

a) Pre—test. Observamos como Celestina, en la pregunta 5 del Cuestionario 1 (Fig. 4.95)
asocia al intervalo (-2, 1) con los puntos o zonas estacionarias. Suponemos que esto
obedece a que en x =-2 y x =1 la funcion intercepta al eje x.

Inter—test. Para Celestina la funcion de la Fig. 4.1 no crece ni decrece en x = -0.5, x =
1.5 y x = 3, puntos en donde no se cumple la condicién especificada, sino que en esos
puntos la funcion intercepta al eje de las abscisas; esto es indicativo de la asociacion que
la estudiante esta estableciendo entre estas dos condiciones. A la misma pregunta, pero

- 130 -



Las Respuestas en el Pre — Test, Inter — Test y Post — Test Capitulo IV

ahora referida a la funcion de la Fig. 4.8, después de siete semanas de haber iniciado la
puesta en escena del disefio instruccional, la estudiante no da respuesta alguna.

Post—test. Para la Fig. 4.95 no identifica valor alguno y, aunque durante la entrevista,
ella discrimina aceptablemente los puntos de estabilizacion: “una funcion se estabiliza
en los puntos donde no crece ni decrece” de la grafica que construye (Fig. 4.96) estas
ideas no se pusieron en juego durante la actividad de lectura e interpretacion de graficas
de funciones.

5. iDodnde la funcidn no crece m decrece?
&) Enx=—5 B Enx=-2 9 De-2al IO Enx =1

Ax 3 E1Enx= -1 FiEnx=0 &) Otras
N\ 1
| | I Il
5 -4 kS -2 1 0] 1y
-

Fig. 4.95

Fig. 4.96 Gréfica de una funcion con puntos en donde se estabiliza su
comportamiento dibujada por Celestina

TABLA 4.57 Funcién que no crece ni decrece Concepci(;nes aceptables y concepciones alternativas
Pretest ntertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas

[Una funcién no crece ni decrece en los puntos maximos y
en los puntos minimos de su grafica o en donde ésta sea — - - -
horizontal (aceptable)
Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos y| _ _ _
en los puntos minimos de su grafica
Una funcién no crece ni decrece en los puntos donde la _
grafica intercepta al eje x v v
Una funcioén no crece ni decrece en los intervalos donde sul _ _ _
grafica es horizontal
[Una funcion no crece ni decrece en sus puntos maximos, en
sus puntos minimos y en las intersecciones con el eje de las  — - - -
abscisas
Una funcion no crece ni decreceenx=0yy =0 v _ _ _

b) Para la pregunta 5 del Cuestionario 2 (Fig. 4.97), en el pre—test, de acuerdo a
Celestina, f{x) se estabiliza en x = 0, es decir, asocia el origen con el punto estacionario
solicitado y para g(x) su respuesta es x = 1, en donde efectivamente tiene maximo (ver
TABLA 4.57); en conjunto ambas respuestas no son consistentes, pues se usan distintas
condiciones de andlisis en cada una. En el post—test la respuesta para f{x) es aceptable, y
para g(x) ademas de identificar su unico punto de estabilizaciéon considera que Ia
funcioén se estabiliza en su vecindad (x = 2). Tomando en cuenta todo lo anterior y sus
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producciones (Fig. 4.96) y argumentos vertidos durante la entrevista: “una funcién se
estabiliza en los puntos donde no crece ni decrece” es evidente la inconsistencia entre
sus respuestas.

TABLA 4.58 Puntos o intervalos donde una funcién | “°"¢Peiones ngilzszsy coneepeiones
estabiliza su comportamiento Pretest Postest y
entrevistas

[Una funcion se estabiliza en los puntos maximos y minimos _

de su grafica (aceptable) v

Una funcion se estabiliza en los puntos donde la grafica _ _
intercepta al eje x

Una funciéon se estabiliza en la vecindad de un punto _

maximo v

Una funcion se estabiliza en x =0 v —

e. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

Funciones que cumplen con las condiciones: f{x) >0y f(x) < 0. En el pre—test, en la
pregunta 1 del Cuestionario 3 (Fig. 4.98), Celestina elige aquellas graficas que estan por
debajo del eje x, las que tienen sus ordenadas negativas; quizd solo atendid a la
condiciéon f (x) < 0 (ver TABLA 4.58). En el post—test, la estudiante elige las tres
graficas que cumplen ambas condiciones, f{x) >0y f(x) <0.

. A juzgar por sus graficas, en cudl o cudles de las siquientes funciones se satisface que =057 (%) <07
j [ .6} )
A i} i A2 L a & \ Ax
1] S o i \ 0 i
&) B) ) 5) E) OTRA
Fig. 4.98

TABLA 4.59 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones ngitzszsy concepetones

Sfx)>0yf(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones f{x) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0 | - -
otra parte que cumple con x> 0

- v

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) <0
cuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple - -
conx>0

La funciéon cumple con las condiciones f{x) > 0 y f(x) < 0
cuando cumple con fix)>0yx<0
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La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con f{x) <0

v

Funciones que cumplen con las condiciones: g(x) <0y g’(x) > 0. En el pre—test, en la
pregunta 2 del Cuestionario 3 (Fig. 4.99) la respuesta dada por Celestina incluye dos
graficas que al principio tienen una parte que cumplen con la condicion x < 0 y después
terminan con una parte que cumple con x > 0; pareceria ésta la explicacién a su
respuesta (ver TABLA 4.60). En el post—test elige las tres graficas que cumplen con
2(x) <0y g’ (x) >0, es decir funciones con ordenadas negativas y ademas crecientes; la
respuesta es consistentemente aceptable.

2. Estas graficas corresponden a ciertas funciones g(x). 4En cudl o cudles se cumple que g(x)<0 y g (x) =07

,_J “ “ - Dl x ‘ : -
0 3
— _/ ' w
/ 0 3 &
B) o] D)

B OTRA

Fig. 4.99

TABLA 4.60 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones thee};rabéizsy concepetones

gx)<0yg’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y v -
otra parte que cumple con x> 0

- v

Funciones que cumplen con las condiciones: A(x) > 0y 4’(x) > 0. En el pre—test, en la
pregunta 3 del Cuestionario 3 (Fig. 4.100) Celestina eligi6 dos graficas que cumplen
con la condiciéon x > 0. Es muy probable que esta eleccion haya sido tomada solo
atendiendo el signo la condicion “> 0 (ver TABLA 4.61). En el post—test elige las tres
graficas que cumplen con A(x) > 0y h’(x) > 0, es decir, la respuesta es consistentemente

aceptable.
3. Las siguientes graficas corresponden a clertas funciones &(x). jCudl o cudles de ellas son tales que 2(x) =0 v & (x) =07

A
& 80 &@ij/ ¥ ] / &‘(
i . /
C # 0 o | A
&) B ©)

’ / 5 i] &
m E OTRA

Fig.

TABLA 4.61 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones ngitzszsy concepetones

h(x)>0yh’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

- v

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de lag
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abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0

cuando cumple con x > 0

v

Funciones que cumplen con las condiciones: y <0y y’ <0. En el pre—test, en la
pregunta 4 del Cuestionario 3 (Fig. 4.101) eligi6 una grafica que cumple con x <0 (ver
TABLA 4.61). En el post—test, elige las graficas en las que todas tienen ordenadas
negativas; para ella sélo importa la ubicacion y el significado; y’< 0 parece estar
ausente. Los cambios conceptuales se muestran muy endebles.

4. Las siguientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =#7x). jPara cudl o cudles de ellas se cumple que y <0y p <07

)

X i) EA

B)
Fig. 4.101

TABLA 4.62 Funciéon que cumple con las condiciones

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

yx)<0yy'(x)<0

Pretest

Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

v

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple conx<0yy <0

La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple con x <0

v

OTRA

Puntos que cumplen con la condicién: f’(x) = 0. En el pre—test, en la pregunta 5 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.102), sus repuestas asocian la estabilidad de la funcién con x =0,
con el punto de corte de la grafica con el eje x o simplemente con el origen. En el post—
test, la respuesta de Celestina indica que selecciono los puntos maximo y minimo de
funcién (ver TABLA 4.62).

5. jParaqué x /=07

Fig. 4.102

Ay x=-2 B) x=-1

Crx=0 INx=1

.2\_;_/|D 1 2\,3; Eyx=2 Otra

TABLA 4.63 Puntos que cumplen con la

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

condicion f’(x) =0

Pretest

Postest y
entrevistas

Los puntos que cumplen con la condicion f °(x) = 0 son los

maximos y minimos de la funcion (aceptable)

v
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En x = 0 se cumple la condicion f(x) =0 v _

En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion
‘=0

Determinacion de la f’(x) en un punto dado. En el pre—test, en la pregunta 6 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.103) elige el punto de corte de la grafica con el eje x (ver
TABLA 4.64). En el post—test, la respuesta cambia pero ahora asocia el valor de la
derivada con el valor de la ordenada en ese punto.

£t fi. i Cual es el valor correcto def ' (x) parax =17

& =3 Br=4
Of =25 Oy{1)=-1

5 1 = ; Ex/(1) =3 Otra

Fig. 4.103

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.64 f’(x) en un punto dado alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La f(x) en un punto dado es igual a la pendiente de la
tangente a la funcion en ese punto (aceptable)
La f°(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto _ v

La f(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en|
donde la tangente en el punto x cruza al eje x

f. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion con imagen positiva y creciente y funcion que cumple con A(x) >0y h'(x) >
0. Al plantear la pregunta verbalmente en el pre—test, el criterio de seleccion de
Celestina parece ser la asociacion que establece entre las funciones con imagenes
positivas con las graficas que tienen abscisas positivas. En el post—test las respuestas
son aceptables y consistentes, aunque esta consistencia no se extiende a las
producciones y argumentaciones formuladas durante la entrevista. Cuando la pregunta
se formula usando lenguaje analitico, en el pre—test la respuesta parece haberse
determinado atendiendo al simbolo “> 0” y en el post—test las graficas elegidas
corresponden a la ubicaciéon y comportamiento especificado, evidenciando de esta
forma que el desempefio de la estudiante no varia al cambiar el lenguaje en el que la
pregunta se plantea (ver Figs. 4.88, 4.89, 4.100, y Tablas 4.53, 4.61).

Funcion con imagen negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x)
> (. Revisando las respuestas de Celestina cuando la pregunta se hace usando lenguaje
verbal, encontramos que en el pre—test éstas son determinadas por la presencia de una
concepciodn alternativa: la funcidn tiene imagen negativa si tiene abscisas negativas o si
su grafica comienza teniendo abscisas negativas (sin importar que después las abscisas
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se vuelvan positivas), pero en el post—test, su respuesta cambia y solo es parcialmente
aceptable y esta inconsistencia de sus respuestas también se manifiesta en las graficas y
explicaciones que la estudiante vertié durante la entrevista. Al formular la preguntar
usando lenguaje analitico, encontramos que en el pre—test su respuesta también parece
ser determinada por el signo de las abscisas; en el post—test la respuesta es
consistentemente aceptable (ver Figs. 4.90, 4.91, 4.99 y Tablas 4.54, 4.60). Todo el
cuadro anterior configura un desempefio irregular por parte de la estudiante en esta
pregunta, en donde conviene recalcar que después del tratamiento instruccional las
respuestas de la estudiante son aceptables y consistentes si el cuestionamiento se plantea
usando lenguaje analitico.

Funcion con imagen positiva y decreciente y funcion que cumple con f{x) >0y
f () <0. Cuando la pregunta se le formuld a Celestina verbalmente, en el pre—test su
respuesta fue incompleta, ya que solo selecciona dos de las tres funciones que cumplen
con las condiciones especificadas; la grafica A, que también corresponde a una funcién
con imagen positiva y decreciente, y que se encuentra en el 2° y ler cuadrante, no fue
seleccionada. En el post—test contestdé aceptable y consistentemente pero, debe
mencionarse que las respuestas anteriores no fueron consistentes con las graficas y las
explicaciones ofrecidas por la estudiante durante la entrevista. Al formular la pregunta
usando lenguaje analitico, en el pre—test su respuesta parece determinarse de acuerdo a
las funciones que cumplen la condicion f (x) < 0, pero en el post—test, las graficas
elegidas obedecen a las condiciones especificadas, por tanto, el cambio de lenguaje
usado para la formulacion de la pregunta, en este caso parecid no ser relevante en el
desempefio de la estudiante (ver Figs. 4.92,4.93, 4.98 y Tablas 4.55, 4.59).

Funcion con imagen negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y p’ <
0. Al plantear la pregunta en forma verbal, tanto en el pre—test como en el post—test sus
respuestas fueron consistentemente aceptables, aunque, como en casos anteriores ho
fueran consistentes con sus producciones y argumentos formulados en la entrevista.
Cuando la pregunta se hizo analiticamente, en el pre—test las graficas son elegidas si
cumplen con la expresion x < 0 y en el post—test su respuesta parece determinarse con
base a las funciones que cumplen con y < 0. Es asi que en este caso, el planteamiento de
la pregunta con lenguaje analitico representd para el estudiante un mayor obstaculo en
comparacion al cuestionamiento verbal (ver Figs. 4.94, 4.93, 4.101 y Tablas 4.56, 4.62).

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f’(x) = 0. En el caso de
esta pregunta, las respuestas de Celestina son muy consistentes. En el pre—test, cuando
la pregunta se formula verbalmente para Celestina f{x) se estabiliza en x = 0, es
decir, asocia el origen con el punto estacionario solicitado y en el post—test en su
respuesta selecciona el maximo y minimo de f{x). Cuando la pregunta se hace usando
lenguaje analitico, en el pre—test, a juicio de Celestina la funcion se estabiliza en x = 0;
en el post-—test ella selecciona el médximo y el minimo de f{x); en ambos casos, sus
respuestas son idénticas. Evidentemente, para este cuestionamiento el cambio del
lenguaje usado en la redaccion de la pregunta no fue relevante para el desempefio de la
estudiante (ver Figs. 4.97, 4.102 y Tablas 4.57, 4.63).
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Una vision global de las respuestas ofrecidas por Celestina proporciona los elementos
necesarios para ubicar que los cambios operados en su teoria inicial tienen un
comportamiento muy irregular; pudimos observar varios avances y retrocesos en
algunas de sus concepciones. De forma notoria destaca un par de concepciones
alternativas que se manifestaron en el post—test:

a) Una funcion tiene imagen positiva, si su grafica comienza a trazarse arriba del
eje de las abscisas y tiene imagen negativa si su trazo se inicia debajo del eje de
las x.

b) Una funcidn es creciente si su grafica sube, sin que haya coordinacion entre los
cambios en las abscisas y los cambios en las ordenadas (Figs. 4.89)

Por otra parte, los resultados del Cuestionario 3, estain muy equilibrados respecto a los
obtenidos en los dos primeros cuestionarios. Aqui conviene destacar especialmente que
la concepcion alternativa consistente en asociar el valor de la derivada de una funcion
en un punto determinado con el valor de la ordenada en ese punto resulté muy resistente
al cambio.
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Teodoro
a. Concepciones relativas a la ubicacion de la funcion

Funcion con imagen positiva

Pre—test. De acuerdo con las respuestas obtenidas en los cuestionarios (ver Tabla 4.65),
es observable que Teodoro, en la respuesta dada a la pregunta 1A (Fig. 4.104) concibe a
la funcion con imagen positiva como aquella que tiene abscisas positivas; en el segundo
caso, pregunta 1B (Fig.4.105), su respuesta es aceptable.

Inter—test. Respecto de la funcion de la Fig. 4.1, el estudiante opina que la funcién es
positiva en el intervalo 0 < x < oo, denotando lo anterior la asociacion que €l establece
entre funciones positivas con funciones con abscisas positivas.

Post—test. Las respuestas dadas a las preguntas (Fig. 4.104 y Fig. 4.105) cumplen con
las condiciones establecidas. Esto es confirmado por las graficas que Teodoro dibujo
(Fig. 4.106) cuando se le pidi6 construir graficas de funciones con imdgenes positivas;
en todos los casos las graficas retinen las condiciones solicitadas y los argumentos que
esgrime son tales como: “las graficas cuando se encuentran sobre del eje x son
positivas y cuando estan debajo, se vuelven negativas”.

) . A g)
2 + 2
41 + 1
1 2 3 4 5
| | | | { ; | ¥ f f f f ' :
5 4 3 2 a0 2 x 2 1 0_ .
T-1
+ -2
T -2
A)De Oal B)De -3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De—-1a2 E)De -2 a-1 F)Otra:
Fig. 4.104 Pregunta 1A Fig. 4.105 Pregunta 1B

Y

Fig. 4.106 Graficas de funciones con imagenes positivas
dibuiadas nor Teodoro
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.65 Funcién positiva alternativas

Pretest | intertest | Postesty
entrevista

La funcién es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable)

— — v

La funcion tiene imagen positiva si su grafica estd ubicada en la region
donde las abscisas son positivas

v v -

La funcion tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el primer
cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.

La funcidn es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de las
abscisas

La funcidn es positiva si es creciente — — —

La funcion es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente — — —

El intervalo en donde una funcion es positiva queda determinado por los
valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son abscisas u — — —
ordenadas)

Funcion con imagen negativa

Pre—test. En las respuestas dadas por Teodoro a la pregunta 3A (Fig. 4.107) (ver Tabla
4.66), establece una relacion entre una funcién con imagen negativa con aquella porcion
de la grafica que corresponde a una funcién con imagen negativa y creciente; en el
segundo caso, en la pregunta 3B (Fig. 4.108), la respuesta es analoga a la anterior: elige
como intervalo para la funcion con imagen negativa aquel donde la grafica es negativa y
creciente.

Inter—test.P ara este estudiante la funcidn de la Fig. 4.1 es negativa en el intervalo x <0,
mostrando claramente con ello la asociacion que ¢l establece entre una funcién negativa
y el intervalo donde sus abscisas son negativas. Parece haberse operado un cambio un
su concepcion inicial, pero en una direccion que no era la deseada.

Post—test. En las respuestas dadas a las preguntas (Fig. 4.107 y Fig. 4.108) se evidencian
cambios, pues en ambos casos éstas respuestas son consistentemente aceptables. Lo
anterior se confirma con las graficas que Teodoro dibujé cuando se le pidid construir
graficas de funciones con imagenes negativas (Fig. 4.109). En ambos casos sus
producciones corresponden a las caracteristicas especificadas y argumenta, con relacion
a ellas: “una funcion negativa es aquella que esta debajo del eje x”.

2(x)
A )
\2 T?
+ 1 T1
N2 o3 e s S N R S
2 0 2 1 0N x
T-1
4 T -2
A)De-1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De 220 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De0Oas5 E) De 3 a5 F)Otra: D)De—2a-1 E)Dela3 F) Otra:
Fig. 4.107 Pregunta 3A Fig. 4.108 Pregunta 3B
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Fig. 4.109 Graficas de funciones con imagenes
negativas dibujadas por Teodoro

.z . Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.66 Funcion negativa alternativas

Pretest | intertest Postest

La funciéon es negativa donde sus ordenadas son negativas

(aceptable) - - v

La funcidn tiene imagen negativa si su grafica estd ubicada en la

region donde las abscisas son negativas. v

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo del
eje de las abscisas

El intervalo en donde una funcioén es negativa queda determinado
por los valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son - - -
abscisas u ordenadas)

La funcidn es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo del
eje de las abscisas

Una funcion es negativa si es decreciente - - -

Una funcién es negativa si es negativa y creciente v

b. Concepciones relativas al comportamiento de la funcion.

Funcion creciente

Pre—test. Para la pregunta 2A (Fig. 4.110) Teodoro da una respuesta incompleta, ya que
omite el intervalo correspondiente a la opcion E, en donde la funcidon también es
creciente; para la pregunta 2B (Fig. 4.111) en su respuesta, la funcion tiene una parte
decreciente y otra creciente y es negativa. No hay consistencia en ellas, pues se aplican
criterios distintos en el andlisis de cada una.

Inter—test. Teodoro contesta que la funcion de la Fig. 4.1 crece en el intervalo -3 <x <
1, respuesta que es aceptable pero incompleta.

Post—test. En las respuestas dadas a esta pregunta (Fig. 4.110 y Fig. 4.111) se
manifiestan cambios respecto del test anterior, ya que en ambos casos, en los intervalos
seleccionados las funciones son crecientes. Esto se confirma con sus producciones y
argumentos elaborados durante la entrevista (Figs. 4.115 y 4.117) en donde comenta
que “las funciones son crecientes cuando conforme las x vienen de menos infinito, las y
suben”.
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.67 Funcién creciente alternativas
Pretest Intertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas
La funcion es creciente si sus ordenadas son positivas _ _ _ v
La funciodn es creciente si su imagen es negativa v _ _ _

La funcion es creciente si, a medida que crecen las abscisas
crecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcién sube, la funcién es creciente, sin|
importar si las abscisas crecen o decrecen

El intervalo donde la funcidon es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus|  — - - -
limites

La funcidn es creciente si sus abscisas son positivas — - - —

Funcion decreciente

Pre—test. En las respuestas proporcionadas por Teodoro (ver TABLA 4.68) para ambas
graficas de la pregunta 4 del Cuestionario 1 (Fig. 4.112 y 4.113) encontramos que se
asocia a las funciones decrecientes con intervalos donde la grafica tiene abscisas
negativas; estas respuestas son consistentes, pues se usa el mismo criterio para la
seleccion de ambas respuestas.

Inter—test. Para Teodoro la funcion de la Fig. 4.1 es negativa en el intervalo 1 <x < 2,
respuesta que es aceptable. Esta respuesta significa un cambio respecto de la respuesta
inicial.

Post—test. Las respuestas de este estudiante en ambos casos (Fig. 4.112 y 4.113) son
aceptables y consistentes. Estos resultados son confirmados por las producciones del
estudiante desarrolladas durante la entrevista, (Fig. 4.119) en la que expresa que “las
funciones son decrecientes cuando conforme las x vienen de menos infinito las y
bajan”.
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Fig. 4.112 Pregunta 4.A Fig. 4.113 Pregunta 4.B

Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.68 Funcion decreciente Intertest | Intertest Postest y

Pretest 1 2 entrevistas

ILa funcion es decreciente si sus ordenadas son negativas - - - -

La funcién es decreciente si, a medida que crecen las| v _ v
abscisas decrecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcidon baja, la funcion es decreciente,
sin importar si las abscisas crecen o decrecen

ILa funcion es decreciente si sus abscisas son negativas v _ _ _

La funcion es decreciente si, ademéas de cumplir esta
condicion, es negativa

La funcion es decreciente si sus abscisas y sus ordenadas
son negativas

c. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones.

Funcion con imagen positiva y creciente. En el pre—test, de las tres graficas
correspondientes a funciones con imagenes positivas y crecientes que Teodoro tiene a la
vista en la pregunta 1 del Cuestionario 2 (Fig. 4.114), solo elige dos (ver TABLA 4.69);
la grafica que no es elegida (opcidn E) tiene sus abscisas negativas. Es probable que la
eleccion se haya hecho porque las condiciones positiva y creciente, son vinculadas con
graficas que tienen abscisas y ordenadas positivas. En el post—test se manifiestan ideas
aceptables de mayor generalizacion respecto del pre—test, pues ahora elige las opciones
A, Cy E. Las producciones del estudiante durante la entrevista (Fig. 4.115) en donde ¢l
argumenta que “las gréaficas, cuando se encuentran sobre del eje x son positivas y
cuando estan debajo, se vuelven negativas” y “las funciones son crecientes cuando,
conforme las x vienen de menos infinito las y suben” corroboran estas observaciones.

Subraya el o los incisos que corresponden a graficas de funciones que son a la vez positivas y crecientes.

VAR A

Fig. 4.114 Pregunta 1

OTRA

Fig. 4.115 Gréaficas para funciones con imagenes positivas y
crecientes dibujadas por Teodoro
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Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.69 Funcién positiva y creciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La funcion es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcidn es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio| - -
de las abscisas

Funcion con imagen negativa y creciente. En la respuesta proporcionada por Teodoro
en el pre—test (ver TABLA 4.70) a la pregunta 2 del Cuestionario 2 (Fig. 4.116)
selecciona las graficas que cumplen con las condiciones especificadas. En el post—test
sus ideas permanecen sin alteraciones. Estos resultados son confirmados por las graficas
elaboradas por el estudiante durante la entrevista (ver Fig. 4.117), en donde expresa que
“las graficas cuando se encuentran sobre del eje x son positivas y cuando estan debajo,
se vuelven negativas” y ademds que “las funciones son crecientes cuando, conforme las
x vienen de menos infinito las y suben”.

2. Subraya el o los incisos que corresponden a graficas de funciones que son a la vez negativas y crecientes

== T

ju} OTRA

Fig. 4.116 Pregunta 2

ey

Fig. 4.117 Graéficas para funciones con imagenes negativas y
crecientes dibujadas por Teodoro

Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y
concepciones alternativas

TABLA 4.70 Funcion negativa y creciente
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Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que v v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcién es negativa si comienza a trazarse abajo del eje
e, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - -
de las abscisas

La funcion es negativa y creciente cuando, tiene abscisas
negativas.

Funcion con imagen positiva y decreciente. En el pre—test, de las tres graficas
correspondientes a funciones con imagenes positivas y crecientes que Teodoro tiene a la
vista en la pregunta 1 del Cuestionario 2 (Figs. 4.118), solo elige dos de ellas (ver
TABLA 4.71); la grafica que no es elegida (opcion E) tiene sus abscisas negativas.
Creemos que su eleccion obedece a que las condiciones positiva y decreciente, son
relacionadas con graficas que tienen abscisas y ordenadas positivas. En el post—test se
manifiestan ideas aceptables de mayor generalizacion respecto del pre-test, pues ahora
elige las opciones A, C y E. Las producciones del estudiante durante la entrevista (Fig.
4.119) en donde Teodoro argumenta que “las graficas cuando se encuentran sobre del
eje x son positivas y cuando estan debajo, se vuelven negativas” y “las funciones son
decrecientes cuando, conforme las x vienen de menos infinito las y bajan” confirman
estas observaciones.

3. iCudl de las sigwientes graficas corresponden a funciones que son ala vez positivas ¥ decrecientes?

=R =S

i}
D) iy OTRA

Fig.4.118 Pregunta 3

Fig. 4.119 Grafica para funciones con imagenes positivas y
decrecientes dibujadas por Teodoro

Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.71 Funcion positiva y decreciente alternativas

Pretest Postest y
entrevistas
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La funcién es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcién es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
e, v es decreciente si baja, sin importar el sentido del - -
cambio de las abscisas

Funcién con imagen negativa y decreciente. En el pre—test, de las tres graficas
correspondientes a funciones con imdgenes negativas y decrecientes que Teodoro tiene
a la vista en la pregunta 4 del Cuestionario 2 (Fig. 4.120), solo elige dos de ellas (ver
TABLA 4.72); la grafica que no es elegida (opcion B) tiene una parte de sus abscisas
positivas y otras negativas. En el post—test se manifiestan ideas aceptables, pues ahora
elige las opciones B, D y E, que cumplen con las condiciones especificadas. Las
producciones del estudiante durante la entrevista (Fig. 4.119) en donde Teodoro
argumenta que “las graficas cuando se encuentran sobre del eje x son positivas y
cuando estan debajo, se vuelven negativas” y “las funciones son decrecientes cuando,
conforme las x vienen de menos infinito las y bajan” son evidencia de lo expresado
anteriormente.

4. i Qué graficas corresponden a funciones que son ala vez negativas y decrecientes?

] ES k[
[ ‘ A
a 3
A) E) 9

Fig. 4.120

OTRA

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Postest y
entrevistas

TABLA 4.72 Funcién negativa y decreciente
Pretest

La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que v v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas

d. Concepciones relativas a la estabilidad de una funcion

a) Pre—test. Observamos como Teodoro, en la pregunta 5 del Cuestionario 1 (Fig.
4.121), elige x = -5, punto donde f{x) intercepta el eje x; parece que el criterio de
seleccion tiene que ver con la asociacion que ¢l establece entre puntos de estabilizacion
de una funcidn con las intercepciones de la misma con el eje horizontal (ver TABLA
4.73).
Post—test. Su respuesta es incompleta pues no incluye el otro punto de estabilizacion
de f{x). Revisando sus producciones y comentarios de la entrevista (Fig. 4.122)
encontramos que €l opina que “una funcién se estabiliza en aquellos puntos donde no
crece ni decrece” y cuando se le sugiere que la funcién se estabiliza en sus
intersecciones con el eje x, €l no lo acepta porque, segiin expresa, “en esos puntos la
funcion crece o decrece.

5. iDonde la funcidn no crece m decrece?

A

Ax

2

1

[l

A)Enx= -5
E)Enx= -1

H 43 a2 -1 ﬂfﬂ x5
% Fig.4.121

E) Bnx=-2

CyDe-2al

D) Enx =1

FyEnx=10

&) Otras
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X

Fig. 4.122 Grafica de una funcioén con puntos en donde se
estabiliza su comportamiento dibujada por Teodoro

Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.73 Funcién que no crece ni decrece Intertest | Intertest Postest y

Pretest 1 2 entrevistas

[Una funcién no crece ni decrece en los puntos maximos
en los puntos minimos de su grafica o en donde ésta sea — - - v
horizontal (aceptable)

[Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos y
en los puntos minimos de su grafica

[Una funcion no crece ni decrece en los puntos donde la
grafica intercepta al eje x

[Una funcién no crece ni decrece en los intervalos donde su|
grafica es horizontal

[Una funcioén no crece ni decrece en sus puntos maximos, en
sus puntos minimos y en las intersecciones con el eje de las  — - - -
abscisas

Una funcion no crece ni decreceenx=0yy =0 - - - -

b) En el pre—test, en la pregunta 5 del Cuestionario 2 (Fig. 4.123) €l asocia a los puntos
de estabilizacion de f{x) con x = 0; su respuesta es idéntica para g(x) (ver TABLA
4.74). Las respuestas anteriores no son aceptables, pero si son consistentes, pues sus
elementos de juicio son iguales en ambos casos. En el post-test, su respuesta es
aceptable y consistente para f{x); para g(x) su respuesta también es aceptable pero no es
consistente pues incluye un punto (x = 2), que si bien se encuentra en la vecindad del
unico punto de estabilizacion de g(x), no cumple con esta condicion. Revisando las
producciones de Teodoro (Fig. 4.122) y sus argumentos durante la entrevista (“‘una
funcion se estabiliza en aquellos puntos donde no crece ni decrece”) encontramos que,
en este caso, les faltd consistencia a sus concepciones finales.

5. ;Paraqué x, las siguientes graficas contienen puntos o zonas donde se estabiliza el comportamiento de las funciones que representan?

5 &)y x=2 B ax=-1 &) & r=-1 B) r=2
-2 0T A\ 4 Bax-z Dtra, 101 o2 03 i3 Ex=1 Otra;

Fig. 4.123
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. .r C i tabl i
TABLA 4.74 Puntos o intervalos donde una funcion oncepelones aceprav’es y concepeiones

alternativas
estabiliza su comportamiento Pretest Postest y
entrevistas

Una funcion se estabiliza en los puntos maximos y minimos| _

de su grafica (aceptable) v
Una funcion se estabiliza en los puntos donde la grafica _ _
intercepta al eje x

Una funciéon se estabiliza en la vecindad de un punto _

maximo v
[Una funcion se estabiliza en x =0 v _

e. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

Funciones que cumplen con la condicion: f{x) >0y f(x) < 0. En el pre—test, en la
pregunta 1 del Cuestionario 3 (Fig. 4.124) la respuesta dada por Teodoro cumple con las
dos condiciones especificadas pero es incompleta, pues solo elige una (opcion C) de las
tres graficas que cumplen con las condiciones especificadas (ver TABLA 4.75); esta
eleccion creemos que se relaciona con el hecho de que la grafica correspondiente a la
opcion C ademas de cumplir con f{x) >0y f(x) <0, es la tnica que cumple con x > 0.
En el post—test no hay cambio en su respuesta.

. A quzgar por sus graficas, en cudl o cudles de las sigmentes funciones se satisface que fx)=0 v £ (x) <07

S

Fig. 4.124

TABLA 4.75 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones ngff‘atzszsy concepetones

Sfx)>0yf(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones f{x) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0 | - -
otra parte que cumple con x> 0

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple V4 V4
conx >0

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con fix)>0yx<0
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La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con f{x) <0

Funciones que cumplen con la condicion: g(x) < 0y g’(x) > 0. En el pre—test, en la
pregunta 2 del Cuestionario 3 (Fig. 4.125) la respuesta dada por Teodoro es aceptable
pero incompleta, ya que solo elige una (opcion D) de las tres graficas que cumplen con
las condiciones especificadas (ver TABLA 4.76); suponemos que la razon de esta
respuesta se encuentra en la asociacion que se establece entre las funciones que cumplen
con g(x) <0y g’(x) >0y las que cumplen con x <0y g(x) <0. En el post—test Teodoro
vuelve a elegir la opcién anterior y una grafica mas (opciéon D) cuya ubicacion y
comportamiento no corresponden a las condiciones especificadas, pero que tiene un
elemento en comun con la otra grafica: ambas cumplen con la condicion x < 0; esto
nos hace suponer que el criterio de seleccion fue la expresion “< 07, presente en g(x) <

0yg’(x)>0.

2. Estas graficas corresponden a ciertas funciones giz). ;En cudl o cudles se cumple que g(x)<0 v g7(x) =07

I, R H_iﬂ S T P
0 4
e E— —/' £(x)
/—_— o & &)
BE) 9] Iy

&) 0 & E

Fig. 4.125

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.76 Funcién que cumple con las condiciones .
alternativas

gx)<0yg’(x)>0

Pretest Postest y

entrevistas

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y - -
otra parte que cumple con x> 0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica cumple con x <0y con g(x) >0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica cumple con x <0

- v

Funciones que cumplen con la condicion: #(x) > 0y A’(x) > 0. En la pregunta 3 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.126), en el pre—test, Teodoro solo elige la grafica que ademas de
cumplir con las condiciones especificadas cumple con x > 0 (ver TABLA 4.77); es
decir, parece asociar las graficas que cumplen con A(x) > 0y #’(x) > 0 con las que
cumplen con A(x) > 0, h’(x) > 0 y x> 0. En el post—test su respuesta no cambia.

Las siqwentes graficas corresponden a ciertas funciones 2(x). ;Cudl o cudles de eflas son tales que A(x) >0 v & (x) >07
B Bl Bl Bl
- 0
C # . 0 5 5
) B) 8 8]

Fig. 4.126
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TABLA 4.77 Funcién que cumple con las condiciones | Coneepeiones ngitzszsy concepciones
9
h(x)>0y h’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h2’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las _ _
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0 v v
cuando cumple con x> 0

Funciones que cumplen con las condiciones: y <0y y’ <0. La opcién que Teodoro
selecciona en la pregunta 4 del Cuestionario 3 (Fig. 4.127), en el pre—test no cumple con
las dos condiciones especificadas, pero si cumple con x <0y con y <0, es decir, para
su eleccidn ¢l asocia las funciones que cumplen cony <0y y’ <0 con las que cumplen
conx <0yy<0.En el post—test cambia esta respuesta seleccionando ahora una grafica
(opcidn D) que si cumple con y <0y »’ <0; esta respuesta es incompleta pues omite
seleccionar la otra grafica (opcion D, TABLA 4.78) que igualmente cumple con las
condiciones especificadas.

4. Las siguientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =57x). ;Para cudl o cudles de ellas se cumple que y <0y p <07

X i} 5

A
Fig. 4.127

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Postest y
entrevistas

TABLA 4.78 Funcién que cumple con las condiciones

yx)<0yy(x)<0

Pretest

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple conx <0y y <0

La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple con x <0

- v

Puntos que cumplen con la condicion: f’(x) = 0. Al indagar en las concepciones de
Teodoro respecto de los puntos que cumplen con la condicion f’(x) = 0 (Fig. 4.128),
encontramos que, en el pre—test, su eleccion es por la opcion x = 0 (ver TABLA
4.79). En el post—test su respuesta cumple con las condiciones establecidas.

5 jParaogqué x 7 (x) =07

OTRA
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.79 Puntos que cumplen con la alternativas
condicién f(x) = 0 Pretest Postest y
entrevistas

- v

Los puntos que cumplen con la condicion £ °(x) = 0 son los
maximos y minimos de la funcién (aceptable)

En x =0 se cumple la condiciéon f(x) =0 Vv -

En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion

1) =0

Determinacién de la f’(x) en un punto dado. La opcion seleccionada por Teodoro en
el pre—test, en la pregunta 6 del Cuestionario 3 (ver Fig. 4.129) vincula la derivada de la
funcién en x = 1 con su ordenada en ese punto (ver TABLA 4.80). En el post-—test la
derivada de la funcidn se relaciona con el valor de la abscisa en la interseccion de la
tangente con el eje horizontal.

6. iCual es el valor correcto de /" (x) parax =17

"'i}q_ Jffx)

& =3 Bf1)=4
o f =25 D (1=-1

5 1 e : E)F(1) =38 Otra

Fig. 4.129

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.80 f’(x) en un punto dado alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La f(x) en un punto dado es igual a la pendiente de la
tangente a la funcion en ese punto (aceptable)
La f°(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto v

La f(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en|
donde la tangente en el punto x cruza al eje x

- v

f. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion positiva con imagen positiva y creciente y funcion que cumple con /(x) > 0
y h'(x) > 0. Al formularse la pregunta verbalmente, en el pre—test, la respuesta de
Teodoro se debe a que las condiciones positiva y creciente, son vinculadas con graficas
que tienen abscisas y ordenadas positivas. En el post—test, su respuesta es aceptable y
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consistente incluso con sus producciones y argumentos elaborados durante la entrevista.
Cuando la pregunta se formula usando lenguaje analitico, su respuesta tanto en el pre—
test como en el post—test se define en términos de las funciones que ademas de
cumplir con A(x) > 0y & ’(x) > 0 cumplen con la condicion x > 0 (ver Figs. 4.114, 4.115,
4.126 y Tablas 4.68, 4.74). En este caso, el planteamiento analitico de la pregunta
supone una mayor dificultad para el estudiante respecto del planteamiento verbal.

Funcion con imagen negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x)
> 0. Al explorar las ideas de Teodoro relacionadas con las funciones con imagenes
negativas y crecientes encontramos que, si la pregunta se plantea verbalmente, las
respuestas del estudiante tanto en el pre—test como en el post—test son consistentemente
aceptables; esta consistencia incluye las graficas y explicaciones construidas durante la
entrevista. Sin embargo, cuando este cuestionamiento se hace utilizando lenguaje
analitico, sus respuestas estdn relacionadas con el vinculo que el estudiante establece
entre las funciones que cumplen con g(x) < 0y g’(x) > 0 y las que cumplen con x < 0.
Claramente el lenguaje analitico, en este caso, significa mayor dificultad para Teodoro
que el lenguaje verbal (ver Figs. 4.116,4.117, 4.125 y Tablas 4.69, 4.75).

Funcion con imagen positiva y decreciente y funcion que cumple con f{x) >0y
f(x) < 0. Cuando la pregunta se plantea usando lenguaje verbal, en el pre—test su
respuesta obedece a que las condiciones positiva y decreciente, son relacionadas con
graficas que tienen abscisas y ordenadas positivas; en el post—test la respuesta es
aceptable. Al presentar la pregunta usando lenguaje analitico, tanto en el pre—test como
en el post—test, su respuesta es incompleta debido a la relacion que Teodoro establece
entre las funciones que cumplen con f{ix) >0y f(x) <0, y las que cumplen con f{x)
>0, f(x) <0, x> 0. Nuevamente, aqui se observa como el lenguaje analitico encierra
mayor dificultad para el estudiante respecto del planteamiento verbal (ver Figs. 4.118,
4.119, 4.124 y Tablas 4.70, 4.74).

Funcion con imagen negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y p’ <
0. Revisando las respuestas dadas por Teodoro relativas a las funciones con imagenes
negativas y decrecientes encontramos que, cuando la pregunta se plantea verbalmente
en el pre—test, su respuesta es incompleta. Las graficas que elige en el post—test
corresponden a funciones con imagenes negativas y decrecientes, es decir, son
consistentemente aceptables. Si la pregunta se plantea analiticamente, en el pre—test su
respuesta no cumple con las condiciones especificadas porque se asocia las funciones
que cumplen cony <0y y’ <0 con las que cumplen con x <0y y < 0; en el post—test
la respuesta es incompleta, siendo esta una evidencia mas de que el lenguaje algebraico
supone una mayor dificultad para el estudiante que el lenguaje verbal (ver Figs. 4.120,
4.119,4.127 y Tablas 4.71, 4.77)

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f’(x) = 0. En este caso,
las respuestas de Teodoro son muy consistentes, pues el cambio del lenguaje utilizado
en la pregunta no vario sus respuestas. En el pre—test se asocian los puntos estables de la
funcién con x = 0 y en el post—test con los maximos y minimos de la funcion (ver Figs.
4.123,4.128 y Tablas 4.73, 4.78).
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Los resultados obtenidos, denotan cambios en las concepciones iniciales de este
estudiante aproximandose fuertemente a las concepciones que son aceptadas por la
matematica escolar. Sin embargo, las respuestas obtenidas respecto de los puntos de
estabilizacion no tienen suficiente consistencia. Por ello asumimos que en este caso se
opero una reestructuracion débil.

Por otra parte, las respuestas obtenidas en el Cuestionario 3, muestran claramente que
para este estudiante el manejo de la representacion analitica supuso un mayor grado de
dificultad con relacion a la representacion verbal, pues en lo general, las respuestas
fueron dadas atendiendo solamente a los operadores relacionales presentes en los
enunciados y no a las condiciones especificadas.
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Jorge

a. Concepciones relativas a la ubicacion de la grafica.

Funcion con imagen positiva

Pre—test. De acuerdo con las respuestas dadas a los cuestionarios (ver Tabla 4.81), se
observa que Jorge, en la respuesta dada a la pregunta 1A (Fig. 4.130) considera a la
funciéon con imagen positiva como aquella que tiene abscisas positivas; en el segundo
caso, pregunta 1B (Fig.4.131), explicitamente manifiesta la relacién que establece entre
funciébn con imagen positiva con aquella cuya grafica tiene abscisas positivas y
ordenadas negativas. En sus respuestas son apreciables sus inconsistencias; en la
primera pregunta su respuesta es aceptable pero en el segundo caso no.

Inter—test. Jorge opina que la funcion de la Fig. 4.1 es positiva en x > 3, respuesta que
solo es parcialmente aceptable, pues no en todo ese intervalo se cumple la condicion
especificada y ademas no considera otros intervalos donde ésta si se cumple. Notese
ademads que en el intervalo seleccionado por el estudiante las abscisas de la funcién son
positivas. Suponemos que esto obedece a una cierta asociacion que el estudiante
establece entre una funcién con imagen positiva y un intervalo donde ademas las
abscisas son positivas. Esta respuesta significa un cambio respecto de la concepcion
inicial, pero no en la direccion deseada.

Post—test. Las respuestas dadas a las preguntas (Fig. 4.130 y Fig. 4.131) manifiestan
cambios respecto del test anterior, pues sus respuestas en ambos casos son
consistentemente aceptables. Esto es confirmado por las graficas que Jorge dibujé (Fig.
4.132) cuando se le pidid construir graficas de funciones con imagenes positivas; en
todos los casos las graficas retnen las condiciones solicitadas y €l argumenta que las
funciones son positivas “porque estan por arriba del eje de las x, si estuviesen abajo iban

a ser negativas”. 2(x)
fix* 2 + 2
-1 + 1
| | — . } ¥ : :1 2 3 ; ;
5 -4 3 2 0] 1 2 x 2 1 0_ .
1 | T-1
5 T2
A)De 0al B)De 3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De-1a2 E)De -2 a-1 F) Otra:
Fig. 4.130 Pregunta 1A Fig. 4.131 Pregunta 1B

Fig. 4.132 Graficas de funciones positivas dibujadas por Jorge
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.81 Funcion positiva alternativas
Pretest | intertest | Postesty
entrevista
La funcién es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable) _ _ v

La funcion tiene imagen positiva si su grafica estd ubicada en la region
donde las abscisas son positivas

La funcion tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el primer
cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.

La funcidn es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de las
abscisas

La funcidn es positiva si es creciente — — —

La funcion es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente — — —

El intervalo en donde una funcion es positiva queda determinado por los
valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son abscisas u — — —
ordenadas)

Funcion con imagen negativa

Pre—test. En las respuestas dadas por Jorge a la pregunta 3A (Fig. 4.133) (ver Tabla
4.82), establece la relacion entre una funcidon con imagen negativa con aquella porcion
de la grafica cuyo intervalo tiene abscisas negativas a pesar de que esta por arriba del
eje x; en el segundo caso, en la pregunta 3B (Fig. 4.134), la respuesta es andloga a la
anterior: elige como intervalo para la funcién con imagen negativa donde la gréfica
tiene abscisas negativas y ordenadas positivas. Sus repuestas son consistentes pues en
ambos casos considera que una funcidén es negativa por el hecho de tener abscisas
negativas sin importar el signo de las ordenadas.

Inter—test. A la pregunta relativa a en qué intervalo la funciéon de la Fig. 4.1, el
. . 3
estudiante responde con el intervalo 5 < x < 3, respuesta que es aceptable pero que se

encuentra incompleta. Es posible que la explicacioén de esta respuesta se relacione con el
hecho de que en este intervalo la curva, ademas de ser negativa, delimita una region
cerrada.

Post—test. En las respuestas dadas a las preguntas de las Figs. 4.133 y 4.1.34 se observan
cambios respecto del test anterior, ya que sus respuestas en ambos casos son
consistentemente aceptables; ademds, éstas dan idea de haber logrado mayor
generalizacion pues propone respuestas aceptables que no estaban contempladas en las
opciones dadas. Esto se confirma con los bosquejos que Jorge elabord cuando se le
pidié construir graficas de funciones negativas (Fig. 4.135). En ambos casos sus
producciones corresponden a las caracteristicas especificadas y ademas ¢l manifiesta:
“estan debajo del eje de las x porque, si estuviesen arriba, iban a ser positivas”.

2(x)
1 1x) N
2 + 2
L) 14 T 1
NL 2 3 g 5 . L2 03 4 s
1 T T : : : s 1 T 1 T T T 7
2 0 o2 0N B
T -1
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L3 A

Fig. 4.135 Graficas para funciones con imagenes negativas
dibujadas por Jorge

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.82 Funcién negativa

alternativas
Pretest | Intertest | Postest
La funcion es negativa donde sus ordenadas son negativas _ v v

(aceptable)

La funcion tiene imagen negativa si su grafica esta ubicada en la

region donde las abscisas son negativas. v

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo del
eje de las abscisas

El intervalo en donde una funcion es negativa queda determinado
por los valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son - - -
abscisas u ordenadas)

La funcioén es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo del
eje de las abscisas

Una funcidn es negativa si es decreciente - - -

Una funcidn es negativa si es negativa y creciente - - -

b. Concepciones relativas al comportamiento de la funcion.

Funcion creciente

Pre—test. Las respuestas proporcionadas por Jorge (ver TABLA 4.83) para ambas
graficas de la pregunta 2 del Cuestionario 1 (Figs. 4.136 y 4.137) no son aceptables
(opcidén A en ambas respuestas) pero si son consistentes: en la respuesta a la pregunta
2A Jorge relaciona funcidn creciente con el intervalo donde la grafica corresponde a una
funcién con imagen positiva, a pesar de que no es creciente en todo ese intervalo; la
respuesta que da para la pregunta 2B se basa en los mismo elementos de analisis.

Inter—test. Este estudiante opina que la funcion de la Fig. 4.1 crece en los intervalos -0
<x<1y2<x<7,respuesta que es aceptable y que denota un cambio respecto de la
concepcidon manifestada anteriormente. Para la funcion de la Fig. 4.8 Jorge opina que es
creciente en los intervalos -5 <x < -3, 1 <x <2y 3 <x <4, respuesta aceptable y
coincidente con su concepcion del test anterior.
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Post—test. Las respuestas brindadas por este estudiante satisfacen las condiciones
especificadas, en coincidencia con las tultimas concepciones externadas. Esto se
corrobora con las producciones (Figs. 4.141 y 4.143) y los argumentos ofrecidos
durante la entrevista en donde comenta: “la funcion es creciente cuando va subiendo (no
abund6 mads en este comentario, pero todas sus producciones fueron aceptables)”.

&)
/
fo) T T°
=41 + 1
I I T J I } 1 1 1 1 7z
5 4 3 2 -1 O_/] X 2 1 0__1/ X
2 A
A)De 5a-1 B)De -3a0 C)De -1 al A)De la5 B)De -1al C)De 0 a3
D)De-5a-3 E)De0Oal F)Otra: D)DeOas5 E)De -1 a0 F)Otra:

Fig. 4.136 Pregunta 2A Fig. 4.137 Pregunta 2A

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.83 Funcidn creciente alternativas
Intertest | Intertest | Postest
Pretest . y
1 2 entrevistas
La funcion es creciente si sus ordenadas son positivas v _ _ _
La funcidn es creciente si su imagen es negativa - - - -
La funcion es creciente si, a medida que crecen las abscisas v v v

crecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcion sube, la funcion es creciente, sin|
importar si las abscisas crecen o decrecen

El intervalo donde la funcidon es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus| — - - -
limites

La funcion es creciente si sus abscisas son positivas - - - -

Funcion decreciente

Pre—test. Las respuestas proporcionadas por Jorge (ver TABLA 4.84) para ambas
graficas de la pregunta 4 del Cuestionario 1 (Figs. 4.138 y 4.139) no son aceptables
(opciones C y A, respectivamente) pero si son consistentes: en la respuesta a la pregunta
4A Jorge vincula funcion decreciente con el intervalo donde la grafica corresponde a
una funcion con imagen negativa, a pesar de que no es decreciente en todo ese intervalo;
la respuesta que da para la pregunta 4B es similar.

Inter—test. Por otra parte, este estudiante opina que la funcion de la Fig. 4.1 es
decreciente en el intervalo 1 < x < 2, respuesta que es aceptable, y que denota cambios
respecto de las concepciones manifestadas anteriormente. Con relacion a la funcion de
la Fig. 4.8, este estudiante opina que decrece en los intervalos -3 <x <-1,0<x<1y2
< x < 3, respuesta aceptable y que corresponde con las concepciones observadas en el
ultimo test.
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Post—test. Las respuestas de este estudiante para las funciones de las figuras 4.138 y
4.139 son aceptables y consistentes. Esto se confirma con las producciones (Fig. 4.145)

y los argumentos ofrecidos durante la entrevista en donde comenta:

decreciente cuando baja”.

“una funcién es

2
/\ﬂx\ .
} | ! ! } |
5 4 3 2 W
1

2

A)De 5a-1 B)De-3a0 C)De -1 al

D)De-5 a0 E)De-5a-3 F)Otra: D)De-2a-1

Fig. 4.138 Pregunta 4A

A)De 2a0 B)De 0a3
E)De 1a3 F)Otra:

Fig. 4.139 Pregunta 4B

C)De -1 al

Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.84 Funcion decreciente

labscisas decrecen sus ordenadas (aceptable)

Intertest | Intertest | Postesty
Pretest .
1 2 entrevistas
La funcion es decreciente si sus ordenadas son negativas v _ _ _
La funcion es decreciente si, a medida que crecen las
d - v v v

Si la grafica de la funcion baja, la funcion es decreciente,
sin importar si las abscisas crecen o decrecen

La funcién es decreciente si sus abscisas son negativas

La funcion es decreciente si, ademas de cumplir esta
condicion, es negativa

La funcion es decreciente si sus abscisas y sus ordenadas

son negativas

c. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones.

Funciéon con imagen positiva y creciente. En la pregunta 1 del Cuestionario 2 (Fig.
4.140), en el pre—test, la unica grafica correspondiente a una funcidon cuya imagen sea
positiva y creciente que no selecciona es aquella que tiene abscisas negativas y en su
lugar selecciona la grafica D (ver TABLA 4.85), que tiene una parte con ordenadas
positivas y otra negativas, pero cuyas abscisas son positivas. Creemos que con esta
eleccion se muestra la asociacion entre las funciones con imagenes positivas y
crecientes con aquellas graficas que tienen abscisas positivas. En el post—test se
manifiestan ideas aceptables y consistentes. Las producciones del estudiante durante la
entrevista (Fig. 4.141) en donde ¢l argumenta que “las graficas cuando suben son
crecientes” y “las funciones son positivas porque estan por arriba del eje de las x”

corroboran estas observaciones.

1. Bubrava el o los incisos que corresponden a gréficas de fnciones que son a la vez positivas y crecientes.

VRNV

Fig. 4.140 Pregunta 1

OTRA
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Fig. 4.141 Graficas para funciones con imagenes
positivas y crecientes dibujadas por Jorge

Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.85 Funcién positiva y creciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La funcion es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcién es positiva y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva y creciente cuando, ademas de ser|
creciente, posee abscisas positivas

La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - -
de las abscisas

Funcién con imagen negativa y creciente. En el pre—test, en la pregunta 2 del
Cuestionario 2 (Fig. 4.142) selecciona dos de las tres graficas correspondientes a
funciones con imagenes negativas y crecientes que se encuentran a la vista. La tercera
grafica seleccionada tiene una imagen positiva y creciente pero posee abscisas
negativas; esta ultima caracteristica es la razon de que haya sido elegida y es evidencia
de la vinculacion que el estudiante establece entre funciones con imagenes negativas y
crecientes con graficas que tengan abscisas negativas. En el post—test su respuesta es
aceptable (ver TABLA 4.86) y consistente y se ve reforzada por sus producciones (Fig.
4.143) y argumentos durante la entrevista en donde expresa que “las funciones
negativas estan debajo del eje de las x porque, si estuviesen arriba, iban a ser positivas”
y “son crecientes cuando suben”.

2. Bubraya el o los incisos que corresponden a gréficas de funciones que son ala ver negativas ¥ crecientes
o s

s " B} )] ja} OTRA
A
1

0
&
i)
}.142 Pr '
- - v [
T 3 A
/ 8- /

Fig. 4.143 Graficas para funciones con imagenes
negativas y crecientes dibujadas por Jorge
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Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.86 Funcién negativa y creciente concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcidn es negativa si comienza a trazarse abajo del eje
e, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - -
de las abscisas

La funcion es negativa y creciente cuando, tiene abscisas
negativas.

Funcién con imagen positiva y decreciente. En la pregunta 3 del Cuestionario 2 (Fig.
4.144), en el pre—test, Jorge selecciona la grafica C (ver TABLA 4.87), que ademas
corresponder a una funcioén decreciente con imagen positiva, a diferencia de las graficas
Ay E que también cumplen estas condiciones, tiene sus abscisas positivas. Explicamos
esta eleccion con el vinculo que el estudiante establece entre funciones con imagenes
positivas y decrecientes con las graficas de funciones que tienen abscisas y ordenadas
positivas. En el post—test se observan ideas aceptables y consistentes con un mayor
grado de generalizacion respecto del pre—test y esta observacion es reiterada por las
producciones del estudiante durante su entrevista (Fig. 4.145) en donde manifiesta que
“las funciones son positivas porque estan por arriba del eje de las x” y “una funcion es
decreciente cuando baja”.

3. iCudl de las siguientes graficas corresponden a funciones que son ala vez positivas ¥ decrecientes?

=R =

B OTRA

Fig.4.144 Pregunta 3

Fig. 4.145 Graficas para funciones con imagenes
positivas y decrecientes dibujadas por Jorge
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.87 Funcién positiva y decreciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La funcién es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcién es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, y es decreciente si baja, sin importar el sentido del - -
cambio de las abscisas

Funcion con imagen negativa y decreciente. En el pre—test, en la pregunta 4 del
Cuestionario 2 (Fig. 4.146) solo selecciona una de las tres graficas que cumplen con las
condiciones especificadas: aquella cuyas abscisas son negativas (opcion E), y de las
otras dos graficas seleccionadas, la primera (opcidon A) en su comienzo tiene abscisas
negativas y toda la segunda (opcion C) tiene abscisas negativas (ver TABLA 4.88); en
su respuesta, Jorge privilegia la asociacioén entre funciones decrecientes con imagenes
negativas con graficas que tienen abscisas negativas. En el post—test selecciona las
graficas que cumplen con las condiciones especificadas. Este cambio se ve reforzado
por las producciones del estudiante (Figs. 4.135 y 4.145) y sus comentarios de que “las
funciones negativas estan debajo del eje de las x porque, si estuviesen arriba, iban a ser
positivas” y “una funcién es decreciente cuando baja”.

4. jOué graficas corresponden a funciones que son a la vez negativas y decrecientes?

= R S = =F

Fig. 4.146

COTRA

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Pretest | Postest y

TABLA 4.88 Funcion negativa y decreciente
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entrevistas

La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de|
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcion es negativa y decreciente cuando posee abscisas
negativas

d. Concepciones relativas a la estabilidad de una funcion

a) Pre—test. Explorando las ideas del estudiante respecto de sus puntos de
estabilizacion, revisamos lo que Jorge contesta a la pregunta 5 del Cuestionario
1 (Fig. 4.147), donde ¢l asocia los puntos de estabilidad de la funciéon con x = 0;
(ver TABLA 4.89).

Inter—test. Cuando este estudiante analiza la funcion de la Fig. 4.1, considera que
la funcion no crece ni decrece en los puntos x = -0.5, x = 1.5 y x = 3, puntos en
donde la funcién no cumple con la condicion especificada y si por el contrario
intercepta al eje de las abscisas, externando con ello la concepcion alternativa
identificada en el test anterior. Luego, al analizar la funcion de la Fig. 4.8,
manifiesta que para ¢l la funcion se estabiliza en el intervalo -1<x < 0, respuesta
aceptable e incompleta, pero que denota cierto progreso respecto de las
anteriores concepciones.

Post—test. El estudiante selecciona todas las intersecciones de la grafica con el
eje de las abscisas y ademas uno de los puntos donde la funcion se estabiliza.
Esta respuesta no es aceptable pero si consistente, es decir, sus criterios de
analisis son aplicados con mucha uniformidad y hay evidencia de la relacion que
el estudiante establece entre los puntos donde la funcion no crece ni decrece con
sus intersecciones con el eje x y también con el minimo de la funcion. Estas
ideas las refuerza con sus producciones (Fig. 4.148) y sus argumentaciones
vertidas durante la entrevista en donde manifiesta que “la funcidén se estabiliza
en su maximo y su minimo, donde no crece ni decrece y en los puntos donde
cruza al eje de las x”. Todo lo anterior configura cambios en las concepciones de
este estudiante en distintos sentidos, es decir, aproximandose a las concepciones
reconocidas por la disciplina y alejandose posteriormente de ellas.

5. iDonde la funcidn no crece m decrece?

&) Enx= -5 E) Enx=-2 ) De-2al D)Enx =1
A 2 ElEnz= -1 FiEnx=0 () Ctras
/\ 1
| | I |
H -4 3 -2 a1 0 1y
Fig. 4.147

Fig. 4.148 Gréafica de una funcién con puntos en donde
se estabiliza su comportamiento dibujada por Jorge
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Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.89 Funcién que no crece ni decrece Intertest | Intertest | Postesty

Pretest 1 2 entrevistas

[Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos y
en los puntos minimos de su grafica o en donde ésta sea — - - v
horizontal (aceptable)

[Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos y
en los puntos minimos de su grafica

[Una funcién no crece ni decrece en los puntos donde la
grafica intercepta al eje x

[Una funcién no crece ni decrece en los intervalos donde su|
grafica es horizontal

[Una funcion no crece ni decrece en sus puntos maximos, en
sus puntos minimos y en las intersecciones con el eje de las  — - - -
abscisas

Una funcion no crece ni decreceenx =0y y =0 v _ _ _

b) En el pre—test, en la pregunta 5 del Cuestionario 2 (Fig. 4.149), asocia los puntos de
estabilidad de la funcién con el valor x = 0 y con el maximo de f{x); para g(x) la
respuesta es parecida pues elige x = 0 y una de las intersecciones de g(x) con el eje x;
estas respuestas no son aceptables, pero en ellas hay consistencia con su respuesta a la
pregunta anterior: hay una fuerte relacion entre los puntos de estabilidad de las
funciones con x = 0, y también hay relacion de las funciones con sus intersecciones con
el eje de las abscisas y con los puntos donde efectivamente se estabiliza (ver TABLA
4.90). En el post—test, la relacion entre los puntos de estabilidad de la funcién con x =0
se ha removido y en su lugar se manifiesta un fuerte vinculo entre las intersecciones de
las funciones con el eje x con sus puntos de estabilidad. Las observaciones anteriores se
refuerzan con sus producciones (Fig. 4.148) y sus argumentaciones durante la
entrevista: “la funcion se estabiliza en su maximo y su minimo, donde no crece ni
decrece y en los puntos donde cruza al eje de las x”.

5. iParaqué x, las siguientes graficas contienen puntos o zonas donde se estabiliza el comportamiento de las funciones que representan?

o A) x=2 B r=-1 A K x=1 D x=2
AN A0 1 A, me-2 Otea; U0 1 oz 5\ & Ex=1 Otra;

Fig. 4.149
TABLA 4.90 Puntos o intervalos donde una funcion | ©°"°Peiones ﬁgntaabéizsy concepetones
estabiliza su comportamiento Pretest Postest y
entrevistas
[Una funcion se estabiliza en los puntos maximos y minimos| v v
de su grafica (aceptable)
Una funcion se estabiliza en los puntos donde la grafica _ v
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intercepta al eje x

[Una funciéon se estabiliza en la vecindad de un punto
maximo

Una funcioén se estabiliza enx =0 v —

e. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

Funciones que cumplen con la condicién: f{x) > 0y f(x) < 0. Al investigar en las
ideas de Jorge respecto de las funciones que cumplen con las condiciones f{ix) > 0 y
f () < 0 (Fig. 4.150), encontramos que en el pre—test ¢l solo selecciona una de las
funciones que cumplen con la ubicacion y comportamiento indicado, aquella que
cumple con x < 0; el criterio de seleccion en ese momento parece estar determinado por
la asociacion que establece entre las funciones que cumplen con fix) >0y f(x) <0y
las que cumplen con f{x) > 0, f(x) < 0, x < 0 (ver TABLA 4.91). Su respuesta en el
post—test es consistente y aceptable.

1. A juzgar por sus graficas, en cudl o cudles de las siguientes funciones se satisface que fx)=0 v 77 (x) <07

A A0 i
£ o s e L 5 o)
0 1 e 5 \ o 3
) E) ] n)] E) OTRA

Fig. 4.150

TABLA 4.91 Funcién que cumple con las condiciones | Concepciones Z‘l’gﬁiszg concepeiones

JS)>0yf(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones fix) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y - -
otra parte que cumple con x> 0

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple v -
conx >0

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con fix)>0yx<0

La funcién cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con f{x) <0

- v

Funciones que cumplen con la condicion: g(x) < 0 y g’(x) > 0. En el pre—test,
pregunta 2 del Cuestionario 3 (Fig. 4.151) Jorge solo selecciona una de las tres graficas
que cumplen con las condiciones senaladas (ver TABLA 4.92) aquella que corresponde
a la expresion x > 0, indicando asi el vinculo que ¢l establece entre las funciones que
son negativas y crecientes con las que, ademés de cumplir con estas condiciones tienen
abscisas positivas. En el post—test, elige las tres graficas que cumplen con g(x) <0y
g'(x)>0.

2. Estas graficas corresponden a clertas funciones g(x). ;En cudl o cudles se cumple que g(x)<0 v g(x) =07

FJ £ £ €0 01 x ‘ 0 i
I
B m— —/ ' e
/"__ 0 5 £l
Dy

sy 90 @ 5)] oy E)

Fig. 4.151
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TABLA 4.92 Funcién que cumple con las condiciones | “oncepciones ngitzszsy concepetones

gx)<0yg’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) >0
cuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0 | - -
otra parte que cumple con x>0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica cumple con x <0y con g(x) > 0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica cumple con x <0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica, ademas de cumplir con estas condiciones 4 -
cumple con x <0

- v

Funciones que cumplen con la condicion: #A(x) > 0 y A’(x) > 0. La unica grafica
seleccionada por Jorge, como respuesta a la pregunta 3 del Cuestionario 3 (Fig. 4.152),
en el pre—test, es aquella que, ademas de cumplir con A(x) > 0y A’(x) > 0, cumple con
x > 0, no obstante que existen dos graficas mas que cumplen con estas condiciones (ver
TABLA 4.93); en este caso identificamos una situacion similar a las que ya
mencionamos anteriormente: relaciona las graficas que cumplen con A(x) > 0y A’(x) >
0, con las que cumplen con A(x) > 0, A’(x) > 0 y x > 0. En el post—test, elige solo dos de
las tres graficas que cumplen con las condiciones especificadas.

3. Las signientes graficas corresponden a clertas funciones &0x). 5 Cudl o cudles de ellas zon tales que &) =0 v B 7Gx =07
B
e B B B /
z a
T A n 0 R P o P
&) =] 3] jmy] E

Fig. 4.152

OTRA

TABLA 4.93 Funcién que cumple con las condiciones | Concepciones ng_itgszsy conceperones

h(x)>0yh’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

- v

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
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abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando cumple con x> 0

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando cumple con x > 0

Funciones que cumplen con las condiciones: y <0y y’ <0. En la pregunta 4 del
Cuestionario 2 (Fig. 5.153), en el pre—test, no elige grafica alguna. En el post—test,
selecciona las dos graficas que cumplen con las condiciones especificadas (ver TABLA
4.94).

4. Las siguientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =#Tx). ; Para cudl o cudles de ellas se cumple que y <0y p <07
: e NP e

a 3

£ E) < h

A

OTRA
Fie. 5.153

TABLA 4.94 Funcién que cumple con las condiciones | Concepciones ﬁgﬁgizg concepetones

yx)<0yy (x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple conx <0y y <0

La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple conx <0

- v

Puntos que cumplen con la condicién: f’(x) = 0. En el pre—test, la respuesta dada por
Jorge a la pregunta 5 del Cuestionario 3 (Fig. 4.154) incluye dos puntos: una de las
intersecciones de la curva con el eje de las abscisas y el otro, el minimo de la funcién
(ver TABLA 4.95). En el post—test se presentan cambios, ya que la respuesta dada por
Jorge incluye los puntos méximo y minimo de la funcion.

5. jParaqué x /=07

Ay x=-2 B) x=-1

Crx=0 INx=1

.2\_;_/|D 1 2\,3; Eyx=2 Otra

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

TABLA 4.95 Puntos que cumplen ~~= '~

condicién f(x) = 0 Fig. 4.154 Pretest Postest y
entrevistas
Los puntos que cumplen con la condicion f *(x) = 0 son los _ v
imaximos y minimos de la funcion (aceptable)
En x = 0 se cumple la condicion f(x) =0 - -
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En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion

’(X) =0 v -

Determinacién de la f’(x) en un punto dado. Con relacion a las ideas que el
estudiante manifiesta en el pre—test respecto de la evaluacion de la derivada de una
funcién en un punto, pregunta 6 del Cuestionario 3 (Fig. 4.155), encontramos que ¢l
obtiene la respuesta de las intersecciones de la tangente a la curva en el punto en
cuestion, con los ejes coordenados (ver TABLA 4.96). En el post—test su respuesta es
aceptable.

fi. i Cual es el valor correcto def ' (x) parax =17

A

& Fi=3 B()=4
o) =25 D=1
Ex/(1) =3m  Otra__

Fig. 4.155

Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.96 f”(x) en un punto dado alternativas
Pretest Postest y

entrevistas
La f(x) en un punto dado es igual a la pendiente de la _
tangente a la funcidn en ese punto (aceptable) v
La f°(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto - -
La f(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en _
donde la tangente en el punto x cruza al eje x v

f. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion con imagen positiva y creciente y funcion que cumple con A(x) >0y h'(x) >
0. Cuando la pregunta se plantea verbalmente, en el pre—test se manifiesta la presencia
de una concepcion alternativa, que consiste en asociar las funciones con imagenes
positivas y crecientes con aquellas graficas que tienen abscisas positivas. En el post—
test, la respuesta es consistentemente aceptable, consistencia que también se muestra en
las graficas y explicaciones vertidas por el estudiante durante la entrevista. Al hacer el
cuestionamiento en forma analitica en el pre—test, también se manifiesta la concepcion
alternativa ya referida: relaciona las funciones que cumplen con A(x) > 0y A’(x) > 0,
con las que ademds cumplen con x > 0; en el post—test, selecciona dos graficas que dan
cumplimiento a las condiciones especificadas, pero faltdé incluir una grafica mas. El
estudiante muestra un mejor desempefio cuando la pregunta se hace verbalmente (ver
Figs. 4.140, 4.141, 4.152 y Tablas 4.85, 4.93).

Funcion con imagen negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x)

> (. Al plantear la pregunta en forma verbal, en el pre—test se manifiesta una concepcion
alternativa: vincula las funciones con imagenes negativas y crecientes con graficas que
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tengan abscisas negativas; en el post—test la respuesta es consistente y aceptable. Si la
pregunta se hace usando lenguaje analitico, en el pre—test también hay evidencia de una
concepcion alternativa: asocia las funciones que cumplen con g(x) < 0y g’(x) > 0 con
las que ademas de cumplir con esas condiciones también cumplen con x > 0; en el post—
test la respuesta es aceptable y consistente (ver Figs. 4.142, 4.143, 4.151 y Tablas 4.86,
4.92). El cambio en el lenguaje usado en esta pregunta no supuso un cambio importante
en las respuestas del estudiante.

Funcion con imagen positiva y decreciente y funcion que cumple con f(x) >0y
f(x) < 0. Cuando el cuestionamiento es formulado en forma verbal, en el pre—test
asocia las funciones con imagenes positivas y decrecientes con las graficas de
funciones que tienen abscisas y ordenadas positivas. En el post—test, la respuesta es
consistentemente aceptable en coincidencia con las producciones y argumentos
formulados por el estudiante en la entrevista. Cuando la pregunta se hace
analiticamente, en el pre—test la respuesta es incompleta pues elige solo aquella
grafica que ademds de cumplir con f{x) >0y f’(x) <0 cumple con x <0; en el post—
test la respuesta cumple con las condiciones establecidos (ver Figs. 4.144, 4.145, 4.150
y Tablas 4.87, 4.91). No hay diferencia relevante en las respuestas de Jorge al cambiar
el lenguaje usado en la formulacion de la pregunta.

Funcion con imagen negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y y’ <
0. Cuando la pregunta involucrd lenguaje verbal, en el pre—test, privilegia la asociacion
entre funciones con imagenes negativas y decrecientes con graficas que tienen abscisas
negativas. En el post—test la respuesta ofrecida fue aceptable y consistente, asi como
también sus producciones y argumentos desarrollados durante la entrevista. Cuando la
pregunta se formuld usando lenguaje analitico, en el pre—test no selecciond grafica
alguna y en el post—test su respuesta fue aceptable y consistente (ver Figs. 4.146,
4.5.135, 4.145, 4.153 y Tablas 4.88, 4.94). El cambio del lenguaje usado en la pregunta
no afectd el desempefio del estudiante.

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f’(x) = 0. Cuando la
pregunta se plantea usando lenguaje verbal, en el pre—test Jorge asocia los puntos
estables de una funcion con x = 0 y con el méximo de la misma. En el post—test vincula
los puntos estables con las intersecciones de la funcion con el eje de las abscisas; esta
concepcion también se manifiesta en las producciones y comentarios de Jorge vertidos
durante la entrevista. Cuando la pregunta se plantea usando lenguaje analitico, en el
pre—test los puntos de estabilidad de la funcién son asociados con las intersecciones de
la grafica con el eje de las x y con el minimo de la funcion. En el post—test, la respuesta
es aceptable. En este caso, al estudiante parecio serle mas accesible el lenguaje analitico
(ver Figs. 4.149, 4.148, 4.154 y Tablas 4.90, 4.95). Todo lo anterior configura cambios
en las concepciones de este estudiante en distintos sentidos, es decir, algunas veces,
aproximandose a las concepciones reconocidas por la disciplina y otras, alejdndose de
ellas.
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Marisol
a. Concepciones relativas a la ubicacion de la grafica.

Funcion con imagen positiva

Pre—test. De acuerdo con las respuestas brindadas por Marisol (ver Tabla 4.97), a la
pregunta 1A (Fig. 4.156) ella considera a la funcidon con imagen positiva como aquella
que tiene abscisas positivas; en el segundo caso, pregunta 1B (Fig.4.157), es manifiesta
la relacion que establece entre funcion con imagen positiva con aquella cuya gréfica
tiene abscisas positivas. En sus respuestas son apreciables sus inconsistencias; en la
primera pregunta su respuesta es aceptable pero en el segundo caso no.

Inter—test. Cuando la estudiante analiza la funcion de la Fig. 4.1, para ella ésta es
positiva en los intervalos 0 < x < 1.5y 3 <x <7, en donde en efecto, la funciéon es
positiva, solo que es evidente que omitid la parte de la curva que también, siendo
positiva, se encuentra en el segundo cuadrante. Su respuesta parece denotar que una
funcioén es positiva si ademas de cumplir con esta condicion, tiene abscisas positivas.

Post—test. Sus respuestas (Fig. 4.156 y Fig. 4.157) manifiestan cambios respecto del
ultimo test, pues en ambos casos cumplen con la condicion establecida. Todo ello es
confirmado por las graficas que Marisol elabor6 (Fig. 4.158) cuando se le pidio
construir graficas de funciones con imagenes positivas; en todos los casos las graficas
retinen las condiciones solicitadas y los argumentos que usa son tales como: “las
funciones son positivas porque estan por encima del eje de las x”.

2(x)
Y

\ . g 23 4 ?
|2 -5 -1 0\ T Ll T T
i T \_/ ’
2 T-2
A)De Oal B)De 3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De-1a2 E)De -2 a—-1 F) Otra:
Fig. 4.156. Pregunta 1A Fig. 4.157. Pregunta 1B

Fig. 4.158 Graficas de funciones con imagenes positivas
dibujadas por Marisol
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.97 Funcion positiva alternativas
Pretest | intertest | Postesty
entrevista
La funcién es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable) v _ v

La funcion tiene imagen positiva si su grafica estd ubicada en la region
donde las abscisas son positivas

v v -

La funcion tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el primer
cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.

La funcidn es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de las
abscisas

La funcidn es positiva si es creciente — — —

La funcion es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente — — —

El intervalo en donde una funcion es positiva queda determinado por los
valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son abscisas u — — —
ordenadas)

Funcion con imagen negativa

Pre—test. En las respuestas dadas por Marisol a la pregunta 3A (opcion A, Fig. 4.159)
(ver Tabla 4.98), ella relaciona una funcidén con imagen negativa con aquella porcion de
la grafica cuyo intervalo tiene abscisas negativas a pesar de que esta arriba del eje x; en
el segundo caso, en la pregunta 3B (Fig. 4.160), la respuesta (opcion A) es analoga a la
anterior: elige como intervalo donde la funcion es negativa aquel donde la grafica tiene
abscisas negativas y ordenadas positivas. Sus repuestas son consistentes, pues siempre
usa los mismos elementos de andlisis (en ambos casos Marisol considera que una
funcién es negativa por tener abscisas negativas sin tomar en cuenta el signo de las
ordenadas), pero no son aceptables.

Inter—test. Cuando esta estudiante analiza la funcion de la Fig. 4.1, considera que esta
funcién es negativa en los intervalos x <-0.5 y 1.5 <x < 3, respuesta que es aceptable y
que refleja cierta evolucion respecto de las respuestas anteriores.

Post—test. Las respuestas obtenidas en el post-test (Fig. 4.159 y Fig. 4.160), son
consistentemente aceptables, ademas de que dan idea de haber logrado mayor
generalizacién en sus concepciones pues propone respuestas aceptables que no estaban
contempladas en las opciones dadas. Lo anterior se confirma con las graficas que
Marisol dibujé cuando se le pidi6 construir graficas de funciones negativas (Fig. 4.161)
en donde ella argumenta que: “una funcion negativa es aquella que se encuentra debajo

del eje x”. A <
\2 T ?
1 T1
N2 3 s s . N S FE S E
2 -1 0 X -2 -1 0, 1 X
T-1
45 T-2
A)De-1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De0Oa5 E) De 3 a5 F) Otra: D)De-2a-1 E)Dela3 F) Otra:
Fig. 4.159 Pregunta 3A Fig. 4.160 Pregunta 3B

Fig. 4.161 Graficas para funciones con imagenes
negativas dibujadas por Marisol



Las Respuestas en el Pre — Test, Inter — Test y Post — Test Capitulo IV

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Pretest | intertest Postest

TABLA 4.98 Funcién negativa

La funcion es negativa donde sus ordenadas son negativas

(aceptable) - v v

La funcion tiene imagen negativa si su grafica esta ubicada en la

region donde las abscisas son negativas. v

La funcién es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo del
eje de las abscisas

El intervalo en donde una funcion es negativa queda determinado
por los valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son - - -
abscisas u ordenadas)

La funcion es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo del
eje de las abscisas

Una funcidn es negativa si es decreciente - - -

Una funcidn es negativa si es negativa y creciente - - -

b. Concepciones relativas al comportamiento de la funcion.

7. 2.1 Funcion creciente

Pre—test. En la pregunta 2A del Cuestionario 1 (Fig. 4.162) la respuesta de Marisol es
aceptable (opcioén D); para la pregunta 2B (Fig. 4.163) también es aceptable (opcion C,
(1, 3)) aunque incluye un intervalo que se encuentra dentro de la opcion primeramente
seleccionada; ambas respuestas son consistentes entre si (ver TABLA 4.99).

Inter—test. Cuando esta estudiante analiza a la funcion de la Fig. 4.1, opina que ésta es
creciente en los intervalos -0 <x <1y 2 <x <7, respuesta que es aceptable. Ademas,
al analizar la funcion de la Fig. 4.8, considera que esta funcidon es creciente en los
intervalos 1 <x <2y 3 <x <4, es decir, intervalos en donde efectivamente la funcion
es creciente, pero en donde ademas, sus abscisas son positivas. Pareceria que esta
respuesta obedece a que esta estudiante considera que una funcion es creciente solo si,
ademas de cumplir esta condicion, tiene abscisas positivas. Esta respuesta significaria
un retroceso en las concepciones de la estudiante respecto de los resultados obtenidos en
el test anterior.

Post—test. Las dos respuestas son consistentemente aceptables e incluso reflejan una
idea con mayor grado de generalizacion respecto del ultimo test, toda vez que se ve
reforzada por las producciones de Marisol (Fig. 4.164) y por sus comentarios durante la
entrevista: “la funcion es creciente porque si va de izquierda a derecha, la funcion va
creciendo o sea, va aumentando”. )
/
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.99 Funcidn creciente alternativas
Pretest Intertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas

La funcion es creciente si sus ordenadas son positivas — - - —
La funcidn es creciente si su imagen es negativa - - - -
La funcion es creciente si, a medida que crecen las abscisas| _

crecen sus ordenadas (aceptable) v v v
Si la grafica de la funcidn sube, la funcidn es creciente, sin|
importar si las abscisas crecen o decrecen
El intervalo donde la funcidon es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus| — - - -
limites
La funcion es creciente si sus abscisas son positivas _ _ v _

Funcion decreciente

Pre—test. Al explorar las concepciones de Marisol respecto de las funciones decrecientes
encontramos, en la pregunta 4A del Cuestionario 1 (Fig. 4.164) que su respuesta es
aceptable (intervalo (-3, -1)), pero el intervalo identificado no abarca toda la parte
decreciente de f{x) y para g(x) en la pregunta 4B (Fig. 4.165) solo elige uno de los
intervalos (opcién D) en donde esta funcion es decreciente (ver TABLA 4.100).

Inter—test. En las respuestas ofrecidas por esta estudiante cuando analiza el
comportamiento de la funcién de la Fig.4.1, ella considera que la funcion decrece en el
intervalo 1 < x < 2, respuesta aceptable. Luego, cuando analiza la funcion de la Fig. 4.8,
ella opina que la funcion decrece en -3 <x <-1,0 <x <1y 2 <x <3, respuesta que es
aceptable

Post—test. Las respuestas a ambas preguntas son aceptables y consistentes, ya que todas
las opciones elegidas se apegan a la condicion especificada. Esta observacion se
confirma con las producciones (Fig. 4.171) y los argumentos que la estudiante
desarrolld durante la entrevista en donde manifestd que: “la funcién es decreciente

porque, de izquierda a derecha, la funcion va decreciendo 059, va disminuyendo”.
4

fo) T2 1

1

5 4 3 2 R 0_/1 X 2
/) -171 -

A)De -5a-1 B)De-3a0 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
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Concepciones aceptables y concepciones alternativas

TABLA 4.100 Funcion decreciente Intertest | Intertest Postest y

Pretest 1 2 entrevistas

La funcion es decreciente si sus ordenadas son negativas - - - -

La funcién es decreciente si, a medida que crecen las| v v v
abscisas decrecen sus ordenadas (aceptable)

Si la grafica de la funcidon baja, la funcion es decreciente,
sin importar si las abscisas crecen o decrecen

La funcion es decreciente si sus abscisas son negativas - - - -

La funcion es decreciente si, ademas de cumplir esta
condicion, es negativa

La funcion es decreciente si sus abscisas y sus ordenadas
son negativas

c. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones.

Funcién con imagen positiva y creciente. Cuando se investigan las ideas de Marisol
relativas a las funciones con imagenes positivas y crecientes en el pre—test, de las tres
gréficas correspondientes a funciones con imagenes positivas y crecientes que ella tiene
a la vista en la pregunta 1 del Cuestionario 2 (Fig. 4.166), solo elige dos (ver TABLA
4.101); la grafica que no es elegida (opcion E) tiene sus abscisas negativas. Suponemos
que la eleccion se hace porque las condiciones positiva y creciente, son vinculadas con
funciones que tienen abscisas y ordenadas positivas. En el post—test se manifiestan ideas
aceptables de mayor generalizacion respecto del pre—test, en virtud de que ahora elige
las opciones A, C y E. Las producciones de la estudiante durante la entrevista (Fig.
4.167) en donde ella argumenta que “las graficas cuando se encuentran sobre del eje x
son positivas y cuando estan debajo, se vuelven negativas” y “la funcion es creciente
porque, si va de izquierda a derecha, la funcidon va creciendo o sea, va aumentando”
corroboran estas observaciones.

Subraya el o los meisos que corresponden a gréficas de funciones gque son ala vez positivas y crecientes.

Ve A VA

OTR&

Fig. 4.166 Pregunta 1

Fig. 4.167 Graficas para funciones
con imagenes positivas y crecientes dibujadas por Marisol
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Concepciones aceptables y concepciones

TABLA 4.101 Funcion positiva y creciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La funcion es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcién es positiva y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcién es positiva y creciente cuando, ademds de ser
creciente, posee abscisas positivas

La funcién es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
e, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - -
de las abscisas

Funcién con imagen negativa y creciente. De las tres graficas correspondientes a
funciones con imagenes negativas y crecientes que Marisol tiene a la vista en la
pregunta 2 del Cuestionario 2 (Fig. 4.168) en el pre—test, solo elige dos (ver TABLA
4.102); la grafica que no es elegida (opcidon E) tiene sus abscisas positivas. Es probable
que la seleccion obedezca a que las condiciones negativa y creciente, son relacionadas
con funciones que tienen abscisas y ordenadas negativas. En el post—test se manifiestan
ideas aceptables ya que ahora elige las opciones B, D y E. Las producciones de ella
durante la entrevista (Fig. 4.169) asi lo demuestran; en ellas argumenta que “las graficas
cuando se encuentran sobre del eje x son positivas y cuando estdn debajo, se vuelven
negativas” y “la funcién es creciente porque, si va de izquierda a derecha, la funcion va
creciendo o sea, va aumentando”.

2. Subraya el o los incisos que corresponden a graficas de funciones que son ala vez negativas y crecientes.

Fig. 4.168 Pregunta 2

jal OTRA

Fig. 4.169 Graficas para funciones con imagenes negativas
y crecientes dibujadas por Marisol

+ uivuinageo ue estudiantes que

. s . . presentaron concepciones aceptables y
TABLA 4.102 Funcion negativa y creciente concepciones alternativas

Pretest Postest y
entrevistas
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La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcion es negativa si comienza a trazarse abajo del eje
e, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - -
de las abscisas

La funcion es negativa y creciente cuando, tiene abscisas
negativas.

Funcién con imagen positiva y decreciente. Respecto de las funciones con imagenes
positivas y decrecientes, en el pre—test, la respuesta ofrecida por Marisol a la pregunta 3
del Cuestionario 2 (Fig. 4.170), es aceptable pero incompleta, ya que no incluye a dos
graficas mas (C y E) que también cumplen con las caracteristicas especificadas; la
explicacion de esta decision la encontramos en que es posible que ella asocie funcién
con imagen positiva con abscisas positivas y comportamiento decreciente con abscisas
negativas y que, como la grafica A se encuentra en el primer y segundo cuadrante fue
seleccionada porque posee abscisas positivas y abscisas negativas. En el post—test la
respuesta es aceptable y consistente pues elige las graficas A, Cy E (ver TABLA 4.103)
y esta respuesta coincide con sus comentarios vertidos durante la entrevista: “las
graficas cuando se encuentran sobre del eje x son positivas y cuando estan debajo, se
vuelven negativas” y “la funcion es decreciente porque, si va de izquierda a derecha, la
funcién va disminuyendo™.

3. iCudl de las siguientes graficas cotresponden a funciones que son a la vez positivas y decrecientes?

B OTRA

Fig.4.170 Pregunta 3

Fig. 4.171 Gréficas para funciones con imagenes
positivas y decrecientes dibujadas por Marisol

Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.103 Funcién positiva y decreciente alternativas
Pretest Postest y
entrevistas
La funcién es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas _ v
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se encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcidn es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
v, y es decreciente si baja, sin importar el sentido del - -
cambio de las abscisas

Funcion con imagen negativa y decreciente. En el pre—test, de las tres graficas
correspondientes a funciones con imagenes negativas y decrecientes que Marisol tiene a
la vista en la pregunta 4 del Cuestionario 2 (Fig. 4.172), solo elige dos (ver TABLA
4.104); la grafica que no es elegida (opcion D) tiene sus abscisas positivas. Suponemos
que la razon de esta eleccion tiene que ver con que las condiciones negativa y
decreciente, son asociadas con graficas que tienen abscisas y ordenadas negativas. En el
post—test se manifiestan ideas aceptables de mayor generalizacion respecto del pre—test,
ya que ahora elige las opciones B, D y E. Las producciones de la estudiante durante la
entrevista (Fig. 4.173) en donde Marisol argumenta que “las graficas cuando se
encuentran sobre del eje x son positivas y cuando estan debajo, se vuelven negativas”
y “la funcion es decreciente porque, si va de izquierda a derecha, la funcion
disminuyendo” confirman estas observaciones.

4. Qué graficas corresponden a funciones que son ala vez negativas y decrecientes?

= =R S = ST

Fig. 4.172 Pregunta 4

OTR&

Concepciones aceptables y concepciones
TABLA 4.104 Funcion negativa y decreciente alternativas
Pretest Postest y

entrevistas

La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que - v
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcion es negativa y decreciente cuando posee abscisas
negativas

d. Concepciones relativas a la estabilidad de una funcion

a) Pre—test. En relacion a los puntos donde las funciones no crecen ni decrecen, para la
pregunta 5 del Cuestionario 1 (Fig. 4.173) la respuesta de Marisol relaciona los puntos
donde la funcion no crece ni decrece con los puntos en donde f{x) intercepta al eje x.

Inter—test. Cuando esta estudiante analiza la funcioén de la Fig. 4.1, contesta que esta
funcién no crece ni decrece en x = 1 y x = 2, respuesta aceptable y que significa un
progreso respecto de su anterior respuesta. Cuando se le plantea la misma pregunta con
relacion a la funcion de la Fig. 4.8, ella solo identifica el intervalo -1 < x < 0, respuesta
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aceptable pero incompleta. Esta respuesta representaria un retroceso en relacion a su
respuesta inmediata anterior.

Post—test. La respuesta en este caso es aceptable y consistente (ver TABLA 4.105), e
inclusive las ideas de la estudiante adquieren mayor generalizacion pues identifica en
sus respuestas un valor que explicitamente no se encontraba disponible. Esto se
confirma con las producciones (Fig. 4.174) y los argumentos de la estudiante elaborados
durante la entrevista: “la funcién en sus puntos estables no sube ni baja, o sea no crece,
ni decrece”.

5 iDonde la funcidn no crece m decrece?
& Enx=-5 B Enr=-2 (M De-2al D) Enx =1

£ :F E)Enx = -1 FyEns=0 G Otras
1
/\ 1 |
H 4 3 a2 0 Ufﬁ x
* Fig. 4173

Fig. 4. 174 Grafica de una funcién con puntos
en donde se estabiliza su comportamiento
dibujada por Marisol

TABLA 4.105 Funcién que no crece ni decrece Concepci(;nes aceptables y concepciones alternativas
Pretest ntertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas

Una funcion no crece ni decrece en los puntos maximos |
en los puntos minimos de su grafica o en donde ésta sea — v/ - 4
horizontal (aceptable)
Una funcién no crece ni decrece en los puntos maximos y| B B B
en los puntos minimos de su gréfica
Una funcion no crece ni decrece en los puntos donde Ia _ _ B
grafica intercepta al eje x v
(Una funcioén no crece ni decrece en los intervalos donde su| _ _
grafica es horizontal v
[Una funcion no crece ni decrece en sus puntos maximos, en|
sus puntos minimos y en las intersecciones con el eje de las — - - -
abscisas
[Una funcién no crece ni decreceenx=0yy =0 - - - -

b) Enseguida, las respuestas dadas por Marisol a la pregunta 5 del Cuestionario 2 en el
pre—test (Fig. 4.175) son aceptables, pero incompletas porque para la f{x) no se incluye
uno de sus puntos de estabilizacion; para g(x) la eleccion es aceptable. En el post—test,
para f(x) la respuesta es aceptable y consistente (ver TABLA 4.106); para g(x) en
cambio, no es del todo aceptable ya que, ademds de elegir el Unico punto de
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estabilizacion de la funcidn, elige otro valor que se encuentra muy proximo a ¢l (x =2)
donde no se cumple la condicion de estabilidad.

5. jParaqué x, las siguientes graficas contienen puntos o zonas donde se estahbiliza el comportamiento de las funciones que representan?

© & r=2 B r=. & x=1 B r=2
B ¢ r=0  Dyr=t Cx=0  Dyx=3
'2 0Ly Bxe2 1 0 1z Eyr=1 Otra

Fig. 4.175

TABLA 4.106 Puntos o intervalos donde una funcién | C°"°°Peon ZT;I;LZE}T,ZSY CONCEpeIones
estabiliza su comportamiento Pretest Postest y
entrevistas
[Una funcion se estabiliza en los puntos maximos y minimos
de su grafica (aceptable) v v
Una funcion se estabiliza en los puntos donde la grafica _ _
intercepta al eje x
Una funciéon se estabiliza en la vecindad de un punto _
maximo v
Una funcién se estabiliza enx =0 - -

d. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

Funciones que cumplen con la condicion: f{x) > 0 y f ’(x) < 0. Marisol, en la
pregunta 1 del Cuestionario 3 (Fig. 4.176), en el pre—test, selecciona una de las tres
gréaficas que cumplen con f{x) > 0y f(x) < 0 (opcidon A), que se encuentra en el 2°y ler
cuadrante, y una grafica (opcion B) cuya ubicacion no esta acorde a lo solicitado. Sin
embargo, revisando con cuidado ambas graficas, podemos observar que en ellas, existe
un intervalo con abscisas negativas (x < 0) y un intervalo con abscisas positivas (x > 0),
es decir, ambas estan asociadas con los operadores “mayor que” (>) y “menor que” (<)
que se encuentran presentes en las expresiones f{x) > 0y f’(x) < 0. Suponemos que este
fue el criterio que Marisol uso para elegirlas. En el post—test, son seleccionadas las tres
graficas que cumplen con las condiciones establecidas (ver TABLA 4.107).

. A quzgar por sus graficas, en cudl o cudles de las siguientes funciones se satisface que fx)=0 v 77 (x) <07

S

E) OTRA
Fig. 4.176

TABLA 4.107 Funcién que cumple con las condiciones | Concepciones ng_;ﬁ}f;sy conceperones

S>>0y f(x)<0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones fix) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las - V4
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
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ordenadas (aceptable)

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0 | Vv -
otra parte que cumple con x > 0

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) <0
cuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple - -
conx>0

La funciéon cumple con las condiciones f{x) > 0 y f(x) < 0
cuando cumple con fix)>0yx<0

La funciéon cumple con las condiciones f{x) > 0 y f(x) < 0
cuando cumple con f{x) <0

Funciones que cumplen con la condicion: g(x) < 0 y g2’°(x) > 0. Respecto de las
funciones tales que g(x) <0y g’(x) > 0, en la pregunta 2 del Cuestionario 3 (Fig. 4.177)
en el pre—test Marisol selecciona la grafica B, que es una de las tres que cumplen con las
condiciones especificadas y selecciona la grafica de la opcion C, cuya ubicacion no
corresponde a la especificada, pero en donde observamos que la grafica primeramente
tiene abscisas negativas (x < 0) y posteriormente tiene abscisas positivas (x > 0), es
decir Marisol, al hacer su seleccion, parece solo atender a estas dos ultimas condiciones.
Ya en el post—test, su eleccion es aceptable y consistente (ver TABLA 4.108).

2. Estas graficas corresponden a ciertas funciones g(x). jEn cudl o cudles se cumnple que g(x)=0 v g (x) =07

/_J e E0) Ee) i’ 0[ : ‘ 0 5
a &
— __/ ' w
/—_ 0 & £
B) ) D)

&) 1} & E)

Fig. 4.177

TABLA 4.108 Funcién que cumple con las condiciones Concepciones aceptables y
concepciones alternativas

gx)<0yg’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones g(x) < 0 y g’(x) > 0 cuando,
sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medidal - v
que crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

ILa funciéon cumple con las condiciones g(x) < 0 y g’(x) > 0 cuando,
su grafica tiene una parte que cumple con x < 0 y otra parte que v -
cumple con x> 0

ILa funciéon cumple con las condiciones g(x) < 0y g’(x) > 0 cuando,
su grafica cumple con x <0y con g(x) >0

ILa funcién cumple con las condiciones g(x) < 0y g’(x) > 0 cuando,
su grafica cumple con x <0

ILa funcién cumple con las condiciones g(x) < 0y g’(x) > 0 cuando,
su grafica, ademas de cumplir con estas condiciones cumple con| - -
x <0
Funciones que cumplen con la condicion: A(x) > 0y A’(x) > 0. En el pre—test, la
respuesta de Marisol a la pregunta 3 del Cuestionario 3 (Fig.4.178) solo incluye dos de
las tres funciones que cumplen con A(x) > 0 y A’(x) > 0; la grafica que no fue
seleccionada (opcidn E) tiene abscisas negativas y suponemos que por ello fue excluida
de la eleccion. En el post—test, las selecciones de Marisol cumplen con las condiciones

especificadas (ver TABLA 4.109).
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Las sigmentes graficas corresponden a ciertas funciones k(x). jCudl o cudles de ellaz son tales que 2(x) =0 v 2 (x) =07

Bl ‘J B
A
1]
C A
A) By

Fig. 4.178

Bl BLa)
]
] A #
5] 0

/l BLA)
0 &
B oT

TABLA 4.109 Funcién que cumple con las condiciones

Concepciones aceptables y concepciones

alternativas

cuando cumple con x > 0

h(x)>0y h’(x)>0 Pretest Postest y
entrevistas
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h2’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las _
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus v
ordenadas (aceptable)
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0 v _

Funciones que cumplen con las condiciones: y <0y y»’ <0. De las dos opciones
elegidas por Marisol en el pre—test como respuesta a la pregunta 4 del Cuestionario 3
(Fig. 4.179) una de ellas cumple con y <0y y’ <0,y la otra (opciéon E) cumple con x
<0y y<0;sin embargo, esta grafica cumple con la condicion x < 0 y suponemos que a
ello se debe su eleccion. En el post—test, las dos graficas seleccionadas corresponden a
una respuesta aceptable y consistente (ver TABLA 4.110).

4. Las signientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =#Tx). jPara cudl o cudles de ellas se cumple que y <0¥ y /<07

#) E)

kS ] i3

py

Fie. 4.179

TABLA 4.110 Funciéon que cumple con las condiciones

Concepciones aceptables y concepciones

alternativas

y<0yy <0

Pretest

Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones y(x) <0y y’(x) < 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las

cuando cumple conx<0yy <0

abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus v v
ordenadas (aceptable)
La funciéon cumple con las condiciones y(x) <0y y’(x) < 0 v _

La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0

cuando cumple con x <0

OTRA

Puntos que cumplen con la condicion: f’(x) = 0. En el pre—test, la respuesta a la
pregunta 5 del Cuestionario 3 (Fig. 4.180) vincula la expresién f’(x) = 0 con x = 0,
donde ésta no se cumple (ver TABLA 4.111). En el post—test los puntos elegidos son el
maximo y minimo de la funcién.

5 jParaogqué x 7 (x) =07
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Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Postest y
entrevistas

- v

TABLA 4.111 Puntos que cumplen con la
condicion f°(x) =0

Pretest

Los puntos que cumplen con la condicion £ °(x) = 0 son los
maximos y minimos de la funcién (aceptable)

En x =0 se cumple la condiciéon f(x) =0 Vv -

En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion

1) =0

Determinacién de la f’(x) en un punto dado. En la respuesta a la pregunta 6 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.181) tanto en el pre—test como en el post—test Marisol relaciona,
consistentemente, la derivada de una funcién en un punto con la ordenada del mismo
(ver TABLA 4.112).

6. i Cudl es el valor correcto de /7(x) parax =17

G

& fih=3
O 1) =23

. E)f(1) =3u

Fig. 4.181

B (=4
D f(1=-1

Otra:

TABLA 4.112 f’(x) en un punto dado

Concepciones aceptables y concepciones
alternativas

Pretest

Postest y
entrevistas

La f ’(x) en un punto dado es igual a la pendiente de laj
tangente a la funcidn en ese punto (aceptable)

La f(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto

v

v

La f’(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en|

donde la tangente en el punto x cruza al eje x
f. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion con imagen positiva y creciente y funcion que cumple con A(x) >0y h'(x) >
0. Al plantear la pregunta verbalmente, en el pre—test, en su respuesta las funciones con
imagenes positivas y crecientes, son vinculadas con graficas que tienen abscisas y
ordenadas positivas. En el post—test su respuesta es aceptable y consistente. Con el
planteamiento de la pregunta en lenguaje analitico, en el pre—test Marisol asocia las
condiciones h(x) > 0y h’(x) > 0 con la expresion x > 0. En el post—test su respuesta
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cumple con las condiciones especificadas (ver Fig. 4.166, 4.167, 4.178 y Tablas 4.101,
4.109). El cambio de lenguaje en la formulacion de la pregunta parecio no ser relevante
en el desempeiio de la estudiante.

Funcion con imagen negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x)
> 0. Si el planteamiento de la pregunta se hace en forma verbal, la respuesta ofrecida
por Marisol en el pre—test relaciona las funciones con imagenes negativas y crecientes
con graficas que tienen abscisas y ordenadas negativas. En el post—test la respuesta es
aceptable y consistente. Cuando la pregunta se formula analiticamente, en el pre—test
Marisol selecciona la grafica B, que es una de las tres que cumplen con g(x) <0y g’(x)
> 0 y selecciona la grafica de la opcion C, cuya ubicacién no corresponde a la
especificada, pero en donde observamos que la grafica primeramente tiene abscisas
negativas (x < 0) y posteriormente tiene abscisas positivas (x > 0), es decir Marisol, al
hacer su seleccion, parece solo atender a los operadores 16gicos “<” y “>”; observamos
como los comentarios anteriores también aplican para la grafica B.. Ya en el post—test la
respuesta esta acorde con las condiciones establecidas (ver Figs. 4.168, 4.169, 4.177 y
Tablas 4.102, 4.108). El desempefio de la estudiante, en el post—test, es muy consistente
pues no cambia con el cambio de lenguaje en el planteamiento de la pregunta.

Funcion con imagen positiva y decreciente y funcion que cumple con f{x) >0y
f(x¢) <0. Cuando la pregunta se formula en lenguaje verbal, en el pre—test, la respuesta
ofrecida por Marisol solo comprende la opcion A y no incluye a dos graficas mas (C y
E) que también cumplen con las condiciones especificadas; la explicacion de esta
decision la encontramos en que es posible que ella asocie funcion con imagen positiva
con abscisas positivas y comportamiento decreciente con abscisas negativas y que,
como la grafica A se encuentra en el segundo y primer cuadrante fue seleccionada
porque posee ambas. En el post—test la respuesta cumple con las dos condiciones
establecidas. Al formular la pregunta en lenguaje analitico, en el pre—test, elige las
graficas A y B. Como ambas cumplen con x < 0 en un intervalo de ellas y en otro
cumplen con x > 0, quiza la explicacion se encuentre en los operadores “< 0” y “> 07,
que también se encuentran presentes en las expresiones f{x) > 0y f(x) <0 ya que son
las Unicas dos gréaficas que cumplen esta condicion. En el post—test las tres graficas
elegidas cumplen con las condiciones especificadas (ver Figs. 4.170, 4.171, 4.176 y
Tablas 4.103, 4.107). Igual que en los casos anteriores, la consistencia de las respuestas
de la estudiante es alta ya que éstas no cambian al variar el lenguaje usado en la
formulacion de la pregunta.

Funcion con imagen negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y p’ <
0. Si la pregunta se plantea verbalmente, en el pre—test hay indicios de la existencia de
una concepcion alternativa en las ideas de Marisol: las funciones con imagenes
negativas y decrecientes, son asociadas con graficas que tienen abscisas y ordenadas
negativas. En el post—test, su respuesta es aceptable y consistente. Al hacer la pregunta
usando lenguaje analitico, en el pre—test una de las graficas seleccionadas cumple con y
<0y »’ <0,y laotra (opcion E) cumple conx <0y y <0. En el post—test las graficas
elegidas por la estudiante corresponden a las condiciones especificadas, mostrando que,
en este caso, el cambio del lenguaje usado en el planteamiento de la pregunta, no fue
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relevante en las respuestas de la estudiante (ver Figs. 4.172, 4.173, 4.179 y Tablas
4.104, 4.110).

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f(x) = 0. Al plantear
verbalmente la pregunta, en el pre—test la respuesta es incompleta pues solo identifica el
maximo de f{x) y no su minimo. En el post-test, las opciones seleccionadas son
aceptables y consistentes. Si la pregunta se hace analiticamente, en el pre—test vincula la
expresion f’(x) = 0 con x = 0, donde ésta expresion no se cumple. En el post—test,
ambas opciones son aceptables y consistentes. En esta ocasion, nuevamente, el lenguaje
verbal resulto ser un poco mds accesible que el lenguaje analitico (ver Figs. 4.175,
4.174,4.180 y Tablas 4.106, 4.111).

Atendiendo a las respuestas de esta estudiante, después de la aplicacion del disefio
instruccional, se observa un notable desplazamiento de sus concepciones iniciales en la
direccion de las concepciones aceptadas por la disciplina. No obstante lo anterior, los
cambios en estas concepciones no parecen haber ganado la suficiente generalidad como
para considerar que se haya operado una reestructuracion fuerte en esta estudiante, a
juzgar por sus respuestas en lo relativo a los puntos de estabilizacion de las funciones;
mas bien consideramos que en ella se configurd6 una reestructuraciéon débil. Una
observacion importante se refiere a que los cambios identificados en algunas de sus
respuestas, representan avances y retrocesos, que dan idea de que el estado de las
concepciones puede cambiar en distintos sentidos y no necesariamente significan un
avance en la direccion deseada.

Por otra parte, en lo relativo a sus respuestas al Cuestionario 3, igualmente se
observaron cambios importantes. Sin embargo, en ellas también destaca la permanencia
de la concepcidn alternativa consistente en asociar a la derivada de una funciéon en un
punto dado con la ordenada en ese punto.
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4.2 Analisis global

a. Ubicacion de la funcion

Funcion con imagen positiva

Pre—test. En la pregunta 1A del Cuestionario 1 (Fig. 4.182), respecto de la grafica f{x) ,
para un 57.14% de los estudiantes la funcion tiene imagen positiva en el
intervalo 0 <x <1, donde efectivamente es positiva y se podria entonces considerar ésta
como una concepciéon aceptable. Sin embargo, f{x) también es positiva en el
intervalo —1 < x < 1, y este intervalo solo fue elegido por el 35.71%. Lo anterior
muestra que los estudiantes eligen mayoritariamente el intervalo donde las imagenes de
la funcion son positivas, prefiriendo el intervalo donde sus abscisas y sus ordenadas son
positivas. En el caso de la grafica de g(x) (Fig. 4.183), el 50% de los estudiantes indica
que la funcidn tiene imagen positiva en el intervalo 0 < x < 4, donde la grafica esta por
debajo del eje x; de forma similar un 7.14% indica que la funcidon tiene
imagen positiva en el intervalo 2 < x < 4 donde también la gréafica estd por debajo del
eje x. Un 35.71% de los estudiantes eligieron el intervalo —2 < x < 0, en donde las
abscisas son negativas y las ordenadas son efectivamente positivas. Una vision de
conjunto a las respuestas dadas a ambas preguntas permite inferir que por lo menos 50%
de los estudiantes cuestionados concebian en el momento del pre—test que la funcién
tiene imagen positiva si su grafica esta ubicada en la regiéon donde las abscisas son
positivas sin importar que las ordenadas estén en el primero o cuarto cuadrante. Parecen
solo atender al signo de las abscisas para tomar la decision. Un ultimo detalle, un
estudiante (al que denominaremos estudiante E, respondio que De 2 a 1 la funcion f{x)
es positiva). La explicacion de esta respuesta la encontramos en que la lectura del
intervalo la hace tomando el valor numérico que se encuentra al inicio de la parte
positiva de la curva (el 2 que se encuentra sobre el eje y) y el valor numérico que se
encuentra al final de la misma (el 1 que se encuentra sobre el eje x). Esto es una muestra
clara de que la relacion de covariacion implicita en una relacion funcional, en €l se
encuentra ausente por completo.

Inter—test. Para un 57.3% de los estudiantes la funcion de la Fig. 4.184, es positiva en el
intervalo -0.4 <x < 1.6 y en 3 <x < 7, siendo ésta una respuesta aceptable; para un
14.3% de los estudiantes la funcion es positiva si ademas de cumplir con esta condicion
posee abscisas positivas; un 14.3% considera que la funcion es positiva si sus abscisas
son positivas; un estudiante opina que la funcion es positiva solo en x >3 y un 14.3% de
los estudiantes no contesta.

Post—test. Observamos que, ninguno de los estudiantes considera que la funcion (Fig.
4.182) tenga imagen positiva en el intervalo 0 <x < 1, donde efectivamente la funcién
tiene imagen positiva y las abscisas son positivas contra un 78.57% que elige al
intervalo —1 <x < 1 en donde la grafica est4 arriba del eje x. En el caso de la grafica de
2(x), ninguno de los estudiantes eligio el intervalo 0 <x <4 donde la grafica esta debajo
del eje x, y en cambio un 71.43% eligi6 el intervalo -2 < x < 0 donde la funcién
efectivamente tiene imagen positiva y cuyas abscisas son negativas. Por otra parte, se
observa la aparicion de dos nuevas concepciones alternativas: la funcidn es positiva si
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es creciente (21.43% selecciona el inciso b) al analizar f{x)) y una funcidn es positiva si
sus abscisas son positivas y ademds es creciente (un 21.43% selecciona el inciso c) al
analizar g(x)). Un analisis global de las respuestas dadas a ambas preguntas permite
establecer que después del disefio instruccional ninguno de los estudiantes concibe que
la funcion tenga imagen positiva en intervalos donde sus abscisas sean positivas, es
decir, se tiene un descenso en esta concepcion del orden del 50% y, mas del 70% de los
estudiantes en el post—test conciben a la funcidon con imagen positiva en los intervalos
donde la gréfica esta arriba del eje x, mostrando un incremento global del 35% en esta
concepcion respecto del pre—test. También registramos el surgimiento de las dos nuevas
concepciones alternativas descritas, con posterioridad a la puesta en escena del disefio

instruccional.
8)
Sx) y
2 T 2
=41 + 1
1 2 3 4 5
| ! | | . ] ¥ : : : : ' —>
5 43 2 Lol 2y 2 1 | 01\ .
+2
T2
A)De O0al B)De 3a0 C)De -1 al A)De-2a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De—-1a2 E)De -2 a—1 F) Otra:

Fig. 4.182. Pregunta 1A

RGN P

-1
Fig. 4.184 Funcion analizada en el test aplicado el 25 de septiembre

c) ¢Para qué x, ycrece?
d) ;Para qué x, y decrece?
» ©)Paraqué x, y no crece ni decrece?
' v f)¢Paraquéx, y>0?
: g) JParaquéx, y<0?
h) ;Paraquéx, y=0?

Fig. 4.183. Pregunta 1B

a) ¢Cuaél es el dominio de y?
b) ;Cudl es suimagen?

Porcentajes de estudiantes que
resentaron concepciones aceptables
TABLA 4.113 Funci6n positiva D onecpeiones altematives
Pretest | intertest | Postesty
entrevista
La funcion es positiva donde sus ordenadas son positivas (aceptable) 35.71% 57.3% 71.4%
La funcién tiene imagen positiva si su grafica estd ubicada en la region 50% 14.3% 0%
donde las abscisas son positivas
La funcion tiene una imagen positiva si su grafica esta ubicada en el primer
; o 0% 14.3% -
cuadrante, donde las abscisas y las ordenadas son positivas.
La funcion es positiva si su grafica comienza a trazarse arriba del eje de las _ _ 14.39%
abscisas )
La funcidn es positiva si es creciente - - 21.43%
La funcidn es positiva si sus abscisas son positivas y es creciente - - 21.43%
El intervalo en donde una funcién es positiva queda determinado por los 7.14% - -

7 Porcentaje de estudiantes que durante la entrevista evidenciaron esta concepcion
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valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son abscisas u
ordenadas)

Funcion con imagen negativa

Pre—test. En la pregunta 3, del Cuestionario 1 (Fig. 4.185), para f{x) un 57.14% de los
estudiantes opina que la funcidn tiene imagen negativa en el intervalo -1 <x <0, a
pesar de que la grafica esta por arriba del eje x; en realidad f{x) tiene imagen negativa
en el intervalo 1 <x <5, intervalo que es seleccionado por solo un estudiante (7.14%);
la mayoria se inclin6 por el intervalo donde sélo las abscisas son negativas. Respecto
a la grafica de g(x)(Fig.4.186), el 64.28% optd6 por el intervalo —2<x
<0, donde la grafica estéa por arriba del eje x; en ese intervalo g(x) tiene imagen positiva
y solo sus abscisas son negativas. Parece que esta tltima condicion fue la que tuvo mas
peso en la toma de decision. El 21.43% de los estudiantes selecciono el intervalo 0 <x <
3, donde efectivamente g(x) tiene imagen negativa. Una vision de conjunto a las
respuestas a ambas preguntas permite inferir que al menos un 60% de los estudiantes
cuestionados conciben que la funcién tiene imagen negativa si su grafica estd ubicada
en la region donde las abscisas son negativas sin importar en donde estén ubicados las
ordenadas. Por otra parte, el estudiante E, mencionado en el punto anterior, decide que
en el intervalo De -1 a 2 f(x) es negativa aplicando un criterio similar al ya referido: el -
1 corresponde al valor numérico que se encuentra justo en el punto de inicio de la curva
donde la funcidn es negativa (sobre el eje x) y el 2 es el valor numérico en donde esta
parte de la curva finaliza (sobre el eje y); esta respuesta es muy consistente con la
anterior en el sentido de que aplico el mismo criterio que en el caso precedente, es decir,
identifica los intervalos en donde una funcion es positiva o negativa al margen de la
relacion de covariacion implicita en una relacidon funcional.

Inter—test. Para 64.3% de los estudiantes la funcion de la Fig. 4.187, es negativa en los
intervalos -0 < x <-0.5 y 1.5 <x < 3, respuesta que es aceptable; para 14.3% de los
estudiantes la funcion solo es negativa en el intervalo 1.5 < x < 3, respuesta que es
aceptable pero incompleta y la unica diferencia que tiene esta parte de la grafica
respecto del otro intervalo que también cumple con la condicion especificada, es que es
una zona cerrada; para un 7.14% la funcion es negativa si sus abscisas son negativas y
un 14.3% de los estudiantes no contestaron.

Post—test. Para f{x) (Fig. 4.185) ninguno de los estudiantes opin6 que la funcion tuviera
imagen negativa en el intervalo -1 < x < 0; en contraste, las preferencias por el
intervalo 1 < x < 5 subieron a un 85.71%, intervalo en donde la grafica se encuentra
debajo del eje x, y que, debe mencionarse, no se encontraba explicitamente disponible.
Respecto a g(x) ningiin estudiante selecciono el intervalo —2 < x < 0 donde la funcién
tiene imagen positiva pero cuyas abscisas son negativas y un 85.71% selecciond el
intervalo 0 < x < 3 en donde la grafica estd debajo del eje x. También se observa la
aparicion de una nueva concepcion alternativa, que consiste en considerar que una
funcién es negativa si es decreciente ya que la preferencia por el inciso b, cuando se
pregunta en torno a f{x) cambia de 0% a 14.3%; para g(x) sucede algo similar, pues la
preferencia por el inciso ¢ va de 0% a 14.3%; en ambos casos en los incisos b y ¢
mencionados, la funcidon no cumple con la condicidon especificada y si en cambio es
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decreciente. Analizando globalmente los resultados anteriores, podemos decir que
después del disefio instruccional ninguno de los estudiantes manifestd que la funcién
tuviera imagen negativa en aquellos intervalos donde ésta tuviera abscisas negativas sin
importar que la grafica estuviera arriba o abajo del eje x y mas de un 80% opind que la
funcion tiene imagen negativa en intervalos donde estd debajo del eje x. Lo anterior
representa una disminucion en la concepcion alternativa inicial cercana al 60% y un
desplazamiento hacia la concepcion promovida por el curso, superior al 60%. También,
como ya lo consignamos, aparecid, con posterioridad a la puesta en escena del
tratamiento instruccional, la concepcion alternativa consistente en considerar que una
funcidn es negativa si su imagen es decreciente.

2(x)
fx)
\2 T ?
1 T1
N2 3 4 s . N S S
2 -1 L (_)1 x -2 -1 0__ B X
1 T2
A)De-1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)DeOas5 E) De 3 a5 F)Otra: D)De-2a-1 E)Dela3 F) Otra:
Fig. 4.185 Pregunta 3A Fig. 4.186 Pregunta 3B

a) (Cudl es el dominio de y?
b) ¢Cual es suimagen?
c) ¢Para qué x, y crece?
d) ¢Para qué x, y decrece?
e) ;Para qué x, y no crece ni decrece?
v f)¢Paraquéx, y>0?

g) ¢(Paraquéx, y<0?

h) jParaquéx, y=0?

v

RGN PP

Fig. 4.187 Funcion analizada en el test aplicado el 25 de septiembre

Porcentajes de estudiantes que
TABLA 4.114 Funcion negativa presentaron concepciones aceptables y
concepciones alternativas

Pretest | intertest Postest

La funcion es negativa donde sus ordenadas son negativas

o [ 0
(aceptable) 7.14% 64.3% 85.71%

La funcidn tiene imagen negativa si su grafica esta ubicada en la
region donde las abscisas son negativas. Parecen solo atender al 60% 7.14% -
signo de las abscisas para tomar la decision.

La funcién es negativa si su grafica comienza a trazarse abajo del

_ _ o/8
eje de las abscisas 14.3%

El intervalo en donde una funcién es negativa queda determinado
por los valores numéricos mas proximos (sin importar si estos son | 7.14% - -
abscisas u ordenadas)

La funcién es negativa si su grafica comienza a trazarse debajo del

—_ — 0
eje de las abscisas 14.3%

¥ Dos estudiantes durante la entrevista, Esteban y Celestina, evidenciaron esta concepcion
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Una funcidn es negativa si es decreciente - - 14.3%

Una funcidn es negativa si es negativa y creciente - - -

b. Comportamiento de la funcion

Funcion creciente

Pre—test. En la pregunta 2 del Cuestionario 2 (Fig. 4.188), para el caso de la grafica de
la funcidn f{x), un 28.57% de los estudiantes optaron por el intervalo -5 <x < -1,
donde la grafica esta por arriba del eje x, es decir, f{x) > 0 y tiene un intervalo donde
crece —5 <x < -3, y otro en donde decrece —3 < x < —1; esta respuesta sugiere que estos
estudiantes asocian la funcion creciente con la regioén de la grafica que esta por arriba
del eje x, es decir, donde la funcidn tiene imagen positiva. Un 14.3% manifiestan que la
funcioén es creciente en el intervalo —1 <x < 1, donde la funcidn tiene imagen negativa.
Un 42.86% indica que la funcion es creciente en el intervalo =5 < x < -3, donde
efectivamente la funcion cumple esta condicion y ningun estudiante selecciona el
intervalo 0 < x < 1 en donde la funcion también es creciente. Respecto de g(x) (Fig.
4.189) los estudiantes manifiestan concepciones analogas a las anteriores. El 35.71% de
los estudiantes indican que la funcion crece en el intervalo 1 <x <5y el 28.57% sugiere
que la funcidén crece en el intervalo 0 < x < 3; la primera es una asociacion de la
region de la grafica que esta arriba del eje x con el concepto de crecimiento y la segunda
es una respuesta aceptable, pues en ese intervalo la funcién crece. Tanto para el caso de
f(x) como para g(x), en las respuestas que dieron los estudiantes se observa claramente
la disposicion a asociar las regiones de las graficas de las funciones donde éstas son
positivas con la idea de crecimiento.

Inter—test. Un 50% de los estudiantes consideraron que la funcion de la Fig. 4.190 crece
en los intervalos -0 < x < 1y 2 < x < 7, respuesta aceptable. Un 14.3% de los
estudiantes opinaron que la funcioén crece en los intervalos -1 <x <1y 2 <x<7; el
primer intervalo creemos que obedece a que en la grafica, la funcion parece subir a
partir de -1, valor que corresponde al eje de las y y llega hasta 1, valor que también se
encuentra sobre el eje y; esta respuesta parece denotar que estos estudiantes ignoran que
los intervalos sobre los que se cuestiona corresponden a la variable independiente. Un
estudiante considera que la funcion crece en los intervalos -co <x <1y -0.7 <x < o0; el
primer intervalo es aceptable pero el segundo tiene como extremo izquierdo un valor
que, si bien corresponde al eje y, marca el inicio a partir del cual la funcién comienza a
crecer; esta respuesta parece indicar que el estudiante solo observa la curva y pierde de
vista el contexto en el cual se ubica. El 28.6% de los estudiantes contestan de
forma andloga a esta ultima respuesta. Notese que en conjunto suman un 50% los
estudiantes que determinan el intervalo en donde una funcion es creciente, a partir de
los valores que se encuentran mas proximos a los extremos del intervalo, sin importar si
estos valores se encuentran sobre el eje x o el eje y. Para la funcion de la Fig. 4.191
28.6% de los estudiantes contestaron que en los intervalos -5 <x <-3,1<x<2y3<x
< 4, la funcién es creciente, respuesta que es aceptable; un 14.3% de los estudiantes
eligieron los intervalos -4 < x <-1.7 y 1.4 < x < 4, eleccién que parece evidenciar la
asociacion que ellos establecen entre funcién creciente con funcidon con imagen
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positiva; para un 7.14% de los estudiantes la funcion crece cuando las abscisas son
positivas. Un 43% de los estudiantes no contestaron a esta pregunta.

Post—test. Para el caso de la grafica de la funcidon f{x) (Fig. 4.188) un 7.14% de los
estudiantes optaron por el intervalo —5 <x < —1. En contraste, un 92.86% y un 85.71%
seleccionan los intervalos =5 <x <—3 y 0 <x < 1 respectivamente, intervalos en donde
la funcion es creciente. Estas cifras permiten establecer que, después del disefo
instruccional experimental, la concepcion alternativa inicialmente identificada respecto
del crecimiento de las funciones es manifestada por menos del 8% de los estudiantes y
la concepcion promovida por el curso es manifestada por el 85.71% (12 de los 14
estudiantes  seleccionaron los intervalos =5 <x < -3y 0 < x <1 para f{x) y el
intervalo 0 < x < 3 para g(x), intervalos en donde estas funciones efectivamente son
crecientes). Por otra parte, el estudiante E, al que hemos hecho mencién en puntos
anteriores, después de la puesta en escena del disefio instruccional identifica que, en los
intervalos de -5 a -3 y de -2 a 1 la funcién f(x) es creciente; el primer intervalo
efectivamente es una opcion aceptable y el segundo intervalo no lo es. Sin embargo, la
eleccion de este segundo intervalo es hecha en base al criterio que este estudiante ya
habia puesto en juego: el -2 es el punto en donde la curva comienza a ser creciente
(sobre el eje y) y el 1 es el punto donde la curva termina de ser creciente (sobre el eje x).
Nuevamente, esta eleccion evidencia la falta de conciencia de la relacion de covariacion
que es inherente a la relacion funcional.

&)
A
fo) T
1
] | | { ] } }
5 4 3 2 1 0_/1 X 2 1
2
A)De -5a-1 B)De 3a0 C)De -1 al A)De 1a5 B)De -1al C)De 0 a3
D)De-5a-3 E)DeOal F)Otra: D)DeOa5 E)De -1 a0 F) Otra:
Fig. 4.188 Pregunta 2.A Fig. 4.189 Pregunta 2.B

;Cuél es el dominio de y?

a)
b) ¢Cuaél es su imagen?
c) ¢Para quéx, ycrece?

d) ¢Para qué x, y decrece?

, ©)¢Paraqué x, y no crece ni decrece?
v f)¢Paraquéx, y>0?

RGN .

g) Paraquéx, y<0?

h) ;Paraquéx, y=0?

P . Ldoae)l %éggﬁ?g%eiﬂlfﬁ?af si x cambia de -5 a -4?__ ;Cuéanto cambia f'si x
[ cambia de -1 a 0?7 ;Cuanto lo hace si x cambia de 1 a 2?
(Dénde creci6 con mayor rapidez?

b) Si x cambia de izquierda a derecha, es decir Ax > 0. ;Para qué x, se
cumplen las desigualdades siguientes:

Six QR fix) > 0:
Six + Ax) - flx) <0:

S+ Ax) = fix) = 0:
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Porcentajes de estudiantes que presentaron

TABLA 4.115 Funcién creciente concepciones aceptables y concepciones

alternativas
Pretest Intertest | Intertest Poste§t y
1 2 entrevistas

ILa funcidn es creciente si, cuando crecen las abscisas crecen

0, 0, 0 0
sus ordenadas (aceptable) 28.6% 50% 28.6% 85.71%

La funcion es creciente si sus ordenadas son positivas 28.6% - 14.3% 7.14%

Si la grafica de la funcidn sube, la funcidn es creciente, sin| 14.39%°
. . . - - - . 0
importar si las abscisas crecen o decrecen

El intervalo donde la funcidon es creciente queda
determinado por los valores numéricos mas proximos a sus| — 50%.% - 7.14%
limites

La funcion es creciente si su imagen es negativa 14.3% -

La funcion es creciente si sus abscisas son positivas - - 7.14% -

Funcion decreciente

Pre—test. En la pregunta 4 del Cuestionario 1 (Fig. 4.192), para un 21.43% de los
estudiantes la funcidon f{x) decrece en el intervalo —5 <x < —1, para un 14.3% lo hace
en el intervalo =3 <x < 0 y poco mas del 35.71% sugiere que lo hace en el intervalo —1
<x < 1. En el primer caso la eleccion de los estudiantes denota la asociacion de la idea
de decrecimiento con la funcidon que estd ubicada en la region donde las abscisas son
negativas, el segundo caso es una eleccion aceptable y en el tercer caso, se percibe una
concepcidn que asocia a la funcidon decreciente con la grafica que esta por debajo del eje
X, 0 sea, donde la funcidn tiene una imagen negativa. Al analizar la grafica de g(x) (Fig.
4.193) el 50% de los estudiantes indican que la funcidon decrece en el intervalo —2 <x <
0, donde la grafica estd por debajo del eje x y ademads las abscisas de la funcion son
negativas, a diferencia de la grafica de f{x) que tiene imagen negativa en el intervalo
donde x es negativa y otro donde es positiva; quizé a esto se deba la preferencia de los
estudiantes a considerar decreciente a una funcion si su grafica tiene abscisas y
ordenadas negativas. Por otro lado, el 35.71% de los estudiantes eligieron el
intervalo —2 <x < -1y el 14.3% el intervalo 1 < x < 3, intervalos donde la funcién
efectivamente es decreciente. Una revision de conjunto de estos resultados nos permite
concluir que al menos un 30% de los estudiantes, antes de incidencia instruccional,
asocia a los intervalos en donde la funcién tiene imagen negativa al comportamiento
decreciente de la misma y solo una estudiante concibe el decrecimiento de la funcion en
aquellos intervalos donde, al incrementarse los valores de las abscisas decrecen los
valores de las ordenadas.

? Dos estudiantes durante la entrevista, Esteban y Celestina, evidenciaron esta concepcion
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Inter—test. Para la funcion de la Fig. 4.194, un 75.5% de los estudiantes seleccionaron el
intervalo 1 <x < 2 como intervalo de decrecimiento, respuesta aceptable, pues en efecto
en ese intervalo la funcidon decrece. Una estudiante contesté x = 1; en esta respuesta
pareceria que solo se identifica el inicio del intervalo en donde la funcién decrece. Un
21.4% de los estudiantes no contestaron. Para la funcién de la Fig. 4.195, un 21.4% de
los estudiantes identificaron los intervalos -3 <x <-1,0<x <1y 2 <x<3, en donde
efectivamente la funcion decrece; un 14.3% de los estudiantes eligieron el intervalo 0 <
x < 1, respuesta aceptable pero incompleta; de acuerdo a esta respuesta, pareceria que
los estudiantes estan considerando que la funcioén decrece si ademés de cumplir con esta
condicion, la funcioén es negativa. Para un 14.3% de los estudiantes la funcion decrece
en los intervalos -5 < x < -4 y -1.7 < x < 1.4, respuesta que no es aceptable pero que
denota la asociacion que se estd estableciendo entre las funciones decrecientes con
funciones que son negativas. Para un estudiante la funcion es decreciente si sus abscisas
son negativas. Un 43% de los estudiantes no contestaron a esta pregunta.

Post—test. Para f{x) (Fig. 4.192) ningun estudiante opina que esta funcidon decrezca en el
intervalo —5 <x < —1, un 85.71.3% indica que la funcion decrece en el intervalo =3 <x
< 0 y solo uno de los estudiantes selecciona el intervalo —1 < x < 1. Para g(x), solo uno
de los estudiantes (7.69%) opind que la funcion decrece en el intervalo =2 <x < 0, un
92.86% de los estudiantes seleccionaron el intervalo —2 < x < —1 y el mismo porcentaje
opind que la funcidon decrece en el intervalo 1 < x < 3. Considerando un panorama
general de estas cifras podemos decir que, después del disefio instruccional solo uno de
los estudiantes conserva la concepcion que asocia el cardcter decreciente de una funcion
con aquellos intervalos donde la grafica tiene abscisas negativas, menos del 8% sigue
pensando que la funcion decrece en los intervalos donde la grafica de la funcion esta
debajo del eje de las abscisas y en cambio un 85.71% de los estudiantes (12) identifican
el decrecimiento de una funcion de acuerdo a los conocimientos aceptados por la
disciplina. En otro sentido, conviene hacer mencion nuevamente de la respuesta del
estudiante E, quien en este caso, al analizar el comportamiento de la funcion f{x) opina
que en el intervalo de -3 a -2 la funcidn es decreciente. La explicacion de esta respuesta
es que efectivamente en x = -3 f{x) comienza a ser decreciente y el -2 es el valor
numérico (en el eje y, y para el estudiante E, ésta parece no ser propiamente una
coordenada) en donde la curva termina su descenso. En esta respuesta nuevamente se
reitera el criterio por él puesto en juego para identificar el comportamiento descendente
de la funcion, en donde se encuentra ausente la conciencia de la relacion de covariacion
implicita en una relacion funcional.

Mo
fixr |,
} ! ! T ! T : :4 ? >
5 4 30 2 ol /1 x - 1 .
: _ - 190 -
2 T -2
A)De 5a-1 B)De-3a0 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al

D)De-5 a0 E)De-5a-3 F)Otra: D)De—2a-1 E)De 1a3 F)Otra:
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a) ¢Cuél es el dominio de y?
b) ;Cual es su imagen?
c) JPara qué x, ycrece?
d) ;Para qué x, y decrece?
» €)c/Paraqué x, y no crece ni decrece?
x f)¢Paraquéx, y>0?
g) ¢Paraquéx, y<0?
h) jParaquéx, y=0?

Fig. 4.194 Funcion analizada en el test aplicado el 25 de septiembre

b : 5 a) /Cuanto cambia f'si x cambia de -5 a -4?__ ;Cuanto cambia f'si x
' cambia de -1 a 0?___ ;Cuanto lo hace si x cambia de 1 a 2?
(Doénde crecié con mayor rapidez?

flx)

b) Si x cambia de izquierda a derecha, es decir Ax > 0. ;Para qué x, se
cumplen las desigualdades siguientes:

Sfix + Ax) —fix) > 0:
Sfix+ Ax) —fix) <0:
} / 3 ? \I\ 7] ] | 1 ﬂx + Ax) 7ﬂx) =0:

Fig. 4.195 Funcion analizada en el test aplicado el 29 de

Porcentajes de estudiantes que presentaron concepciones

TABLA 4.116 Funcién decreciente aceptables y concepciones alternativas
Intertest | Intertest Postest y
Pretest .
1 2 entrevistas

La funcion es decreciente si, a medida que crecen las
abscisas decrecen sus ordenadas (aceptable)
La funcion es decreciente si sus ordenadas son negativas 30% - 14.3% 7.14%
Si la grafica de la funcion baja, la funcion es decreciente, _ _ 143910
sin importar si las abscisas crecen o decrecen )
La funcion es decreciente si sus abscisas son negativas 21.3% - - 7.14%
La funcion es decreciente si, ademds de cumplir esta _ 14.3% _
condicidn, es negativa '
La funcion es decreciente si sus abscisas y sus ordenadas
son negativas

7.14% | 75.5% 21.3% 85.71%

50% - - -

19 Dos estudiantes durante la entrevista, Esteban y Celestina, evidenciaron esta concepcion
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¢. Funcion que no crece ni decrece

a) Pre—test. Segun las respuestas a la pregunta 5 del Cuestionario 1 (Fig. 4.196), un
21.43% (ver TABLA 4.117) indica que en x = —2 la funcidn no crece ni decrece, asi
como también la preferencia por x = —5 es de 14.3% y un 14.3% elige x = 1, valores en
donde la funcidon intercepta al eje x y no se estabiliza. Solo uno de los estudiantes
(7.14%) optd por x = —1 y por x = —3, puntos en donde f{x) se estabiliza. Estas
respuestas sugieren que los estudiantes conciben que una funcion se estabiliza en sus
intersecciones con el eje de las abscisas en al menos un 14.3% y los puntos maximos y
minimos solo son asociados con la estabilidad de la funcion por un solo estudiante.

Inter—test. Para la funcion de la Fig. 4.194, un 35.7% de los estudiantes elige los valores
x =1y x =2, puntos en donde efectivamente la funcidon no crece ni decrece; un 28.6%
de los estudiantes seleccionan los valores x = -0.4, x = 1.6 y x = 3, puntos en donde la
funcién no se estabiliza y si en cambio cruza al eje de las abscisas; un estudiante
considera que en x = 0 y y = 0 la funcion se estabiliza. 35.7% de los estudiantes no
contestaron. En relacion a la funcion de la Fig. 4.195, 57.2% de los estudiantes eligieron
el intervalo -1 < x < 0, intervalo en donde la funcion efectivamente no crece ni decrece.
No obstante que es aceptable esta respuesta, es incompleta, pues en los puntos x = -3, x
=1y en x =3 la funcidon también se estabiliza. Ningun estudiante respondié tomando en
cuenta estos puntos. Por otra parte, un estudiante consideré que x = 0 la funcion se
estabiliza. Un 28.6% de los estudiantes no contestaron.

Post—test. Por otra parte, la preferencia por x = =2 (Fig. 4.196) desciende a 14.3% pero
las selecciones que favorece a x = —5 no cambian y la preferencia por x = 1 desaparece;
78.57% optan por x =—1y un 64.3% indica que la funcién se estabiliza en x = =3, valor
que por cierto no se encontraba disponible explicitamente. Los niimeros anteriores nos
muestran que después del diseno instruccional, el 64.3% de los estudiantes asocian el
maximo y el minimo de la funcidon con los puntos donde ésta se estabiliza y un 14.3%
aln sigue asociando la estabilidad de la funcion con los puntos donde ésta intercepta al
eje de las abscisas.

5. ;Donde la funcion no crece i decrece?
&) Enr=-5 ByEnx=-2 CyDe—Zal  D)Enx=1
E)Enx= -1 FiEnx=0 ) Otras

Fig. 4.196 Pregunta 5

Porcentajes de estudiantes que presentaron concepciones

TABLA 4.117 Funcién que no crece ni decrece aceptables y concepciones alternativas
Intertest | Intertest Postest y
Pretest .
1 2 entrevistas

[Una funcién no crece ni decrece en los puntos maximos y| — - - -
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en los puntos minimos de su grafica o en donde ésta es
horizontal (aceptable)

[Una funcién no crece ni decrece en los puntos maximos Y|

i . 42.6% | 35.7% - 64.3%
en los puntos minimos de su grafica

[Una funcién no crece ni decrece en los intervalos donde su|

_ _ 0 B
grafica es horizontal 57.2%

[Una funcién no crece ni decrece en los puntos donde la

. . : 7.14% | 28.6% - 14.3%
grafica intercepta al eje x

Una funcién no crece ni decrece en sus puntos maximos, en|
sus puntos minimos y en las intersecciones con el eje de lag  — - - 14.3%
abscisas

[Una funcién no crece ni decreceenx=0yy=0 7.14% 7.14% -

b) Pre—test. En la respuesta dada a la pregunta 5 del Cuestionario 2 (Fig. 4.197) para
42.9% de los estudiantes f{x) se estabiliza en x = 0, punto de interseccion de la
funcion con el eje de las abscisas (ver TABLA 4.118), 14.3% de los alumnos
considera que f{x) se estabiliza en x = 2, otro de los puntos donde la funcion intercepta
al eje x; para 42.9% de los estudiantes esta funcidn se estabiliza en x = 1, respuesta
que es aceptable y solo un 7.14% de ellos conciben que f{x) se estabiliza en x = —1,
respuesta que también es aceptable. Un 14.3% de los estudiantes considera que g(x) se
estabiliza en x = 0; a juicio de un 21.43% g(x) se estabiliza en x = 2, punto que no
cumple con la condicidon especificada, y un 28.6% considera que g(x) se estabiliza en
x = 3, punto que es interseccion de la funcion con el eje x y donde ésta no se estabiliza;
solo un 28.6% de los estudiantes considera que g(x) se estabiliza en x = 1, donde
efectivamente se cumple esta condiciéon. Desde una perspectiva de conjunto solo un
estudiante asocia los maximos y minimos de las funciones con la condicion de
estabilidad, casi un 50% de los estudiantes consideran que las funciones se
estabilizan en x = 0, cuando en este punto no se cumple la condicion sefialada y hasta un
28.6% de los estudiantes vincula los puntos donde las funciones interceptan al eje de las
abscisas con su estabilidad.

Post—test. Un 85.71% y un 92.86% consideran que f{x) se estabilizaenx=—-1yx=1
respectivamente, puntos que son minimo y maximo de la funcion; el resto de las
concepciones alternativas solo son manifestadas por uno de los estudiantes (7.14%).
Para g(x) (Fig. 4.197), un 92.86% (ver TABLA 4.118) considera que ésta se estabiliza
en x = 1, que es el tnico punto en donde en efecto, esta condicion se cumple; es
importante destacar que el nimero de estudiantes que asumen que g(x) se estabiliza
en x = 2, punto en donde esta condicion no se satisface, aumento6 hasta un 42.9% y por
ello podemos decir, desde una perspectiva de conjunto, que en esto momento coexisten
dos concepciones en los estudiantes: la que asocia los puntos maximo y minimos de las
funciones con sus puntos de estabilidad (85.71%), y la otra, que asocia los puntos
vecinos de los puntos de estabilidad con esta condicion (42.9%).

Haciendo un recuento de las respuestas a las preguntas 5 del Cuestionario 1, y 5 del
Cuestionario 2, podemos decir que después del disefio instruccional el 78.57% de los
estudiantes asocian los puntos de estabilidad de las funciones con sus puntos maximos
y minimos, un 42.9% también considera que hay estabilidad en la vecindad de un punto
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de estabilidad y un 14.3% aun sigue asociando la estabilidad de la funcién con los
puntos donde ésta intercepta al eje de las abscisas.

5. iParaqué z, las sigmentes gréaficas contienen puntos o zonas donde ze estabiliza el comportamiento de las funciones que representan?

&) r=-1 B r=2

G x=0 Oy x=13

i Bx=l Otr;

Fig. 4.197

Porcentajes de estudiantes que
TABLA 4.118 Puntos o intervalos donde una funcion presentaron concepciones aceptables y

estabiliza su comportamiento concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

[Una funf:lon se estabiliza en los puntos maximos y minimos 714% 85.71%
de su grafica
Una funcién se estabiliza en los puntos donde la grafical 28.6% 14.3%
intercepta al eje x
U1’1a‘ funcion se estabiliza en la vecindad de un punto 21.43% 42.9%
maximo
Una funcion se estabiliza en x =0 50% -

d. Concepciones relativas a la ubicacion y al comportamiento de las funciones

Funcion positiva y creciente. En el pre—test, todos los estudiantes eligieron la grafica
de la funcion del inciso A para una funcién creciente y positiva, siendo este un
indicador muy halagiiefio. Sin embargo, las graficas de los incisos C y E que también
satisfacen las condiciones, solo son seleccionadas por un 50% y un 7.14%
respectivamente. De hecho, solo 1 estudiante (7.14%) selecciond a la vez las graficas A,
Cy E. Notese que un 14.3% de los estudiantes seleccionaron la grafica del inciso D la
cual es efectivamente creciente pero tiene una zona en la que sus imagenes son
negativas pero para valores positivos de x. De estas respuestas se percibe una relacion
muy privilegiada que establecen los estudiantes entre una funcion con imagenes
positivas y ademas creciente, con funciones que tienen abscisas positivas; cuando la
grafica de la funcidn es creciente pero tiene algunas abscisas negativas, como es el caso
de la grafica del inciso C, la relacion coexistente entre funcion positiva y creciente que
establecen los estudiantes, se debilita; se debilita aun mas si todas las abscisas son
negativas como es el caso de la grafica del inciso E. De estas respuestas se conjetura
que, para decidir, los estudiantes ponderan mas el signo de la abscisa que el de la
ordenada.

En el post—test todos los estudiantes prefirieron las graficas A y C como positivas y
crecientes y un 57.14% de ellos optaron también por la grafica E, la cual ademas de ser
positiva y creciente, al estar en el segundo cuadrante tiene abscisas negativas. Esta
ultima cifra creemos que es una evidencia de que en algunos estudiantes, atin después
del curso, persiste la relacion entre funciones positivas y crecientes con aquellas cuyas
abscisas son positivas.
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Subraya el 0 los meisos que corresponden a graficas de funciones que son ala vez positivas y crecientes.

D) E) OTRA

Fig. 4.198 Pregunta 1

Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.119 Funcién positiva y creciente concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcidn es positiva y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran arriba del eje de las abscisas y, a medida que 7.14% 100%
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcién es positiva y creciente cuando, ademds de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva y creciente cuando, ademas de ser|
creciente, posee abscisas positivas

La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
e, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio - 14.3%"!
de las abscisas

42.8% 42.8%

7.14% -

Funcion negativa y creciente. En el pre—test los estudiantes tienen marcada preferencia
por la grafica que tiene ambas coordenadas negativas (grafica D) que fue seleccionada
por un 64.3%. Las preferencias disminuyen para la grafica que es, en efecto, creciente y
tiene abscisas tanto negativas como positivas (grafica B) pues la seleccionaron el
42.86%; un porcentaje un poco menor que éste (el 35.71%) selecciono la grafica E que
es creciente, negativa pero que tiene todas sus abscisas positivas. En esta ultima
respuesta subyace una concepcion tal que asocia a las funciones crecientes y negativas
con aquellas graficas que, en efecto crecen, pero que solo tienen abscisas negativas por
sobre el signo de sus ordenadas. Como se puede observar las graficas B, D y E son las
que satisfacen las dos condiciones y sin embargo solo un estudiante (el 7.14%)
selecciono estas tres opciones.

En el post-—test la preferencia por la grafica D, cuyas dos coordenadas son negativas se
ve incrementada a un 85.71% y esta misma proporcion de estudiantes optan por la
grafica E, que al igual que la D cumple con las dos condiciones, pero cuyas abscisas son
positivas. La grafica B es seleccionada por cerca de un 80%. Ya en este momento un
64.3% de los estudiantes manifiestan que las graficas B, D y E son negativas y
crecientes. Estos numeros muestran que al final, todavia algunos estudiantes conservan
la concepciodn alternativa inicial.

2. Subraya el o los mcisos que corresponden a graficas de funciones que son ala vez negativas y crecientes

1, T /} \f

Fig. 4.199 Pregunta 2

OTRA

! Concepcion detectada durante la entrevist:

- 195 -



Las Respuestas en el Pre — Test, Inter — Test y Post — Test Capitulo IV

Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.120 Funcion negativa y creciente concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y creciente cuando, sus ordenadas se
encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que 35.71 64.3%
crecen sus abscisas, crecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y creciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcién es negativa si comienza a trazarse abajo del eje
v, y es creciente si sube, sin importar el sentido del cambio| - 14.3%"
de las abscisas

La funcidén es negativa y creciente cuando, tiene abscisas
negativas.

28.6% 14.3%

7.14% -

Funcion positiva y decreciente. En el pre—test, la mayoria de los estudiantes prefieren
la grafica C, el 71.43%, pues tiene ambas coordenadas positivas y en efecto es
decreciente. Sin embargo, también las graficas A y E reunen las condiciones solicitadas
pero fueron elegidas por un porcentaje menor de estudiantes, 21.42% la primera y
7.14% la segunda. En este caso se percibe una concepcion tal que privilegia solo las
abscisas de la grafica, pues en C son positivas. También llama la atencion que el 14.3%
de los estudiantes manifiestan, mediante sus respuestas, estar de acuerdo en que la
grafica D satisface las condiciones; ésta efectivamente es decreciente, pero negativa,
aunque sus abscisas son positivas. Esta ultima propiedad pes6 mdas en la decision que
tomaron. Ninguno de los estudiantes eligieron las tres graficas de funciones positivas y
decrecientes, A, C y E.

En el post-test todos los estudiantes decidieron que la grafica A es positiva y
decreciente y un 92.86% seleccion¢ la grafica C. Un porcentaje ligeramente menor a los
dos anteriores, pero que quiza es un indicativo de que el signo de las abscisas se sigue
asociando al signo de las funciones, un 85.71%, decide que E también es la grafica de
una funcién positiva y decreciente. La preferencia por la grafica D, negativa y
decreciente pero con abscisas positivas fue nula después del disefio instruccional. En
esta etapa un 78.57% de los estudiantes consideran que las graficas A, C y E son
positivas y decrecientes.

3. iCudl de las siguientes graficas corresponden a funciones que son ala vez positivas y decrecientes?

=R = =

) E OTRA

Fig.4.200 Pregunta 3

12 Concepcion detectada durante la entrevista
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Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.121 Funcién positiva y decreciente concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcién es positiva y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran arriba del eje de las abscisas y, cuando crecen| 7.14% 85.71%
sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es positiva y decreciente cuando, ademas de
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas positivas
La funcion es positiva si comienza a trazarse arriba del eje
e, v es decreciente si baja, sin importar el sentido del - 14.3%"
cambio de las abscisas

71.43% 7.14%

Funcion negativa y decreciente. En el pre—test, la mayoria de los estudiantes prefieren
la grafica E (93.86%); ésta tiene coordenadas en x y y negativas y ademads, en efecto
decrece. La segunda en preferencias fue D (28.57%) y compartiendo el lugar, B fue
seleccionada también por un 28.57%. Obsérvese que la diferencia en el nivel de
preferencias de la grafica E cuyas abscisas y ordenadas son negativas respecto de las
otras dos que cumplen también con estas condiciones son del orden del 65% por lo que
se percibe la presencia de una concepcidon tal que asocia funciones con abscisas
negativas con funciones negativas y decrecientes. Solo un 14.3% de los estudiantes
seleccionaron las tres graficas B, D y E.

En contraste, en el post—test las preferencias por las graficas negativas y decrecientes B,
D y E son 92.86%, 100% y 100% respectivamente, en donde un 92.86% de los
estudiantes seleccionaron a las graficas de acuerdo a las concepciones promovidas por
la incidencia instruccional.

4. Qué graficas corresponden a funciones que son ala vez negativas y decrecientes?

= =R S = ST

Fig. 4.201 Pregunta 4

OTR&

Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.122 Funcion negativa y decreciente concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion es negativa y decreciente cuando, sus ordenadas
se encuentran abajo del eje de las abscisas y, a medida que 14.3% 92.86%
crecen sus abscisas, decrecen sus ordenadas (aceptable)

La funcion es negativa y decreciente cuando, ademas de|
cumplir con estas dos condiciones, posee abscisas negativas
La funcion es negativa y decreciente cuando posee abscisas
negativas

65.3% -

7.14% -

e. Concepciones manifestadas usando los registros analitico y grafico

13 Resultado obtenido durante la entrevista
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Funciones que cumplen con las condiciones: f{x) > 0y f(x) < 0. En el momento del
pre—test, en la pregunta 1 del Cuestionario 3, las preferencias mas altas manifestadas por
los estudiantes fueron por las graficas A, B y E (Fig. 4.202), con porcentajes iguales del
orden del 35.71% (ver TABLA 4.123). De estas tres graficas solo A y E cumplen con
las condiciones establecidas y la grafica B no; sin embargo, la grafica B en su primera
parte tiene abscisas negativas y posteriormente tiene abscisas positivas caracteristica
que se puede expresar a través de x < 0 y x > 0. Ningun estudiante selecciond
simultaneamente las graficas A, C, E, correspondientes a las condiciones exigidas.

En el post—test, se manifiesta una fuerte variacion en los niameros, pues las graficas A, C
y E, que cumplen con la ubicacion y el comportamiento sefialado son seleccionados en
los porcentajes 85.71%, 71.43% y 85.71% respectivamente; 8 de los estudiantes
seleccionaron simultdneamente las graficas A, C y E (57.14%) y ninguno de ellos
manifestd preferencia por alguna de las otras graficas.

1. A juzgar por sus graficas, en cudl o cudles de las sigwientes funciones se satisface que fx)=0 77 (x) <07
A2 A
£ ol s 9 L o 5 £
a & 0 5 \ o A
) B) oy o E) OTRA

Fig. 4.202

Porcentajes de estudiantes que
TABLA 4.123 Funcion que cumple con las condiciones presentaron concepciones aceptables y

x)>0 x) <0 concepciones alternativas
f( ) yf,( ) Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones fix) >0y f(x) <0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y 28.6% -
otra parte que cumple con x>0

La funcion cumple con las condiciones fix) > 0 y f(x) <
Ocuando, ademas de cumplir con estas condiciones cumple 7.14% -
conx>0

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con fix)>0yx<0

La funciéon cumple con las condiciones fix) > 0y f(x) < 0
cuando cumple con f{x) <0

- 50%

7.14% -

7.14%

Funciones que cumplen con las condiciones: g(x) < 0 y g’(x) > 0. En la pregunta 2
del Cuestionario 3 (Fig. 4.203), en el momento del pre—test un 57.14% de los
estudiantes eligieron la grafica C (ver TABLA 4.124), cuya ubicacion vy
comportamiento no corresponde a las expresiones especificadas, pero en donde se
observa que, una primera parte de g(x) queda en el segundo cuadrante con sus abscisas
negativas (x < 0) y la segunda parte de g(x) se encuentra en el primer cuadrante, es
decir, tiene abscisas positivas (x > 0). Ninguno de los estudiantes eligid
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simultineamente las tres graficas, B, D y E que cumplian con las condiciones
especificadas.

En el post—test, por el contrario las graficas B, D y E son elegidas por un 64.3%, un
78.57% y un 78.57% respectivamente; las preferencias por la grafica de la funcion C,
caen hasta un 7.14%; 8 estudiantes, un 57.14% del total, seleccionaron las graficas B, D
y E.

2. Estas graficas corresponden a ciertas funciones g(x). 4En cual o cudles se cumple que gix)=0 ¥ g (x) =07

- “ g"‘)ﬂJ_i o o _Jo
0 3
— ’ ES)
/-—— o £ __/ £ ‘ r
8]

sy o0 & E) o)) B OTRA

Fio 4203

Porcentajes de estudiantes que
TABLA 4.124 Funcion que cumple con las condiciones presentaron concepciones aceptables y

) <0 ’'(x) > 0 concepciones alternativas
8) y &) Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) >0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica tiene una parte que cumple con x < 0y 57.14% 7.14%
otra parte que cumple con x>0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica cumple con x <0y con g(x) >0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica cumple con x <0

La funcion cumple con las condiciones g(x) <0y g’(x) > 0
cuando, su grafica, ademas de cumplir con estas condiciones 7.14% -
cumple con x <0

- 57.14%

7.14% -

7.14% -

Funciones que cumplen con la condiciones: A(x) > 0y #’(x) > 0. Cuando se indaga en
torno de las concepciones de los estudiantes relativas a las funciones que cumplen con
h(x) >0y h’(x) > 0 (Fig. 4.204), en el pre—test se manifiesta una marcada preferencia
por la gréfica correspondiente al inciso A, con un 71.43% (ver TABLA 4.125), funcion
que al igual que las de los incisos C y E que son seleccionadas por un 35.71% y un 0%
respectivamente, cumple con las condiciones sefaladas. Sin embargo, la grafica A tiene
la particularidad de que sus abscisas cumplen con x > 0; es muy posible que la seleccion
de esta grafica esté asociada con esta caracteristica. Ningin estudiante selecciono
simultdneamente las graficas A, C y E.

En el post—test la grafica A es seleccionada por todos los estudiantes y las graficas C y
E, que también cumplen con A(x) > 0 y h’(x) > 0, son elegidas por un 78.57% y un
64.3% respectivamente. Es notable la diferencia que existe entre las preferencias de la
grafica A y las graficas C y E; la atribuimos a la existencia, todavia después del disefio
instruccional, de la concepcion alternativa que se habia manifestado antes del mismo. El
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total de estudiantes que seleccionaron simultdneamente las graficas A, C y E ascienden
a un 50% del total.

3. Las siguientes graficas corresponden a ciertas funciones 2(x). o Cudl o cudles de ellas son tales que 2() =0 v 4 (x) =07

Al
B FJ E;L;J B A / B
:)LT 0
i P s 0 R % 0 P
A) E) o)) o)) E OT

Fig. 4.204

R

Porcentajes de estudiantes que
TABLA 4.125 Funcion que cumple con las condiciones presentaron concepciones aceptables y

h(x) >0 y h’(x) >0 concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0
cuando, sus ordenadas se encuentran arriba del eje de las

. . . - 50%
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, crecen sus
ordenadas (aceptable)
La funcion cumple con las condiciones A(x) > 0y h’(x) > 0 71.43% 35.7%

cuando cumple con x > 0

Funciones que cumplen con la condiciones: y < 0 y »* < 0. En la pregunta 4 del
Cuestionario 3 (Fig. 4.205), se investigan las ideas de los estudiantes en torno de las
funciones que cumplen con y <0y y’ <0y, en el pre—test son dos las funciones por las
que los estudiantes mayormente se inclinan: las correspondientes a los incisos B y E,
con un 42.9% en ambos casos (ver TABLA 4.126). De estas dos graficas, solo B
cumple con las condiciones establecidas pues la funcion del inciso E, es negativa y
creciente; sin embargo, en ambos casos, las graficas comienzan en el 3er cuadrante, es
decir, sus abscisas en esta region son negativas; pareceria que las condiciones y <0
y y’ <0, se estan vinculando con las condiciones x <0y y <0.

Después del diseno instruccional las funciones que acaparan las mas altas preferencias
son las correspondientes a los incisos B y D, aquellas que cumplen cony <0y y’ <0,
con porcentajes del 78.57% y 85.71% respectivamente. El total de estudiantes que
seleccionaron B y D fueron 9 (un 64.3%).

4. Las siguientes graficas corresponde a funciones de la forma: y =5Tx). ;Para cudl o cudles de ellas se cumple que y <0y yp <07

£ 0 3 \[-"ﬂ [D 3 o i
0 | o
o 5 C 2 \ 2
a0 El o Ei

) OTRA
Fio Porcentajes de estudiantes que
TABLA 4.126 Funcion que cumple con las condiciones | presentaron concepciones aceptables y
) concepciones alternativas
yx)<0yy (x¥)<0 .
Pretest Postest y
entrevistas

La funcion cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando, sus ordenadas se encuentran abajo del eje de las

— )
abscisas y, a medida que crecen sus abscisas, decrecen sus 64.3%
ordenadas (aceptable)
La funcion cumple con las condiciones y(x) <0y y’(x) < () 42.9% 28.575
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cuando cumple conx<0yy <0
La funciéon cumple con las condiciones y(x) < 0y y’(x) < 0
cuando cumple con x <0

7.14% -

Puntos que cumplen con la condicién: f’(x) = 0. En la pregunta 5 del Cuestionario 3
(ver Fig. 4.206), en el pre—test, un 71.43% de los estudiantes consideran que la
estabilidad de f{x) sucede en x = 0; ninguno de los estudiantes asocia el maximo y el
minimo de la funcion con esta propiedad (ver TABLA 4.127).

En el post-test, solo un 28.57% de los estudiantes continuan asociando x = 0 con la
estabilidad de la funcion; en este momento un 71.43% de los estudiantes vinculan la
estabilidad de f{x) con sus maximos y minimos.

5. iParaqué x, ) =07

P &) x=-2 B x=-1
\ -l ]/\ Cyx=0 Dy x=1

'\__/l':' 1 2\3; Evx=2 Otra,

Fig. 4.206
Porcentajes de estudiantes que
TABLA 4.127 Puntos que cumplen con la presentaron concepciones aceptables y
condici()nj’(x) =0 concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas
Los puntos que cumplen con la condicion £ (x) = 0 son los o
.. . . - 71.43%
imaximos y minimos de la funcién (aceptable)
En x = 0 se cumple la condicion f(x) =0 71.43% 28.57%
En sus intersecciones con el eje x se cumple la condicion o
() = 0 7.14% -

Determinacion de la f’(x) en un punto dado. En la pregunta 6 del Cuestionario 3
(Fig. 4.207), en el pre—test, un 71.4% de los estudiantes consideran que el valor de la
derivada en x = 1 es el valor de la ordenada en ese punto (ver TABLA 4.128); ninguno
de los estudiantes asocia el valor de la derivada con la pendiente de la tangente a la
curva en el punto en cuestion.

En el post—test, un 57.14% de los estudiantes ain sigue evaluando la derivada de la
funcién en x = 1 con la ordenada en ese punto y solo un 21.43% de los estudiantes
asocia este valor con la pendiente de la tangente a la curvaenx = 1.

fi. ;Cudl es el valor correcto de f7(x) parax =17
]

R0
31"

& =3 BF()=4
Of (=25 DJil)=-1
E (1) =34  Otra_

Fig. 4.207
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Porcentajes de estudiantes que
presentaron concepciones aceptables y

TABLA 4.128 f’(x) en un punto dado concepciones alternativas
Pretest Postest y
entrevistas

La f(x) en un punto dado es igual a la pendiente de la
tangente a la funcién en ese punto (aceptable)
La f’(x) en un punto dado es igual a la f{x) en ese punto 71.4% 57.145
La f(x) en un punto dado es igual a la abscisa del punto en|

. 7.14% -
donde la tangente cruza al eje x

- 21.43%

f. Analisis comparativos de las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y
las planteadas analiticamente

Funcion positiva y creciente y funcion que cumple con. A(x) > 0 y 4 (x) > 0. Cuando
revisamos las respuestas dadas (ver TABLA 4.123) por los estudiantes a la pregunta 1
del Cuestionario 2 (Fig. 4.198), en el pre—test, si la pregunta se plantea verbalmente, el
100% de los estudiantes seleccionan la opcidon A cuya abscisas son positivas, y las
graficas de los incisos C y E que también satisfacen las condiciones, solo son
seleccionadas por un 50% y un 7.14% respectivamente; los estudiantes ponderan mas el
signo de la abscisa que el de la ordenada para hacer su eleccion; solo uno de los
estudiantes selecciond las graficas A, C y E. En el post—test todos los estudiantes
identificaron las graficas A y C como positivas y crecientes y un 57.14% de ellos
optaron también por la grafica E. Cuando la pregunta se plante6 analiticamente, en el
pre—test se manifiesta una marcada preferencia por la grafica correspondiente al inciso
A, conun 71.43% (ver TABLA 4.125), funcién que al igual que las de los incisos Cy E
que son seleccionadas por un 35.71% y un 0% respectivamente, cumple con las
condiciones sefialadas, pero que, como ya se explico lineas arriba, tiene la particularidad
de que sus abscisas cumplen con A(x) > 0; es muy posible que la seleccion de esta
grafica esté asociada con esta caracteristica. Ningin estudiante selecciond
simultaneamente las graficas A, C y E. En el post—test la grafica A es seleccionada por
todos los estudiantes y las graficas C y E, que también cumplen con A(x) > 0y
h’(x) > 0, fueron elegidas por un 78.57% y un 64.3% respectivamente. El total de
estudiantes que seleccionaron simultaneamente las graficas A, C y E ascienden a un
50% del total. De acuerdo a los resultados anteriores, el nivel alcanzado de respuestas
aceptables fue mas alto cuando la pregunta se formuld verbalmente que cuando se hizo
analiticamente, tanto antes como después del disefio instruccional.

Registro Verbal Registro Analitico
Funcién positiva y creciente Funcién que cumple con. A(x) >0y A'(x) >0
Pre - test Post — test Pre - test Post — test
7.14% 0% 57.14% 50%
Tabla 4.129

Funcion negativa y creciente y funcion que cumple con g(x) <0y g’(x) > 0. En el
pre—test, cuando la pregunta se hace usando lenguaje verbal, los estudiantes tienen
marcada preferencia por la grafica que tiene ambas coordenadas negativas (grafica D)
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que fue seleccionada por un 64.3%. Las preferencias disminuyen para la grafica que es,
en efecto, creciente y tiene abscisas tanto negativas como positivas (grafica B) pues la
seleccionaron el 42.86%; un porcentaje un poco menor que €ste (el 35.71%) selecciond
la grafica E que es creciente pero que no es negativa sino que todas sus abscisas son
negativas. En esta ultima respuesta subyace una concepcion tal que asocia a las
funciones crecientes y negativas con aquellas graficas que, en efecto crecen, pero que
solo tienen abscisas negativas por sobre el signo de sus ordenadas. Solo un estudiante
(el 7.14%) selecciono estas tres. En el post—test la preferencia por la grafica D, cuyas
dos coordenadas son negativas se ve incrementada a un 85.71% y esta misma
proporcion de estudiantes optan por la grafica E, que al igual que la D cumple con las
dos condiciones, pero cuyas abscisas son positivas. La grafica B es seleccionada por
cerca de un 80%. Ya en este momento un 64.3% de los estudiantes manifiestan que las
graficas B, D y E son negativas y crecientes. Luego, cuando el cuestionamiento se
plantea usando lenguaje analitico, (Fig. 4.203), en el momento del pre—test un 57.14%
de los estudiantes eligieron la grafica C (ver TABLA 4.124), cuya ubicacion y
comportamiento no corresponde a las condiciones especificadas, pero en donde se
observa que, una primera parte de g(x) queda en el segundo cuadrante con sus abscisas
negativas (x < 0) y la segunda parte de g(x) se encuentra en el primer cuadrante, es
decir, tiene abscisas positivas (x > 0). Ninguno de los estudiantes -eligid
simultineamente las tres graficas, B, D y E que cumplian con las condiciones
especificadas. Después del disefo instruccional, por el contrario, las graficas B, D y E
son elegidas por un 64.3%, un 78.57% y un 78.57% respectivamente; las preferencias
por la grafica de la funcion C, caen hasta un 7.14%; un 57.14% del total de estudiantes,
seleccionaron las graficas B, D y E. Igual que en el caso anterior, tanto en el pre—test
como en el post—test el nivel de respuestas aceptables alcanzado fue mas alto a partir de
un planteamiento verbal de la pregunta que cuando ésta se formuld analiticamente.

Registro Verbal Registro Analitico
Funcién negativa y creciente Funcién que cumple con. g(x) <0y g'(x)>0
Pre - test Post — test Pre - test Post — test
7.14% 64.3% 0% 57.14%

Funcion positiva y decreciente y funcion que cumple con f{x) >0y f(x) <0. Enel
pre—test, al hacer la pregunta usando lenguaje verbal, la mayoria de los estudiantes
prefieren la grafica C, el 71.43%, pues tiene ambas coordenadas positivas y en efecto es
creciente. Sin embargo, también las graficas A y E retinen las condiciones solicitadas
pero fueron elegidas por un porcentaje menor de estudiantes, 21.42% la primera y
7.14% la segunda. En este caso se percibe una concepcion tal que privilegia solo las
abscisas de la grafica, pues en C son positivas. Ninguno de los estudiantes eligieron las
tres graficas de funciones positivas y decrecientes, A, C y E. En el post—test todos los
estudiante decidieron que la grafica A es positiva y decreciente y un 92.86% selecciono
la grafica C. Un porcentaje ligeramente menor a los dos anteriores, un 85.71% decide
que E también es la grafica de una funcidon positiva y decreciente. En esta etapa un
78.57% de los estudiantes conciben que las graficas A, C y E son positivas y
decrecientes. Si la pregunta se hace usando lenguaje analitico, en el momento del pre—
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test, las preferencias mas altas manifestadas por los estudiantes fueron por las gréficas
A, B y E (Fig. 5.196), con iguales porcentajes del orden del 35.71% (ver TABLA
4.123). De estas tres graficas solo A y E cumplen con las condiciones establecidas y la
grafica B no; sin embargo, la grafica B en su primera parte tiene abscisas negativas y
posteriormente tiene abscisas negativas condicion que se puede expresar a través de x <
0 y x > 0. Ningn estudiante seleccion6 simultdineamente las graficas A, C, E,
correspondientes a las condiciones especificadas. Después del disefio instruccional, las
graficas A, C y E, que cumplen con la ubicaciéon y el comportamiento sefialado son
seleccionados en los porcentajes 85.71%, 71.43% y 85.71% respectivamente, es decir,
un 57.14% de los estudiantes seleccionaron simultaneamente las graficas A, Cy E y
ninguno de ellos manifestd preferencia por alguna de las otras graficas. Por tercera
ocasion, el nivel de respuestas aceptables alcanzado fue mas alto cuando la pregunta se
plante6 verbalmente que cuando se hizo analiticamente, lo mismo en el pre—test que en
el post—test.

Registro Verbal Registro Analitico
Funcién con imagen positiva y decreciente Funcién que cumple con. fix) >0y f(x) <0
Pre - test Post — test Pre - test Post — test
0% 78.57% 0% 57.14%

Funcion negativa y decreciente y funcion que cumple con y <0y »’ <0. Sila
pregunta se formula utilizando lenguaje verbal, en el pre—test, la mayoria de los
estudiantes prefieren la grafica E (93.86%); ésta tiene coordenadas en x y y negativas y
ademds, en efecto decrece. La segunda en preferencias fue D (28.57%) y B fue
seleccionada también por un 28.57%. Obsérvese que la diferencia en el nivel de
preferencias de la grafica E cuyas abscisas y ordenadas son negativas respecto de las
otras dos que cumplen también con estas condiciones son del orden del 65% por lo que
se percibe la presencia de una concepcion tal que asocia funciones con abscisas
negativas con funciones negativas y decrecientes. Solo un 14.3% de los estudiantes
seleccionaron las tres graficas B, D y E. En contraste, en el post-—test las preferencias
por las graficas negativas y decrecientes B, D y E son 92.86%, 100% y 100%
respectivamente, en donde un 92.86% de los estudiantes seleccionaron a las graficas de
acuerdo a las concepciones promovidas por el curso. Al formular la pregunta haciendo
uso de lenguaje analitico, en el pre—test son dos las funciones por las que los estudiantes
mayormente se inclinan: las correspondientes a los incisos B y E, con un 42.9% en
ambos casos (ver TABLA 4.126). De estas dos graficas, solo B cumple con las
condiciones establecidas pues la funcion del inciso E, es negativa pero creciente; sin
embargo, en ambos casos, las graficas comienzan en el 3er cuadrante, es decir, sus
abscisas en esta regiéon son negativas; pareceria que las condiciones y <0y’ <0, se
estan vinculando con las condiciones x < 0 y y < 0. Después de la incidencia
instruccional las funciones que acaparan las mas altas preferencias son las
correspondientes a los incisos B y D, aquellas que cumplen con y < 0 y »’ < 0, con
porcentajes del 78.57% y 85.71% respectivamente. El total de estudiantes que
seleccionaron B y D fueron 9 (un 64.3%). En este caso, como en los anteriores, el nivel
de respuestas aceptables es mas alto, tanto en el pre—test como en el post—test, cuando la
pregunta se formula verbalmente, que cuando se plantea analiticamente.
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Registro Verbal Registro Analitico
Funcién negativa y decreciente Funcién que cumple con. y<0yy <0
Pre-test Post—test Pre—test Post—test
14.3% 92.86% 0% 64.3%

Funcion que no crece ni decrece y funcion que cumple con f’(x) = 0 Cuando el
planteamiento es verbal, en la respuesta dada a la pregunta 5 del Cuestionario 2 (Fig.
4.196) en el pre—test para 42.9% de los estudiantes f{x) se estabiliza en x = 0, punto
de interseccion de la funcion con el eje de las abscisas (ver TABLA 4.117). El 14.3%
de los alumnos considera que f{x) se estabiliza en x = 2, otro de los puntos donde la
funcién intercepta al eje x; para 42.9% de los estudiantes esta funcidn se estabiliza en
x =1, respuesta que es aceptable y solo un 7.14% de ellos conciben que f(x) se
estabiliza en x = —1, respuesta que también es aceptable. Después del disefio
instruccional, un 85.71% y un 92.86% consideran que f{x) se estabilizaenx =—1yx =
1 respectivamente, puntos que son minimo y maximo y de la funcion. Al hacer la
indagacion de las ideas usando lenguaje analitico, en la pregunta 5 del Cuestionario 3
(ver Fig. 4.206), en el pre—test, un 71.43% de los estudiantes asocian la estabilidad de
f(x) con x = 0; ninguno asocia el maximo y el minimo de la funcioén con esta propiedad
(ver TABLA 4.127). En el post—test, solo un 28.57% de los estudiantes contintian
asociando x = 0 con la estabilidad de la funcidén; en este momento un 71.43% de los
estudiantes vinculan la estabilidad de f{x) con sus maximos y minimos. En este caso, al
igual que en todos los anteriores, el nivel de aceptabilidad de las respuestas obtenidas
planteando la pregunta verbalmente, es mas alto que el obtenido a partir de un
planteamiento analitico de la pregunta.

Registro Verbal Registro Analitico
Funcién que no crece ni decrece Funcién que cumple con f(x) =0
Pre-test Post—test Pre—test Post—test
7.14% 92.86% 0% 71.43%

g. Analisis comparativo global de las respuestas obtenidas en el pre—test y en el
post—test a las preguntas paralelas. Las planteadas verbalmente y las planteadas
analiticamente

De acuerdo a todos los resultados anteriores, en todas las preguntas paralelas, el nivel de
aceptabilidad de las respuestas dadas a las preguntas planteadas verbalmente fue mas
alto que el de las respuestas obtenidas cuando la pregunta se formuld usando lenguaje
analitico.

- 205 -




Conclusiones Generales Capitulo V

Capitulo V

CONCLUSIONES GENERALES

La presente investigacion ha sido desarrollada con el proposito de estudiar la estabilidad
o cambio de las concepciones alternativas en los estudiantes, respecto del analisis de
funciones bajo condiciones instruccionales determinadas. Investigaciones previas han
dado cuenta de la existencia (incluso la persistencia) de una amplia gama de
concepciones de esta naturaleza en estudiantes de distintos niveles, incluidos aquellos

que ya habian estudiado calculo y en profesores de matematicas y fisica.

En la revision que hicimos a la curricula de matematicas de nuestro pais, encontramos
que desde el tercer ano de secundaria en los programas se plantea como una de las
actividades fundamentales la del andlisis de funciones, por tanto se espera que los
estudiantes a partir de ese nivel de escolaridad tengan un apropiado desarrollo de las
habilidades relativas a esa tematica. Sin embargo, existen numerosas evidencias de las
que hicimos un amplio recuento en el Capitulo 1, que demuestran que la realidad es

muy diferente de lo esperado.

Interesados en esta problematica especifica, pero siempre en el contexto global que nos
brinda el campo del desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional, nos planteamos
estudiar los cambios o la persistencia de las concepciones alternativas relativas al
analisis de funciones. Partimos del supuesto que un disefio instruccional que tuviera
como escenario el salon de clase y que propiciara la creacion de un ambiento rico en
formas graficas permitiria hacer observaciones y conjeturas sobre estas cuestiones. En
términos generales, las estrategias de ensefianza del disefio instruccional, buscaron que
las concepciones alternativas que inicialmente manifestaron los estudiantes entraran en
conflicto, para lograr fundamentalmente tres propositos: explicitar su teoria inicial, que

los estudiantes se hicieran conscientes de que ésta no funcionaba y que a su vez,
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tomaran conciencia de que la nueva teoria que se les proporcionaba funcionaba mejor

que su antigua teoria.

Cuando los estudiantes analizaron la ubicaciéon y comportamiento de graficas de
funciones de forma independiente, encontramos que, para identificar en donde las
imagenes de las funciones son positivas, antes del disefio instruccional al menos la
mitad de los estudiantes concebian positiva a la imagen de una funcién en los intervalos
con abscisas positivas. Después de haber puesto en practica el disefio instruccional, en
el post—test se observo que ninguno de los estudiantes conservd esta concepcion y la
mayoria de ellos identifico aceptablemente los intervalos. En condiciones digamos,
ordinarias de ensefianza, las cosas en cuanto al cambio conceptual, son diferentes. La
persistencia de concepciones, aunque en estudiantes mas jovenes (estudiantes de
bachillerato) son distintas como se muestra en Dolores (2003), quien investigd las
concepciones alternativas presentes en estos estudiantes y concluye que hay una
tendencia a asociar la idea de funcién con imagen positiva si su grafica esta ubicada en
la regién donde las x son positivas sin importar que los puntos de la grafica estén por
arriba o por debajo del eje x; s6lo atienden al signo de las abscisas para tomar la
decision. Incluso en los profesores las concepciones alternativas también se manifiestan.
A este respecto en Dolores (2002) se encontrd, investigando la presencia de estas
concepciones en futuros profesores de matemadticas, que mas de la mitad de ellos
conciben que la imagen de una funcion es positiva si su grafica estd ubicada en la region
donde las x (abscisas) son positivas sin importar que los puntos de la grafica estuvieran

en el primero o cuarto cuadrantes.

En la identificacién de intervalos donde las iméagenes de las funciones son negativas,
previo al disefio instruccional, la mayoria de los estudiantes las asociaron con los
intervalos de la funcion donde tiene abscisas negativas. Después de la puesta en escena
del disefio instruccional, ninguno de los estudiantes manifestd tal concepcion y la
mayoria localizé aceptablemente las funciones con imagenes negativas. En contraste
con estos cambios conceptuales, Dolores (2003), investigando las concepciones

alternativas de estudiantes de bachillerato que ya habian estudiado el tema bajo un
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esquema de ensefianza tradicional, encontrd que para ellos cierta funcion f(x) tiene una
imagen negativa preferentemente donde tiene abscisas negativas. La persistencia de las
concepciones alternativas se encuentra presente incluso en quienes se estan preparando
para ser profesores de matematicas. Dolores (2002), investigando las concepciones de
estudiantes donde la mayoria de ellos eran profesores de matematicas en formacion,

concibieron una funcién con imagen negativa, si sus abscisas son negativas.

Para el caso de las funciones crecientes, antes de poner en practica las estrategias de
ensefianza del disefio instruccional, casi una tercera parte de los estudiantes concibieron
a una funcion como creciente en los intervalos donde ésta tiene imagen positiva y
menos de la tercera parte las identificaron aceptablemente. Después de aplicar el disefio
instruccional, la concepcion alternativa inicialmente identificada respecto del
crecimiento de las funciones fue manifestada por un solo estudiante, el resto identifico a

las funciones crecientes aceptablemente.

Este cambio contrasta con lo reportado por Dolores, Solache y Diaz (2002) quienes
encontraron, al poner en escena un disefio instruccional similar al usado en nuestra
investigacion, que el 48% de los estudiantes de bachillerato al terminar la experiencia
considerd la funcidon con imagen positiva como equivalente con la nocion de funcidén
creciente. Asi mismo, Dolores (2003), al explorar concepciones en estudiantes de
bachillerato que ya habian estudiado el analisis de funciones en condiciones ordinarias
de ensefanza, encontrd que éstos manifiestan tendencia muy marcada a relacionar las
funciones crecientes con aquellas cuyas imagenes son positivas. La fuerte estabilidad de
las concepciones alternativas se pone también de manifiesto en las investigaciones
realizadas con profesores de matematicas. Dolores y Guerrero (2002), al realizar un
estudio exploratorio sobre el comportamiento variacional de funciones elementales a
través de sus representaciones graficas y analiticas en una poblacion de profesores de
matematicas, que existid tendencia a asociar la condicion: fix + h) — f{x) > 0, con la
region donde la grafica de la funcion estaba por arriba del eje de las x, region donde se
cumple que f(x) > 0. Dolores (2002) al trabajar con futuros profesores de matematicas

para indagar sus concepciones respecto del andlisis de funciones, observo claramente la

-211 -



Conclusiones Generales Capitulo V

tendencia a asociar las regiones de las graficas de las funciones donde tienen imagenes

positivas con la idea de crecimiento.

En nuestra investigacion, en el caso de las funciones decrecientes, antes de los procesos
de incidencia instruccional, una tercera parte de los estudiantes las asocié con los
intervalos en donde la imagen de la funcion es negativa y una proporcion un poco
menor las vinculé con intervalos en donde la funcidn tiene abscisas negativas. Con
posterioridad a la puesta en escena del disefio instruccional, la mayoria las identificd

aceptablemente y solo un estudiante conservé las concepciones alternativas iniciales.

Estos resultados difieren de los obtenidos por Dolores, Solache y Diaz (2002) quienes,
poniendo en escena un disefio instruccional parecido, encontraron que, estudiantes que
terminan el bachillerato y algunos que principian la universidad asocian, en un 56%, la
nocién de imagen de una funcioén negativa con la de funcidon decreciente. A su vez, los
hallazgos de Dolores (2003) contrastan con nuestros resultados. El investigd en
estudiantes de bachillerato que ya habian abordado el andlisis de funciones en
condiciones ordinarias de ensefianza, el estado de sus concepciones respecto de este
tema, y encontré6 que para ellos el decrecimiento estd asociado con la gréafica de
funciones con imdgenes negativas. Esta situacion se repite cuando las investigaciones
son llevadas a cabo con profesores de matematicas. Dolores y Guerrero (2002), al
realizar un estudio exploratorio sobre el comportamiento variacional de funciones
elementales a través de sus representaciones graficas y analiticas, encontraron que
profesores de matematicas asociaron la condicion: fix + h) — f{x) < 0, con la region
donde la grafica de la funcion estaba por debajo del eje de las x, region donde se cumple
que filx) < 0. En esta misma direcciéon Dolores (2002), investigando en futuros
profesores de matematicas el estado de sus concepciones respecto del analisis de
funciones, encontré que éstos asociaron las regiones de las graficas de las funciones

donde tienen imagenes negativas con la idea de decrecimiento.

Cuando los estudiantes analizaron los puntos en donde una funcién no crece ni decrece,

previo a la puesta en practica del disefio, solo un estudiante identificd estos puntos
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aceptablemente; casi la mitad prefirio por los ceros de la funcion. En contraste, después
del proceso instruccional, mas de la mitad de los estudiantes consider6d que esto sucede
en los puntos maximos y minimos de las funciones, inclusive identificaron uno de los
puntos de estabilizacion de la funcion que no aparecia explicitamente entre las opciones
que se ofrecian para hacer la eleccion, lo que denotd que en los estudiantes que lo
identificaron, hubo un proceso importante de generalizaciéon en sus concepciones; una
proporcion pequefia conservo la concepcion alternativa inicial consistente en asociar a

los ceros de una funcién con los puntos en donde €sta no crece ni decrece.

Estos resultados difieren de lo encontrado por Dolores, Solache y Diaz (2002) con
estudiantes de bachillerato y principiantes universitarios a partir de la puesta en escena
de un diseno instruccional parecido al utilizado en nuestra investigacion, encontraron
que, un 52% mostrd concepciones tales como contestar que en donde f{x) es cero, f{x)
tiene un maximo. Asi mismo Dolores (2003), al investigar el estado de las concepciones
de estudiantes de bachillerato que habian abordado el andlisis de funciones en
condiciones ordinarias de enseflanza, encontr6 que tienen preferencia por asociar la
propiedad de no crecimiento ni decrecimiento de una funcién con los puntos donde la
grafica corta al eje de las ordenadas o al eje de las abscisas. A su vez, los resultados de
nuestra investigacion contrastan con lo encontrado por Dolores y Guerrero (2002)
quienes, al trabajar con profesores de matematicas encontraron que, éstos asociaron la
expresion fix + h) — fix) = 0, con f continua y 4 > 0 preferentemente pequeria, con los
puntos de corte de la grafica con el eje de las x, es decir con las x donde f{x) = 0.
La resistencia al cambio de las concepciones alternativas también se manifiesta en los
resultados de Dolores (2002), quien encontrd, investigando las concepciones relativas al
analisis de funciones en una poblacién de futuros profesores de matematicas, que fue
muy notoria la relacidén que establecieron los estudiantes entre la nocion de estabilidad y

los ceros de una funcion.
Cuando a los estudiantes se les plantearon actividades de andlisis de funciones pero

donde se requeria atender simultaneamente ubicacion y comportamiento, en este caso

para las graficas de funciones crecientes con imagenes positivas, antes de la puesta en
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escena del disefio instruccional, todos los estudiantes seleccionaron la grafica creciente
con imagenes positivas, y con abscisas positivas y las preferencias por las que no
cumplian con el ultimo criterio fueron sensiblemente mas bajas. Esto evidencia la
presencia de la concepcion alternativa que asocia a las funciones con imagenes positivas
y crecientes con funciones con imagenes positivas, crecientes y con abscisas positivas.
Después de la aplicacion del disefio instruccional, todos los estudiantes seleccionaron
dos de las tres graficas que cumplian con estos condiciones y la tercera de estas graficas,
ubicada en el segundo cuadrante, donde sus abscisas eran negativas solo fue
seleccionada por poco mas de la mitad de los estudiantes; creemos que esta fue la razén
de su bajo nivel de preferencia, lo que denotaria que la concepcidn alternativa inicial
consistente en asociar las graficas de funciones con iméagenes positivas y crecientes con
intervalos donde las funciones tienen imdgenes positivas, son crecientes y tienen
abscisas positivas, aun se encontraba presente. La resistencia al cambio de esta
concepcion alternativa también se manifestd en los hallazgos de Dolores (2003) quien
encontro, investigando las concepciones de estudiantes de bachillerato que ya habian
abordado el estudio del analisis de funciones bajo un esquema de ensefianza tradicional,
que hay una tendencia marcada a no considerar una funcidén creciente con imagen
positiva si su grafica esta ubicada en el segundo cuadrante (con abscisas negativas)

aunque sea creciente.

Cuando nuestros estudiantes analizaron graficas de funciones para seleccionar a las
funciones crecientes con imagenes negativas, antes del disefio instruccional, de las tres
graficas que cumplian con estos condiciones, aquella que ademds de ser creciente y
tener imagen negativa tenia abscisas negativas fue la que tuvo mayor nivel de
preferencia, y para las otras dos fue menor y solo un estudiante seleccioné las tres
graficas simultaneamente. En contraste, despué¢s de las actividades del disefo
instruccional, la mayoria eligi6 las graficas que cumplian con las condiciones
especificadas. Estos resultados difieren de lo encontrado por Dolores (2003) quien, al
investigar las concepciones de estudiantes de bachillerato que ya habian estudiado el

analisis de funciones bajo condiciones de ensefianza ordinarias, concluy6d que ellos
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asocian las funciones crecientes y con imagenes negativas con aquellas graficas de

funciones que son crecientes, tienen imagenes negativas, y poseen abscisas negativas.

Al revisar las graficas para seleccionar aquellas que representan a funciones con
imagenes positivas y decrecientes, antes de aplicar el disefio instruccional, la mayoria de
los estudiantes eligid la grafica que, ademas de ser decreciente y tener imagen positiva,
tenia abscisas positivas y las otras dos graficas que cumplian estas condiciones fueron
seleccionadas en cantidades minimas, denotando asi la fuerte presencia de la concepcion
alternativa consistente en asociar a las funciones decrecientes con imagenes positivas
con las graficas de funciones que ademas de ser decrecientes y tener imagenes positivas
tienen abscisas positivas. Posterior a la puesta en escena del disefio, las tres graficas que
cumplian con estas condiciones fueron seleccionadas por la mayoria de los estudiantes.
Este resultado es distinto del de Dolores (2003) quien, investigando las concepciones de
estudiantes de bachillerato que ya habian estudiado el tema bajo un esquema de
ensefianza tradicional, encuentra que, en su mayoria, manifiestan una concepcion tal que
no comparte que una funcion sea decreciente y tenga imagen positiva si esta ubicada en

el segundo cuadrante, aunque en efecto sea decreciente.

Por otra parte, antes de la puesta en practica del disefo, la preferencia por la grafica de
la funcién decreciente con imagen negativa y que ademads tiene abscisas negativas fue
muy alta y las otras dos que cumplen con las condiciones establecidas solo se
seleccionaron en una minima proporcidon, haciendo evidente la presencia de la
concepcidn alternativa consistente en asociar las graficas de funciones decrecientes con
imagen negativa con graficas de funciones decrecientes con imagen negativa, y con
abscisas negativas. Después del disefio, los niveles de seleccion fueron casi del 100%
por las graficas que cumplian con estas dos condiciones. Estos resultados contrastan con
los hallazgos de Dolores (2003) quien encontrd, al investigar las concepciones de
estudiantes de bachillerato que ya han abordado el estudio del anélisis de funciones en
un esquema tradicional de ensefianza, que cuando analizan graficas de funciones
decrecientes con imagenes negativas, se privilegia el signo de sus abscisas por sobre el

signo de sus ordenadas.
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Respecto de los puntos en donde una funcién se estabiliza, antes de aplicar el disefio
instruccional, para casi la mitad de los estudiantes la funcion se estabiliza en x = 0,
donde la ordenada intercepta al eje de las abscisas, y la cuarta parte de los estudiantes
vinculd los ceros de la funcion con los puntos donde las funciones se estabilizan.
Después del disefio, la mayoria de los estudiantes manifestd su preferencia por los
puntos maximos y minimos de la funcidn; solo uno de los estudiantes continud
asociando los ceros de la funcion con los puntos de estabilizacion de la misma, aunque
casi la mitad de los estudiantes asocid la estabilidad de la funciéon con puntos en la

vecindad de un punto de estabilizacion.

En lo relativo al andlisis de los funciones planteando las preguntas en términos de la
representacion analitica y grafica encontramos que, para las funciones que cumplen con
las condiciones f{x) > 0 y f(x) < 0, antes del proceso instruccional, las preferencias mas
altas manifestadas por los estudiantes fueron por tres graficas, en donde, solo dos de
ellas, cumplian con las condiciones establecidas y la tercera no; sin embargo, esta
grafica en su primera parte tiene abscisas negativas y posteriormente tiene abscisas
positivas caracteristica que se puede expresar a través de x < 0 y x > 0, que se
encontraban presentes en fix) > 0 y f(x) < 0; ningin estudiante selecciond
simultdineamente las graficas que correspondian con las condiciones especificadas.
Después del disefio instruccional, poco mas de la mitad de los estudiantes selecciond las

tres graficas que cumplian con las condiciones especificadas.

Para las funciones que cumplen con las condiciones g(x) < 0 y g’(x) > 0 antes de la
puesta en escena de las estrategias del disefio instruccional, poco mas de la mitad de los
estudiantes parecieron hacer su eleccion en base a un criterio similar al del caso
anterior. Después de la incidencia instruccional poco mas de la mitad de los estudiantes
selecciond simultaneamente las graficas que cumplian las condiciones mencionadas,
destacando ademas que la preferencia por la grafica que cumplia con las condiciones
x <0y g(x) > 0 fue una pequeiia proporcion del total de estudiantes, lo cual constituye

un indicio de que la concepcion alternativa inicial alin se encontraba presente.
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Por otra parte, para las funciones que cumplen con las condiciones h(x) > 0y A’(x) > 0,
antes de la puesta en practica del disefio, la mayoria de los estudiantes eligieron la
grafica que cumplia con A(x) > 0, I’(x) > 0 y x > 0, evidenciando con ello una
concepcion alternativa a partir de la cual se establece una asociacion entre funciones
que cumplen con h(x) >0y A’(x) > 0 con las que cumplen con A(x) >0, A’(x) >0y x>
0; ademéds ningin estudiante selecciond simultaneamente todas las graficas que
cumplian con las condiciones establecidas. Después de la puesta en practica del disefio
instruccional, todos los estudiantes eligieron la grafica que cumplia con A(x) > 0, h’(x)
>0 y x > 0, y un porcentaje sensiblemente menor seleccion6 a la grafica que, no
obstante cumplir con las condiciones especificadas, cumplia con x < 0. Creemos que
esto ultimo es indicativo de que todavia se encontraba presente la concepcion
alternativa inicial. Simultaneamente estas funciones solo fueron seleccionadas por la

mitad de los estudiantes.

Respecto de las funciones que cumplen con y < 0 y »° < 0, antes del proceso
instruccional son dos las graficas que los estudiantes mayoritariamente eligieron (50%).
De estas dos graficas, solo una cumple con las condiciones establecidas pues la otra, es
negativa y creciente; sin embargo, en ambos casos, las graficas comienzan en el 3er
cuadrante, es decir, sus abscisas en esta region son negativas; pareceria que las
condiciones y <0y y’ <0, se vinculan con las condiciones x < 0 y y < 0. Después de la
puesta en escena del disefo instruccional la mayoria de los estudiantes selecciono las
dos graficas que reunian estas condiciones. Sin embargo, conviene mencionar que una
cuarta parte de los estudiantes eligieron la grafica que cumplia con las condiciones x < 0
y y <0, a pesar de que no cumplia con y’ < 0, siendo esto sefal de la presencia de la
concepcion alternativa que asocia las funciones que cumplen con y <0y y’ <0 con las

que se corresponden conx <0y y <0.
Con relacion a la pregunta de qué puntos cumplen con la condicion £’ (x) = 0, antes de la

incidencia instruccional, la mayoria de los estudiantes asociaron la estabilidad de f{x)

con x = 0; ninguno de los estudiantes asocio el méximo y el minimo de la funcién con
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esta propiedad. Después del proceso instruccional mas de la mitad de los estudiantes
optaron por los méaximos y minimos de la funciéon y una cuarta parte restante se
manifestd por elegir a x = 0, punto donde la funcion interceptaba al eje de las abscisas y
donde no se cumplia la condicion establecida, indicando la permanencia de la

concepcion alternativa inicialmente registrada.

Finalmente, al cuestionar en torno al valor de f’(x) para x = 1, antes de las estrategias
del proceso instruccional, la mayoria de los estudiantes consideraron que el valor de la
derivada en x = 1 era el valor de la ordenada en ese punto y ninguno de los estudiantes
asocio el valor de la derivada con la pendiente de la tangente a la curva en el punto en
cuestion. Después del disefio instruccional menos de la cuarta parte de los estudiantes
contestd aceptablemente y més de la mitad de ellos continu6 asociando a la f’(x) con la
ordenada del punto en cuestion, denotando con ello una gran estabilidad en esta

concepcion alternativa.

Patrones Generales de Concepciones Alternativas

Con las conclusiones anteriores y haciendo una revision general de los resultados
obtenidos, estamos en posibilidad de identificar patrones en las concepciones
alternativas encontradas, atendiendo a las concepciones manifestadas por los estudiantes

cuando se encuentran en situacion de analizar funciones graficamente.

1. Andlisis de funciones usando los registros verbal y grafico. Identificamos

fundamentalmente la presencia de dos patrones generales:

Patrones de Concepciones Alternativas
La funcion es: 1 2
(Asociaciones (Omision del plano
Concomitantes) cartesiano)
o Si sus abscisas son positivas Si la grafica de la funcion
Positiva . )
comienza a trazarse arriba

! Para ellos, arriba significa por encima del eje x
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Si sus abscisas son negativas

Si la grafica de la funcion

Negativa . . 2
comienza a trazarse abajo
Creciente Si sus ordenadas son positivas Si la gréfica de la funcion sube’
Decreciente Si sus ordenadas son negativas | Si la grafica de la funcion baja’

Si comienza
ademas sube

Si ademas de cumplir con estas
condiciones, sus abscisas son
positivas

a trazarse arriba y
Positiva y Creciente

Si comienza
ademas baja

Si ademas de cumplir con estas
condiciones, sus abscisas son
negativas

a trazarse abajo y
Negativa y Creciente

Si comienza
ademas baja

Si ademas de cumplir con estas
condiciones, sus abscisas son
positivas

a trazarse arriba y
Positiva y Decreciente

Si comienza
ademas baja

Si ademas de cumplir con estas
condiciones, sus abscisas son
negativas

a trazarse abajo y
Negativa y Decreciente

Tabla 5.1

Patréon 1 (Asociaciones Concomitantes). Cuando los estudiantes manifiestan este
patron de concepciones alternativas, establecen una consistente asociacion entre
abscisas y ordenadas para determinar el signo de las segundas, de acuerdo al signo de
las primeras. Ademas, la identificacion del comportamiento de la funcion se hace a
partir de la consistente relacion que los estudiantes establecen entre su ubicacion y su
comportamiento, es decir, si las ordenadas son positivas, la funcion es creciente; si las
ordenadas son negativas, la funcidon es decreciente. Presumimos que detras de este
patron de concepciones alternativas se encuentra el hecho de que el individuo no pone
en juego la relacion de covariacion existente entre las variables presentadas en forma de

grafica, manifestando con ello deficiencias en su razonamiento covariacional.

Patron 2 (Omision del Plano Coordenado). Cuando los estudiantes analizan las
gréaficas de funciones de acuerdo a este patron, la ubicacion de la funcion la determinan
en términos de donde comienza su mano a trazar la grafica. Si su mano comienza el
trazo arriba del eje horizontal, para ellos, la funcion es positiva; si ubican su mano al

inicio del trazo debajo del eje horizontal, para ellos, la funcion es negativa. A su vez, el

? Para ellos, abajo significa por debajo del eje x

3 Para ellos, subir significa que la grafica vaya hacia arriba, independientemente de lo que suceda en la
direccion x

4 Para ellos, bajar significa que la grafica vaya hacia abajo, independientemente de lo que suceda en la
direccion x
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comportamiento de la funcién se analiza asignando a los términos creciente y
decreciente, significados acordes al sentido que estas palabras tienen en el lenguaje
coloquial. Es decir, creciente es todo lo que sube y decreciente es todo lo que baja.
Pareciera que, para los estudiantes que manifiestan este patron de concepciones
alternativas, el plano cartesiano no existe, pues tienen su propio sistema de referencia
con reglas propias. Todo lo anterior se traduce en una suerte de dislexia® relativa a las

gréficas de funciones.

2. Analisis de funciones usando los registros analitico y grafico. Cuando las preguntas
son planteadas en términos de los registros analitico y grafico, las concepciones
alternativas identificadas en algunos estudiantes, configuran el siguiente patron de

concepciones alternativas:

La funciéon cumple con: Patron de Concepcion
Alternativa

Si una parte de la grafica cumple con
x>0yotraconx <0

Si una parte de la grafica cumple con
x <0y otra cumple con x > 0

Si, ademas de cumplir con las
hx)>0yh (x)>0 condiciones anteriores, la grafica cumple
conx >0

Si, ademas de cumplir con las funciones
anteriores, la grafica cumple con x <0
Tabla 5.2

Jx)>0yf*(x)<0

gx)<0yg (x)>0

y<0yy) <0

Cuando los estudiantes manifiestan este patron de concepciones alternativas, el andlisis
de las funciones lo hacen atendiendo a la relacion que establecen entre los operadores de

relacion presentes en el enunciado de la instruccion y la variable x.

Por ultimo, en conjunto, todos los andlisis realizados nos conducen a concluir que:

Dislexia Dificultad especifica en el aprendizaje de la lectura en un nifio que no presenta ningin otro déficit intelectual o sensorial
y que estd sometido a un régimen normal de escolarizacion (Diccionario Enciclopédico Larousse, 1995, Tomo 3, pag. 759).
Trastorno del mecanismo de la lectura en el que ésta se efectiia deficientemente, con errores (alteracion del orden silabico, confusion
de letras (b por p, d por b, etc.)) o deformaciones. Se presenta casi siempre en nifios con una mala lateralizacion e insuficiente
desarrollo psicomotriz. Suele ir acompaiiada de disgrafia (dificultad en la escritura) (Enciclopedia Hispanica, 1995 — 1996, Tomo I,
pag. 302).
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1. Algunos estudiantes parecen solo atender a la curva de la funcion, e ignoran la
relacion de covariacion presente en las graficas cartesianas. Pareciera ser que el origen
de algunas de las concepciones alternativas identificadas es la carencia de razonamiento

covariacional, en el sentido de (Carlson et al., 2002).

2. Algunos estudiantes tienden a ignorar la presencia del plano coordenado cuando
construyen graficas de funciones, y los términos con los que analizan la ubicacién y el
comportamiento de las mismas poseen significados acordes al sentido que éstos tienen
en lenguaje coloquial configurando una especie de dislexia referida a las graficas de

funciones.

3. El grado de estabilidad o cambio de las diferentes concepciones alternativas
identificadas en esta investigacion es variable. Con posterioridad a la puesta en escena
del proceso instruccional se observan cambios conceptuales principalmente en los
estudiantes que manifestaron el Patrén 1 de concepciones alternativas (Asociaciones
Concomitantes). En contraste, aquellos estudiantes que manifestaron el Patréon 2
(Omision del Plano Cartesiano) manifiestan una notoria estabilidad en sus concepciones
alternativas. Los estudiantes que evidencian el patrén de concepciones alternativas
identificado al plantear las preguntas a través de los registros analitico y gréfico, tienen
una importante estabilidad en estas concepciones. La concepcion alternativa que destaca
por su estabilidad es la que consiste en considerar que la derivada de una funcion en un

punto es igual a la ordenada de ese punto (Tabla 4.128).

4. Los cambios en las concepciones no son lineales; se dan en distintos sentidos; hay
avances y retrocesos. Evidencias de lo anterior se encuentran en los resultados
obtenidos respecto de las funciones con imagenes positivas (Tabla 4.113); de los puntos

en donde una funcién no crece ni decrece (Tabla 4. 117).
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RECOMENDACIONES

En virtud de que la presente investigaciéon muestra que en estudiantes que inician su
educacion universitaria, es notoria la estabilidad de algunas concepciones alternativas
que poseen los estudiantes respecto del analisis de funciones, consideramos importante
promover e investigar el disefio y puesta en escena de estrategias de ensefianza de
disefios instruccionales alternativos desde niveles de secundaria y preparatoria,
encaminadas al manejo de la representacion grafica de funciones y en general del
analisis de funciones. Estos disefios alternativos podrian enmarcarse en el plano
variacional a fin de explorar la incidencia que éstas puedan tener en el desarrollo de
procesos de pensamiento que les permitan a los estudiantes identificar la relacion de

covariacion que se encierra en una grafica cartesiana.
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Anexo 1

ANEXO 1

Cuestionario 1

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
FACULTAD DE MATEMATICAS
Av. Lazaro Cardenas S/N Ciudad Universitaria Chilpancingo Gro. Tel y Fax. 01 747 47 1 56 51

ESTIMADO ESTUDIANTE: ANALIZA CUIDADOSAMENTE LAS GRAFICAS QUE SE PRESENTAN Y
CONTESTA CADA UNA DE LAS PREGUNTAS SUBRAYANDO LA RESPUESTA QUE CONSIDERES
SATISFACE A CADA UNA DE ELLAS

Nombre Escuela: Edad: Semestre: Grupo: Espec.
1. (Para qué x la funcion es positiva? 2()
J)
) + 2
] + 1
1 2 3 4 5
| | | | . | | ¥ f 5 f t t ] t
5 -4 -3 2 -1 0___1 1 2 -2 -1 1 1\ X
4'— 2 T 2
A)De Oal B)De -3a0 C)De -1 al A)De-22a0 B)De 0a4 C)De 2 a4
D)De-5a0 E)De -5a-1 F)Otra: D)De-1a2 E)De -2 a-1 F) Otra:
. < . F:469)
2. (Para qué valores de x la funcién es creciente?
oy 2 T°
41 + 1
| ] | { | t } 1 T
5 -4 3 -2 1 0_/1 X -2 1 0 __1/ x
2 L/
A)De -5a-1 B)De 3a0 C)De -1 al A)De 1a5 B)De -l1al C)De 0 a3
D)De-5a-3 E)De0Oal F)Otra: D)DeOa5 E)De -1 a0 F) Otra:
3. (En qué intervalo la funcion es negativa?
&)
Sx)
\2 T°
I T1
\1 2 3 4 5 . , I 2 3 4 >
} T T } } k T T T T —>
2 | 0 . 2 1 0N x
+ -1
4 2 T-2
A)De -1a0 B)De 0a3 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De0Oas$s E) De 3 a5 F)Otra: D)De-2a-1 E)Dela3 F) Otra:
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- . 8x)
4. (Doénde la funcion es decreciente?
fo) T
=41
4 5
| | | . ] t ;
5 4 3 2 1\ 9 /l X x
-2
A)De -5a-1 B)De-3a0 C)De -1 al A)De 2a0 B)De 0a3 C)De -1 al
D)De-5 a0 E)De-5a-3 F)Otra: D)De—2a-1 E)De 1a3 F)Otra:
5. (Donde la funcion no crece ni decrece?
fooy 2 A)Enx=-5 B)Enx=-2 C)De—2al D)Enx=1

E)Enx= -1 F)Enx=0 @) Otras

—+1

I 1 t 1
5 -4 -3 2 1 0_/1 x

+-2
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Cuestionario 2

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
FACULTAD DE MATEMATICAS
Av. Lazaro Cardenas S/N Ciudad Universitaria Chilpancingo Gro. Tel y Fax. 01 747 47 1 56 51

Nombre: Edad: Semestre: Grupo: Esp.: Fecha de Aplic:

1. Subraya el o los incisos que corresponden a graficas de funciones que son a la vez positivas y crecientes.
| J AF‘% _0 4_>
( 2 0 0 x X 0 3
A) B) 0 D) E)

2. Subraya el o los incisos que corresponden a graficas de funciones que son a la vez negativas y crecientes.

OTRA

0 x T T 0 x
0 Y
0 * /_ I 0 X IJ)
A) B ) / ) |( OTRA
3. (Cual de las siguientes graficas corresponden a funciones que son a la vez positivas y decrecientes?

1. M

o

0 X
| \’\ 0 X ‘ \
A) B) 0) D) E) OTRA
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4. ;Qué graficas corresponden a funciones que son a la vez negativas y decrecientes?

0 x \T T” l OT :
A) o i \m}\ OCJ ' ‘m h OTRA

5. (Para qué x, las siguientes graficas contienen puntos o zonas donde se estabiliza el comportamiento de las funciones que representan?

A) x=-2 B) x=-1 A) x=-1 B) x=2

C) x=0 D) x=1 C)x=0 D) x=3

i
1
1
i
1

E)x=2 Otra: E)x=1 Otra:

2 3\ x
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Cuestionario 3

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
FACULTAD DE MATEMATICAS
Av. Lazaro Cardenas S/N Ciudad Universitaria Chilpancingo Gro. Tel y Fax. 01 747 47 1 56 51
Cuestionario de exploracion de ideas variacionales. Responsables: Dr. Crisélogo Dolores Flores MC . Ma. Del Socorro Valero Céceres

Nombre: Edad: Semestre: Fecha de Aplic:

1. A juzgar por sus graficas, en cual o cuales de las siguientes funciones se satisface que fix)>0y f ' (x) <0?

Sfix) 7
% Sx) £x)
OT X T 0 N Jix)
0 | X 0 X ’ \ 0 l x
D) E) OTRA

A) B) 0
2. Estas graficas corresponden a ciertas funciones g(x). ;En cudl o cudles se cumple que g(x)<0y g’(x) >0?

g(x) gx) 8x) T x
0 X OT v 0

g(x)

/" |0 X /
A) ol = B) ) D) E) OTRA

gx)

3. Las siguientes graficas corresponden a ciertas funciones /(x). ;Cual o cuéles de ellas son tales que 4(x) >0y 4 '(x) >0?

hx) J h(x) h(x) +x) . / hix)
( ? 0 0 x i 0 b
A) B) 0 D) E)

OTRA

232



Anexo 1

4. Las siguientes graficas corresponde a funciones de la forma: y = f(x). ;Para cual o cudles de ellas se cumple que y <0y y'<0?

0 | x

A)

5. ¢(Para qué x, /7 (x) =0?

A) x=-2 B) x=-1
C)x=0 D) x=1

E)x=2 Otra:

E) OTRA

6. ;{Cudl es el valor correcto de /' (x) parax = 1?

VAC))

A) (=3 B 1)=4
Osf(M=25 Df(1)=-1

E)f'(1) =3 Otra:
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ANEXO 2

Entrevista

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
FACULTAD DE MATEMATICAS
Av. Lazaro Cardenas S/N Ciudad Universitaria Chilpancingo Gro. Tel y Fax. 01 747 47 1 56 51

ESTIMADO ESTUDIANTE: ANALIZA CUIDADOSAMENTE LAS CADA UNA DE LAS PREGUNTAS
SIGUIENTES CONSTRUYE LAS GRAFICAS QUE SE TE PIDEN

Nombre

1. Bosqueja la grafica de una funcion con imagen positiva

Bosqueja la grafica de una funcion con imagen negativa

Bosqueja la grafica de una funcion creciente

Bosqueja la grafica de una funcion decreciente

Bosqueja la grafica de una funcién con imagen positiva y creciente

Bosqueja la grafica de una funciéon con imagen negativa y creciente

e A e B

Bosqueja la gréafica de una funcién con imagen positiva y decreciente
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ANEXO 3

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
FACULTAD DE MATEMATICAS
CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICA EDUCATIVA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Av. Lazaro Cardenas S/N Ciudad Universitaria Chilpancingo Gro. Tel v Fax. 01 747 47 1 56 51

ler Examen parcial de Célculo Diferencial e Integral. Responsables: Dr. Crisélogo Dolores, MC. Ma. del
Socorro Valero

Nombre del estudiante: Edad: Fecha de Aplicacion:

INDICACIONES: Contesta cada una de las preguntas y resuelve los problemas planteados
argumentando ampliamente todos tus procedimientos.

1. En la escala de calificaciones usual, las aprobatorias son mayores iguales
que 6 y menores o iguales que 10, las reprobatorias son menores que 6 pero
superiores o iguales a 0. Llame ¢ a las calificaciones y represente los intervalos
de las aprobatorias por una lado y las reprobatorias por el otro, tanto en forma
geométrica como en forma analitica.

2. El siguiente grafico muestra el comportamiento de la variable y en funcién
de la variable x. Analiza la grafica y contesta las siguientes preguntas.

a) ;Cual es el dominio de y?
b) ¢Cual es su imagen?

c) ¢Para qué x, y crece?
) ¢Para qué x, y decrece?

(oW

e) ;Para qué x, y no crece ni decrece?
, f)¢Paraquéx, y>0?

v g) ;Paraquéx, y<0?

07 f-=mma= h) ;jParaquéx, y=0?

3. En las graficas en donde y es constante y x variable escriba una F, en
donde y es variable y x variable escriba G, donde x e y sean variables
escribe H. Explique su decision.
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4. Cuéntas y qué funciones se pueden construir de manera que tengan como
dominio, D: { 1, 2, 3} e imagen I: {4, 5, 6}. Exhibalas.

6. Un rectangulo de lados variables y 20 cm. de perimetro se hace girar en torno
de uno de sus lados de modo que engendra un cilindro. Obtenga una férmula
para el volumen del cilindro generado como funcién de su altura. ;Para qué
valores de las variables la funcién que se obtiene tiene sentido?

-235-



/

AEERE

Anexo 4

ANEXO 4

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
FACULTAD DE MATEMATICAS
CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICA EDUCATIVA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Av. Lazaro Cardenas S/N Ciudad Universitaria Chilpancingo Gro. Tel v Fax. 01 747 47 1 56 51

20. Examen parcial de Calculo Diferencial e Integral. Responsables: Dr. Cris6logo Dolores, MC. Ma. del
Socorro Valero

Nombre del estudiante: Edad: Fecha de Aplicacion:

INDICACIONES: Contesta cada una de las preguntas y resuelve los problemas planteados argumentando
ampliamente todos tus procedimientos.

1. La gréfica siguiente muestra el comportamiento de la funcién f(x). Analicela y
conteste lo siguiente:

4 : , : a) (Cuanto cambia f'si x cambia de -5 a -4?__ ;Cuanto

[ | cambia f si x cambia de -1 a 0? ___ ;Cuanto lo hace
! i ! | si x cambia de 1 a 2?  ;Dodnde crecid6 con

' ' mayor rapidez?

flx)

b) Si x cambia de izquierda a derecha, es decir Ax > 0.
(Para qué x, se cumplen las desigualdades siguientes:

fx + Ax) — fix) > 0:

fix + Ax) — fix) <O0:

flx+ Ax) — fix)=0:

N
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