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RESUMEN

Uno de los objetivos del presente trabajo es detectar los motivos por los cuales el
concepto de promedio aritmético esta tan arraigado en el estudiante que no puede
desprenderse de él y lo interpola a otras areas del quehacer matemaético,
especificamente el probabilistico. Buscamos entender por qué el alumno tiene
problemas en aceptar y reconocer al valor esperado® como un promedio en éste nuevo

escenario.

Una vez planteado el problema de investigacion que da origen al presente trabajo de
tesis, se procedera a la busqueda de diferentes investigaciones realizadas sobre el

promedio con el fin de establecer un antecedente al respecto.

Posteriormente se realizara un analisis de como y donde se estd ensefiando el
concepto de promedio dentro del sistema educativo mexicano, para lo cual se hace
necesaria una revision de los programas de estudio y libros de texto mas utilizados por
el docente. Con ello tendremos un panorama de cémo se ensefia, para abrir un camino
hacia el entendimiento de cédmo se aprende, como se concibe y cémo se aplica dicha

nocién matematica.

En el marco tedrico se analizara al promedio bajo la construccion social del
conocimiento matematico, pues ésta permite la interaccion sistémica de las
dimensiones didactica, cognitiva, epistemoldgica y social en el estudio y explicacion de

los fendmenos didacticos.

En la componente epistemoldgica se establecera la génesis del promedio, su desarrollo
y su consolidacion en otras areas de la matemética para dar paso a la componente
didactica, la cual serd nuestra explicacién de lo que esta presente institucionalmente en
el sistema educativo mexicano, pues nos permitira tener un panorama general de cdmo
surge, se desarrolla y emplea dicha nocion en la escuela. La componente cognitiva

permitir4 establecer nuestra postura ante diferentes elementos de conflicto vinculados al

! Conocido también como media o esperanza matematica.



manejo de la nocion de promedio. Y puesto que la actividad humana afecta al propio
desarrollo de la matematica, es que un acercamiento bajo la componente social nos
permitird comprender porque siendo el promedio una nocién matematica escolar que
todos los estudiantes conocen y manipulan a cierto nivel no se le asocie un Unico
significado, sino que se le relacione con el contexto donde le dan uso, ya sea a partir

del medio escolar o de la vida cotidiana.

Con base en la informacion recopilada se disefiara una secuencia que introduzca al
estudiante en un conflicto con la nocién de promedio aritmético, con la finalidad de que
éste se percate que no es posible trasladar tal cual éste concepto matemético a la
teoria de las probabilidades y comprenda asi que ésta nocion le es insuficiente para
resolver una situacion aleatoria. De tal forma que se pueda determinar el vinculo o
puente que permita conectar a los escenarios deterministico y aleatorio, al trabajar con

dicha nocion.

Asi mismo se sientas las bases para futuras investigaciones que tengan como

elemento modelador al promedio (valor esperado) en contexto probabilistica.



ABSTRACT

One of the objectives of the present work is to detect the reasons by which the concept
of arithmetic average is so rooted in the student who cannot come off itself and
interpolates it to other areas of the mathematical task, specifically the probabilistic. We
looked for to understand why the student has problems in accepting and recognizing the

awaited value? like an average in this one new scene.

Once created the problem of investigation that gives origin to the present thesis work,
we’'ll proceed to the search of different investigations made about the “average” with the

purpose of establishing an antecedent on the matter.

Later an analysis of how and where is teaching the concept of average in the Mexican
educative system, for this reason is necessary a revision of the training programs and
text books most used by the educational one. With this we will have a panorama of the
way of how its teach, to lay a way towards the understanding of how it is learned, how it

is conceived and how this mathematical notion is applied.

In the theoretical framework, the average will be analyzed under construction social of
the mathematical knowledge, because this allows to the systemic interaction of the
dimensions didactic, cognitive, epistemological and social in the study and explanation

of the didactic phenomena.

In the epistemological component it will established the genesis of the average, their
development and its consolidation in the other areas of the mathematical one to take
step to the didactic component, which will be our explanation of which is institutionally
present in the Mexican educative system, because this will permit us to have a general

panorama of how arises, develop, and use this notion at the school.

The cognitive component permits to establish ours posture to different conflict elements

in relation with the handling of the notion average. And this since the human activity

% well-known also like average or mathematical hope



affects to the own development of the mathematical one, that is an approach under the
social component will let us understand why being the average a scholastic
mathematical notion that all the students to know and manipulate at certain level, is not
associated to only one meaning, but that is related with the context where they give use,

this can be in the scholastic environment or in the daily life.

With base in the compiled information we’ll design a sequence that introduces to the
student in a conflict with the notion of the arithmetic average, with the purpose that he
notices that it is not possible to transfer, just like that, the mathematical concept to the
theory of the probabilities, and understand that this notion is to him insufficient to solve a
random situation. Of such form that can be determined a link or bridge that allows to

connect to the deterministic and random scenes, to the work with this notion.

Also the bases for future investigations whose element modeler average (expected

value) in probabilistic context.



GLOSARIO
Conceptos

Promedio: Término medio, cantidad igual 0 mas proxima a la media aritmética.
Promediar: calcular el promedio.

Media aritmética: (sindbnimo. promedio ponderado). Es una medida de tendencia
central, es el valor que resulta de dividir la suma del total de valores de una muestra

entre el nimero de ellos.

Promedio ponderado: Forma un poco mas compleja de la media aritmética, cuyo
resultado no surge de sumar todos los valores y dividirlos por el nimero total de
valores, sino de asignarle un peso (ponderacion) a cada valor para que algunos valores

influyan mas en el resultado que otros.

Valor esperado: (sinbnimo. esperanza matematica), concepto equivalente a la media
aritmética, como una forma mas sofisticada de ésta. Es el promedio ponderado de los

valores posibles de la variable aleatoria ponderados por su probabilidad.

Variable aleatoria: Dado un experimento aleatorio cualquiera cuyos sucesos
elementales posibles pueden identificarse facilmente mediante un numero real, se
denomina Variable Aleatoria x, al conjunto de estos nimeros. Las variables aleatorias

pueden ser continuas o discontinuas.

Contexto determinista: Es aquel en el cual cuando se reproduce en fenomeno en las

mismas condiciones, se puede predecir con certeza cual va a ser el resultado.

Contexto aleatorio: Aquel contexto en el cual un fenbmeno aunque se reproduzca bajo

condiciones idénticas, el resultado no se puede predecir.

Definicion de uso: Es aquella definicibn que solamente indica la forma en cémo

calcular una determinada nocion matematica, (en este caso el promedio).



Hemiplejia conceptual: Término designado para referirse al concepto que es
entendido a través Unicamente de una de las diferentes posibles definiciones
existentes para dicha nocion matematica, resultando asi incompleta y quedando

limitada y restringida en sus usos e interpretaciones.

Siglas

NMS: Nivel Medio superior

NS: Nivel Superior

IPN: Instituto Politécnico Nacional

CONALEP: Colegio Nacional de Educacion Profesional Técnica
CETIS: Centro de Estudios Tecnoldgicos Industriales y de Servicios
CCH: Colegio de Ciencias y Humanidades

CBTIS: Centro de Bachillerato Tecnoldgico Industrial y de Servicios
CECyT: Centro de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos

UNAM: Universidad Nacional Autonoma de México

UAM: Universidad Autonoma Metropolitana



INTRODUCCION

Se asume que muchos de los objetos mateméticos ya han sido probados y que no hay
que cuestionarlos, que se pueden aplicar correctamente aunque no se entiendan. Tal
es el caso del concepto de promedio, del cual se da por hecho que su paso de un
contexto deterministico a un contexto aleatorio es automatico. Sin embargo, hemos
detectado en el aula, que esto no se logra cuando se le pide al alumno que calcule el
promedio en un caso aleatorio éste no toma en cuenta la probabilidad de cada una de

las variables aleatorias y aplica el promedio aritmético.

Planteamiento del problema

Quien suscribe; ha detectado, a través de la experiencia adquirida como docente, que
la nocién de promedio aritmético que el alumno aprende en su educacién primaria y
secundaria la traslada al contexto probabilistico, lo cual genera un conflicto a la hora de
calcular el valor esperado (que también es un promedio) en la teoria de las
probabilidades. Es decir; el concepto de promedio conocido como la suma de todos los

elementos dividida entre el nimero de éstos, expresado como:

i=1

n
X:(xl+x2+~-+xn) szi
n n

...se transpone al promedio conocido como valor esperado, utilizado en probabilidad, y
que debe calcularse sumando todas las variables aleatorias multiplicadas cada una por

su probabilidad. Esto es:

E[x]= Z Xp(X) ; para el caso discreto
x=1

+00

E[x]= Ixf(x)dx ; para el caso continuo
Esta situacion se observa conflictiva cuando trabajamos con cursos de probabilidad;
pues para trabajar con el valor esperado, el alumno debe tomar en cuenta la

probabilidad de cada una de las variables aleatorias.



Es necesario pues, indagar sobre como viven y se modifican tales conceptos en el aula
y entender el papel que juega la aleatoriedad en el estudiante para poder responder a
preguntas tales como: ¢, de que manera se aborda y ensefa la nocién de promedio en
los distintos niveles educativos?, ¢en que nivel educativo se introduce por primera vez
tal nocion matematica?, ¢qué significado adquiere el concepto de promedio en el
estudiante?, ¢qué nociones matematicas requieren mayor atencién para preparar el

camino hacia la teoria de probabilidades?, entre otras.

Objetivos

Se busca no solo identificar los factores que hacen que el alumno transponga la nocion
de media aritmética a la de valor esperado, sino también detectar aquellos elementos
gue deben ser tomados en cuenta para una correcta aplicacion del promedio en un

contexto probabilisitico y establecer asi el vinculo entre estas dos nociones.

Esto se pretende lograr con el disefio de una secuencia que enfrente al estudiante a un
conflicto con su nocién de promedio y que éste logre percatarse de que es incorrecto
aplicar la media aritmética tal cual en una situacion aleatoria. Logrando asi un nuevo

conocimiento: el valor esperado.



CAPITULO |

ANTECEDENTES

B
L T

Investigaciones sobre la ensefianza-aprendizaje del promedio

En éste capitulo se reportan algunas de las investigaciones que del promedio se han
hecho, lo cual cumple con dos objetivos: tener un marco de referencia al respecto de
otros estudios y un antecedente de los resultados que se han obtenido sobre dicho
tema. Existen varios articulos, trabajos de investigacion, tesis, etc., que analizan al
promedio y sus implicaciones didacticas a la hora de trabajar dicha nocién con alumnos
de diferentes niveles educativos. Sin embargo, investigaciones relacionadas con la
Probabilidad son aun escasas, razén por la que quiz4 hasta este momento no existe

ningun trabajo que vincule al promedio con el valor esperado utilizado en probabilidad.

En ésta parte se reportan aquellas investigaciones que consideramos fundamentales en
nuestro trabajo de investigacion, pues se parte de ellas para sustentar el presente

trabajo y permite, a su vez, dirigir nuestros esfuerzos al medio que nos interesa.

1.1 “Un estudio sobre el promedio: concepciones y dificultades en dos niveles

educativos” de Simon Mochoén y Maria Margarita Tlachy.

En éste trabajo se reporta que el promedio es un concepto que se aplica en
circunstancias muy variadas y con datos presentados en diferentes formatos, lo cual se
traduce en dificultades. Se reconoce que es un concepto muy importante usado con
frecuencia en la vida cotidiana, por ejemplo para da un valor representativo sobre
registros de datos variados: calificaciones, encuestas, censos de poblacién, salarios,

velocidades, etc., los cuales se encuentran inmersos en varias disciplinas escolares.

En dicha investigacion se define media aritmética o promedio aritmético como la suma

de todos los datos dividida entre el nUmero total de éstos. Los autores sefialan que el
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promedio parece ser un concepto sencillo, sin embargo, la variedad de situaciones en
las que surge y las distintas formas en las que se pueden organizar los datos lo hacen
bastante mas complejo y concluyen que esta es la razon por la cual al promedio se le

dan diferentes interpretaciones, especificamente como una regla de calculo.

El propdsito de dicha investigacion fue averiguar las concepciones de los estudiantes de
diferentes niveles educativos sobre el promedio, asi como las estrategias que utilizan al
calcular el promedio dada una serie de datos en distintos formatos. Disefiaron un
cuestionario que permitid conocer no sélo la forma en como calculan los estudiantes el
promedio, sino también la interpretacion que le dan al valor del promedio. Sus

resultados pueden sintetizarse en:

e buena parte de los estudiantes consideraron el valor mas frecuente (la moda)

como el promedio.

e la interpretacion del promedio es mas una afirmacion del valor, es decir; las
interpretaciones se basan en el resultado numérico y no en su intuicion sobre la

respuesta.

En general se encontr6 que las respuestas muestran poca idea conceptual® de lo que
significa el valor del promedio. Mochoén y Tlachy concluyen que el promedio no es un
concepto facil de entender y lo atribuyen a la ensefianza de tipo de reglas de calculo y
recetas sin que los estudiantes obtengan una comprension de los conceptos, lo cual
provoca que sélo apliquen el algoritmo que conocen de manera mecanica. Establecen
entonces que los problemas relacionados con el calculo del promedio con datos en
formatos diferentes, se encuentran principalmente en los estudiantes del nivel medio.
Estos aplican lo que el autor denomina férmulas falsas, es decir, variaciones incorrectas
del algoritmo, como sélo sumar. Estos no solo son errores de calculo, sino que reflejan
que los estudiantes tienen otras concepciones del promedio como por ejemplo,

promedio = sumar.

® Los autores utilizan este término para referirse a las nociones de representatividad relacionadas con el
promedio.

10
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También se reporta que existe una interpretacion deficiente del valor obtenido del
promedio. Finalmente da una serie de sugerencias para mejorar las practicas de la

ensefianza del promedio, las cuales se citan a continuacion:

1. Discutir una gama amplia de tipos de problemas en los que aparezca el
promedio.

2. Presentar datos en diferentes formatos.

3. Hacer énfasis en el significado del valor obtenido del promedio en cada caso
particular.

4. No ensefiar prematuramente la férmula del calculo del promedio. Basarse mas
bien en descripciones numéricas sobre el procedimiento de este calculo y la

razon de éste.

1.2 “Epistemologia y Didéactica: Un estudio sobre el papel de las ideas germinales,
ponderativo y equilibrium, en la construccion del saber fisico matematico” de Carlos

Rondero.

En éste trabajo de tesis se hace mencion de que en nuestro pais (México), la
enseflanza de la media aritmética esta restringida a la parte algoritmica, mostrando
unos cuantos ejemplos de tipo numérico, lo que lleva a los estudiantes a mecanizar sin
mas significado que sumar los valores de los datos dados y dividir entre el total de ellos,
situacion que dificulta resolver problemas de contexto y propicia el trasladar las
formulas de la media simple a problemas cuya relacibn es mas bien con la media
aritmética ponderada. Esto produce un vacio de significacion y en consecuencia un

sesgo conceptual®.

Su investigacion gira en torno a encontrar las nociones que vinculan a la aritmética con
el calculo y determina que uno de los conceptos fundamentales en ésta transicion es la
media aritmética, ya que dicho concepto tiene una relacion directa con el promedio en

matematicas y con el equilibrio en fisica.

* Término que el investigador emplea para referirse a una desviacion o alejamiento del concepto original.

11
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1.3 “Nexos en el razonamiento proporcional: palancas, media aritmética, promedio

ponderado, mezclas, porcentajes de bateo y velocidades” de Flores Pefiafiel.

En este trabajo se describe la diversidad de circunstancias en las que aparece el
promedio. El articulo cita dos maneras equivalentes de calcular el promedio,
dependiendo de cémo estan presentados los datos. Para una lista de datos: xi, X, ...,

Xn, €l promedio se expresa como:

Si por otro lado, los datos estdan enumerados con sus frecuencias absolutas respectivas

(f1, f2, ..., ), el promedio se expresara de la siguiente manera:

X f+x 6 ++X 1,
f,+f,+..+f,

X =

Este procedimiento es conocido como algoritmo del promedio ponderado (el nUmero de

veces que aparece cada dato es su peso o su ponderacion).

1.4 “The development of children’s concepts of the arithmetic average” de Strauss y
Bichler.

Este es otro de los trabajos pertinentes es el estudio sobre el desarrollo del concepto de
promedio aritmético en nifios, en él se mencionan siete propiedades fundamentales del

promedio:

1. El promedio se localiza entre los valores extremos.

2. La suma de las desviaciones desde el promedio es cero.

3. El promedio es afectado por valores diferentes a él.

4. El promedio no es necesariamente igual a uno de los valores que fueron
sumados.

5. El promedio puede ser una fraccién que no tiene contraparte en la realidad fisica.

12
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6. Cuando se calcula el promedio, deben ser tomados en cuenta los valores de
cero.

7. El promedio es un valor representativo de los valores que fueron promediados.

1.5 “Children’s concepts of average and representativeness” de Mokros y Russell

En éste trabajo se reporta la investigacion de representatividad del promedio con nifios
en grados escolares del cuarto al octavo grado y encontraron cinco acercamientos

diferentes al resolver problemas de promedio, los cuales se dan a continuacion:

Promedio como moda,
promedio como algoritmo,
promedio como algo razonable,

promedio como punto medio,

a 0 bh e

promedio como punto matematico de balance.

1.6 “Errores y dificultades en la comprension de los conceptos estadisticos elementales”

de Batanero y Godino.

En (Batanero, 2000) se analizan las dificultades que los alumnos pueden encontrar en
las medidas de tendencia central. Se establece que a los alumnos se les ensefian la
definicién de la media, mediante una notacién sencilla en la cual se evita la sumatoria y
la ponderacion, se emplean algunos ejemplos de aplicacion, limitando al célculo de las

medidas de tendencia central a conjuntos sencillos de datos.

Entre otras cosas Batanero concluye que el calculo de la media parece sencillo, sin
embargo, encontr6 que incluso alumnos universitarios no pueden calcular
adecuadamente el promedio en problemas en los que mas bien se aplica el promedio
ponderado y en algunos casos encontrd que el algoritmo se aplica de forma mecanica
sin comprender su significado. Batanero reflexiona ademas sobre los varios promedios
utilizados en estadistica (media, mediana y moda), medidas de valor central y

dispersion relacionadas con caracteristicas del conjunto de datos.

13
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Dado que la Estadistica ha tenido un desarrollo reciente, Batanero afirma que es
necesario un periodo dilatado de ensefianza a lo largo de la educaciéon primaria y

secundaria para lograr el progresivo acoplamiento de los conceptos estadisticos.

1.7 “An historical phenomenology of mean and median” de Bakker y Gravemeijer.

En ésta investigacion se reporta una fenomenologia histérica® sobre el promedio y la
media. Su objetivo es identificar el problema o situaciébn que crea una necesidad de
organizar ciertos fendmenos y los conceptos que intervienen en ese fenbmeno. Uno de
los problemas que asocian al origen del promedio de manera intuitiva es el conteo del

namero de hojas en una rama.

El calculo se hace multiplicando el nimero de hojas en una sencilla ramita por el
namero de ramitas en la rama. La seleccion del promedio de ramitas, envuelve la
nocién similar a las representaciones y compensaciones. Es decir, la evaluacion

representativa de “a” tiene un parecido con n=*a, que es la suma de todos los X

numero de hojas en la rama con n numero de ramitas. En términos mateméticos:

D x =n+*a.

Donde: in es el nimero de hojas en la rama y n*a el nUmero de ramas. Este

ejemplo no solo es precursor del céalculo intuitivo de la media aritmética, sino que deja
entre ver una necesidad por simplificar un conteo. Dichos investigadores concluyen que
en los alumnos el promedio eventualmente se acerca a una forma de describir

distribuciones en forma de indicador de densidades de datos.

® Entendida como un estudio del desarrollo histérico, relacionado con el fenémeno génesis, de un
concepto.

14
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A manera de conclusién

Estas investigaciones sientan un antecedente sobre algunos de los problemas que
tiene el promedio o media aritmética y nos da muestra de que el problema al cual
nos enfrentamos no es nuevo, diversos investigadores han visto la necesidad de
reformar aquellos conocimientos que posibiliten un mejor entendimiento de dicha nocion
matematica. Y los resultados que sus investigaciones han arrojado son una sefial de
alerta para poner mayor atencion a dicha problematica. Ahora bien, puesto que de
alguna manera se han mostrado las dificultades de dicha nocion y se ha dejado claro
que el alumno arrastra el concepto de media aritmética a otras areas de estudio, es
importante decir que todas estas investigaciones se han llevado acabo en el terreno
determinista, y que las condiciones en las cuales se trabaja son totalmente ajenas a la

aleatoriedad.

Asi nuestra investigacion pretende analizar un nuevo escenario, el aleatorio. Es ahi
donde encontramos el valor del presente trabajo, pues analiza un terreno poco
explorado. Situacién que esperamos de pie a nuevas investigaciones al respecto del

promedio en dicho contexto.

15



CAPITULO 11

ESTADO ACTUAL EN LA ESCUELA

B
L T

Este capitulo busca documentar la forma en la que se ensefia el concepto de promedio
dentro de los planes y programas de estudio de los distintos niveles del sistema
educativo mexicano, asi como de los materiales y métodos empleados para su
tratamiento, con la finalidad de detectar por qué razones esta tan arraigado el algoritmo

o la definicion escolar de promedio aritmético en el estudiante.

[I.1 El promedio en el sistema educativo mexicano

El promedio es un concepto mateméatico muy utilizado en los distintos niveles del
sistema educativo mexicano, es un concepto que se aborda desde el nivel basico
primaria y contintia hasta el nivel superior. Sin embargo, su tratamiento se limita a una
definicién de uso®, es decir, se le define mediante ejemplos clasicos de célculo de
promedio y ello, segun la experiencia de aula, podria limitar su esencia y potencialidad,
asi como su entendimiento en contextos distintos a los que le dan origen. Es por eso
que nos hemos dado a la tarea de buscar como vive dicha nocion en el sistema
educativo, para asi comprender por qué motivos y causas, Si es que las hay, la
definicion escolar de promedio aritmético esta tan arraigado en el estudiante que lo

transpone al terreno probabilistico.

Asi pues, en este capitulo se presentan los planes y programas de estudio, libros de
texto y materiales de apoyo empleados o recomendados institucionalmente, para la
ensefianza de dicho concepto en todos los niveles educativos de nuestro pais.

Posteriormente haremos un analisis de corte didactico que nos permita conjeturar sus

® Utilizamos éste término para referirnos a aquella definicién que solamente indica la forma en cémo
calcular una determinada nocidon matematica (en este caso el promedio).
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efectos en el discurso matematico escolar y dar asi respuesta a las preguntas

planteadas en éste trabajo.

I1.1.2 Nivel basico’

Dentro de los planes y programas de estudio de la educacion basica primaria, el
concepto matematico de promedio® es visto por primera vez, de manera formal, en el
5to grado en la materia de matematicas bajo la linea tematica Tratamiento de la
Informacion. Consideramos que el motivo de esto es que para construir el concepto de
promedio, en términos matematicos, el alumno debe tener destreza en las operaciones
aritméticas de suma y division, las cuales en éste grado ya se dominan. Sin embargo,
de manera informal el término “promedio” ya le es familiar al estudiante, pues comienza
a escucharlo desde los primeros ciclos escolares por sus profesores para efectos de
evaluacion y asignacion de calificaciones, aunque el estudiante no tenga conocimiento

del procedimiento necesario para calcularlo.

En cada uno de los seis grados del nivel basico se dedica una cuarta parte del tiempo
escolar a la ensefianza de las matematicas. Los contenidos incorporados al curriculum

giran en torno a seis ejes o lineas tematicas’, a saber:
e Los numeros, sus relaciones y sus operaciones.
e Medicion.

e Geometria.
¢ Procesos de cambio.
e Tratamiento de la informacion.

e La predicciony el azar.

’ Primaria

® Por Promedio, nos referimos al Promedio aritmético o media aritmética.

9 ., . . ., ;. . . . .
Informacion extraida del libro Educacion basica primaria, plan y programas de estudio, Editado por la

SEP 1993. Seccién: Quinto grado.
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La linea tematica Tratamiento de la Informacién se encuentra organizada de la siguiente

manera:

e Organizacion de la informacion en tablas, diagramas, graficas de barras o
pictogramas.

e Anadlisis de las tendencias en graficas de barras: promedios, valor mas
frecuente, la mediana.

e Recopilacion y analisis de informacion de diversas fuentes.

Se consulto el libro de texto oficial, anico apoyo tanto para el profesor como para el
alumno, para mostrar la forma en que se presenta el concepto de promedio en el nivel

basico a partir de 5to grado.

Matematicas

Quinto grado

Imagen 2.1 Libro de Matematicas de
quinto grado de primaria

El libro consta de 87 lecciones distribuidas en 5 bloques. La forma de introducir al
alumno a la nocién de promedio se hace en la lecciébn nimero 27, bajo el titulo: ¢Qué

tan altos somos?'°. El texto dice explicitamente:

19 |_eccién tomada del libro de 5to grado, Pag. 64.
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1. Organiza con tus compafieros de grupo una investigacion para conocer la
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estatura de los alumnos de 5to grado.
Oscar y Ana lo hicieron en su salon. Estos fueron los datos que obtuvieron en

metros:

1.33,1.34,1.28,1.34,1.38, 1.29, 1.32,1.32, 1.33, 1.30, 1.31, 1.31, 1.31, 1.33, 1.32,
1.32,1.33,1.35, 1.33, 1.36, 1.35, 1.33, 1.34, 1.29, 1.34, 1.33, 1.35, 1.32, 1.35, 1.36.

e Ordena en tu cuaderno los datos de Ana y Oscar, de menor a mayor.

e Junto con tus compaiieros, mide la estatura de todos los alumnos del grupo y
haz una lista en el pizarron, ordenando los datos de menor a mayor.

2. Ana propuso encontrar el promedio de las estaturas de su grupo. Con su
calculadora sumo todas las estaturas y el resultado lo dividié entre el nimero
total de alumnos. Encontré que el promedio de estaturas de su grupo era de
1.328 m.

Comprueba el resultado de Ana usando tu calculadora. ;Cuanto te dio la
suma? Jcuantos alumnos hay en la clase de Ana

e Con la ayuda de tu calculadora, encuentra el promedio de los datos de tu

salon. ;Cudl es el promedio de estaturas en tu grupo?

e Comprueba que el promedio de las estaturas es un valor intermedio entre el
menor y el mayor de los datos. ;Por qué crees que pase esto? Discutelo con
tus compaiieros.

En promedio, ;el grupo de Oscar y Ana es mas alto o menos alto que el tuyo?

e Compara la estura del mas alto de tus compaifieros con la del mas alto de los

compaiiero de Ana y Oscar, ;cual es mas alto?

e Compara la estatura del menos alto de tus compafieros con la del menos alto

de los compaiieros de Ana y Oscar, ;cual es menos alto?

B M M M M M R

cicaTa—
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Mas adelante, la leccién 41 bajo el titulo: calificaciones y promedios!, propone lo

siguiente:
R R R R R R R R R R R R R R R R R AR AR R R R R IRRIRAAIRY,

1. Mateo ha obtenido las siguientes calificaciones durante el afio.

Mes Calificaciones
Agosto 7.3
Septiembre 7.6
Octubre 8.5
Noviembre 10
Diciembre 9.7
Enero 9.7
Febrero 9.3

Con las calificaciones de Mateo se hizo la grafica de barras que aparece a

continuacion.

e Observa bien la grafica. ;jTu
crees que Mateo ha mejorado o
empeorado en su desempefio?,
(por qué?

2. Recuerda que € promedio de
un conjunto de datos se
calcula sumando todos los
valores y dividiendo d
resultado entre e numero de
datos.

e Usa tu calculadora para encontrar el valor de la suma de las calificaciones

de Mateo. ;Cuanto vale ésta suma?

(Cuantos datos tienes?

(Cual es el promedio de calificaciones de Mateo en lo que va del afo?

e 3. Haz en tu cuaderno una tabla con tus calificaciones mensuales y traza una
grafica de barras con esos datos.

e ;Como ha sido tu desempefio a lo largo del afio?, ;en que meses tuviste

B e G P P

mejores calificaciones?

B A M M M M R B

™ Leccién tomada del libro del 5to grado, Pag. 94.
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(Por qué crees que pase esto?

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

Calcula el promedio de tus calificaciones y comparalo con el de Mateo, ;es

mas alto, mas bajo o igual?

. En un conjunto de datos ordenados, el dato que estd en medio de la grafica

se llama la mediana.

Ordena de menor a mayor las calificaciones de Mateo y haz una gréfica de
barras con los datos ordenados. ;Cudl es el dato que queda en la parte

central?

A que mes pertenece?

(Cudl es la mediana de las calificaciones de Mateo en el ano?

Cuando se tiene un nimero par de datos, la mediana es el promedio de los
datos que quedan al centro.

Calcula la mediana de tus datos de calificaciones, ;es igual, mayor o menor

que la de Mateo?

(Cuantas calificaciones son mayores a la mediana?

(Cuantas son menores?

(Cual puede ser una propiedad de la mediana de un conjunto de datos?

. Organizate en equipos de 5 0 6 compaieros y haz una tabla con el promedio

de las calificaciones de cada uno de los miembros del equipo; después, traza
una grafica de barras con esos datos.

(Cual es el promedio de las calificaciones del equipo?

(Cual es la mediana de estos datos?. Recuerda que para encontrar la

mediana, los datos tienen que estar ordenados
Compara los promedios de tu equipo con los promedios de los otros equipos

del grupo. ;Qué equipo tiene el promedio mas alto?

Compara la mediana de los datos de tu equipo con las de los otros equipos

del grupo. ;Qué equipo tiene la median mas alta?

(Coincide esta respuesta con la que diste a la pregunta anterior?

Comeéntalo con tus compafieros y tu profesor.

s M M A S B R

22



(o cicata—

Para el siguiente afio escolar, el libro de matematicas de sexto grado consta, igual que

en el afio anterior, de 87 lecciones distribuidas en 5 bloques.

Matematicas

Sexto grado

Imagen 2.2 Libro de Matematicas de
sexto grado de primaria
El programa de estudios para éste afio mantiene las seis lineas o ejes tematicos antes
mencionados (Los nuameros, sus relaciones y sus operaciones, Medicion, Geometria,
Procesos de cambio, Tratamiento de la informacion, La prediccion y el azar).
Igualmente, la nocién de promedio esta programada en la linea tematica Tratamiento de

la informacién, que se encuentra organizada de la siguiente manera'*:

e Organizaciéon de la informacion en tablas, diagramas, graficas de barras o
pictogramas.
e Anadlisis de las tendencias en graficas de barras: promedios, valor mas

frecuente, la mediana.

12 Informacion extraida del libro Educacién basica primaria, plan y programas de estudio, Editado por la
SEP 1993. Seccion: Sexto grado.
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e Uso de la frecuencia relativa en la resolucion de problemas.
e Recopilacion y analisis de informacion de diversas fuentes.
e Anadlisis de problemas en los que se establezca si hay suficiente informacion

para poder resolverlos y se distinga entre datos necesarios y datos irrelevantes.

La primera leccion donde aparece tal nocion es en la nimero 17 bajo el titulo: Las
tendencias del grupo®?, la cual trata temas tales como: valor méas frecuente, promedio y
mediana. Sin embargo, para éste momento, al igual que para las lecciones siguientes
gue hacen uso de dicha nocion, ya no se le explica al alumno el significado de cada uno
de éstos conceptos, simplemente se retoman y aplican, es decir; lo hacen sin dar mayor
atencion al concepto y es visto como un elemento mas en la estructura de los ejercicios,
lo cual presupone un dominio y/o un entendimiento de dichas cuestiones por parte del
alumno. Prueba de ello es ésta leccion, en la que se plantea:

B A R A R R A A R R R R R R A R R R A AR R R R R R R R R R R R R R

1. Para conocerse mejor, organiza una encuesta en tu grupo sobre algunos

temas, como los siguientes.

A (En qué mes es tu cumpleafios

(Cuantos hermanos tienes?

B
C (Qué materia te gusta mas?
D (Cual es tu color favorito?

(Qué dia de la semana es tu favorito?

o]

G (Cuadl es tu deporte preferido?

Forma equipos y sortea los temas para que cada equipo haga una encuesta
diferente. Entrevista a todos tus compafieros y compaifieras y registra tus
resultados en una tabla. Discute primero coémo diseiar la tabla, cudntas
columnas debe tener, cudntos renglones, cuales son los encabezados. Con los
datos de la encuesta, contesta las siguientes preguntas.

(Cudl es el dato que tiene mayor frecuencia?

(Cual tiene menor frecuencia?

T I PN Pt PR e PRt PR Rt PR IR Rl P I PR R P PR R P PR SN PR I PR SR Pt PR S Rt

B e e i P P o e P,
B M M S S B R

13 eccién tomada del libro de texto de sexto afio de matematicas editado por la sep, paginas 42 y 43.
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2. Un equipo de trabajo el tema ;Cual es tu color favorito?, hizo una tabla

como la siguiente:

Color Recuento Frecuencia

i

Total de alumnos

(Cuantos alumnos tendrian que haber escogido cada color para que todos los

colores tuvieran la misma frecuencia?

Este nimero es el promedio de preferencia por color.
(Cuales colores estan por arriba del promedio en la preferencia de los

compaiieros?

(Cuales estan por debajo del promedio?

3. Otro equipo que trabajé el tema. ;Cuantos afios tienes?, obtuvo los
siguientes resultados: 11, 12, 13, 12, 11, 12, 11, 12, 13, 13, 13, 14, 12, 13, 14,
15,11,12,13, 13,12, 13, 11.

(Cuantos alumnos hay en éste grupo?

Continua la lista anotando los datos, en orden de menor a mayor.

11,11,

Encierra en un circulo el dato que qued6 en medio de la lista ordenada.

(Qué numero es? Este numero es la mediana.

(Qué parte del grupo queda por arriba de la mediana?

(Queé parte del grupo queda por debajo de la mediana?

4. En una hoja grande de papel, traza una grafica de barras o un pictograma
con los datos de tu tabla. Discute cudl es el tipo de grafica que mejor describe
tus datos, cudles deben ser los ejes y cual es el titulo mas apropiado para la
tabla.

5. Después haz con tus compaferos un periodico mural con todas las graficas
del grupo.

(Qué titulo le pondrias al periédico?

(Qué muestra el conjunto de graficas?

¢

i e e

%\‘i&‘é:sX‘i&‘SX‘i&‘é:sx‘i&‘SX‘i&‘i&‘s&‘i&‘SX‘i&‘i&‘s&‘i&‘SX‘i&‘i&‘s&‘i&‘SX‘i&‘i&‘s&‘i&‘SX‘i&‘i&‘i&‘i&‘SX‘i&‘i&‘i&‘i&‘SX‘i&‘i&‘i&‘i&‘s&‘i&‘i&‘i&‘s&‘s&‘i&‘i&‘i&‘s&‘s&‘i&‘i&‘i&‘i&‘s&‘i&‘i&‘i&‘i&‘s&‘%‘i&‘i&‘i&‘i&‘%‘i&‘§5§§X‘i&‘%‘i&‘§5§§X‘i&‘%‘i&‘§5§§X‘i&‘SX%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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11.1.3 Nivel educativo secundaria

Uno de los objetivos de la ensefianza de las matematicas en la educacion secundaria
es retomar los conocimientos previamente adquiridos por el alumno y profundizar en

ellos, producir nuevos conocimientos y alcanzar gradualmente su expresion simbdlica.

Asi, dicha materia es cursada en los tres afios de la educacién secundaria y sus

contenidos giran en torno a 5 ejes o lineas matematicas, a saber:

e Aritmética

e Algebra

e Geometria

e Presentacion y Tratamiento de la Informacion
e Probabilidad.

El hecho de que los dos ultimos temas se encuentren programados al final de cada
curso representa un obstaculo escolar, pues en aras de darle mayor peso y atencion a
los temas de algebra, aritmética y geometria, los temas de Presentacion y Tratamiento
de la Informacién asi como el de Probabilidad son sacrificados o simplemente no se
ensefien. Una explicacion de ello puede ser el hecho de que el maestro puede modificar
el orden de los temas y organizar sus actividades en la forma que considere mas

adecuada, lo cual provoca que ciertas partes del programa se vean desfavorecidas.

En lo que respecta a la nocion de promedio, ésta se encuentra contemplada para el
segundo afio de educacidon secundaria en la materia de matematicas bajo la linea
presentacion y tratamiento de la informacion, la cual busca a través de ejemplos muy
variados, que los alumnos conozcan y se acostumbren al uso de cantidades absolutas y

relativas, tablas, graficas y otras formas comunes de presentar y tratar la informacion.
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Es asi que el programa de estudios para éste afio (segundo siclo escolar) sefiala lo

siguiente®:

Presentacion y tratamiento de la informacion

e Organizacion y presentacion de datos.

— Tablas y gréficas de frecuencia absolutas y relativas, incluidos ejemplos de
datos agrupados.

— Tablas y graficas de datos que varian con el tiempo, con ejemplos de
interpolacion grafica.

— Pictogramas, diagramas de barras y bastones, diagramas sectores y otras
graficas de uso comun en la estadistica.

e C(Calculo y determinacion de tantos por ciento, por mil y por millén. Su
utilizaciéon en la construccion de tablas y graficas comparativas; en la
elaboracion de ciertos indices o indicadores.

e Calculo de promediosy densidades, sus usos y limitaciones.

e FEjemplos para introducir la nociéon de funciéon como una relacion entre dos
cantidades:

— Descripcion de fendémenos de la fisica, la biologia, la economia y otras
disciplinas por medio de una tabla, una grafica o una féormula.
— Paso, en casos sencillos, de una tabla o una grafica a una formula (funciones

de las formas y = mx, y =mx +b, xy = k).

En éste nivel educativo, la SEP* también proporciona gratuitamente los libros de texto
que han de ser utilizados para el tratamiento de los contenidos del plan de estudios. Por
ello partimos del libro de texto de matematicas para analizar como vive el promedio en

este nivel educativo, al menos institucionalmente.

% Informacion tomada del libro para el maestro educacién secundaria, referente al area de matematicas,
editado por la SEP, el cual contiene los planes y programas de estudio contemplados para los tres afios
de estudio en dicha é&rea.

!® Secretaria de Educacién Publica.
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MATICAS
2

APARTIR DE LA SOLUCION

EDUCACION SECUNDARIA

Imagen 2.3 Libro de Mateméticas de
segundo afio de secundaria

En éste libro, el concepto de promedio esta ubicado en la Unidad 9 titulada:
Representacion y tratamiento de la informacion. En ésta unidad los temas centrales a
desarrollar son la organizacién y presentaciéon de datos, los calculos estadisticos y la

nocién de funcién.

En la pagina 246 de éste libro encontramos la leccion con el tema “célculo de

promedios y densidades”, la cual comienza de la siguiente manera:

Calculo de promedios y densidades

Actividad 1

El maestro de David y Eloisa les pidio que calcularan el promedio de edad de los

integrantes de sus familias y presentaron los siguientes resultados:

| David | Promedio =20 | | Eloisa | Promedio =25 |

e

5
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Arturo considera que los miembros de la familia de Eloisa son de mayor edad
que los de David.

Maria le dice que eso no se puede concluir y le pide a David y Eloisa que
presenten los datos de todos los miembros de las dos familias. ;Quién crees

que tiene la razon, Arturo o Maria?

David | Papa | Mam4 | Hermano | Hermana

13 42 40 3 2
Eloisa | Papd | Mama | Hermano Tia Tio
13 37 35 15 24 26

Actividad 2 (en par g as)
1. Explicale a tu compafiero el significado de la siguiente formula:

X, +X, +..+ X,

n

Promedio =

2. Usando los datos de David y Eloisa, analicen en qué casos el promedio puede
representar mejor a una coleccion de datos.
3. (Se puede afirmar que el aprovechamiento escolar de Arturo y Estela es el

mismo, si ambos obtuvieron un promedio de 9? Justifiquen su respuesta.

Arturo | Estela
10
10
10
8
9
10
5
10
9
8
10

— | — —_
(oS |S|ev|S|olelolo

(En que caso el promedio 9 representa mejor a la coleccion de datos?

R
s M M A S B R
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4. Un automovilista recorre 120 Km a una velocidad media de 80 Km/h y de
regreso lo hace a una velocidad media de 50 Km/h. Si quiere hacer el
recorrido total empleando el mismo tiempo pero con la misma velocidad
media de ida y vuelta, ;Cual sera la velocidad media adecuada?.

Expliquen la razon por la que la solucion no se puede obtener con el promedio

de las velocidades medias.

B B M M M M M A R

e

Para el tercer afio de secundaria, el programa de estudios sefiala que el concepto de

promedio se aborde nuevamente en la linea presentacion y tratamiento de la

informacion, el plan de estudios menciona:

Presentacion y tratamiento de la informacion

Tasas, sus usos y aplicaciones.

— Estudio de fenomenos que varian a taza constante (ejemplos de proyeccion a futuro).

— Crecimiento lineal o aritmético contra crecimiento exponencial o geométrico.
Descripcion de una lista de datos: moda, media (promedio) y mediana.

— Usos y limitaciones.

— Formas de indicar la dispersion de los datos de una lista (ejemplos ilustrativos).
Nociones de poblacion y muestra; de censo y encuesta (ejemplos de proyeccion a toda la
poblaciéon de los resultados observados en una muestra). Ejemplos de estudios

estadisticos.
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En el libro de texto de matematicas de tercer afo:

Matemdticas|3

Imagen 2.4 Libro de Matematicas de
tercer afio de secundaria

...el promedio ya no es definido, solo se pide como un célculo mas. Esto aparece en la

leccion 2 titulada Descripcion de una lista de datos de la unidad nueve Presentacion y

tratamiento de la informacién, la leccién menciona:

Realiza una encuesta entre tus amigos para saber cuanto tiempo hacen desde su
casa hasta la escuela. Nosotros hicimos esta encuesta con 18 personas y
nuestros resultados fueron: 15, 15, 7, 40, 30, 35, 20, 25, 3, 40, 75, 20, 40, 45,
25, 30, 20, 12 (medidos en minutos).

Organiza los resultados de tu encuesta en una tabla como la nuestra:

Tiempo 3 (7|12 |15 |20 |25 |30 |35 |40 |45 |75
Frecuencia |1 |1 | 1 2 3 2 2 1 3 1 1

Y luego construye con tus datos una grafica de barras como ésta.

Frecuencia

4
3
2 4
1
0

B e G P e e I i,

3 7 12 156 2025 30 35 40 45 75

e e I
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Compara tu grafica con la de tus compaieros. /,En que se parecen?, jen que

son diferentes?.

Reutnan los datos de las encuestas de cinco compafieros y hagan una nueva

grafica de barras. ;Qué dato tiene mayor frecuencia?.

En ésta encuesta te pedimos s6lo unos cuantos datos, pero en general, las

encuesta comunes manejan una gran cantidad de informacion.

Para analizar una lista de dato, existen indicadores que reflejan algunas
caracteristicas relevantes de la coleccion de datos, tales como la moda, la

media o promedio y la mediana.

En nuestra encuesta vemos que 20 y 40 son los datos que tienen mayor
frecuencia (3). En éste caso, tenemos dos modas y decimos que el

comportamiento de los datos es binomial.

El hecho de que una serie de datos pueda tener una o varias modas hace que, en
muchos ejemplos, la moda no sea un dato que nos proporcione una
informacion relevante, sin embargo, en otros casos, por ejemplo en un proceso

electoral, es usando la moda como se determina al ganador.

En nuestra encuesta podemos ademads calcular el promedio o media de los
resultados, que es 27.61. ;Cudl es la media de tus resultados? Compdarala como

los resultados de tus compaiieros.

Al promedio de una coleccion de datos se le conoce como la media

aritmética, o smplemente media de la lista de datos.

Hagamos una lista de los datos de nuestro ejemplo, en orden creciente:
3,7,12, 15, 15, 20, 20, 20, 25, 25, 30, 30, 35, 40, 40, 40, 45, 75

Observa que la mitad de los encuestados tardan 25 minutos o menos en llegar
de su casa a la escuela y que la otra mitad tarda 25 minutos o mas en llegar a la
escuela. Es decir, el valor 25 divide a la lista en dos partes iguales. En éste
ejemplo 25 es el promedio de los dos datos centrales de la lista: el 9° y el 10°

(aqui ambos son iguales a 25).

A A R et

IPN —m
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En general:

Lamediaese dato central de unalista ordenada de datos o € promedio

de dos datos centrales.

La siguiente tabla contiene los salarios del personal de una fabrica (hipotética);
se incluyen los salarios de los obreros, los empleados de intendencia, los
empleados administrativos, los supervisores, los gerentes departamentales y el

presidente de la empresa, agrupados en nimero de salarios minimos.

Salarios Minimos 1 2 3 4 5 (12 |20 | 60
Personas 51 557 215 25 |10 3 5 1

(Cuadl es la moda en éste caso?, ;cual es la media?, ;cual es la mediana?

La moda nos indica que la mayoria

L da, 1 diay 1 di llamad . iy e
a moda, fa media y fa medlana sofl famadas de los empleados de ésta fabrica

medidas de tendencia central ) .

gana 2 salarios minimos al mes. La
mediana nos dice que al menos la mitad de los trabajadores gana 2 salarios
minimos o menos. Y el promedio nos dice que si el salario de todos fuera el

mismo, cada uno ganaria alrededor de 2 y medio salarios minimos...

B A iy
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[1.1.4 Nivel medio superior y superior

En México existe una gran variedad de instituciones educativas de los niveles medios
superior y superior. Para el caso del nivel medio superior, se cuentan con escuelas tales
como: CONALEP, CETIS, Preparatoria, Bachillerato, CCH, CBTIS, CECyT, etc. Para el
nivel superior se cuenta con UNAM, UAM, IPN, asi como de instituciones particulares.
Sin embargo, los programas y planes de estudio analizados tanto para el nivel medio
superior como para el nivel superior, fueron Unica y exclusivamente los del Instituto
Politécnico Nacional.

El Nivel Medio Superior del Instituto Politécnico Nacional es un servicio educativo
posterior a los estudios de secundaria. La duracién de los estudios es de 6 semestres, y

se divide en las siguientes areas®®:

Ingenieriay Ciencias Fisico-Matematicas

CECyT No. 1 "Gonzalo Vazquez Vela"
CECyT No. 2 "Miguel Bernard"
CECyT No. 3 "Estanislao Ramirez Ruiz"
CECyT No. 4 "Lazaro Cérdenas”
CECyT No. 7 "Cuauhtémoc"
CECyT No. 8 "Narciso Bassols Garcia"
CECyT No. 9 "Juan De Dios Batiz"
CECyT No. 10 "Carlos Vallejo Marquez"
CECyT No. 11 "Wilfrido Massieu Pérez"
CET "Walter Cross Buchanan
Ciencias Sociales y Administrativas
CECyT No. 5 "Benito Juarez Garcia"

CECyT No. 12 "José Maria Morelos y Pavon"
CECyT No. 13 "Ricardo Flores Mago6n"
CECyT No. 14 "Luis Enrique Erro"

Ciencias Médico-Biologicas
CECyT No. 6 "Miguel Othon De Mendizébal”
CECyT No. 15 "Diodoro Antunez Echegaray"

Cuadro 2.1 Escuelas por areas en el NMS

'® Informacién obtenida de la pagina: http://www. ipn.mx
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Asi pues, en el area de nuestro interés (Ingenieria y Ciencias Fisico-Matematicas), la
ensefianza de las matematicas esta programada en cada uno de los seis semestres

que dura dicha formacioén académica:

Ensefianza de las Matematicas en el Nivel Medio Superior

ler Semestre  Matematicas | “Algebra”

2do Semestre  Matematicas Il “Geometria y Trigonometria”
3er Semestre  Matematicas Ill “Geometria Analitica”

4to Semestre  Matematicas IV “Calculo Diferencial”

5to Semestre  Matematicas V “Célculo Integral”

6to Semestre  Matematicas VI “Probabilidad y Estadistica”

Cuadro 2.2 Tira de materias de matematicas en el NMS

Si bien es cierto que en ésta etapa, el concepto de promedio esta contemplado en el
curso de probabilidad y estadistica, éste ya no es llamado promedio, ahora se
encuentra inmerso en el concepto de valor esperado, pues el promedio que se aplica

ya no es el promedio aritmético, sino el ponderado.
El programa de probabilidad y estadistica tiene las siguientes lineas de desarrollo*’:

» Educacion de la intuicion sobre fendmenos al azar.

= Apropiacion gradual de la simulaciébn como una estrategia para enfrentar situaciones
diversas de estadistica y probabilidad.

= Apropiacion gradual de las ideas fundamentales de la estadistica, asi como de ciertas
técnicas que las ilustra.

= Apropiacion gradual de las ideas fundamentales de la probabilidad, asi como ciertas
técnicas que las ilustra.

= Aplicacion de procedimientos estadisticos y probabilisticos a la solucion de problemas

diversos

" Informacion extraida del programa de Probabilidad y Estadistica del Nivel Medio Superior del IPN.

35



e N — ¥

Asi en lo que respecta a la linea tematica Apropiacion gradual de las ideas
fundamentales de la probabilidad, asi como ciertas técnicas que las ilustra, ésta esta

programada para la unidad numero 4, en ella se tiene:

4.1 Distribucién de Probabilidad
» FElsignificado de la variable aleatoria y de la desviacion estandar de la misma
» La interpretacion de la grafica de la funcion de densidad de probabilidad
= La relacion entre una distribucion de probabilidad y un histograma (entre la probabilidad
y la estadistica)
Dado que para éste nivel no se tiene un unico libro para el desarrollo del curso, ni uno
gue sea oficial, se reviso la bibliografia sugerida. A continuacion se muestra el libro mas

usado para el curso de Probabilidad y Estadistica a éste nivel:

TEORIA y

875 problemas
resueltos

MURRAY R.
SPIEGEL

Imagen 2.5 Libro de probabilidad sugerido para el NMS

Dentro de los capitulos de éste libro, encontramos dos muy importantes que abordan el
concepto de promedio, el primero de ellos es el capitulo 3 titulado: Media, mediana,
moda y otras medidas de centralizacién, localizado en la pagina 45, en él encontramos

lo siguiente®:

18 Leccion extraida del libro: Murria, R (1970) Estadistica, teoria y 875 problemas resueltos, Mc Graw Hill.
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CAPITULO 3

MEDIA, MEDIANA, MODA Y OTRASMEDIDASDE CENTRALIZACION
NOTACION CON INDICE O SUBINDICE

El simbolo Xj (Iéase << x sub j>>) denota cualquiera de los N valores X, X5, X3
..., Xn que una variable X puede tomar. La letra j en X, la cual puede representar
cualquiera de los ntmeros 1, 2, 3, ..., N se llama indice o subindice.

Analogamente puede utilizarse como subindice otra letra distinta de j, como i, k,

p, q, S.
NOTACION SUMARIA

N
El simbolo Z Xj se utiliza para indicar la suma de todas las X; desde j=1 a j=N,
j=1

es decir, por definicion
N
DX =X+ X, o+ Xy
=1

Cuando no cabe confusion posible se representa ésta suma por las notaciones mas

simples Z X, Z Xj o Z Xj . El simbolo z es la letra griega mayuscula sigma,
j

denotando sumacion.

N
Ejemplo 1. D XY, = XY, + X, Y, +---+ XY,

j=1

N N
Ejemplo 2. Y aX; =aX, +aX, +-+aXy =a(X, + X, +--+ X )=ay X,

J
j=1 j=1

Donde a es una constante. Mas sencillamente Z aX = az X

PROMEDIOSY MEDIDASDE CENTRALIZACION

Un promedio es un valor que es tipico o representativo de un conjunto de datos.
Como tales valores tienden a situarse en el centro del conjunto de datos ordenados
segun su magnitud, los promedios se conocen también como medidas de

centralizacion.

e B I R
R R PR AR R R R R R R R PR PR R R R R R R R R R R R R R R R R PR PR R R R R R R R R PR R R R R R e R R R PR R R R R R R
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Se pueden definir varios tipos de medidas de centralizacion, las mas comunes son
la media aritmética o brevemente media, la mediana, la moda, la media
geométrica y la media armonica. Cada una de ellas tiene sus ventajas e
inconvenientes, dependiendo la aplicacion de una u otra de los resultados que se

pretendan sacar de los datos.

MEDIA ARITMETICA

La media aritmética o media de un conjunto de N ntimeros X, Xj, X3, ..., Xx se

representa por X (léase << X barra >>) y se define como:

X =

N

X.

X, 4 X, 44 X, _; DI
N N N

(1)

Ejemplo: La media aritmética de los numeros 8, 3, 5, 12, 10 es

§+3+5+12+10 38

X = 7.6
5 5

Si los nimeros X, X», ..., Xi se presentan f}, 5, ..., fx veces, respectivamente (es
decir se presentan con frecuencia fi, f, ..., f), la media aritmética es:

k

f, X
Y:flxl+fzx2+“'+kak:j:1 :zfxzzfx
fo+f, ++f £ f N
1 2 k Z fi z
j=1

(2)

Donde N = Z f esla frecuencia total, es decir, el nimero total de casos.

Ejemplo: Si 5, 8, 6 y 2 se presentan con frecuencia 3, 2, 4 y 1 respectivamente, la
media aritmética es:

(3)(5) +(2)(8) + (4)(6) + (1)(2) B 15+16+24+2 _57
3+2+4+1 a 10 a

X =

R R R R R R R R R R R PR R R R R R R R R R PR R R R R R R R R R PR R R R R R R R R PR R R R R R R R R R R R R R R

A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A’A&&VA’A&VA’A’A{z&&%’NA&VA’NA&&&VNA&VA’NA&&&VNA&VNN;@
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I

MEDIA ARITMETICA PONDERADA

A veces se asocia a los numeros X, Xo, ..., Xk ciertos factores o pesos W, W»,
..., Wx que dependen de la significacion o importancia de cada uno de los
nimeros. En éste caso:

WX, W, X, 4+ W, X, D WX

X = -
W, +W, +---+W, > w

3)

Se llama media aritmética ponderada. Noétese la similitud con (2), que puede
considerarse como una media aritmética ponderada con el peso fi, 3, ..., fk.
Ejemplo: Si un examen final de curso se valora como 3 veces los examenes
parciales y un estudiante tiene una nota de examen final de 85 y notas de
examenes parciales de 70 y 90, su nota final sera:
(1)(70) + (1)(90) + 3(85) _ 415 43

1+1+3 5
PROPIEDADESDE LA MEDIA ARITMETICA

X:

(a)La suma algebraica de las desviaciones de un conjunto de numeros de su media
aritmética es cero.
Ejemplo: Las desviaciones de los numeros 8, 3, 5, 12, 10 de su media
aritmética 7,6 son 8 — 7,6,3 -7,6,5-7,6,12—-7,6,10-7,6,6 0, 4, - 4,6, - 2,6,
4,4, 2,4, cuya suma algebraicaes 0,4 —-4,6-2,6 +44+24=0

(b)La suma de los cuadrados de las desviaciones de un conjunto de numeros X; de
cualquier nimero a es minima solamente si a =X .

(c)Si f; numeros tienen de media m;,f; nameros tienen de media my, ..., f
numeros tienen de media my, entonces la media de todos los nimeros es:

fm, +fm, +---+f m,

X:
f1 +f2+...+fk

Es decir, una media aritmética ponderada de todas las medias.

(d)Si A es cualquier supuesta media aritmética (que puede ser cualquier namero)
y si dj = X; — A son las desviaciones de X; de A, las ecuaciones (1) y (2) se

convierten en:

e e R

RS R R R AR R R R R R R R PR R R R R R R R R PR R R R R R R R PR PR R R R R R R R R PR R R R R R R R R R PR R R R R R R
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>
+
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(6)

Donde N =Z f =Z f ; note que (5) y (6) estan resumidas en la ecuacion

MEDIANA

La mediana de una coleccion de datos ordenados en orden de magnitud es el valor
medio o la media aritmética de los dos valores medios

Ejemplo 1. Sean los numeros 3, 4, 4, 5, 6, 8, 8, 8, 10 que tienen de mediana 6
Ejemplo 2. Sean los numeros 5, 5, 7, 9,11,12,15,18 su mediana sera 2(9+11) =10

Para datos agrupados la mediana se obtiene mediante interpolacién y viene dada

por:

Mediana = Mediana= L, + 2 =

Donde: L; = limite real inferior de la clase mediana (es decir, la clase que

contiene la mediana)
N = numero total de datos (es decir la frecuencia total)

(Z f)1= suma de las frecuencias de todas las clases por debajo de la clase

mediana
s N e

SERORER IR aR PR s SR aL B el St St B A O e S s S s S sl S a S s S e Sl A SO S s B s S s BB St S a Sl O B OB S s B sl S s B s S s S e Sl A B e S PR S s S s B B B S B S S O S e S S S B S S B S R S S I S
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fmediana = frecuencia de la clase mediana
¢ = tamaifio del intervalo de la clase mediana.
Geométricamente, la mediana es el valor de X (abscisa) que corresponde a la

vertical que divide un histograma en 2 partes de igual area. Este valor de X se

denota a veces por X.

MODA

La moda de una serie de nimeros es aquel valor que se presenta con mayor
frecuencia, es decir, es el valor mas comun. La moda puede no existir, incluso si

existe puede no ser Unica.
Ejemplo 1. El sistema 2,2, 5,7,9,9,9, 10, 10, 11, 12, 18 tienen de moda 9
Ejemplo 2. El sistema 3, 5, 8, 10, 12, 15, 16 no tiene moda

Ejemplo 3. El sistema 2, 3,4,4,4,5,5,7,7,7,9 tiene dos modas 4y 7 y se llama

bimodal.

Una distribucion que tiene wuna sola moda se llama unimodal.
En el caso de datos donde se ha construido una curva de frecuencia para ajustar
los datos, la moda sera el valor (o valores) de X correspondientes al maximo (o

maximos) de la curva.

De una distribucion de frecuencias o un histograma la moda puede sacarse de la

formula:

A
Moda =L, +(—1)ec
A +A,

Donde:

L, = limite real inferior de clase de la clase modal (es decir, la clase que contiene

la moda).

RE R R R R R R R R R R R R PR R R R R R R R R AR R R R R R R R PR R R R R R R R R PR R R R R R PR R R R R R R R R
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A,= Exceso de la frecuencia modal sobre la frecuencia de la clase contigua

inferior.

A,= Exceso de la frecuencia modal sobre la frecuencia de la clase contigua

superior.

C = tamano del intervalo de clase modal.

RELACION EMPIRICA ENTRE MEDIA, MEDIANA Y MODA

Para curvas de frecuencia unimodales que sean moderadamente sesgadas

(asimétricas), se tiene la relacion empirica:
Media - Moda = 3(Media — Mediana)

En las siguientes figuras se muestran las posiciones relativas de la media, mediana
y moda para curvas de frecuencia que estan sesgadas a la derecha y a la izquierda,

respectivamente. Para curvas simétricas, la media, moda y mediana coinciden.
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La segunda leccion que aborda el concepto de promedio, en el terreno probabilistico, se

encuentra en el capitulo 6 llamado: Teoria elemental de la probabilidad. Dentro de éste

capitulo se encuentra la seccion Esperanza Mateméatica. Su desarrollo es el siguiente:

42



B e G e U e P P

ESPERANZA MATEMATICA

Si p es la probabilidad de que una persona reciba una suma de dinero § la

esperanza matematica o simplemente la esperanza se define como pS

Ejemplo: Si la probabilidad de que un hombre gane un premio de $10 es 1/5, su
esperanza es 1/5($10) = $2.

El concepto de esperanza es facilmente generalizado si X representa una
variable aleatoria discreta que puede tomar valores X;, Xj, ..., Xy con
probabilidades respectivas pi, p2, ..., Pk, donde pi+pot...+px = 1, la esperanza
matematica de X o simplemente la esperanza de X, simbolizada por E(X), se

define como:
K
E(X): plxl + pzxz Tt kak :Z ijj :Z pX
j=1

Si las probabilidades p; en ésta esperanza se sustituyen por las frecuencias

relativas fi/N, donde N = Z f P la esperanza se reduce a (Z fx)/ N, que es la

media aritmética X de una muestra de tamafio, en la que X1, X2, ..., Xk aparecen
con éstas frecuencias relativas. Cudndo N crece, las frecuencias relativas fi/N se
aproximan a las probabilidades p;. Esto conduce a interpretar que E(X)
representa la media de la poblacion de la que se ha extraido una muestra. Si se
denota por m la media de la muestra, la media de la poblacion vendra

representada por la correspondiente letra griega g (mu)

La esperanza puede también definirse para variables aleatorias continuas, pero la

definicion requiere la utilizacion del célculo.

A A A A A A A A A P P P B R i

cicaTa—
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PROBLEMAS PROPUESTOS
ESPERANZA MATEMATICA

56. (Cual es el precio justo a pagar para entrar en un juego en el que uno puede

ganar $25 con probabilidad 0.2 y $10 con probabilidad 0.4? Resp. $9

57. Si llueve, un vendedor de paraguas puede ganar $30 por dia. Sino llueve,
puede perder $6 por dia. ;Cual es su esperanza matematica si la probabilidad de

lluvia es 0.3? Resp. $4.80 por dia.

58. A y B juegan un juego consistente en lanzar una moneda 3 veces. El que
obtenga la primera cara gana el juego. Si A lanza primeramente la moneda y si
el valor total de las apuestas es $20, ;con cuanto debera contribuir cada uno para

que el juego se considere justo? Resp. A $12.50, B $7.50

59. Hallar (a) E(X), (b) E(X?), (c) E[(X-X)*] y (d) E(X®) para la siguiente
distribucion de probabilidad:

X 10 [-20 [30
PX) |1/S |3/10 |12

Resp. (a) 7, (b) 590, (c) 541, (d) 10.900

61. Una variable aleatoria toma el valor 1 con probabilidad p; y 0O con

probabilidad q = 1 — p. Demuestre que:
(a) EX)=p

(b) E[(X - X)'T=pq

62. Demostrar que (a) E(2X + 3) = 2E(X) + 3, (b) E[(X - X )*] = E(X?) - E[(X)]*

63. Sean X e Y dos variables aleatorias que tienen la misma distribucion.

Demostrar que E(X+Y) = E(X) +E(Y)

e P P
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En el &rea de Ingenieria del Nivel Superior, la ensefianza de las mateméaticas esta
programada para los primeros 4 de 9 semestres que comprenden los estudios en las
escuelas de nivel superior del IPN. Los planes y programas de estudio de las carreras
en un area comun contemplan el tronco Unico de asignaturas que tiende a diversificarse
en los ultimos semestres de los cuatro o cinco afios de formacion profesional que segun

la opcion elegida por el alumno debera cursar.

Ingenieriay Ciencias Fisico-Matematicas

ESCOM "Escuela Superior de COmputo”

ESFM "Escuela Superior de Fisica y Matematicas”

ESIA Unidad Tecamachalco "Escuela Superior de Ingenieria y Arquitectura”
ESIA Unidad Ticoméan "Escuela Superior de Ingenieria y Arquitectura”

ESIA Unidad Zacatenco "Escuela Superior de Ingenieria y Arquitectura”

ESIME Unidad Azcapotzalco "Escuela Superior de Ingenieria Mecanica y
Eléctrica "

ESIME Unidad Culhuacan "Escuela Superior de Ingenieria Mecéanica y Eléctrica "
ESIME Unidad Ticoman "Escuela Superior de Ingenieria Mecanica y Eléctrica "
ESIME Unidad Zacatenco "Escuela Superior de Ingenieria Mecénica y Eléctrica "
ESIQIE "Escuela Superior de Ingenieria Quimica E Industrias Extractivas"

ESIT "Escuela Superior de Ingenieria Textil"

Ciencias Sociales y Administrativas

ESCA Unidad Santo Tomas "Escuela Superior de Comercio y Administracion”
ESCA Unidad Tepepan "Escuela Superior de Comercio y Administracion”
ESE "Escuela Superior de Economia”

EST "Escuela Superior de Turismo"

Ciencias Médico-Bioldgicas
ENCB "Escuela Nacional de Ciencias Biol6gicas"
ENMyH "Escuela Nacional de Medicina y Homeopatia"

ESEyO "Escuela Superior de Enfermeria y Obstetricia"
ESM "Escuela Superior de Medicina"

Estudios Interdisciplinarios

UPIBI "Unidad Profesional Interdisciplinaria de Biotecnologia”

UPIICSA "Unidad Profesional Interdisciplinaria de Ingenieria y Ciencias Sociales
y Administrativas"

UPIITA "Unidad Profesional Interdisciplinaria en Ingenieria y Tecnolégias
Avanzadas"

CICS Unidad Milpa Alta "Centro Interdisciplinario de Ciencias de la Salud"

CICS Unidad Santo Tomas "Centro Interdisciplinario de Ciencias de la Salud"

Cuadro 2.3 Escuelas por &reas para el NS
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La asignatura de matematicas entra en lo que se denomina tronco comun y son:

Matematicas en el Nivel Superior

ler Semestre  Matemaéticas | “Calculo Diferencial e Integral
Matematicas Il “Fundamentos de Algebra”

2do Semestre  Matematicas Il “Calculo Vectorial”
Matematicas |V “Ecuaciones Diferenciales”

3er Semestre Matematicas V “Transformadas de Funciones”
Matematicas VI “Variable Compleja”

4to Semestre  Matematicas VIl “Probabilidad y Estadistica”

Cuadro 2.4 Tira de materias de matematicas en el NS

El programa de matematicas VII “Probabilidad y Estadistica”, considera que el

Contenido Temaético y la presentacion del curso deben ser de la manera siguiente:

I. Probabilidad.

II. Variables aleatorias discretas sus distribuciones de probabilidad.
ITI. Variables aleatorias continuas y sus distribuciones de probabilidad.
IV. Distribuciones de probabilidad bivariadas.

V. Funciones de variables aleatorias.

Asi que dentro del programa, para la parte discreta se encuentra en la seccion 2.5 se

tiene:

2.5 Valor esperado, varianza, desviacion estandar de una variable aleatoria discreta.
2.5.1 Definicion de valor esperado de una variable aleatoria discreta.
2.5.2 Definicion de valor esperado de una funcion de una variable discreta.
2.5.3 calculo de valor esperado de las distribuciones Binomial, Geométrica, y de Poisson.
2.5.4 Propiedades del valor esperado.
E[c]=c
E[CX;+C2X5)=CE[X;]+C2E[X7]
2.5.5 Definicion de varianza y desviacion estandar.
2.5.6 Teorema V[X]=E[X*]-(E[X])?
2.5.7 Ejercicios.
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Para el caso Continuo:

3.2 Valor esperado, Varianza y Desviacion estandar de una variable aleatoria continua.
3.2.1 Definicion del valor esperado de una variable aleatoria continua.

3.2.2 Propiedades del valor esperado de una variable aleatoria continua.

3.2.3 Esperaza de una funcion de una variable aleatoria continua.

3.2.4 La varianza y desviacion estandar de una variable aleatoria continua.

3.2.5 Teorema (X)=E(X?)-(E(X))>

3.2.6 Ejercicios.

Puesto que para dar éste curso, no se cuenta con un libro de texto que oficial, el
programa sugiere varios libros de probabilidad y estadistica, con la finalidad de
apoyarse en ellos y desarrollar algunos temas, por tal razon se eligié uno de los libros

mas consultados por los profesores y alumnos:

Imagen 2.6 Libro de probabilidad sugerido para el NS

. en el capitulo 5 de éste libro titulado: Variables Aleatorias, se aborda el valor

esperado de la siguiente manera (para el caso discreto y continuo):



¥
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DISTRIBUCION Y ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA
FINITA

Sea X una variable aleatoria de un espacio muestral S con el conjunto imagen
finito; a saber, X(S)= {xi,X2,...,.Xp}. Convertimos X(S) en un espacio de
probabilidad definiendo la probabilidad de x; como P(X=x;) que escribimos f(x;).
Esta funcion f de X(S), o sea, definida como f(x;)=P(X=x;), se llama la funcion de
distribucién o probabilidad de X y se expresa generalmente en forma de tabla:

X1 X2 . Xn

fix)) |f(x2)) |... f(Xy)
La distribucion f satisface las condiciones:
(i) fx)=0 y (i) D f(x) =1

i=1

Ahora si X es una variable aleatoria con la distribucion anterior, entonces la media
0 esperanza (o valor esperado) de X, denotada por E(X) o uy, o simplemente E o
M, se define como

ECO = xif(x0) + 3af(0) + o+ Xeflx) = 3% (%)

Esto es; E(X) es el promedio ponderado de los valores posibles de X, cada valor
ponderado por su probabilidad...

Ejemplo 5.4: Un jugador lanza un dado corriente. Si sale un nimero primo gana
dicho niimero de dolares, pero si no sale un nimero primo entonces pierde esa
cantidad de dolares. Los resultaos posibles x; del juego con sus respectivas
probabilidades f(x;) son como sigue:

X, |2 3 5 -1 4 -6
fx) |1/6 |1/6 |16 |16 |16 |16

Los nimeros negativos -1, -4 y -6 corresponden al hecho de que el jugador pierde
sino sale un numero primo. El valor esperado del juego es:

E =2(1/6)+3(1/6)+5(1/6)-1(1/6)-4(1/6)-6(1/6) = -1/6
Se dice que el juego es favorable al jugador si E es positivo, y desfavorable si E es
negativo. Si E=0, el juego es legal. Por tanto, el juego es desfavorecedor para el

jugador puesto que el valor esperado es negativo.

Nuestros primeros teoremas en relacion con la nocion de valor esperado para
operaciones de variables aleatorias son

B P R R iy
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Teorema 5.1: Sea X una variable aleatoria y k un nimero real. Entonces (i) E(kX)
=KkE(X), y (i1)) E(X+k) = E(X) + k.

Teorema 5.2: Sean X y Y variables aleatorias del mismo espacio muestral S.
Entonces E(X+Y) = E(X) + E(Y).

Un simple argumento de induccion conduce al
Corolario 5.3: Sean X, Xy, ..., X, variables aleatorias de S. Luego
EXi+ ... + Xn) = E(X)) + ... + E(Xy)

Teorema 5.4:

EX) = x (%)

Teorema 5.5: Sean Xy Y variables aleatorias independientes. Entonces:
E(XY) =EX)*E(Y)

Teorema 5.5: Sean X y Y variables aleatorias de un mismo espacio muestral S con
Y = ¢(X). Entonces :

E(Y) = D0(X,)f(x)

Donde f es la funcion de distribucion de X.

Simultaneamente, se dice que una variable aleatoria Z es una funcion de X y Y si
Z se puede representar por Z = ¢(X,Y) donde ¢ es una funcion de valor real de dos
variables; esto es, si

Z(s) = 9[X(s), Y(5)]

Para todo s € S. Conforme al teorema anterior, tenemos

Teorema 5.7: Sean X, Y y Z variables aleatorias del mismo espacio muestral S
con Z = ¢(X,Y). Entonces:

E(Z)= X @(%,yph(x.y;)
i.]
Donde h es la distribucioén conjuntade Xy Y.

VARIABLESALEATORIAS CONTINUAS

Supongamos que X es una variable aleatoria

cuyo conjunto imagen X(S) es un conjunto B

continuo de nimeros tales como un intervalo. T/\
Recalcamos de la definicion de variables [ | l

aleatorias que el conjunto {a<X<b} es un [ = b
suceso de Sy, por consiguiente,

Pla=X=15) = frea de la parle sombreada

B B R R e
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la probabilidad P(a<X<b) esta definida. Suponemos que existe una funcién
continua especial f : R—>R tal que P(a<X<b) es igual al area bajo la curva de f
entrex=ayx=>b ( como se muestra en a la derecha). En el lenguaje del célculo,

b
P(asX<b) = | f (x)dx

En éste caso se dice que X es una variable aleatoria continua. La funcion f es
llamada funcion de distribucion o de probabilidad continua (o funcion de
densidad) de X; que satisface las condiciones

(i) f(x)>0 y (ii) j f(x)dx =1

Esto es f es no negativa y el area total bajo su curva es 1
El valor esperado E(X) se define por

E(X) = j xf (x)dx

Cuando existe. Las funciones de variables aleatorias se definen justamente como
en el caso discreto; y puede demostrarse que su Y = ¢(X), entonces

E(Y) = [$(x) f ()0

Cuando el miembro de la derecha existe. La varianza var(X) se define por
Var (X) = E(X-0)°) = [ () f(x)dx
R

Cuando existe. Justamente como en le caso discreto, se puede demostrar que
var(X) existe y solo si # = E(X) y E(X?) existen y, por tanto
Var(X) = EX?) - 4* = j X(x)dx - 4

R

La desviacion estandar oy se define por ox = - /var(X) cuando var(X) existe.

Ya habiamos hecho hincapié en que estableciéramos muchos resultados para
variables aleatorias finitas y los dariamos por supuestos en el caso general discreto
y en el caso continuo.

Ejemplo 5.9: Sea Sea X wuna variable
aleatoria continua con la distribucion
siguiente:

f(x)z{{

Entonces:
P(1<X<1.5) = area de la regiéon sombreada
del diagrama

1/2;50< x<2
0;de_otra_forma

-1 l(1/2+3/4)—i
2 2 16

Calculamos luego el valor esperado, la varianza y la desviacion estandar de X:

e e e e e I i,
B P R R iy
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E(X) = [ xF (xdx =j';x2dx= [[x3 /6] = ﬂ

0

E(X?) = [ f (X)dx = JZ.;x3dx= [x* /8] =2
R 0

Var(X) =E(X?) - u* =2 -16/9=2/9

2 1
=[5 =-12
cx\g3(

Un ntmero finito de variables aleatorias continuas, a saber X, Y, ..., Z, se dice
que son independientes si para unos intervalos [a, a’], [b, b’], ..., [c, ¢’],
P(a<X<a’, b<Y<b’, ..., c<Z<c’) = P(a<Xa’)P(b<Y=<b’) ... P(c<Z=c’) Obsérvese
que los intervalos desempefan el mismo papel en el caso continuo que los puntos
en el caso discreto.

B e e P o e i
S
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[1.1.5 Apoyos y recursos

Con el proposito de buscar caracterizaciones alternativas, no propiamente escolares,
pero si de caracter educativo (apoyos y recursos), se analizaron diccionarios
matematicos editados para los diferentes niveles educativos. En la mayoria de ellos
encontramos que no se encuentra la palabra promedio como un término matematico, o
se encuentra y nos remite al término de media aritmética en cuyo caso se da una

definicibn muy ambigua o poco precisa.

Por ejemplo, para el nivel secundaria, el diccionario de matematicas de la editorial

patria, encuentra lo siguiente al buscar el término promedio:

Promedio: (Véase media)

Media: Media aritmética. Valor medio.

Promedio. Es una medida de tendencia

central. Es el valor promedio del
conjunto de valores o computos de una
muestra. La media, es el valor que
resulta de dividir la suma del total de
valores de una muestra entre el niumero
de ellos. La media de una muestra se

denota con el simbolo (p) o (X).

Léase: equis con barra o equis testada.

Si en una muestra se estan tomando n

valores: X1 X2, X3, ... Xp, S€ tiene que:

X+ X + X+t X,
n

X=

Imagen 2.7 Diccionario para nivel secundaria

Ejemplo: Si en una muestra se estan tomando las siguientes calificaciones de un

alumno: 7, 8, 8,9, 10 se tiene que el promedio es: X = 748+ 85+ 9+10 =

8.5
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Para el nivel medio superior, se consulté el siguiente diccionario:

DICCIONARIOS
EDIPLESA

Matematica

1800 palabras
ordenadas alfabéticamente

conmds de 400 ilustraciones

Imagen 2.8 Diccionario para NMS

Al buscar la palabra promedio, no se
encontré en el diccionario, asi que se

procedi6 a buscar media aritmética.

Media aritmética: A partir de n valores

X1, X2, X3, ..., Xu S€ calcula como:
m=;(x1 +X, +X;+...TX,)

Ejemplo: en un experimento de caida
se miden, para la misma altura de
caida, los siguientes tiempos: 11,5 seg.,
114 seg., 11,5 seg., 11,4 seg., 11,6
seg. De aqui resulta la media
aritmética:

(11,5seg +11,4seg +11,55€g
o Tll4seg +1165g)
5

=11,48seg.
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Otro diccionario consultado, para el nivel superior, fue el diccionario Larousse, en él

encontramos la siguiente definicion:

Promedio — Centralizacion, medidas

de

diccionario esencial

Centralizacion, medidas de —
Conjunto de parametros que indican
el valor medio de un conjunto de
datos determinado, los cuales son
datos mas frecuentes o alrededor de
qué valores se agrupan. Los
parametros de centralizacion mas
frecuentes son la media aritmética
simple, la mediana y la moda.
También se denominan promedio,

aunque en la mayoria de los casos se

refiere Unicamente a la media

Imagen 2.9 Diccionario para NS L
aritmética simple.

— Media aritmética simple, mediana y moda

Media — Esperanza matematica

© Media aritmética simple Medida de centralizacion cuyo valor se obtiene de
dividir la suma de todos los datos por el niumero total de los mismos. Se
representa con el simbolo X. Si xi, Xy, ..., Xp son los valores que toma cierta
variable (o las marcas de clase de los Intervalos a estudiar) y nl, n2, ..., np
sus frecuencias absolutas, la media aritmética simple se puede calcular a través
de éstas dos formulas:

g KemEX em bt X, 0N,

Xen <
N +n,+..+n 2 N 2%t
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Donde n y f son la frecuencia absoluta y relativa de cada dato. Las principales
propiedades de la media aritmética simple son:

— Solo puede usarse para variables cuantitativas, nunca para atributos.

— El valor siempre se encuentra entre los valores extremos del conjunto de datos.

— Graficamente, puede interpretarse como el punto del eje X que mantiene el

equilibrio del histograma de los datos, tal como indica la figura adyacente.

— Centralizacion, medidas de

(Cudl es la nota media de las calificaciones de un alumno en los ocho exdmenes

de matematicas siguientes: 3, 6,7,4,5,7,6y 8?

En primer lugar se calcula la media aritmética simple; asi pues la nota media es

346°2+7+2+4+5+8 46
8 8

5.75,yaque X = 5.75

Mediana: Medida de centralizacion representada por M. cuyo valor divide a la serie
ordenada de valores en dos partes iguales. Se puede obtener de dos formas
distintas:

a) Si los datos no estan agrupados en intervalos, deben ordenarse los datos de la
variable a estudiar de mayor a menor (cada uno tantas veces como aparezca) y se
elige el valor que ocupa la posicion central. En el caso de que haya un nimero
par de datos, el valor central es la media aritmética simple de los datos centrales.

b) Si los datos estan agrupados en intervalos, se obtiene la clase mediana que
corresponde al primer intervalo que iguala o sobrepasa una frecuencia relativa

acumulada de 0.5. El valor de la mediana puede obtenerse a través de la formula:
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M, =L, +c+—~———, donde L; es el limite inferior de la clase mediana, c es
n.

la amplitud comun a todos los intervalos, N/2 es la mitad del numero de datos,
Ni1 la frecuencia absoluta acumulada del intervalo anterior al de la clase

mediana, y n; la frecuencia absoluta de la clase mediana.

Dado que los numeros no estan agrupados en intervalos y existe un nimero par de

datos se procede de la siguiente manera:

1. Se ordenan de menor a mayor: 0,1, 1,2,3,3,3,4,4,6,7,7,7,9.
2. El valor central se haya mediante la media aritmética simple de los dos valores

—_ 3+4 7
centrales: X = T, ToT 3.5 ya que existe un nimero par de datos (N = 14).

Medida de centralizacion que se obtiene a partir del valor de la variable
que presenta la maxima frecuencia absoluta. Se representa por My. Cuando los
datos se encuentran agrupados en intervalos, se habla de intervalo modal, que es
también el intervalo de mayor frecuencia. En estos casos, el valor de la moda se
obtiene a partir de la férmula:

— Donde L es el limite inferior del intervalo modal, c es la

M0=L1+c-di+(1

amplitud comtn a todos los intervalos, d ~y d " son, respectivamente, las
diferencias entre las frecuencias absolutas (n;) del intervalo modal y las clases de

los intervalos vecinos. Algunas distribuciones de datos pueden presentar mas de
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una moda; en estos casos se habla de distribucidon bimodal o trimodal si

presentan 2 o 3 modas respectivamente.

—Centralizacion, medidas de

¢(Cual es el intervalo modal y la moda de los siguientes datos de la tabla?

INTERVALO| MARCA | N; | f
1,5 16 1,55 5 0,06
1,6 1,7] 1,65 9 [o0,12
1,7 18 1,75 16 | 0,10
1,8 1,9 1,85 4 032
2,0 2.1[ 2,05 1 032

Dado que los valores se encuentran agrupados en intervalos, el intervalo modal

es el que posee la frecuencia absoluta mayor (n; = 16), en este caso [1,7 1,§[.

El valor de la moda se obtiene a partir de la formula:

d-+d”
Donde L; =1,7 (limite inferior del intervalo modal), ¢ = 0,1 (amplitud del

M,=L,+ce

intervalo: 1,8 — 1,7 =0,1), d =7 y d " = 12 (diferencias entre la frecuencia

absoluta del intervalo modal y el intervalo anterior y posterior, respectivamente).

M, =17+0,- =1,7368.

7+12

cicata—
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1.2 A manera de conclusidon

A lo largo de la informacién presentada en éste capitulo se pudo conocer la manera en
como nace y se desarrolla el concepto de promedio en el sistema educativo mexicano y
detectamos entre otras cosas que en el nivel basico primaria el primer acercamiento
gue el alumno tiene es en funcion de sus calificaciones, y la definiciébn que se le da del
promedio es el siguiente enunciado: “El promedio de un conjunto de datos se calcula
sumando todos los valores y dividiendo el resultado entre el niumero de datos”, el cual
se ejercita con base en el célculo del promedio de sus calificaciones. En el nivel
secundaria, se sigue utilizando el ejemplo de las calificaciones para calcular el
promedio, pero ésta vez se pasa de la definicion de promedio en base a un enunciado a

la definicién en términos matemaéaticos:

X+ X, +..+ X,
n

Promedio =

Esta sera la diferencia mas sobresaliente, ya que los ejemplos que se manejan en éste
nivel siguen siendo del mismo corte (partiendo de una lista de calificaciones o de

situaciones familiares).

En lo que respecta a la aleatoriedad en ambos niveles, ésta se ve seriamente afectada
por cuestiones del calendario escolar, estatus de importancia que le de el profesor, etc.

En consecuencia el alumno adquiere un manejo limitado de dichas nociones.

En el nivel medio superior y superior, se da un salto de contexto para tal nocion, es
decir, todos los problemas que hasta la secundaria se analizaron, tenian como
caracteristica el corte deterministico, sin embargo, en éstos niveles, el concepto de
promedio se utiliza en situaciones aleatorias, en las cuales el promedio a aplicar debe
ser el ponderado y no el aritmético. Los problemas puestos en ambos niveles tienen un
grado de dificultad mayor a como se venian trabajando en los niveles anteriores. En el

caso del nivel medio superior la definicion que se tiene del valor esperado es

K
tnicamente para el caso discreto: E(X)=p,X, + p,X,+-+ pX, =2 p;X; =D pX
=
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Mientras que para el nivel superior ya se comienza a trabajar con el caso continuo, asi

gue debe presentarse una formula para cada caso:

E[x] = Zn: Xp(X) ; Caso discreto

Xx=1

+00
E[X]= I xf ( x)dx ; Caso continuo
—0
El escribir el valor esperado en éste tipo de expresion matematica rompe de algin
modo con la idea de promedio que el alumno ha venido manejando. Por lo cual,
aunque estamos hablando en ambos casos de promedio, la forma de calcularlo es

diferente para el contexto deterministico que para el contexto aleatorio.

A continuaciéon se muestra el cambio en la presentacion de la nocién de promedio en

los diferentes niveles educativos:

Calificacion Final

Férmula

A 4
Medida que representa a todas

Punto de equilibrio

Diagrama 2.1 Cambios en la concepcién del Promedio

59



CAPITULO |11

MARCO TEORICO

[ll.1 Panorama general

En el capitulo anterior se analiz6, a través de los programas de estudio y la bibliografia
que recomiendan, como vive institucionalmente el concepto de promedio en los distintos
niveles del sistema educativo mexicano. Presentamos ahora el marco teérico que dara

fundamento a nuestro trabajo: la construccién social del conocimiento matematico.

Es intencional no hablar de socioepistemologia en tanto no se hayan identificado
practicas sociales o practicas de referencia asociadas a la nocibn matematica que
estamos trabajando en esta investigacion. Nuestro estudio hace un primer acercamiento
a la dimension social a través de los usos y significados de las nociones de promedio y
valor esperado utilizados en diferentes areas de la matematica (probabilistico y

determinista).

Hablamos de construccion social del conocimiento matemético, en tanto contemplamos
la interaccion sistémica de las dimensiones didactica, cognitiva, epistemoldgica y social

en la explicacién de los fendmenos didacticos que nos interesan.

Pretendemos, a partir de nuestro estudio, obtener los elementos del analisis preliminar

al disefio de una secuencia didactica que permita al estudiante:

e confrontar su nocion de promedio aritmético en un contexto probabilistico y
e construir una herramienta matematica nueva (el valor esperado), a partir de las

situaciones problema planteadas.

La socioepistemologia asume que las practicas sociales son normativas de la actividad
humana y en esa medida son generadoras de conocimiento. De acuerdo con Martinez-

Sierra (2005) las matematicas surgen como un producto social, un bien cultural, un



C cicaTA— 8§

producto de la actividad humana, las cuales para consolidarse como tal deben pasar
por diferentes etapas y momentos. Comienzan por ser manipuladas, formuladas,
dotadas de representaciones y significados mas precisos hasta llegar a constituirse
como toda una teoria. Dentro de la perspectiva socioepistemoldgica a la investigacion
en Matematica Educativa, se consideran cuatro componentes  que
condicionan/determinan la construccion social del conocimiento matematico, tanto en
los individuos como en los grupos humanos, a saber: la epistemologica, la didactica, la

cognitiva y la social.

De acuerdo con Cantoral (2002) la socioepistemologia se plantea el problema del
conocimiento situado como aquel que atiende a las circunstancias y escenarios
particulares. El conocimiento en este caso, se asume como el fruto de la interaccion
entre la epistemologia y factores sociales. Esta consideracién general plantea al
programa socioepistemolégico problemas tedricos y empiricos para explicar la
construccién del conocimiento. El principal problema consiste en llevar a la préactica la
postura sistémica para analizar las interacciones entre la epistemologia del
conocimiento, su dimension sociocultural, los procesos cognitivos que le son asociados

y sus mecanismos de institucionalizacion via la ensefianza.

En nuestra disciplina se han desarrollado diferentes acercamientos a lo didactico, a lo
epistemoldgico y, sobre todo, a lo cognitivo y, mas recientemente, a lo social. Por
ejemplo, dentro de la metéfora del aprendizaje por adaptacion al medio, contenida en la
teoria de situaciones didacticas, las nociones de contrato didactico y obstaculo
epistemoldgico juegan un papel en relacion al sistema didactico. La primera da cuenta
de la complejidad del sistema didactico (constituido por el saber, aquel quien aprende y
quién ensefia en un medio determinado); ya que el contrato son las clausulas,
mayoritariamente implicitas, que regulan las relaciones entre el profesor y el alumno
respecto a un conocimiento matematico. Mientras que la segunda da cuenta de las
relaciones entre la cognicibn y la epistemologia; ya que un obstaculo es un
conocimiento adecuado para un amplio dominio de situaciones, de ahi la resistencia a

ser abandonados.
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Ahora bien, dado que el promedio es una nocidon matematica escolar que se trabaja en
todos los niveles educativos del sistema educativo mexicano y que su aplicacion se
extiende a areas de conocimiento distintas a la matematica como la ingenieria,
administracién, arquitectura, medicina, etc., resulta interesante que la mayoria de los
estudiantes que reconocen y manipulan a cierto nivel dicha nocion, no le asocian un
anico significado sino que frecuentemente soélo la relacionan con el contexto del
problema donde la definen.

Dada esta problemética, es que nos interesa entender coOmo se ensefia, cOmo se
aprende, qué significados se adquieren y qué usos se le da a las nociones de promedio
y valor esperado. A nuestro modo de ver, una vision sistémica al andlisis de dicho
fendbmeno proporcionard una explicacibn mas amplia sobre el desarrollo del

pensamiento ligado a la nocién de promedio y valor esperado.

Es por ello que nos apoyamos en la construccion social del conocimiento matematico,
por considerar cuatro componentes fundamentales en la construccion de una nocion

matematica en particular:

e Componente epistemoldgica. Relativa la naturaleza especifica del conocimiento
matematico en juego.

e Componente didactica. Relacionada con la organizacion del discurso escolar y
los materiales de apoyo comunmente usados por el docente.

¢ Componente Cognitiva. Propias del funcionamiento cognitivo, de los procesos de
aprendizaje por parte del alumno.

e Componente social. Relativa a las practicas sociales que dan origen al

conocimiento matematico.

Cada dimension debe describirse en relacidén con las otras para ofrecer una explicacion
sistémica. Sin embargo, haremos un intento por calificar los elementos mas

significativos de cada una por separado.
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[11.2 La Componente Epistemoldgica

En esta seccion, utilizando el recurso histérico, se realizara un analisis de la génesis de
la nocion de promedio, identificando los usos antes de su definicion, el tipo de

problemas que resolvia y cuando se reconoce y valida como un concepto matematico.

Dicho andlisis nos permitirA conocer las razones del por qué éste concepto ha
sobrevivido y ha pasado de generacién en generaciéon sufriendo modificaciones hasta

llegar a ser considerado como un saber a enseniar.

Con cada nuevo descubrimiento surgen nuevas paradojas que dan pie a mas
descubrimientos, tal es el caso del problema de doblar la linea, el cuadrado y el cubo
que dieron como resultado, entre otras cosas, el surgimiento de una nueva idea: la

media aritmética.

El vocablo promedio proviene del latin <pro medio> que significa término medio. Esta
definicion hace referencia, en mateméaticas, a aquellas medidas centrales: media
aritmética, mediana, moda, etc. Es por ello que no se puede hablar de un Unico
promedio, sino que éste debe ser entendido como representativo de una distribucién de

datos que obedecen al contexto en el cual estén definidos.

Esta significacion se refleja en el uso que dicha nocién tuvo de forma intuitiva para
resolver cierto tipo de problemas en la antigua Grecia, a la cual, con el tiempo, se le

encontraron aplicaciones y fue tomando formalidad.

En la época de Pitagoras, alrededor del afio 500 antes de nuestra era, habian tres
formas: armdnica, geométrica y media aritmética. Las dos Ultimas se observan en el
problema de doblar una linea, un cuadrado y un cubo. A la vista, estos objetos parecian
similares. El cuadrado lo obtenian a partir de lineas, mientras que el cubo de
cuadrados. Cuando sometian estos objetos a la accion de doblarlos, quedaba claro que
aungue estos objetos parecian visualmente similares, su principio generador era muy
diferente. Los griegos fueron los primeros en investigar ésta cuestion. Al reconocer que

todos estos objetos visualmente similares, pero cognosciblemente diferentes, estaban
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contenidos en un solo universo, buscaron un principio unificador que subyace en la

generacion de los tres.

Hipdcrates (460 a.C.—370 a.C) ofrecio una nocion basada en el principio pitagorico de la
conexion entre la musica, la aritmética y la geometria. Los pitagoricos reconocieron las
relaciones entre los intervalos musicales, a las que llamaron: la aritmética y la
geométrica. Ellos hacian referencia a que el nUmero medio “b” entre “a” y “c” era
llamado media aritmética siy solosi: b-a=c-b.

a b C

Fig. 3.1 La media aritmética (Donde b es el nUmero medio entre a 'y c)

Esta situacion dio la posibilidad de identificar una de las cualidades que dicha nocién
tiene: la de que dicho valor medio se encontraba entre dos cantidades extremas.

. . , a+c
Actualmente una equivalencia de esto seria:

La media geométrica era definida cuando 3 numeros estaban en proporcion constante:

a:b::b:c. Por ejemplo, 2:4::4:8

)
1]
&

2 =

b=ﬁ

=1

a=1

Fig. 3.2 La media geométrica (La longitud b es la media geométrica entre las longitudes

ayc. El area B es la media geométrica entre las areas Ay C)

Hipdcrates reconocio que la relacion aritmética la expresaban los intervalos formados al
agregar las lineas, y que la geométrica la expresan los intervalos creados al agregar

cuadrados 0, mas en general, areas. La formacion de figuras sélidas, no correspondia
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directamente a ninguna de estas relaciones musicales. Sin embargo, la sombra
proyectada al doblar el cubo, expresaba una relaciéon que correspondia a encontrar dos

medias geométricas entre dos extremos.

1 2 4

2

Fig. 3.3 Dos medias geométricas entre sélidos

Las dos medias geométricas entre un cubo de arista 1 y volumen 1
y un cubo de arista 2 y volumen 8. Proporcionalmente, habra dos

medias geométricas entre un cubo de volumen 1y un cubo de volumen 2
Platén explicaba:

"Ciertamente, lo generado debe ser corpéreo, visible y tangible. .. Pero no es
posible unir bien dos elementos aislados sin un tercero, ya que es necesario un
vinculo en el medio que los una. . . Si el cuerpo del universo hubiera tenido que
ser una superficie sin profundidad, habria bastado con una magnitud media que
se uniera a si misma con los extremos; pero en realidad, convenia que fuera
sélido y los sélidos nunca son conectados por un término medio, sino siempre

por dos.".
Platon hablaba también de las investigaciones de las medias geométrica y aritmética:

"Algo divino y maravilloso es aquello que se contempla y que refleja como la
totalidad de la naturaleza est4 impresa con especies y géneros de acuerdo a
cada proporcién como un poder. . . Para el hombre que realiza sus estudios de
la forma adecuada, todas las construcciones geométricas, todos los sistemas

numéricos, todas las progresiones melddicas debidamente constituidas, el
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sistema ordenado de las revoluciones celestes, deberian revelarse a si mismos,
y lo haran, si, como digo, un hombre hace sus estudios con la mente fija en un
solo propdsito. Como tal hombre lo refleja, recibira la revelacion de un simple
lazo de interconexion natural entre todos estos problemas. Si maneja tales
materias con otro espiritu, un hombre, como digo, necesitara invocar a su suerte.
Debemos dejar sentado que, sin estas capacidades, la felicidad no llegara a
ninguna sociedad; este es el método, este es el pabulo, estos los estudios

exigidos; dificil o facil, este es el camino que tenemos que seguir".

Este ejemplo ilustra que si bien no se usaba una férmula para evaluar el promedio, se
aplicaba una definicion griega para calcular la media aritmética. Asi mismo, recurrian a
una representacion de barras, forma en la cual los griegos calculaban el valor medio
entre dos valores extremos. Es decir, ellos podian mediante una estrategia de

compensacion visualizar la estimaciéon de dicho valor.

Fig. 3.4 Representacién griega de magnitudes por medio de barras (2, 6 y 10)

Esta algoritmia fue adquiriendo muchos usos, por ejemplo en la astronomia, en la cual
se presentaba el problema de como determinar, a partir de un conjunto de medidas x,,
X2 ..., X, la mejor estimacion posible del verdadero valor x desconocido, ya fuese para
conocer una estimacion correcta de la posicion de un planeta o el didmetro de la luna.
Posteriormente los astronomos babildnicos al enfrentarse a este problema, lo resolvian

calculando la suma total de las observaciones y dividiéndola por el nUmero de datos.

Estos son los primeros antecedentes, la génesis de la nociéon de promedio, llamada
desde entonces media aritmética, la cual se descubre implicitamente en la solucién de
problemas préacticos y que mas tarde es llevada progresivamente a la aplicacion del
concepto en la solucion de otras situaciones problematicas. Esta nocién no avanzé sola,
lo hizo de la mano con otras nociones, lo cual permitié resolver otro tipo de problemas,

por ejemplo, la necesidad de estimar cantidades grandes. Con un sencillo algoritmo, fue
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posible predecir dicho valor. Tal es el caso del calculo del nimero de ramas en un arbol,
el cual se obtenia multiplicando el nimero de hojas en una rama por el nimero de
ramas en el arbol. Si bien este valor estaba muy alejado del nimero real, dicho
problema es representativo, pues tiene implicita la nocibn de media aritmética
ponderada, el cual vio su aplicacibn mas adelante en una de las “ramas” de la

matematica: la probabilidad.

En conexion con la estimacion del niumero total, la seleccion del promedio de ramitas,
envuelve una nocion similar a las representaciones y compensaciones utilizada en la
antigua Grecia. En términos modernos, la evaluacion representativa de un cierto valor

a”, tiene un parecido con n*a, que es la suma de todos los x; con n nimero de ramas y

x; numero de hojas en la rama. Es decir: n*a es: > x;

Con el paso del tiempo y ante el surgimiento de nuevos problemas, los mateméticos se
dieron cuenta de que la media aritmética podia ser trasladada a otros contextos y que
sus aplicaciones resultaban muy Utiles para analizar otro tipo de problemas. Solo por
mencionar otra area de las matematicas en donde el promedio se ve inmerso, citemos
el caso del calculo diferencial e integral (cuyo verdadero valor se encuentra en la
infinidad de aplicaciones que se le pueden dar). El promedio encuentra su aplicacion en
la teoria de valles, teorema del valor medio, teorema de Rolle, densidades de

frecuencia y media, etc.

Sin embargo, analizaremos la acogida que dicho concepto tuvo en la teoria de las
probabilidades, para entender asi la forma en como surgio el valor esperado a partir de
la media aritmética. Algunos matematicos o fisico-mateméaticos de diferentes épocas
incorporaron en sus trabajos en forma directa o indirecta, a la media aritmética como
método de célculo o concepto clave de sus investigaciones, tal es el caso de Huygens
(1629-1659), Bernoulli (1654-1705), Quetelet (1718-1799), Laplace (1749-1827), Gauss
(1777-1855), Von Mises (1881-1973), quienes trasladaron este concepto a la teoria de

las probabilidades, encontrando asi un nuevo campo de aplicacion para dicha nocién.
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El primer estudio sistematico del valor esperado se debe a Huygens (en su obra Libellus
de Ratiotiniis in Ludo Aleae, de 1657), que calcula el valor justo de un juego a partir de
una respuesta obvia en ciertas situaciones simétricas, y generalizando el valor

esperado obtenido a cualquier situacion. Comienza suponiendo que:

Si se espera ganar a o b, cualquiera de los dos con igual probabilidad, entonces la

(a+b)
2

expectativa vale , es decir, la semisuma de a y b. Generalizando este

razonamiento a n posibles resultados al,...,an, teniendo todos la misma probabilidad,

(a,+..a,)

conduce a un valor esperado igual a

Posteriormente, Huygens considera el caso en que las posibles ganancias son a y b,
pero con probabilidades distintas. Supone que hay p oportunidades de ganar a, y ¢
oportunidades de ganar b. Por tanto, generalizando de las proposiciones anteriores,
considerando un juego equivalente en el que cada uno de los p+¢ resultados ocurre con
la misma probabilidad, pero en p de ellos se obtiene una ganancia « y en los g restantes
una ganancia b, el valor esperado sera igual a:

P . 4

p+tq p+tq

En definitiva, se utilizaba una idea similar a la acepcién vulgar del término esperanza,

a

que sugiere como posible aquello que deseamos o esperamos obtener. De hecho,

inicialmente se confundia la esperanza del juego con su resultado positivo.

Posteriormente Bernoulli, retomo esta idea para abordar la situacion de un jugador que
deseaba ganar el juego en el que participaba. En su razonamiento, Bernoulli utiliza la
nocién de frecuencia, y no se basaba en la simetria de la situacion. Razono de la
siguiente manera: cada vez que se jugaba en una baza o mano concreta del jugador,
podia ganar o perder de manera que el resultado era incierto pero a lo largo de una
partida el resultado del juego podia valorarse numéricamente a través de ciertos

calculos aritméticos, por lo que llamo a este valor numérico “esperanza matematica”.
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Si la ganancia por baza se multiplicaba por el porcentaje de veces que se ganaba y se
restaba la pérdida unitaria multiplicada por el porcentaje de veces en que en ella se
incurria, se tendria el valor esperado del juego, es decir, designando por E la

esperanza:
E[juego] = ganancia (% de veces que se gana) — pérdida (% de veces que se pierde)

La valoracion de los porcentajes con que cada alternativa, ganar o perder en el juego,
podia presentarse se basaria en la experiencia de partidas anteriores. Estos
porcentajes, no otra cosa que la probabilidad de cada uno de estos sucesos, no se
convirtieron formalmente en probabilidad hasta que casi un siglo mas tarde fueran

explicitados como tales por Laplace.

Sin embargo, mas recientemente, la aportacion de Von Mises permitid intuir el
significado estadistico de este concepto: la aplicacion de la idea de esperanza
matematica a una variable aleatoria que pudiera presentar mas de dos alternativas

(ganar o perder) llevo a la expresion:

le.p(X = 'xi)

...donde x; son los valores de las diferentes alternativas y p; sus respectivas

probabilidades.

Asi mismo, Quetelet fue uno de los primeros cientificos en usar el promedio como un
valor representativo en el estudio de una poblacion. Se dio entonces el transito de la
evaluacion real a la evaluacion representativa significO un importante cambio
conceptual. Uno de los problemas cientificos con el uso del promedio era la distincion
entre los valores discretos y continuos. El promedio es una medida, esto supone una

linealidad, y pudo tal vez de éste modo ignorarse la variacion.

Por su parte, Gauss se baso en la media aritmética para construir su teoria de errores.
Cuando cualquier numero de observaciones igualmente buenas son dadas: x;, x, ..., x,,
como los valores de una cierta magnitud, el valor mas probable es su media aritmética.

El acercamiento de Gauss a la teoria de errores no se apoya en el equilibrio mecanico,
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sino en la probabilidad. Sin una cuantificacion de la incertidumbre, no era posible
responder a la pregunta ¢cual es la mejor medida? Partiendo del principio de la media
aritmética, Gauss derivo su ley de los errores, una ley que gobierna la probabilidad de

gue una simple medida x esté entre dos limites dados.

Si u es el verdadero valor de la magnitud, entonces el error en la observacion es la
desviacion:

e=p—Xx

PM<y—x<ﬂzI®@Mx

Donde la funcion error es ®(x), y P es la probabilidad de que la variable error e = u - x

esté entre a y b. Por lo tanto se concluia que la Unica funcién error en la que la media

. Zat ~ _p2.2
aritmética es el valor mas probable es: ®(x)= "x* gradualmente, el uso de la

h
—€
x
media aritmética para reducir errores, se convirtié en un método comuin en otras areas.
De acuerdo con Bakker y Gravemeijer (2006) para el siglo XIX, el promedio ya era
usado como un término comun y aplicado en otras areas de la matematica. Y sin
embargo, tomo un largo tiempo antes de que dicha nocion, aunque simple, madurara y

diera origen a lo que hoy conocemos como promedio.

De esta manera, es posible entender la evolucibn que ha tenido dicha nocion
matematica en otras areas del quehacer matematico, lo que pudiera parecer una simple
idea matematica (el promedio) es en realidad generadora de otros conceptos
matematicos, es decir se tiene su uso de este concepto en otros escenarios distintos al

que le dieron origen.

I11.3 Analisis Didactico

En el Capitulo Il de este trabajo se reportd el estado actual de la nocién de promedio en
el Sistema Educativo Mexicano. En este capitulo retomaremos algunos puntos de este

reporte para hacer un andlisis de las variables que influyen en la concepcién del
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promedio que muestran los alumnos del nivel superior y del por qué no consideran al

valor esperado como un promedio.

La componente Didactica nos permite conocer y profundizar en las tradiciones
escolares al momento de tratar con la nocion de promedio y de como vive ésta en la
escuela a través de los planes y programas de estudio, asi como los libros de texto
utilizados en los deferentes niveles educativos, en los cuales se ve reflejado el enfoque

gue se le da a la nocion matematica en cada contexto del conocimiento cientifico.

Asi mismo ésta componente permitirdA comprender los diferentes significados que
adquiere determinada nociébn matematica en cada una de las areas en las cuales se le
utiliza, abriendo la posibilidad de entender de algun modo porqué una misma nocion
matematica que es empleada de diferente manera en distintos contextos, no es

reconocida como tal por los estudiantes.

Educaciéon Basica'®

La primera leccion que toca el concepto de promedio (leccién #27) correspondiente al
5to afio, da la impresion de que se estd retomando un elemento que el alumno ya
conoce. Sin embargo, es la primera vez que el alumno la aborda en clase de
matematicas como una nocion escolar. El autor del texto analizado da la impresion de
partir bajo la premisa que el alumno usa su familiaridad con el término promedio, para

entender su significado a partir del procedimiento que lo calcula.

Tradicionalmente, el camino a seguir para incorporar al saber del alumno un nuevo
conocimiento matematico es primeramente proporcionarle los elementos tedricos
relacionados a los conceptos matematicos, seguido de ejemplificar la aplicacion que
dichos conceptos tienen. Para el caso de la ensefianza del promedio, éste orden se
modifica, se explica el concepto a través de un ejercicio y se procede con la explicacion

escolar de qué significa el valor encontrado.

¥ De los 6 a los 12 afios
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La definicion que se le proporciona al alumno es una definicion de uso; no se plantea
qué es y qué significa, sino cémo se calcula y se aplica en determinados problemas.
Cabe destacar que dichos ejemplos no contienen problemas de indole propiamente
matematico, sino que parten de situaciones cotidianas, entornos familiares y problemas

comunes para él.

Educacion Secundaria®

En el nivel secundaria, el concepto de promedio se maneja como una cantidad relativa,
0 como razon promedio de cambio de ciertas cantidades respecto de otras. En
particular, la media aritmética, comiunmente conocida como el promedio es utilizada en

éste nivel con frecuencia para describir en forma abreviada los datos de una lista.

En éste nivel, el promedio se estudia dentro de las medidas de tendencia central, en
cuyo caso se define con base en una expresion matematica, es decir, se le expresa por

medio de la férmula que lo calcula.

Las lecciones que introducen la nocion del promedio para éste nivel, son también de
tipo experimental, se proporciona una lista de datos ordenados en una tabla, donde el
alumno observa el cambio y/o relacién entre éstos, como los son los clasicos ejemplos

de las estaturas y calificaciones de los alumnos que conforman el grupo.

Los problemas que se desligan un poco de éstos, son los que tienen que ver por
ejemplo con la velocidad promedio de un auto, el contagio promedio de una
enfermedad viral en un cierto periodo de tiempo, la ganancia promedio segun el
incremento y pérdidas en una casa de bolsa, etc. Sin embargo, en dichos ejemplos no
se da seguimiento a la idea de frecuencia que se comenzé en la primaria, el cual

permite comenzar a construir el promedio ponderado.

En general, en el nivel secundaria no se localizaron alternativas en la definicion o

caracterizacion de la nocion de promedio. Sin embargo, este nivel se torna interesante

2 De los 12 a los 15 afios.
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para nuestro trabajo pues comienza el manejo de las nociones de probabilidad, con un
pequefio conjunto de ideas fundamentales, que se desarrollan a lo largo de los tres
grados: tales como la idea del azar, uso de diagramas de arbol, nociones frecuencial y

clasica de la probabilidad, entre otras.

Sin embargo, no se logra en el alumno que haga una clara distincién entre una
experiencia aleatoria y una experiencia determinista, situacion que se observa al
abordar temas propios de la probabilidad y estadistica. Desafortunadamente éstos
temas son la dltima parte de los programas de estudio, por lo que frecuentemente son

recortados o excluidos por el calendario y carga tematica que maneja el docente.

Educacién Media Superior?

En el nivel medio superior, el transito de un escenario determinista a uno aleatorio, es
brusco y poco amable con el concepto de promedio, provocando que el alumno no lo
relacione con el valor esperado. Una hipétesis de por qué sucede esto es que no se
explicita que el valor esperado surge a partir del promedio ponderado, el cual considera
variables aleatorias (discretas y/o continuas). Y esto es porgue si bien, en los libros
recomendados si existe un apartado de ello, en la practica, esto no se ve y se pasa

directamente a la definicién del valor esperado.

Como todas las asignaturas de matemaéticas, la de Probabilidad y Estadistica busca
asociar lo ensefiado en Aritmética, Algebra, Geometria, etc. Sin embargo, la experiencia
de aula muestra, que no se logra o se logra en un nivel deficiente. Regularmente el
desarrollo del programa de probabilidad y estadistica se centra fundamentalmente en el
planteamiento y solucion de problemas, por lo cual se dedican largos periodos
exclusivamente a ejercitar técnicas estadisticas o probabilisticas, tratando de agotar asi

los temas.

Consideramos que un punto importante radica en la discusion sobre las diferencias

entre sucesos deterministas y sucesos aleatorios, por ejemplo, en el caso del valor

% De los 15 a los 18 afios
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esperado y la desviacion estandar, en el contexto aleatorio, indican una tendencia de
los resultados, pero no el resultado que debera tenerse en un intento dado. Esto es, nos
permite conocer lo que muy posiblemente ocurrira si repetimos varias veces el intento,
pero no tendriamos certeza en lo que sucederd. No obstante ésta incertidumbre, el
conocimiento del valor esperado y su desviacion estdndar nos permite orientar nuestras

decisiones.

En nuestra experiencia de aula hemos detectado que el alumno considera al valor
esperado y al promedio como dos conceptos distintos. Y sin embargo, tienden a
transponer la media aritmética al valor esperado, lo cual lleva al estudiante a no
contemplar la probabilidad de cada variable como parte del célculo. Ademés, dado que
en probabilidad y estadistica, se trabajan con datos, estos datos se organizan de cierta
forma para representarlos a todos (un promedio) o una parte de ellos y otro nUmero que
nos indique la variacion respecto al promedio. Y puesto que no existe un unico valor
promedio, sino varios: media, mediana, moda, media armonica, media geométrica, etc.
Tampoco existe una Unica manera de sefialar la variacion; rango, varianza, desviacion
estandar, etc. De ahi que si el alumno no tiene claro éste hecho, cuando se le define al

promedio en éste nivel como:

- X tx,++Xx, ZX
X = =
n

n

Y al valor esperado como:
E[x] = pr

... el alumno no logra vincularlos.

Ademas el tipo de ejercicios en éste Ultimo caso tienen una componente azarosa, €s
decir, que el resultado mas probable se da en funcién no sélo del valor promedio
simple, sino de aquel promedio ponderado que toma en cuenta dichas probabilidades,

ya sean en el juego o en un fendmeno o comportamiento aleatorio.
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Educacion Superior??

En Cantoral y Farfan (2003) se hace mencion de que la educacion superior debe estar

al servicio de otras ramas 0 areas de conocimiento.

Ahora bien, si esto es cierto, se podria preguntar ¢,por qué continuar con el estudio de la
probabilidad y estadistica en el nivel superior? ElI hecho de que las mateméticas sean
de importancia fundamental en el desarrollo de las ciencias y la tecnologia y
considerando también que son una herramienta valiosa en multiples problemas
relacionados con la ingenieria y puesto que existen infinidad de hechos, fenbmenos o
situaciones en donde interviene la incertidumbre o el azar, la teoria de la probabilidad y
la estadistica, ya que son indispensables para crear modelos en los que se puedan
estudiar e interpretar en forma adecuada y sistémica este tipo de eventos, es que el

estudio de la probabilidad es de suma importancia en las carreras de ingenieria.

Se plantea que el curso de probabilidad y estadistica, no so6lo sea el sustento basico
para el estudio de otras materias, también se pude decir que la teoria de la probabilidad
y la estadistica son una parte fundamental dentro de la matematica y del estudio de las

ciencias en la investigacion y en el desarrollo tecnoldgico.

Sin embargo, el concepto de promedio contenido en los planes y programas de estudio
de la materia de probabilidad, presenta un salto que se considera normal, al introducir el
concepto de promedio el cual es manejado desde el nivel medio superior, ahora como
valor esperado o esperanza matematica. Como ya mencionamos dicho concepto no se
ve como un promedio, sino que se le considera mas como un punto de equilibrio o

como una medida de tendencia central.

Por ejemplo, los problemas relacionados con el valor esperado tienen una estructura
diferente a como se ha venido trabajando el concepto de promedio a lo largo de la
formacion académica del estudiante, y muchas veces se le pide que encuentre el valor

esperado de diferentes formas y de manera implicita. Esta por ejemplo el siguiente

2 Después de los 18 afios
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problema: Si un hombre compra una papeleta de rifa, en la que puede ganar un primer
premio de $5000 o un segundo premio de $2000 con probabilidades 0.001 y 0.003.
¢ Cudl seria el precio justo a pagar por la papeleta? Como podemos observar en el
ejemplo lo que se esta pidiendo calcular en realidad no es otra cosa que el valor
esperado, sin embargo si esto no lo comprende el alumno, dard trastabilleos en su
desarrollo. Y si bien lo puede calcular, no se dara por enterado que tal valor es en

realidad un promedio.

En resumen, podemos decir que la nocién escolar de promedio en cuanto a su
presentacion por primera vez en el nivel basico primaria, el tipo de ejercicios propuestos
para cada nivel y la relacion que guardan con el nivel en el que se estudia, dan muestra
de una inconsistencia tal y una ruptura en el tratamiento de los niveles avanzados, que
el alumno desliga al promedio con el valor esperado, considerando que se trata de
cosas totalmente diferentes por el solo hecho de definirse de manera distinta. Y en el
mejor de los casos, cuando el alumno tiene clara esta dualidad del promedio en los
diferentes contextos (probabilistico y determinista), el significado que le asigha a dicha
nocion matematica es en funcion de la aplicacion que ésta tiene en cada una de sus

carreras.

[11.4 Elementos de corte cognitivo

Un acercamiento cognitivo a la nocion de promedio permite explorar los procesos de
aprendizaje por parte de los alumnos ante dicha entidad, parte del cual se ha mostrado
en el capitulo | al reportar no solo las diferentes investigaciones que se han realizado
sobre el promedio sino también, en algunos casos, exponiendo sus resultados, los
cuales muestran la dificultad que representa para los estudiantes el trabajar con ella ya

sea para aplicarla o para interpretarla.
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También es posible establecer las causas de lo que nosotros hemos llamado hemiplejia

conceptual®®

en el alumno la cual genera un vacio entre la definicion literal y la
definicion de uso respecto del promedio que le impide ver a dicha nocion en todas sus
dimensiones pues la restringe y encasilla en un solo contexto, limitando asi la
posibilidad de trasladarla de maneta natural a otros campos del quehacer matematico,

especificamente el probabilistico.

Ahora bien, puesto que existen diferentes elementos de conflicto, es importante
establecer nuestra postura ante algunas concepciones necesarias para apropiarse y

comprender el concepto de promedio en un nuevo contexto.

Al igual que Piaget, consideramos al conocimiento como una actividad adaptativa, es
decir como un tipo de compendios de conceptos y acciones que se han encontrado
exitosos, dados los propésitos que uno tiene en mente. Asi el aprendizaje ocurre
cuando en la aplicacion de las nociones previamente construidas resultan insuficientes
y el sujeto se ve obligado a hacer adaptaciones, reestructuraciones e incluso rechazos

de tales saberes.

Un concepto no se desarrolla, si el alumno nunca tiene una necesidad del mismo. Por
ejemplo si todos los casos en los cuales el alumno Unicamente utiliza la definicion de
uso del promedio, es posible que su comprension de ésta nocion quede limitada. Bajo
este rubro uno de nuestros objetivos al disefiar una secuencia didactica consistira en
organizar las situaciones para que el concepto en juego (media aritmética) se muestre
insuficiente y el alumno se percate que no es posible trasladar tal cual dicha nocién a la
teoria de las probabilidades. Surgiendo asi la necesidad de buscar un puente entre la

media aritmética y el valor esperado.

Nosotros al igual que Tall (1991) y Vinner(1992) consideramos que es necesario hacer

una distincion entre el modo que un alumno piensa sobre un concepto y la definicion

28 Utilizamos éste término para referirnos al concepto que es entendido a través Ginicamente de una de

las diferentes posibles definiciones existentes para dicha nocién matematica, resultando asi incompleta y
gquedando limitada y restringida en sus usos e interpretaciones.
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formal del mismo. En este sentido se da un conflicto entre la estructura de las
matematicas los procesos cognitivos para adquirir determinados conceptos. Es asi que
el abordaje de dicha definicibn mediante ejemplos y maneras de manipular vy
experimentar con la nocién, muchas veces no es la correcta cuando se trata de

conceptos complejos como lo es el promedio.

De tal forma que se tiene que echar mano de conceptos como la imagen del concepto
para describir la estructura cognitiva que es asociada al concepto, la cual incluye todas
las imagenes mentales, propiedades y procesos asociados con el mismo. Es lo que
evoca nuestra memoria, puede ser una representacion visual, una coleccion de
nociones intuitivas, experiencias, ejemplos, etc. relacionados con el concepto. Esta
imagen del concepto se robustece con el paso de los afios a través de usos y
aplicaciones, de experiencias y estimulos de diversos tipos. Por otro lado la definicion

del concepto es una descripcion formal del mismo.

Para el caso del promedio la mecanizacion surge tras una continua aplicacion del
algoritmo que lo determina, y entre otras cosas también es relacionado con quehaceres
cotidianos que le atribuyen una cierta interpretacién y significado. De ahi la importancia
de distinguir entre el concepto matematico formal y la subjetiva imagen que se tenga del

mismo.

Por otra parte para Eisenberg (1991), comprender un concepto matematico basico
implica haberlo construido desde una base intuitiva y generalmente, durante el proceso
de ensefianza, el estudiante no logra dar sentido ni profundiza en ellos, Esto da como
resultado que el alumno no logre adquirir un pensamiento funcional, sino sélo una
manipulacion de mecanismos. Este hecho se presenta cuando el alumno empieza a
escuchar a temprana edad la palabra promedio utilizada por su profesor para referirse a
su desempefio académico y si bien no entiende las implicaciones que éste tiene, la
relaciona inconcientemente con situaciones que alejan a dicha nocioén de aquella que le
da razon de ser y la vincula a una de tantas aplicaciones que dicha nocion puede tener.

Por tal raz6n asumimos también que aprender es sindbnimo de superar inconsistencias y
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conflictos; es decir, implica apropiarse de nuevas nociones e incorporarlas a aquellas

que ya posee.

Para el caso del obstaculo epistemologico, al igual que Brousseau (1983),
consideramos que éstos son producto de un conocimiento anterior, que se revela falso
o simplemente inadecuado. Asi analizar las condiciones que deben cumplir las
situaciones o problemas propuestos al alumno provocara que éstos se cuestionen
sobre sus conocimientos. Es decir que al confrontar su nocién ante determinada
situacion y ver su invalidez ante ciertas situaciones, lo motivara a buscar otros medios
para superar el problema. Para ello es importante detectar aquellos errores que son
recurrentes en el alumno y una vez identificados establecer la manera de como

superarlos.

El hecho de establecer nuestra postura ante las diferentes componentes cognitivas nos
permitirAn atacar de manera cientifica la problematica surgida de la ensefianza

aprendizaje de éste saber matematico.

[11.5 Dimensién Social

Dado que la matemética se ha construido socialmente, en ambitos no escolares, su
introduccion al sistema de ensefianza le obliga a tomar una serie de modificaciones que
afectan directamente su estructura y su funcionamiento. Sin embargo, puesto que la
actividad humana afecta al propio desarrollo de la mateméatica, es que podemos
comprender que si bien es cierto el promedio es una nocion matematica escolar que
todos los estudiantes conocen y manipulan a cierto nivel, pues se trabaja con ella en
todos los niveles educativos del sistema educativo mexicano, y cuyo uso se extiende a
areas de conocimiento distintas a la matematica como son la ingenieria, la
administracion, la arquitectura, la medicina, etc., resulta interesante que no se le asocie
un anico significado, sino que se le relaciona con el contexto donde le dan uso, ya sea a

partir del medio escolar o de la vida cotidiana.
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A través de entrevistas informales realizadas a alumnos de varios niveles educativos,
hemos identificado diferentes significados e interpretaciones que tienen de la nocion de

promedio. A continuacién se presenta una lista con las concepciones mas frecuentes:

... el promedio es...

o Es la calificacion final

e Unaférmula

o Un punto de equilibrio

. Una cantidad mas cercana a todas

o Una distribucion equitativa

o Un estandar

e Lo mas frecuente

e  Agquello que nos da una idea general

o La regularidad de una cantidad numérica

De forma natural nos preguntamos qué hace que se le asocie tal o cual significado a la
nocion de promedio o qué elementos son tomados en cuenta. En una primera hipotesis
diremos que cada una de las interpretaciones dadas al promedio obedece al contexto

en el cual fue ensefiado o es aplicado, pudiendo ser fisico, aritmético, geométrico, etc.

Por ejemplo, asociarle la idea de un valor central se debe a que la media aritmética
es un tipo de promedio que se puede interpretar no so6lo como la accién operativa de
sumar valores y dividir ente el total de ellos. Este tipo de promedio tiene otro referente
significativo, el de la menor dispersion, o bien podria llamarse de la centracion. Este
referente adquiere significado cuando el valor resultante de la accion de promediar se
posesiona de un lugar tal que ahora el todo, dado por el conjunto de datos que
intervienen, se mira a través de él; esto es, hay un nuevo valor de referencia, el origen
inicial ya cambio, hay un nuevo origen. Entonces la distancia de los valores que quedan
a su izquierda o por debajo, son negativas, las distancias de los que quedan a su

derecha o por arriba, son positivas. De este modo el promedio se convierte en un valor
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centrado, precisamente por el hecho de que la suma total de las distancias izquierdas y

derechas es cero.

De aqui podria desprenderse la idea del promedio como un punto de equilibrio, ya
que podria deberse a que una caracteristica de la equilibracion tiene su manifestacion,
por ejemplo, cuando el area del triangulo se equipara al area de un rectangulo con la
misma base que la del triangulo, pero cuya altura es h/2, dado que es la Gnica manera
de equilibrar a los dos triangulos que se forman y los cuales son iguales, pudiéndose

interpretar ademas uno por el exceso de e y el otro por el defecto de d.

fm e <] hi2

Imagen 3.1 Equilibrio en de un tridngulo en base a sus areas

El promedio surge cuando se hace intervenir a la media aritmética para el calculo de la
altura, que es la que permite equilibrar los tridngulos mencionados por exceso y por

defecto. Esto es, hay una altura promedio dada por zzozh siendo entonces la

correspondiente area del rectangulo 4 =b(zj, interpretada como la base, multiplicada

por una altura promedio h/2. Por supuesto el area del triangulo rectangulo original es
equivalente al &rea de tal rectangulo, dado que esa altura promedio es la Unica que
permite asegurar que los triangulos por exceso y por defecto son iguales. Es de resaltar
cOmo es que éste argumento se sustenta en una cualidad del promedio, pues se

recurre a dicha cualidad de éste.

Esta caracteristica da origen a que el promedio sea entendido también como una
distribucién equitativa, ya que intrinsecamente la promediacion conlleva una formula

de calculo, que se podria llamar de compensacion. Esta tiene el significado de que si
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se quiere encontrar ese valor centrado desconocido entre dos valores dados, se
establece un proceso mediante el cual, la diferencia entre ellos se parte en dos y luego
se agrega 0 quita segun se quiera al valor a la izquierda o a la derecha
respectivamente. Evidentemente este proceso se complica cuando se tienen dados tres

0 mas valores, sin embargo, la forma béasica de calculo se sigue manteniendo.

Cuando se dice que el promedio es una cantidad mas cercana a todas, puede
deberse a una caracteristica adicional de la nocion de promediacion, conocida como de
exceso, o defecto. Esta caracteristica, como ya se vio, tiene la cualidad de ser
aproximativa, en el sentido de que al intentar encontrar un valor desconocido del que
se sabe su existencia, entonces es posible partir de un valor que esté a su izquierda,
considerado como un valor por defecto, y luego mediante un algoritmo de
aproximaciones sucesivas, se obtiene otro valor aproximado que esta a la derecha del
valor desconocido, considerado como un valor por exceso. Ahora si a partir de esos
dos valores entra en escena la media aritmética simple de ambos, entonces el proceso
se enriquece pues ése valor de la media, se asegura por el propio procedimiento que
sera un valor por defecto, pero mas aproximado al valor anterior por defecto. Si el
proceso se continla, ademas de irse alternando los valores encontrados, por exceso y
defecto, se asegura la convergencia de la sucesion de valores, al valor que se esta
buscando.

Asumir el promedio como la calificacion final tiene su origen en el contexto escolar
donde se usa esta nocion. Se tiene entonces un contexto, llamémosle cuanti-cualitativo,
pues mas que relacionarlo con un concepto matematico, se vincula con el quehacer del
alumno en la escuela, con el resultado del desempefio en el trabajo, con el reflejo de
sus estudios y el esfuerzo puesto durante el afio escolar, etc. El promedio se presenta
entonces como un ente abstracto que emerge en la escuela, pero fuera de actividad

didactica (promediar las calificaciones).

En este sentido, consideramos que el significado y, en consecuencia, el aprendizaje de
la nocién de promedio estan intimamente ligados a la actividad que el individuo realiza

al usarla.
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I11.6 A manera de conclusion

Muchos han sido los beneficios y el aprendizaje que hemos podido obtener de este
analisis, nos ha permitido establecer no solo la génesis de dicha nocion, pasando por su
consolidacion como nocion matematica reconocida, sino también su participacion en la
generacion de nuevos conceptos en otras areas de la matematica, particularmente la
probabilistica.

Ahora bien consideramos que poner atencion en la componente social nos puede llevar
a poner mas cuidado en los significados y usos de éste concepto, ya que son éstos
quienes pueden evolucionar para construir una nueva nocion, el valor esperado,
enfrentdndonos al hecho de que también algunos de ellos quizas puedan obstaculizar
también el paso de lo determinista a lo aleatorio.
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CAPITULO IV
SECUENCIA DIDACTICA

IV. 1 Preambulo

Puesto que ya se tienen antecedentes de otras investigaciones hechas sobre la media
aritmética que dan evidencia de las dificultades que el alumno presenta al trabajar con
ésta nocién, que ya se ha efectuado un analisis de los planes y programas de estudio
en los distintos niveles del sistema educativo mexicano en los cuales se ensefia, y que
ya se ha planteado un marco tedrico para la construccion social del conocimiento
matematico, a través de sus distintas componentes; es que ahora podemos hablar de
socioepistemologia, que permite contextualizar y situar un determinado saber
matematico y dar evidencia de la relacion entre la practica social y el conocimiento

matematico.

En este momento ya se tienen identificadas practicas sociales asociadas a la nocion
matematica que estamos trabajando en esta investigacion. Hemos hecho un primer
acercamiento a la dimension social a través de los usos y significados de las nociones
de promedio y valor esperado utilizados en diferentes areas de la matematica
(probabilistico y determinista). Podemos ahora detectar aquellas nociones germinales
gue se encuentran implicitas al usar dicha nocién en un area de conocimiento distintas
a la matematica como es la ingenieria. Y comprender para este caso porque razén no
se le asocia un unico significado a dicha nocién, sino que se le relaciona con el

contexto donde se le utiliza.

IV.2 El promedio en la Ingenieria

Como es sabido, en Ingenieria la enseflanza de las matematicas es una parte
fundamental, pues tal disciplina le permite al ingeniero modelar, desarrollar y resolver
problemas propios de su area. Se ha dicho que el ingeniero es aquella persona

(hombre o mujer) que posee conocimientos tanto tedricos como practicos en las
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ciencias fisico-matematicas, que verifica el producto de su “ingenio” al disefiar, que
cuenta con la capacidad para resolver situaciones nuevas, que desarrolla criterios en la
solucion de problemas de la profesion mediante el andlisis y sintesis, que posee el

espiritu de observacién para investigar el como y el porqué de los fendmenos.

Analicemos ahora un caso comun de la Ingenieria en donde se usa el promedio para
detectar, en base a nuestro marco tedérico, aquellas propiedades del promedio que

permitieron contextualizar dicha nocion matematica en ésta area.

Sea f(t) una funcion del tiempo definida en el intervalo abierto (a, b):

flt)

a b t

Figura 4.1 Funcion del tiempo
Se define valor medio o valor promedio, denotado por mf (t), a la relacion:

1

b a

f(t

QD ey T

Geométricamente, el valor promedio en el intervalo (a, b) puede visualizarse como la
altura de un rectangulo con base b-a y area igual al area neta bajo la curvay= f(t).

Esto es:

Esta es el
Area
hajo la
curva

Figura 4.2 Area bajo la curva (a)
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Su valor medio seré:

m f{t]‘ ........

Esta es el Area
hajo la curva

a b t

Figura 4.3 Area bajo la curva (b)

Se tiene que las dos areas son iguales. Por lo tanto el valor medio es el promedio de la

funcion a lo largo del intervalo

a b t
Fiaura 4.4 Funcion definida en un intervalo de tiempo

m f{t} ........

a b t

Figura 4.5 Valor medio en la funcién

Partiendo de éste hecho es que podemos decir que este teorema (del valor medio)
puede ser asociado con una de las categorias del promedio: la compensacion, en la
cual cuando se quiere encontrar un valor centrado entre dos valores dados y se
establece un proceso en donde la diferencia entre ellos se parte en dos y luego se

agrega o quita segun se quiera al valor a la izquierda o a la derecha respectivamente.

Este hecho es similar a la idea de conservacion que los antiguos griegos manejaban al
momento de calcular areas. En el método clasico de conservacién por totalidades, los

griegos de la época clasica centraban su atencion en lo que llamaban problema de las
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cuadraturas y problema de las curvaturas, los cuales servian para determinar el area
encerrada por una curva o el volumen determinado por una superficie (problemas que
hoy son considerados como fundamentales dentro del célculo integral). En su célculo,

los griegos usaron métodos geométricos y lo hacian de dos formas:

a) La transformacion de areas era un método importante desarrollado por la escuela
pitagorica. En ella, abordaron el problema de transformar un poligono particular en
un cuadrado con la misma area que el poligono dado. En el proceso de transformar
una figura geométrica en otra, subyace el uso de la conservacion como un atributo

de las areas.

b) Via relaciones de proporcionalidad, que lleva implicito la comparacién de areas. El
método consistia en suponer que existia una determinada relacion entre areas de
figuras geométricas distintas, entre areas y volumenes, o bien del area de una figura

respecto a alguno de sus elementos.

De tal forma que dos de las aplicaciones méas sencillas que se tienen en Ingenieria

sobre todo en la teoria de circuitos eléctricos, son:
e Valor medio
e Valor eficaz

Dichos valores son llamados significativos, pues arrojan informacién sobre el
comportamiento de un circuito. El Valor Medio de una onda de corriente que varia a lo
largo de un periodo T es el valor que tendria una corriente directa si suministrara una
cantidad igual de carga en el mismo periodo T. Matematicamente, como ya se analizé,
el valor medio de cualquier onda periédica se obtiene dividiendo el area bajo la curva

de la onda en un periodo T, por el tiempo del periodo.
1 T
Vinsio = { f (t)dt

El Valor Cuadratico Medio de una onda, conocido también como valor eficaz, se
relaciona con su capacidad de suministro de energia. Este valor es igual al valor de una

onda de CD que entregaria la misma potencia si sustituyera a la onda variable en
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cuestion. Cuando se tiene un sistema de corriente directa, es decir un voltaje de DC
que en un circuito hace fluir una corriente constante a través de una resistencia, este
sistema disipa a través de la resistencia una potencia, el valor de esta potencia es
constante porque las magnitudes que la crean son constantes. En el caso de una onda
periddica ésta fluctia en el tiempo entre un valor maximo y un valor minimo la potencia

generada en este caso es igual varia en el tiempo.

Sin embargo, no todas las funciones que se analizan en Ingenieria son continuas. Las
funciones generalizadas por Ligthill (1973) y/o Challifour (1972), son funciones

simbolicas que solo pueden ser definidas en funcién de sus propiedades integrales.

Funcién delta de Dirac Funcién de Heaviside
x(t) x(t)
16(7) u(t)
t t
0;s1t£0 1;s1t>0
5(t)= o0;sit=0 u(t)= 0;s1t<0

Su interpretacion en funcién de una | Su definicion en funcibn de sus

integral: propiedades integrales es:

I&(t)dt = [o(t)dt =1 T“(t) Ht)ct = _T St

—00

Tabal 4.1 Funciones Generalizadas
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La funcion delta de Dirac, asi como la funcién de Heaviside, son dos de las funciones
mas importantes en Ingenieria ya que permiten representar el espectro de frecuencia,

de fase y de amplitud de las frecuencias armonicas de una sefial.

Esta claro que dichas funciones no son verdaderas funciones en el sentido mateméatico
en el que una funcion debe quedar definida para todos los valores de t. Sin embargo,
se ha justificado rigurosamente la funcién impulso mediante la teoria de las
distribuciones de Schwartz?*. Ahora bien, éstas mismas funciones tiene la versatilidad,
dada sus caracteristicas, de poder ser llevadas a la teoria de las probabilidades para
representar de forma gréfica la distribuciéon o densidad de probabilidad (en forma
discreta). Y es en éste contexto donde nos interesa analizar la forma en como se
concibe el uso del promedio, dado que ello implica hablar de valor esperado, el cual
surge en éste contexto, es que analizaremos dichos casos. Analicemos entonces un
ejemplo en el cual se tiene el calculo del promedio en el contexto probabilistico, dadas
estas funciones y establezcamos cuales caracteristicas o propiedades de dicho
concepto son las que intervienen para el calculo de un nuevo promedio: el valor

esperado. Sea la siguiente distribucion de probabilidades:

Xi x1 X2 .. XN
P(x) | P(x) | P(x2) P (%)

Tabla 4.2 Distribucion de probabilidades

Su gréfica es la siguiente:
P(x;)
A
[x2.P(x2)]
[x1.P(x1)] [xn.P(xr]

)21 X, Xln
Grafica 4.1 Distribucién de probabilidades

' M.J. Ligh thill, Fourier Andlisis and Generalized Functions, Cambridge University Press, 1959.
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Podemos observar que para esta situacion, la funcion delta de Dirac, embona
perfectamente en el contexto probabilistico, pues cada evento junto con su respectiva

probabilidad es representado por un impulso de la funcién delta de Dirac,

El promedio en la grafica representa el punto de equilibrio, esta misma idea es la que
se presenta cuando se trabaja con una distribucibn de datos aproximadamente
simétricos alrededor de un valor dado, y se considera la media aritmética como el

punto o centro de gravedad que mantiene el equilibrio del histograma de los datos.

Matematicamente el promedio para este caso tiene mas bien que ver con el promedio
ponderado, pues es éste quien asigna pesos distintos a cada elemento a promediar.
Es decir:

X - fm + f,m, +---+ f,m,
f+f,++1

Dicha forma se ve reflejada en el valor esperado:
E(X)=p X, + P, X, +-+ p X,
De forma general seria:
E(X)= Z xp(x); para el caso discreto
&

E(x)= .[Xf (x)dx ; para el caso continuo

—0

Para el caso de la funcibn de Heaviside, la representacion sera una distribucion

acumulada, la cual es otra forma de expresar la situacion anterior. Es decir: sea la

siguiente funcion de Distribucién acumulada:

g
D:m==<0
Py 0sxzaxm
FiXl= 4 Plmhm<z<m

\ l.x= =

Esquema 4.1 Distribucion acumulada
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Gréaficamente:
P(x;)
¥,

1 —_—
P(>n) —
P(x2) } — |
P f—— |

: . . = Xj
0 Xy Xo Xn

Gréfica 4.2 Distribucion acumulada

En este caso, la altura entre un escaldn y otro es un valor probabilistica, pero al igual
que el ejemplo anterior, la cualidad del promedio utilizada es la de la equilibracion, y la

forma de calcular el promedio en este caso (el valor esperado), sera la misma.

IV. 3 Intencionalidad

Ahora bien, una vez que se han identificado aquellos elementos o caracteristicas del
promedio que son usados en la Ingenieria, los cuales influyen en la interpretacién de
dicho concepto en ésta area, es que pretendemos disefiar una secuencia didactica que
permita superar aquellos obstaculos en el alumno que le impiden calcular de manera

adecuada el promedio en una situacion aleatoria.

Antes de iniciar con el desarrollo de la secuencia didactica es conveniente decir que en
la presente investigacion se parte del supuesto de que una de las razones por las
cuales el alumno comete errores a la hora de calcular el promedio en un contexto
probabilistico es que traslada su nocion de media aritmética a la teoria de las

probabilidades. Es decir; aplica el promedio aritmético para calcular el valor esperado.

Lo que se busca con esta secuencia es que el alumno se percate de que su nocién de
media aritmética le es insuficiente para trabajar en situaciones aleatorias, y se espera
gue surja de manera natural el vinculo o puente que permite conectar a la media

aritmética con el valor esperado (promedio ponderado)
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Para ello es importante tener en cuenta que:

e En una situacion didactica, se debe tomar en cuenta que el conocimiento
matematico que se desea obtener (valor esperado) debe ser el Unico medio para

resolver el problema, siendo ésta quien guie al alumno al desarrollo de nuevos
conocimientos.

e EIl profesor debe intervenir lo menos posible, la secuencia debe ser la que le

indique al estudiante si esta bien o esta mal.

Un panorama general de la problemética es el siguiente:

Contexto determinista

L—

e

X+ X+ X
n

Puente entre la media

aritmética y el valor W = W X, 4+ W, X, + -0 4+ W, X,
esperado W, + W, + - + W,

Valor esperado
E[x]=)_ xp(x) ; Caso discreto

x=1

X

Media Aritmética

Toma en cuenta el peso
de cada elemento

Eventos en una situacion

E[x]= j xf (x)dx ; Caso continuo aleatoria

—®©

Contexto aleatorio

Diagrama 4.1 Panorama general de nuestro problema de investigacion.
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En dicho esquema establecemos al promedio ponderado como puente de transicion

entre la media aritmética y el valor esperado.

Debido a que el problema al calcular el promedio (el valor esperado) se presenta en el
contexto aleatorio, pues es aqui donde el alumno transpone la media aritmética
utilizada en el contexto deternimista, es que la presente secuencia se desarrolla en el
contexto aleatorio a partir del cual el alumno se verd forzado a aplicar el promedio

ponderado y no el promedio aritmético para resolverla.

La secuencia didactica estd formada por tres etapas. En la primera se le propone al
alumno que calcule el promedio de una determinada situacion (sin indicarle que es
aleatoria), para ver qué promedio aplica: si el aritmético (erroneo para la situacion
planteada) o el ponderado (la estrategia de solucion). Esto con la final de establecer el
punto de partida para continuar con el desarrollo de la secuencia que ayude al alumno

a vencer dicho obstaculo.

En una segunda etapa se plantearan problemas en los cuales el alumno tendra que
usar el promedio ponderado para resolverlos, esto con la finalidad de que se comience
a percatar que utilizar la media aritmética es insuficiente incluso en el contexto

determinista.

En una tercera etapa, la final, se busca que el alumno establezca al promedio

ponderado como antecedente del valor esperado.

IV.4 Descripcion de los alumnos

Los estudiantes a los cuales se le aplicara la secuencia didactica, son alumnos de
nivel superior del area de Ingenieria del IPN, se escogieron alumnos de 3er semestre
que ya han cursado: Fundamentos de Algebra, Célculo Diferencial e Integral,
Ecuaciones Diferenciales, Célculo Vectorial, Variable Compleja y Transformadas de

Funciones. El curso que les resta por cursar es Probabilidad y Estadistica.

Se escogieron alumnos de este semestre ya que dicha secuencia podria servir como

un elemento previo a su Ultimo curso de matematicas, pues lo que busca es hacerlos
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reflexionar en el calculo del promedio en una situacién aleatoria en la cual por lo

general calculan de manera incorrecta.

Dicho lo anterior, la secuencia didactica es la siguiente:

IV.5 Disefio experimental

Etapa #1

Como ya se dijo, en esta primera etapa se pretende establecer el problema a partir del

cual se desarrolla la presente investigacion, lo cual a su vez servird como punto de

partida para comenzar con el desarrollo de la secuencia didactica. Se comienza con un

ejemplo clasico de la Probabilidad:

ACTIVIDAD 1. “Lasdos caras de una moneda”

Considera el experimento de lanzar una moneda 3 veces, cuenta el nimero de

aguilas que aparecen en la parte superior de la moneda.

a) Registra todas las posibles combinaciones de este experimento en la siguiente

tabla:
jugada | primertiro | segundo tiro | tercer tiro
1 A A A
2 A A S
3 A S A
4

Tabla 4.3 Registro de combinaciones

En el problema se pide lanzar tres veces la moneda, ya que esto delimita el espacio

muestral (eventos posibles), lo cual permite tener un control sobre las respuestas de

los alumnos en el experimento.
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E /‘\ Eventos{ (1) ;
A A A i
Experimento N . 3 T3
A5 oA
Lanzar tres weces Ao s | i - 2/G
una moaonera y contar = oA A 4 1 4+ 1=
el ndmero de aguilas S oA S
gque aparecen en la =R =T ,ﬁ + 0 s e ]
parte superiar. el =
espacio muestral = Pl
variable aleatoria valores prngbih’sticns

Esquema 4.2 Problema “Las dos caras de una moneda”

Por otra parte, una razon por la cual se ponen mas celdas de las que se van
a utilizar en la tabla, es para observar que reaccion tiene el estudiante ante aquellas
casillas sobrantes. Ya que la tendencia del alumno es, por lo general, llenar todos los

espacios.

El alumno debe ser capaz de limitar sus respuestas dado el problema, a llenar

Unicamente las casillas necesarias, dejando en blanco aquellas sobrantes.

La secuencia continla de la siguiente manera:

e ,En cuantas jugadas se tienen todos los resultados posibles (diferentes)?

e ;Qué probabilidad existe de que en una jugada se obtengan 0 aguilas?

e ;Qué probabilidad existe de que en una jugada se obtenga solo 1 aguila?

e ;Qué probabilidad existe de que en una jugada se obtengan solo 2 aguilas?

e ;Qué probabilidad existe de que en una jugada se obtengan 3 aguilas?

La intenciébn que tiene cada pregunta es razonar sobre los datos obtenidos en el
experimento. Se espera que el alumno concluya que son 8 las jugadas para obtener
todos los resultados posibles y que existe 1/8 de probabilidad de que salgan las 3
aguilas o que no salga ningun aguila, mientras que para obtener un aguila o dos

aguilas la probabilidad en ambos casos es de 3/8.
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Para este momento se cuenta con los elementos necesarios para hacer una de las

preguntas mas importante de ésta primera etapa de la secuencia didactica:

(Puedes determinar cudntas aguilas salen en promedio? Justifica tu respuesta y

conserva todos tus calculos.

Hasta aqui concluye la primera etapa de la secuencia. En la siguiente etapa se

plantearan problemas en los cuales el promedio ponderado sea la solucion.

Etapa #2

En esta etapa de la secuencia se exponen dos problemas en los cuales el promedio
ponderado se hace presente. Siendo la evaluacion un proceso continuo a lo largo de
toda su preparacién académica, el concepto de promedio esta fuertemente ligado con
las calificaciones, es asi que la primera actividad se apoya en este hecho para sacar a

flote una de sus aplicaciones-explicaciones escolares mas comunes.

El segundo ejemplo es menos familiar y trata sobre las distintas velocidades que
presenta un automévil y que para calcular su velocidad promedio es necesario utilizar

al promedio ponderado.

La exposicion de dos problemas distintos tiene la finalidad de observar si el alumno es
capaz de identificar que en ambas situaciones hay una variable mas a considerar, en el
calculo del promedio. Ya que se espera que en la primera actividad aplique sin reparo
el promedio ponderado que aplica de manera cotidiana en su vida académica, se
esperaria que pudiera trasladar su algoritmo a un problema que presenta una situacion
similar (segundo problema). Es aqui donde podriamos confrontar sus argumentos,

explicaciones y concepciones alrededor del promedio ponderado.

El planteamiento del primer problema es el siguiente:
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ACTIVIDAD 2.A “Lascalificaciones”

Al inicio del curso, tu profesor de matematicas te presentd la forma de evaluar

su materia en cada uno de los tres departamentales, y es la siguiente:

Examen tedrico 70%
Tareas 20%
Asistencia 10%
Total 100%

En tu primer examen sacaste 5, de las 15 asistencias que debias tener solo asististe

a 12 y de tres tareas en una sacaste 8, en otra 6 y un la tltima 9.

a) (Puedes determinar tu calificacion en el primer departamental? Argumenta

ampliamente tu respuesta.
b) ;Cuadl es el algoritmo que usaste para determinar tu calificacion?

¢) (Qué porcentaje le darias a cada rubro para subir de calificacion?

Este problema es sencillo ya que es algo que ha calculado con frecuencia en su

vida académica y que no representa mayor dificultad para él.

Las primeras preguntas van encaminadas a observar el algoritmo que los alumnos
emplean para obtener la calificacion del primer departamental. Asi también al
preguntarle al alumno si una variacion en los porcentajes pudiera beneficiarlo para
obtener una mejor calificacion, tienen la finalidad de hacer reflexionar al estudiante

de que el peso en cada elemento es un factor importante.

La segunda actividad, desligada de la primera, pues se presenta en un escenario
diferente, busca determinar si el alumno es capaz de trasladar el promedio
ponderado aplicado en la actividad anterior a un problema que presenta la misma

situacion (pesos distintos en cada elemento que intervienen en el problema).
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La segunda actividad se titula:
ACTIVIDAD 2.B “Lavelocidad de un auto”

En esta actividad se desarrollan diferentes situaciones, las cuales van encaminadas a
que el estudiante logre percatarse de que el promedio no es aritmético, sino el

ponderado y genere asi el algoritmo indicado.

Esta actividad se aplicara en blogues por separado para evitar que el estudiante no se
adelante y responda con base en las preguntas futuras.
Primer bloque:

Si un automovil viaja a una velocidad de 100km/h durante 2 horas y después

viaja a 40km/h durante la siguiente hora.

e ;Cual es su velocidad promedio? Conserva todas tus anotaciones.

Segundo bloque:

A su regreso ese mismo automovil viaja ahora a 40Km/h durante las primeras

dos horas y después a 100Km/h en la ultima.

e ;Cuadl es su velocidad promedio en este caso? Conserva tus anotaciones

e ;Como es éste valor con respecto al caso anterior? Describe con detalle.
Tercer bloque:

En un lapso de 5 horas, el velocimetro del automovil indicaba periodos con las
siguientes velocidades: 60Km/h, 80Km/h y 50Km/h. Dos de éstas velocidades
las mantuvo dos horas seguidas c/u y la otra durante una hora. Si su velocidad
promedio fue de 60Km/h... ;cudl es el algoritmo que te permite obtener este

promedio? (conserva todas tus anotaciones)
Cuarto blogue:

e Observa con detalle los algoritmos que desarrollaste en todos los calculos
anteriores, jen qué se parecen?, jen qué son diferentes?, ;como explicas o

interpretas las variables en cada uno?
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En estas actividades se busca que el estudiante se percate de la importancia que tiene
el tiempo al momento de calcular las velocidades promedio. Por ejemplo en las
primeras dos actividades se le pide que el estudiante calcule las velocidades promedio
para ambos casos, para posteriormente confrontar sus respuestas e ir introduciendo la

idea de que el promedio no es el aritmético, sino el ponderado.

En la Ultima actividad se le presenta la misma situacién de manera distinta, basandose
en sus calculos realizados previamente y en el cuestionamiento de la variable que debe
ser considerada (el tiempo), es que se le da el valor de la velocidad promedio de una
serie de velocidades y se le pide que escriba el algoritmo que da como resultado tal
velocidad promedio. Esto con la finalidad de que establezca el algoritmo del promedio

ponderado.

La finalidad de ésta segunda etapa es determinar si resulta facil para el alumno aplicar
el promedio ponderado en un ejemplo en el cual pudiera cometer el error de no tomar
en cuenta los tiempos para calcularlo. Y analizar si es capaz de darse cuenta de este

pequefio detalle.

Etapa #3

Ahora bien, dado que en la primera etapa, no se le cuestion6 al alumno sobre sus
respuestas, el proposito de esta primera parte es ver qué promedio es el que el alumno
aplica ante una situacion aleatoria. En la segunda etapa, se le enfrenté a la aplicacion
de una variante del promedio aritmético (el promedio ponderado). En esta etapa final se
pretende confrontar ambos algoritmos y determinar si es posible que el estudiante
traslade de manera natural el promedio ponderado en lugar del promedio aritmético en

una situacion aleatoria.

Es decir la secuencia debe lograr que el alumno se percate de la relacion que existe
entre el evento y su respectiva probabilidad para calcular el promedio. Tal como se
espera en la actividad anterior que el estudiante se de cuenta que el tiempo y la

velocidad van de la mano.
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Queda claro que esta secuencia didactica quedara restringida en primera instancia al

establecimiento del valor esperado: E(X)= )" xp(x), para el caso discreto. La secuencia

no esta disefiada para analizar al valor esperado en el caso continuo.

En esta parte de la secuencia didactica se pretende confrontar los procedimientos
efectuados en las actividades anteriores de la etapa uno y dos y llegar al
establecimiento de que el promedio que se debe aplicar en una situacion aleatoria no
es el aritmético, sino el ponderado.

Para ello nos apoyaremos de un ejemplo que tiene su origen en la idea del
equilibrio, como otro de los usos que puede darse al promedio. Se hace el siguiente

planteamiento al alumno:
ACTIVIDAD 3.A “Labalanza.”
Primer bloque

Observa la siguiente figura:

Imagen 4.1 Balanza con dos pesos

e Para que esta balanza mantenga el equilibrio, ;que debe ocurrir en los pesos

de la izquierda y la derecha?

e Supdn que los pesos son diferentes y que no los puedes mover, cambiando el

punto de soporte podemos mantener el equilibrio. ;hacia adonde lo moverias?
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Segundo bloque

Supén que tienes ahora tres pesos colgando de la barra, los primeros dos pesan

100Kg y el tercero 40K g:

Imagen 4.2 Balanza con tres pesos

e ;Cual seria el punto de equilibrio?, ;en donde estaria dicho punto en la

balanza?
e ;Qu¢ algoritmo te permite determinar el punto de equilibrio?
Los blogues uno y dos de ésta actividad tienen como objetivo que el alumno se percate

que el punto de equilibrio y el promedio ponderado son lo mismo. Y que sea capaz de

establecer el algoritmo correcto, es decir: 100“;)(”40 El cual es un algoritmo

intermedio entre la media aritmética y el promedio ponderado.

En caso contrario, partiendo del algoritmo que el alumno haya propuesto se le
cuestionara sobre el papel que juega cada peso en el punto de equilibrio. Para ello se

replantea la problematica de la siguiente manera:

Imagina que un padre tiene tres hijos y que tiene dos billetes de 100 pesos y uno

de 40 pesos para repartirlo entre los tres.

e ;Cuanto dinero le tendria que dar a cada uno para que la reparticion sea

equitativa (equilibrada)?, ;como determinas esa cantidad?
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e Entonces para el problema anterior... ;como tendrias que haberlo calculado para

que fuese correcto?

Consideramos que con el replanteamiento de la problemética anterior manejada de
ésta forma es suficiente para que el alumno establezcas el algoritmo correcto pues de

no hacerlo el problema mismo lo indicaria “al tener la inconformidad de los nifios”.

Todas estas formas de presentar un mismo problema van encaminadas a que el
estudiante se detenga a pensar en una de las categorias del promedio (el equilibrio) y

gue se percate de que el punto de equilibrio es el promedio ponderado.

Una vez que el alumno construya el algoritmo correcto para el problema planteado, la
actividad finaliza con el analisis de las distintas formas en las cuales se puede expresar

el algoritmo del promedio ponderado.

Tercer bloque:

Se sabe que el precio de una aleacion depende del costo y la proporcion de los
metales que la forman. Si una aleacion estd formada por 2/3 partes de oroy 1/3
parte de plata y el costo promedio de dicha aleacion es de 80 Délares ;Cual es

el precio del oro si el precio de la plata se cotiza en 40 Dolares?.

La finalidad de las actividades aplicadas hasta el momento es que el alumno vaya
relacionando similitudes entre éstos problemas, no solo en el aspecto algebraico, pues
el algoritmo es el mismo, sino también en el hecho de que puede separarlo y relacionar
conceptos como son: las proporciones en la aleacion de los metales que la conforman
con los tiempos diferentes en el viaje del automaovil o con los puntos de soporte en la
balanza, asi como los precios de los metales con las velocidades mismas del auto o
con los pesos en la balanza. De tal forma que éste dltimo problema lo que intenta es
descomponer la fraccion que compone al promedio en su forma mas simple y tener asi
la posibilidad de visualizar al promedio no solo como la suma de todos los elementos
divididos entre el nUmero de éstos sino también como la suma de todos los elementos
relacionados con su respectivo peso. El cual es en este caso el trampolin entre el

promedio aritmético y el valor esperado.
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La actividad numero 3, intenta confrontar el promedio que obtuvo al principio con el que

obtenga en base a las actividades anteriores. La actividad es la siguiente:

ACTIVIDAD 3.B “Equivalencias’

Retoma la actividad de lanzar una moneda tres veces, contar el niumero de
aguilas que aparecen en la parte superior de la moneda, encontrar las

probabilidades para cada caso y calcular el promedio...

Ordena los datos que obtuviste de menos a mayor como se te indica en la

siguiente tabla:

Variable aleatoria 0 1 2 3

Valores probabilisticos

Tabla 4.4 Tabla sintética
Nota: Los valores v, 1, 2y 3 se representan por la variable x que es llamada
aleatoria porque puede tomar cualquiera de estos valores, valores que tienen su

respectiva probabilidad.

En esta parte de la secuencia lo que se busca es que el alumno no sélo organice los
datos de menor a mayor, sino también que de algun modo observe la relacion que hay
entre las variables aleatorias con sus respectivas probabilidades y lo que éstas implican

al momento de calcular el promedio, tal como sucedio en los ejemplos anteriores.
La secuencia continua:
Grafica los datos de acuerdo a los siguientes ejes:

“alores
probabilisticos

“ariables
aleatorias

Gréafica 4.3 Gréfica:
Variable aleatoria Vs Valores probabilisticos
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Apodyate en las actividades anteriores y calcula nuevamente cuantas aguilas

salen en promedio.

e ,Es similar al valor que obtuviste la primera vez?, sitlia los dos valores

(anterior y actual) en la grafica. ;cual corresponde al punto de equilibrio?.

e ;Puedes generalizar éste algoritmo en una formula?. Utiliza a X para
representar a las variables aleatorias y a  p(X) para los valores

probabilisiticos de cada variable aleatoria.

En la parte final de la secuencia didactica se busca confrontar los resultados de la
primera actividad tomando en cuenta los elementos analizados hasta el momento como
lo es el equilibrio para vincular éste razonamiento con aquellos problemas en los cuales
se tienen que tomar en cuenta las variables aleatorias y la probabilidad de cada una de
éstas, de la misma forma en que es necesario tomar en cuenta los elementos y el peso

que cada uno de estos tienen al momento de calcular el promedio.
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IV. 6 A manera de conclusién

Se espera, por los elementos considerados en las deferentes actividades, que el disefio
de esta secuencia experimental cumpla con los objetivos para los cuales fue creada, y
que logre en los alumnos un avance significativo en su aprendizaje, de tal forma que
éste logre establecer que el promedio aritmético presenta limitantes no solo en el
contexto determinista, sino que es un error el querer trasladar dicha nocién a la teoria
de las probabilidades. Logrando establecer pos si mismo que el puente entre la media

aritmética y el valor esperado (para el caso discreto) es el promedio ponderado.

Los resultados de la puesta en marcha de la secuencia didactica se expondran en el
siguiente capitulo, en el cual se efectuara un analisis de lo que en realidad se obtuvo al
ser aplicada a los estudiantes de Ingenieria del IPN y si es que lograron superar el

conflicto que se presenta al trabajar con la nocion de promedio en probabilidad.

Este analisis tendra como propésito probar la eficacia o deficiencia que pueda tener
dicha secuencia, de tal forma que se puedan hacer recomendaciones para futuras

investigaciones que se encaminen sobre ésta problemética.
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CAPITULO V

PUESTA EN ESCENA

B
L T

V.1 Instrumentacién de la experimentacion

Dado que no existe hasta el momento ninguna secuencia didactica que aborde
especificamente el fendmeno didactico en estudio y de la cual se pueda partir para
implementarse a un grupo mayor de alumnos, es que seleccionamos un pequefio grupo
de 6 estudiantes (Javier, Dante, Eber, José Luis, Israel y David), quienes pertenecen a
diferentes grupos de tercer semestre de la carrera de Ingenieria en Comunicaciones y
Electronica y fueron seleccionados en base a su disposicion y animo. Esto nos permitio

contemplar en ellos distintas habilidades y costumbres.

La secuencia didactica se trabajo de forma individual con los estudiantes, es decir, a
cada uno se le proporcioné un cuadernillo con los enunciados de cada actividad y un

cuadernillo de trabajo en el cual conservar sus anotaciones.

El tiempo estimado para aplicar la secuencia didactica era de una hora
aproximadamente; sin embargo, el tiempo de aplicacion se duplicd, entre otras cosas
por el nerviosismo que se observo en los estudiantes al ser video grabados y también
porque surgieron variables que no se tenian contempladas. Dichas variables se

describirdn mas adelante.
V.2 Descripcion de resultados

Se comenzara por exponer los resultados obtenidos en la aplicacion de la secuencia
didactica; lo cual entre otras cosas permitira tener un panorama general de codmo es
que aplican los estudiantes la nocion de promedio, que algoritmos utilizan para resolver
una determinada situacién en la cual esta inmerso este concepto, bajo que nociones
estan siendo influenciados, que tipo de problemas se les presentan, como los enfrentan,

como los solucionan, etc.
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Se grabo la aplicacion de la secuencia didactica con la finalidad de poder rescatar
aguellos elementos importantes que pudieran pasar desapercibidos tales como son el
papel que jugbé quien suscribe el presente trabajo al aplicar la secuencia didactica y
determinar hasta que punto dicha intervencién ayud6 a que los estudiantes superaran
los obstaculos que se les presentaron, el tipo de preguntas que éstos hicieron hasta

construir de este modo un nuevo conocimiento (el valor esperado).

A continuacion se expondran los resultados obtenidos en el orden en como fue

presentada la secuencia didactica a los estudiantes®.

Etapa 1.

Para comenzar con la aplicacion de la secuencia did4ctica, se entregd a cada alumno
un folleto con los problemas y un cuadernillo en el cual conservar sus anotaciones, se
les indicé la forma en que se trabajarian los problemas (la cual seria de forma individual
y sin adelantarse a la lectura de los problemas siguientes). Después de lo cual se inici

con la lectura de la actividad 1.

En esta primera parte, mi intervencion fue minima pues se limito a aclarar dudas sobre
el experimento, es decir, indicar que cada jugada constaba de 3 tiros y que el problema
consistia en hallar todas las jugadas que daban diferentes combinaciones entre los

tiros.

En la primera actividad de la etapa uno (“Las dos caras de una moneda”) al momento
de llenar la tabla se identificaron dos formas de trabajo por parte de los estudiantes:
aquellos que llenaron la tabla bajo un cierto orden; es decir, que analizaron primero
todas las posibles posibilidades que se generaban al salir en el primer tiro aguila y
posteriormente todas las combinaciones en las cuales en su primer tiro aparecia sol
(Estudiantes tipo A, formado por: David, Israel y Eber). Y aquellos alumnos que llenaron

la tabla en forma arbitraria, es decir, que no siguieron una secuencia como lo hicieron

% Dada las similitudes en los algoritmos utilizados entre algunos estudiantes, en las figuras se mostrara
uno como representante de los demas.
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sus otros compafieros (Estudiantes tipo B, formado por: Dante, Javier y José Luis).

b Lp kPP
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Figura 5.1 Estudiantes tipo A
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Figura 5.2 Estudiantes tipo B
Es interesante decir que en el caso del alumno Eber (integrante del grupo A) fue el

anico que se apoyo a través de un diagrama de arbol para generar todas las posibles
combinaciones y presentarlas de acuerdo a este orden:

108



G cicaTa—

[ -
[a)

i,
2
TNy
544
£

S
>
(AN
P
S
0,
S

Figura 5.3 Diagrama de arbol de Eber

Los otros dos comparieros David e Israel realizaron el llenado de la tabla en la forma

como se llena una tabla de verdad.

Por otra parte, el hecho de haber presentado 10 casillas en la tabla indujo a los
alumnos a creer que en 10 jugadas se tenian todas las posibles combinaciones, sin
embargo, al repasar todos los casos y ver que ya no existian otras posibilidades, llevo a
los alumnos a concluir que eran 8 el total de jugadas con las cuales se obtenian todos
los resultados posibles (diferentes) en el experimento, y como consecuencia

establecieron de manera correcta las probabilidades de obtener 0, 1, 2, 3 y 4 4guilas.

< Ye) i obabi thid de oblencr cero aguilas
&)1 P e 3

{ 3/31,; / praéabi Z' (fad( (JC O};;ﬁ_fzw Una QG v
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Cl/g), Probuby . Joud de obleaer dres o v las

]

Je blees do b

Figura 5.4 Conclusiones de José Luis

Sin embargo, al momento de calcular cuantos aguilas salian en promedio, se tuvieron
dos estrategias, por un lado los alumnos: Eber, José Luis, Israel, Javier y Dante
indicaron que en el experimento solo se pueden tener 0, 1, 2 y 3 4guilas, y que dadas
las 8 jugadas en las cuales se obtienen todas las combinaciones posibles, existe para
cada uno de éstos aguilas su respectiva probabilidad, por lo tanto el promedio de
aguilas en dicho experimento se calcula, segun ellos, sumando todas las

probabilidades y dividiéndolas entre el total de éstas, teniendo como resultado Y.
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Figura 5.5 Razonamiento de Israel

El alumno David siguié una estrategia diferente, en base a su tabla él cont6 el nUmero
de &guilas que obtuvo en todos los tiros siendo estos 12 y los dividié entre todos los
tiros realizados, es decir 24. Obteniendo asi %2. En éste caso mi intervencién se limité a
hacerle preguntas de guia que ayudaran al estudiante a percatarse de las situaciones
que estaba pasando por alto por ejemplo: ¢tu algoritmo toma en cuenta el caso cuando
se tienen cero aguilas?, esta pregunta tuvo la finalidad de hacerlo razonar en que su
propuesta excluia un evento, también se le hizo la pregunta ¢porqué no utilizaste los
datos referentes a las probabilidades obtenidas en los incisos anteriores para calcular
el promedio?. Si bien no se trata de decirle al alumno lo que tiene que hacer para
responder cada pregunta, mi papel si me da la facultad de guiar, orientar y dirigir sus

respuestas para que éstas no se desvien en otra direccion.

Etapa 2

En la actividad 2.A (“Las calificaciones”) todos los alumnos usaron ya fuese regla de
tres, para sacar la proporcion de las notas obtenidas con respecto al porcentaje
impuesto por el maestro, o multiplicaron con la décima correspondiente a cada

porcentaje: 0.7 para el examen, 0.2 para las tares y 0.1 para las asistencias.

Algo que es de llamar la atencion es que todos los estudiantes hicieron los calculos por
separado para cada rubro, resultados que al final fueron sumando para obtener la
calificacion, ningun alumno gener6 el algoritmo general con el cual calcular dicha

calificacion. Cabe destacar que a pesar de ello ningdn alumno tuvo problemas en el
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calculo de la calificacion para el primer departamental, todos obtuvieron el 5.8

esperado.

N §-@
"*.'-"" > Cxarrn 5 . G A 5

. s

Qs 7Ecies =~ ;:/Fs ./8
e Q’EX#{Q_B_ -9 ;’ XJl =

) 2 x5 denciors X i 2 /o Xl =.8
Tareas: € 4649=23/3 = 7.66 X-2=).53

BEFTH LLE BB ypronsedin Jinal

Figura 5.6 Célculos de David

En la variacion de los porcentajes para subir de calificacion, hubo propuestas muy
variadas, desde 40% examen, 50% tareas y 10% asistencia, hasta 90% asistencia, 5%
examen y 5% tareas. En todos los casos los alumnos vieron la conveniencia de dar

mas pesos a aquellos rubros en los cuales su puntaje era mas elevado.

En la actividad 2.B (“Las velocidades de un auto”) los alumnos Eber, David, Israel y
José Luis establecieron el promedio ponderado usando los tiempos como pesos
llegando a la respuesta correcta de 80Km/hr. Las diferentes formas en las cuales estos
estudiantes presentaron el algoritmo para el célculo del promedio muestran rasgos de

la media aritmética.
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Figura 5.7 Algoritmo equivalente propuesto por Israel
Sin embargo, los alumnos Javier y Dante no tomaron en cuenta el tiempo para duplicar

las velocidades, pero si en el momento de dividir la suma efectuada entre las tres

horas. Su algoritmo fue el siguiente:
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Figura 5.8 Razonamiento de Javier

En el segundo bloque de ésta actividad, similar a la anterior, pero con velocidades
diferentes, los mismos alumnos que habian calculado correctamente el promedio,

volvieron nuevamente a aplicar el promedio ponderado llegando al resultado correcto.

El alumno Javier repiti6 nuevamente el algoritmo incorrecto al momento de calcular el
promedio en éste nuevo caso, sin embargo, al responder la pregunta de la actividad
gue confrontaba los resultados de las dos velocidades promedio -calculadas
anteriormente, le permiti6 darse cuenta que el obtener el mismo resultado que en el
caso anterior no era légico. Sus resultados lo hicieron dudar en cuanto a la forma en
como estaba planteando el promedio en estos casos, situacién que lo llevo a replantear
el algoritmo, en ésta ocasion duplicé la velocidad que se tenia durante las dos horas,
logrando asi establecer el promedio ponderado y obteniendo la velocidad promedio

correcta.

Por otro lado, el alumno Dante no se percatd de este hecho y concluyé que la velocidad
era la misma para ambos casos, no logré interpretar los resultados obtenidos y tampoco

repard en la incongruencia que esto significaba.
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En el tercer bloque, el alumno Dante comenz6 probando con varias combinaciones para

ver cual resultaba en la velocidad promedio indicada.
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Figura 5.9 Pruebas hechas por Dante

Los deméas alumnos encontraron el algoritmo correcto en su primer propuesta al
duplicar las dos velocidades mas cercanas a la buscada, al preguntarles cual habia sido
su razonamiento comentaron que dados los ejemplos anteriores en los cuales al

duplicar la velocidad ya fuera la velocidad mas alta 0 mas baja se tenia una velocidad
duplicar la velocidad méas grande los

promedio cercana a la duplicada, entonces el

alejaria de la velocidad indicada.
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Figura 5.10 Algoritmo de Israel
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Las conclusiones a las cuales llegaron los estudiantes indican una relacion entre las

variables (tiempo-velocidad, calificacidn-porcentaje).

e En estos problemas una variable depende o esta en funcion de otra.
e Se parecen en que cada variable depende de su proporcién, en el caso de las
calificaciones, estas dependen del porcentaje que le diéramos y en el caso de las

velocidades éstas dependen de su proporcion con respecto al tiempo.

Etapa 3

En la actividad 3.A (“La balanza”) todos los alumnos concluyeron que para que la
balanza tuviera equilibrio, los pesos de la izquierda y la derecha debian ser iguales. En
el caso en el cual los pesos son diferentes y se desea mantener el equilibrio en la
balanza los alumnos Israel, David, Dante, Eber y Javier se guiaron por la vista y dada la
figura concluyeron que el punto de equilibrio debia moverse a la izquierda, sin embargo
José Luis fue el Unico que indicé que el punto de soporte debia moverse hacia el de

mayor peso para mantener el equilibrio.

En el segundo bloque, todos los alumnos indicaron que el punto de soporte debia estar
a la izquierda para mantener el equilibrio. Sin embargo, solo 4 alumnos (José Luis,
David, Israel y Eber) fueron capaces de establecer por si mismos el algoritmo para
calcular el peso que dicho punto de soporte debia tener, ellos sumaron los tres pesos y
los dividieron entre el total de estos. Pero no concluyeron que el punto de equilibrio y el

promedio eran lo mismo.
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Figura 5.11 Razonamiento de Eber
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Con los alumnos que no lograron establecer el algoritmo (Dante y Javier) se trabajo el
apartado para éste caso, sin embargo, no quedaron del todo convencidos en que se

pudiera aplicar éste hecho con los pesos.

Este nuevo escenario confundié a los alumnos, ya que en ambos casos (quienes
lograron establecer el algoritmo como los que no) ante la pregunta ¢en donde estaria
dicho punto de equilibrio en la balanza?, su razonamiento los llevé a tratar de ubicar
este valor en la barra, los alumnos preguntaron como se ubicaba éste valor, ya que
segun ellos, en éste caso no existia una escala en la barra para ubicar dicho peso de

manera exacta.

En el tercer blogue de la actividad 3.A todos los alumnos establecieron la ecuacion que
expresaba dicho problema igualada con el precio promedio indicado. El precio del oro

lo obtuvieron por medio de un simple despeje del algoritmo establecido.

- oo b

ST N

Figura 5.12 Razonamiento de Javier

En la ultima actividad 3.B (“Equivalencias”) los alumnos retomaron el ejercicio con el

cual comienza ésta secuencia didactica vaciando los datos obtenidos en una tabla
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sintética que contenia las variables aleatorias y sus respectivos valores probabilisticos

ordenados de menor a mayor.

Variable aleatoria 0 1 2 3

Valores probabilisticos e | Y | e g

Figura 5.13 Llenado de la tabla hecha por José Luis

En el segundo bloque de ésta etapa final, todos los alumnos graficaron los datos a

través de puntos que posteriormente unieron con segmentos de recta.

“alores
probabilisticos

: O ; . _ “ariables
ol i s 2 3 * aleatorias

Figura 5.14 Gréfica elaborada por David

En ésta etapa, la parte mas importante de la secuencia didactica (pues en ella se pone
a prueba la eficacia o fracaso de ésta al enfrentar nuevamente a los estudiantes al
calculo de cuantas aguilas salen en promedio en una situacion aleatoria), se tuvo que
los alumnos Israel, Eber y José Luis pudieron detectar una vez analizados los ejemplos
anteriores, la relacion que existia entre las variables aleatorias y sus respectivas
probabilidades, de tal forma que al calcular nuevamente el promedio pudieron
facilmente establecer el algoritmo correcto para dicho célculo, comprendiendo que el
promedio que deben aplicar no es el aritmético, sino el ponderado. Por otra parte
aunque los alumnos Javier y David también establecieron el algoritmo correcto para el
calculo del promedio de ésta situacion aleatoria mostraron cierta desconfianza, pues al

establecer la forma general, ésta expresion les causé conflicto, pues no la reconocian
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como un promedio, aunque reconocieron que el valor obtenido de esta forma si

correspondia con el punto de equilibrio en la gréafica.

Finalmente alumnos lIsrael, Eber y José Luis, David y Dante reconocieron que el

promedio correcto para una situacion aleatoria no es el aritmético sino el ponderado.
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Figura 5.15 Conclusién de Israel

En el caso del alumno Dante, él fue el Unico que continud teniendo de manera muy

arraigada la media aritmética y no puedo desprenderse de ella, pues nuevamente

reprodujo el algoritmo que habia establecido a un inicio, sin embargo, puedo percatarse

gue el promedio aritmético no era el correcto, es decir no correspondia con el punto de

equilibrio en la grafica y que dicha nocion le es insuficiente para el caso cuando se

trabaja con situaciones aleatorias.
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V.4 A manera de conclusion

Gracias a esta secuencia, sino todos, si la mayoria de los alumnos presentaron un
avance significativo en cuando al uso del promedio, pues no solo lograron establecer
en la mayoria de los casos el algoritmo correcto, sino que también dado el problema
pudieron establecer la expresion equivalente (sofisticada del promedio ponderado), es
decir, lograron separar el promedio expresado como un cociente que habian estado
manteniendo unido en su equivalente suma de fracciones. Lo cual permitio ver a la

expresion correspondiente al valor esperado como un tipo de promedio.

En el siguiente capitulo se analizardn los datos aqui expuestos, con la finalidad de
comprender las razones por las cuales los alumnos respondieron de una u otra forma y

detectar las nociones bajo las cuales estan siendo influenciados.
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CAPITULO VI

ANALISISDE RESULTADOS

VI.1 Observaciones preliminares

En el capitulo anterior se mostraron los resultados obtenidos en la aplicacion de la
secuencia didactica, es momento de analizar dichos resultados, lo que permitira entre
otras cosas, dar una explicacion del porqué los estudiantes interpolan la nocion del
promedio aritmético a la teoria de las probabilidades e identificar bajo qué nociones

estan siendo influenciados al responder de tal o cual forma.
V1.2 Andlisis de datos

Dados los elementos con los que ya se cuenta y la exposicion de los datos que ya se ha
hecho (como resultado de haber aplicado la secuencia didactica), es que podemos

pensar en el analisis de dichos datos bajo la luz de nuestro marco tedrico.
Etapal

En la primera actividad de la etapa uno (“Las dos caras de una moneda”) se detectaron
dos formas de trabajo por parte de los estudiantes lo cual refleja que entre los alumnos
existen diferentes formas de analizar un fenbmeno aleatorio, en éste caso lo mas
importante era que fuese que llenaran la tabla de forma ordenada o no, los alumnos
establecieran de manera correcta las probabilidades contempladas para dicho

fenébmeno.

El hecho de trabajar con este ejemplo clasico, dio la posibilidad de centrar la atencion
en otro punto, ver de qué forma los alumnos calculaban cuantas aguilas salian en
promedio. En el caso de los alumnos: Eber, José Luis, Israel, Javier y Dante sumaron
todas las probabilidades del evento y las dividieron entre el nimero de éstas, esto

refleja la definicion de uso que tienen del promedio, y que en cuanto se les pide
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calcular un promedio, lo primero que emplean es el algoritmo del promedio aritmético
que aprendieron desde sus inicios en su educacion basica, aplicandolo de manera

indiscriminada a cuanto problema pueden.

Este hecho se justifica porque como se vio en el andlisis didactico, en los libros y
materiales de apoyo se indica que para calcular el promedio de una serie de datos,
éstos se deben sumar y dividir entre el total de ellos, lo cual es correcto, pero el no
dedicar tiempo a estudiar otras situaciones en las cuales éste algoritmo sufre
modificaciones, lleva a creer al alumno que dicha nocién es aplicable en todo caso.
Pues asi fue como lo hizo en la mayoria de los ejemplos en los cuales se les pedia
este concepto, ya fuese para calcular el promedio de una coleccion de datos referentes
a calificaciones, estaturas, edades, etc. Y en los siguientes niveles educativos pasa algo
similar. Por ejemplo, al estar en los niveles medio superior y superior se comienza a
trabajar con el valor esperado como una nocion aislada, perdiendo asi conexién con el
promedio, lo cual provoca que el alumno vea a este concepto y al promedio como
elementos aislados. De ahi que el alumno no se detenga a pensar en las limitantes de
dicho algoritmo, ni mucho menos en el contexto en el cual se esté trabajando pues
tampoco tiene una clara distincion entre una experiencia aleatoria y una experiencia
deterministica y por lo tanto al utilizar el promedio en probabilidad quiere aplicarlo

directamente, como se vio en los datos obtenidos.

En el otro caso, el del alumno David, él conto el nUumero de aguilas que aparecian en
su tabla y los dividio entre el total de tiros, esta accion también refleja la idea tan arraiga
gue de la media aritmética tiene, sin embargo, y dado que no consideré el hecho de que
el cero también debia ser tomado en cuenta, (por formar parte de los valores que
puede tomar la “variable aleatoria”), se vislumbré otra dificultad, como lo es éste
concepto y todo lo que esto implica, surgiendo asi una nueva variable que debe ser
analizada en futuras investigaciones relacionadas con éste fendbmeno de estudio. En
este caso interviene al preguntarle que porqué no considerd al cero, sin embargo, de
poco sirvid al observar que el alumno David calculaba nuevamente un promedio

aritmético, pero ahora de las probabilidades, igual que el resto de sus comparieros.
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Los resultados obtenidos en ésta primera etapa prueban y confirman el problema que
dio origen a la presente investigacion y muestran que a diferencia de lo que en los
planes y programas de estudio se da por un hecho, no es posible el que los alumnos
adapten y modifiguen de manera natural (dada la forma en como se presenta y

desarrolla éste concepto en las aulas) el concepto de promedio de un contexto a otro.
Etapa 2

Los resultados obtenidos en la actividad 2.A (“Las calificaciones”) muestran que ningun
alumno tuvo problemas para calcular la calificacion del primer departamental, una de
las explicaciones de este hecho, nos la da el andlisis efectuado en el capitulo dos
(estado actual en la escuela), pues como ahi se mostro, el primer acercamiento que los
alumnos tienen con éste concepto matematico es mediante el calculo de las
evaluaciones, cosa que contindan haciendo a lo largo de toda su vida escolar. Sin
embargo, el hecho de hacer los calculos por separado para cada uno de los rubros
utilizando regla de tres y media aritmética y al final sumarlos, muestra que los alumnos
ven estos conceptos en forma aislada, y no logran conectarlos pues no generaron

ningun tipo de férmula que les permitiera obtener la evaluacion buscada.

En el siguiente caso cuando se les indicé a los alumnos que modificaran los porcentajes
de tal forma que subieran su calificacion, sus célculos muestran la desarticulacion de
éstos conceptos pues incluso hicieron varios intentos por separado para ver cual de
ellos daba como resultado una calificacion mas alta, sin ver la conveniencia de tener un
algoritmo para dichos calculos. Sin embargo, y pese a ello, todos los alumnos se
inclinaron por dar mayor porcentaje a las calificaciones mas altas, pues ello lograba
que la calificacion se elevara. El propésito de ésta actividad era que los alumnos vieran
que a medida que los porcentajes variaban en relaciéon a las calificaciones obtenidas, el

resultado se acercaba a éstos valores.

En la actividad 2.B (“Las velocidades de un auto”) el problema trataba que los alumnos
comenzaran a desarrollar el promedio ponderado, el cual surge del promedio aritmético.

Solo los alumnos: Eber, David, Israel y José Luis establecieron correctamente el
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algoritmo indicado. Mientras que los otros dos alumnos: Javier y Dante, establecieron la
media aritmética sin tomar en cuenta los tiempos en el problema, por lo que no
duplicaron las velocidades. Esto se debe a que no se esta tomando en cuenta que los
datos que se exponen no son aislados sino que estan ligados con otras variables (en
este caso el tiempo), por lo que en el calculo del promedio se deben tomar en cuenta
para no cometer errores tan comunes y frecuentes como este. Es por esto que se
disefidé una segunda parte de ésta actividad y que considera el caso de los alumnos que
cometan éste error. Y solo el alumno Javier fue capaz de razonar que algo estaba mal
al comparar los datos y ver que los valores eran los mismos, lo cual al no tener sentido,
pudo darse cuenta que la variable tiempo era lo que estaba pasando por alto, pues
debia tomarlo en cuenta en el algoritmo que él estaba proponiendo. Gracias a este
hecho él pudo percatarse de su error y darse cuenta de ésta pequefia fineza. Sin
embargo, el alumno Dante no pudo ver éste hecho y simplemente concluyé que las

velocidades eran iguales, situacion en la que no reparo, pero si lo intrigo.

En el siguiente bloque (el tercero) todos los alumnos, excepto Dante, fueron capaces de
determinar en su primer intento las dos velocidades que se estaban duplicando y que al
seleccionar las velocidades correctas, el resultado se acercaba al buscado. En el caso
del alumno que no logré establecer el algoritmo correcto en los casos anteriores, siguié
presentando problemas en su razonamiento, ya que sus anotaciones muestran que no
pudo identificar la relacién entre las variables implicadas (velocidad - tiempo), pese a las
actividades desarrolladas hasta el momento. Este tipo de respuesta muestra que la
definicibn de uso que el alumno Dante tiene es limitada y rigida, pues no logra

modificarla y adaptarla al problema que asi lo exija.

En el caso del alumno Israel, su algoritmo del promedio comenzd a evolucionar y a
adquirir la forma del promedio ponderado, pues aparecen rasgos del promedio
ponderado al indicar aquellos elementos que se repiten (que tienen mas peso) que los

otros.

Los comentarios de los alumnos muestran, en la mayoria de los casos, que

comprenden la relacién entre las variables y asi lo expresan en el algoritmo construido
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para tal efecto en cada uno de los ejemplos. Sin embargo, aun no se logra ver que los

alumnos expresen el algoritmo del promedio en una expresién equivalente.
Etapa 3

Esta actividad fue la que mas problemas presentd, sobre todo porque surgieron otras
variables no contempladas. En la primera parte de la actividad 3.A (“La balanza”) todos
los alumnos afirman que para que la balanza tuviera equilibrio, los pesos deberian ser
iguales, sin embargo, al momento que cambiar la situacion y decirles que ahora los
pesos eran diferentes, los alumnos: Israel, David, Dante, Eber y Javier razonaron
segun sus sentidos y dado que a simple vista el peso de la izquierda aparenta ser
mayor al peso de la derecha, todos ellos concluyeron que el punto de equilibrio debia

moverse hacia la izquierda para que se siguiera manteniendo el equilibrio.

Sin embargo, solo el alumno José Luis respondi6 que el punto de soporte tendria que
moverse hacia el lado donde se tuviera el de mayor peso (no indicando si el de la
izquierda o el de la derecha pesaban mas que el otro), este hecho nos permite pensar
en una forma distinta de percibir la situacién, es decir, si en el caso anterior para que la
balanza permaneciera en equilibrio los dos discos de la derecha debian pesar lo mismo
que los cuatro discos de la izquierda. Siguiendo esta l6gica, éste alumno no se atrevié a
asegurar que los discos de la izquierda pesaban mas que los discos de la derecha,

pues estaba contemplando también el otro caso.

En el segundo bloque de ésta actividad (en el que se presenta la balanza con tres
pesos) surgieron problemas para los dos tipos de razonamientos anteriores, es decir,
por un lado se tuvo que los alumnos: Eber, David, Israel y José Luis, que habian
reportado el promedio ponderando las velocidades por el tiempo correspondiente,
establecieron nuevamente en este caso el algoritmo correcto para calcular el punto de
equilibrio, pero no pudieron establecer donde estaria el punto de equilibrio en la

balanza.

Por otro, los alumnos Javier y Dante, que no lograron establecer el algoritmo que

determinaba el punto de equilibrio, trabajaron el apartado para tal caso, y aunque
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establecieron el algoritmo correcto para dicho promedio, ponderando las cantidades de
dinero por el numero de billetes, no quedaron convencidos de que éste mismo algoritmo
se pudiera aplicar a los pesos y tampoco pudieron establecer donde estaria el punto de

equilibrio.

Se tuvo que todos los alumnos se desviaron de lo previsto pues tenian la duda de en
que punto dentro del lado izquierdo deberian colocar los 80Kgr, para que la balanza
mantuviera el equilibrio. Pues segun ellos, en éste caso no existia una escala en la
barra para ubicar dicho peso de manera exacta. Por lo que la pregunta les pareci6é vaga
y no pudieron concretar este ejemplo. El problema intentaba que los alumnos
entendieran que el valor promedio y el punto de equilibrio eran lo mismo. Sin embargo,
solo José Luis comenté de manera muy insegura que el peso promedio de los tres
pesos tendria que estar ubicado en el mismo punto donde estaba el equilibrio.

Razonamiento al que deseabamos que llegaran los alumnos.

Para explicar éste hecho nos apoyamos en la dimension social que nos permite
entender porgué los alumnos tienen problemas con ésta caracteristica del promedio, y
es porque los estudiantes que reconocen y manipulan a cierto nivel dicha nocién sélo la
relacionan con el contexto del problema donde la definen, en el caso de la ingenieria la
caracteristica mas socorrida es la relacionada con la idea de la compensacion que se
tiene en areas y no con pesos para el equilibrio. Interesante seria analizar si un
estudiante de otra area tiene dificultades con este elemento o no, dependiendo del uso

que le den en su area de saber cientifico (por ejemplo un médico o un economista).

En el tercer bloque de ésta actividad (3.A) todos los alumnos lograron establecer el
algoritmo correspondiente al planteamiento del problema. Esta actividad fue disefiada
para que los alumnos expresaran el promedio ponderado en su equivalente suma de
fracciones, y lograran vincularlo con los algoritmos anteriores que permanecen unidos.
Este hecho se veria reflejado en la etapa final, en la cual se esperaba que los alumnos
fueran capaces de pasar de la media aritmética al valor esperado a través del promedio

ponderado.
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En la dltima actividad 3.B (“Equivalencias”), al principio Unicamente se le pidi6 a los
alumnos que vaciaran los datos obtenidos de la actividad “Las dos caras de la moneda”
en una tabla sintética, con la finalidad de que ellos observaran los datos y relacionaran
las variables aleatorias con sus respectivas probabilidades. De igual forma, el graficar
dichos datos y ubicar el valor promedio calculado anteriormente en la grafica tenia
como finalidad que los alumnos observaran si dicho valor equivalia o no al punto de

equilibrio y entonces actuaran en consecuencia.

Es asi que los alumnos: lIsrael, Eber y José Luis lograron darse cuenta de estos
aspectos y fueron capaces de modificar el algoritmo inicial, estableciendo esta vez el
promedio adecuado, ponderando las variables aleatorias por su respectiva probabilidad,
es decir, tomaron las probabilidades como pesos. Asi también fueron capaces de

generalizar dicho algoritmo en la formula que corresponde al valor esperado.

Los alumnos Javier y David también replantearon el algoritmo del promedio de manera
correcta, verificaron que el valor resultante de aplicar este nuevo algoritmo correspondia
al punto de equilibrio en la grafica. Sin embargo, al establecer la férmula del valor
esperado y preguntarles si aceptaban a esta expresion como un promedio, se
mostraron escépticos y desconfiados. Esta resistencia se debe a que si bien para ellos
fue coherente y légica la evolucion que tuvo este concepto dado el desarrollo de la
secuencia didactica, no es facil romper con una nocién con la cual se ha vivido muchos
aflos durante su vida académica, de tal forma que al confrontar sus ideas con ésta
nueva expresion del promedio, les resulté dificil creerlo a pesar de que ellos mismo la

construyeron.

En el caso del alumno Dante, él fue el Unico que reprodujo nuevamente el algoritmo de
la media aritmética para calcular el promedio de dicha situacion aleatoria y pese a que
observo en la gréfica que dicho valor no correspondia con el punto de equilibrio, no fue
capaz de generar el algoritmo correspondiente (promedio ponderado). Ello se debe a
que desde el inicio, su definicion de uso de la media aritmética estuvo presente en todo
momento y se reflej6 durante toda la secuencia didactica, impidiéndole asi generar el

promedio ponderado que es el trampolin para llegar al valor esperado.
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VI.3 A manera de conclusién

Dado el disefio de la secuencia didactica basado en la construccion social del
conocimiento matematico, se puede decir que éste es el camino correcto que permite
pasar de forma natural de la media aritmética al valor esperado usando como conector

al promedio ponderado, el cual surge del promedio aritmético.

A lo largo de éste capitulo, se comprob6 que no Unicamente es posible explicar las
causas por las cuales los alumnos responden de tal o cual forma, sino que también se
prob6 la utilidad de haber considerado a la construccién social del conocimiento
matematico en el disefio de la secuencia didactica, pues aquello que se habia predicho
se cumplio tal cual, pese a que surgieron nuevas variables que han de ser tomadas en

cuenta en futuras investigaciones.

Afirmamos que la secuencia didactica diseflada para atacar el problema de estudio es
viable y que tanto puede ser mejorada y/o modificada tomando en cuenta las variables
que surgieron en la aplicaciébn que no se tenian contempladas, como aplicable a un
grupo mayor de alumnos para futuras investigaciones. Pues como se vio, ésta nueva
forma de introducir al valor esperado logra que los alumnos avancen una épsilon en su

concepcion del promedio.
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CAPITULO VII

CONSIDERACIONESFINALES

B
L T

VII.1 Reflexién

A través de la presente investigacion se ha logrado conocer la génesis, el desarrollo y el
establecimiento de la media aritmética dentro de la matematica escolar, por medio de la
construccion social del conocimiento matematico, a travées de sus distintas
componentes. Situaciéon que permiti6 no solo comprender aquellos elementos que
fueron consideraros para su adaptacion en areas como la teoria de probabilidades, o en

contextos como el de la ingenieria.

Entender que éste es un concepto sumamente importante porque es aplicado en casi
todos los aspectos no solo académicos y cientificos, sino también sociales, es que se
puede reconsiderar la forma en como se ensefia dentro de las instituciones del sistema
educativo mexicano y evitar asi darle poca importancia, por considerar que el alumno
puede pasar de un contexto determinista a uno aleatorio de manera natural, situacion

gue en ésta investigacion quedo claro no es posible.

Consideramos que es importante exponer al estudiante a problemas en los cuales la
media aritmética es insuficiente incluso en el contexto determinista, como es el caso del
problema de las velocidades, desde los niveles basicos de educacién para que éste
comprenda las limitantes que dicho algoritmo tiene. Y que es otra la forma que adquiere

el promedio en el contexto aleatorio.

Es importante que el alumno entienda que el promedio no es necesariamente sindnimo
de media aritmética, idea que esta muy enquistada en la mente del estudiante, y que se

hizo evidente en la secuencia didactica.

Como ya se ha manifestado, nosotros proponemos que el trampolin para pasar de la

media aritmética al valor esperado (ambos promedios, pero situados en diferentes
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contextos: deterministico y aleatorio), es el promedio ponderado. Es decir que una de
las formas para construir el valor esperado es por medio del promedio ponderado que
por sus caracteristicas se adapta perfectamente a las condiciones de la aleatoriedad de

las variables en el caso probabilistico.

Cabe destacar que el alumno construye su nocién del promedio con base en el uso que
se le da y es a partir de esto que el alumno le asocia una interpretacion que se adapta a
tal situacion. Creemos que una mayor atencion a los elementos inmersos en la media
aritmética, como lo son sus distintas categorias, facilitaran el paso natural entre el
promedio aritmético y el valor esperado, pues de no hacerlo, la media aritmética queda
relegada a una simple regla en la cual solo hay que sumar los datos dados y dividirlos
entre el total de éstos, lo cual limita y refuerza ésta idea en la mente de los estudiantes,
situacion que se reflejo al momento de trabajar problemas de contexto, pues no solo
trasladan la formula de la media aritmética simple a problemas cuya relacion es mas
bien con la media aritmética ponderada, sino que les impide ver otras expresiones

equivalentes del promedio.

VII.2 Nuevas variables, nuevos problemas de investigacion

Desde otras perspectivas, nuevas investigaciones sobre el fendmeno que hemos
reportado podran ofrecer alternativas en el tratamiento del valor esperado en el contexto
probabilistico. Esperamos que la presente investigacion sirva como un auxiliar en
aguellos trabajos que tienen como elemento modelador al valor esperado, es por tal
razdén que ponemos a consideracién nuevas variables que han surgido a partir de éste

trabajo y que creemos deben ser analizadas.

Es posible que las investigaciones cambien dependiendo del area en la cual se deseen
desarrollar, puesto que son éstas las que determinan la interpretacion se que le asocie
a la media aritmética. Sin embargo, consideramos, por los estudios realizados en ésta
investigacion, que una variable importante es el concepto de variable aleatoria, ya que
es uno de los conceptos base de la teoria de las probabilidades, no sélo porque en ella

se sustentan diversos conceptos, sino también porque gracias a ella el espacio muestral
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de un fendmeno aleatorio se relaciona con una caracteristica numérica a la que se le
asocia un espacio de probabilidades. Ademas desde una perspectiva de modelacioén la
variable aleatoria permite acotar el contexto y trabajar especificamente con
caracteristicas numéricas y de interés dentro de un problema que involucra algun
fendmeno aleatorio. Creemos también que al igual que la nocion de promedio, la
variable aleatoria debe ser considerada como una idea fundamental dentro de la
ensefiaza escolar porque se puede desarrollar desde las etapas tempranas del nifio

hasta niveles méas elevados en el nivel superior.

Si bien ya existen investigaciones relacionadas a la teoria de las probabilidades,
creemos que es un campo poco explorado y que las investigaciones en Matematica

Educativa al respecto pueden arrojar nueva luz sobre éstos conceptos tan sofisticados.

Esperamos contribuir un poco a la revalorizacion del promedio en todas sus
dimensiones con esta investigacion y abrir el camino a otras investigaciones que como
ésta tienen como su centro de atencion la superacion de obstaculos por parte de los
estudiantes para lograr apoderarse de un conocimiento capaz de afrontar y superar

cualquier problema.

VII.3 Recomendaciones para futuras investigaciones

De ésta investigacion pueden surgir otros trabajos relacionados con éste concepto, algo
interesante sera estudiar lo que pasa en el caso continuo, en el cual la integracion
surge como factor que describe a dicho promedio, o que decir de aquellos eventos que
presentan una distribucion binomial, en cuyo caso, el valor esperado cambia de una

serie a la multiplicacion de dos Unicos valores.

Consideramos que para cada caso, se tendran que tomar en consideracion otros
factores concernientes al promedio, y algo interesante seria estudiar qué nuevos

obstaculos surgen en el alumno para llegar a este.
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VII.4 A manera de conclusién

Este trabajo ha sido muy enriquecedor para quien lo suscribe, ya que se ha podido
profundizar en el estudio de un concepto que muchos consideran una trivialidad, y que
no le dan mayor importancia. Sin embargo, con este estudio se demuestra que no es
asi y que incluso una nocién como ésta presenta problemas de cognicién sobre todo al
momento no solo de interpretarla, sino también al trasladarla a otras areas del quehacer

cientifico y en otros contextos como son el determinista y el aleatorio.

Este es solo la punta del iceberg, pues muestra tan sélo una parte de los muchos
problemas que se tienen éste campo tan poco explorado, invitamos a otros
investigadores a que pongas sus 0jos en tan maravilloso campo que es la teoria de las

probabilidades.
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Encuesta de sondeo hecha en diferentes niveles educativos:

Cuestionario
1.- ¢ Para ti qué es el promedio?
2.- ¢ Qué caracteristicas tiene?
3.- ¢Cémo lo calculas?
4.- ¢ Donde lo aplicas?
6.- Cita un ejemplo

5.- ¢ Consideras que éste es un elemento matematico importante?, ¢ Por qué?
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ACTIVIDAD 1. “Las caras de una moneda”

Considera el experimento de lanzar una moneda 3 veces, cuenta el nimero de
aguilas que aparecen en la parte superior de la moneda.
a) Registra todas las posibles combinaciones de éste experimento en la

siguiente tabla;

jugada | pnmertiro | segundo tiro | tercer tiro

1 A A A

2 A A s

3 A ] A

4

1
Blogue 2

* ;En cuantas jugadas se tienen todos los resultados posibles (diferentes)?

» ;Qué probabilidad existe de que en una jugada se obtengan 0 aguilas?

» ; Qué probabilidad existe de que en una jugada se obtengan solo 1 aguila?
» ;Que probabilidad existe de que en una jugada se obtengan solo 2 aguilas?
» ;Qué probabilidad existe de que en una jugada se obtenga 3 aguilas?

» ;Puedes determinar cuantas aguilas salen en promedio? Justifica tu

respuesta y conserva todos tus calculos.
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ACTIVIDAD 2.A “Las calificaciones”

Al inicio del curso, tu profesor de matematicas te presento la forma de evaluar

su materia en cada uno de los tres departamentales, y es la siguiente:

Examen tedrico T0%
Tareas 20%
Asistencia 10%
Total 100%

En el primer examen sacaste 5, de las 15 asistencias que deblas tener solo
asististe a 12 y de tres tareas en una sacaste 8, en otra 6 y un la ultima 9.
a) ;Puedes determinar tu calificacion en el primer departamental? Conserva

tus anotaciones.
b} ¢Cual es el algoritmo que usaste para determinar tu calificacion?
c) ¢Qué porcentaje le darias a cada rubro para subir de calificacion?

Blogue 1

ACTIVIDAD 2.B “La velocidad de un auto”

Si un automdvil viaja a una velocidad de 100km/h durante 2 horas y después
viaja a 40km/h durante la siguiente hora.

» ; Cudl es su velocidad promedio?. Conserva todas tus anotaciones.
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Blogue 2

A su regreso ese mismo automavil viaja hora a 40Km/h durante las primeras
dos horas y después a 100Km/h en la altima.

» ,Cual es su velocidad promedio en este caso? Conserva tus anotaciones.

+ ;Como es éste valor con respecto al caso anterior?. Describe con detalle.

Blogue 3

En un lapso de 5 horas, el velocimetro del automavil indicaba periodos con las
siguientes velocidades: 60Km/h, 80Km/h y 50Km/h. Dos de éstas velocidades
las mantuvo dos horas sequidas c/u y la otra durante una hora. Si su velocidad
promedio fue de 60Km/h... jcual es el algoritmo que te permita obtener este

promedio (conserva todas tus anotaciones)
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Blogue 4

Observa con detalle los algoritmos que desarrollaste en todos los calculos
anteriores, jen que se parecen?, jen que son diferentes?, jcomo explicas o
interpretas las variables en cada uno?

ACTIVIDAD 3.A “La balanza.”
Observa la siguiente figura:

= Para que esta balanza mantenga el equilibrio, ;ique debe ocurrir en los
pesos de la izquierda y la derecha?

= Supdn que los pesos son diferentes v que no los puedes mover, cambiando
el punto de soporte podemos mantener el equilibrio. ;hacia addnde lo
moverias? 8

141



IPN —{‘3}

Blogue 2

Supdn que tienes ahora tres pesos colgando de la barra, los primeros dos
pesan 100Kg vy el tercero 40Kg:

| |

Dt i ol n

100Kg 100Kg 40Kg

* 4 Cual seria el punto de equilibrio?, gen donde estaria dicho punto en la

balanza?

* ;Qué algoritmo te permite determinar el punto de equilibrio? 9

Imagina que un padre tiene tres hijos v que tiene dos billetes de 100 pesos y
uno de 40 pesos para repartirio entre los tres.

+ ;iCuanto dinero le tendria que dar a cada uno para que la reparticién sea
equitativa (equilibrada)?, ;coémo determinas esa cantidad?

« Entonces para el problema anterior... jcémo tendrias que haberlo calculado
para que fuese comecto?

10
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Blogque 3

Se sabe que el precio de una aleacién depende del costo y la proporcion de los
metales que la forman. Si una aleacién esta formada por 2/3 partes de oro y
1/3 parte de plata y el costo promedio de dicha aleacion es de 80 Dolares
¢ Cudl es el precio del oro si el precio de la plata se cotiza en 40 Délares?

11

ACTIVIDAD 3.B “Equivalencias”

Retoma la actividad de lanzar una moneda tres veces, contar el nimero de
aguilas que aparecen en la parte superior de la moneda, encontrar las

probabilidades para cada caso y calcular el promedio...

Ordena los datos que obtuviste de menos a mayor como se te indica en la
siguiente tabla:

‘Variable aleatoria ] 1 2 3
Valores probabilisticos

Nota: Los valores 0, 1, 2 y 3 se representan por la variable x que es llamada
aleatoria porque puede tomar cualquiera de estos valores, valores que tienen

su respectiva probabilidad.
12
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Bloque 2

Grafica los datos:
YWaltores
probabili=tico=s

Wariables

== aleatorias

Apoyate en las actividades anteriores y calcula nuevamente cuantos

aguilas salen en promedio.

» ;Es similar al valor que obtuviste la primera vez?, sitia este nuevo
valor en la grafica. jcorresponde al punto de equilibrio?.

+ ;Puedes generalizar éste algoritmo en una férmula?. Utiliza a x para
representar a las variables aleatorias y a p(x) para los valores

13
probabilisiticos de cada variable aleatoria.
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