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Glosario

Glosario

Conceptos

Concepcion: Informacion estructurada que posee un sujeto sobre un tema, constituye la
huella de la actividad anterior, y es reutilizada en situaciones nuevas. Se constituyen en
estrategias cognitivas que decodifican las informaciones para afrontar y comprender una

situacion.

Descontextualizacion: Se refiere a cuando los conceptos son estudiados o aplicados en

otras situaciones diferentes de que habitan.

Deconstruccion: Se aplica a las interacciones que genera un conflicto sociocognitivo que
lleva a reorganizar las concepciones anteriores integrando nuevos elementos surgidos de la

propia confrontacion.

Elementos periféricos: En la teoria de las Representaciones Sociales (TRS) son el vinculo
entre el “nodo central” y la situacion concreta donde se elabora o trabaja la representacion.

Protegen al ntcleo de la representacion. Llamado también sistema periférico.

Nucleo central: Es el elemento que da significacion a la representacion, en la (TRS), es
determinado tanto por la naturaleza del objeto representado, como por la relacion que el
grupo (o sujeto) mantiene con el objeto, y ademas con un sistema de valores y normas

sociales. Llamado también nodo central o sistema central.

Operacionalizacion: Es la aplicacion de la nueva representacion en un caso o ejemplo

diferente.
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Glosario

Practicas sociales: Son sistemas de accion socialmente estructurados que generan

conocimiento.

Practicas procedimentales: Practicas de la ingenieria en las que se ve la matematica

involucrada, como fuente de resignificacion del conocimiento.

Reconstruccion: Cuando se construye una concepcion alternativa a un objeto.

Recontextualizacion: Cuando una concepcion vuelve al marco familiar del alumno.

Representacion: Modelo personal de organizar los conocimientos.

Representacion social: Entendemos una RS como una construccion personal que integra

elementos de un objeto, y que se ha generado en la practica (social) del profesor.

Saber para la ensefianza: Lo entendemos como ¢l conocimiento que se sugiere en los

planes de estudio y es enfatizado en los libros de texto.

Situacion de aprendizaje: Es aquella que involucra un concepto que no esta en la

enseflanza actual, pero que estuvo presente en practicas sociales y es rescatado para lograr

vincular los elementos en juego y una mejor comprension del concepto.

Siglas

CME: Conocimiento Matematico Escolar.

DME: Discurso Matematico Escolar.

DGEST: Direccion General De Educacion Superior Tecnologica.
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Glosario

ME: Matematica Educativa.

I. T. : Institutos Tecnoldgicos.

RCME: Reconstruccion Del Conocimiento Matematico Escolar

RS: Representaciones Sociales.

TRS: Teoria de las Representaciones Sociales.

TTD: Teoria de la Transposicion Didactica.

SNEST: Sistema Nacional de Educacion Superior Tecnologica.



Resumen

Resumen

La investigacion reporta los resultados de un analisis preliminar que nos sirvi6 de
base para disefiar una secuencia de aprendizaje, con la que se intentd mejorar la ensefianza
del concepto de funcidn a partir de argumentos de caracter variacional. El estudio se llevo a
cabo sujetandolo a la teoria francesa de las Representaciones Sociales, la cual tiene como
eje central a las practicas y las representaciones sociales. El analisis epistemoldgico
muestra el surgimiento de la nocion de “variabilidad”, como un conocimiento asociado y
poco conocido del concepto de funcidn, a lo largo del Siglo XIX, etapa de la historia
caracterizada por el trabajo de ingenieria, mejor denotado como procedimental. De la
componente cognitiva destacan las concepciones de los profesores sobre el concepto, que
se estiman sujetas a una definicion institucionalizada, ampliamente influenciados por los
libros de texto y planes de estudio. Por su parte, los estudiantes reflejan las concepciones de
los profesores, y muestran una desvinculacion entre las diversas formas de representacion.
La dimension didactica muestra la influencia bourbakista, asi como las diferentes formas en
que los autores de libros de texto en uso estructuran los conocimientos asociados alrededor
del propio concepto de funcion. Por ultimo presentamos el disefio y aplicacion de una
secuencia de aprendizaje para la construccion de una representacion alternativa que permite
a los estudiantes la adquisicion del concepto de funcion mediante los significados asociados
de variable, variacion y variabilidad, asi como la creacion de un vinculo entre los distintos
modos de representacion de una funcidn, con el fin de que puedan coordinarlos durante la

resolucién de problemas.



Resumen

Abstract

This investigation reports the results of a preliminary analysis that us used as base to
design a sequence of learning, with which there was tried to improve the education of the
concept of function from arguments of variational character. The study was realized under
the French theory of the Social Representations, which has as backbone to the practices and
the social representations. The epistemological analysis shows the emergence of the notion
of "variability", as an associate knowledge and few acquaintance of the concept of function,
throughout the XIX Century, stage of the history characterized by the work of engineering,
best denoted like procedural. Of cognitive component the conceptions of the teachers stand
out on the concept, which is estimated fastened to an institutionalized definition, widely
influenced by the books of text and plans of study. On his part, the students reflect the
conceptions of the teachers, and show a breaking among the diverse forms of
representation. The didactic dimension shows the influence of Bourbaki movement, as well
as the different forms in which the authors of text books in use construct the knowledges
associated about the proper concept of function. Finally we present the design and
application of a sequence of learning for the construction of an alternative representation
that allows the students the acquisition of the concept of function by means of the associate
meanings of variable, variation and variability, as well as the creation of a link among the
different manners of representation of a function, in order which they can coordinate them

during the problems resolution.
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Capitulo 1.

Introduccidén

Un constante problema de entendimiento del concepto de funcidon, como una relacion
entre variables, ha suscitado desde el siglo pasado diversas investigaciones a su alrededor
(p. e, Sierpinska, 1992; Ruiz, L, 1998; Guzman, 1998). En este marco es que nos
interesamos en las concepciones de los profesores y estudiantes del nivel superior de
ingenieria. El proyecto se inici6 esencialmente a partir de un analisis cognitivo del
concepto, para el que hicimos uso de la aproximacion teorica francesa llamada “Teoria de
las Representaciones Sociales” (TRS). Los resultados nos condujeron al establecimiento de
“cadenas de significados”, cuyos efectos se plantean en la seccion 2 de este documento. Por
otro lado, realizamos un andlisis epistemologico y un estudio del curriculo escolar, analisis
didéctico, que se presentan en capitulos posteriores, junto con una reconstruccion didactica
del concepto, que dieron pie al disefio de una situacion desde la perspectiva variacional del

propio concepto.

Segun Johsua y Dupin (1993) la didactica de las matematicas ha incorporado diversas
aportaciones de la psicologia cognitiva, de la psicologia genética y de los estudios de
interacciones sociales, con lo que se han desarrollado conceptos y postulados sobre el

aprendizaje. Sus puntos de vista parten de los siguientes supuestos:

a) El sujeto construye su conocimiento por una interaccion activa con su

medio ambiente fisico y social.
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b) Las estrategias observables del sujeto frente a una situacion-problema
cientifica son determinadas por el tipo de conocimientos del sujeto en

este dominio y por su estructuracion.
c) Eltipo de situacion-problema influye en el comportamiento que se da.

d) Los objetos conceptuales referidos por la didactica de las matematicas
son complejos y no pueden ser reducidos a estructuras de base. (Johsua y

Dupin, 1993, p.115)

Estos autores conciben el conocimiento matematico como una construccion social
determinada por los procesos necesarios que llevan a transformar el propio conocimiento
de los individuos en un saber socialmente aceptado. De esta forma, parten de la hipotesis

que los alumnos puedan adoptar, modificar o enriquecer sus conocimientos.

Otros investigadores asumen que los alumnos ya tienen ideas implicitas (Pozo, et al.,
2006), directa o indirectamente sobre los conocimientos que se les ensefan. Es a través de
¢éstas ideas que intentan influir sobre las observaciones del profesor o que interpretan las
situaciones propuestas por los documentos proporcionados. Estas “concepciones” tienen
una determinada estabilidad, de la cual el aprendizaje de un conocimiento y la adquisicion
de un planteamiento, dependen completamente. Si no se tienen en cuenta, estas se
mantienen y el conocimiento propuesto no es aprendido (o bien aceptado) por los alumnos

(Giordan, 1995).

Durante este proceso, el pensamiento de un alumno no se comporta como un sistema
de grabacion pasiva. Es evidente que antes de cualquier ensefianza quienes aprenden
poseen una cantidad de preguntas, ideas, referencias y practicas. En otros términos, se
puede decir que quien aprende manipula un modo explicativo especifico al que nosotros
llamamos “concepciones”. Siendo estas ultimas quienes orientan la forma en que el
educando (nifio o adulto) decodifica las informaciones. De esta manera, todo conocimiento
que se suponga para el aprendizaje, depende de la movilizacion que el sujeto haga de sus
concepciones. Es a través de ellas que quien aprende interpreta la informacion y produce
eventualmente un nuevo conocimiento. Cada vez que hay comprension de un modelo o

movilizacion de un concepto, su estructura mental se reorganiza completamente.
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La apropiacion de un conocimiento resulta de un proceso de transformacion de
concepciones donde el principal actor es el educando y so6lo él. La adquisicion de
conocimientos procede de una “actividad de elaboracién”, dentro de la cual el alumno debe
confrontar las informaciones nuevas y sus conocimientos movilizados, y donde éI debe

producir nuevas significaciones mas aptas para responder a sus cuestionamientos.

e Representaciones o concepciones

En lo general, una “representacion’ se define como:

1. Una imagen, un simbolo o una imitacioén de algo: “Su rostro angelical era la
representacion misma de la belleza”; “las sefiales de trafico son representaciones de las
distintas normas circulatorias”.

2. Idea o imagen mental de la realidad: “Gracias a su vivido relato, pudo hacerse una
representacion de lo que fue su viaje”.

En tanto una concepcidn es un concepto o representacion mental de algo: “Tiene una
concepcion bastante original de las relaciones entre hombres y mujeres”. 2. Idea o creacion
mental de algo: “La concepcidn del proyecto fue cosa de todos”.

Las nociones de representacion y concepcion, han sido ampliamente estudiadas en la
disciplina de Matematica Educativa (ME). Estas mismas fueron analizadas en el contexto
de la psicologia social por los investigadores De Vecchi y Giordan (1988). En principio,
estos autores presentaron la nocidon de “concepcion” como: “un elemento motor que entra
en el entendimiento de un conocimiento y permite al mismo tiempo hacer transformaciones
del mismo”. En diversas investigaciones de la (ME), es sabido que los estudiantes
“construyen” las concepciones, toda vez que a estas se les relaciona a un saber o
conocimiento. No obstante, pocos estudios relacionan el saber con las concepciones de los
profesores. En este sentido, consideramos que los profesores desarrollan concepciones
personales de frente al propio conocimiento. Si bien Castafieda (2002) us¢ la frase: “bases
de significados” para dar a conocer las diferentes etapas del surgimiento del “punto de
inflexidén”, la propia denominacion de la frase fue utilizada en Durand (1996), para explicar

como los profesores construyen este tipo de bases, en tanto las extienden, diversifican y
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estructuran notablemente en las asignaturas que ellos ensefian. Fortin (1992, c.p. Fil,
Amade-Escot, Genet-Volet, s.f.) mostro, a través de un estudio de casos, como las
influencias de la experiencia y de los conocimientos adquiridos a lo largo de una carrera
son determinantes en la eleccion de los contenidos a ensefiar. Las representaciones de los
profesores revelan, luego, procesos complejos que combinan conocimientos, creencias y
experiencias que influyen sobre la manera en que son organizados y llevados a la préctica

de la ensefianza (Mingiier, 2004).

En el sentido de sus concepciones, los profesores analizan, administran, organizan y
dan orientacion a sus informaciones. Los contenidos de ensefianza no escapan a estos
procesos, quienes dan certeza a una aproximacion individual (Fil, Amade-Escot, Genet-
Volet, s.f.). Visto asi, el conocimiento de los profesores sugiere ser un movimiento
constante entre planos cognitivos aislados de modelos previamente creados por
informaciones anteriores, asi como el tomar en cuenta informaciones del momento

(Tochon, 1989).

Por su lado, las metodologias inherentes a la Teoria de las Representaciones Sociales
(TRS), permiten indagar las concepciones que poseen los individuos alrededor de diferentes
conceptos. Particularmente, y en la etapa del analisis cognitivo, hicimos uso de la (TRS)
para verificar el estado de las concepciones que guardan tanto los profesores como los
estudiantes sobre el concepto de funcidon matemadtica. Estamos convencidos que tales
representaciones pueden favorecer u obstaculizar la asimilacion del concepto en los
estudiantes, ya que todo proceso educativo se desarrolla mediante una serie de practicas que

relacionan tanto a docentes y estudiantes como a sus experiencias vividas.

Para nuestra investigacion, es importante establecer el concepto tedrico de
“representacion” puesto que posee diferentes acepciones. Nos centraremos en la definicion

de la psicologia social de este concepto. Segun Jodelet (1984, p. 473) una (RS) es:
“(...) una forma de conocimiento socialmente elaborado (...)”

El concepto aparece como una construccion e interpretacion de la realidad.
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En el ambito escolar, la representacion no es un reflejo de la realidad escolar o de sus
funciones sociales efectivas, sino una construccion original. Es decir, es un proceso de

construccion de un saber basado en experiencias sociales.

¢Por qué y cdmo tomar en cuenta las representaciones sociales en la ensefianza

de la matematica?

El tomar en cuenta las representaciones sociales permite comprender ciertos errores

de los profesores.

La revision de las (RS) respecto a cualquier objeto muestra una realidad comun que
designa una forma de pensamiento social y es a la vez la comprension y el dominio del

entorno.

Algunos estudios, como el de Hutmacher (1993), muestran que la forma de impartir la
clase y las estrategias utilizadas por los profesores, dependen en gran medida de sus (RS),
fruto de compromisos contradictorios bajo la doble presion de factores ideoldgicos y de

coacciones vinculadas al funcionamiento efectivo del sistema escolar.

En ese sentido, deseamos tener control de las representaciones de ese conocimiento ya
que, en tanto concepciones, permiten comprender los comportamientos de los profesores en

el salon de clase.

Adoptando ese punto de vista, hemos usado el término “representacion” de manera
analoga al de “concepcion” a partir de la diversidad de estudios comparativos que al
respecto se han realizado. Astolfi (1997) fue de los primeros en tratar de integrar ambas
nociones concibiendo la primera como “un modelo personal de organizacion de
conocimientos”, (citado en Dollo, 2005), en tanto la segunda es de caracter “cientifico”.
Estudios recientes articulan ambas nociones en una sola, sujetandoles en marcos tedricos
como el de la Teoria de la Transposicion Didactica (TTD) de Chevallard (Dollo, Ch y
Johsua S, 2002). No obstante, ha sido Abric (1996) quien asume la nocion de

representacion como un argumento tedrico y alternativo al de concepcidn para el analisis
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29 <¢ 2 ¢

cognitivo, disociandole del caracter social e ingenuo de “nocion”, “idea”, “opinion”, etc.

Las representaciones integran los siguientes componentes:

1. Una componente cognitiva, que viene del hecho de que toda persona o grupo
tiene un papel activo en la apropiacion y re-estructuracion de la realidad (esto

es lo que Moscovici llamo6 “textura psicologica” de la representacion).

2. Una componente sociocultural relacionada con el hecho que las
representaciones sociales son colectivamente producidas y generadas por
interacciones sociales y ellas participan para “la elaboracion de la realidad que

es comun a un grupo social” (Jodelet, 1989)

Abric concibe las representaciones sociales como una modalidad particular,
especifica: no solamente los elementos de la representacion son jerarquizados, sino incluso
toda la representacion es organizada alrededor de un “nodo central”, constituido por uno o
varios elementos que dan a la representacion su significacion, de aqui el caracter cientifico

de la (TRS).

“Este nodo central es el elemento fundamental de la representacion porque es
quien determina a la vez la significacion y la organizacion de la representacion”

(Abric, 1996, 21)

Al hacer uso de la metodologia propuesta en la (TRS), para el analisis cognitivo, se
disefid un cuestionario con el objetivo de determinar los componentes de los sistemas
central y periférico que, en torno al concepto de funcion, cuentan los profesores del nivel de
ingenieria del Sistema Tecnoldgico (SNEST). Los resultados muestran que las
concepciones de los profesores entrevistados se encuentran ampliamente influenciadas por
los objetos matematicos dedicados a la ensefianza (Chevallard, 1985), contenidos en los
libros de texto, y en el caso que nos ocupa, el concepto de funcidon como una relacion entre
variables, en tanto nodo central de la representacion. Resultando ademas que el concepto de

“variacion”, en su sentido dinamico, es ajeno a los libros de texto.

A partir del analisis histdrico, recuperamos la nocidn de “variabilidad”, reconocida en

el dominio de précticas sociales: procedimentales o de ingenieria y de observacion, que
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ocurrieron a lo largo de los siglos XVIII y XIX, y que nos permitio caracterizar de mejor
forma el concepto de funcion. La nocidn de variabilidad fue ampliamente utilizada a lo
largo de esos siglos y en la actualidad no se encuentra de manera explicita en los libros de
texto, ni en el discurso matematico escolar, siendo precisamente el eje central de nuestro
trabajo en la definicion que hacemos de una situacion de aprendizaje para la ensefianza del

concepto de funcion.

Como es sabido, las componentes de estudio en el analisis preliminar se conocen

como.:

Componente Cognitiva.- Con esta se pretende analizar las representaciones o
concepciones con que cuentan los sujetos en estudio respecto de las nociones y conceptos

de la matematica escolar.

Componente Didactica.- Es asociada con las caracteristicas de trabajo del sistema
educativo; por ejemplo, el andlisis de los libros de texto utilizados por los profesores para

impartir los conocimientos, el estudio de los planes de estudio, etc.

Componente Epistemoldgica.- El analisis de esta componente se realiza con el fin de
reconstruir el discurso del conocimiento matematico, atendiendo a su evolucion y
transformaciones en la historia, asi como a las posibles definiciones de conocimiento a

partir de practicas sociales.

Componente Sociocultural.- Esta imbricada con las componentes cognitiva,
didéctica y epistemoldgica, partiendo del supuesto de que el conocimiento es un ente social

determinado por practicas sociales.

El analisis epistemologico, en el Capitulo 4, fue dividido en dos partes, en la primera
de estas observamos tres etapas por las que transita el concepto de funcion, en los tres casos
se hace énfasis en el desarrollo historico del concepto, a través de observarle en su relacion
con la variacion. En este sentido, inevitablemente, iniciamos el estudio a partir de Oresme,
quien asumio6 una dependencia entre las “cualidades” de las magnitudes, llamando incluso
“extensio” a una linea horizontal, de manera semejante al eje X actual. Si bien la nocion de

extensio corresponde al pensamiento griego, esta idea seria ampliamente explotada por
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Descartes, para dar sentido a la “extension geométrica” cuyas cualidades en los cuerpos,
fueron concebidas inamovibles en el espacio, razon por la cual éste construy6 una
matematica estatica, en la cual la nocidn de funcidon no paso de concebirse como una mera

ecuacion, cuyo argumento central es la incognita.

Serian Newton y Euler, quienes asumirian a los cuerpos la cualidad dinamica del
movimiento en el espacio extenso, y su divisibilidad al infinito. Postura filosofica que les
llevé a establecer definiciones de indole variacional para las nociones de cantidad, o

variable, y funcidn, a partir de unificar los conceptos de cero e infinito matematicos.

Finalmente, las propuestas de Cauchy (1827), Dirichlet (1837), Riemann (1858), etc.,
dejarian de lado la gran cantidad de unificaciones infinitesimalistas contempladas en el
espacio matematico newtoniano, involucrando en las definiciones objetos con cierto grado
de formalizacion que culminarian con la definicion del concepto elaborada por la escuela

bourbakista, como:

“(...) definida por un conjunto de partida E y un conjunto de llegada F, asi como
una relacion de E hacia F, en la cual cada elemento de E posee al menos una
imagen. El conjunto de los elementos de E que poseen una imagen es luego

llamada dominio de definicion de la funcion”.

De estas ultimas definiciones, Freudenthal (1983, citado en Ruiz, 1998, p. 135) ha

comentado que:

“(...) aunque esta definicion esta construida de una manera logicamente
formalizada, sin embargo, se ha oscurecido su esencial significado como accioén
de designacion de variables, ha perdido su caracter dinamico para transformarse

en algo puramente estético”.

Punto de vista que sera definitivo para el disefio de la situacion de ensefianza, que

presentaremos al final del estudio.

En la segunda parte, observamos la “variabilidad” como una nocién o significado
cercano al concepto de funcion. Este conocimiento fue ampliamente utilizado en Europa y

Meéxico a lo largo de los siglos XVIII y XIX en diversas disciplinas procedimentales, como
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fue el caso de la geografia, topografia, astronomia, navegacion y la dptica. En esta tltima,
en los anteojos de enfoque de los llamados equialtimetros (aparatos que permiten medir, en
topografia, los desniveles del terreno) la posicion de la cruz filar en el eje de colimacion,
concebida plana por los disefiadores de dichos instrumentos, era colocada sobre la lente
curva del enfoque. Dicho proceso, cruz filar plana y lente curva, alteraba las observaciones
para el calculo de los desniveles del terreno. Estas alteraciones o errores, eran conocidas
como la “variabilidad” producida por las mismas alteraciones. El tratar de evitar la
variabilidad producida por los distintos instrumentos de medicion, como fueron:
equialtimetros, altimetros, barometros, etc., durante esos siglos, delimit6 una practica social
generadora de conocimiento matematico que culminaria a finales del siglo XVIII con la
escritura del “Méthode des Moindres Carrés” (1795) por Ch. F. Gauss. Sin embargo, antes
que éste, en 1750, el gedometra aleméan T. Mayer, propondria un “método de combinacion”
semejante para compensar los errores en los calculos de las mediciones astronomicas y

aquellos de naturaleza procedimental. De ello trataremos en el andlisis epistemologico.

No obstante que el Método de los Minimos Cuadrados es de gran utilidad en la
actualidad, para 1873, el Ingeniero mexicano Francisco Diaz Covarrubias hizo uso de la
nocion de variabilidad para, tomando esta como eje central, escribir un texto de Calculo
Diferencial para estudiantes del nivel de preparatoria, en el cual los argumentos principales
de funcion, derivada, etc., fueron definidos a partir de esa nocion. Diaz Covarrubias asumio
la variabilidad desde dos puntos de vista: El primero es que puede concebirse en un estado
de “constancia” del todo rectilineo y, el segundo, mas complejo, cual es la continuidad de la
curva. En otras palabras, el estado de constancia “atrapa”, formando parte de, la

variabilidad o movimiento de los fenomenos en estudio.

Sobre el disefio de la situacion de aprendizaje

En la practica educativa, los profesores utilizan diversas estrategias didacticas para la
ensefianza de conceptos, estamos convencidos que un analisis de las (RS) que poseen los
profesores sobre el concepto en estudio, nos permitird una evaluacion sobre los elementos

que estan presentes en el momento de la practica escolar y, sobre todo, aquello que se

11



Capitulo 1
Introduccién

ensefa. Por su parte, los estudiantes no aprenden conceptos en forma aislada, sino que
adaptan experiencias significativas anteriores a situaciones actuales y acceden asi al nuevo
conocimiento, considerandose que el conocimiento anterior coexiste temporalmente con el
nuevo conocimiento, por lo que se consider6 necesario el conocer las (RS) que poseen los
estudiantes sobre el propio concepto. En esta “reconstruccion de significados” el anélisis,
tanto de las concepciones asociadas, como el &mbito en que se desarrollan, son

indispensables para el disefo de la situacion de aprendizaje.

En el disefo de la secuencia aplicamos la propuesta de Beitone (citado en Dollo y
Parayre, 2005) que toma en cuenta la representacion social inicial que el alumno posee
sobre un objeto en particular, y mediante un proceso (que se explica en los capitulos 3 y 5)
que incluye las fases de descontextualizacion, deconstruccion, recontextualizacion,
reconstruccion, y operacionalizacion, nos fue posible incorporar elementos al sistema
periférico, ya que no deseamos romper con la representacion con que cuentan los sujetos en
estudio, sino ampliarla con elementos de caracter variacional para que den a los sujetos una

mejor comprension y aplicacion del concepto de funcion.
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Capitulo 2

Estado del Arte

2.1 Estado del arte

El concepto de funcion ha sido estudiado en numerosas ocasiones y con diferentes
enfoques en (ME), lo que nos sugiere su importancia. Sin hacer un anélisis exhaustivo,
dentro de estas investigaciones, podemos citar a Sierpinska (1992), quien en su analisis
sobre la nocion de funcidn, determind 19 categorias para la comprension de la misma. En
su estudio se aprecian los andlisis de las componentes cognitiva y epistemologica,
incluyendo, ademas, fenomenos como el de la motivacion, conocimientos previos y formas

de exposicion.

En el plano didactico-epistemologico, Ruiz (1998) analizo las concepciones que
presentan los alumnos sobre la nocion de funcion. Estudié el fenomeno de transposicion
didactica, e identificé los obstaculos didacticos y cognitivos alrededor del concepto. Con
ello confirmé que las concepciones de los alumnos coinciden con la evolucion histérica,
ademads de que el tratamiento que se da al concepto de funcion como “objeto de estudio” le

resta importancia como herramienta matematica.

Desde el punto de vista de la matematica formal, Kolmogorov (1975) estim6 para el
concepto de funcidon un sinntimero de posibilidades con diferente grado de generalidad, su

punto de vista fue este:

“(...) A veces se consideran funciones continuas, en otras es preciso
suponer que se trata de funciones diferenciables, una o varias veces, etc.
Sin embargo, el concepto clasico de funcion resulta insuficiente, aun

cuando sea interpretado en el sentido mds general, esto es, como una regla
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cualquiera que a todo valor de x del campo de definicion de esta funcion
pone en correspondencia un nimero Yy = f(x)”. (Kolmogorov, 1975, 216-

217)

Guzman (1998) hizo una presentacion sobre el aprendizaje por parte de los estudiantes de
nociones relativas a funciones y el sentido que cobran en ellos, utilizé un enfoque cognitivo
sustentado en registros de representacion semiotica y su incidencia en el aprendizaje de las
propiedades de las funciones. Por medio de un analisis de respuestas, puso en evidencia el
hecho de que no se ha dado la suficiente importancia a la relacién existente entre las
diversas formas en que es posible representar una funcion. En general, los estudiantes son
“monoregistros”, es decir, sus respuestas estan dadas en el registro en que es formulada la
pregunta, algunas veces recurren al algebraico, pero en la mayoria de los casos no
coordinan dos o mas. Concluye que esta deficiencia es una cuestion de aprendizaje y debe
ser tomada en cuanta sobre lo que se estd enseflando. También detecto la dificultad para
relacionar, ya que los estudiantes no logran coordinar la lectura de un hecho expresado en
un registro determinado y la expresion o formulacion en lenguaje natural y, a la inversa,
expresar un enunciado dado en lenguaje natural en términos de otro registro, y por supuesto

los traslados del registro grafico al algebraico.

Garcia y Serrano (2000) presentaron un estudio sobre el conocimiento profesional del
concepto de funcion por parte de los docentes en matematicas en Educacion Bésica con
reciente actualizacion en el tema. Los resultados indican una compleja y estrecha relacion
entre el significado que cada uno de los docentes concede al concepto y el significado
institucional desarrollado por el programa de actualizacion, y el como estas variables deben
ser tomadas en cuenta para explicar los errores e inconsistencias de profesores y
estudiantes. Las autoras concluyeron que, aun con la experiencia profesional de los
profesores encuestados, no existe una aproximacion a la comprension racional, sino de tipo
instrumental. No establecieron traslaciones entre las diferentes formas de representar una
funcion, al dejar de lado la funcionalidad de este transito, ello les llevo a una dificultad al
tratar de identificar o construir funciones de la vida cotidiana. Nula coherencia entre las

definiciones formal e informal propuestas por ellas mismas, lo que conduce a que el
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significado personal, junto con las practicas institucionales, no provea de sentido al

concepto ni a sus practicas en el aula.

Un analisis de tipo sistémico acerca del discurso del profesor en el aula, en que se
considera la variaciéon como tema principal, centrado en las nociones de funcion y derivada,
fue planteado por Cantoral y Reséndiz (2003). Los autores analizaron las formas o practicas
que se realizan cuando se desea explicar una idea matematica. El estudio concluye que,
dependiendo de las situaciones de interaccion, profesor y estudiantes, los segundos
“construyen” sus propias explicaciones, las cuales son compartidas o negociadas como
acuerdos sociales con la intencion de validar el discurso sobre la clase. Identificaron,
ademas, la participacion de los alumnos en clase como una variable que puede hacer que el
docente tenga que cambiar su discurso para lograr el acuerdo sobre ciertas convenciones

utilizadas.

Acerca de los cambios conceptuales que pueden presentarse, en Valero (2003) se
examino la estabilidad y cambio de las concepciones alternativas de los estudiantes sobre la
nocion de funcion. Mediante disefios instruccionales se analizaron gréaficas de funciones
elementales para favorecer el cambio conceptual. La conclusion fue que, desde el punto de
vista didactico, las concepciones alternativas sufren transformaciones debido a que no
pueden permanecer indefinidamente en los estudiantes, atin cuando algunas son resistentes

al cambio.

Un estudio socio-epistemoldgico sobre la funcion trigonométrica fue presentado por
Montiel (2005). La autora estudio diversas investigaciones sobre el concepto para llegar a
establecer la definicion en la construccion social de la funcidn trigonométrica. El proyecto
fue centrado en el fendmeno didactico, y aporta elementos de caréacter social para explicar
el tratamiento escolar de este tipo de funciones, incorporando, ademads, importantes

reflexiones sobre la propia aproximacion teorica.

Por su lado, Pluvinage y Cuevas (2006), vieron el considerar las competencias que
deseaban que los estudiantes adquieran, asi como reconocer los objetos matematicos en
juego. Estos ultimos presentaron el concepto de funcion desde cuatro registros semidticos,

como fueron: tablas numéricas, representaciones graficas, teclas de calculadora y formulas
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explicitas. En esta ultima investigacion, los significados asociados al concepto aparecen
como “nociones relacionadas” ya conocidas, cuya interaccion en el aula deriva en
acercamientos didacticos mas completos que, es de suponer, llevan al entendimiento de la
definicion del concepto, enunciando éste a través de la dependencia entre variables, e
involucrando elementos de la teoria de conjuntos. Es decir, los autores asumen el
conocimiento que debe ser llevado a la ensefianza, tal como aparece en lo libros de texto de

calculo diferencial.

Estos y otros trabajos de investigacion han reportado diversos acercamientos al
concepto, encontramos estudios de tipo didactico, cognitivo, epistemologico, de la
matematica formal, y recientemente investigaciones que involucran lo social para explicar
los fendémenos de ensefanza y aprendizaje de las matematicas. Incluir lo social no es nuevo,
lo novedoso es el enfoque que se da al incluir esta componente para observar el objeto
matematico y su relacion con los fenomenos que se presentan en el aula y el medio que les
rodea. Es en este sentido que emerge nuestra investigacion, pues consideramos que las
concepciones y comportamientos de estudiantes y profesores surgen como respuesta a
factores que involucran el discurso matematico escolar (DME) y su relacion con el medio

en que se realizan.

2.2 Preguntas de investigacion
(Cuales son las concepciones de los profesores en torno al concepto de funcion?
(En esas concepciones, esta presente el aspecto variacional y dinamico del concepto?
(Cuadles son las concepciones de los estudiantes respecto al concepto de funcion?

(Como son las concepciones de los estudiantes respecto a las concepciones de los

profesores?
(Existe vinculacidon o un eje rector entre esas concepciones?

(Cudles son los factores socioculturales que intervienen en la formacion de esas

concepciones?
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(Como las concepciones de los profesores y estudiantes, pueden ayudar para el disefio

de la situacion de ensefianza que pretendemos?

2.2.1 El punto de partida de nuestra reflexion es la siguiente: ¢Por qué los

profesores y no los estudiantes?

Pudiera pensarse que seria suficiente con realizar un examen a los estudiantes o
revisar sus apuntes sobre el tema, para conocer lo que los profesores transmiten en el salon
de clase. Sin embargo, se hace necesario dirigir nuestro estudio a otros aspectos que
muestren no solo el “qué se ensefia”, sino “cémo se ensefia”. Al analizar las respuestas de
los profesores buscamos aquellos significados asociados al concepto de funcién, en tanto

que pudieran apoyar a los estudiantes en la comprension del mismo.

2.2.2 ¢Para que aplicar un cuestionario a los estudiantes, si ya tenemos los

resultados de los profesores?

Durante los afios de experiencia docente nos hemos percatado de que los estudiantes
“aprenden” diferentes modos de representar una funcion; pueden ser capaces de graficar a
partir de una tabla de valores, de describir verbalmente lo que sucede en un evento y dada
una funcién obtener datos. Sin embargo el paso de un sistema de representacion a otro
causa conflicto. Por ejemplo, se les dificulta explicar verbalmente un fenémeno a partir de
su grafica; o dada una tabla de valores, interpretarla para predecir el comportamiento de la
funcioén. Por esta razon, para contar con un panorama completo que nos permitiera disefiar
una secuencia de aprendizaje, en la que tomaran en cuenta la mayor cantidad de
circunstancias que pudieran afectar el desarrollo de la secuencia, se aplicé un cuestionario a

los estudiantes para verificar sus concepciones en torno al concepto aludido.
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Capitulo 3

|_a teoria de las Representaciones

Sociales

3.1 La teoria de las Representaciones Sociales (TRS)

El concepto de (RS) fue introducido en 1961 a partir de la teoria psicoanalitica de
Freud, por Serge Moscovici en su libro "La psychanalyse, son image et son publique", en
tanto que la teoria se ha desarrollado a lo largo de este tiempo. Una (RS) es aquella
construida por las interacciones de un grupo social y estd formada por ideas, creencias,
opiniones e incluso actitudes sobre algiin concepto o nocion en particular. La funcidon
principal de las (RS) es interpretar la realidad, manteniendo relaciones de simbolizacion y

atribuyéndole significaciones (Guimelli, 2004).
Toda (RS) posee dos componentes:
1. “La cognitiva”, pues supone un sujeto activo, y

2. “Lasocial”, pues las practicas sociales estan determinadas por las condiciones

socioculturales en que la representacion se realiza y se transmite (Abric, 1994).

Las (RS) son formas de interpretar nuestra vida diaria, estilos de modelos del
conocimiento social. Toda actividad mental individual estd determinada a través del
contexto grupal en que se desarrolla el individuo, por tanto la nocidon de (RS) nos sitiia en
un punto en que aprehendemos diariamente de nuestro medio ambiente la informacion que
se vierte sobre el de las demads personas. El conocimiento es, entonces, “espontaneo”,

socialmente elaborado y compartido.
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“El concepto de (RS) designa una forma de conocimiento especifico, el saber
del sentido comun, cuyos contenidos manifiestan la operacion de procesos

generativos y funcionales socialmente caracterizados” (Jodelet, 1984, p. 474).

Se define, entonces, por informaciones, imagenes, opiniones, actitudes de un sujeto,
hacia otro sujeto. Es un fendmeno caracteristico de la interaccion del sujeto y del objeto,
que se enfrentan modificandose mutuamente sin cesar (Piaget, 1968). Lo anterior implica

que exista una actividad constructiva y reconstructiva en cada representacion.

Las (RS) se conforman a partir de la informacion, la experiencia, el conocimiento y
los modelos de pensamiento y se construyen mediante imagenes, sistemas y categorias

sobre un elemento en particular:

“La representacion social es una modalidad particular del conocimiento,
cuya funcion es la elaboracion de los comportamientos y la comunicacion
entre los individuos. (...) es un corpus organizado de conocimientos y una
de las actividades psiquicas gracias a las cuales los hombres hacen
inteligible la realidad fisica y social, se integran en un grupo o en una

relacion cotidiana de intercambios.” (Farr, 1984, p. 496)

En su obra, Moscovici sefala que el concepto de (RS) tiene dos aspectos basicos para
su definicion. Por un lado, son una forma de conocimiento y, por otro, son una forma de
reconstruccion mental de la realidad, de tal suerte que s6lo se dan en el intercambio de
informacion con otras personas. Por lo que una (RS) no es una respuesta a un estimulo u
objeto exterior sino la reconstruccion de ese estimulo del objeto real. En tal sentido las (RS)

no son estaticas, sino que se encuentran en continua variacion o movimiento.

e ;Cbmo se forma una representacion social?

Las (RS) se estructuran a partir de la informacion, la experiencia, el conocimiento y
los modelos de pensamiento y se construyen mediante imagenes, sistemas y
categorias sobre un elemento en particular.

En resumen, toda (RS) posee las siguientes caracteristicas:
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0 Siempre son la representacion de un objeto,

0 Tienen caracter de imagen y es posible realizar pequefios cambios en la idea, la
percepcion y el concepto.

0 Poseen un caracter simbolico y significante.

0 Poseen un caracter constructivo.

0 Poseen caracter autdbnomo y creativo.

e Las funciones de las representaciones sociales
Segun Abric, ya citado, las (RS) poseen cuatro funciones esenciales:

1. La funcioén principal de las (RS) es la interpretacion de la realidad que nos rodea
ya que facilitan la comunicacion al contar con un marco de referencia en un
contexto especifico lo que permite el intercambio y la difusion de saberes.

2. Definen la identidad y permiten salvaguardar la especificidad de los grupos,
ejerce un control en los procesos de socializacion.

3. Guian los comportamientos y practicas. Reflejan la naturaleza de reglas y
vinculos sociales, lo que conlleva a comportamientos o practicas obligados.

4. Funcion justificadora. Permite justificar la definiciéon y comportamiento de los

grupos.

3.2 Estructura de las representaciones: nucleo central y elementos

periféricos
e Definicion del nodo central de una representacion social

El “nodo central” es el elemento que sostiene a la representacion. Toda representacion
esta construida alrededor del nticleo o sistema central, formado por uno o varios elementos
que dan significacion a dicha representacion. El nucleo central es el elemento mas
resistente al cambio y es determinado tanto por la naturaleza del objeto representado, como
por la relacion que el grupo (o sujeto) mantiene con el objeto, y ademds con un sistema de

valores y normas sociales. La identificacion del nucleo central es determinante para
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conocer el objeto propio de la representacion. Estd vinculado a la memoria colectiva, a la
historia del grupo, y a la propia historia del individuo; es estable, coherente y rigido,

resistente al cambio y poco sensible al contexto inmediato.

Operacionalizacion de la
representacion: si llega el caso de

Descontextualizacion: estudio Recontextualizacion, vuelta al una evaluacion por ejemplo, el
del mismo concepto en un marco familiar del alumno rofesor somete a prueba la
contexto diferente nueva" Representacion a partir
del estudio de un ejemplo
Repreéentacion Deconstrucion: el alumno es Reconstruccion: el alumno
inicial confrontado con un conflicto construye una representacion
sociocognitivo y reconstruye la ~———————Jp alternativa, modelo mas
representacion inicial perfecto de analisis de la
realidad

Estrategias didacticas del profesor y el proceso de aprendizaje de los alumnos. Segtin Beitone et al.
(2004). Tomado de Dollo y Parayre (2005)
Las representaciones sociales surgen en el contexto de lo familiar que opera como
base para comparar y ayuda a entender lo que ocurre, y lo desconocido, que nos descontrola
y nos hace representar nuevos objetos. Ese nuevo objeto se traslada entre ambos espacios y

se reconstruye hasta llegar a ser familiar de nuevo. Asi, en el contexto de la ensehanza:

a) El alumno posee una representacion inicial del objeto.

b) Descontextualizacion: el concepto es estudiado o aplicado en otra situacion
diferente a la anterior.

¢) Deconstruccion: Cuando el alumno realiza interacciones se genera un conflicto
sociocognitivo que lo lleva a reorganizar sus concepciones anteriores integrando
nuevos elementos surgidos de la propia confrontacion.

d) Recontextualizacion: puede provenir de interacciones interindividuales o
intraindividuales, y es en este momento que discute de nuevo sus propias

representaciones.
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e) Reconstruccion: Construye una nueva representacion que involucra una
reorganizacion debida a las interacciones.
f) Operacionalizacion: es la aplicacion de la nueva representacion en un caso o

ejemplo diferente.
e Loselementos periféricos

Alrededor del nucleo central se tienen los “elementos periféricos” o “sistema
periférico”. Como elementos jerarquizados desempefian un papel esencial en la
representacion, puesto quo son la interfase entre el nicleo central y el objeto mismo. Los
elementos periféricos permiten la integracion de las experiencias individuales, lo que
soporta la heterogeneidad del grupo es, ademas, evolutivo y sensible al contexto inmediato.

Asegura la proteccion del nodo central.

Los elementos periféricos son el vinculo entre el nodo central y la situacion concreta
donde se elabora o trabaja la representacion. Tienen como funciones, (Abric 2006):
e Concrecion: Viene del anclaje de la representacion en el contexto.
e Regulacion: Es el proceso de adaptar las evoluciones del contexto.

e La defensa: Favorece un sistema capaz de resistir los cambios.

e La representacion como doble sistema

Toda representacion esta construida alrededor del nucleo central, formado por uno o
varios elementos que dan significacion a dicha representacion. El nticleo central es el
elemento mas resistente al cambio y es determinado tanto por la naturaleza del objeto
representado, como por la relacion que el grupo (o sujeto) mantiene con el objeto, y ademas
con un sistema de valores y normas sociales. La identificacion del niicleo central es
determinante para conocer el objeto propio de la representacion. Esté vinculado a la
memoria colectiva y a la historia del grupo, es estable, coherente y rigido, resistente al
cambio y poco sensible al contexto inmediato. Asi, en Valero (2003), en el estudio sobre la
estabilidad y cambio de las concepciones alternativas de los estudiantes sobre el concepto
de funcion, se menciona que existen concepciones que se encuentran mas arraigadas en los

estudiantes, que son mas dificiles de modificar. Desde el punto de vista de las RS, esto
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ocurre cuando aquellas concepciones que se quieren modificar en el sujeto, se encuentran
en el sistema central de dicha representacion. Las concepciones alternativas que se
remueven con mayor facilidad seran, entonces, las que se encuentren en el sistema
periférico de la representacion social. En el mismo estudio se menciona que estas
concepciones alternativas sufren transformaciones, pues no pueden permanecer
indefinidamente en los estudiantes, aunque sean resistentes al cambio. Nosotros agregamos
que no pueden permanecer indefinidamente en los estudiantes, puesto que son vinculadas a
practicas que van a modificar la (RS) que de ellas se tiene. Esta modificacion puede darse,

incluso, tanto en el nucleo central como en los elementos periféricos.

La representacion posee, entonces, un doble sistema:

> “Un sistema central”, esencialmente social, que relaciona las
condiciones histdricas, socioldgicas e ideoldgicas. Su papel es esencial en la
estabilidad y coherencia de la representacion

> “Un sistema periférico”, asociado a las caracteristicas individuales,
permite, de esta forma, una adaptacion en funcion de las experiencias personales en
torno al nticleo central. El sistema periférico no se considera menor que el central,

es fundamental para la preservacion o transformacion de la RS.

Caracteristicas de los sistemas central y periférico

SISTEMA CENTRAL SISTEMA PERIFERICO
Vinculado a la memoria Permite la integracion de las experiencias e
colectiva y a la historia de grupo historias individuales
Consensual, define la Soporta la heterogeneidad el grupo

homogeneidad del grupo

Estable, coherente y rigido Flexible: soporta las contradicciones
Resiste al cambio Evolutivo
Poco sensible al contexto inmediato Sensible al contexto inmediato

(Segun Abric, 1994) Tomado de El pensamiento social. Guimelli p. 85
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Para cambiar una (RS) es necesario romper con la representacion anterior, lo que

algunas veces resulta dificil por la coexistencia que se da entre la concepcion anterior y la

nueva que se proponga. En la ensefianza de la matematica, esto sera posible en la medida en

que se disefien situaciones que involucren a los alumnos en procesos de cambio:

/v Recontextualizacion

RS

>

(RS).

descontextualizacion —J»| Deconstrucciéon \ Operacionalizacion

Reconstruccion

La nocion de construccion social de la realidad implica la conceptualizacion de las

De acuerdo a Ibaniez (1988), las representaciones no solo reflejan la realidad, sino que

intervienen en su elaboracion. Una (RS) es al mismo tiempo pensamiento constituido y

pensamiento constituyente. Constitutivo ya que es transformado en productos de la vida

social a partir de los cuales se interpreta la realidad, y reflejan el seno en el cual se

formaron. Y pensamiento constituyente, ya que intervienen en la formacion de la

representacion del objeto del cual son parte.

*“(...) el conocimiento matematico aparece pues como una construccion social, por el
hecho de que la base del conocimiento matematico (el conocimiento lingiistico con
sus convenios y sus reglas) es una construccion social y el hecho de que los procesos
sociales interpersonales de dialogo y de critica son necesarios para convertir el
conocimiento matematico subjetivo de un individuo en un conocimiento objetivo

socialmente aceptado(...)”” (Dubois, 2000, s. p.).

El proceso ya citado sera fundamental para el disefio de la situacion de aprendizaje

que presentamos en el capitulo 5, en tanto no deseamos romper con la (RS) que los

estudiantes poseen sobre en concepto de funcion, sino mas bien, incorporar a €sta la nocion

de variacion en la forma que se discute mas adelante.
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Luego, y para nuestro propdsito, entendemos las (RS) como una construcciéon
personal que integra elementos y que se ha generado en la practica del profesor. Estas (RS)
transforman e impactan las concepciones de los estudiantes al momento de impartir su clase

mediante procedimientos y actividades en el aula.
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Capitulo 4

Analisis Preliminar

4.1 Analisis Didactico

Consideraciones didacticas

En el ambito escolar, el concepto de funcion matematica es abordado en los cursos de
calculo de nivel superior en primer semestre. En el Sistema de Institutos Tecnologicos
(DGEST), el tema se ubica en la segunda unidad del programa de Matematicas I, Calculo
Diferencial, para todas las carreras de ingenieria impartidas en el mismo. La importancia de
este concepto es tal, que de ahi se desprenden una serie de razonamientos y aplicaciones
propias de la materia y de otras asignaturas consecuentes a esta, lo que hace suponer

necesaria su correcta comprension por parte de los estudiantes.

Estamos en posicion, entonces, de analizar las concepciones que poseen los

profesores acerca del concepto de funcion. De aqui la pregunta:
¢ Cuél es el lugar del concepto de funcion en la ensefianza en el nivel de ingenieria?

De acuerdo al programa oficial vigente, la asignatura Matematicas I (Calculo

Diferencial, clave ACM-0403) contempla como aportacion al perfil del egresado, que este:

a)  Desarrolle un pensamiento 16gico matematico formativo que le permita analizar

fendmenos reales que involucra razones de cambio y modelarlos.

b)  Desarrolle su creatividad para la solucion de problemas de optimizacion
asociados a funciones reales de una sola variable.

El objetivo general del curso es centrado en el concepto, esto es:
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“El estudiante dominard el concepto de funcion y desarrollara la habilidad

numérica y geométrica para representar las funciones, aplicara la derivada como

una herramienta para la solucion de problemas practicos del area de ingenieria en

que se imparte esta materia”.

El programa consta de seis unidades, estas son:

Unidad 1. Numeros reales.

Unidad 2. Funciones.

Unidad 3. Limites y Continuidad.

Unidad 4. Derivadas.

Unidad 5. Aplicaciones de las derivadas.

Unidad 6. Diferenciales.

Temario:

Unidad 1. Numeros reales

1.1 Clasificacion de los numeros reales.

1.2 Propiedades.

1.3 Interpretacion geométrica de los niimeros reales.

1.4 Desigualdades lineales y cuadraticas y sus propiedades.

1.5 Valor absoluto y sus propiedades.

Unidad 2. Funciones

Objetivo educacional:

Identificara los diferentes tipos de
funciones y sus propiedades. Realizara
operaciones con funciones e

interpretara su representacion grafica.

2.1 Definicion de funcion.
2.2 Representaciones de funciones (tablas, graficas,
férmulas y palabras).
2.3 Clasificacion de las funciones por su naturaleza;
algebraicas y trascendentes.
2.3.1 Funcién polinomial.
2.3.2 Funcién racional.
2.3.3 Funcién raiz.
2.3.4 Funcién trigonométrica.
2.3.5 Funcién exponencial.
2.3.6 Funcion logaritmica.
2.3.7 Funcién definida parte por parte.

2.3.8 Funcion inversa.

Al analizar el programa encontramos que no se menciona explicitamente la forma

variacional del concepto de funcion.
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Con relacion a la bibliografia recomendada en el programa, y la utilizada por los

profesores, encontramos lo siguiente:

Existen numerosos libros de texto de Calculo Diferencial, los seleccionados para su

revision obedecen a las sugerencias de uso que aparecen en el propio programa oficial

vigente y en un sondeo realizado a docentes sobre aquellos libros que son utilizados

comunmente por ellos, ademas de que estos ultimos se encuentran en la mayoria de los

centros de informacion de los I.T. (en la bibliografia se encuentra la referencia completa).

TEXTO

CONCEPTOS
PRECEDENTES

CONTENIDOS RELATIVOS AL CONCEPTO
DE FUNCION

W. Granville
(2005)

(La publicacion
original es de
1901)

Variables y constantes
Intervalo de una variable
Variacion continua

Funciones

Variables independientes y dependientes
Notacion de funciones

La division por cero, excluida

Grafica de una funcion: continuidad

E. Swokowski
(1989)

Los niimeros reales
Sistemas de coordenadas en
dos dimensiones

Larecta

La definicion de funcion
Operaciones con funciones

Larson/Edwards | e Graficas y modelos e Uso de las notacion de funcion para representar y
(2006) e Modelos lineales y ritmos o evaluar funciones
velocidades de cambio e Dominio y recorrido o rango de la funcion
e Grafica de una funcioén
¢ Tipos de transformaciones de las funciones.
e Clasificaciones y combinaciones de funciones
Purcell e Sistema de numeros reales. | ® Funciones y sus graficas (notacion, definicion,
(2000) e Desigualdades. dominio y rango).
e Sistema de coordenadas e Operaciones con funciones.
rectangulares. e Funciones trigonométricas.
e La linea recta.
e Gréficas y ecuaciones.
Stewart e Presentacion preliminar en | o Cuatro maneras de representar una funcion.
(2001) que plantea algunas ideas e Modelos matematicos.

del célculo, principalmente
como surgen los limites
cuando se intentan resolver
problemas

e Nuevas funciones a partir de las ya conocidas.
e Calculadoras graficadoras y computadoras.

Tratamiento del concepto de funcidon

Planteamos enseguida el analisis que se hizo de los textos antes mencionados. Para

ello, centramos la atencion en el concepto de funcion estimandole como una dependencia

entre variables, viendo este tltimo como el “saber que debe ser llevado a la ensefianza” en

28



Capitulo 4.
Andlisis Preliminar.

el sentido como le concibe Chevallard (1985). El concepto de funcidn, en ese contexto, es
descrito en los libros de texto de calculo del nivel licenciatura, de manera semejante y
alterna a la definicion dada por Dirichlet en 1837, como:
“Si una variable Yy esta relacionada con otra variable X, de tal manera que
siempre que se atribuya un valor numérico a X, hay una regla segun la cual
queda determinado un tnico valor de Y, entonces se dice que Y es una funcion de

la variable independiente X”. (Citado en Boyer, 1986, 687)

Para el analisis de los textos escolares, Camacho (2007) propuso hacer un
encadenamiento entre los distintos significados asociados al saber para la ensefianza,

considerando este ultimo con el simbolo E, , en tanto los significados asociados se estiman
con los simbolos E ,E,,E,,E;,... dependiendo de su posicion en los libros. Usaremos este

punto de vista y nomenclatura en el andlisis. En este sentido, nos interesa reconocer la
posicion donde los autores colocan en el texto al saber para la ensefianza, lo cual serd un

indicativo del encadenamiento de los conocimientos que muestra su propia coherencia.

Granville (2005) define funcidén como una relacidon entre dos variables, de modo que
el valor de la primera queda determinado si se da un valor a la segunda, de forma que la

primera viene a ser funcion de la segunda.

Existen autores que se refieren a la relacion entre valores del dominio y
contradominio como un “mapeo” o bien como una “aplicacion” entre elementos de un

conjunto a otro (Lipschutz, 1992).
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El concepto de funcion es definido Larson y Edwards (2006, p. 39 ) como una
relacion entre dos conjuntos, en donde destacan una variable X independiente y una variable

y dependiente de aquella:

“Sean X y Y conjuntos de nimeros reales. Una funcion real f de una variable
real x de X a Y es una correspondencia que asigna a cada nimero X de X

exactamente un numero Yy de Y.

El dominio de f es el conjunto X. El nimero Yy es la imagen de X por f y se
denota mediante f(x), a lo cual se le llama el valor de f en x. El recorrido o
rango de f se define como ¢l subconjunto de Y formado por todas las imagenes

de los nameros X.”

f Rango
Y=f(x)

El texto se centra en funciones dadas por ecuaciones que contienen variables

dependientes e independientes.

En Swokowski (1989, p. 30), se utiliza la nocioén de correspondencia para explicar el

concepto de funcién como:

“Una funcion f de un conjunto D a un conjunto E es una correspondencia

que asigna a cada elemento X de D un elemento unico y de E”.

“El elemento y de E es el valor (funcional) de f en y se denota por f(x). El
conjunto D se llama dominio de la funcion. El contradominio de f es el
subconjunto de E que consta de todos los valores posibles f(X) para x en D.

(Se llama también ambito de la funcion)”.
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En esta direccion, en los textos aparece dominante la definicion del concepto en
términos de una correspondencia entre variables. Véase por ejemplo la siguiente definicion:
«Una funcion f es una regla de correspondencia que asocia a cada objeto X

en un conjunto, denominado dominio, un solo valor f(x) de un solo

conjunto. El conjunto de todos los valores asi obtenidos se denomina
rango de la funcion.» (Purcell, 2000, 37)
En este caso, podemos decir que el saber para la ensefianza, que llamaremos E, esta
por encima de los conocimientos asociados E, E,,E,, E;,.... Purcell sugiere iniciar la

ensefianza con esa definicion para con ello continuar e intentar dar significado al propio
concepto, haciendo uso de los registros conocidos de formula, variable y tabla de valores.

Es decir plantea un discurso que no necesariamente lleva el siguiente orden:

E,. - E,>E —>E,—>E —>..
—
Saber para la Conocimientos asociados

ensefianza

Por su parte, Stewart (2001), inicia el tema de funciones con la presentacion de un

conocimiento asociado E : cuatro maneras de representar una funcion, sin embargo, antes

de terminar la seccion define:

“Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento X de un conjunto A

exactamente un elemento, llamado f(X), de un conjunto B”. (op. cit. p. 12)

Muestra significados asociados al concepto, como los siguientes:

s G et
entrada salida

Diagrama como maquinas para una funcion Diagrama de flechas para f
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Para luego introducir los términos de “dominio”, “variable independiente” y “variable

dependiente”.

De acuerdo al analisis propuesto por Camacho (2007), obtenemos los siguientes

encadenamientos de los libros revisados:

Autor Base de significados utilizada
W. Granville E,->E, >E,—>..>E
E. Swokowski E.->E, ->E —>E, >..>FE
Larson / Edwards E,>E,—>E —>E,>..>FE
Purcell E,->E,>E —>E,—>..—>FE
Stewart E,—>E —>E —>E, —>..>E

Desde un punto de vista por demas elemental, el conocimiento para la ensefianza

E, debiera colocarse al final de la cadena de los conocimientos asociados. En los textos

analizados encontramos que este se encuentra antes o entre los propios conocimientos

E,.E,,E;.....E..., asumidos como los diversos significados que adquiere el conocimiento
inicial E, lo cual, en principio, resta coherencia a los mismos, y atn al propio discurso

establecido para el concepto, impidiendo en la practica escolar la comprension real y su

posterior utilizacion del concepto.
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4.2 Analisis Cognitivo
Seccidn 1. La eleccién del método de recopilacion
4.2.1 Panorama de los métodos

Existen diversos métodos de recoleccion de datos que llevan a determinar una (RS).
Segtin Abric (1994) la pertinencia y calidad proporcionan la validez del analisis y sus
resultados. De ahi la importancia de elegir la herramienta adecuada para obtener la (RS) en
estudio, pues recordemos que estas son definidas por dos factores: su contenido y su
organizacion, por lo que ambos deben estudiarse como uno solo, puesto que se integran
dentro de un grupo en un contexto social e ideologico del cual dependen. El grupo social
construye y representa la realidad, de ahi que el analisis de las representaciones sociales

conlleve estudiar los componentes cognitivos y los componentes sociales. En este sentido:

“Una representacion siempre es una representacion de algo para alguien” (Flores, J.,

prologo en Doise, 2005)

El estudio de las (RS) supone la utilizaciéon de métodos de recoleccion que nos
permitan:

a) Identificar y hacer emerger los factores que la componen,

b) Conocer la organizacion de sus componentes y,

c¢) La identificacion y verificacion del sistema central.
Métodos de recoleccion de contenido

a) Los métodos interrogativos (verbales o esquematicos) determinan una expresion
que afecta al objeto estudiado: entrevista, cuestionario, tablas inductoras, dibujos y soportes

graficos, aproximacién monografica.

b) Los métodos asociativos tiene una base mas espontanea y menos controlada:

asociacion libre, carta asociativa.
Métodos de identificacion de la organizacion y estructura de la representacion:
a) Métodos de identificacion de lazos: construccion de pares de palabras, grupos de

términos.
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b) Métodos de jerarquizacion: los tris jerarquizados sucesivos, elecciones sucesivas

por bloques.

¢) Métodos de control de la centralidad: técnica de cuestionamiento del ntcleo

central, método de induccidn por guidn, método de esquemas cognitivos base.

4.2.2 La eleccion del método del cuestionario.

e Estudio del concepto de funcién desde el punto de vista de las (RS)

Para la verificacion de las concepciones de los profesores, utilizamos un acercamiento

plurimetodolégico, pues no encontramos un método que por si solo cumpliera con las tres

condiciones para la recoleccion. En la primera parte de la encuesta sobre el concepto de

funciodn, se inicia con una presentacion sobre la intencidn del cuestionario y algunas

recomendaciones para su respuesta, seguido de una parte de datos generales de los

encuestados que consideramos importantes para nuestro estudio, véase la siguiente tabla.

e Presentacion del tipo de preguntas elegidas

Datos Generales

Profesion

Escuela de Egreso Afio de egreso

Postgrado

Escuela de Egreso Ano de egreso

Institucion donde labora

Afios como docente

Nombre de los cursos de Matematicas que

ha impartido

Sexo

Masculino Femenino

Afio de Nacimiento

Estudio el concepto de funcion en:
Primaria

Secundaria

Bachillerato

Profesional

Otros

Grado:
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Primera Etapa: Recoleccion del contenido

En las preguntas 1 y 2 se utiliza el método de asociacion libre mediante el cual los
docentes escriben las palabras que evocan al pensar en la palabra funcion. Sus respuestas

proporcionan una manera de sondear el nodo estructural latente de las RS.

Pregunta 1:

(Cuales son las palabras o expresiones que vienen a su mente al pensar en (el concepto) la

palabra Funciéon? (Funcion, jqué es?)

Escriba al menos cuatro y méximo diez.

1

2

10
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Pregunta 2:

(Cuales son las palabras o expresiones que vienen a su mente al pensar en la definicion de

Funcién que usted ensefia? (Funcion, ¢por qué?)

Escriba al menos cuatro y maximo diez.

1

2

10

Segunda Etapa: Busqueda del contenido y del sistema central

Es un método para jerarquizar la informacion, de una lista de 20 proposiciones se
piden las cinco mds importantes, luego las cinco mas alejadas del concepto. Pone en

evidencia los elementos centrales de la representacion.

La lista de palabras se eligi¢ de los libros de texto que los profesores utilizan de forma
regular para la preparacion de sus clases. En el caso de la palabra “variabilidad”, atin
cuando no se menciona en los libros de texto, se incluyd, pues consideramos importante su

relacion con otros significados asociados, como son:

“variable” — “variacion” — “variabilidad™, para la comprension del concepto en estudio

(Camacho, 2007).
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Pregunta 3:

Lea atentamente las siguientes expresiones:

1. Ley de Causa - efecto 11. Férmula
2. Modelo matematico 12. Dependencia de variables
3. Variabilidad 13. Grafica
4. Ley 14. Variable independiente
5. Dependencia entre cantidades 15. Dominio
6. Ecuacion 16. Inferencia
7. Regla de correspondencia 17. Expresion analitica
8. Contradominio 18. Variable dependiente
9. Tabla de valores 19. Variacion
10. Prediccion 20. Otras
a) Desde su punto de vista, ;Cuales son las 5 expresiones que mas se ajustan al

b)

concepto de funcion? Escribalas en orden de importancia.

+importante ‘ ‘ ‘ | | | | | | ‘ -importante

Desde su punto de vista, ;Cuales son aquellas expresiones que no tienen nada que

ver con el concepto de funcién?

+alejada ‘ ‘ ‘ | | | | | | ‘ -alejada
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Para verificar la informacion del sistema de representacion

El analisis nos llevara a conocer el grado en que los conocimientos estan arraigados.

Proposicion 4:

De la lista de proposiciones dada, marque la casilla que corresponda a las siguientes

oraciones:

1. Totalmente de acuerdo
Parcialmente de acuerdo
Ni de acuerdo ni en desacuerdo

Parcialmente en desacuerdo

vk N

Totalmente en desacuerdo

Proposiciones

Totalmente
de acuerdo

Parcialmente
de acuerdo

Ni de
acuerdo ni
en
desacuerdo

Parcialmente
en
desacuerdo

Totalmente
en
desacuerdo

Una recta vertical interseca la grafica de una
funcién més de una vez

Una funcién es un modelo matematico

Si f(s) = f(t), entonces s =t

Las funciones surgen siempre que una cantidad
depende de otra

Un simbolo x que representa un nimero en el
dominio de f se llama variable independiente.

Existen unicamente tres formas de representar
una funcion: grafica, numérica, formula

La funcién de una cantidad variable es una
expresion analitica

Una funcion es una regla de correspondencia

Una variable continua es aquella que toma todos
los valores reales en su recorrido

En una funcién se da una relacion de causa —
efecto entre sus variables

El conjunto de valores correspondientes a la
variable dependiente se le 1lama el
contradominio o rango de la funcién.

Una variacion es el cambio de posicion o estado
de una cantidad

Las funciones expresan leyes que generalizan
cualquier expresion algebraica

En el contradominio se mueven los valores de y a
partir del movimiento de las X

Las variables pueden representar entidades
fisicas reales

Las variables son asignadas generalmente por las
primeras literales del alfabeto
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Identificacion de lazos y puesta en evidencia de los elementos centrales

Nos lleva a la organizacién interna y ensamble de los elementos de la representacion.

Muestra, ademas, un método de asociacion libre.

Proposicion 5: Lea atentamente la siguiente lista:

—_—

O 00 3 N »n B~ W DN

. Inferencia

. Algebraico

. Formula

. Aproximacion
. Variabilidad

. Ecuacion

. Modelo

. Patrén

. Idealizacion

10. Prediccion

11. Dependencia

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

Interpretar
Representacion

Tabla de valores

Ley de causa efecto
Modelo matematico
Grafica

Regla de correspondencia
Prediccion

Conclusiones

Otras

Después de haber leido atentamente, construya diez cadenas asociativas acerca del término

funcion.

Cada cadena inicia con el término funcion y debe tener cuatro términos incluyendo el de

funcion. Cada término puede ser utilizado en varias cadenas.

1.

e A R

Funcion=>

->

Funcion=>

Funcion=>

Funcion=>

Funcion=>

Funcion=>

Funcion=>

Funcion=>

Funcion=>

10. Funcion=>

V280 0 8 2 B T N T 7

28 0 7 0 T 2 B T
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Tercera Etapa: Verificacion de la centralidad

Es un método indirecto para encontrar una relacion de similitud entre sus partes.

Proposicion 6:

Lea la siguiente lista de palabras y responda los incisos de abajo.

1. Algebraico 16. Dependencia entre variables
2. Cantidad 17. Gréfica
3. Numérica 18. Dependencia
4. Aproximacion 19. Curva
5. Variabilidad 20. Imagen
6. Ecuacion 21. Férmula
7. Modelo 22. Variacion
8. Variable independiente 23. Verbal
9. Idealizacion 24. Origen
10. Prediccion 25. Variable dependiente
11. Ordenada 26. Conclusiones
12. Interpretar 27. Patron
13. Representacion 28. Correspondencia
14. Algebraica 29. Movimiento
15. Numeros reales 30. Dominio
31. Otras
a) En la lista anterior, subraye (marque) las palabras que no comprenda.
b) Haga grupos con palabras que seglin usted posean algo en comin (que se

relacionen). Incluya entre dos y seis por categoria.

Una palabra puede ser utilizada al mismo tiempo en diferentes grupos.

c) A cada categoria escribale un titulo ( de dos o tres palabras méximo por titulo)
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Primer grupo

Segundo grupo

Numero Palabra

Numero Palabra

Titulo:

Titulo:

Tercer grupo

Cuarto grupo

Numero Palabra

Nuamero Palabra

Titulo:

Titulo:

La proposicion 6, permite mostrar la organizacion del contenido de una

representacion en un sistema de categorias mediante grupos de palabras. Es un método

indirecto para encontrar una relacion de similitud entre sus partes.

Las proposiciones 5 y 6 proporcionan los procesos de esquematizacion de la red y una

relacion de similitud.

Las proposiciones3, 5 y 6 conducen a la identificacion del nodo central y los

elementos periféricos.
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Seccion 2. Construccion del cuestionario y tratamiento de datos

Para la primera parte, nuestra intencion fue conocer las concepciones que los docentes
del 4rea de matematicas presentan sobre el concepto de funcién, por lo que consideramos
conveniente permitir que ellos escribieran “espontaneamente” las palabras que evocan al
pensar en este concepto, para contar asi con una serie de ideas del “sentido comun” (Dollo,

2001).

Al requerir una jeraquizacion de proposiciones relativas al concepto, elegimos
aquellas que son presentadas en diversos libros de texto como relacionadas con el tema, y
tomando en cuenta que nos llevaran explicitamente a reconocerlas en el esquema de las

(RS).

Con el fin de verificar la informacion que se posee sobre el concepto, se obtuvieron
una serie de proposiciones basicas sobre el tema, a las cuales los docentes deberan
responder de acuerdo o en desacuerdo, algunas de ellas mostraban palabras cambiadas e
intercaladas con las demads, lo que nos permitird conocer el grado en que el conocimiento

esta presente.

Para llegar a un nivel de esquematizacion, se crearon las cadenas asociativas y los
grupos de palabras, esperando encontrar en ellas regularidad y obtener el nodo central y sus

elementos periféricos.

4.2.3 El método de tratamiento de datos

Existen diversos programas como son: Atlas.ti 5, Nud Ist 6 y MAXqda 2, Aquad 5,
Etnograph 5, Win max pro. Para el estudio utilizamos el Software QSR Nvivo 7 *' por ser
una herramienta cuyo objetivo es facilitar el andlisis cualitativo de datos textuales en
proyectos de investigacion, mediante un programa altamente avanzado y de los mas

utilizados a nivel mundial.

" QSR International Pty. Ltd, provee este y otros programas para analisis de datos. Nvivo 7 es la tltima
version del programa NUD*IST (Non-numerical Unstructured Data * Indexing Searching and Theorizing:
Datos No estructurados y no numéricos * Indexar, registrar y teorizar).
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Esta ultima, es una herramienta cuyo objetivo es facilitar el analisis cualitativo de

datos textuales, mediante un programa altamente avanzado. Posee una interfase simple y

facil de usar.

Mediante este programa es posible gestionar tanto datos como texto

enriquecido, usando negrita, cursiva, colores y otros formatos; con amplia habilidad

para editar, visualizar codigos y vincular documentos tal y como son creados,

codificados, filtrados, manejados y registrados, con unidades de anélisis no fijas.

Incluye:

® Manejo de documentos y codificacion.

¢ Manejo de datos.

e Modelado (representacion grafica).

e Resumenes, informes y exportacion de los mismos.

Con Nvivo 7 es posible:

>
>

A\ A\

YV V V V V VY

Editar texto del documento sin desorganizar la decodificacion.
Utilizar diversos documentos (entrevistas, cuestionarios, video,
audio, fotos) para un mismo proyecto.

Relacionar anotaciones, archivos externos y paginas web.
Relacionar “memos” editables y codificables.

Establecer vinculos a otros documentos, fotos, audio o video y hacer
anotaciones a estos (esta informacion debe ser codificada para poder
introducirla al sistema.

Visualizar la codificacion mediante nodos para depurarla con acceso
al contexto.

Organizar y describir documentos y nodos automaticamente.

Buscar datos o palabras clave auto codificados.

Cruzar algunos nodos, atributos y esquemas textuales.

Representar graficamente las ideas y enlazar los datos.

Realizar busqueda avanzada por atributos (edad, sexo, materia, etc.).
Ademas de “fusionar” varios proyectos que contengan la misma

estructura, los conjuntos de documentos de cada proyecto se
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combinan en un solo grupo, y los sistemas de indizacion se combinan
en uno solo.
Los documentos son escritos en un procesador de texto (Word) e importados a Nvivo

7, dentro del cual se modifican y/o codifican de acuerdo al criterio del investigador.

Todos los datos y busquedas pueden ser guardados, editados o codificados en nuevos

nodos o carpetas.

Con el Nvivo 7 se puede dividir la informacion textual recopilada en la investigacion,
asignar categorias estableciendo relaciones, realizar busquedas textuales, construir matrices

y tablas de frecuencias con la informacion necesaria.

Seccion 3. Modalidades de la encuesta y poblacion estudiada:
4.2.4 Andlisis de la poblacion

Se aplico el cuestionario a cinco docentes del Departamento de Ciencias Basicas del
Instituto Tecnologico de Cd. Jiménez y a ocho docentes del Departamento de Ciencias

Basicas del Instituto Tecnoldgico de Chihuahua II.

Caracteristica Instituto Instituto Tecnoldgico
Tecnoldgico de Cd. de Chihuahua Il
Jiménez
Afos laborando en docencia 0-1 2 pers 16-20 3
11-15 2 pers 21+ 5
16-20 1 pers
Sexo Masculino 3 Masculino 7
Femenino 2 Femenino 1
Cursos de matematicas que ha | Mate | 4 Mate 1 4
impartido Mate I1 3 Mate 11 2
Mate 11 4 Matelll 5
Mate VI 1 Mate IV 2
MateV 1
Mate para L.C. 3 Analisis Numérico 2
Mate para L.I. 3
Mate Arquitect. 3
M¢étodos Numéricos 1
Estudi6 el concepto de funcion | Secundaria 2 Secundaria
en : Bachillerato 3 Bachillerato 5
Profesional 3 Profesional 5
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Grado Académico Ingenieria 4 | Ingenieria 5
Maestria Admon. 1 | Maestria
Doctorado Doctorado M.E. 1
Edad del profesor en afios 25-30 1 25-30
31-35 1 31-35
36-40 2 36-40
41-45 1 41-45 3
46+ 46+ 5
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4.2.5 Andlisis de las respuestas:

Ejemplos de respuestas. R1 significa respuesta a la pregunta 1, R2 respuesta a la

pregunta 2, y asi sucesivamente.

Pregunta

Respuesta

P1:

(Cuales son las palabras o
expresiones que vienen a su
mente al pensar en (el
concepto) la palabra Funcion?
(Funcion, ;jqué es?)

R1.
- Circo, teatro, fiesta (palabras que no se relacionan con
funcion matematica).
- De teatro, de box, de cine, (aiin cuando en la
presentacion del cuestionario se menciona funcioén
matematica).
- Correspondencia
- Conjuntos
- Dependencia
- Dominio y rango
- Ejes coordenados
- Expresion
- Grafica
- Regla de asignacion
- Relacion
- Representacion trabajo
- Valor
- Variables dependientes
- Variables independientes
En general se obtuvieron entre cinco y siete palabras por
docente a P1.

P2:

(Cuadles son las palabras o
expresiones que vienen a su
mente al pensar en la
definicion de Funcién que
usted ensefia? (Funcion, ;por
qué?)

R2:

- Accion

- Conjuntos

- Contradominio

- Correspondencia

- Dependencia

- Dominio

- Grafica

- Linea vertical

- Numeros reales

- Rango

- Regla de asignacion

- Relacién

- Variable dependiente

- Variable independiente
Respondieron entre 3 y 7 palabras de las 10 posibles.

P3:
De una lista de expresiones:
a) Las expresiones que mas se

R3:
a)  Dependencia de variables, regla de
correspondencia, variable independiente, contradominio,
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ajusten al concepto de funcion. | dominio, grafica, prediccion, variable dependiente, ley
de causa — efecto, tabla de valores, variabilidad.
b) Las expresiones mas b)  Ley, inferencia, formula, dominio, expresion

analitica, ley de causa — efecto, variacion, variabilidad,

alejadas del concepto de

funcion. tabla de valores, modelo matematico, expresion

analitica, dominio, dependencia entre cantidades.

El 10 % menciona que todas poseen algo en comin

R4: Los porcentajes se muestran en la siguiente tabla. Los numeros en negritas

representan el porcentaje de respuesta correcto a cada pregunta

Proposiciones Totalmente | Parcialmente | Ni de Parcialmente | Totalmente
de acuerdo | de acuerdo | acuerdo ni en en
en desacuerdo | desacuerdo
desacuerdo

Una recta vertical interseca la grafica de una funcion 20 20 60%

mas de una vez

Una funcion es un modelo matematico 40% 40

Si f(s) = f(t), entonces s = t 40 20% 20

Las funciones surgen siempre que una cantidad 60% 20 20

depende de otra

Un simbolo X que representa un niimero en el 80% 20

dominio de f se llama variable independiente.

Existen tinicamente tres formas de representar una 20% 20 60

funcion: grafica, numérica, formula

La funcion de una cantidad variable es una expresion 0% 80

analitica

Una funcién es una regla de correspondencia 80% 20

Una variable continua es aquella que toma todos los 40% 20 40

valores reales en su recorrido

En una funcion se da una relacion de causa — efecto 40 20 20 20%

entre sus variables

El conjunto de valores correspondientes a la variable | 80% 20

dependiente se le llama el contradominio o rango de

la funcion.

Una variacion es el cambio de posicion o estado de 40% 20 20 20

una cantidad

Las funciones expresan leyes que generalizan 20% 40 40

cualquier expresion algebraica

En el contradominio se mueven los valores de y a 60% 20

partir del movimiento de las X

Las variables pueden representar entidades fisicas 60% 40

reales

Las variables son asignadas generalmente por las 16.7 16.7 16.6 50%

primeras literales del alfabeto
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Pregunta Respuesta

P5: R5:

La expresion mas utilizada fue Tabla de valores seguida
por modelo y dependencia, luego:
asociativas con las - gréfica

- representacion

- prediccion

ley causa — efecto

- variabilidad

- modelo matematico

- interpretar

- ecuacion

- aproximacion

- algebraico

- patron

- regla de correspondencia

- formula

- conclusiones

- inferencia

Construir cadenas

expresiones dadas.

Numero de palabras utilizadas (de 21 totales) fue entre
13 y 18 por docente.

E1 90% realizaron las 10 cadenas asociativas.

P6: R6:

Expresiones utilizadas: entre 14 y 20.
Formar grupos y

Palabras que no comprende:
nombrarlos.

- idealizacion y verbal

- algebraico, numérica, modelo, idealizacion,
ordenada, interpretar, curva, imagen, verbal, origen.
- Idealizacion

Se observo dificultad en nombrar los grupos formados.
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4.2.6 Resultados de la aplicacion del cuestionario a docentes
Primera etapa: recoleccion del contenido

Para las dos primeras preguntas, los docentes respondieron mediante asociacion libre
a partir de un término inductor: funcién. Dando entre tres y siete palabras del total de diez
que era posible escribir. Las mas utilizadas fueron: dominio, contradominio, dependencia,

correspondencia, expresion y conjuntos.
Segunda Etapa: Busqueda del contenido y del sistema central

Comprueba la existencia de una jerarquizacion colectiva. Pone en evidencia los

elementos centrales de la representacion.

Cinco mas importantes o cercanas del Cinco mas alejadas del concepto de
concepto funcién
Ley de causa-efecto, grafica, interpretar, Numérica, numeros reales, ordenada, origen.

formula, modelo, modelo matematico, ley, |El 10% respondi6 que todas las palabras

idealizacion. tienen que ver con el concepto.

Para verificar la informacion del sistema de representacion:

Proposicion 4: Fundamentada en conceptos matematicos teoricos, los resultados

muestran un dominio del tema entre un 45% y 60%.
Identificacion de lazos y puesta en evidencia de los elementos centrales

Proposicion 5: mediante asociacion libre deben construirse diez cadenas de cuatro
términos cada una iniciando con el de funcién. La mayoria de los encuestados construyo las
diez cadenas completas, de un total de 21 palabras mostradas, el promedio de utilizacion es
de 13 a 18 palabras. Las mas utilizadas fueron “Tabla de valores” con frecuencia de 26 por

todos los sujetos encuestados, seguido por modelo, dependencia, representacion y grafica.
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Ejemplos:

Todas las cadenas inician con el término funcidn.

Idealizacion =

Tabla de valores =
Dependencia =
Dependencia=>
Variable=>
Representacion=>
Modelo matematico=>
Variabilidad=>

Regla de correspondencia=>
Inferencia=>
Variabilidad=>
Representacion=>
Grafica =2

Modelo matematico=>
Tabla de valores=>
Modelo matematico=>

Regla de correspondencia=>

Formula=>
Grafica =
Regla de =2
correspondencia
Prediccion=>
Variacion=>
Grafica=>
Prediccion=>
Algebraica=>
Modelo matematico=>
Interpretar=>
Aproximacion=>
Tabla de valores
Variabilidad=>
Variabilidad=>
Grafica=>

Dependencia=>

Dependencia=>

Prediccion
Representacion
Tabla de valores
Inferencia
Variabilidad
Tabla de valores
Variabilidad
Ecuacion
Grafica
Prediccion

Representacion

Ley causa - efecto
Prediccion
Prediccion
Variables

Variabilidad
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Tercera Etapa: Verificacion de la centralidad

La proposicion 6, permite mostrar la organizacion del contenido de una
representacion en un sistema de categorias mediante grupos de palabras:

Numero promedio de palabras utilizadas 14 a 20.

El 76% completaron el nimero total de cadenas con los términos sugeridos.

El 61% nombro los grupos, el resto no lo hizo.

Palabras que no comprende: Sujeto 1: “idealizacion” y “verbal”. Sujeto 2: Subray6

b9 b 1Y 99 CCy 29 9

“algebraico”, “numérica”, “modelo”, “idealizacion”,”’ordenada

929 99 ¢ 9% ¢

,” interpretar”, “curva”,

“imagen”, “verbal”, “origen” (sin embargo, tres de ellas las utilizé en la respuesta cinco
para construir cadenas). Sujeto 3: “idealizacion”.

Se percibe dificultad para nombrar los grupos y/o seguir las instrucciones.

Ejemplos de categorias:

Titulo: Derivando | Titulo: Representacion Titulo: Relacion

grafica de una funcién

Curva Interpretar Representacion — idealizacion
Aproximacion Representacion Imagen — dominio
Movimiento Grafica Movimiento - curva
Ordenada
Origen
Curva
Titulo: Titulo: (sin titulo) Titulo: Control
Prongsticos
Modelo Dominio — imagen
Aproximacion Patron Verbal — imagen
Variabilidad Ecuacion Cantidad — conclusiones
Idealizacion
Prediccion
Variacion
Conclusiones
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Titulo: Titulo: Solucion grafica | Titulo: Recta numérica
Ecuacion Algebraico
Gréfica Algebraica Numeros reales
Curva Gréfica Origen
Origen Curva
dependencia Imagen
dominio
Titulo: Prediccion | Titulo: Variacion Titulo: Una funcion simple
Variable Formula
Modelo Variacion Dependencia
Patron Variabilidad Imagen
Tabla Variable dependiente
Variable independiente
Dominio

Las conclusiones sobre los resultados obtenidos se pueden ver al final del Anélisis

Preliminar, en este mismo capitulo.
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Seccion 4. Cuestionario a estudiantes
4.2.7 El por qué del cuestionario

De acuerdo a Borello (2007), el maestro ha forjado sus concepciones en un
determinado contexto que se caracteriza por una multiplicidad de elementos entre los cuales
el ambito social (sistema escolar, familia y otras agrupaciones) que contribuye en la
formacion de sus concepciones y en general de su postura frente de la realidad que lo rodea
de la que hacen parte la escuela, los alumnos y los conocimientos que quiere transmitir, por
ello, al tomar decisiones en el aula, se observa como las concepciones del profesor actiian
no solo en la actividad, sino que influyen de gran manera sobre las concepciones de sus
estudiantes. Por su parte, Farfan (1990, p. 4), menciona: “Las relaciones que él (el alumno)
tiene con los objetos matematicos estan condicionadas por las representaciones que se
forja mas globalmente de la actividad matematica, de una u otra de las maneras de
aprender las matematicas, de su posicion en relacién a las matematicas y mas
globalmente, incluso de su status de alumno. La forma en la que vive una situacion de
ensefianza y sus producciones matematicas en ese contexto son condicionadas por las
caracteristicas de la costumbre didactica™. Es de esperar, entonces, que sus
representaciones estén influenciadas por el medio en que se desenvuelve (no puramente
escolar). Por esta razdn, en nuestro estudio, se considerd necesario el estudiar las
concepciones de los estudiantes respecto al concepto de funcion, y complementar nuestro

analisis cognitivo del mismo.

4.2.8 Presentacion del tipo de preguntas elegidas

Al inicio del cuestionario se preguntan datos generales de los estudiantes, como son:
escuela donde estudio el bachillerato, afio de egreso, carrera y semestre actual, edad en afios
cumplidos, sexo, nombre de los cursos de matematicas que ha tomado, y si recuerda haber

estudiado el concepto de funcion matematica con anterioridad.
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Primera Etapa: Recoleccion del contenido

Para la pregunta 1 se usa un método de asociacion libre, mediante el cual los
estudiantes escriben las palabras que evocan al pensar en la palabra funcion. Esta pregunta

es idéntica a la presenta en el cuestionario de los docentes.

Pregunta 1: ;Cudles son las palabras o expresiones que vienen a su mente al pensar en

(el concepto) la palabra Funcién? (Funcion, ;qué es?)

Escriba al menos cuatro y maximo diez.

—

O| 0| I O | K~ W N

—_
[

Segunda Etapa: Busqueda del contenido y del sistema central

Es un método para jerarquizar la informacion, de una lista de 20 proposiciones se
piden las cinco mas importantes, luego las cinco mas alejadas del concepto. La lista de
palabras se eligi6 de los libros de texto que los profesores utilizan de forma regular para la
preparacion de sus clases. Se incluy6 “variabilidad”, pues es parte de la cadena asociativa 'y

eje central de nuestro estudio: “variable” — *“variacion” — ““variabilidad”.

A diferencia del cuestionario aplicado a los profesores, en esta pregunta se incluy6 lo
siguiente: En la lista anterior, ¢existe alguna o algunas palabras que no comprenda?,
¢ Cudles? Pues consideramos que es importante el saber si todas las palabras utilizadas en la
encuesta son entendidas por los encuestados, ya que esto nos permitira obtener informacion

acerca de ello.
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Pregunta 2: Lea atentamente las siguientes expresiones:

1

2.

8.

9.

. Ley de Causa - efecto

Modelo matematico

. Variabilidad

. Ley

. Dependencia entre cantidades
. Ecuacion

. Regla de correspondencia

Contradominio

Tabla de valores

10. Prediccion

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

18.

19.

20.

Formula

Dependencia de variables
Grafica

Variable independiente
Dominio

Inferencia

. Expresion analitica

Variable dependiente
Variacion

Otras

a) En la lista anterior, ;existe alguna o algunas palabras que no comprenda?,

(Cuales?

b) Desde su punto de vista, ;Cuales son las 5 que mas se ajustan al concepto de

funcioén? Escribalas en orden de importancia.

+importante ‘ ‘

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -importante

b) Desde su punto de vista, ;Cuales son aquellas que no tienen nada que ver con el

concepto de funcion?

+alejada ‘ ‘

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -alejada
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Para verificar la informacion del sistema de representacion

Identificacion de lazos y puesta en evidencia de los elementos centrales

Nos lleva a la organizacién interna y ensamble de los elementos de la representacion.

Muestra, ademas, un método de asociacion libre. Similar a la pregunta hecha a los

profesores, la inica diferencia es el nimero de cadenas pedidas.

Proposicion 3: Lea atentamente la siguiente lista:

1. Inferencia

2. Algebraico

3. Formula

4. Aproximacion
5. Variabilidad
6. Ecuacion

7. Modelo

8. Patron

9. Idealizacion
10. Prediccion

11. Dependencia

12. Interpretar

13. Representacion

14. Tabla de valores

15. Ley de causa efecto

16. Modelo matematico

17. Grafica

18. Regla de correspondencia
19. Prediccion

20. Conclusiones

21. Otras

Después de haber leido atentamente, construya cinco cadenas asociativas acerca del

término funcion.

Cada cadena inicia con el término funcion y debe tener cuatro términos incluyendo el

de funcion. Cada término puede ser utilizado en varias cadenas.

Funcion=> =4 >
Funcion=> > >
Funcion=> > >
Funcion=> > >
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Funcion=> > >

Tercera Etapa: Analisis de las correspondencias entre los diversos tipos de

representaciones.

En algunas ocasiones la ensefianza no presenta los resultados esperados, algunas ideas
erroneas son observadas en el transcurso de la clase y resulta dificil erradicarlas. Las causas
pueden ser muy variadas: lo extenso de los programas, lo numeroso de los grupos, falta de
interés por los conceptos ensefiados, poca motivacion por parte del profesor, las
concepciones que poseen los alumnos. Estas “concepciones” poseen cierta estabilidad y es
necesario tenerlas en cuenta, pues de lo contrario se mantienen y el saber propuesto se

desliza y no “impregna” a los estudiantes (Giordan, 1988).

Como se menciona en el capitulo anterior, una de las funciones de las (RS) es la de
guiar los comportamientos y las practicas, pues reflejan la naturaleza de las reglas y los
vinculos sociales en los grupos. El conocer esas concepciones nos permite adaptar la
ensefianza, es decir, proponer alternativas dependiendo del grupo a que esté dirigida la
clase, no es suficiente con presentar los conceptos y esperar que sean aceptados e
integrados por todos. Un estudiante se apoya sobre “ideas” que estan disponibles para €I,
esto es, sus concepciones, originadas por experiencias anteriores, su interpretacion e
interaccion con el medio que le rodea. El aprender, entonces, no es un proceso de
transmision, ni de acumular concepciones, sino de transformacion y evolucion de estas con

el fin de estructurarlas de modo que presenten algiin significado o aplicacion.

Dado que se ha observado que los estudiantes poseen diversas concepciones o modos
de representacion de un objeto matematico y, presentan serias dificultades en conectar esos
contextos, e incluso, los perciben como modos separados (Font, 2000). En esta etapa se
presentan dos ejercicios en los cuales se pide a los estudiantes que describan un evento en
particular, y luego, que lo grafiquen, como una forma de verificar la existencia de alguna

conexion entre ellos.

Proposicion 4: Usted pone algunos cubos de hielo en un vaso, lo llena con agua fria y

lo deja sobre la mesa.
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a) Describa con palabras como cambia la temperatura del agua a medida que

pasa el tiempo.

b) A continuacion, trace una grafica aproximada de la temperatura del agua

como funcion del tiempo transcurrido.

Pregunta 5

En un circulo el radio es variable, es decir, el radio aumenta y disminuye. ;Qué otras

cantidades cambian?

Describa graficamente la variacion del problema anterior, de tal forma que sea
posible identificar las variables y las constantes. (Es necesario definir las literales X, Y, o

bien a, b, etc.)

Verificacién de la centralidad

En este caso se utiliz6 una pregunta directa que nos permitiese indagar si los

conceptos descritos en las primeras preguntas pertenecian al sistema central o al periférico.

Pregunta 6.

(Cual es la definicion del concepto de funcidn matematica?
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4.2.9 Resultados de la aplicacion del cuestionario a estudiantes.

Pregunta 1: Las palabras mas utilizadas fueron: dependencia, ecuacion, derivada,

grafica, ecuacion, matematica, variables, dy/dx=, f(x)=, integral.

Respuestas a Pregunta 2:

Palabras que no comprende

Cinco mas importantes o
cercanas del concepto

Cinco mas alejadas del
concepto de funcién

Inferencia,

regla de correspondencia ,
ley de causa — efecto,
variabilidad

Modelo matematico,
Ecuacion,

Dependencia de variables,
Variable dependiente,
Variable independiente.

Ley de causa efecto,

Ley,

Regla de correspondencia,
Prediccion,

Inferencia.

Respuestas a Pregunta 3:

En la elaboracion de cadenas, las palabras mas utilizadas fueron: ecuacion, gréfica,

modelo, representacion, dependencia, modelo matematico, tabla de valores.

Algunos ejemplos de cadenas asociativas:

ecuacion—»

Férmula —

Modelo

Modelo matematico—>
Representacion —
Representacion —
Modelo —»

Modelo —»

Grafica >
Variabilidad —
Modelo matematico —
Modelo —»

Respuestas a Pregunta 4:

Variacion —
Dependencia —
Variabilidad —»

Ecuacion —»
Patron —
Grafica —»
Patron —»
Férmula —»
Representa —
Inferencia —
Aproximacion —
Variabilidad —»

Prediccion
Interpretar
Tabla de valores
Dependencia
Ecuacion
dependiente
Grafica
Ecuacion
Tabla valor
Conclusiones
Ecuacion
Aproximacion

Se observa muy poca conexion entre la respuesta con palabras y la respuesta grafica,

en general no explican en forma correcta el fendmeno, y en la mayoria de los casos la
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grafica no corresponde a la explicacion (atin cuando esta no sea correcta). Existe una

desvinculacion entre ambas representaciones.

Ejemplos de respuestas:

Respuesta

Gréfica

Se pondra mas fria, luego llega a tal punto en el cual empezara a
descender.

Cruzo la linea de cero grados

Se va enfriando llegando a un limite donde empieza el proceso
inverso hasta estabilizarse con el ambiente.

Frio — tiempo

Disminuye hasta que alcanzan los dos la misma temperatura.

No incluye grafica

El agua tiene su punto de congelacion a cero grados centigrados
(menos de cero grados permanece en congelacion), al poner los cubos de
hielo, estos tienen una Temp., de 0°C y el agua mayor de 0°0 aunque
esta fria, por lo cual hay una transferencia de energia (calor) y este se va
del al agua fria al hielo (caliente a frio) hasta que permanezcan en
equilibrio (los dos objetos tengan la misma Temp.). Hay que recordar
que para un cambio de fase (hielo-agua) se utiliza una constante
diferente.

No supo representarlo, presenta
una linea descendente respecto al
tiempo y temp.

Conforme el tiempo pasa, el agua llega al equilibrio térmico con
el hielo, después empieza a calentar por la temperatura del ambiente.

No incluye grafica

La temperatura de ambos cuerpos(agua — hielo) tienden a un
equilibrio térmico, lo cual implica que para que esto suceda el hielo debe
aumentar de temp. Mientras que el agua baja su temp. A medida que
transcurre el tiempo, el agua tiende a decrecer en su temp.

Presenta recta descendente
respecto del tiempo y la temp. No
supo representarlo.

El agua se encuentra a temp. Ambiente y los hielos a — C, cuando
se coloca el hielo en el agua, comenzara a producirse el equilibrio
térmico entre ambas temp. El hielo gana calor (energia entre sus
moléculas, y el agua pierde, asi hasta que se encuentren en equilibrio.

Presenta una linea descendente
respecto a la Temp.. y conforme
avanza el tiempo.

df(T) /dt

La Temp., aumenta conforme
aumenta el tiempo. De manera
exponencial. (No inicia en cero)

Respuestas a Pregunta 5.

La mayoria respondid con area, perimetro, didmetro. Al igual que en el caso anterior

las gréaficas estan desconectadas de las respuestas, cerca del 20% de los encuestados no

realiz6 la gréfica.

Respuesta

Gréfica

Area, perimetro. circulos

La circunferencia

Sobre los ejes coordenados dos circulos

El area, volumen.

Definié x como area ey como radio trazando una linea recta

Area, perimetro

Dos circulos marca X = radio, y =

area

Area, circunferencia,
componentes del radio.

Circulo en ejes coordenado x, y. Incluye formula del area e intenta
sustituir el radio en componentes X, y en senos y cosenos.

Diametro, perimetro,
area.

Marca tres graficas, una para cada variable, todas respecto del radio.

Cambia el area, el

Marca tres graficas, una para cada variable, todas respecto del radio
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perimetro y didmetro.

Area, perimetro, Recta de 45° en ejes coordenados x= radio, y= area.
didmetro.

El area y su perimetro. Grafica 1: area aumenta respecto al radio. (curva)

Grafica 2: Recta ascendente para perimetro.

Area y didametro. Sin grafica.

Area, didmetro y Dos circulos separados y muestra la formula del —area, iguala con y
perimetro. y deriva dy/dx.

Pregunta 6. ;Cual es la definicion del concepto de funcion matematica?

Ejemplos de respuestas:

Representacion mediante variables del comportamiento de un cuerpo.

Una variable y, depende de la variable x.

Es una ecuacion que actiia sobre el tiempo y se aplica en un problema cotidiano o no
cotidiano.

Es una expresion en la cual se plantea una situacion ya sea real o imaginaria para llegar a un
resultado 6ptimo el cual resuelve una o mas incognitas.

Es la dependencia de variables, cuando una variable estd en funcion de otra variable.

Cambio o variacion de algiin fendmeno dependiente a alguna constante independiente. Es la
dependencia de una variable a otra.

Es el comportamiento de una funcién con respecto de una variable determinada.

Tenemos dos conjuntos, X e y; una funcidn asigna exactamente un valor del conjunto x al
conjunto y.

Es un modelo matematico que trata de aproximarse a la representacion de un fenémeno de
forma idealizada. Una funcién y (variable dependiente), estd en funcion de x, z, etc. (variables
independientes).

Es la relacion entre ciertas variables y constantes, puede variar con respecto al tiempo, etc.

Una funcion, la cual de forma matematica, por medio de una ecuacion, expresa graficamente
la relacion entre variables.

Es la ecuacion en la que un término depende del otro.

Igualdad, relacion entre variables que cumple la ley de correspondencia, se establece
mediante un modelo que describe la variacion de un fenémeno.

Una funcién es una expresion matematica que representa una dependencia entre variables o
bien una relacion entre las mismas.

Es un modelo matematico con variables dependientes e independientes que por medio de la
representacion de una grafica y su interpretacion, predice el comportamiento de cierto suceso.

Funcion: es la representacion de la variacion de un valor, de manera que para cada valor de
una variable le corresponda uno o mas valores de la variable (variables) dependiente

Observamos que definen la funcién como una correspondencia de variables que, de
acuerdo a (Ruiz, 1998), se encuentra en la categoria CE6 “Correspondencia arbitraria:
aplicacion™, la cual nace en el Siglo XVIII con los trabajos de Euler sobre funciones
“arbitrarias” y el Siglo XIX con los trabajos de Fourier, Cauchy, etc., la cual es expresada

como f(X) o y, nocion que perdura hasta nuestros dias.
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4.3 Analisis Epistemologico

4.3.1 Etapas de desarrollo del concepto de funcion.

El analisis epistemologico del concepto ha sido ampliamente tratado por diversos

historiadores e investigadores dedicados a la ensefianza de la matematica, desde la propia

perspectiva de su desarrollo histérico. De entre los historiadores, se reconocen los trabajos
de: Brunschvicg (1922), Bachelard (1971), Boyer (1959, 1986), Youschevitch (1976),
Crombie (1987), Grattan-Guinness (1984), D "hombres (1987), Diudonné (1989), etc. En

cuanto a las aportaciones que han documentado investigadores en Matematica Educativa se
tienen los de Sierpinska (1989a, 1989b, 1992), Ruiz (1998), Montiel (2005), Farfan y
Garcia (2005), entre otras.

La siguiente tabla condensa el analisis epistemoldgico que sobre el concepto de

funcioén realizé Ruiz (1998), en el cual se describen siete concepciones asociadas a su

desarrollo historico, tomando en cuenta los invariantes del grupo y las diversas

representaciones simbolicas usadas para ello. Estas etapas son adoptadas para nuestro

proyecto, a partir de que el analisis epistemoldgico que planteamos enseguida es sujeto a

las mismas.

CE Concepcion Epistemologica

Concepcion Situaciones Invariantes Representaciones Momento
historico
CEl Fenomenos Relacion causa — Medidas en Matematica
., naturales donde efecto. cantidades. babilonica, griega.
Relacion entre intervienen
cantidades de Tablas

magnitudes fisicas

magmtudes variables.
variables
CE2 Magnitudes fisicas | Relacion de En principio Desde la
, en especial la conmensurabilidad | relaciones matematica
Razén o , - g 2t 2 s
roporcién Geometria y la entre magnitudes retoricas”’como el helénica hasta
prop ) Astronomia homogéneas. teorema de Thales, Oresme y Galileo.
posteriormente
expresiones de la
forma a:b::c:d
CE3 Magnitudes Proporcionalidad Uso de términos Inici6 en las
entre magnitudes. como: formas, latitud, | escuelas de

fisicas:

ammmetamntnandn laa

Toannie. A

NN LA o DVl nan
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Grafica movimiento, luz, Relacion de longitud. Oxford y Paris en
e calor, etc., en un dependencia . . el siglo XIV.
(Version sintética) intento por cualitativa. Los'gra%ﬁcos adquirian Méximo
su significado en
representar en representante
f . forma global.
orma grafica la Oresme.
variacion y la
dependencia entre
magnitudes.
CE4 Al buscar un Cuando una Ejes cartesianos, Surge de los
Curva método de ecuacion contiene | coordenadas, trabajos de
expresion de las dos cantidades representacion Descartes y
(Analitico — relaciones desconocidas, hay | algebraica. Fermat siglos XVI
geométrica) numéricas entre un lugar y XVILLY
determinadas correspondiente, y permanece en la
propiedades de el punto extremo matematica.
objetos de una de estas
geométricos, cantidades
basados en el describe una linea
método de las recta o una linea
coordenadas. curva (Descartes).
CE5 Intray Identificacion de Aparicion de los Comienza con los
Expresion extramatematicas. | las cantidades términos fluentes y trabajos de
anaﬁi tica Problemas de la variables con las fluxiones. Descartes y
' , expresiones o Fermat, seguido
Astronomia y la [ Leibniz (1673) .
.. analiticas. . o de los trabajos
Fisica. introduce el término .
s mecanicistas y
funcion f x. o
geométricos de
Euler generaliza la Newton y Leibniz
serie: (siglo XVII), y
fy= continua con
aptaz+azira’+. az+... | Bernoulli,
Lagrange y Euler
(XVII - XVIII).
Nace el Analisis
Matematico.
CE®b6 Conexiones entre Nace la nocién de | Es expresada como Siglo XVIII con
. fisica y correspondencia f(x), 0. los trabajos de
Cor'respondenma matematicas: arbitraria (que . , Euler sobre
arbitraria: . A partir de la teoria de .
o cuerda vibrante). perdura hasta ) funciones
Aplicacion. . conjuntos y postura g te
. nuestros dias) . arbitrarias” y
Se crea una nocién bourbakista como: f: .
. . siglo XIX con las
mas general de X—Y, o bien x—>f(x). series
funcion. L, ) . .
Continfian los graficos | trigonométricas de
cartesianos y aparecen | Fourier, y trabajos
los graficos de Venn de Cauchy,
(con fines did4cticos). | Dedekind,
Lobachevsky,
Riemman y
Dirichlet.
CE7 Todas las de F=(A,B,G) esuna | Las anteriores en A partir de la
variacion en funcién cuanto a notacion y, estructuracion

Funciéon como

dnseen

cualquier dominio

<GcAxB, x€A,

en cuanto a graficas

sistémica y logica
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terna cientifico, yeB tal que los ejes cartesianos. de la teoria de

=(F.X.Y) susceptlbles de ser (x.y)eG. cpnjuntos (ﬁ'ne'lle':s
modelizadas . siglo XIX e inicio
funcionalmente. R es una funcion del XX)

Xy, (X,y) €Ry
(x,2) eER=>y=z

La nocién de funcidén, como una correspondencia entre dos tipos de objetos es
relativamente antigua. Para nuestro proposito, el concepto fue concebido en términos de la
nocion de variacion, por N. Oresme, y utilizado en fenémenos fisicos analizados en su
época que involucraban movimiento, como son el calor, la distancia, la velocidad, etc. Para
designar estas tltimas, utilizo6 la palabra “cualidad” en tanto portadora de la propia nocion
de variacion. Oresme represento a través de figuras que simulan estar en correspondencia
las cualidades de las magnitudes involucradas, por ejemplo, tiempo contra velocidad, etc.
En este sentido, las figuras contenian las propiedades intrinsecas de las cualidades, es decir,
cumplen con la funcién de describir el cambio y la variacion (Sudrez, 2006). Oresme se

encuentra entre las etapas CE2 y CE3, planteadas por Ruiz (1998).

Por su lado Galileo, haciendo estudios sobre la caida de los cuerpos, busco relacionar
los diferentes conceptos involucrados con la ayuda de leyes y formulas determinadas por

sus observaciones. El caso de la expresion para la caida libre en la que el espacio se

describe como: 1 pt* siendo p la fuerza inicial y t el tiempo, debi6 ser planteada por

Galileo como una proporcion homogénea entre las cantidades, como: d, :t,,d, :t,,...

En cuanto a la forma geométrica de T
describir la dependencia entre magnitudes, en
Galileo (1613) se plantea la determinacion
del “seno verso” de un angulo o,

senva =1—(cos) para ubicar la distancia

aparente entre dos manchas del Sol, Ay B.

Desde la Tierra T, la distancia aparente entre las manchas es la correspondiente a

senva —senvf, que en términos de las magnitudes horizontal y vertical, son ML-NL=MN.
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Lo interesante de la figura de Galileo es la relacion de dependencia que describe entre las

magnitudes involucradas.

La concepcion en la utilidad de la razén o proporcion, en Oresme y Galileo, privilegio

un “prototipo” entre magnitudes en variacion (Ruiz, 1998)

No obstante, es en Descartes y Fermat donde aparece con mas detalle una relacion de
dependencia entre magnitudes en variacion. En el caso de Descartes, este realizo
construcciones geométricas muy detalladas haciendo uso de instrumentos o regletas como
el mostrado en la siguiente figura. En este caso las posiciones horizontales de las
magnitudes AC, AE, AG corresponden con las posiciones BC, DE, FG. Esta posibilidad
muestra ademas una relacion de dependencia entre las magnitudes AC con CD, AE con EF,

AG con GH, etc., las cuales conciernen, a su vez, con las curvas a las que pertenecen.

(Tomado de Le Geometrie, livre second, p.17).
Descartes hizo uso de un sinnimero de ecuaciones para describir las curvas que

estudio6. Por ejemplo la ecuacion de la parabola:

qmgz““f,

que se describe en las paginas 75 y 76 de la obra citada.

Sin embargo, para Descartes, durante el siglo XVII, la naturaleza de los cuerpos
consistia solamente en considerarlos a través de su extension geométrica, es decir, en
cuanto sus caracteristicas de largo, ancho y profundo, sin concebirles la posibilidad de

movimiento en el espacio geométrico cartesiano, lo cual, en si mismo, fue una limitacién
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que no permitio a los gedometras de esta época valorar el aspecto variacional de las

magnitudes.

No obstante el vocablo “funcion” apareceria asociado a las curvas geométricas hacia

1694 en los trabajos de Leibniz:

“(...) la abscisa, la ordenada, o el radio de curvatura de una curva en un punto

M, es una funcién del punto M”. (cit. por Youskevitech, 1976, p.129)

En Newton las funciones son ecuaciones asociadas a las fluxiones y las fluentes, en

tanto semejantes a las expresadas por Descartes, Newton manipulaba la geometria

cartesiana a partir de nociones mas cercanas a las que actualmente se utilizan, como son las

de: ordenada, abscisa, proporcion entre cantidades, “relacion entre cantidades fluentes”,

“relacion entre fluxiones”; expresiones que se hacen infinitas (ver figuras). No obstante, sus

concepciones de variable y variacion son intrinsecas a las cantidades fluentes o en

movimiento y las fluxiones, en la forma simboélica X — X, lo cual tiene que ver con su

manera de concebir el espacio.

Etant donnde lo Relation des @nantités Fluentes, tronwer
o e Relation, de leuys Fluxions,

SOLUTION

1. Isrosez I'Equation par laquelle la Relation donnée eft

Dbkprimég fuivant les Dimenfions de Pune de fes Quantitds
Flueutes » par ‘exemple; & multiplies fes Termes par une Pro_
gz-e[ﬁonhﬁth'metique quelconque, & enfiite par_:’i_ faites certe Opé~
xation féparément pour chacune des Quantieds Fluentes ; aprds quoi
égalez X zoro la fomme de tous les produits , & vous aurez VE-
quation cherchée. . ’ :

Il Exemere L 8ila Relation des Quantitds Fluentes 2 &y
eft k¥~ ax? - axy =y} =0, difpofez d'abord kes Termes fuivaat
#, & enfuice fuivane y, & multipliez-les comme vous voyez.

Multipliez x3  ——ax*  daxy—yi] —yr  agy gt
Ex o.0f o 201

e £ . % .G .4 .o

Vous aures 3xxt — z2axx + dxy 4 — gy e ayE 4

Ia fomme des produits eff 34w — 2k - aly— 33y =+ s, qui
raie égalée 3 zero, donne ha-Relation:des Flusions x & yycardi
vous donngz & volonté.une valeur & », IEquation x3 —ax: +

i3 == 0, donners la‘valenr dey ; ‘ce qui drant déterming,
Voi aurh # 1y 34— axT3x* == 24 - g,

LIV, Poir mieus encore éclaircir ceci foit ACD un demi Cercie

‘décrit fur le Dismerre AD & BC Pardon-

née, Faites AB=x, BC=y, AD ==u, <

NOUS RUICE == Vg o o == Vet — =

Va.v—;f—:l/dx—-'—:;' Vax , &c. par lama-

niere doande ci-deflus, Donc BC oul'ot- A B35 [

donpéey deviendra Ia plus grande, lor

que Vax furpaera le plus tous les Termes T =

fw!',- Vasx, &c. Celt-adire, lodque x == *a, mais elle finita’, kJrﬂ .

que x==a; car fivous faites x plus grand que 4, Ia fornme 4 fous

Ies Termes— = vax — gV ax — ooy Vax , &, fera inflnie, Tiya
EECAI T . - ilird

de plus une autre limire, lorfque x =0, } caufe de Fimpoflibilité

at -
Vg v g Vax

Tomado de: La methode des fluxions, et des suites infinites.

En Euler, y Newton, se asume a la extension cartesiana de los cuerpos geométricos la
cualidad del movimiento, fijando el espacio como inmévil e incorporando la nocidn de

fuerza, asi como la divisibilidad de los cuerpos al infinito. A partir de estas concepciones se
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comprenden mejor las definiciones de variable y funcion analitica planteadas por Euler en
su obra “Introductio in analysi infinitorum”, escrita en 1748. Euler propuso la notacion f x.

(Véase las definiciones en los siguientes parrafos tomados de la obra traducida al francés, p.

2):

2. Une quantité yariable eft une quantité indéterminée , ou,
[ lon veur'y une quantité wnverfelle , qui comprend toutes les
valeurs déterminées.

. Une guantité varighle devient déternitnée, lorfod’on lui
* 2z
artribue une valewr déterminée g;:c!r:dzzgr:e.

..

4. Uhne fonction de quantiré variable eff une expreffion analy-
tigite compofie , de g:{c.’gue maniere que ce foit , de certe méme
quansitd & -de nombres , ou de quantités-conflantes.

LR R ]

Si bien, Youschevitch (1976), identificé tres aspectos fundamentales en la definicion
del concepto de funcidn euleriana, como son: “1. El crecimiento impetuoso de los calculos
matematicos, 2. La creacion del algebra simbolico-literal, y 3. La extension del concepto de
nimero”, este autor, dejé de lado la concepcidon del movimiento de los cuerpos en el
espacio inmovil, contemplado por Newton y Euler a los largo del siglo XVII que, como
vimos, da significado a las propias definiciones de variable y variacion expuestas por estos

ultimos.

Con las definiciones del concepto de funcion establecidas por Lagrange, en su caso,
del todo algebraica, y como una “expresion de calculo”, en Cauchy (1827), estas se

establecieron bajo una concepcidn de rigor, como:

“Cuando las cantidades variables estan de tal modo relacionadas entre si que,
dado el valor de una de ellas, es posible concluir los valores de todas las demas,
expresamos ordinariamente estas diversas cantidades por medio de una de ellas,
la cual toma el nombre de variable independiente: y a las otras cantidades
expresadas por medio de la variable las llamamos funciones de esta variable”.

(citado por Youschkevitch, 1976, p. 143)

Se abandona en estas definiciones la idea del analisis del movimiento de los cuerpos

en el espacio extenso, lo cual tiene como consecuencia dejar de lado las nociones de
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variable y variacion que, como eje central, organizaban al Calculo Infinitesimal, el cual a su
vez servia de herramienta en la solucion de los problemas de observacion fisica y

astronomica.

Las definiciones posteriores a la de Cauchy, dadas por Dirichlet en 18377, Riemmann
(1858), etc., fueron presentadas bajo un mismo intento de formalizacion del concepto, el

cual tendria por limite la proposicion de la escuela Bourbakista, es decir:

“(...) definida por un conjunto de partida E y un conjunto de llegada F, asi como
una relacion de E hacia F, en la cual cada elemento de E posee al menos una
imagen. El conjunto de los elementos de E que poseen una imagen es luego

llamada dominio de definicion de la funcion”

4.3.2 La constitucion de la practica social. La nocion de variabilidad.
4.3.2.1 Los métodos de compensacion de errores

La nocidn de “variable” era reconocida en la practica de la navegacion y en la
geografia de mediados del siglo XVII, como el “error” que cometia la aguja de la brijula al
desviarse hacia el norte magnético, respecto del norte verdadero (Juleu,1732). La
desviacion de ese angulo se conocia, se conoce aun en nuestros dias, como “declinacion
magnética”. Dicha desviacion o error, se podia determinar a través de comparar la posicion
del observador respecto a la estrella polar, que en esa época se consideraba orientada hacia
al norte verdadero, respecto a la orientacion que arrojaba para el mismo caso la brujula, en
tanto determinante para definir el rumbo que tomarian los barcos. La asociacion que en esa
época se daba a la nominacion de variable para dar significado a la declinacion magnética,
concibiéndole como “error”, seria fundamental en la transicién que seguiria el concepto de
“variabilidad” en la definicion de una “teoria de errores”, por un lado, y el concepto de

derivada, por otro. De ello comentamos en lo que sigue.

“Si una variable y esta relacionada con otra variable X, de tal manera que siempre que se atribuya un valor numérico a X, hay una regla
segun la cual queda determinado un tnico valor de Yy, entonces se dice que Y es una funcion de la variable independiente X”. (citado en

Boyer, 1986, p.687)
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En 1760, Euler describia pequenas irregularidades que habia observado en el
movimiento de los planetas conocidos en su época y que eran causadas por atraccion
mutua, contrario a la idea que tenian los astronomos a partir de concebir las irregularidades
como causadas so6lo por la atraccion del Sol hacia los propios planetas (Euler, 1760, pp. 98-
100). En el mismo sentido, se preocupaba por dar una explicacion completa de las
perturbaciones lunares y planetarias y ejemplificaba con los eclipses lunares, los cuales
eran predecidos colocando a los planetas hasta con una hora de diferencia respecto al
propio fendmeno, consecuentemente, deseaba precisar en la posicion de los planetas,
centrando su atencion inicialmente en la Luna. Esas pequefias fuerzas con las que los
planetas actian unos sobre otros, fueron por ¢l llamadas “perturbaciones”. Tales
irregularidades no permitian determinar con precision la posicion de los planetas, ante
eventos como los eclipses. Antes de esta descripcion, Euler habia planteado el problema de
las “perturbaciones lunares™ a T. Mayer (1723—-1762), astronomo y gedmetra aleman de la

Universidad de Gotinga.

Mayer en 1750, por su lado, habia definido un método con el cual era posible
combinar diversas “ecuaciones de condicién” a las que se llegaba a partir de la observacion
0 experimentacion en las practicas procedimentales y de observacion y con el cual pudo
resolver el problema de de las perturbaciones participado por Euler. El método, el cual nos
interesa analizar, partia del principio de hacer un buen nimero de repeticiones de los
experimentos, de manera que en cada etapa fuera factible establecer una “ecuacion de
condicion” para cada uno de estos. Las ecuaciones de condicion las presentaba de la

siguiente manera:

Ecuaciones de condicion Errores instrumentales
ax+by+cz+..+m =y, ax+by+cz+..+m —-v, =¢
axX+b,y+c,z+..+m, =v, axX+by+c,z+..+m,—-v, =e,
aX+hby+c,z+...+m, =v, a;Xx+byy+c,z+...+m,—v,=¢e,
ax+by+cz+..+4m =v, a,x+by+c,z+...+m, —v, =g,
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El segundo sistema muestra los errores instrumentales, que son la diferencia entre las
observaciones de cada experimentacidon expuestas a partir de las variables X, Y, z, ...m, con
respecto a la variable dependiente v, de modo es que, si no existieran errores de este tipo,

debieran concebirse nulos, lo cual en la practica resulta falso.

Como se puede observar, el numero n de observaciones es mayor que el de
incognitas. El sistema de valores que resulta de la combinacion de todas las ecuaciones era
considerado como el mas “plausible”, es decir, el mas independiente del efecto de los
pequetios “errores instrumentales”. El planteamiento de Mayer, para resolver el sistema,
consistia en cambiar los signos de las ecuaciones de tal manera que resultasen positivos
todos los términos que contienen a X, y en sumar después todas las ecuaciones. La misma
operacion de sumar se debia repetir enseguida respecto de cada una de las otras incdgnitas,
obteniéndose de esa manera tantas ecuaciones finales como incognitas hubiera. Para mejor
entender el método de combinacion de Mayer, consideramos necesario plantear el siguiente

ejemplo:

Supongamos que se tiene la recta definida por BC en la figura, y se desea determinar

“experimentalmente” los valores de las constantes a y b de su ecuacion y =ax+b.

£ Si se divide el eje de las abscisas en un niimero cualquiera de

partes Ad, db,...,Ae, ec, y medimos con una regla graduada

PRI arbitraria estas abscisas y sus correspondientes ordenadas,
0 tendremos, las ecuaciones de condicidn siguientes:
]
X=+3 y=-3.75 3a+b=-3.75
X=+2 y=-235 2a+b=-235
x=+1 y=-0.90 Sustituyéndolos en la formula: a+b=-0.90
Xx=0 y=+0.55 +b=+0.55
x=-1 y=+1.95 —a+b=+1.95
Xx=-2 y=+345 —2a+b=+345

Puesto que b es positiva en todas las ecuaciones, no es necesario cambiar ninglin signo, se
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realiza la suma y se obtiene: 3a+6b=-1.05.

Enseguida cambiamos los signos de algunas ecuaciones, de tal forma que todas las a sean

positivas, y sumando: 9a+2b=-11.85

Obtenemos de esta forma un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, que al ser

resuelto, resulta: a=-1.43750, b= +0.54375. El valor de a es considerado la direccion u de la

linea, que corresponde a U = 124°49'28"0a U = 304°49°28".

Al sustituir los valores, en las ecuaciones de condicion, existen pequeiias diferencias

Ilamadas residuos, debidos al error en las mediciones:

-0.0187 +0.0063 +0.0312
+0.0188 -0.0062 -0.0313

Al comparar la ecuacion y=ax+b con las ecuaciones de condicion observamos que:

ax+b=y
ax+b-y=e
ax+m —v, =g

Los residuos e,,e,,..e,, son errores en lo analitico, propiciados por las irregularidades

o errores instrumentales, en la practica. Los errores fueron concebidos por Mayer como una

“variacion” que se sucede para cada experimentacion; asi: €, :es la primera variacion,
e, :la segunda variacion, etc. De modo que el total de las variaciones o residuos: €,,€,,...€,

se reconocieron como la “variabilidad” del total de las observaciones experimentales. Es

aqui donde la nocidn de variabilidad toma un primer significado analitico.

En su caso, Gauss, en 1795, formularia el método de los “minimos cuadrados”
haciendo modificaciones a la propuesta del modelo de combinacidon de Mayer, sobre todo
en el sistema de ecuaciones de condicion. Los errores obtenidos, para cada observacion, de
circunstancias variables e independientes del resultado (como los producidos por causas
externas irregulares como el efecto del aire que produce una visién menos nitida, o aquellos
debido a los instrumentos de medicion), fueron llamados “irregulares” o “fortuitos”, y
susceptibles de someterse a calculo. Existen, por el contrario, errores “constantes” o

“regulares”, que en observaciones de la misma naturaleza, producen un error idéntico, o
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dependiente de circunstancias debido a la observacion, los cuales, quedan excluidos de las

investigaciones realizadas por Gauss y la aplicacion del método.

Al presentar su “Theoria Motus
Corporum” ante la Real Sociedad de
Gotinga, mostrd la aplicacion del método de
los minimos cuadrados a la correccion de

seis elementos (errores) en la orbita del

planeta Pallas, partiendo de doce ecuaciones:

Las variaciones o correcciones fueron
designadas por los diferenciales:
dL,ds,dz,de,dQ,di,

Ante la imposibilidad de satisfacer todas las
ecuaciones, se busca una forma de reducirlas
lo mas posible, de acuerdo al mismo

principio expresado por Mayer.

Si se consideran las funciones lineales:

atap +bg 4er 4ds +.,

0= -183",93 +-0,79363 d L + 143,66 47 + 0,304g3 d«

+v0,95g20dp —0,18856d {3 + 0,19387 d7;
6",81 —0,02658d L -+ 46,71 d7 + 0,02658dx

—0,20858d¢ +0,15946d [ + 1,257824d/;
0",06 +0,58880 d L -+ 358, 12d7 + 0,26208dm

—0,85234 dy +o0,1f912d Q + 0,19955di;

3,09 4-0,01318d L + 28,39d7 —o0,01318dx

~~0,07861d¢ -+ 0,q91704 4} -+ 0,54365d7;
0”00 +1,73436d L + 1846,19d7—0,5§603 d=
—2,05662do —0,18833d ) —o0,17445di;
87,08 —o0,12606dL— 227,42 47 4+ 0,12806d =
—0,38g3gd e +0,15176d Q) — 1,38§§1 di;
2,31 +0,00584 d L 4+ 1579,03 47+ 0,06456d =
+1,99545dy — 0,060f0d Q —0,33750d/;
2",47 —v,0808g9d L—67,22d7 + 0,0808gd=
—o,09970de —0,46359d §) + 1,22803 di;
0,01 -+ 0,65311 d L+ 1329,09 47 + 0,38094 d=
—0,08§{3gdgp — 0,04305d {} + 0,34268di;

o=-+ 38",12 — 0,00218dL + 38,47 d7 + 0,00218d~

—0,18710d9 + 0,47301d Q — 1,14371dJ;

u=-—317",93 4 0,60957d L+ 1719,32d7 4 0,12q:3dn

—1,38787dg¢ + 0,17130d ) —0,083604di;

o=o117",97 —0,01315d £ — 43,84 d7 + 0,01315d =

+0,02929d ¢+ 1,02138d  — 0,25185 di.

A taprbgAdr4ds ... =w,
' pa’prbgtdrddi i, .. =a",

Arsseba e

N Y R ]

Segtin el principio fundamental de los minimos cuadrados, debe determinarse cada

incognita de modo que resulte minima la suma de los cuadrados de los “errores”

Q=@ 4wt 0,

Retomando la notacion del modelo de combinaciones de Mayer, y ajustandole al

método de los minimos cuadrados de Gauss, se obtiene:

ax+by+cz+..
ax+by+c,z+..
axX+by+c,z+..

a,x+by+c.z+..

+m, -V, =€
+m, -V, =¢,
3 V3 =6
n—Vh =6,
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La suma de los cuadrados de los errores esta dada por :e,” +e,” +...+¢e ° = [ee], para
determinar cada incognita, la auxiliar [ee] debe ser nula respecto a cada una de estas. Por

ejemplo, respecto a X:

de, de, de
e,—+e,—=+.e —=0...(1
Uax T dx 0 ax M
Como: %:al di:a2 de, =a,,
dx dx dx

Sustituyendo en (1), queda:
ae +ae, +..a.e, =0

Llamada ecuacion normal de X.

Si usamos el mismo procedimiento para cada incognita, tendremos:
be +b,e, +..be =0
ce +cC,e, +..ce =0

Aplicando la siguiente regla para cada una de las incognitas, en las ecuaciones de
condicion, obtendremos las ecuaciones normales que son necesariamente el mismo nimero
que el de incognitas: “(...) multipliquese cada ecuacion de condicion por el coeficiente que
en ella tenga una de las incdgnitas, tomado con su propio signo e igudlese a cero la suma

algebraica de los productos”.

m, —v, =(, m,-v, =0,

[aa]x + [ably + [ac]z + ...+ [aq]
[ab]x + [bb]y + [bc]z + ...+ [bq]
[ac]x +[bcly +[cc]z + ...+ [cq]

0
0 Ecuaciones normales
0

Ello muestra la caracterizacion que hizo Gauss del método de combinacion de Mayer.

Legendre (1805) publico “Nouvelles Methodes pour la determination des orbites des
cometes”, y anos después aplico su método de los Minimos Cuadrados en la resolucion de

la atraccion de elipsoides homogéneas de las cuales resolvid varios casos, en donde obtuvo

73



Capitulo 4.
Andlisis Preliminar.

un sistema de ecuaciones de la forma: E =a+bx+cy + fz +etc. donde a, b, c, f, etc. son

los coeficientes desconocidos que varian de una ecuacion a otra, y X, Y, Z, etc. son
determinados para cada ecuacion, por la condicion del valor de E (errores), que es una

cantidad nula o muy pequeiia.

Utiliz6 1a suma del cuadrado de los errores E* + E * + E">+etc. para resolver el

sistema de ecuaciones:

(a+bx+cy+ fz+etc.)’
+(@+b'x+cy+ f'z+etc.)
+(@"+h"x+c"y+ f"z+etc.)’
+ etc.

Para una cierta cantidad X, la suma de los cuadrados de los errores sera:

(@' —x)* +(a"-x)*> +(a" - x)* +etc. siigualamos a cero y despejamos:

X_a+a’+a”+etc.

. Donde n es el nimero de observaciones, paralelamente, siendo X, Y,
n

Z, las variables comunes al punto, la suma del cuadrado de las distancias es igual a un

minimo (a8’ —X)* + (b’ —y)*> +(¢'—2)>.

Formules pour la solution générale du probléme.

1. Soient f, g, &, les trois coordonnées du point attiré S,
soient x, ¥, z, celles dune molécule quelconque M du
corps attirant, et » sa distance au point S, en sorte qu’on ait

P =(f—a) + (g—7) + (h—2).

L'atteaction que la molécule dM exerce sur le point S est

exprimée par drh,i; elle se décompose en trois forces paral-
1les aux axes des coordonndes, lesquelles sont
(f—z)dM (g—y)dM (h—3z)dM .
s ] 3 b T ]

r i

4.3.2.2 La variabilidad en las practicas procedimentales

Como se vio en el apartado anterior, en las practicas procedimentales la variabilidad
representaba la totalidad de los errores instrumentales cometidos en las observaciones

experimentales. No obstante, este tipo de errores, por si mismos, tuvieron en la bisqueda de
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ser compensados, un tratamiento cercano a los propios instrumentos, lo cual no fue

planteado por Mayer.

A lo largo del siglo XIX, las practicas procedimentales se caracterizaron por el uso de
instrumentos de observacion como fueron: telescopios, teodolitos, niveles o equialtimetros,
bardmetros, altimetros, etc., los cuales por la falta de una tecnologia como la actual,
adolecian de precision en la toma de datos. Asi, en los niveles o equialtimetros (niveles
montados sobre un tripie, con los cuales es posible determinar las irregularidades verticales
del terreno), en el enfoque, la posicion del eje de colimacion (la cruz filar grabada en la
lente), era considerada invariable. Sin embargo, puesto que la cruz filar, concebida plana,
era grabada sobre una lente curva, las irregularidades en la lente de enfoque, producian un
sinnimero de desviaciones en la forma rectilinea del eje de colimacion. Tales

irregularidades eran conocidas como la “variabilidad del eje de colimacién” (Jordan, 1876).

Disposicion de los hilos Lectura aproximada 1.36  Lectura final 1.3648

Para la misma época, los barometros aneroides, barometros mecéanicos de bolsillo,
tenian el inconveniente de la variacion de las lecturas, al ser comparadas con las un
bardémetro patron de mercurio, lo cual falseaba la altura correspondiente sobre el nivel del
mar. Las sacudidas inevitables en los trabajos de campo y en los viajes, transportes, etc.,
producian variaciones en la presion sefialada por el aneroide, que podian determinarse al

compararles con un baroémetro de mercurio.

En la siguiente tabla se da un ejemplo de la variabilidad en las correcciones de presion
que resultaron de las diversas comparaciones sucesivas de aneroides, que emple6 W. Jordan

en 1873 en una expedicion a Libia, con respecto al barometro de mercurio:
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Lugar y fecha [Naudet 39305|Goldschmid 600 Casella | Casella [Chevallier
1640 1641
Cairo +2.8 mm +14.0 mm +5.0 mm 1.3 mm |...
5 de Dic 1873
Siut +2.5 +13.3
12 de Dic 1873
Marac +2.8 +13.1
20 de Dic
Farfara +4.5 +13.8 +5.0 +0.7 +8.5
1 de Ene 1874
IDachel +5.0 +13.2 +7.2 +1.6 +9.6
10 de Ene1874
IDachel +1.4 +11.0 +9.2 +0.9 +10.7
16 de Marzo 1874
Charge -0.3 +9.4 +9.6 +1.0 +10.2
25 de Marzo 1874
[Esneh +0.8 +8.1 +9.4 +0.4
1 de Abril 1874
Cairo +0.6 e +8.7
16 de Abril 1874
'Variacion minima [-5.3 mm -5.9 mm +4.6 mm -1.2 mm (1.7 mm

El aneroide Cassella No. 1641, que presentd las variaciones minimas, era un
instrumento pequefio, del tamafio de un reloj de bolsillo, y durante todo el tiempo lo llevo
en su bolsillo del pantalén un colega de Jordan; este ultimo, dedujo que este modo de
transportar los aneroides pequefios los resguarda de las variaciones anormales. Los
aneroides grandes y pesados, que habia que transportar en los camellos, sufrieron grandes e

inevitables sacudidas por el movimiento de estos.

El fenémeno de la variabilidad en los aneriodes fue estudiado por Reinhertz (1887).
La propia variabildad fue nombrada por €I, “elasticidad remanente”, y se referia a cuando
un cuerpo eléstico, por ejemplo, una hoja de muelle sujeta por un extremo, se dobla por el
otro, no vuelve instantaneamente a su posicion primitiva al cesar la fuerza que produjo la
deformacion, sino que la alcanza después de varios movimientos cada vez menores. Esta

propiedad de los cuerpos elasticos es la que este ultimo llam¢ “elasticidad remanente”.
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Reinhertz, comprobo, también, que la mayor o menor variabilidad estd en relacion

con la magnitud y la velocidad del cambio de presion; Lo anterior se puede juzgar con la

dn
dt

relacion: 4F =k
Por ejemplo, para dos aneroides iguales como los que aparecen en las figuras, se

observo la siguiente desviacion (errores), producida por la elasticidad remanente, a las dos

horas de cesar los siguientes cambios de presion, que tuvieron lugar a una velocidad de 2.0

mm/min.

Barometro de Vidi

Cambio de presion 20 mm 40 mm 70 mm 100 mm

Desviacion o 0.28 0.45 0.72 1.01

variabilidad remanante

Para los mismos instrumentos, a un cambio de presion de 100 mm a diversas

velocidades, produjeron las siguientes desviaciones remanentes:

Velocidad de cambio | 0.2 mm 0.5 mm 1.0 mm 2.0 mm

Desviacion remanante | 0.38 0.60 0.74 1.01

De aqui se deduce que al comprobar las escalas deben producirse los cambios de
presion a la misma velocidad a que se producen, es decir, muy lentamente, a razon de 1
mm., por cuatro o cinco minutos aproximadamente. La prueba de la escala para un aneroide

cuya graduacion sea de 100 mm., requerird, por lo tanto, un dia entero.
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Por otro lado, un sinnimero de trabajos experimentales se habian llevado a cabo en la
busqueda de precision en las nivelaciones barométricas. La ley teorica de los errores de una
nivelacion de este tipo, se habian deducido de la expresion fundamental definida por

Laplace: h = K(logB —logb)1—at), donde h es la altura de una posicion sobre el nivel del

mar, B y b dos presiones consecutivas, t la temperatura, y o y K constantes. Al diferenciar
en cada una de las variables involucradas, se tienen los tres “errores” parciales

correspondientes, como:

dhy =% dB(1-+at), dh, =%db(1+at) y dh, = hadt.

4.3.2.3 La variabilidad en el aula

El ingeniero mexicano Francisco Diaz Covarrubias, cita en diversos apartados de su
libro de “Calculo Infinitesimal”, escrito en el afio de 1873, al método de combinacion de
Tobias Meyer, del cual hizo uso indistinto en dicha obra y en sus textos alternos de
“Topografia”, “Astronomia”, etc., lo cual habla del amplio conocimiento que del método de
éste geometra tenia, y del cual, seguramente, tomo la definicion de variabilidad que
involucro6 en su libro de célculo.

En Camacho (2007), se cita la utilidad de la nocion de variabilidad en la forma en que
Diaz Covarrubias le incorporoé a las definiciones elementales de “curva” y “curvatura”, las
cuales servirian de apoyo a la propia definicion que daria del concepto de derivada.
Camacho hace la descripcion de las definiciones planteadas por Diaz Covarrubias, de la
siguiente manera:

“Toda curva puede verse originada por el movimiento de un punto (...)”

Al punto que describe la curva (Diaz Covarrubias) dio el nombre de “generador”.

Esto ultimo le permitio inferir que los diferentes cambios de direccidon del punto

generador son diversos entre las curvas, teniéndose todas ellas por propiedad comun

la “variabilidad”. En esa reflexion, Diaz Covarrubias establecio la curvatura de las
curvas en un modelo del todo geométrico tomandole como la: “(...) representacion de

la variabilidad de las direcciones” (Diaz Covarrubias, 1873, 21)
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O bien los diferentes “cambios” del punto generador sobre la curva. Destacando que
esos cambios se producen al imaginar la curvatura como un proceso que se produce al
pasar de un estado rectilineo a otro curvilineo, o bien de la constante a la variable.

En tal sentido la variabilidad asume dos posibilidades: la primera es que puede

concebirse en un estado de “constancia” del todo rectilineo y, la segunda, mas

compleja, cual es la continuidad de la curva. En otras palabras, el estado de constancia

“atrapa”, formando parte de, la variabilidad o movimiento de los fendmenos en

estudio.

El planteamiento de la variabilidad en Diaz Covarrubias, es semejante respecto al que
se destaca en el problema que atendié W. Jordan para la lente del equialtimetro a partir de
los objetos en juego, es decir, la linea y su transicion hacia la configuracion de la curva. De
hecho en ambos casos la variabilidad es contemplada partiendo del mismo principio: “cruz
filar, concebida plana, grabada sobre una lente curva”, mientras que para Diaz Covarrubias,
la variabilidad es sujeta a los “quiebres” o diferentes cambios que sufren las lineas rectas

que, a su vez, conforman la curva y = f(x).

El error lineal que se produce por la distorsion del enfoque, es una variacion en el
contexto de Jordan; mientras que en Diaz Covarrubias, el error o variacion se encuentra en
la aproximacion que se hace de la poligonal de rectas que tienden hacia la curva,
consecuentemente, la ocurrencia de la variabilidad. No obstante, y de manera alterna a Diaz

Covarrubias, los errores o variaciones asumieron un significado variacional en Gauss y

. de . :
Legendre en la forma de la derivada d—' =a,, como se vio anteriormente.
X

En resumen, los modelos de combinacion para la compensacion de la variabiliadad,
condensada en los errores determinados por dichos métodos, se perfilo inicialmente como
una practica social surgida en el intento por resolver problemas practicos de la astronomia
de posicion, y llevé posteriormente a Gauss a reformular el método de los minimos
cuadrados para establecer asi una “teoria de los errores”, que cuenta con amplia vigencia en
la actualidad. E1 mismo Gauss dio al método de los minimos cuadrados un sesgo hacia la

teoria de las probabilidades, del que se tomaria la funcion de distribucién normal:
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=——8¢

o277

conocida como “campana de Gauss, para el estudio en las pruebas de hipotesis estadistica,

-~ X<00,

f(X) _ 1 —(%)()(—;z/o‘)2

de mucha utilidad en los métodos de investigacion cuantitativa hoy en dia. Como se puede
apreciar, la variabilidad fue colocada inicialmente en los métodos experimentales con alto
grado de empirismo, mas, paulatinamente, fue dando lugar a conceptos que, por hoy, son

una referencia en la matematica y su ensefianza.
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4.4 Conclusiones al analisis preliminar

4.4.1 Discusion.
Esta investigacion se organizo en torno a dos ejes principales:

1. Tener un mejor conocimiento de las concepciones que los docentes del area

de matematicas presentan sobre el concepto de funcion, y

2. Determinar los factores socioculturales que intervienen en la formacion de

dichas concepciones.

La intencion de aplicar los cuestionarios fue para cumplir con el primer punto: las
concepciones que los docentes del area de matematicas presentan sobre el concepto de
funcién matematica, por lo que se consideré conveniente permitir que ellos escribieran
“espontaneamente” las palabras que evocan al pensar en este concepto, para contar con una
serie de ideas del “sentido comun” (Dollo, 2001). Al requerir una jeraquizacion de
proposiciones relativas al concepto, se eligieron aquellas que son presentadas en diversos
libros de texto como relacionadas con el tema, ya que consideramos que nos llevaran
explicitamente a reconocerlas en el esquema de la (RS). De ello, obtuvimos que el nucleo
central estd formado por los significados asociados al concepto de funcion: dependencia de
variables, regla de correspondencia, grafica, tabla de valores, modelo y dependencia; los
elementos periféricos: variable independiente, relacion, dominio y rango. De acuerdo a la
teoria de las (RS) son estos ultimos los que permiten una adaptacion de las experiencias
personales al concepto y son fundamentales para el mejor entendimiento del sistema central

que le presta estabilidad y coherencia.

Un resultado desconcertante es el que refiere los conocimientos teoricos de los
encuestados, ya que oscilan de 45% a 60%. No previmos que pudiera ser asi, sin embargo,
refuerza nuestra idea inicial de que las concepciones y en este caso los conocimientos
teoricos de los docentes, apoyan o detienen la correcta comprension del concepto por parte
de los estudiantes. Recordemos la investigacion de Garcia & Serrano (2000) sobre el

conocimiento profesional del concepto de funcidon en docentes de nivel basico que
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recientemente habian recibido actualizacion docente, concluyeron que, a pesar de la
experiencia, los profesores no presentaban coherencia alguna entre las definiciones
proporcionadas por ellos mismos, y tampoco eran capaces de establecer traslaciones entre
las formas de representar una funcion, afectando directamente la comprension en los
estudiantes.

Dentro del mismo analisis cognitivo en la parte de los estudiantes, los resultados
muestran que las palabras mas utilizadas fueron: dependencia, ecuacion, modelo, gréfica,
ecuacion, tabla de valores, variables, que no distan mucho de las utilizadas por los
profesores. En lo que respecta a la coordinacion entre los modos de representacion, se
observa muy poca conexion entre la respuesta con palabras y la respuesta grafica, la
mayoria no explican en forma correcta el fenomeno, y en general la grafica no corresponde
a la explicacion (aun cuando esta no sea correcta). Existe una desvinculacion entre ambas
representaciones. En cuanto a la definicion de funcion, se muestra como una

correspondencia de variables (CE6).

Por su lado, los resultados en el analisis didactico muestran serios contrastes entre la
secuenciacion que los autores hacen de los conocimientos asociados al concepto de
funcién. En todos los casos los modelos propuestos privilegian la ensenanza del saber para
la ensefianza jerarquizado por la funcion vista a través de una dependencia entre variables.
En la mayoria de los casos se parte del saber para la ensefianza, que luego se integra a
través de los significados asociados. Esta forma del discurso se adhiere plenamente con las
sugerencias que en los planes de estudio se hacen al respecto, puesto que en ambos casos se
sugiere la ensefianza a partir de definir inicialmente el concepto a partir de la definicion ya
mencionada. En este sentido, nos parece que estos modelos truncan posibilidades de
encadenar los conocimientos, de manera que la ensefianza iniciara con los conocimientos
asociados elementales que tuvieran por limite al saber para la ensefianza.

Para el segundo eje encontramos que las practicas desarrolladas en torno a una (RS)
no pueden manejarse alejadas del sistema de normas y valores sociales. La influencia del
medio en que se realicen es indiscutible. En nuestro caso, encontramos que estas practicas
estan fuertemente influenciadas por conocimientos institucionalizados, que de cierta forma

controlan y regulan el conocimiento que se encuentra alrededor del concepto de funcion,
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tanto en los libros de texto como en los programas oficiales. Por lo que esta

institucionalizacién norma las practicas escolares en torno al tema.
En consecuencia consideramos que:

a) Las definiciones dadas para el concepto de “funcion” son mostradas formalmente

como una dependencia de variables.
b) Los profesores estan influenciados por los libros de texto.
¢) En consecuencia, los estudiantes estan influenciados por los profesores.
d) Lanocion de variacioén no aparece en el discurso actual.

e) Hasta el momento los estudiantes no han logrado una vinculacién entre los diversos

modos de representacion de una funcion.

En el analisis epistemoldgico, la nocion de “variabilidad”’surge como un conocimiento
asociado al concepto de funcidén, mediante practicas de ingenieria desarrolladas en
Alemania y México en el siglo XIX, a través del método de compensacion de errores. Este
proceso nos permitid visualizar la importancia de las practicas sociales como generadoras

de conocimiento.

Ante ello:

(Qué ensefiar del concepto de funcion?

(En que orden elegir los significados para su ensefianza?

El conocimiento de referencia (Es el de los libros de texto?

(En qué orden conviene incorporar los conocimientos?

Variabilidad — cambio, y el cambio es calculo diferencial.

Variaciones de la variable.

Conjunto de variaciones es la variabilidad.

(Qué tipo de ejercicios incluir, o como mostrar los modos de representacion para que

el estudiante logre transitar libremente por ellos?
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4.4.2 Conclusiones

Los autores que han estudiado las (RS) insisten en su caracter construido y
estructurado. Segtin Johsua y Dupin (1993), podemos nombrar a la representacion como el
contenido estructurado del pensamiento de un sujeto (citado en Dollo, 2001, p. 74), las RS

no sélo son visiones del mundo, también son verdaderas reconstrucciones mentales.

Consideramos, que es de especial importancia la forma de conocer un contenido
matematico (entendido como las concepciones que el profesor tiene del mismo), en el
capitulo 3 se mencion6 que una de las caracteristicas de las (RS) es que tienen un carécter
de imagen, y es posible realizar pequefios cambios en las idea, la percepcion y el concepto.
Desde este punto de vista, los profesores poseen una imagen del concepto de funcion que
deriva en lo que se considera fundamental aprender, esto es, en las practicas sociales que el
profesor provoca en el aula. Una (RS) no es exclusiva del plano cognitivo, por lo que deben
analizarse las relaciones con el plano sociocultural, las practicas desarrolladas son afectadas
o moduladas en funcion de su ideologia; las normas y valores influyen en la construccion
de una (RS), dado que reflejan la naturaleza de reglas y vinculos sociales El entender las
relaciones entre representaciones y practicas sociales implica un doble trabajo de andlisis y
conocimiento de cada uno de los términos involucrados. Las representaciones y las
practicas sociales se generan mutuamente. “No se puede disociar la representacion, el
discurso y la préctica, forman un todo. . . es un sistema ...” (Autes, 1985, citado en Abric,

1994, p. 207).

En la construccion del conocimiento debe tenerse en cuenta que los estudiantes
poseen representaciones previas y es la evolucion progresiva de estas lo que las lleva a un
nivel operativo cercano a la realidad y proporciona herramientas para resolver problemas.
Las concepciones en proceso de estructuracion cognitiva evolucionan y apoyan el
pensamiento que se esta construyendo (Giordan y De Vecchi, 1988). Es el profesor, quien a
través del discurso y las practicas, apoya a la formacion del nuevo concepto. De aqui la

importancia de las practicas que se realizan en el aula y fuera de ella.

Tal como lo predice la TRS los elementos periféricos tienen una funcion de defensa,

mas pueden ser agregados (removidos, cambiados, modificados, aumentados) bajo el efecto
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de una modificacion de las practicas sociales, lo cual, de acuerdo a Flament (1994), tiene
como consecuencia un cambio gradual de la representacion, su desintegracion o
transformacion total. En nuestro caso, la intencion sera la de incluir elementos de caracter
variacional en la nocion de funcion, para lo cual contemplamos las condiciones para la

transformacion de una (RS) propuestas por (Guimelli, 1993), a saber:
1. Que sea un evento caracteristico con alto grado de implicacion en el grupo.

2. Que contemple las circunstancias externas a la representacion, entendidas como las
caracteristicas fisicas, econdmicas o el ambiente social, en relacion con el objeto de
representacion, como consecuencia del evento anterior, lo que cambia las practicas

tradicionales y su pertinencia.

3. Que el cambio de las practicas sea percibido por el grupo como irreversible, lo que

los lleve a reorganizar el campo de la representacion.

Estamos convencidos, que la aplicacion de una secuencia de trabajo, que cumpla con
tales condiciones, permitird que el grupo reorganice el marco de la representacion bajo la
influencia de las practicas escolares correspondientes, y de esta forma eliminar el obstaculo
que se presenta al concebir una funcion solamente como una dependencia entre variables. Y
al mismo tiempo, proporcionar una alternativa para la resolucion de problemas que

involucren el concepto.

Los resultados del andlisis cognitivo, junto con los resultados del analisis
epistemologico y del andlisis didactico, nos permiten responder las preguntas formuladas
parrafos arriba y ain mas, proponer una situacion de aprendizaje, en la que integraremos en
el diseno la nocion de “variabilidad”, que hemos reconocido en el dominio de practicas
sociales: procedimentales y de observacion, que ocurrieron a lo largo de los siglos XVIII y
XIX, y que nos permitird re-significar de mejor forma el concepto de funcion. Con este
significado asociado al propio concepto, intentaremos influir en los elementos periféricos
de la cognicion de los estudiantes, al colocarlos en un proceso de deconstruccion y

recontextualizacion del concepto, tal como se muestra en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Diseno y aplicacion de la secuencia

5.1 Introduccidn

Al tratar las concepciones de una forma “inductiva”, bastaria con desestabilizar las
concepciones iniciales de los alumnos, presentando experiencias o hechos contrarios a estas
ideas. Sin embargo, esto no es suficiente para inducir la necesidad de un cambio conceptual
(Johsua y Dupin, 1993). El tomar en consideracion las (RS) que los estudiantes poseen
sobre “funcidon matematica” es de gran importancia en la aplicacion de la secuencia de
trabajo que planteamos en este capitulo para el desarrollo del tema. El término (RS) hace
referencia a los productos y a los procesos que caracterizan el pensamiento practico,
elaborado a través de la interaccion social entre los miembros de un grupo; durante esta
interaccion, al tener en cuenta las concepciones de los alumnos, es posible no sélo
favorecer la emergencia de un conflicto sociocognitivo, sino también la construccion de
una representacion alternativa, mas cercana a nuestra realidad (para nosotros, se presentara
tomando en cuenta la cadena de significados variable — variacion — variabilidad). De esta
forma, al terminar la reconstruccion hay que operacionalizarla, es decir, hacerla funcionar
en la solucién de nuevos problemas. La secuencia de aprendizaje propuesta, se rige bajo
estas bases, e ilustra las estrategias didacticas del profesor, ademas, toma en cuenta los
procesos de aprendizaje de los estudiantes, con el fin de lograr un verdadero cambio

conceptual.
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El debate: permite la construccion colectiva del saber.

Dollo (2001), propone un proceso de discusion de opiniones, donde el profesor debe
disefiar una situacion que simule las condiciones de un debate “cientifico” via la
construccion de un saber. Johsua y Dupin (1993), sefialan que no se puede imponer, o hacer
construir “naturalmente” un modelo “correcto”. El disefio de la situacion debe ser tal, que
permita a los estudiantes formular hipétesis explicativas (aun contradictorias), bajo un
proceso de conjetura-refutacion, que emergen en la fase de sensibilizacion y se apoyan
sobre sus propias concepciones. Algunas de estas hipdtesis verbalizadas pueden ser
eliminadas por los propios alumnos en su discusioén que, guiados por el profesor, les

permitira llegar a la fase de reconstruccion.

El concepto de funcidon a través de las nociones de variable — variacion —

variabilidad.

El disefio de esta situacion de aprendizaje tiene como eje central la nocion de
variabilidad. Como se vio, la nocion surge de una practica social ejercida en las practicas de
ingenieria. De esta manera, incorporamos un registro ausente en la ensefianza actual del
propio concepto de funcion, con el objetivo de hacer patente la variacion en el discurso

desde esta etapa.

Los conceptos de variable, variacion y variabilidad estan involucrados en el concepto
de funcion, mas, en la actualidad se dejan de lado para la adquisicion del concepto por parte

de los estudiantes, creandose asi un “hueco” en su entendimiento (Camacho, 2006).

La situacidn presenta estas tres nociones que permiten el estudio del movimiento de
los fenomenos desde diversos modos de representacion: geométrico, algebraico y

variacional.

Objetivo: Permitir a los estudiantes la adquisicion del concepto de funcion mediante
los significados asociados como son: variable, variacion y variabilidad, asi como la

creacion de un vinculo entre los distintos modos de representacion de una funcion, con el
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fin de que puedan coordinarlos durante la resolucion de problemas. Como registros

alternativos utilizaremos graficas, formulas, ecuaciones.

La situacion consta de cinco fases, divididas en actividades: la primera Fase de
Sensibilizacion, cuyo objetivo es hacer emerger las concepciones de los estudiantes y
ponerlos en discusion para formular cierto nimero de hipdtesis relativas a los criterios
necesarios para la definicion de variable y variacion; incluye la Actividad 1 donde el
profesor inicia con la descripcion de magnitudes para luego dar una definicion de variable
en los siguientes términos: una variable es una cantidad que aumenta o disminuye; y la
Actividad 2, donde se presentan como cambian las variables al mover uno de los lados de
un triangulo. En la Fase de Descontextualizacion (aquella en la que el concepto es
estudiado o aplicado en otra situacion diferente a la anterior), se realiza un debate y
desestabilizacion de las representaciones, el profesor pide mediante lluvia de ideas grupales
se discuta la relacion entre las variables a través de aumentar o disminuir la altura en un

trapecio.

En la Fase 3: Deconstruccion (cuando el alumno es confrontado con un conflicto
sociocognitivo y reconstruye la representacion inicial), se pide una expresion analitica que
muestre el fendmeno, ademas es aqui donde se enuncia el concepto de funcién como una
dependencia de cantidades variables, incluye ademas una segunda actividad por equipos de
3 0 4 personas para coordinar los distintos modos de representacion de funciones. La cuarta
Fase de Reconstruccién (El alumno construye una representacion alternativa, modelo mas
perfecto de analisis de la realidad), presenta dos actividades de vinculacion entre los
diversos modos de representacion de una funcion, siendo esta, la etapa donde el alumno
debe construir una representacion alternativa, que involucre los elementos mostrados. Para
terminar, la quinta Fase Operacionalizacion (el profesor pone a prueba la “nueva”
representacion, por ejemplo en una evaluacion), se compone de dos actividades de
exploracion y verificacion en las que los estudiantes deberan aplicar las nociones vistas y
responder preguntas encaminadas a lograr una conexion entre los modos de representacion
en los casos presentados, para, finalmente, proporcionar una definicidén del concepto de

funcion que involucre los significados asociados incorporados en la situacion.
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Las fases de deconstruccion y construccion de una concepcion alternativa, en este
disefio son presentadas sobre la base del debate en equipo y luego grupal. Durante las
actividades de trabajo en equipo, el profesor debe circular entre los mismos y pedir a los

alumnos precision en sus respuestas y justificacion de estas.

Existen fendmenos de decontextualizacion y recontextualizacion sucesivos en cada
etapa de reorganizacion de la informacion. Las practicas sociales sucesivas como son la
seleccion de los contenidos de ensefanza, o el disefio de situaciones por el profesor,
incluyen reconstrucciones de un objeto nuevo, y en estas, debe tomarse en cuenta que los
estudiantes no llegar a las aulas como libro en blanco, sino que poseen todo un conjunto de

representaciones sobre los objetos a tratar (Giordan y De Vecchi, 1988).

Una representacion puede considerarse como un modelo personal de organizacion de
los conocimientos con relacion a un problema particular en un contexto definido. No
podemos hablar de la representacién como de la nocion en si. La diferencia entre
representacion y concepto cientifico no es una diferencia de grado, sino constituyen dos
modos distintos de conocimiento (...). Mientras que éste es un conjunto de relaciones

definidas en términos operatorios, la representacion es un modo de conocimiento.

5.2 Descripcion de la situacion de aprendizaje

FASE 1. SENSIBILIZACION.
Objetivo: Emergencia de las representaciones de los alumnos.
Actividad 1. Introduccion
Objetivo: Descripcion de magnitudes a través de un movimiento
e El profesor pide a los alumnos que imaginen el movimiento de ciertas magnitudes
como el punto, la recta, la superficie. Tal como se ejemplifica enseguida:
e En el pizarron de muestra como una linea recta es creada por el movimiento de un

punto.
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e Lalinea recta, al moverse describe una superficie.

e La superficie al moverse describe un sélido.

“
|
|
|
|
l

-

Linea en
movimiento

La cualidad principal de las variables es que representan el movimiento de los fendémenos

fisicos y geométricos que se estudian a través del calculo diferencial.

“Una variable X es una cantidad medible que aumenta o disminuye”

Actividad 2. Variacién de la variable.

e El tridangulo ABC se encuentra en estado de constancia o reposo:

A

C

E

En el siguiente ejercicio se muestra la variacion de uno de los lados del tridngulo ABC.
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Si damos la oportunidad al lado BC de moverse hacia arriba, el mismo se convierte en una

variable.

Cada uno de estos movimientos son llamados instantaneas y tienen variacion. Algunos de

ellos se muestran enseguida.

El lado AB se dice que esté fijo o en “estado de constancia”.

*Todo lo constante se dice que esta fijo”.

Al dejar de moverse posee de nuevo un valor de constante o reposo.

“Una variacion es el cambio de posicion o estado de una cantidad”.

En el siguiente ejemplo, la imagen representa el movimiento de un cohete lanzado al

espacio, el cual es observado por una persona colocada a una

distancia a del lanzamiento. El primer cambio que suftre la Diferentes posicionss

del cohets

figura con el movimiento del cohete, es una variacion o

instantanea del propio movimiento. Una instantanea es como

una fotografia tomada en determinado momento de una de las

variaciones del suceso.

Preguntas:

Para cada una de las instantaneas ;Coémo es el area?, ;Es la misma?, ;Es diferente?
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FASE 2. DESCONTEXTUALIZACION
Actividad 1: Reafirmar la Relacidn entre variables

En esta fase se presentan otros ejemplos que apoyen la fase anterior.

¢ hase menor )
Consideremos que tenemos un trapecio ﬁ \
ABCD, donde AB es la base menor y CD es P \
la base mayor, ambas constantes, si hacemos / ltura
que la altura aumente o disminuya:
< base mayor >

4 E
c D

Cada uno de los movimientos es una instantanea:

/NN

De manera grupal y con lluvia de ideas, responden las siguientes preguntas:

Para cada una de las instantaneas ;Como es el area?
(Es la misma?, ;Es diferente?

(De qué depende que cambie el drea?
A partir de lo anterior, se define la nocion de variacion de manera semejante a los

argumentos de los libros de texto de calculo, como: el cambio de magnitud de una

cantidad. Lo cierto es que en el ejemplo cambiaron de magnitud las variables en
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movimiento: las longitudes BCy AC, el drea A= % y del tridngulo, los lados AC y BD, el

area A= g(b1 +b,) del trapecio, etc.

FASE 3: DECONSTRUCCION

Actividad 1:

Dado que se han presentado los elementos para identificar las variables (que aumentan o
disminuyen), se pide a los estudiantes que proporcionen una expresion analitica que
muestre ese cambio tanto para el caso del tridngulo como para el trapecio. El profesor debe

guiar la discusion en torno a las dos ecuaciones de area y concluir al respecto.

Conclusion: a partir de las respuestas dadas por los estudiantes y de los argumentos
mencionados a lo largo de las actividades anteriores, el profesor debera enunciar el

concepto de funcién como una dependencia de cantidades variables.

El realizar este tipo de reconocimiento geométrico de las variaciones, es que mas adelante
nos permitiran el estudio analitico del propio movimiento; es decir, no consentiremos

solamente en ver su expresion variacional. A la cantidad de variaciones que se pueden

establecer a partir de las expresiones A(y):%y Y Ah) = g(b1 +b,) selellama

variabilidad, la cual representa el total de las variaciones producidas por el fenomeno. En el
caso de las formulas o ecuaciones A= % Y, A= ﬂ(b1 +b,) estas significan el caso
2

particular de una de las variaciones originadas por el fendmeno, y dejan ver al movimiento

en un estado estacionario o de constancia, en el cual es factible su analisis.

Coordinacién De los distintos modos de representacion

Se tienen cuatro maneras de representar una funcion:
1. Verbal.

2. Tabla de valores.
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3. Gréfica

4. Algebraica.
El método més comun para visualizar una funcion es su grafica. Iniciamos con una
descripcion verbal de la funcidon enseguida, de contar con datos sobre las lecturas podemos
construir una tabla de valores, en caso contrario podemos realizar una grafica aproximada
del comportamiento del fendémeno, y finalmente escribir una expresion que lo represente.
Uno de los problemas que hemos observado es la falta de vinculacion que existe entre los
diversos tipos de representacion de funciones. En algunos casos los estudiantes pueden
describir correctamente lo que sucede en un evento, otras construir una grafica a partir de
los datos observados, o resolver un problema dada su funcién analitica. Sin embargo el
paso de un sistema de representacion a otro causa conflictos en clase. Cuando a un
estudiante se le pide que resuelva un problema el cual involucra la interpretacion de datos
para responder ciertas preguntas, o el obtener conclusiones a partir de una grafica cuando
no se da la expresion analitica, causa serios problemas, pues la mayoria de las veces
consideran cada uno de los contextos por separado. De ahi la importancia de incluir

elementos operacionales que nos ayuden a lograr esa vinculacion.

Actividad 2:

Se divide el grupo en equipos de 3 o 4 personas. El profesor comenta la siguiente situacion:

Usted tiene un vaso con agua fria y coloca dentro de ¢l unos cubos de hielo luego lo deja
sobre la mesa, en un dia caluroso del mes de julio.
Pide a los estudiantes que respondan a lo siguiente:
a) Describan con palabras como cambia la temperatura del agua a medida que pasa el
tiempo.
b) A continuacion tracen una grafica aproximada de la temperatura del agua como
funcién del tiempo transcurrido.
Después de esto un representante de cada grupo pasa a exponer la solucion del problema.

El profesor apoya al grupo para la conclusion del problema.
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FASE 4: RECONSTRUCCION

Actividad 1

Con los mismos equipos se les proporciona el siguiente ejercicio:

La siguiente tabla muestra el registro de temperatura medido cada dos horas, desde la
media noche hasta las 12 del mediodia, un dia de otono. El tiempo t se midid en horas a

partir de la media noche. La temperatura T es en grados centigrados.

t 0 2 4 6 8 10 12

T 15 14 12 10 11 14 16

a) Trace una grafica de T en funcidn de t.
b) Describa con palabras lo que ocurre en la grafica.

c) Utilice la grafica para estimar la temperatura a las 5 a.m. yalas 11 a.m.

Actividad 2.
En equipos de 3 o 4 personas. Se presenta el siguiente ejercicio para que llenen la tabla y

respondan las preguntas:

. 4 . . .
Se tiene un globo de volumen V = 5”3 , €l cual, al ser llenado con aire, su radio varia.

r V

0.5

0.9

1.0

2.5

3.0

3.8

Después de llenar la tabla responde las siguientes preguntas:

(Cémo se comporta el volumen del globo conforme se llena de aire?
(De qué depende ese cambio?

Muestra graficamente el cambio del volumen respecto al radio.

Escribe una expresion analitica que represente la totalidad de los cambios del radio.
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Al final de la fase, un representante de cada grupo pasa a exponer los resultados de las dos

actividades.

El profesor apoya al grupo para la conclusion del problema.

FASE 5: OPERACIONALIZACION

Actividad 1: Exploracién

Es de suma importancia verificar que las diversas representaciones estén presentes en la

resolucion de problemas, e identificar si el estudiante las vincula adecuadamente.

Un avidn vuela horizontalmente tomando contacto en tierra con una torre de control en

diversos momentos de tiempo antes de pasar por encima de ella, la cual se encuentra

verticalmente a 10,000 metros del avion.

a)

b)

c)

d)

Describe con palabras lo que ocurre con la distancia entre el avion y la torre
conforme pasa el tiempo.

Desarrolla una grafica que muestre la simulacion del movimiento del avién con
respecto a la torre para diferentes momentos de contacto.

Toma una de las instantaneas de la simulacion y dibujala al lado. Puesto que es un
triangulo rectdngulo, nombra los lados variables con las letras z y X, asigna la
magnitud al lado constante (10,000).

Dado que el avidn esta en movimiento horizontal hacia la torre, la distancia entre

estos también cambia. Establece una relacion que involucre ambas variables,

incluyendo la constante (Sugerimos utilizar el Teorema de Pitagoras c? =a’ +b? ).

Con la expresion obtenida llenar la siguiente tabla:
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Distancia horizontal entre el Distintas posiciones de la distancia del

avioén y el punto por encima de | avion a la torre de control en tierra. ().

la torre de control. () Expresion:

20,000
18,000
12,000
7,000
5,000
1,000

f) Escribe una expresion analitica que represente la totalidad de los cambios.

Actividad 2.

A partir de los ejemplos anteriores, expresa con tus propias palabras el concepto de funcion
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5.3 Aplicacidn de la secuencia

La secuencia de aprendizaje se aplicd por el mismo profesor a dos grupos de

estudiantes de la materia de Calculo Diferencial del Instituto Tecnologico de Cd. Jiménez:

Carrera Turno NUmero de | Horade incio Hora de Receso
participantes terminacion
Ingenieria Industrial | Matutino 20 11:00 a.m. 1:55 p.m. no
Ingenieria Vespertino 20 4:00 p.m. 6:35 p.m. 6:00 a 6:15
Electromecanica

Ambos grupos se formaron en seis equipos de trabajo: dos equipos de cuatro

integrantes y cuatro equipos de tres integrantes cada uno. El primer grupo en que se aplico

la secuencia fue el de la carrera de Ing. Industrial en una sola sesién de 2 horas y 55

minutos, y se pidié como evidencia que cada equipo escribiera en hoja de rotafolio el

resultado de cada actividad y pasara al frente a exponerla ante sus compaifieros y la

escribian de nuevo en el pizarrén; considerando que el tiempo de aplicacion se alargo por

esta razon, al aplicarla en el grupo de Ing. Electromecanica se les pidio que al explicarla

utilizaran la misma grafica realizada en hoja de rotafolio, y de esta manera el tiempo se

redujo a 2 horas 20 minutos. Recomendamos que para futuras aplicaciones de ser posible se

realice en tres sesiones, ya que, aun cuando se desarrollaron de manera fluida, al final de la

sesion los alumnos se mostraron inquietos por la duracion de la misma.

Fase Actividad Tiempo Comentarios
aproximado
(en minutos)
1. Sensibilizacion 1. Introduccion 5 min. El profesor expone ante el grupo y los
2. Variacion de la 10 min. estudiantes participaron activamente en
variable la lluvia de ideas
2. 1. Reafirmar la relacion | 10 min. Se define la nocién de variacion como:
o entre variables. el cambio de magnitud de una cantidad.
Descontextualizacion
3. Deconstruccién 1. Modos de 5 min. Aqui finaliza la exposicion por parte del
representacion profesor.
2. Resolucion de un 30 min. Por ser el primer ejercicio tardaron mas

problema en equipo

tiempo.
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4. Reconstruccion 1. Actividad de 25 min. En esta fase tardaron menos tiempo en
reconstruccion realizar las actividades.
2. Ejercicio por equipo |20 min.
5.0peracionalizacion | 1. Exploracion 25min. Se notd un poco de dificultad con los
“numeros grandes” al realizar las
operaciones.
2. Concepto 5 min. En la definicién incluyen significados
alternativos como: “instantaneas”,
“cambios”, “movimientos”.

5.4 Resultados de aplicacion

Fases de Sensibilizacion y Decontextualizacion:

Al preguntar ;qué cambia? respondieron:

Triangulo Trapecio
e El angulo. o Altura.
e Elarea. e Los angulos.
e BC. o Elérea.
e Hipotenusa AC. e Los lados.
e Laforma

Fase de Deconstruccion:
Usted tiene un vaso con agua fria y coloca dentro de €1 unos cubos de hielo, luego lo deja
sobre la mesa en un dia caluroso del mes de julio.
Pide a los estudiantes que respondan a lo siguiente:
a) Describan con palabras como cambia la temperatura del agua a medida que pasa el
tiempo.
b) A continuacion tracen una grafica aproximada de la temperatura del agua como

funcién del tiempo transcurrido.

Equipo Grupo 1 Gréfica
1 El agua en el vaso sigue igual cuando introducen | Triangulo donde uno de los catetos es
los hielos pero sigue pasando el tiempo aumenta | temperatura del agua y tiempo en la
la temperatura del agua y los hielos se derriten. hipotenusa, la cual “varia”.
2 El agua pierde calor mientras que el hielo gana En las abscisas la temperatura ambiente, la

calor, la temperatura va descendiendo cada vez | curva inicia en cero y desciende.
mas lento en el agua hasta llegar a un punto cero
y comienza a ganarle el calor el frio y después el
agua toma la temperatura ambiente.

3 Al momento de colocar los hielos en el agua al La temperatura inicia en —5 grados, desciende
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momento de que se derriten la temperatura del
agua aumenta en si se vuelve mas fria y su
volumen aumenta cuando se derriten los hielos y
al transcurso de cierto tiempo con el calor del
medio ambiente la temperatura del agua cambia
se vuelve mas caliente.

hasta —20 y luego sube hasta 35.
Nombra el eje de temperatura mas no el de
tiempo.

4 Llega un momento en que el agua se pone fria La temperatura inicia en 8, disminuye sin
luego empieza a ponerse caliente el agua llegar a cero para luego subir. No nombra los
conforme pasa el tiempo. ejes.

5 La temperatura de el agua va disminuyendo Muestra una curva suave que inicia en 30° baja
conforme el hielo se fusiona (pasa de solido a y sube de nuevo. Nombra eje de tiempo.
liquido) a temperatura ambiente.

Pero cuando se derrite el hielo en el agua, tiende
a ir aumentando la temperatura.
6 Si el agua esta fria y se le pone hielo el agua se | Inicia con una curva que desciende y luego

pone mas fria, conforme que el tiempo pasa los
hielos se van derritiendo poco a poco y el agua se
va calentando hasta llegar a temperatura
ambiente.

sube hasta llegar a una linea constante.

Los tres primeros equipos grafican por debajo de la linea de cero, los dos siguientes

grafican sin considerar que al final la temperatura debera permanecer constante.

Notamos que los alumnos no estan acostumbrados a describir verbalmente un evento.

Equipo

Grupo 2

Gréfica

1

La temperatura va a decrecer de manera
constante con respecto a la temperatura inicial
debido al intercambio de calor, al derretirse el
hielo por completo, el agua tendra una
temperatura mas baja, después de este cambio la
temperatura ascendera hasta igualar la
temperatura ambiente.

Nombra los dos ejes correctamente, y muestra
una curva suave que concuerda con la
explicacion textual.

Primero llegara a una temperatura fria maxima.
Después empezara a derretir el hielo y empezara
poco a poco a aumentar la temperatura del agua
hasta llegar al punto en que el hielo se convierta
en agua completamente y si se sigue asi empezara
a evaporar el agua por la temperatura.

Nombra los ejes como “grados“y “minutos”,
inicia la grafica en el origen la cual sube de
forma casi lineal hasta los 30° y luego
permanece constante.

3 La temperatura baja cuando se le colocan los No nombra los ejes. Inicia en 10° desciende y
hielos después va tomando la temperatura del luego sube hasta llegar a una constante.
medio ambiente hasta que llega a la temperatura
del medio y empieza a evaporarse en poca
proporcion.

4 La temperatura del agua fria con hielos empieza a | Intercambia los ejes. Inicia en el origen y va

cambiar a medida que empieza a adquirir la
temperatura del medio ambiente que logicamente
es mas caliente que la del agua, conforme
transcurre el dia comienzan a tener un equilibrio
térmico. En pocas palabras el liquido llega a

aumentando la temperatura para luego
descender.
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tomar la temperatura ambiente.

5 La temperatura del agua es mas alta y la del hielo | No sabe como graficarlo.
es mas baja, cuando estas se mezclan llegan a un
punto igual.

6 El agua a temperatura ambiente, al momento que | Grafica correctamente de acuerdo a lo descrito.
se le echa el hilos empieza a bajar la temperatura,
llega a su menor temp. Conforme avanza el
tiempo luego el agua llega a un momento en que
la temperatura empieza a subir hasta que llega un
momento que la temperatura del agua se pone a
temperatura ambiente.

* En la trascripcion se respetaron las palabras originales, corrigiéndose solamente la ortografia.

Se observa dificultad para expresar el evento, en cuanto a las graficas se percibe la
influencia numérica, es decir, la mayoria intenta colocar nimeros a pesar de que en el

ejemplo no se especifican.

Fase de Reconstruccion:
Actividad 1
Con los mismos equipos se les proporciona el siguiente ejercicio:
La siguiente tabla muestra el registro de temperatura medido cada dos horas, desde la
media noche hasta las 12 del mediodia, un dia de otono. El tiempo t se midid en horas a

partir de la media noche. La temperatura T es en grados centigrados.

t 0 2 4 6 8 10 12

T 15 14 12 10 11 14 16

d) Trace una grafica de T en funcion de t.
e) Describa con palabras lo que ocurre en la grafica.

f) Utilice la grafica para estimar la temperatura a las 5 a.m. y alas 11 a.m.
En esta actividad encontramos que todos los equipos de ambos grupos realizaron

correctamente la gréafica, describieron acertadamente el evento y los valores obtenidos para

la temperatura a las 5 a.m., fue de 11°y para las 11 a.m., de 15°. Concluimos que, por ser
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un ejemplo del todo numérico (a lo cual los alumnos estan habituados) no presentd mayor

dificultad.

Ejemplos de descripciones:

El las 12 de la media noche
es mas alta y en la madrugada
como 5y 6 de la mafiana
desciende. Conforme avanzan las
horas vuelve a aumentar

La temperatura disminuye de la
0:00 hrs. A las 6 a.m. hasta 5°y
posteriormente incrementa de las
6:00 a.m. a las 12:00-

La temperatura disminuye al paso
de las primeras 2 horas en un
grado, a las 2 horas disminuido 2
grados mas, para las otras dos
horas disminuido otros dos grados,
en las siguientes 2 horas aument6 1
grado, en las otras 2 horas aument6
3 grados y en las ultimas dos horas
aument6 2 grados.

Actividad 2

‘ 4 ) . ,
Se tiene un globo de volumen V = gnr3 , €l cual, al ser llenado con aire, su radio varia.

r \
0.5 0.53
0.9 3.053
1.0 4.188
2.5 65.449
3.0 113.097
3.8 229.847

Después de llenar la tabla responde las siguientes preguntas:

(Coémo se comporta el volumen del globo conforme se llena de aire?

(De qué depende ese cambio?

Muestra graficamente el cambio del volumen respecto al radio.

Escribe una expresion analitica que represente la totalidad de los cambios del radio.
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En esta etapa los resultados de la tabla son correctos en todos los equipos en ambos

grupos, y las respuestas a las preguntas. En cuanto a la expresion analitica, la mayoria la

escribio de forma correcta.

¢ Cémo se comporta el volumen del globo

¢De qué depende ese cambio?

Expresién analitica

conforme se llena de aire?
Grupo 1
e Vaaumentando el volumen. o Aire vt
3
e El volumen va aumentando. e De la cantidad de aire V(r)= %mx
. V =nz(r)"
e Conforme el radio aumenta. e Del radio.
4
e Vacreciendo respecto al radio. e El radio. V= 3 ’
* Elvolumen va aumentando. e Porque el radio cambia conforme se |, _4 s
va llenando de aire. 3
* Elvolumen del globo se va e Depende del radio del globo. V(r)=—ar’
expandiendo.
Grupo 2
< E vqlumen aumenta e Del radio (incremento). V()=
considerablemente con respecto al
radio.
V(R)=Zar®
* V’zi)z.iumentando el volumen e Debido a la presion del aire R)=3
eubico. introducido.
e Vaaumentando conforme se llena. o  De la cantidad de aire que entra | V(r)=*

Aumenta.
Incrementa.

Que el volumen va aumentando.

y logicamente aumenta su
diametro y su volumen.
e Del aumento del radio.

e  Del aumento del radio

e Depende del radio del globo
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Fase Operacionalizacion:
Actividad 1: Exploracién
Un avion vuela horizontalmente tomando contacto en tierra con una torre de control en
diversos momentos de tiempo antes de pasar por encima de ella, la cual se encuentra
verticalmente a 10,000 metros del avidn.
a) Describe con palabras lo que ocurre con la distancia entre el avion y la torre
conforme pasa el tiempo.
b) Desarrolla una grafica que muestre la simulacién del movimiento del avion con
respecto a la torre para diferentes momentos de contacto.
¢) Toma una de las instantaneas de la simulacion y dibugjala al lado. Puesto que es un
triangulo rectangulo, nombra los lados variables con las letras z y X, asigna la
magnitud al lado constante (10,000).
d) Dado que el avion estd en movimiento horizontal hacia la torre, la distancia entre

estos también cambia. Establece una relacion que involucre ambas variables,

incluyendo la constante (Sugerimos utilizar el Teorema de Pitagoras c?=a’+b? ).

e) Con la expresion obtenida llenar la siguiente tabla:

Distancia horizontal entre el Distintas posiciones de la distancia del
avién y el punto por encima de | avién a la torre de control en tierra. ().
la torre de control. () Expresion:

20,000 22,360.67 km.

18,000 20,591.26,

12,000 15,620.44

7,000 12,206.55

5,000 11,180.33

1,000 10,049.87

f) Escribe una expresion analitica que represente la totalidad de los cambios.
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Resultados:
a) Descripcion b) c)Triangulo |d) Relacién |e) Tabla | f) Expresion
Gréfica

Grupo 1
1. Varia, ya que antes de pasar por | Bien Bien Z, X Bien. c’(b)y=a’+b’
la torre las distancias X, z Sin
disminuyen, y al pasar la torre las unidades. (2) = a% + 22
distancias aumentan.
2. Disminuye Bien Bien X, Z Bien. Km. 2(X) = /x* +y?
3. Aumenta la hipotenusa entre la | Bien Bien Z, X Bien. Sin | ¢ =./a% +b?
torre y el avion embargo

nombra b,c
a los lados.

4. Aumenta horizontalmente. Bien Bien X, Z Bien 7 =-/a? + x
5. Disminuye. Bien Bien X. Bien c*(a) = a’ +b?
6. La distancia del avion va Bien Bien ,Z Bien. Km. 2(X) =+/X> +y’
disminuyendo en el eje x llega un
momento que la distancia en el eje
x del avion y de la torre de control
es de cero. Pero la distancia entre
el avion y la torre de control en el
eje x vuelve a aumentar.

Grupo 2 Gréfica | Tridngulo Relacién Tabla Expresién
1. Constante Bien Bien X, Z Incorrecto | y — /72 4 2
2.La dis.tancia. Vertigal no cambia | Bien Bien Z, X Bien X(2) = /10000 + 2°
solo la distancia horizontal la cual
se va reduciendo conforme avanza
el avion.
3. Vaa ir disminuyendo. Bien Bien z, Incorrecto. | ¢*(x) = a*+b?
4. El avién se va acercando. Bien Bien z,X Incorrecto | A(x) =-/a® +Db?
5. La distancia horizontal se hace | Bien Bien X, Z Bien c(z) =+/a’ +b>
mas corta mientras que la vertical

ueda igual.

a g z =-/x* +10000°
6. La distancia del avion y la torre | Bien Bien X, Z Bien

se van acortando conforme pasa el
tiempo y después de determinado

tiempo la distancia vuelve a crecer.

2(X) =~/10000* + z*

En la solucion de este problema los puntos a), b), ¢) y d) fueron resueltos en forma

correcta por la mayoria de los grupos, la tnica diferencia son las literales asignadas a cada

uno de los lados del tridngulo. En lo que se refiere al llenado de la tabla de valores, el 83.34

% lo hizo acertadamente. El 16.66% de las expresiones estan dadas con las letras a, b, c,

aun cuando en la grafica y el tridngulo dibujado si utilizan las literales x, y, z. De la misma
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forma, el 16.66% mezclan las literales propias del teorema de Pitdgoras, con las indicadas

en el ejercicio.

Actividad 2.
A partir de los ejemplos anteriores, expresa con tus propias palabras el concepto de funcion
EQUIPO GRUPO 1

1 Una funcién es una expresion analitica que se utiliza para resolver las variaciones
(dependencias) de un problema tomando como base una ecuacion.

2 Sirve para darle resultado a una variable

3 Se refiere a cuando se tienen diversas fig. del mismo tipo pero diferentes dimensiones se
escribe area de un lado para decir que va a aumentar esa cifra.

4 Una funcién sirve para calcular los cambios de un ejercicio, con una misma ecuacion,
agregandole lo que varia.

5 No respondieron.

6 Una funcién sirve para calcular puntos instantdneos de objetos en movimiento.

GRUPO 2

1 Es algo que nos ayuda a sacar el total de todos los movimientos.

2 Una funcién (x) y se representa con ciertas variables y llegar a la resolucidon de un problema.

3 Es una forma de representar la totalidad de los cambios. Forma de representar una ecuacién que
incluya todo.

4 Es algo que nos sirve para resolver algo mediante procesos. Es como se representa ciertas
variables para llegar a una solucion de un problema.

5 Es cuando una variable depende de otra variable. Una incognita que se tiene que buscar en base
a una expresion.

6 La funcidn es la totalidad de un fendmeno, se toma en cuenta diferentes instantes del fendmeno

lo cual describe los cambios que ocurren conforme pasa el tiempo del fenomeno.
Es como una férmula que sirve para cualquier situacion que se presente, sirve para diferentes
instantes.

En esta ultima parte notamos un cambio en la (RS) por parte de los estudiantes del

concepto de funcidn, entendidas como las concepciones que poseen del propio concepto, ya

que las respuestas son dadas en términos de “algo que cambia”, tal como se manejo durante

la aplicacion de la secuencia.

Capitulo 6
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Conclusiones finales

Para el disefio de la secuencia de aprendizaje, es necesario recuperar las (RS) que un
individuo posee sobre cierto concepto para, a partir de ello, y a través del diseno, guiar al
sujeto en una practica que permita reconstruir (segun el proceso de aprendizaje presentado
anteriormente) la representacion que tiene del concepto. Durante la aplicacion del disefio,
no fue nuestra intencion romper con la (RS) que los estudiantes poseen sobre el concepto
de funcion, sino incorporar a ésta la nocion de variacion. Puesto que las (RS) son definidas
a través del ntcleo central, que como planteamos posee una gran resistencia al cambio,
entonces los elementos periféricos tienen un papel fundamental en el analisis de los
procesos que originan la dindmica de una (RS), estos son considerados esquemas definidos
como secuencias de informacion, las cuales son adquiridas por los sujetos durante su vida
personal y social. Flament (1994) considera los elementos periféricos como la parte que
refleja directamente las practicas sociales conectadas con el objeto de representacion,
mientras que es el sistema central quien los hace validos, en otras palabras, son los
periféricos quienes determinan las diferentes conductas (practicas) de acuerdo a la situacion
en que se encuentre el sujeto. De acuerdo a Guimelli (1993) el proceso de transformacion
se sujeta las tres condiciones (mencionadas en el capitulo anterior) que al lograrse, permiten
que el grupo se adapte a las nuevas circunstancias gracias a las nuevas practicas, las cuales
no estan en contradiccidon con la representacion anterior puesto que los esquemas seran
pertinentes en el campo de la representacion en tanto se implementen y aparezcan de
manera frecuente en las practicas, con lo que el numero de relaciones con otros elementos
de la (RS) serd mucho mayor. Esta actividad combina esquemas en un sélo concepto, el
cual proporciona al nucleo central la coherencia con la estructura total. Este proceso de
fusion es activado por las practicas correspondientes, reorganizando y simplificando el

campo de la representacion.

La eleccion del método de recoleccion nos permitid diferenciar el nticleo central de

los elementos periféricos.
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En el anélisis del contenido, encontramos escasa diferencia entre las representaciones
de los profesores y las representaciones de los estudiantes sobre el concepto de funcion
matematica. En estas condiciones, la integracion de nuevos elementos es mas dificil, y los

elementos periféricos cumplen su funcioén de proteccion del nicleo central.

La aplicacion de la secuencia de trabajo, produjo un fenémeno de evolucion
progresiva de los elementos periféricos al integrar las nociones de variable, variacion y
variabilidad. En lo que respecta al nlicleo central, se mantuvo, lo que no asombra dada su

estabilidad y su resistencia al cambio.

El sistema periférico integrd nuevos elementos sobre los anteriores, particularmente

bajo la influencia del cambio de las practicas en el aula.

En este sentido, consideramos que en la RS en torno al concepto de funcion, los
estudiantes integraron en su sistema periférico la nocion de variablilidad, ya que en la
practica, al pedirles que resolviesen un problema, encontramos procedimientos que dan
muestra de ello, al aplicar los “nuevos” contenidos de estas representaciones. En particular
en el problema del avion que sobrevuela una torre de control, ellos utilizan en la grafica
varias “instantdneas” y en la mayoria de los casos representan acertadamente el dibujo que
los lleva a la resolucion del problema, lo que confirma los elementos de la representacion.
Al comparar las respuestas que sobre el concepto de funcion dan los estudiantes en el
analisis preliminar (capitulo 4) y las vertidas por quienes se les aplicé la secuencia (capitulo
5) notamos serias diferencias: las primeras se muestran en un sentido de dependencia de
variables, influenciadas por profesores, los propios libros de texto y la corriente ideologica;
en cambio, las respuestas del ultimo punto indican como “algo que muestra la totalidad de
los cambios”, “lo que varia”, * diferentes instantes”, en cuyo discurso esta presente la

nocién de variacion.

Estos resultados demuestran y confirman el impacto que las practicas sociales ejercen

sobre las concepciones que se poseen de un objeto en particular.

El aplicar la (TRS) representd un reto importante para nuestra propuesta, ya que las
investigaciones hasta ahora realizadas no incorporan su manejo a objetos matematicos en

si, sino a ideologias acerca de ellos, o a la aplicacion de alguna metodologia en clase de
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matematicas (Dubois, 1999); o al impacto que una (RS) sobre un proceso matematico tiene
en un aula de matematicas con alumnos de diferentes nacionalidades (Abreu, G. y Gorgorio
N., 2007); o como las (RS) que posee el profesor sobre sus alumnos en un aula
multicultural de matematicas incluyen dimensiones individuales como son necesidades,
motivacion, intereses, lugar de aprendizaje y capacidades, e influyen en la manera de
impartir la clase (Santesteban, 2006). En nuestra investigacion, demostramos que es posible
la aplicacion de esta teoria para el rescate de las concepciones que se tienen de un concepto
matematico y que es posible aplicar el modelo que la propia (TRS) proporciona para la
transformacion de una representacion, adaptandolo al disefio de una situacion de
aprendizaje en la que se toman en cuenta tanto las (RS), como los resultados del analisis
preliminar al rescatar un concepto que se ha perdido en la propia evolucion de la ensefianza

0 que no es tomado como eje principal para la construccion de la nocion de un concepto.
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