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— Resumen

En esta tesis doctoral se pretende estudiar la evolucion cognitiva del
concepto de espacio vectorial en los estudiantes de algebra lineal, cuando van
integrandose al conocimiento de los estudiantes nociones tales como
independencia-dependencia lineal y base. Se toma como marco teérico de la
investigacion a la teoria APOE (Accion — Proceso — Objeto — Esquema), porque
ella brinda los elementos tedricos y analiticos, utiles y rigurosos, que permiten
describir e interpretar razonamientos exhibidos por los estudiantes con relacién
a la evolucion cognitiva del concepto de espacio vectorial y la introduccion de
conceptos fundamentales del algebra lineal, que permiten dar cuenta de la
manera en que los estudiantes universitarios entienden y son capaces de hacer

evolucionar un concepto de las matematicas en un nivel superior.

PALABRAS CLAVES: teoria APOE, esquema, algebra lineal, espacio vectorial.



Abstract
b

In this doctoral dissertation our objective is to study the cognitive
evolution of the concept of vector space in the students of linear algebra, as
notions such as linear independence/dependence and basis get integrated into
their knowledge. We use the theoretical framework of APOS (Action-Process-
Object-Schema) theory in our research, since it offers useful and rigorous
theoretical and analytical tools that allow us to describe and interpret
reasonings that students show in relationship with the cognitive evolution of the
concept of vector space. At the same time it helps us to model the way with
which university students understand the fundamental concepts of linear

algebra and how they make evolve an advanced mathematical concept.

KEYS WORDS: APOS theory, schema, linear algebra, vector space.



— Glosario

Abstraccion Reflexiva — Mecanismo que nos sirve para extraer o separar una
caracteristica de un objeto, a partir no exactamente de los objetos, sino de las
acciones que realizamos sobre ellos. La palabra Reflexiva tiene doble
connotacion: una es reflexionar sobre nuestras acciones, otra es proyectar

nuestra accion sobre el plano de las operaciones.

Construccion mental — Existen variadas definiciones, pero en general se

refiere a la organizacion de las ideas para intentar comprender algo.

Construccion Accion — Resulta de una operacion mental o fisica repetible
que transforma de alguna manera un objeto fisico o mental. Es, de manera

general, algoritmica y con estimulos externos.

Construccion Proceso — Resulta de la interiorizacidon una Accion. Esta
construccion no se deja conducir por los estimulos externos, sino por los

internos.

Construccion Objeto — Resulta de la reflexion sobre las operaciones
aplicadas en el proceso, que es dinamico inicialmente, y quien que la posee
puede actuar sobre el proceso, puede realizar transformaciones y pensarlo

como algo estatico, como algo involucrado en si mismo, es decir encapsulado.

Construccion Esquema - Formar un nuevo esquema resulta de la
organizacion de las construcciones accion, proceso, objeto y también otros

esquemas previamente construidos.

Coordinacion — Un tipo de abstraccion reflexiva. Un acto cognitivo de hacer
coincidir dos o0 mas procesos para construir un nuevo proceso; esta

coincidencia de procesos puede realizarse por simple concatenacion.



Encapsulacion — Un tipo de abstraccién reflexiva en la cual uno puede pasar
de una concepcién’ proceso a una concepcion objeto. Tal abstraccidén permite
al individuo mirar un proceso como algo cerrado en si mismo con “existencia

propia” lo que permite mirarlo como un objeto.

Interiorizacién — Un tipo de abstraccion reflexiva. Una construccion de
procesos internos como una manera de atribuir sentido a fendémenos
observados. Piaget se refiere a esa construccion como “traduccién de una
sucesion de acciones materiales en un sistema de operaciones interiorizadas”.
(Dubinsky 1991a)

ISETL — Lenguaje de programacion utilizada en la educacioén con una sintaxis

muy parecida con la notacién matematica.

Nivel Intra — Nivel de esquema que es caracterizado por una observacion
individual en los items, aislado de acciones, procesos y objetos de naturaleza
similar. Uno no consigue hacer interrelaciones entre los items, entre las

caracteristicas del concepto.

Nivel Inter — Nivel de esquema que es caracterizado por la posibilidad de
construccion de interrelaciones entre acciones, procesos y objetos de otros
conceptos o de lo mismo. Uno es capaz de percibir y utilizar, si es necesario,

items de naturaleza similar.

Nivel Trans — Nivel de esquema que corresponde a una estructura
fundamental que el individuo construye o empieza a construir a través de las
interrelaciones obtenidas en otro nivel y ella es entendida como algo que le da

armonia, relacion logica o coherencia al esquema.

' Comprender, encontrar justificacion a los actos. Formar idea, hacer concepto de algo.



Teoria APOE - Estructura tedrica, basada en las ideas de Piaget, que busca
describir cognitivamente la comprension matematica de un individuo. Es

compuesta de 4 elementos: Accion, Proceso, Objeto y Esquema.

Triada Piagetiana- Niveles de desarrollo de los esquemas: Intra, Inter y Trans.



— Introduccion

El estudio de la ensefianza del algebra lineal en algunos programas
universitarios y el fracaso de una buena parte de estudiantes al abordar los
conceptos basicos de esta area ha motivado la creacion de grupos de
investigacion en paises como Canada, Estados Unidos, Francia y México, entre
otros. Algunos de estos investigadores han disefiado teorias que apuntan a
determinar las causas de las dificultades de los estudiantes con esta area, a la
vez que presentan propuestas didacticas y metodologicas buscando ayudar a
los estudiantes a superar sus dificultades al tratar con los conceptos de espacio

vectorial, base, conjunto generador y transformaciones lineales entre otros.

Con este trabajo de investigacion buscamos aportar con base en la
teoria APOE desarrollada por Dubinsky y sus colaboradores (Asiala et al.,
1996), una descripcion de las construcciones mentales (acciones, procesos,
objetos y esquemas) que pueden realizar los estudiantes para comprender el
concepto espacio vectorial. Esta descripcion sistematica es presentada
mediante una Descomposicidn Genética que representa un modelo cognitivo,
donde sefialamos un camino mediante el cual los estudiantes pueden construir

dicho concepto.

La descomposicion genética que presentamos en este trabajo es el resultado
de la aplicacién del ciclo investigacidon planteado por esta teoria. Este ciclo esta
compuesto por tres componentes: Analisis tedrico, Disefio y Aplicacion de
Instrumentos y, Analisis y verificacion de datos. Como resultado de nuestro
analisis teorico disefiamos una descomposicion genética preliminar que sefala
el camino por el cual los estudiantes pueden construir el concepto espacio
vectorial; con base en dicho andlisis tedrico disefiamos dos instrumentos: un
cuestionario diagndstico y una entrevista buscando detectar las construcciones

que habiamos considerado en la descomposicion genética preliminar, eligiendo



las preguntas de tal manera que permitirian obtener informacion profunda
respecto a la manera de pensar de los estudiantes. Estos instrumentos fueron
aplicados a los estudiantes matriculados en el programa de Licenciatura en
Matematicas en el Instituto de Matematicas (IMA) de la Pontificia Universidad
Catdlica de Valparaiso (PUCV- Chile). El analisis de los resultados obtenidos
con estos datos empiricos nos permitieron refinar nuestro analisis tedrico y
presentar una descomposicion genética mejorada. Este analisis teérico ademas
de ser un modelo de aprendizaje representa una herramienta didactica que

sefala estrategias de ensefianza del concepto espacio vectorial.

La presentacion de nuestro trabajo la hemos organizado en cinco

capitulos que describimos a continuacion:

Capitulo 1 Problematica, objetivos de investigacion y antecedentes. En
este capitulo presentamos una mirada general de los trabajos que se han
desarrollado los ultimos afios sobre el aprendizaje y la ensefianza de los
conceptos del algebra lineal. De alli nace nuestro problema de investigacion
relacionado especificamente con el estudio de los espacios vectoriales desde
su definicion formal. En este capitulo hacemos una reflexion sobre la
naturaleza abstracta del algebra lineal y su importancia en la formacién del

conocimiento matematico.

Capitulo 2 Marco tedrico. Con base en los antecedentes decidimos
tomar como referencia tedrica la teoria APOE ya que desde esta perspectiva es
posible abordar los conceptos desde su naturaleza matematica. En la
descripcion de dicha teoria hacemos énfasis sobre la definicion de las
diferentes construcciones, los mecanismos mentales para la construccion y
los niveles intra, inter y trans de un concepto en general, a la vez que
presentamos un desglose del ciclo de investigacién de esta teoria mediante la

explicacion y relacion de cada una de sus componentes.

Capitulo 3 Analisis teorico, intencién de los instrumentos y analisis
hipotético sobre las construcciones. Este capitulo representa una parte
fundamental de nuestra investigacion, alli iniciamos nuestra metodologia

guiada por las componentes del ciclo de investigacion brindado por la teoria

10



APOE. Como resultado del analisis tedrico, primera componente de dicho ciclo,
presentamos una descomposicion genética preliminar del concepto espacio
vectorial. Esta representa nuestra guia para el disefio de los instrumentos

(cuestionario diagndstico y entrevista) y fundamenta su analisis a priori.

Capitulo 4 Andlisis y verificacion de datos: Evidencia de la evolucion
cognitiva realizada por los estudiantes. En este capitulo presentamos los
resultados empiricos obtenidos de la aplicacion de los instrumentos. Alli
mostramos evidencias de las construcciones y de la evolucidn cognitiva que los
estudiantes han realizado sobre el concepto espacio vectorial y las conexiones
que han logrado establecer con otros conceptos. Estos representan la base

para argumentar los resultados de nuestra investigacion.

Capitulo 5 Conclusiones. En este capitulo presentamos la
descomposicion genética refinada, resultado de nuestro analisis de los datos
empiricos obtenidos. También hacemos algunas recomendaciones de tipo
didactico y pedagogico; y planteamos finalmente algunas preguntas de
investigacion que pueden guiar futuros trabajos sobre este concepto.
Esperamos que este trabajo represente un aporte significativo a la problematica
planteada sobre las dificultades de los estudiantes para construir los conceptos
basicos del algebra lineal. Como ya mencionamos los resultados que
presentamos representan una herramienta didactica para que maestros e
investigadores disefien e implementen instrumentos en su quehacer cotidiano

que promueva la construccion adecuada del concepto espacio vectorial.

11



Capitulo 1
Problematica, Objetivos de la Investigacion y Antecedentes

Capitulo 1
.
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Capitulo 1
Problematica, Objetivos de la Investigacion y Antecedentes

Capitulo 1

Problematica, Objetivos de 1la
Investigacion y Antecedentes

1.1 Problema de Investigacion

La explicacién del concepto? de espacio vectorial que puede verse en los
textos universitarios® hoy en dia, es la culminacién de un largo y accidentado
proceso de evolucion histérica, durante el cual este concepto y otros
conectados con él (independencia y dependencia lineal, base, dimension,
transformacion lineal, etc...) se encontraban implicitos en diferentes contextos
de la matematica o la fisica. El interés por estudiar sus antecedentes y el
contexto en que se gestd es tan reciente que los trabajos especificos al
respecto son practicamente inexistentes antes de que Gray (1980) planteara el
problema de investigar los origenes del concepto de espacio vectorial y

bosquejara las fuentes que podrian conducir a reconstruir su historia.

Actualmente, parece indiscutible la importancia del concepto de espacio
vectorial como tdpico central en el estudio del algebra lineal, el cual
normalmente aparece como uno de los primeros temas, de un curso inicial de
la materia. Un ejemplo de ello, es un primer curso de algebra lineal para
Licenciatura en Matematica, en la Pontificia Universidad Catdlica de
Valparaiso-Chile (PUCV), donde el concepto de espacio vectorial suele

introducirse mediante explicaciones relacionadas con la definicion de espacio

> En esta investigacién, consideramos que “concepto” es una idea que concibe o forma el
intelecto.

% Algebra Lineal de la OEA-monografia n°5, 1976; Algebra Lineal de Hoffman y Kunze, 1973;
Algebra Lineal de Greub, 1981; Introduccion al Algebra Lineal de Howard Antén, 1998;
Algebra Lineal una introduccién Moderna de David Poole, 2004; Algebra Lineal y Geometria
Cartesiana de Juan de Burgos, 2006; Algebra Lineal con aplicaciones de Nakos y Joyner;
entre otros,1999.
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Capitulo 1
Problematica, Objetivos de la Investigacion y Antecedentes

vectorial V sobre un cuerpo K. Dicho procedimiento de explicacién consiste

en aclarar qué significa que (V,+) tenga estructura de grupo™:

Sea G un conjunto no vacio y * una operacion en G. Diremos
gue G es un grupo bajo la operacion = si las tres afirmaciones
son ciertas:
i. Asociatividad:
Paratodo x,y,z en G, se cumple (x*y)*z=x%*(y*Zz)

ii. Existencia de elemento neutro:
Existe e, elemento neutro en G, tal que para todo x en G,
setiene x*e=e*XxX =X

iii. Existencias de elementos inversos:
Para todo x en G, existe X
X*X'=X"*Xx=¢e

en G tal que

Esto se denota resumidamente; (G,*) es grupo.

Si ademas se verifica:
iv. Conmutatividad
Para todo x,y en G, se cumple xxy =y *X

Entonces (G*) es un grupo Abeliano o simplemente G

es un grupo Abeliano, subentendiendo que hay una
operacion (*).

que K tenga estructura de cuerpo:

Se dice que (K,+:)es un cuerpo si y sélo si se cumple:
i.  (K,+) esun grupo abeliano, con e neutro aditivo.
i. (K-{e},+) es un grupo abeliano.

iii.  Distributividad: (Vx,y,z e K)(x«(y +2)=Xey +X-z)

y que V va a ser un K-espacio vectorial, si:

Sea K un cuerpo, se dice que (V,++) es un espacio

vectorial sobre K o un K-espacio vectorial si y sélo si cumple
con:
1. (V,+) es un grupo abeliano.

2. «:KxV -V, es una funcion que cumple:

* Definiciones extraidas del texto: ALGEBRA LINEAL de los Autores: L. Aburto, D. Jiménez, R.
Johnson. Tercera Edicion (2003), Instituto de Matematicas-PUCV.

14



Capitulo 1
Problematica, Objetivos de la Investigacion y Antecedentes

(@ (YaeK)(vxyeV)(as(x+y)=asx+a-y)
() (VabeK)(vxeV)((a+b)sx=a+x+b+x)
(© (vabeK)(vxeV)((ab):x=a-«(bex))

(

(d) (vxeV)(1ex=x)

Si bien el procedimiento utilizado pudiera parecer simple, la introduccion
por primera vez de una matematica tan abstracta, a opinion de los profesores lo
hace lento y el estudiante muchas veces no tiene clara en su mente la serie de
requisitos que debe tener V para ser un espacio vectorial sobre K. Cabe
preguntarse también, hasta qué punto los alumnos comprenden la definicion de
espacio vectorial, y ¢ cuales son las razones que hacen que este concepto sea
difuso para los estudiantes?, o bien, ¢estaran los estudiantes en condiciones
de hacer evolucionar cognitivamente un conocimiento tan abstracto (el de
espacio vectorial), y dar a éste una estructura de objeto matematico con un
nuevo significado a medida que van integrandose al conocimiento del
estudiante nuevos conceptos tales como: independencia-dependencia lineal y

base.

Ahora bien, las interrogantes descritas anteriormente se extienden hacia
la educacién superior, nivel en que situamos nuestro problema de
investigacion: “estudiar la evolucion cognitiva del concepto de espacio vectorial
y su relacién con otras nociones fundamentales del algebra lineal”. Se sabe
que las dificultades que muestran los estudiantes para alcanzar una adecuada
comprensiéon de los conceptos del algebra lineal, en particular el de espacio
vectorial tienen origenes diversos; uno de ellos es el epistemoldgico: el
concepto de espacio vectorial no fue creado para resolver problemas, sino para
unificar y generalizar métodos y conceptos ya existentes (Dorier 1990, 1995a,
1995D).

En nuestra opinion, para el entendimiento de espacio vectorial, se
requiere ademas del dominio de las definiciones y de ciertas técnicas
especificas, de la comprension de las propiedades y teoremas que hacen
evolucionar la teoria matematica del algebra lineal, asi como de un manejo

equilibrado entre el desarrollo conceptual con el tratamiento algoritmico.
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Capitulo 1
Problematica, Objetivos de la Investigacion y Antecedentes

Investigaciones han reportado que el discurso matematico escolar del algebra
lineal privilegia el tratamiento algoritmico a través de las llamadas técnicas de
resolucién, en deterioro de la comprension de nociones basicas (Dorier y
Sierpinska, 2001; Sierpinska et al., 2002).

Una primera tentativa en revelar las fuentes de las dificultades de los
estudiantes en algebra lineal, a través de un analisis histérico y epistemolégico
se puede encontrar en Robinet (1986). El trabajo en esta direccion fue seguido
por Dorier (1995a; 1996; 1997 y 2000). Estas investigaciones no solamente
sirvieron como referencia para una mejoria de los errores y las dificultades de
los estudiantes, sino también se han utilizado como inspiracion para disefar
actividades para los estudiantes. Particularmente un resultado de estas
investigaciones es el referido con la fase pasada de la génesis de la teoria de
espacios vectoriales. Las raices de este paso final se pueden encontrar a fines
del siglo diecinueve, pero realmente comenz6 solamente después de 1930.
Esto es la axiomatizacidn del algebra lineal, es decir una reconstruccién tedrica
de los métodos de resolucién de problemas lineales, usando los conceptos y
herramientas de una nueva teoria axiomatica. Es importante recalcar que la
axiomatizacion en si misma no permitié a los matematicos solucionar nuevos
problemas, pero permitié un acercamiento y un lenguaje mas universal que fue
utilizado en una variedad de contextos (analisis funcional, formas cuadraticas,
aritmética, geometria, etc.) Este acercamiento marcé un nuevo nivel en la
abstraccion, el concepto de espacio vectorial que es una abstraccion de un
dominio de objetos abstractos: vectores geométricos, n-uplas, polinomios,
series o funciones. Esto representa un cambio de perspectiva que induce un
cambio sofisticado a nivel de las operaciones mentales. De hecho, uno puede
distinguir dos fases en la construccién de un concepto: unificacion (poner juntos

varios saberes para crear un todo) y generalizacion (Dorier y Sierpinska, 2001).

Los investigadores franceses (por ejemplo ver Dorier, 1998) nos hablan
del obstaculo del formalismo. Este obstaculo se manifiesta en los estudiantes
que manipulan varios objetos como vectores, ecuaciones, coordenadas, etc.
“sumergiéndose en una avalancha de términos nuevos, de simbolos nuevos,

de definiciones nuevas, y de teoremas nuevos”. Estos autores concluyen que

16



Capitulo 1
Problematica, Objetivos de la Investigacion y Antecedentes

‘para la mayoria de los estudiantes, el algebra lineal es sélo un catalogo de
nociones muy abstractas que ellos no manejan”. Por otro lado, ellos nos
advierten de la dificultad para encontrar las situaciones al nivel de los
estudiantes donde los conceptos del algebra lineal jugarian el papel de
herramienta para resolver problemas. Este hecho esta unido con la naturaleza

generalizadora y unificadora del Algebra Lineal.

Nuestra investigacion pretende estudiar la evolucion cognitiva del
concepto de espacio vectorial en un estudiante de algebra lineal, cuando van
integrandose al conocimiento del estudiante nociones como independencia-

dependencia lineal y base. Nuestra principal pregunta de investigacién es:
¢, Coémo construyen los estudiantes el concepto de espacio vectorial?

Particularmente una pregunta que servira de guia en este trabajo de tesis

doctoral es:

¢ Qué papel juegan algunas otras nociones del algebra lineal
especificas para que los estudiantes logren una comprension

profunda del concepto de espacio vectorial?

En la pregunta inmediatamente anterior, cuando decimos “comprension
profunda”, estamos pensando que las siguientes construcciones estarian

involucradas:

Interiorizar acciones para llegar a una concepcion proceso.
Coordinar dos o mas procesos, de modo que los estudiantes
respondan a situaciones en las que se necesita construir la
composicidn de esos procesos.

Encapsular varios procesos para construir nuevos objetos.

Con esta investigacion buscamos aportar desde nuestra perspectiva, un
analisis cognitivo de la evolucion de uno de los conceptos basicos del algebra
lineal: el concepto de espacio vectorial. Nuestra posicion en esta investigacion

sera abordar el concepto de espacio vectorial desde su definicion matematica
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formal como una estructura formada por un conjunto con una operacion binaria,
que satisface axiomas, junto a otro conjunto llamado cuerpo que tiene otras dos
operaciones binarias, que agregado con el conjunto anterior definen una
operacion entre ellos y satisfacen otros axiomas. Cabe aclarar que las
descripciones que hacemos de la construccién de conceptos involucrados son

en términos cognitivos.

1.2 Objetivos de la Investigacion

En este trabajo esperamos dar cuenta de las construcciones mentales que
un estudiante puede hacer sobre el concepto espacio vectorial. Para ello
presentamos una descomposicidn genética viable que describa un modelo
cognitivo que fundamente el posible diseiio de material docente y apoye la
reflexion sobre el aprendizaje de este concepto. Con esto en mente esperamos

dar respuesta a la siguiente pregunta principal:
¢, Coémo se construye el concepto de espacio vectorial?

Para dar respuesta a esta pregunta de investigacién nos hemos propuesto los

siguientes objetivos:

Objetivos Generales

1. Identificar y analizar las construcciones mentales que hacen los
estudiantes de algebra lineal al construir el concepto de espacio
vectorial, mediante la metodologia de investigacién planteado por la
teoria APOE.

2. Describir la evolucion del concepto de espacio vectorial en el proceso

de integracién de los nuevos conceptos: independencia/dependencia

lineal y base, en los estudiantes de algebra lineal.
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3. Ofrecer un conjunto de sugerencias didacticas basado en nuestra
investigacion para la ensefianza del concepto de espacio vectorial en

el aprendizaje del algebra lineal.

Objetivos Especificos

1. Conocer las concepciones e identificar las dificultades de los alumnos en

relacion al concepto de espacio vectorial y su evolucién.

2. Contribuir al entendimiento de la nocion de esquema dentro del marco
tedrico APOE.

3. Coadyuvar al entendimiento de los conceptos tedricos utilizados en el

marco teérico APOE.

1.3 Antecedentes

Los problemas relacionados con el aprendizaje y ensefianza del Algebra
Lineal han recibido mucha atencion de la comunidad matematica en los ultimos
afos; Jean-Luc Dorier y Anna Sierpinska asi lo sefalan en su reporte de
investigacion (Dorier y Sierpinska, 2001). El Algebra Lineal, cognitivamente
hablando, es un tema dificil que requiere del manejo de muchos conceptos
abstractos, que para construirlos y generalizarlos es necesario reconocer
semejanzas entre los objetos, las herramientas, los métodos y reorganizar
viejas capacidades para relacionarlas con elementos del nuevo conocimiento.
Por ello, Dorier y Sierpinska (2001) sefalan que un punto crucial para el
aprendizaje del Algebra Lineal es entender su naturaleza de unificadora y de
generalizadora de conceptos bajo varios aspectos; como asi también,

interpretar un resultado en diversos contextos, a través de diversos puntos de
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vista y de registros de representacion (como formal, n-uplas o coordenadas, o
geométrico). Por otro lado, el formalismo también es un componente de la
naturaleza del Algebra Lineal; la cantidad aplastante de nuevas definiciones y
la falta de conexion con los conocimientos preexistentes (Geometria, Grupos y
Grupos de movimientos) en el estudiante, terminan formando un obstaculo en

la ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal.

Tradicionalmente desde los afios 70, el Algebra Lineal se ha ensefiado en
Chile de modo tal que el alumno pierde la intuicion geométrica para resolver
problemas basicos y ocupa el algebra lineal como un catalogo de nociones muy

abstractas, que ellos no manejan, para intentar dar soluciones a problemas

como el siguiente: demostrar que {G,J,W}es linealmente dependiente si

{6,\7,VV} es un conjunto de vectores de un espacio vectorial V; donde se

requiere uso de propiedades estructurales de la teoria. Por lo tanto las
ampliaciones de unificacion y de generalizacion tienen que ser entendidos por
los estudiantes, si queremos que acepten el formalismo y utilicen la teoria
correctamente. Las dificultades evidenciadas anteriormente no mejoraran, a
menos que se construyan secuencias de ensefanza, en las cuales esta idea
se pueda entender referida a una actividad matematica, de modo que se
convierta en una reflexion personal de los estudiantes. Los estudiantes deben
poder ver la relacion entre su conocimiento e intuicidon en contextos concretos y
en el lenguaje formal del Algebra Lineal. Ello hace tremendamente dificil
preparar situaciones didacticas (en el sentido de la escuela francesa) donde los

conceptos pueden surgir como herramientas para resolver problemas.

Quienquiera que haya ensefiado un curso basico de Algebra Lineal, sabe
cuan dificil puede ser para un estudiante entender la definicion formal de
independencia lineal y sobre todo ejemplificarla en varios contextos. Es mas,
una vez que los estudiantes han demostrado su habilidad de verificar si un
conjunto de n-uplas, ecuaciones, polinomios o funciones son linealmente
independientes, ellos todavia no pueden utilizar el concepto de independencia

lineal en contextos donde tienen que hacer uso del concepto en cuestion.
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Podemos dar el siguiente ejemplo: Demostrar que {v1 —V,,V,—=V,,V, +v3} es

linealmente independiente, sabiendo que {\71\72\73} es linealmente

independiente en un espacio vectorial de dimension tres. De hecho en muchos
casos los estudiantes inventan “teoremas en accion” (nociodn introducida por
Gérard Vergnaud; ver Dorier, 1998) es decir, reglas o teoremas de accién que
son validos en algunas situaciones restringidas, pero crean errores cuando se

generalizan; por ejemplo:

“algunos estudiantes pueden asociar linealmente independiente con vectores
no colineales, esto puede suceder cuando el estudiante tiene experiencia con
dos vectores en el plano y hace una generalizacién equivocada” (Saldanha,
1995).

Dorier (1998) afirma que es necesario que el profesor conozca el tipo de
teoremas en accion que los estudiantes pueden construir, para poder ayudarles

a superar sus errores y a corregirlos de manera eficaz.

La ensefanza del algebra lineal, y sobre todo las dificultades de los
estudiantes para enfrentarse a conceptos abstractos de dominio matematico,
recibio la atencion de varios investigadores. Muchos trabajos de investigacion
concernientes a diferentes aspectos de su ensefianza y aprendizaje han sido
publicados. Sierpinska y sus colaboradores se centraron en los modos de
pensamiento sintético y analitico, como aquellos pensamientos teodrico y
practico y nos explicaron cémo los objetos del algebra lineal cambian de
sentido segun el modo de pensamiento que se usa para resolver problemas.
Las diferentes interpretaciones que se requieren para un mismo objeto
constituyen una fuente de dificultades para principiantes que tienen poca

experiencia en algebra lineal (Sierpinska, 2000; Sierpinska et al., 2002).
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1.3.1 Estudios Relacionados con el Concepto de
Espacio Vectorial

Entre las investigaciones relacionadas con tema de la presente
investigacion, sobresalen aquéllas cuyo interés esta centrado en el concepto
abstracto de vector como elemento de un espacio vectorial. Estas
investigaciones estan interesadas principalmente en los problemas de la
ensefanza y el aprendizaje del concepto de espacio vectorial como estructura

algebraica.

Un analisis epistemoldgico cuidadoso lleva a Dorier (1990, 1995a vy
1995b) a la conclusién de que el concepto de espacio vectorial pertenece a una
clase de conceptos que él llama “unificador y generalizador” porque no fueron
creados para resolver problemas, sino para unificar y generalizar métodos y
conceptos ya existentes. Basado en este analisis propone un ambiente para
que los estudiantes lleguen a establecer por si mismos los axiomas que definen

un espacio vectorial.

Otro acercamiento a la ensenanza del concepto de espacio vectorial ha
sido desarrollado por Harel (1987, 1989a, 1989b, 1990). Harel identifica la
introduccién repentina de los conceptos abstractos del algebra lineal y su
concretizacion en modelos principalmente algebraicos, como la causa principal
de las dificultades que los estudiantes enfrentan en su curso de algebra lineal.
Al momento de entrar en contacto por primera vez con estos conceptos, los
estudiantes no cuentan con una minima base intuitiva y visual sobre ellos y
estan muy poco familiarizados con los modelos algebraicos utilizados. Harel
aplica el “principio de representacion multiple” para disefiar una secuencia de
ensefanza con base en concretizaciones geométricas y algebraicas que a su
juicio resultan mas familiares a los estudiantes. En esta propuesta se
contemplan tres fases; en la primera se discuten algunos conceptos basicos de
la teoria de espacios vectoriales, usando modelos geométricos sin

coordenadas, en la segunda se introducen los mismos conceptos de la fase
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anterior usando como modelos R, R? y RS para llegar a establecerlos en R"
y en la ultima se discuten los espacios vectoriales de dimensién menor igual a
tres pero con elementos indefinidos. Se pretende en esta ultima fase que los
estudiantes puedan usar las representaciones graficas aprendidas en la

primera fase, para visualizar conceptos y resolver problemas.

Una tercera aproximacion, desarrollada muy recientemente, esta basada
en la teoria denominada Accién-Proceso-Objeto-Esquema (conocida como
APOE). A partir de esta teoria un grupo de investigadores interesados en la
problematica de la ensefianza y el aprendizaje de la matematica del nivel
universitario (cuyo nombre Research in Undergraduate Mathematics Education
Community es mas conocido por sus siglas como RUMEC), ha desarrollado
algunos materiales de ensefianza en materias como precalculo, calculo,

matematicas discretas y algebra abstracta.

La teoria APOE ha sido creada por Ed Dubinsky, fundador y uno de los
miembros mas conocidos de RUMEC. Después de las criticas publicadas por
Dubinsky (1997) a las recomendaciones del grupo LACSG (Linear Algebra
Curriculum Study Group), véase (Carlson et al, 1997), sobre la ensefianza del
algebra lineal, RUMEC ha puesto mas atencion a la problematica del
aprendizaje y la ensefianza del algebra lineal y ha preparado materiales de
ensefianza donde materializan sus concepciones didacticas (Weller et al.,
2002). En este texto se propone una aproximacion a la enseianza del concepto
de espacio vectorial a partir del estudio de espacios vectoriales finitos. En este
acercamiento el estudiante se introduce al estudio de espacios vectoriales
elaborando programas de computadora con los cuales explora sus
propiedades. Una exposicion de su fundamentacion tedérica enmarcada en la
teoria APOE, esta publicada en Trigueros y Oktag (2005). Esta investigacion
tiene una relacion directa con nuestro proyecto de investigacion tanto en su
tema como en su marco tedrico. Las autoras utilizan la teoria APOE para
explicar las construcciones mentales que los estudiantes pueden hacer

mientras estan aprendiendo el concepto de espacio vectorial.
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También existen otros trabajos de investigacién mas particulares, como
los desarrollados por Sierpinska, Hillel y Dreyfus (1999) sobre transformaciones
lineales y valores y vectores propios, los de Pavlopoulou (1993, 1994) sobre
coordinacion de registros de representacion en situaciones relacionadas con
los vectores y los de Maracci (2005, 2006) sobre las dificultades y errores de
los estudiantes graduados y no graduados al resolver problemas de algebra
lineal, en los cuales muestra algunas dificultades de los estudiantes
relacionadas con nociones basicas de la teoria de espacio vectorial, analizadas
en términos de la dualidad proceso objeto de Sfard. Maracci (2008) da cuenta
del trabajo de la investigacion de su doctorado, cuyos objetivos generales del

proyecto de investigacion describimos a continuacion:

1. Documentar en estudiantes graduados y no graduados posibles dificultades
y errores con respecto a las nociones de combinacion lineal, conjunto
generador, dependencia/independencia lineal, base y dimensién de un
espacio vectorial.

115

2. Identificar “concepciones™, referidas a esas nociones, las cuales pueden

describir las dificultades y evidentemente documentarlas.

En particular, Maracci intent6 llevar a cabo su investigacion brindando
atencion principalmente en la nocién de la combinacion lineal, ya que segun el
investigador esta nocion es central en el enfoque axiomatico, generalmente

seguido en la ensefianza del algebra lineal.

La hipotesis de su trabajo tiene que ver con las dificultades de los
estudiantes en articular las concepciones de las nociones de la teoria de los

espacios vectoriales, operacional y estructural, ya que parecen ser consistentes

El uso del término “concepcion” indica el autor, merece algunos comentarios. En un principio

lo utiliza consistentemente con el masivo uso de términos en matematica educativa: eso es
para referirse a los posibles puntos de vista de un solo objeto matematico y de su
representacién relacionada (Artigue, 1999). Después especifica el término introduciendo en
el capitulo 3 de su tesis, el modelo ck & (Balacheff, 1995), a través del cual da una definicion
precisa del término “concepcién”. es una cuadruple formada por cuatro componentes
(P(problemas), R(operatoria), L(representaciones), y (estructura de control)) y de relaciones

entre ellas.
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con los resultados de los andlisis de los libros de textos, pero a decir verdad la
necesidad de operar con tales articulaciones no esta claro en los libros de
textos, al contrario pueden ser ocultados por la disponibilidad de algoritmos
para resolver diferentes problemas. Después de una descripcién breve de su
estudio centra el analisis de las dificultades de acuerdo a dos marcos teéricos
diferentes: la teoria de los modelos tacitos de Fischbein y la teoria de la
dualidad proceso-objeto de Sfard. También propone una reflexion retrospectiva
con respecto a las razones por qué decidid llevar su analisis de acuerdo con
mas de un marco teorico y por qué escogid esas bases tedricas (Maracci,
2008, p.269):

Ni las opciones de llevar a cabo el andlisis de acuerdo a diferentes marcos
tedricos, ni la opcién de un marco teérico especifico fueron completamente
hechas a priori, sino que tomamos esa decisiébn como nuestro estudio y del
avance en la recoleccion de la toma de datos. Esto esta parcialmente
relacionado al objetivo general de la comprensién de las dificultades de los
estudiantes relacionados a nociones especificas de la teoria de los
espacios vectoriales, el cual motivd nuestro trabajo y para su estudio
natural. De hecho fue principalmente a través de la recoleccion de datos
desarrollados y de su analisis que conseguimos una mas profunda idea del
entendimiento de los errores de los estudiantes y posibles dificultades en lo
gue los marcos tedricos podrian contribuir a organizar y explicar tales

dificultades.

Maracci eligio desarrollar su analisis de acuerdo a las teorias de
Fischbein y Sfard por diferentes razones. Por un lado, comparte el punto de
vista de Fischbein que existe una dimension implicita de conocimientos, mas
alld de nuestro conciente y de nuestro control, el cual influencia nuestros
procesos de pensamientos, y que un analisis explicito de tal dimensién es
posible y necesario. Por otro lado, la ensefianza de la teoria de los espacios
vectoriales en las universidades italianas siguen una aproximacion axiomatica
la cual fuertemente estresa la “naturaleza algebraica” de su nocion basica de la
teoria de los espacios vectoriales; consecuentemente el estudio de las
dificultades de los estudiantes en la teoria de los espacios vectoriales puede

beneficiarse desde la adopcion de una perspectiva consistente con la teoria de
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Sfard, la cual revel6 eficiencia para analizar las dificultades de los estudiantes

en algebra.

Finalmente propone una breve comparacion entre los resultados de los
dos andlisis, donde uno de los aspectos mas distinguidos tiene que ver con la
manera en la cual la “linealidad” es tomada en cuenta desde el punto de vista

cognitivo.

En efecto, el analisis en términos de la dualidad proceso-objeto esta
centrado sobre y directamente en la conceptualizacion de la nocién
combinacioén lineal. De alguna manera la idea de como la “linealidad” emergid
de ese analisis se refiere directamente a la posibilidad y al significado de
realizar combinaciones lineales. La estructura lineal global de espacio vectorial
se mantiene detras de la escena, nunca es cuestionada. De cierta manera el
marco tedrico dualidad proceso-objeto ha dado un lente para investigar dentro

de la estructura espacio vectorial en vez de la estructura en si misma.

Por el contrario el analisis en términos del modelo tacito tiene que ver
directamente con la idea de estructura: espacio vectorial y subespacio estan
tomados en consideracion como objetos de investigacion y no solamente como
“ambientes” donde ocurre el evento lineal. Efectivamente el modelo tacito

sugerido en la hipdtesis puede esconder (en vez de revelar) la estructura
vectorial: en un sentido en R" —el supuesto paradigma de espacio vectorial— un

fenomeno lineal relevante puede resultar trivializado a causa de R" estructura
lineal “natural”. En particular, la “linealidad” —representada como la posibilidad
de realizar combinaciones lineales— esta condensado y ocultado si es que las

combinaciones lineales son directamente percibidas como n-uplas.

Finalmente Maracci concluye destacando que, no ha dejando de lado las
(profundas) diferencias de los dos analisis, ambas hipotesis declaradas en su
tesis permiten dar cuenta para una variedad de dificultades en estudiantes:
mas aun, diferentes comportamientos de los estudiantes que enfrentan

diferentes tareas para reorganizar y marcar en “sistemas consistentes”.
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1.3.2 La Naturaleza del Concepto Espacio
Vectorial

En el largo y accidentado proceso de evolucion historica, durante el cual
el concepto de espacio vectorial y otros conectados con él (independencia y
dependencia lineal, base, dimensién, transformacion lineal, etc...) se
encontraban implicitos en diferentes contextos de la matematica o la fisica,
pueden distinguirse, como lo ha documentado Dorier (1995a), dos periodos de
unificacion: El primero de ellos alrededor del concepto de determinante, se
inicia con la publicacién de los trabajos de Cramer® sobre el tema, a mediados
del siglo XVIII, y culmina a principios del siglo XX con el desplazamiento de los
determinantes por la formulacion axiomatica de la teoria de espacios
vectoriales. Durante este periodo surgen, en el contexto del estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales, algunos conceptos fundamentales como
dependencia, rango y dualidad; aplicandose a dimensiones finitas. De hecho
hasta principios del siglo XX, los determinantes eran practicamente la unica
nocién comun entre los problemas lineales y se habian vuelto una herramienta
imprescindible para abordar cualquier problema de naturaleza lineal. Otros
trabajos como el de Euler que mantenian otro punto de vista sobre la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, no tuvieron una influencia
inmediata y el enfoque de Cramer termind por imponerse. La geometria ha
jugado aqui un papel importante, no s6lo aportando el marco intuitivo de los
descubrimientos algebraicos y que desembocaron en lo que hoy se conoce
como analisis vectorial, sino que ademas la busqueda de un calculo geométrico
intrinseco condujo al estudio de las propiedades de los segmentos de recta
dirigidos, que sirvi6 como antecedente a los primeros trabajos axiomaticos.
Todavia a principios del siglo XX, conceptos tan importantes como el de rango
de una matriz permanecian estrechamente ligados al de determinante. El breve
articulo de Miller (1910) titulado “On the solution of a system of linear
equations”, resulta ilustrativo al respecto; Miller demuestra un teorema sobre

sistemas consistentes de ecuaciones lineales utilizando la definicion de rango

® Los trabajos de Leibniz sobre determinantes, escritos mas de cincuenta afos antes que los de
Cramer, fueron conocidos hasta mediados del Siglo XIX, razén por la cual no se les menciona
como referencia inicial en este periodo, véase Smith D.E.(1959, pp.267-270).

27



Capitulo 1
Problematica, Objetivos de la Investigacion y Antecedentes

de una matriz como “el orden del determinante distinto de cero mas grande
formado por elementos de la matriz tomados en orden” (ibid, p. 137) que

atribuye a Frobenius.

El segundo periodo, se extiende segun Moore (1995, p. 263) desde la
publicacion del primer conjunto de axiomas para n-uplas dado por Darboux en
1875, aunque la primera definicion axiomatica de espacio lineal fue dada por
Giuseppe Peano hasta 1888, y concluye con la publicacidon del texto de Birkhoff
y MacLane en 1941, cuya axiomatica se ha trascrito antes. Durante este lapso
se da un proceso de refinamiento y aceptacién del acercamiento axiomatico a
la teoria de espacios vectoriales, enmarcado en un movimiento general de la
matematica en esa direccién, que toma impulso en la necesidad de unificar el
gran numero de nuevas teorias que se expandian rapidamente. Los
determinantes van perdiendo el papel preponderante que tenian, al grado tal
que en la tercera edicion de “A Survey of Modern Algebra” aparecen hasta el
Capitulo X y su utilidad practicamente se ha reducido al calculo de polinomios
caracteristicos, como los autores mismos lo aclaran (Birkhoff and MacLane,
1965, p. 280):

“Cada matriz cuadrada tiene un determinante, aunque el determinante
puede usarse en el estudio elemental del rango de una matriz y en la
solucién de ecuaciones lineales simultdneas, su aplicacion mas esencial
en teoria de matrices es la definicion del polinomio caracteristico de una

matriz.”

Al final de este periodo se han logrado unificar bajo un conjunto de axiomas,
los espacios vectoriales de dimension finita e infinita, dando un paso importante
hacia la creacion del algebra lineal como un campo de estudio independiente,
que agrupa muchos fenomenos lineales de diferentes partes de la matematica
(véase, Moore, p. 264). Es debido a estas particularidades de su gestacion y su
evolucion que Dorier lo ha incluido (1995a), junto al de Grupo y otros en una
categoria de conceptos que ha llamado unificador y generalizador (unifying and
generalizing concepts). A diferencia de otros como el de derivada o el de la

integral de Riemann, que se construyeron porque se requerian como
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herramienta para resolver problemas, esta categoria de conceptos y en
particular el de espacio vectorial responden a otras motivaciones. Al respecto

Dorier (idem, p 176) precisa:

“Por lo tanto, puede sugerirse que el éxito de la axiomatizacion [del
concepto de espacio vectorial] no provino de la posibilidad de llegar a
resolver problemas matematicos no resueltos, sino de su poder de
generalizacion y unificacion y, consecuentemente, de la simplificacion en la
busqueda de métodos para resolver problemas en matematicas. Como una
consecuencia, este acercamiento marco un nuevo nivel en la abstraccion,
el concepto de espacio vectorial es una abstraccion de objetos ya
abstractos, como los vectores geométricos, n-uplas, polinomios, series o

funciones.”

Los conceptos que pertenecen a esta categoria jugaron el papel de unificar y
generalizar diferentes métodos, herramientas y objetos que se encontraban
dispersos en diferentes contextos como la geometria, los sistemas de
ecuaciones lineales y las ecuaciones diferenciales. En resumen, se conjuntan

en ellos las tres caracteristicas siguientes:

» No fueron creados para resolver nuevos problemas.
» Unifican conceptos y métodos ya existentes.

» Reorganizan en una nueva teoria los resultados dispersos.

1.3.3 Teoria de los Espacios Vectoriales en
libros de textos

En la mayor parte de los libros de texto” se presenta la definicién axiomatica

de espacio vectorial®. Esto desde luego no resuelve el problema planteado

” Algebra Lineal de la OEA-monografia n°5, 1976; Algebra Lineal de Hoffman y Kunze, 1973;
Algebra Lineal de Greub, 1981; Introduccién al Algebra Lineal de Howard Antén, 1998; Algebra
Lineal una introduccién Moderna de David Poole, 2004; Algebra Lineal y Geometria Cartesiana
de Juan de Burgos, 2006; Algebra Lineal con aplicaciones de Nakos y Joyner 1999; entre
otros.
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sobre el nivel de generalidad, porque la formulacién explicita de la definicidon
dice con frecuencia poco sobre el nivel al que alude el concepto en el texto.
Harel (1987) ha encontrado, al analizar los contenidos de 32 libros de texto de
algebra lineal, que pueden distinguirse en ellos cuatro niveles de generalidad
(idem, p. 30).

» Nivel 1. Un espacio vectorial cuya dimension es un numero explicito
(usualmente 1, 2, o 3) y con elementos definidos (por ejemplo
segmentos dirigidos o polinomios).

» Nivel 2. Un espacio vectorial cuya dimension es un numero especifico y

con elementos indefinidos (por ejemplo: el espacio
W ={AeM,(R)/A+A"=0}).
> Nivel 3. Un espacio vectorial cuya dimensién es un parametro (es decir

n) y cuyos elementos estan definidos (por ejemplo: R" como el espacio
de n-uplas (X, Xz, ..., Xn), donde los X; son numeros reales.
» Nivel 4. Un espacio vectorial cuya dimension es un parametro y cuyos

elementos no estan definidos (por ejemplo: el espacio vectorial
ker(A):{x eR"/ Ax =0}, donde A e M, (R)).

Esta diferenciacion de niveles es muy util cuando se desea comparar las

definiciones que aparecen en los textos de espacio vectorial.
1.34  Perspectivas de Ensefianza del concepto
Espacio Vectorial

A continuacion se describen y comentan tres perspectivas distintas en la

ensefanza del concepto de espacio vectorial.

8 Excepto aquellos textos como el Algebra Lineal y sus aplicaciones de Hilbert Strang, donde la
definiciébn axiomatica no aparece explicitamente como parte de la “teoria”, sino apenas
mencionada en un ejercicio (Strang, 1982, p.62).
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1.3.4.1  La perspectiva de Guershon Harel

Después de analizar una gran cantidad de libros de texto de algebra
lineal, Harel (1987) ha detectado que existen en ellos dos supuestos implicitos
con respecto al aprendizaje del material que presentan y que la docencia ha

evidenciado como falsos:

1°) Los estudiantes son capaces de tratar con estructuras abstractas sin
una preparacion considerable y

2°) Pueden apreciar la economia de razonamiento cuando los conceptos
particulares y sistemas se tratan a través de una representacion

abstracta.

Harel considera que principalmente las dificultades enfrentadas por los
estudiantes en el curso de algebra lineal se deben a que los conceptos
abstractos se introducen abruptamente sin contar con una base intuitiva y
visual y se concretizan en modelos principalmente algebraicos que son poco
familiares a los estudiantes. Utiliza el principio de representacion multiple para
disefiar una secuencia de ensefanza a base de concretizaciones geométricas
y algebraicas con las que los estudiantes estan mas familiarizados. Esta

perspectiva consta de tres fases que pueden resumirse de la manera siguiente:

Fase 1. Se discuten aqui algunos de los conceptos basicos de la teoria de
espacios  vectoriales (combinacion lineal, dependencia e
independencia lineal, base y dimensién), usando modelos (llamados
por el autor espacios de vectores) geométricos sin coordenadas (la

recta, el plano y el espacio).

Fase 2. Se introducen los mismos conceptos de la fase anterior usando como

modelos R, R? y R3 para llegar a establecerlos en R". El concepto
de dimension se establece a través del estudio de los conjuntos de

soluciones de sistemas de ecuaciones lineales y se usan
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transformaciones lineales especificas para motivar las operaciones

matriciales.

Fase 3. Se discuten aqui los espacios vectoriales de dimension menor igual a
tres pero con elementos indefinidos. Se pretende en esta fase que los
estudiantes puedan usar las representaciones graficas aprendidas en

la fase 1, para visualizar conceptos y problemas.

La experimentacién de esta perspectiva ha sido reportada como exitosa
(Harel, 1989a) y una exposicion mas detallada sobre la experiencia del trabajo

en el aula fue publicada por el autor al ano siguiente (Harel, 1990).

1.3.4.2 La perspectiva de Jean Luc Dorier

La perspectiva didactica de Dorier (1995b) se ubica dentro del marco
general constructivista, tomando elementos de varios trabajos de investigacion
realizados en esta linea. Su punto de partida es que el concepto de espacio
vectorial pertenece a una categoria que ha denominado conceptos unificador y
generalizador. Una dificultad para la ensefianza de los conceptos unificador y
generalizador, es el papel de su preexistencia, que exige identificar las
caracteristicas comunes de los objetos a ser abstraidos y desechar aquellas
que no interesan (por ejemplo el producto cruz entre vectores o la
multiplicacion de matrices pueden desecharse cuando se construye el concepto
de espacio vectorial). Este proceso de abstraccion requiere apartarse un poco,

para ver el conocimiento previo desde un nuevo punto de vista.

Este trabajo de Dorier también esta relacionado con los trabajos de
Dubinsky, puesto que en el proceso de construccidon de los conceptos
unificador y generalizador, una componente esencial es el analisis reflexivo

sobre los objetos a ser unificados. Dubinsky introduce el término
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"descomposicidon genética"®

de un concepto para referirse a la descripcion de
sus diferentes aspectos y relaciones con otros conceptos en términos de
esquemas, siempre enfocandose en las construcciones mentales que hacen
los estudiantes, mientras que Dorier habla del nivel meta como la etapa en la
cual los conocimientos y competencias a ser unificados requieren verse a otro

nivel.

1.3.4.3 La perspectiva de Ed Dubinsky

Un tercer acercamiento, desarrollado recientemente, esta basado en la
teoria denominada Accion-Proceso-Objeto-Esquema (conocida como APOE).
Con base en esta teoria un grupo de investigadores interesados en la
educacion matematica a nivel universitario (conocido como RUMEC) ha
desarrollado un programa de investigacion sobre el aprendizaje y la ensefianza
de la matematica en este nivel y ha propuesto algunos materiales de
enseflanza en materias como precalculo, calculo, matematicas discretas y

algebra abstracta.

La teoria APOE establece que cada tépico matematico requiere de una
descomposicion genética, esto es de la descripcion de un modelo para
construir un conocimiento matematico y luego aplicarla para describir las
construcciones especificas que pueden hacerse para entender un tépico
matematico particular.

Para descomponer genéticamente un concepto se requiere identificar cual es el
objeto de inicio y cuales son las acciones y los procesos que se requieren para
transformarlo. Aunque no siempre es facil distinguir en la teoria una accion de
un proceso, porque la distincion depende mas bien de la relacion que estas

transformaciones guardan entre si.

9 . o~ . . L .
Una descomposicion genética permite la interpretacion del aprendizaje de una manera
dinamica y enfatiza el aspecto conceptual del conocimiento sobre su aspecto algoritmico. Por
ejemplo la "encapsulaciéon" de los conceptos de funcién, polinomio, serie, vector, etc.
(propuesta por Dubinsky) es necesaria pero no suficiente para entender el concepto de
vector, se requiere ademas reflexionar sobre las relaciones entre estos diferentes objetos.
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Segun Dubinsky (1997, p. 93) las dificultades de los estudiantes con los
conceptos basicos de la teoria de espacios vectoriales provienen de tres

fuentes:

Primera: El papel pasivo, imitador, asignado al estudiante en los cursos
de algebra lineal. Debido a este papel “los estudiantes no entienden estos
conceptos debido a que nunca tienen la oportunidad de construir sus

propias ideas acerca de ellos” (ibid, p. 93).

Segunda: La falta de comprension de algunos conceptos que resultan un
antecedente indispensable para entender las nociones basicas referidas,
como es el caso del concepto de funcion. La comprension de estas
nociones basicas exige también contar con ciertas habilidades para usar

algunas herramientas como los cuantificadores.

Tercera: Esta ultima fuente esta muy relacionada con la primera y tiene
que ver con la ausencia de estrategias didacticas que den a los
estudiantes la oportunidad de construir sus propios conceptos. La
elaboracion de estas estrategias se debiera iniciar por analizar las
construcciones mentales especificas que pueden usarse para entender

un determinado concepto.

Dubinsky (1997, pp. 94-95) propone una metodologia de investigacion que
conduzca a la formulacion de las estrategias mencionadas en este ultimo

punto. Dicha estrategia contempla tres fases:

Fase 1: El analisis tedrico mediante el cual se debe dilucidar cuales son
las construcciones mentales que el estudiante necesita hacer para
aprender un tépico matematico en particular.

Fase 2. El disefio de estrategias de ensefianza que favorezca la creacion
de estas construcciones mentales.

Fase 3. La observacion y evaluacion de la ensefianza, cuya finalidad es

determinar si estas construcciones pudieron hacerse, qué es lo que el
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estudiante ha aprendido y la reconsideracién sobre el analisis tedrico y las

estrategias didacticas.

En su esfuerzo por formular una propuesta didactica especifica para el algebra
lineal, RUMEC ha preparado materiales de ensefanza en el que se muestra su
filosofia acerca de qué contenidos debiera incluir y como debiera organizarse
un primer curso universitario de algebra lineal (Weller et al, 2002). En este texto
se propone una aproximacion a la ensefianza que inicia con el concepto de
espacio vectorial a partir del estudio de espacios vectoriales finitos. En este
acercamiento el estudiante se introduce al estudio de espacios vectoriales
elaborando programas de computadora con los cuales explora sus
propiedades. Una exposicion de su fundamentacion tedrica enmarcada en la
teoria de APOE, esta publicada en Trigueros y Oktag (2005).

14 Influencia de los antecedentes en la
Investigacion.

Los antecedentes aca presentados nos indican la importancia de
estudiar la manera con que se construye el concepto espacio vectorial, ya que
los estudiantes muestran varios tipos de dificultades con esta nocién. Por otro
lado, muestran que un aspecto crucial para la ensefaza y aprendizaje del
concepto de espacio vectorial es su naturaleza de concepto unificador y
generalizador. Esa naturaleza, aunque no se puede explicar completamente en
terminologia que utiliza la teoria APOE, se relaciona con los siguientes

aspectos:

La naturaleza de concepto unificador: se puede asociar con la
concepcion objeto de espacio vectorial, ya que es aqui en esta concepcidn
donde un individuo toma conciencia del concepto de espacio vectorial como un
todo.

La naturaleza de concepto generalizador: se puede relacionar con la
concepcion esquema de espacio vectorial, ya que un esquema es una
coleccién de acciones, procesos, objetos y aun, otros esquemas que le

permiten al individuo enfrentar una situacion problematica.
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De esta manera reiteramos la importancia de las construcciones objetos
y esquemas en el transcurso de construccidn y evolucién del concepto de

espacio vectorial.
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Capitulo 2
Marco Teoérico

En este capitulo haremos una reflexion del referente tedrico que hemos

elegido para la realizacion de nuestra investigacion.

2.1 La Teoria APOE

La teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema) es una teoria de la
matematica educativa elaborada en sus inicios por el doctor Ed Dubinsky y
desarrollada a partir de la epistemologia de Piaget (Dubinsky, 1996; Clark et
al., 1997) acerca de la manera como se pasa de un estado de conocimiento a
otro, en particular los que corresponden a la matematica que se introduce en la

educacion superior.

Desde el punto de vista de la teoria APOE, la construccion del

conocimiento matematico pasa por tres etapas basicas:

Accién: “Una accion es una transformacion de un objeto, el cual es percibido
por el individuo, hasta cierto punto, como algo externo” (Asiala, et al.,
1996); es decir, cuando es una reaccion a estimulos,’los cuales pueden
ser fisicos o mentales. Una accion puede consistir en una simple
respuesta o en una secuencia de respuestas. En cada caso el efecto
es transformar en forma fisica o mental uno o varios objetos”
(Dubinsky, 1997, pag. 96).

El concepto de accion dentro de la teoria APOE quiza sea mas claro
citando un ejemplo sobre el concepto predominante en nuestra investigacion

(espacio vectorial); este ejemplo es tomado de Trigueros y Oktac (2005). Ellas
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mencionan que “Un ejemplo de accion en la condicion de cerradura sobre un
conjunto dado de vectores consiste en tomar 2 vectores explicitamente del
conjunto, realizar la adicion y verificar si el resultado es un elemento del
conjunto”. “Aunque la concepcién de accidon es muy limitada, las acciones
marcan el principio crucial del entendimiento de un concepto. Por lo tanto, el
acercamiento pedagégico de la teoria APOE basada en una teoria de
aprendizaje comienza con actividades disefladas para ayudar a los estudiantes
a construir acciones” (Dubinsky, 1996, pag. 34).

Proceso: “Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella,
puede interiorizarse en un proceso. Es decir, se realiza una
construccion interna que ejecuta la misma accioén, pero ahora no
necesariamente dirigida por un estimulo externo... En contraste con
una accion, el individuo percibe el proceso como algo interno, y bajo
su control, en lugar de algo que se hace como respuesta a sefales
externas” (Dubinsky, 1996). “Nos referimos a la construccién de un
proceso desde una accion como una interiorizaciéon. Una vez que un
individuo tiene construido un proceso, varias cosas son posibles. Por
ejemplo, dos 0 méas procesos pueden ser coordinados para obtener
un nuevo proceso” (Dubinsky, 1997, pag. 96).

Un ejemplo de proceso relacionado con el concepto de espacio vectorial
se encuentra en Trigueros y Okta¢c (2005): “un ejemplo de proceso se
encuentra cuando un estudiante es capaz de expresar las etapas necesarias
para determinar, sin necesidad de verificacion, que la adicion de dos elementos
de un conjunto de vectores dado es o0 no es un elemento del conjunto. Se
puede decir que el sujeto ha interiorizado las acciones en proceso. De la misma
manera, cuando es capaz de explicar como cada axioma se verifica (sin tener
la necesidad de realizar calculos) para que un conjunto dado sea un espacio

vectorial”.

Objeto: “Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un
proceso en particular, toma conciencia del proceso como un todo,

realiza aquellas transformaciones (ya sean acciones 0 procesos) que
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pueden actuar sobre él, y puede construir de hecho esas
transformaciones, entonces esta pensando en este proceso como un
objeto. En este caso, decimos que el proceso ha sido encapsulado en
un objeto. En el curso de la realizacion de una accion o un proceso
sobre un objeto, suele ser necesario desencapsular y regresar el
objeto al proceso del cual se obtuvo con el fin de usar sus propiedades
al manipularlo” (Dubinsky, 1996). En Asiala, et. al. (1996) se menciona
que “en general, se considera que la encapsulacion de procesos para
obtener objetos es extremadamente dificil”, es decir, tomar conciencia
sobre las operaciones aplicadas a un proceso y reflexionar sobre ellas

resulta una dificultad para los estudiantes.

Trigueros y Oktag (2005) mencionan un ejemplo de objeto relacionado con
el concepto de espacio vectorial: “Un estudiante que es capaz de demostrar
gue el conjunto de todas las combinaciones lineales de un conjunto de vectores
es un subespacio de un espacio vectorial esta muy probablemente en el paso
de manifestar una concepcion de objeto del concepto de combinacién lineal.
En el caso del concepto de subespacio, esta evidencia puede incluir la
posibilidad de determinar si dos conjuntos de vectores diferentes forman dos

subespacios equivalentes” (Trigueros y Oktag, 2005).

El paso por estas tres construcciones: Accion, Proceso, Objeto no es
necesariamente secuencial. Un estudiante puede pasar mucho tiempo en
etapas intermedias e incluso estar en una etapa de construccién para ciertos

aspectos de un concepto y en otra para otros (Trigueros y Oktag, 2005).

El mecanismo para pasar de un estado de construccion de conocimiento
matematico a otro, en esta teoria, es la abstraccion reflexiva, es decir es una
herramienta mental, un dispositivo del que se hace uso en los procesos de
construccion del conocimiento, que permite al estudiante, a partir de las
acciones sobre los objetos, inferir sus propiedades o las relaciones entre
objetos de un mismo nivel de pensamiento, lo que implica, entre otras cosas, la
organizacion de la informacién en un marco intelectual organizado a nivel

superior (Dubinsky, 1991a, 1991b). De este modo, la construccién del
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conocimiento matematico se realiza a través de distintas abstracciones
sucesivas hasta llegar a construir de manera coherente un esquema asociado

a un objeto matematico.

La nocion de esquema también proviene de las ideas de Piaget (Piaget,
1971, 1972). Muchos autores han tomado de Piaget la nociéon de esquema
(véase por ejemplo, Vergnaud, 1990). Sin embargo, la definicion de esquema
dentro de la teoria APOE tiene un significado preciso disefiado especificamente
para dar una explicacién a la manera en que se desarrollan los conceptos

matematicos a través de los procesos de ensenanza.

Esquema: “un esquema para una parte especifica de las mateméticas se define
como la coleccién de acciones, procesos, objetos y otros esquemas
gue estan relacionados consciente o inconscientemente en la mente
de un individuo en una estructura coherente y que pueden ser
empleados en la solucion de una situacion problematica que
involucre esa area de las matematicas. Cuando un sujeto se
encuentra frente a un problema especifico en el ambito de las
matematicas, evoca un esquema para tratarlo. Al hacerlo, pone en
juego aquellos conceptos de los que dispone en ese momento y
utiliza relaciones entre esos conceptos. Ante una misma situacion
diferentes estudiantes utilizan los mismos conceptos y diferentes
relaciones entre ellos. El tipo de relaciones que cada sujeto
establece entre los conceptos que utiliza, asi como el tipo de
construccion del concepto que muestra, dependen de su
conocimiento matematico. Se espera que a mayor conocimiento, se
hayan construido mas relaciones entre conceptos y que estas
relaciones formen estructuras cognitivas coherentes en el sentido
de que el individuo distinga claramente aquellas situaciones que
pueden tratarse poniendo en juego un esqguema especifico y

aquéllas para las que no es adecuado” (Trigueros, 2005).
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Asi pues, las construcciones mentales (acciones, procesos, objetos) se
organizan en un esquema estableciendo nuevas relaciones. El esquema puede
llegar a ser considerado como un nuevo objeto, en tal caso se dira que el
esquema se ha tematizado. De este modo se tienen dos formas de construir los
objetos, a través de la encapsulacion de procesos y a través de la tematizacién

de un esquema.

A través de las acciones, procesos, objetos y esquemas la construccion
del conocimiento matematico se lleva a cabo. “Las acciones son
transformaciones de objetos que se efectian como respuesta a un estimulo
que es percibido por el individuo como algo hasta cierto punto externo. Una
accion es interiorizada en un proceso en el cual la transformacién es controlada
de forma conciente por el individuo... El proceso es encapsulado en un objeto a
través de acciones repetitivas y una reflexion sobre éI” (Dubinsky., 1997, pag.
98). En resumen “las acciones son construidas por respuestas repetitivas a un
estimulo; los procesos son construidos ya sea al interiorizar acciones o al
transformar procesos existentes; los objetos son construidos al encapsular los
procesos; Yy, en la desencapsulacién de un objeto, los Unicos procesos que un
individuo puede obtener son los procesos que fueron encapsulados para

construir este objeto” (Dubinsky, 1997).

Todo lo anterior se encuentra ilustrado en la siguiente figura:

Interiorizacion

Accioén
OBJETOS PROCESOS
Coordinacion

Encapsulacion

Construcciones y Mecanismos (Asiala et al., 1996)
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2.2 La Evolucion de los Esquemas en APOE

De ninguna manera hay que considerar que el esquema se mantiene fijo,
sino al contrario, éste se encuentra en constante evolucién y se reestructura
dependiendo de las nuevas situaciones problematicas a las que se enfrenta el
individuo. Logrando establecer relaciones con otros esquemas involucrados
con el concepto que se ha construido, la nocidn de esquema y los mecanismos
de su evolucion “permiten dar cuenta de las relaciones que se establecen entre
los distintos conceptos, y la forma en la que estas relaciones evolucionan
cuando un individuo se enfrenta a conceptos complejos, y a situaciones en las
que requiere utilizar conjuntamente conceptos que provienen de distintas
ramas de la matematica o distintos conceptos que antes no se consideraban
relacionados unos con otros. De esta manera permite incluir otros objetos
matematicos de la misma rama de las matematicas, que para un individuo no
tenian que ver unos con otros, antes de encontrar dicha relaciéon” (Trigueros,

2005, ampliado de acuerdo a una comunicacién personal).

En el mismo articulo citado, Trigueros menciona que al hablar de
esquemas dentro de la teoria APOE no basta con especificar las acciones y los
procesos Yy los objetos que intervienen en la solucién de un problema o de un
conjunto de problemas, sino que es necesario tomar en cuenta que estos
elementos estan interconectados unos con otros. Tal como ella menciona se
deben tomar en cuenta las relaciones que puede hacer el individuo al resolver
un problema, ya que con ello se pueden identificar en las acciones del
individuo distintos grados de formacién o de estructuracion de los esquemas en
estudio, dependiendo de las relaciones que se pueden identificar como

construidas.

Esta evoluciéon ha sido tratada en diversas investigaciones que dan cuenta
de la construccion del esquema de distintos conceptos por parte de los
alumnos como por ejemplo la regla de la cadena para la derivacion en calculo
(Clark et al., 1997), la regla de la cadena y su relacién con la composicion de

funciones (Cottrill, 1999), series y sucesiones (McDonald et al., 2000), las
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relaciones entre la grafica de una funcién y las propiedades de su primera y
segunda derivadas (Baker et al., 2000 y Cooley et al., 2007) y, sistemas de
ecuaciones diferenciales (Trigueros, 2000).

2.3 Rol de la Tematizaciéon en la construcciéon de
los Esquemas

Cuando un estudiante reflexiona sobre su comprensiéon del esquema de
un concepto, visto como “un todo”, y es capaz de realizar nuevas acciones
sobre el esquema, entonces se dice que el esquema ha sido tematizado en un
objeto. Es decir, se llega a una nueva estructura mental, que son los
esquemas, en esta instancia pueden ser tratados como objetos e incluirse en
organizaciones de esquemas de “mas alto nivel”. (Asiala, et al., 1996).

Por ejemplo los espacios vectoriales pueden ser concebidos dentro de
las transformaciones lineales, se pueden introducir operaciones sobre estas
transformaciones, y se pueden examinar propiedades de las operaciones.
Finalmente es posible organizar todo lo anterior construyendo un esquema de
espacio de funciones, el que puede ser aplicado a conceptos como: espacios

duales (este ejemplo también se menciona en Dubinsky, 1997).

24  Niveles de Evolucion de un Esquema

Segun Piaget y Garcia (1989) se pueden considerar distintos niveles de
evolucion de un esquema: los niveles intra-, inter- y trans-, que a continuacion
definimos. Mas adelante en el capitulo 3, apartado 3.1.3, esta definicion sera la
base para caracterizar los comportamientos de los estudiantes, que serviran

como indicadores de que ellos trabajan en wuno u otro nivel.

El nivel de esquema Intra- se asocia con la construccidon de acciones,
procesos y objetos relacionados con un mismo concepto de manera aislada. En
este nivel no hay conexiones entre las diferentes componentes que conforman

el esquema; cuando decimos que no hay conexiones, nos referimos a que las
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componentes de ese esquema forman estructuras ligadas entre si por
relaciones débiles, y no se han identificado transformaciones que permitan

establecer una relacion estable entre los componentes del esquema.

El nivel de esquema Inter- se asocia con la existencia de relaciones entre
diferentes acciones, procesos y objetos relacionados con un concepto, es decir,
en este nivel se identifica algun tipo de transformacion que permite relacionar

de manera mas fuerte los elementos constitutivos del esquema.

El nivel de esquema Trans- Se identifica alguna conservacion que permite
darle coherencia al esquema en el sentido de que el estudiante puede
determinar en qué situaciones el esquema se puede utilizar como un todo y en
cuales no. En las etapas previas, aun cuando el individuo puede evocar las
componentes del esquema e incluso establecer relaciones entre ellas, no lo
utiliza de manera coherente, como un todo. Esto no implica que el esquema se
haya tematizado pues para tematizarlo el individuo requiere poder hacer
acciones sobre el esquema como objeto. También conviene aclarar ya que esto
tampoco esta totalmente claro en la teoria APOE: el esquema como un todo o
sea en el nivel trans es lo que en la descomposicion genética se establece
como la estructura objetivo a construir y en un momento dado a tematizar, si es

necesario.

2.5 Una Descomposicion Genética del concepto
Espacio Vectorial

El proceso de investigacion en la teoria APOE conlleva el tener en
cuenta una descomposicion genética del concepto con el que se trabaja (en
este caso el de espacio vectorial) que consiste en plasmar las construcciones
que se consideran necesarias para aprender un concepto, en otras palabras
“‘una descomposicion genética... es una primera aproximacion para modelar el

aprendizaje del concepto matematico en cuestién” (Trigueros y Oktag, 2005).
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Esta descomposicion genética “estd basada en un marco tedrico de
aprendizaje general, la totalidad de nuestras observaciones y experiencias, y
nuestra propia comprension de las matematicas implicadas” (Glosario de la
teoria APOE, RUMEC).

Trigueros y Okta¢ (2005) presentan de una manera breve la teoria
APOE (Accion — Proceso — Objeto - Esquema) y explican su uso en el caso de
proyectos de investigacion que envuelven construcciones mentales que los
estudiantes hacen cuando aprenden algebra lineal. Ellas presentan una
descomposicién genética del concepto de espacio vectorial mencionando que
la construccidn del concepto de espacio vectorial se da a través de comenzar
con la verificacion de los axiomas que satisface un conjunto para ser llamado
espacio vectorial. Una vez que estas verificaciones se han hecho, se tiene la
construccion del esquema de espacio vectorial. Para que este esquema sea
consistente el sujeto debe trabajar con espacios vectoriales particulares, con el
fin de que cada caso especifico ayude al sujeto a descubrir una estructura
general llamada espacio vectorial. En términos generales las autoras mas que
describir la descomposicion genética del concepto de espacio vectorial como
objeto (sin tomar en consideracién las relaciones que se establecen con otros
conceptos), hablan de la construccion de un esquema para espacio vectorial
que incluye todas las propiedades y caracteristicas que dichos espacios tienen:
bases que los generan, dimension, la construccién de combinaciones lineales o
la idea de independencia lineal, etc. Asi, podemos intuir que ademas de los
axiomas hay otros elementos que entran en la estructura de espacio vectorial

como esquema, que se esta considerando aqui.

En Trigueros y Oktag (2005) las autoras exponen que:
“para construir el concepto de espacio vectorial, un sujeto debe hacer
acciones sobre los elementos de un conjunto utilizando la definiciébn de una
operacion binaria. El sujeto debe partir entonces de los esquemas de conjunto
y de operaciéon binaria. El estudiante realiza acciones para verificar si cada
uno de los diez axiomas que definen un espacio vectorial se verifica... Los
diez procesos individuales son coordinados en un solo proceso de verificacion

de todos los axiomas, esto quiere decir que la construccion de un esquema de
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espacio vectorial implica la coordinacion de cuatro esquemas: axioma,
operacion binaria, funcién y conjunto. En el momento de proceso de
construccion del esquema de espacio vectorial, el sujeto trabaja sobre una
coleccion de espacios vectoriales particulares. Cada caso especifico ayuda al
sujeto a darse cuenta de las diferentes propiedades que la estructura posee,
gue corresponde a la interiorizacién de acciones de verificacién en procesos.
Después el sujeto puede encapsular estos procesos en un objeto y darse
cuenta de la existencia de una estructura general. El sujeto puede percibir
entonces las propiedades invariantes de un espacio particular para construir

un nuevo objeto llamado espacio vectorial”.

. Operacion
Conjunto P

v
Conjunto
de n-uplas

coording€ion

Espacio
vectorial

Coordinacién
de procesos
particulares

Descomposicidn genética del concepto de Espacio Vectorial
(Trigueros y Oktacg, 2005)

Cabe aclarar que el concepto de funcion forma parte de esta

descomposicion genética, debido a que segun el acercamiento de RUMEC, el

estudiante debe construir una funcién en términos de un programa (ISETL)
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que arroja verdadero en caso de que el conjunto en consideracion sea un

espacio vectorial y falso si no lo es.

Tal como se presenta en los parrafos anteriores, se observa que la
construccion del concepto de espacio vectorial comienza con la verificacién de
los axiomas que satisface un conjunto para ser llamado espacio vectorial. La
accion de estas verificaciones tiene que interiorizarse y luego coordinarse en
un proceso de verificacion. El sujeto debe trabajar con espacios vectoriales
particulares con el fin de que cada caso especifico ayude al sujeto a
encapsular este proceso en un objeto, o sea, descubrir una estructura general

llamada espacio vectorial.

Es importante aclarar que no puede hablarse dentro de esta teoria de,
s6lo una descomposicion genética de un concepto, pues ésta depende de la
formulacion que ha hecho el investigador. Pueden coexistir varias
descomposiciones genéticas de un mismo concepto. Lo que es importante es
que cualquier descomposicion genética de un concepto sea un instrumento que
dé cuenta del comportamiento observable del sujeto (Trigueros y Oktag, 2005).
La descomposicion genética presentada en Trigueros y Oktag (2005) hace
hincapié en la construccion del concepto de espacio vectorial como un objeto,

aunque se dan algunos elementos de la construccién de un esquema.

Vargas (2007) explicitdé algunos elementos de la descomposicidon
genética de espacio vectorial presentada en Trigueros y Okta¢ (2005),

haciendo hincapié en la construccidén de este concepto como proceso y objeto.
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12 coordinacion

>26 coordinacion

> 3 coordinacion
FINITO

ESPACIO VECTORIAL
STRUCTURA GENERA

I UN CONJUNTO E
O NO UN ESPACIO

Caoherencia de
esquema

GUBESPACIO

Descomposicidn genética del concepto de Espacio Vectorial
Vargas (2007)

Los resultados obtenidos en Vargas (2007) dan cuenta que los alumnos
presentan dificultades con la coordinacién de los esquemas de: cuerpo,
operaciones binarias, conjunto y axioma que son indispensables para construir
el esquema de espacio vectorial.

En nuestra investigacion planteamos una descomposicion genética,
enfocandonos en el concepto en cuestion como un esquema. También
ponemos especial énfasis en algunos aspectos como la coordinacion de los
procesos asociados a las dos operaciones binarias involucradas y el papel que

juega el cuerpo de escalares.
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2.6 Ciclo de Investigacion

La teoria APOE proporciona un ciclo de investigacion compuesto por

tres componentes: el analisis tedrico, el disefio y aplicacién de instrumentos y

el analisis y verificacion de datos.

Analisis y

Analisis teodrico

Verificacion de datos

Disefio y aplicacion
de instrumentos

Ciclo de Investigacion (Asiala et al., 1996)

Este ciclo de investigacion determinado por las tres componentes

permite obtener una descripcidon mas detallada, de las acciones que realizan

los estudiantes sobre los objetos, que permiten hacer nuevas construcciones

mentales, mediante su repeticidn. Asi tanto el analisis tedérico como los

instrumentos se refinan y mejoran como resultado del analisis de los datos

empiricos obtenidos en el desarrollo de la tercera componente. Veamos qué

se busca lograr en cada una de estas componentes y la manera como estan

relacionadas.

» Analisis tedrico: Este ciclo de investigacion parte de un analisis tedérico

sobre el concepto matematico donde se tiene en cuenta el analisis de

libros de texto y la experiencia de los investigadores para determinar un

camino viable para la construccion de un concepto. Este analisis

permite mediante la descripcion de las construcciones mentales,

modelar la epistemologia y cognicion del

estudiado.

concepto matematico

50



Capitulo 2
Marco Teorico

Asiala et al. (1996) plantean dos preguntas que deben guiar el trabajo
en esta componente: ;Qué significa comprender un concepto
matematico? y 4Como esa comprension puede ser alcanzada por un
individuo? Este planteamiento promueve la reflexion sobre qué es
comprender un concepto determinado y las implicaciones que dicha
reflexion tiene en la forma como un estudiante lo concibe. Esto va
mucho mas alla de la representacion mecanica de algoritmos o de la
supuesta construccion de un concepto aislado. Desde esta perspectiva
el objetivo principal del analisis tedrico es definir una descomposicion
genética viable para que los estudiantes construyan un concepto
determinado, mediante la descripcion explicita de las construcciones
mentales por las cuales puede acceder a la construccion adecuada de
un concepto. Cabe mencionar que no existe una unica descomposicion
genética de un concepto, ya que éstas dependen de los caminos de
construccion del concepto y las estructuras definidas en los estudiantes.
Cada descomposicion genética debe ser el resultado de la aplicacion
completa de las tres componentes de este ciclo de investigacion lo que
permite documentarla con los datos empiricos. Si una descomposicion
genética pasa por este ciclo en varias ocasiones tal vez tendremos una
mucho mas elaborada que pueda abordar con mas detalle y

profundidad la construccidon de un concepto determinado.

» Disefilo y aplicacion de instrumentos: Una vez definida Ila
descomposicion genética preliminar es necesario documentarla, es
decir, tener alguna certeza de la viabilidad del camino senalado en ella.
Para esto es necesario disefiar y aplicar instrumentos que permitan
identificar las construcciones mencionadas en la descomposicion
genética. Estos disefios construidos con base en la descomposicion
genética deben reflejar las construcciones expuestas en ella mediante

los cuales los estudiantes pueden construir dichos conceptos.

» Andlisis y verificacion de datos: Esta componente lleva al analisis de los
datos empiricos obtenidos en la componente anterior. Los resultados

obtenidos con la aplicaciéon de los instrumentos deben ser analizados
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desde la descomposicidén genética preliminar detectando qué elementos
no han sido considerados o cuales de las construcciones dadas
hipotéticamente no se perciben. Esto lleva a una reformulacion de la
descomposicidon genética y a la determinacién de una version refinada

de la descomposicion genética para este ciclo.

Como resultado de la aplicacion de este ciclo de investigacion
determinaremos una descomposicion genética refinada para esta etapa de
investigacion que sin duda aun podra ser mejorada mediante la repeticidon

de este ciclo.
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Capitulo 3

Analisis teorico, intencion de los
instrumentos y analisis
hipotético sobre las
construcciones

La metodologia que usaremos en esta investigacion esta fundamentada
en el ciclo de investigacion dado por la teoria APOE (Asiala et al., 1996).
Considerando las tres componentes de dicho ciclo (analisis tedrico, disefo y
aplicacion de instrumentos, e implementaciéon y recoleccién de datos)
disefiamos una descomposicion genética hipotética, como resultado del
analisis teodrico; ésta a su vez fundamentd el disefio de los instrumentos

(cuestionario diagndstico y entrevista).

Para cada instrumento presentamos un analisis a priori basado en el
analisis tedrico donde presentamos una reflexion sobre las posibles soluciones
que los estudiantes pueden dar y la manera como éstas se relacionan con las

construcciones mentales descritas en la descomposicion genética preliminar.

3.1 Analisis Teorico

Como ya mencionamos en los antecedentes, existen diferentes
investigaciones relacionadas con la ensefianza y aprendizaje del algebra
lineal. Algunos investigadores como Duval, Hillel y Sierspinska se han
centrado en el analisis de los registros de representacion, la diversidad de

lenguajes y los modos de pensamiento a través de los cuales los objetos del
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algebra lineal pueden ser representados (Duval, 1995; Hillel, 2000; Sierpinska,
2000; citados en Dorier y Sierpinska, 2001). Ellos han detectado que esta
diversidad de representacion de los objetos causa grandes dificultades en el
proceso de aprendizaje de los estudiantes, ya que deben distinguir entre los
diferentes caminos de representacién de los objetos y el transito entre un
registro y otro (Dorier, 2002). Partiendo de este hecho y teniendo en cuenta
que sobre la evolucién cognitiva del concepto espacio vectorial no existen
estudios previos con base en la teoria APOE, hemos decidido centrar nuestra

investigacion en la construccion formal del concepto.

Veamos la definicion que algunos textos dan de este concepto:

I. Un espacio vectorial (o espacio lineal) consta de lo siguiente:

1. un cuerpo F de escalares
2. un conjunto V de objetos llamados vectores;
3. una regla (u operacion) llamada adiciéon que asocia a cada par de

vectores «,f de V un vector o+ f de V, que se llama suma de
a 'y S, de tal modo que:

(@) laadicién es conmutativa, a+ =+ «;

(b) la adicién es asociativa, a +(S+y)=(a+p)+7;

(©) existe un unico 0 de V, llamado vector nulo, tal que ¢ +0=«,

para todo a deV,
(d) para cada vector « de V, existe un unico vector —« de V, tal

que o +(-a)=0;
4. una regla (u operacion), llamada multiplicacién escalar, que asocia a
cada escalar ¢ de F y a cada vector « de V un vector ca enV,

llamado producto de ¢ y « de tal modo que:

(@) 1o = paratodo a deV;
(b)  (cic)a =cq(cra);

(c) c(a+pB)=ca+cp

(d) (c1+Co)a=cia+cra

(Hoffman & Kunze, 1973)
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Un espacio vectorial V sobre el campo K (los elementos se K se
llamaran numeros) es un conjunto de objetos que se pueden sumar y que
se pueden multiplicar por elementos de K, de tal manera que la suma de
dos elementos de V es, de nuevo, un elemento de V, el producto de un
elemento de V por un elemento de K es un elemento de V y, ademas se
satisfacen las siguientes propiedades:

EV 1. Dados los elementos u,v,w de V, se tiene:

(uU+tv)+w=u+(v+w).

EV 2. Existe un elemento de V, denotado por O, tal que:
O+u=u+0=u
Para todos los elementos u de V.
EV 3. Dado un elemento u de V, el elemento —u en V es tal que:
u+(-u)=0.
EV 4. Paratodos los elementos u,v de V se tiene que:
U+v=v+u

EV 5. Sic esun numero, entonces c(u+v) =cu + cv.

EV 6. Siay b sonnuameros, entonces (a+b)v = av + bv.
EV 7. Siay b son nameros, entonces (ab)v = a(bv).
EV 8. Para todos los elementos u de V se tiene que 1 - u = u (en
donde 1 es el nimero uno).
(Lang, 1970)

. Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos, llamados

vectores, junto con dos operaciones llamadas sumay multiplicacién
por un escalar que satisfacen los diez axiomas enumerados a
continuacion:
i. Si xeV yyeV,entonces x+y eV  (cerradura bajo la suma).
i. Paratodo X,y yz enV,(x+y)+z=x+(y +2)

(ley asociativa de la suma de vectores).
iii. Existe un vector 0 eV tal que paratodo xeV,x+0=0+x=X

(el 0 se llama vector cero o idéntico aditivo).
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iv. Si x eV, existe un vector —x en V tal que x +(—x) =0

(—x se llama inverso aditivo de x).

V. Si x yy estanenV, entonces x+y =y + X
(ley conmutativa de la suma de vectores).

vi. Si x eV y a es un escalar, entonces ax eV

(cerradura bajo la multiplicacion por un escalar)

Vii. Si xyy estan en V y «a es un escalar, entonces
a(x+y)=ax+ay (primera ley distributiva).
viii. Si xeV estan en V y «a y f son escalares, entonces
(a+B)x=ax+ px (segunda ley distributiva).
iX. Si xeV y a y B son escalares, entonces «(Ax)=(af)x

(ley asociativa de la multiplicaciéon por escalares)

X. Para cada vector x eV, 1x = x.

(Grossman, 1992)

IV. Un conjunto V de objetos llamados vectores, junto con las operaciones
binarias suma de vectores y multiplicacion por escalar se dice que va a ser
un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K, si para todo

u,v,w en V y para todo k,j en K se cumplen los siguientes axiomas:

Axioma 1: u+veV (cerrado para la suma de vectores)

Axioma 2: u+Vv =V +u (conmutatividad para la suma de vectores)
Axioma 3: (u+v)+w=u+(v+w) (asociatividad)

Axioma 4: Existe un vector 0 eV tal que v +0=v (vector cero)
Axioma 5: Para cada v €V hay un unico elemento (—v) eV tal que

V+(-v)=0 (vector inverso)

Axioma 6: kv eV (cerrado para la multiplicacion escalar)

Axioma 7: (ki)v=k(jv) (asociatividad de la multiplicacién por
escalar)

Axioma 8: k (u +v) =ku+kv (primera ley distributiva)
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Axioma 9: (k+]j)v=kv+jv (segunda ley distributiva)

Axioma 10: Existe un elemento 1K tal que para todo venV, v =v

(identidad escalar)
(Weller et al., 2002)

Decidimos considerar las definiciones presentadas en estos textos, ya
que las tres primeras corresponden a la bibliografia utilizada por los
estudiantes que seran parte de esta investigacion, en sus cursos de algebra
lineal (ver anexo 1y 2). La cuarta definicidn, la hemos considerado por ser la

que presenta RUMEC.

Como podemos apreciar todas las definiciones presentan a un espacio
vectorial, digamos E sobre un cuerpo, digamos I', como un conjunto con la

siguiente estructura algebraica:

» Hay una funcioén fija de ExE — E, anotada por (x,y)—>x+y y que

satisface axiomas.

» Hay una funcién fija de I'xE - E anotada por ()L,x)—n%x y que

también satisface axiomas, pero axiomas diferentes a los del punto

anterior.

Sin embargo ninguno de los libros de textos anteriores se detiene a analizar, el
porqué de la exigencia o la necesidad de esos axiomas y no de otros. Al
respecto podemos sefalar, por ejemplo: que los axiomas 8 y 9 dados en la
definicion de espacio vectorial por RUMEC son absolutamente necesarios en
la estructura algebraica de E para poder operar y entrelazar algebraicamente
la operacion suma definida de ExE — E con la operacion multiplicacién por
escalar definida de I'xE — E. De forma similar el axioma 7, dado en la
misma definicion por RUMEC entrelaza la operacién multiplicacion del cuerpo

", con la operacién multiplicacion por escalar.
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+
r
(k+j)v=kv+jv
entrelaza la operacion
. suma del cuerpo, con la
ponderacién por escalar.
(ki)v =k(jv) entfelaza la operaciéon multiplicacion
erpo, con la ponderacion por escalar.
aev
k(u+v)=ku+kv entrelaza la ponderacion
por escalar, con la suma de vectores.
E +

En nuestra opinion, detenerse a realizar esta reflexion, contribuye a mirar la

estructura de (E,F,+,o) como un todo integrado, donde la necesidad de

algunos axiomas contribuye a un entrelazamiento algebraico en las

operaciones que participan en esta definicion, llamada espacio vectorial.

Otros axiomas en cambio, obedecen a otra naturaleza, como por ejemplo:

Existe un elemento 1T tal que para todo ven E, v =v (identidad escalar),

es parte del requerimiento para que el grupo F—{O} realice una accién'

sobre el conjunto E.

19 Una accién de un grupo (G*) sobre un conjunto X es una aplicacion ¢:Gx X — X que

cumple:

a) VxeX, ¢(ex)=x,donde e es el elemento neutro del grupo.

b) VvxeX;vg,heG,¢(g*hx)=4¢(g.4(hx)).
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3.1.1 Construcciones previas necesarias para la
construccién del concepto Espacio Vectorial

Trigueros y Oktag (2005) presentan una descomposicion genética
de espacio vectorial donde mencionan que para construir dicho concepto un
estudiante debe realizar acciones sobre los elementos de dicho conjunto
utilizando la definicién de operacion binaria; y por lo tanto un estudiante debe
poseer como elementos previos el esquema de conjunto y el esquema de

operacion binaria.

3.1.2 Una Descomposicion Genética hipotética del
concepto espacio vectorial

Presentamos, en base a nuestra experiencia en el aula una descomposicion
genética “hipotética” del concepto matematico espacio vectorial y de otros
conceptos fundamentales del algebra lineal, que son de interés para nuestra
investigacion. La llamamos “hipotética” porque a través de la propia
investigacion, dicha descomposicion genética se refinara de manera que dé
cuenta de mejor forma como evoluciona cognitivamente el concepto de espacio
vectorial en la mente de un estudiante, desde su presentacion inicial como un
cuerpo—conjunto11 con dos operaciones que satisface axiomas de relaciones
entre escalares (elementos del cuerpo) y vectores (elementos del conjunto),
para espacios vectoriales de dimensién especifica y con elementos definidos,
hasta espacios vectoriales cuya dimensiéon es un parametro con elementos
indefinidos, pasando por: espacios vectoriales cuya dimensidn es un numero
especifico y con elementos indefinidos y espacios vectoriales cuya
dimension es un parametro y con elementos definidos. Usaremos las
nociones del Algebra Lineal conjuntos linealmente independiente/dependiente y
base, para darnos cuenta del tipo de relaciones que establece el estudiante en
el desarrollo de su esquema de espacio vectorial, con otros conceptos

importantes y que forman parte del esquema de espacio vectorial.

11 Estamos mirando un espacio vectorial sobre un cuerpo, como una estructura formada por

UN CUERPO-UN CONJUNTO Y DOS OPERACIONES: SUMA Y MULTIPLICACION POR
ESCALAR.
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(Proceso)

Esquema de
Axioma

ENCAPSURACION ASIMILACION Cuerpo

Conjunto con dos Operaciones
Binarias diferentes
(Objeto)
(construido de manera similar
:L al del concepto de Espacio

A

Conjunto con Operacion
Binaria que satisface
Axiomas

(Objeto)

y

Vectorial )

SUNA )
ICACION POR U ESCALAR

\ 4

Conjunto con una Operacién
Binaria sobre un Cuerpo
(Objeto)
/

Conjunto con
una Operacion Binaria
(Objeto)

COORDINACION
Q\ TRAVES DE LAS

Conjunto con dos Operaciones Binarias (una
sobre un cuerpo) que satisface axiomas
(Objeto)

N 4 TRANS
INTRA INTER Los esquemas pueden ser
Aislados objetos Relaciones entre . evocados cuando sean
(espacios vectoriales subespacios, »  necesarios para resolver
individuales), procesos, transformaciones lineales, problemas. Estan
acciones, esquemas bases, etc. ) conscientes de la estructura.

DESCOMPOSICION GENETICA HIPOTETICA DEL CONCEPTO
ESPACIO VECTORIAL Y SU EVOLUCION
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Segun esta descomposicion genética para construir el concepto de
espacio vectorial y reconocerlo como una estructura general, un estudiante
empieza activando sus construcciones hechas alrededor de los esquemas de
los conceptos de conjunto y de operacién binaria'® (este ultimo esquema se
relaciona con el esquema de funcién). Esta activacion implica que el estudiante
aplica una operacion binaria especifica a pares especificos de elementos de un
conjunto, como accion. Es decir, dados dos elementos de un conjunto
especifico y una operacién binaria especifica, puede encontrar un elemento
resultante. Dicha accidén sera interiorizada en un proceso, al considerar la
operacion binaria aplicada a todo un conjunto de manera general. Es decir, el
estudiante puede pensar en la manera con que se estan dando los elementos,
resultante de aplicar una operacion binaria a cualesquiera elementos de un
conjunto. Cuando este proceso se encapsula en un objeto el individuo se da
cuenta que el esquema de axiomas puede generalizarse para incluir este
objeto, es decir, el objeto “conjunto con operacién binaria” se asimila por el
esquema de axiomas (que contiene cuantificadores), para dar lugar a un nuevo
objeto que es un conjunto con una operacion binaria que satisface axiomas. Asi
el estudiante puede decidir si todos los axiomas se cumplen o hay algunos que
no se cumplen. Aqui el cuerpo juega un rol importante y es posible definir una
operacion en el conjunto sobre un cuerpo (esto es posible porque el estudiante
ha construido un conjunto como un objeto, entonces puede definir nuevas
operaciones). Los objetos que son conjuntos con dos tipos de operaciones
(Suma y multiplicacion por un escalar, en las cuales el estudiante es capaz de
realizar acciones y chequear propiedades en cada una de las operaciones por
separado) pueden ser coordinados a traves de los procesos que le relacionan y
los axiomas de espacio vectorial que involucran ambas operaciones, para que
emerja un nuevo objeto que puede ser llamado un espacio vectorial. La
coordinacion entre ambas operaciones toma lugar a través de las leyes

distributivas entre la suma y producto por escalar.

'2 Nosotros estamos usando la expresion “operacion binaria” en un sentido general. Estamos
concientes que en una multiplicacion por un escalar los elementos operados no provienen del
mismo conjunto.
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Examinar los axiomas de espacio vectorial permite que un estudiante
pueda realizar acciones sobre los elementos de un conjunto encaminados a
satisfacer los axiomas del espacio vectorial, a través de la coordinacion de las

operaciones provenientes de ambos conjuntos: el conjunto junto a su operacién

binaria y un cuerpo (R, Q, C, Zp con p un numero primo, u otro) por medio de

las leyes distributivas. Asi hasta este momento un estudiante tiene que tener
presente tres esquemas: Conjunto, axioma y operacion binaria. De esta
manera el estudiante coordina cada uno de los axiomas que satisface un
espacio vectorial con el proceso mismo que dicta tal axioma, es decir, aquello
que debe satisfacer un conjunto para ser llamado espacio vectorial (estamos
pensando en un espacio vectorial cuya dimension es 1, 2 o 3 y con elementos
definidos). Una vez que el estudiante tiene conocimiento de cada uno de los
diez axiomas, éste los coordina como un solo proceso de verificacion que debe
satisfacer un conjunto con las caracteristicas antes mencionadas para ser
llamado espacio vectorial, a un nivel de esquema intra. En el nivel de esquema

intra el estudiante conoce varios ejemplos de espacios vectoriales que le son
mas familiares, como los R" y M., (]R) con n,m especificos. Sin embargo

todavia no existen relaciones entre los diferentes espacios vectoriales,
subespacios vectoriales, ni tampoco, reconocen que el cero vector de un
espacio pueda ser un elemento que esté constituido sin ningun cero. Ademas,
para decidir si una estructura Cuerpo-Conjunto con operaciones suma y
ponderacion por escalar es o no un espacio vectorial, necesitan ir chequeando

los axiomas.

Una construcciéon de esta naturaleza se encuentra en una etapa de
esquema intra- de la construccion del esquema de espacio vectorial; es decir,
“se construyen relaciones internas al objeto o fendmeno” (Trigueros, 2005).
Hasta este momento el estudiante posee una construccion sobre el concepto
de espacio vectorial, sin embargo debe trabajar sobre espacios vectoriales
concretos (ejemplos de espacios vectoriales cuya dimensién sea un numero
especifico y con elementos indefinidos) y todavia no reconoce una estructura

general subyacente a cada uno de ellos.
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Para trabajar con espacios vectoriales concretos el estudiante tiene que
poner en juego sus construcciones previas alrededor de esquemas de los
conceptos de: operaciones binarias (que cumplen propiedades) y funcion,
coordinadas por la ley distributiva correspondiente. Las relaciones de
coherencia que establezca un estudiante entre: espacios vectoriales, conjuntos
linealmente independiente/dependiente y base para cada uno de los casos:
espacios vectoriales cuya dimensidén es un numero especifico y con elementos
indefinidos, espacios vectoriales cuya dimensién es un parametro y con
elementos definidos, espacios vectoriales cuya dimensién es un parametro y
con elementos indefinidos mostraran la evolucion que el estudiante logra del
concepto de espacio vectorial y su coherencia con conjuntos linealmente
independiente/dependiente y base de ese mismo espacio, a través de los

niveles inter y trans.

En el nivel de esquema inter empieza a haber relaciones entre diferentes
espacios vectoriales, como un espacio vectorial y sus subespacios, o dos
espacios vectoriales, mediante isomorfismos, transformaciones lineales vy
dimension. Ademas reconocen: que el cero vector de un espacio pueda ser un
elemento que esté constituido sin ningun cero y para decidir si una estructura
Cuerpo-Conjunto con operaciones suma y ponderacion por escalar es 0 no un
espacio vectorial, no necesitan ir chequeando los axiomas, sino que utilizan

propiedades de los espacios vectoriales.

El nivel Trans- se asocia con el hecho de que el estudiante dé muestra,
a lo largo de su trabajo, de utilizar una estructura coherente de relaciones entre
los conceptos y de ser capaz de determinar cuando dicha estructura es
aplicable y cuando no. Asimismo en este nivel el individuo se ha dado cuenta
de la existencia de la estructura abstracta llamada espacio vectorial, y la puede
considerar como una totalidad que incluye la comprension de la estructura de
cualquier espacio vectorial. Ademas puede suponer los ejemplos particulares
como casos especificos de la estructura de espacio vectorial y puede trabajar
con ejemplos desconocidos y mas complicados de espacios vectoriales, como

el espacio de funciones.
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Una vez que el estudiante logra estructurar las diferentes construcciones
mediante conexiones, ha logrado reconocer la existencia de espacios
vectoriales familiares y no familiares, y conceptos que se derivan de él como:
linealmente independiente/dependiente y base se relacionan con el mismo
concepto mediante teoremas y resultados matematicos, el estudiante se da
cuenta a través de estas construcciones de la existencia de una estructura

general llamada espacio vectorial.

En este proceso se pasa de la etapa inter- de evolucién del esquema a
la etapa trans- de la misma evolucién, en la cual las relaciones adquieren
mayor fuerza y se estructuran las relaciones del nivel inter- (ver apartado
3.1.3.1, 3.1.3.2 y 3.1.3.3). En este nivel el estudiante puede trabajar con el
esquema de una manera mucho mas estructurada y consciente que cuando el
esquema se encuentra en otras fases constitutivas, lo cual no quiere decir que
el esquema ya permanece inmovil, pues los esquemas siguen construyéndose
y enriqueciéndose mediante la construccion de nuevas relaciones con otros

objetos u otros esquemas.

La coherencia del esquema del concepto de espacio vectorial es una
herramienta mental para determinar si una situacion matematica se puede
manejar con dicho esquema o no. Para explicarla pensemos en alguna

situacion especifica que evoque el esquema de espacio vectorial.

Situacion: Dado un espacio vectorial real V, aeR y veV,

demuestre que: av=0 = a=0 v v=0.

La demostracion consiste en considerar dos casos: si =0

estamos listos, pero si a # 0, entonces 3¢ enel cuerpo de los

1av =0, lo cual nos

numeros reales, para el cual tenemos que, o
permite decir, por propiedades de inverso multiplicativo y axiomas

de espacio vectorial que v =0.
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Puesto que, la coherencia tiene que ver con la decision que toma un
estudiante, para utilizar o no utilizar el concepto de espacio vectorial y sus
componentes, y si lo utiliza como lo utiliza; en esta situacion especifica la
coherencia ésta dada por las relaciones entre las operaciones del espacio

vectorial: suma de vectores, producto en el cuerpo y producto por escalar.

Asi también la coherencia se vera reflejada cuando el alumno sea capaz
de ponerla en juego de manera satisfactoria en ejercicios que no le son
familiares, en aplicaciones para las soluciones de un problema, en la
construccion de subespacios de un espacio dado y en la graficacién de sus

nociones sobre espacios vectoriales concretos susceptibles de ser graficados.

Asi pues, a manera de resumen, la construccion del esquema de
espacio vectorial precisa de tener construidos previamente los esquemas de:
conjunto, axioma, operacion binaria (con propiedades) y funcién. Es decir, que
si en alguno de los esquemas requeridos el estudiante posee una deficiencia,
ésta podria ser una causa para no poder construir de manera coherente el
esquema del concepto de espacio vectorial, que evoluciona pasando por las

etapas ya mencionadas: intra-, inter- y trans-.

3.1.3 Evolucion del Esquema Espacio Vectorial y
su relacion con algunas otras nociones
fundamentales del algebra lineal

Dentro del esquema de espacio vectorial subyacen dos nociones de
algebra lineal (independencia-dependencia lineal y base) que consideramos
importantes porque enriquecen el esquema de espacio vectorial, a causa de

los siguientes puntos:

1. Las nociones de independencia-dependencia lineal y base ofrecen un

acercamiento a la consistencia y unificacion del concepto espacio
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vectorial™, necesario para construir la teoria del algebra lineal,
fundamentado principalmente en la idea que una base nos permite
“coordenizar” el espacio vectorial, es decir, obtener un sistema de
coordenadas para el espacio vectorial. Asi distintas bases para un
mismo espacio vectorial, arrojaran diferentes sistemas de

coordenadas para él.

2. Una base para un espacio vectorial, ya sea definida como: un conjunto
maximal linealmente independiente 0 como un conjunto linealmente
independiente y que genera al espacio, permite determinar cualquier
vector del espacio, a través de una combinacion lineal de ella. En este
sentido la base es un conjunto que representa a todo el espacio

vectorial.

3. Empezar a comprender la funcion de cada nocion de la teoria del
algebra lineal ayudara a ver la estructura del algebra lineal como un
todo cohesivo, es decir, es el comienzo de una construccion esquema
del &lgebra lineal, o bien como dijimos en el apartado de los

antecedentes, “la generalizacion de los conceptos”.

4. La cantidad de elementos de una base para un espacio vectorial es
invariante, caracteristica que por un lado nos ayuda a diferenciar
espacios vectoriales, y por otro, permite hablar de la etapa trans del
esquema de espacio vectorial, pues es justamente un invariante el que
permite establecer las propiedades que cumple el esquema espacio

vectorial como una totalidad.

Las nociones de base e independencia lineal nos ayudaran a caracterizar
los tipos de conexiones que se establecen entre los componentes del esquema
de espacio vectorial, y también a observar cémo la nocidén de espacio vectorial

se interpreta en la presencia de estos dos conceptos.

3 Interpretando en términos de la teoria APOE, diriamos, que estas dos nociones ofrecen un
acercamiento a las construcciones objetos y esquemas del concepto espacio vectorial.
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En el inicio de la descripcion de nuestra descomposicion genética
hipotética, presentamos un camino para la construccion del concepto espacio
vectorial. Ahora vamos a concentrarnos en dar una caracterizacion a cada uno
de los niveles de la triada: intra, inter y trans, a través de las nociones
independencia-dependencia lineal y base para ir estudiando la evolucion de
esquema de espacio vectorial.

A continuacion mostramos procedimientos, que nos ayudaran a caracterizar

cada uno de los niveles de esquema de espacio vectorial.

3.1.3.1 Nivel de esquema INTRA del concepto Espacio

Vectorial

Consideramos que un estudiante se encuentra en un nivel de esquema INTRA
del concepto espacio vectorial, cuando en sus argumentaciones muestra

algunos de los siguientes razonamientos ante una situacion especifica:

= Para nym numeros naturales especificos R" vy Mm«n SONn espacios

vectoriales conocidos.
= No existen relaciones entre los diferentes espacios vectoriales, ni

subespacios vectoriales.

» Para chequear que una estructura (K,V,+,-) no es un espacio vectorial

recurren a averiguar uno por uno los axiomas que definen un espacio
vectorial.

» La averiguacion de vectores linealmente independiente/dependiente se

realiza mediante una combinacién lineal igual al cero vector de R".

» La base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores que no tiene
relacion con el espacio vectorial.

= La operaciéon suma y multiplicacion por escalar son consideradas como las
usuales en la estructura CuerpoConjunto: + y « No hay conciencia que
una misma estructura CuerpoConjunto puede tener asociada un sin numero

de operaciones Suma y Ponderacion.
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Como podemos apreciar en este nivel no existe una clara conexion entre las
nociones espacio vectorial, independencia/dependencia lineal y base, hecho
que se detecta en las aplicaciones concretas cuando estudiantes utilizan las
nociones de independencia/dependencia lineal y base. Ademas, en este nivel
el estudiante puede necesitar expresiones algebraicas (puede ser la definicion
0 una idea aproximadamente similar) para trabajar con situaciones que
involucran los conceptos de espacio vectorial, independencia/dependencia

lineal y base.

3.1.3.2 Nivel de esquema INTER del concepto Espacio

Vectorial

Consideramos que un estudiante se encuentra en un nivel de esquema INTER
del concepto espacio vectorial, cuando sus argumentaciones muestran algunos

de los siguientes razonamientos ante una situacion especifica:

= Reconoce algunas relaciones entre espacios vectoriales mediante
isomorfismos, trasformaciones lineales y dimension.

» Reconoce que todos los espacios vectoriales tienen un cero vector, tienen
bases, tienen dimension, entre otros.

= Existen relaciones estructurales entre el espacio vectorial y sus subespacios
vectoriales.

= Reconoce que el cero vector no siempre es un objeto con ceros y acepta la
posibilidad que el cero vector de algun espacio vectorial sea un elemento del

espacio que no tenga ceros.

» Para chequear que una estructura (K,V,+,-) no es un espacio vectorial,

ademas de los axiomas recurren generalmente a los teoremas vy

propiedades que tienen los espacios vectoriales, en sentido contrapositivo,

es decirr p=q<q=p.
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= La averiguacion de vectores linealmente independiente/dependiente se
realiza mediante una combinacién lineal igual al elemento neutro, para la
operacion suma. Particularmente se chequea que cuando uno es multiplo del
otro, dos vectores son linealmente dependientes.

» La base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores que tiene
relacion con el espacio vectorial, reconociendo que todo vector se puede
escribir como combinacion lineal de la base del espacio vectorial.

» Hay aceptacién que una estructura CuerpoConjunto pueda tener definidas

operaciones Suma y Ponderacion diferentes a las usuales: @, ©.

En este nivel los estudiantes, dependiendo del contexto del problema,
relacionan los objetos: independencia/dependencia lineal y base, como

elementos interconectados aunque todavia pueden existir algunas dificultades.

3.1.3.3 Nivel de esquema TRANS del concepto espacio

vectorial

Consideramos que un estudiante se encuentra en un nivel de esquema TRANS
del concepto espacio vectorial, cuando en sus argumentaciones se muestran

algunos de los siguientes razonamientos ante una situacion especifica:

» Reconoce adecuadamente todas las relaciones entre espacios vectoriales.

» Reconoce adecuadamente todas las relaciones entre el espacio vectorial y
las nociones del algebra lineal.

» Trabaja con ejemplos desconocidos y mas complicados de espacios
vectoriales.

» Trabaja con espacios vectoriales no estandar, por ejemplo el espacio de
funciones.

» Hay pleno reconocimiento de las operaciones Suma y Ponderacién para una

estructura CuerpoConjunto.
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En este nivel los estudiantes, independientemente del contexto del problema,
coordinan las nociones de independencia-dependencia lineal y base, e
igualmente manejan y comprenden todas las técnicas directas e indirectas que

se relacionan con esas mismas nociones.

3.2 Disefio y analisis a priori de los instrumentos

En las siguientes dos secciones nos centraremos en describir el camino
seguido para el disefio y aplicacion del cuestionario diagnostico y la entrevista
que determinaron esta componente. Para cada instrumento presentamos una
descripcion general de los estudiantes que participaron y la intencidén con la

que cada uno de los problemas planteados fue disefiado.

3.3 Cuestionario Diagnostico

El caracter cualitativo y descriptivo de nuestra investigacion, donde las
concepciones de los estudiantes son de primordial importancia y de lo que se
trata es de hacerlas lo mas explicitas posibles, consideramos que un
cuestionario inicial y posteriormente una entrevista semi-estructurada es la
técnica que nos permitira obtener informacién significativa.

Con la intencion de obtener informacion sobre topicos que consideramos
como prerrequisitos basicos, dados en nuestra descomposicion genética para
iniciar la construccion del concepto espacio vectorial, es que aplicamos un
cuestionario a estudiantes que asisten regularmente al curso de Algebra Lineal
Il (ver programa del curso en el anexo), para Licenciatura en Matematicas de la
PUCV-Chile.

3.3.1 Aplicaciéon del Cuestionario Inicial
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Esta investigacion se desarrollé en el Instituto de Matematicas (IMA) de
la Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso PUCV (Chile), durante el
segundo semestre académico del aro 2007.

El cuestionario inicial ha sido aplicado a estudiantes de Licenciatura en
Matematicas de la PUCV-Chile y esta centrado en temas considerados
prerrequisitos basicos para construir el concepto de espacio vectorial: conjunto,
funcién, operacion binaria y axiomas de espacio vectorial. El objetivo principal
del cuestionario es verificar si el estudiante cuenta con las construcciones
necesarias previas, al de espacio vectorial. Sin embargo también incluimos
algunas preguntas que indagan sobre el concepto de espacio vectorial y
conceptos relacionados como el de subespacio, con el fin de tener una idea del
desempeno general de los estudiantes y para tener elementos para la

elaboracion de la entrevista.

El estudio exploratorio inicial ha consistido en la aplicacién de un
cuestionario a 6 estudiantes del area de Licenciatura en Matematicas de la
PUCV-Chile. El cuestionario ha sido aplicado sin ningun reforzamiento previo
sobre los temas y los estudiantes han invertido entre 80 y 90 minutos para
contestarlo; se han dejado espacios en blanco entre una pregunta y otra,
indicandose por escrito que los calculos y consideraciones se escriban en estos
espacios. Se presenta a continuaciéon el cuestionario aplicado, asi como un
resumen de las bases sobre las que se han disefiado los problemas, las

respuestas esperadas de los estudiantes y los resultados encontrados.

3.3.2 Intenciéon del disefio y analisis a priori sobre la
construccion del concepto

A continuacién presentamos la intencion de cada una de las doce
preguntas planteadas en el cuestionario diagndstico, asi como un analisis a
priori de las posibles respuestas y planteamientos que los estudiantes pueden
presentar ante ellas. Las preguntas [4,5,6,7,8,9,10,11,12] fueron reportadas en
Vargas (2007).

72



Capitulo 3

Anadlisis tedrico, intencién de los instrumentos y analisis hipotético sobre las construcciones

Pregunta 1

SeaV = {(x,y,z) eR3 IX,y,z > 0} un conjunto con las operaciones:

SUMA: U@V =(xa,yb,zc) con u=(xy,z) , v=(abc)envV
PONDERACION: A0u =(xﬂ,yl,z’1) con u=(xy,z)eV y ZAeR
Calcular: i) (251)®(7,9,3)=

i)  —20(364) =

ii) -20(3,6,4)®(2,5,1) =

Sea W el subconjunto de todos los puntos de V situados sobre el plano zZ =1.

Escriba dos elementos de W.

Analisis:

Con el inciso a) de la pregunta se quiere indagar la concepcion que
posee un estudiante con respecto a las operaciones binarias definidas
en un espacio vectorial, ya que en la descomposicion genética se exige
el concepto de operacion binaria en una construccién de esquema para
llegar a construir el concepto de espacio vectorial. Por ello, se le
presentan al estudiante distintos pares de vectores y escalares para que
realice operaciones de suma, ponderacion y ponderacion-suma entre
ellos. El estudiante puede resolver este ejercicio siempre y cuando
tenga construido el concepto de operaciones binarias en el sentido
general, ya que en este caso la suma y la ponderacion definidas sobre
el espacio vectorial no son las operaciones usuales. Tal como se le
indica, el alumno procedera a realizar las operaciones entre los vectores
y escalares, el caso interesante se tendra en los argumentos del inciso
a iii), ya que en él tendra que dar prioridad a las operaciones o justificar
el porqué de su cuenta.

Con el inciso b) de la pregunta se quiere indagar la concepcion que

posee un estudiante con respecto a la escritura por extension del
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espacio vectorial, dado que el subespacio se le presentdé en una

escritura por comprension.

Pregunta 2

Se han definido sobre Rz las siguientes operaciones:

+:R?xR%2 5 R?

SUMA
((xy).(ab)) > (xy)+(ab)=(2y +2b,-x-a)

0:RxR? 5 R?

PONDERACION
(a.(xy)) > a0 (xy)=(ax,—ay)

2 . . - . .
¢Es R“ con las operaciones anteriormente definidas un espacio vectorial sobre R ?

¢ Por qué?

Analisis:
En esta pregunta se le presenta al alumno un conjunto de pares
ordenados de numeros reales en el cual se han definido operaciones
binarias de suma y multiplicacion por escalares. Se le cuestiona si el
conjunto dado forma un espacio vectorial bajo las operaciones indicadas.
Se quieren observar las estrategias de solucién que utiliza el alumno en
la respuesta a esta pregunta. El alumno se enfrenta a ciertas dificultades
tales como: la definicion de las operaciones, dado que no son las

usuales.

Pregunta 3

¢ Z% es un sub-espacio de R37

¢ Por qué?
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Analisis:
En esta pregunta se le cuestiona al alumno sobre si Z% es un

subespacio de R3, donde Zj5 es el cuerpo de los enteros modulo 5y R3

es el espacio de numeros reales de dimension 3. Aqui se quiere

observar la relacién que el alumno se ha formado sobre un espacio

vectorial y sus subespacios. Un alumno podria pensar que en efecto Z%

es un subespacio de R3, puesto que los dos estan indexados por el 3.

Pregunta 4
SiK=ZzyV= {(X, X, X)| X € K}con la suma y el producto mod 3, ¢Es V un espacio
vectorial?
¢ Por qué?
Analisis:

En esta pregunta se le presenta al alumno un conjunto V con la suma y
producto mod 3 definida sobre él y se le cuestiona si tal conjunto forma
un espacio vectorial sobre el campo K =Z;. Se quiere observar el tipo
de construccion que tiene el alumno en relacién al concepto de espacio
vectorial. El alumno se enfrenta a distintas dificultades tales como:
desconocer la definicion de la operacion binaria mod 3, desconocer la

definicion de K =Z3, no tener presentes algunos axiomas.
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Pregunta 5

¢EsV ={p=(23,-1)+t(14,5)|t € R} un espacio vectorial?

¢ Por qué?

Analisis:
En esta pregunta se le presenta al alumno un conjunto V haciendo uso
de un parametro y se le cuestiona si tal conjunto es un espacio vectorial.
Se quiere observar el tipo de construccién que tiene el alumno en
relacion al esquema del concepto de espacio vectorial y al concepto de
axioma. El alumno se enfrenta a distintas dificultades tales como:
ausencia explicita del campo, ausencia explicita de las operaciones
binarias, no tener presentes algunos axiomas, la representacion en

notacion de conjuntos y dificultades relacionadas con parametros.

Pregunta 6

¢ Es posible que exista un espacio vectorial que tenga un solo elemento?

¢ Por qué?

Analisis

76



Capitulo 3

Anadlisis tedrico, intencién de los instrumentos y analisis hipotético sobre las construcciones

Esta pregunta es un caso extremo en el cual se le cuestiona al alumno
sobre la existencia de un espacio vectorial con un solo elemento; esto
puede causar dificultades. Algun alumno puede pensar que de acuerdo a
las operaciones binarias al menos se necesitan dos elementos para
poderlos operar, o quizas tres, en el caso de la asociatividad. De igual
manera en esta pregunta se quiere observar cuales de los axiomas de
“‘inclusion del cero vector en el espacio vectorial” y la “cerradura con
respecto a la adicion y a la multiplicacion por escalar” han sido
interiorizadas y se encuentran presentes en el discurso del alumno
cuando responde a esta pregunta. Asimismo se quiere observar e
identificar las estrategias que utiliza el alumno al tratar con este tipo de
problemas y observar aquel alumno cuya respuesta es “si”, para ver si

tiene claro que la propiedad de unicidad se satisface.

Pregunta 7

¢ Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elementos?

¢ Por qué?

Analisis:

Esta pregunta esta relacionada con la anterior, aqui se le cuestiona al
alumno sobre la existencia de un espacio vectorial con dos elementos,
se quieren observar las argumentaciones que da el alumno cuando se
enfrenta a este tipo de preguntas. Tal como en el caso anterior puede
pensar que no es posible puesto que necesita al menos tres elementos

para poder verificar el axioma de la asociatividad, 0 mas aun el axioma
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de distributividad o que alguno de los axiomas de los que satisface un
espacio vectorial no se cumple. Asimismo se quiere observar en el caso
de aquel alumno cuya respuesta es si, si tiene claro que el espacio

vectorial que ha dado no es unico.

Pregunta 8

¢, R es un espacio vectorial sobre Q ? (con las operaciones usuales). Q representa al conjunto

de los numeros racionales.

¢ Por qué?

Analisis
Con esta pregunta se espera tener un panorama general acerca de las
construcciones mentales de los alumnos respecto al papel que juegan el

espacio vectorial y el cuerpo de los escalares, cuando hay una relacion

de inclusion entre estos dos conjuntos.

Pregunta 9

¢, Q es un espacio vectorial sobre R ? (con las operaciones usuales)

¢ Por qué?

Analisis:
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Con esta pregunta se espera tener un panorama general acerca de las
construcciones mentales de los alumnos respecto al papel que juegan el
espacio vectorial y el cuerpo de los escalares, cuando hay una relacién

de inclusidn entre estos dos conjuntos.

Pregunta 10

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky U <V . ;Es U un espacio vectorial?

¢ Por qué?

Analisis:

En esta pregunta se le cuestiona al alumno si cualquier subconjunto de
un espacio vectorial sobre un cuerpo K forma un espacio vectorial sobre
el mismo cuerpo. Se quieren observar las dificultades que pueden causar
las propiedades de un subconjunto de un espacio vectorial en el alumno.
El alumno puede pensar que un subconjunto de un espacio vectorial es
también un espacio vectorial o dar un contraejemplo para mostrar que

este no necesariamente es el caso.

Pregunta 11

¢, Zs €s un subespacio de R® ?

¢ Por qué?
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Analisis:
En esta pregunta se le cuestiona al alumno sobre si Zg es un
subespacio de R®, donde Zg es el conjunto de los enteros modulo 5 y

R® es el espacio de numeros reales de dimension 5. Tal como en las
preguntas anteriores aqui se quiere observar la relacion que el

estudiante se ha formado sobre un espacio vectorial y sus subespacios.
Un alumno podria pensar que en efecto Zg es un subespacio de RS,

puesto que los dos estan indexados por el 5, o bien que es una

consecuencia de que Z c R.

Pregunta 12

¢, Puedes graficar un subespacio de R? que contenga los puntos indicados en la figura 2?

Fig. 2

¢ Por qué?

80



Capitulo 3

Anadlisis tedrico, intencién de los instrumentos y analisis hipotético sobre las construcciones

Analisis:

En esta pregunta se le cuestiona al alumno si puede graficar un
subespacio de R? que contenga los puntos indicados en la figura 2;

cabe resaltar que se le pide al alumno un subespacio diferente de R?.
Se quiere observar si el alumno es capaz de visualizar de forma grafica
un subespacio vectorial que satisfaga una condicién. Asimismo se
desean observar las visualizaciones que tiene el alumno acerca de los

axiomas que debe satisfacer un subespacio vectorial. Quiza un alumno

piense que no es posible graficar un subespacio vectorial propio de R?
que contenga los puntos indicados 0 mas aun puede dar una grafica que

satisfaga la condicion pedida pero que no sea un subespacio vectorial.

3.4 Entrevista Semiestructurada

Teniendo en cuenta el caracter cualitativo y descriptivo de nuestro
estudio, donde las concepciones de los estudiantes son de primordial
importancia y de lo que se trata es de hacerlas lo mas explicitas posibles,
consideramos que la entrevista es la técnica que nos permitira obtener
informacion significativa. Concretamente utilizamos la técnica de la entrevista
semiestructurada, como instrumento de recogida de informacion. Se elaboraron
10 guiones de entrevistas correspondientes a cada una de las construcciones
mencionadas en la descomposicion genética, tomando en cuenta los datos
obtenidos de la aplicacién del cuestionario. El cuestionario fue disefado vy
aplicado a estudiantes antes de la construccion de la entrevista, ya que con él
se pretendia indagar sobre sus ideas con respecto al concepto de espacio
vectorial. Los problemas planteados en el cuestionario se referian a situaciones
con: conjunto de vectores, operacidn suma, operacion ponderacién y una
nocion relacionada, el “subespacio”. El objetivo principal del cuestionario era el

de verificar si el estudiante contaba con algunas nociones relacionadas con el
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tema de espacio vectorial, como son las nociones que inician nuestra
descomposicion genética: Conjunto, Funcién, Operacion binaria y Axiomas en

general.

Las entrevistas tuvieron una duracion de entre 90 minutos a 140
minutos, dependiendo de cada estudiante. En total se realizaron 10 entrevistas,
equivalente a una por cada estudiante que participo en la investigacién. Los 10
estudiantes entrevistados pertenecen a la carrera de Licenciatura en
Matematicas de la PUCV; sélo a 6 de estos estudiantes que se encontraban en
una etapa mas inicial de su carrera, IV semestre, se les habia aplicado el
cuestionario. Ellos se hallaban en octubre del afio 2007 cursando entre otras
asignaturas, la de Algebra lineal Il (Algebra Multilineal), cuando se les aplicé el
cuestionario. Sin embargo, a los otros 4 estudiantes, que estaban en una
etapa mas avanzada de su carera, VIII semestre, cursando entre otras
asignaturas, la de Teoria Algebraica de Numeros, no se les aplico el
cuestionario. Estos cuatro estudiantes se consideraron como fuentes que
pueden proporcionar datos empiricos adicionales a lo que habiamos

considerado al principio.

Se presenta a continuacion el guion de las entrevistas aplicadas, asi
como también un resumen de las bases sobre las que se han disefiado los
problemas de acuerdo a nuestra descomposicion genética, junto con las
respuestas esperadas de los estudiantes. Cabe aclarar que es la totalidad de la
entrevista la que nos da una idea de las dificultades que tiene el estudiante y
las concepciones que muestra; es dificil afirmar algo acerca de las

construcciones mentales de cada estudiante mediante una sola pregunta.

Guion para la Entrevista

Pregunta 1

Se han definido sobre RZ las siguientes operaciones:
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+:R2xR? - R?

SUMA
((xy).(ab))—>(xy)+(ab)=(2y +2b,-x-a)

, O:RxR? - R?
PONDERACION
(a.(x.y)) > a0(xy)=(ax,—ay)

2 . . - . .
¢Es IR“ con las operaciones anteriormente definidas un espacio vectorial sobre R ?

Analisis

En esta pregunta se le presentan al estudiante un conjunto de pares
ordenados de numeros reales en el cual se han definido operaciones
binarias de suma y ponderacion por escalar. Se enfrenta asi el
estudiante a un cuestionamiento -el conjunto dado, forma o no un
espacio vectorial bajo las operaciones indicadas-. Con esta pregunta se
quieren observar las estrategias de solucion que utiliza el estudiante en
el intento de dar una respuesta, asi como también prestar atencion
como se enfrenta a ciertas dificultades tales como: la definicion de las

operaciones SUMA y PONDERACION dado que no son las usuales.

Esta pregunta tiene el propdsito de observar algunos elementos de las
construcciones mentales que tiene el estudiante hasta el punto del
objeto de espacio vectorial. Mediante esta pregunta podremos observar
si el estudiante puede aplicar una operacion binaria dada explicitamente
a un conjunto dado como proceso, si se ha encapsulado este proceso en
un objeto para poder averiguar axiomas, si el esquema de axiomas se
ha generalizado para poder aplicarlo a un conjunto con operaciones
binarias, y si ambas operaciones se coordinan mediante las leyes
distributivas. Si el estudiante falla en contestarla, sus errores y
estrategias nos daran informacion respecto a la concepcién que todavia

no se ha construido en su mente o que esta en camino a construirse.
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También nos puede dar informacion respecto al uso de cuantificadores,
ya que el estudiante tiene que darse cuenta que si hay algun axioma que
falla, el conjunto junto con las operaciones no constituye un espacio

vectorial.

Pregunta 2

Sea R el cuerpo de los numeros reales y F(R,R):{f ‘R—o>R/f es funci(')n}. Se
definen las siguientes operaciones:

+:RxR—>R
SUMA
(a,b)—>a+b
. @:F(R,R)xRaR
PONDERACION

(f,.x) >f ox=f(x)

Si sabemos que (R,+) es un Grupo abeliano, ;Qué axiomas faltan para que R sea un

espacio vectorial sobre F (R,R) ?, ¢ Se cumplen dichos axiomas?

Analisis:

En esta pregunta se le presentan al estudiante el conjunto de los
numeros reales y el conjunto de las funciones definidas sobre él, en el
cual se han definido operaciones binarias de suma y ponderacién por
escalar. Se enfrenta asi el estudiante al mismo cuestionamiento de la
pregunta anterior pero acotando el numero de axiomas que debe
chequear a la mitad. Con esta pregunta se quieren observar las
estrategias de solucion que utiliza el estudiante en el intento de dar una
respuesta, pero sobre todo prestar atencion como se enfrenta a las dos
propiedades distributivas entre escalares y vectores: Ponderacion con
respecto a la suma de vectores y Suma de escalares con respecto a la
ponderaciéon, asi como también no perder de vista que la definicion de
espacio vectorial exige que los escalares estén definidos sobre un

cuerpo y no sobre un anillo.
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Esta pregunta, igual que la anterior, tiene el propdsito de observar
algunos elementos de las construcciones mentales que tiene el
estudiante hasta el punto del objeto de espacio vectorial. Sin embargo en
esta pregunta juega un papel importante el cuerpo en el esquema de
espacio vectorial. Asi podremos observar si el estudiante tiene las
construcciones necesarias respecto al cuerpo y el papel que juega en la
definicion del espacio vectorial, como se ha previsto en nuestra
descomposicion genética. En relacion con esto, una dificultad que puede
presentarse es que no le cause ningun conflicto al estudiante que la

ponderacion esta definida sobre un anillo.

Por el otro lado, como una de las leyes distributivas se satisface y la otra
no, esperamos obtener mas informacion respecto a la coordinacion de la
suma y la ponderacion en la mente del estudiante, si es que utiliza este

hecho para dar respuesta a la pregunta:

a) Ponderacion con respecto a la suma de vectores
fo(x+y)=f(x+y)=f(x)+f(y) ssifeshomomorfismo.

Y como f sbélo es una funcidén. Luego esta propiedad
distributiva NO SE CUMPLE.

b) Suma de escalares con respecto a la ponderacion.
(f+g)ox=(f+g)(x)=f(x)+g(x), por propiedad de la

suma de dos funciones. Luego esta propiedad distributiva
S| SE CUMPLE.

Pregunta 3

¢ Es posible que exista un espacio vectorial que tenga sélo dos elementos?
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Analisis:

Esta pregunta, igual que las anteriores, tiene el proposito de observar
algunos elementos de las construcciones mentales que tiene el
estudiante hasta el punto de esquema a un nivel inter de espacio
vectorial. Sin embargo en esta pregunta se subyace una conexidn
importante cuando el cuerpo y espacio vectorial pueden ser el mismo
cuerpo, en el esquema de espacio vectorial. Asi podremos observar si el
estudiante tiene las construcciones necesarias respecto al cuerpo y el
papel que juega en la definicion del espacio vectorial, cuando el espacio
vectorial esta definido como el cuerpo mismo. Cuando el estudiante
reflexiona sobre los axiomas para construir un ejemplo, esto significa que
el alumno percibe al conjunto de axiomas como una totalidad y se da
cuenta de las propiedades de una estructura llamada espacio vectorial.
Esto indica que para contestar esta pregunta el alumno por un lado
necesita una concepcidn proceso para construir ejemplos concretos de
espacios vectoriales, y por otro lado necesita haber encapsulado dicho
proceso para poder pensar en el cumplimiento de propiedades para
considerar aquellos ejemplos que satisfacen dichas propiedades, ya que
éstas pueden considerarse como preguntas que uno hace sobre el
espacio vectorial. También, si el estudiante es capaz de argumentar que
el espacio vectorial con dos elementos no es tnico™ al compararlo con
diferentes espacios vectoriales, es decir, se da cuenta que puede haber
mas de un espacio vectorial con dos elementos y puede dar ejemplos
concretos de sus afirmaciones, se considerara estar en una construccion
de objeto, ya que ha encapsulado el proceso de averiguar si un conjunto
forma un espacio vectorial. Aunque no esta incluido en la pregunta

explicitamente, esta pregunta podria resultar util en mostrar los niveles

' Otros espacios vectoriales con dos elementos serian por ejemplo:
(i) V ={-11} sobre R con las operaciones:

Suma: Vi+Vy =VqV, ,paratodo vy,v, eV

Ponderacion: aev =1 ,paratodo v eV yparatodo o € R
(i) V= {—1,1} sobre Z, con las operaciones:

Suma: V4+Vy =VqV, paratodo v4,vy eV

Ponderacion: 041=1 0«(-1)=1 141=1 1s(-1)=-1
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de esquema, por ejemplo el estudiante estara en un nivel de inter
respecto del esquema de espacio vectorial, si establece relaciones entre
la estructura algebraica de un cuerpo y la estructura algebraica de un
espacio vectorial, llegando a concluir que: “todo cuerpo es un espacio

vectorial sobre el mismo cuerpo”.

Pregunta 4

1
W = {p(x) eR, [X] / _[0 p(t)dt = 0} con las operaciones usuales, ¢es un Espacio Vectorial

real?. ¢Por qué? ( JUSTIFICA).
Analisis:

Esta pregunta tiene el propésito de observar algunos elementos de las
construcciones mentales que tiene el estudiante hasta el punto de
esquema a un nivel trans, siendo el conjunto dado un subconjunto de
polinomios y constituyendo asi un ejemplo no estandar para los
estudiantes. La resoluciéon a este problema puede darse de dos

maneras: el estudiante puede pensar que W es un subespacio vectorial

de R, [x] o bien puede chequear cada uno de los diez axiomas para

que W sea un espacio vectorial sobre los numeros reales.

Ademas, mediante esta pregunta podremos observar si el estudiante
puede aplicar una operacion binaria dada implicitamente a un conjunto
dado como proceso, si se ha encapsulado este proceso en un objeto
para poder averiguar axiomas, si el esquema de axiomas se ha
generalizado para poder aplicarlo a un conjunto con operaciones
binarias, y si ambas operaciones se coordinan mediante las leyes
distributivas. Si el estudiante falla en contestarla, sus errores y
estrategias nos daran informacion respecto a la concepcion que todavia
no se ha construido en su mente o que esta en camino a construirse. El
estudiante estara en un nivel de inter respecto del esquema de espacio

vectorial, si establece relaciones entre el conjunto dado y la nocion de
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subespacio vectorial. Si observamos que estas relaciones muestran una
estructura subyacente de los espacios vectoriales que se extiende a
ejemplos menos familiares como una generalizacion, el estudiante

puede estar en un nivel trans respecto al esquema de espacio vectorial.

Pregunta 5

Averigua si la siguiente afirmacion es correcta o no, en ambos casos justifica tu respuesta:

“Sean V,W y Z espacios vectoriales sobre un cuerpo K y supongamos que:

V+W =V +Z
Entonces: W =27".

Analisis:

Esta pregunta permite observar si el estudiante posee una concepcion
objeto del concepto espacio vectorial, lo cual puede ser visto a través de
la manera que un estudiante concibe un espacio vectorial: como una
estructura que satisface axiomas, a través de sus elementos (vectores,
un segmento de linea dirigida) o una ene-ada de numeros reales, o
también a través de sus subespacios (rectas, planos u otros). Asimismo
se tiene la intencidn de poder tener una idea de la concepcién del
estudiante acerca de la operatoria algebraica con espacios vectoriales.
Quiza él repita la definicion formal que se le ha ensefiado de suma de
espacios vectoriales sin mostrar relacién alguna con la suma directa de
espacios vectoriales o tal vez con la operatoria en el cuerpo, ya que en

un cuerpo si existe la ley cancelativa para la suma.
Para poder considerar la aplicacion de operaciones sobre espacios

vectoriales, el estudiante necesita una concepcion objeto de este

concepto. Sin embargo para poder construir un contraejemplo, se
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requiere la desencapsulacion y pensar en el proceso que dio origen al

objeto.

Cabe también la posibilidad que un estudiante considere la suma directa
de espacios vectoriales, argumentando que se trata de una suma
especifica y construya a partir de ella contraejemplos, considerando por

ejemplo a sumandos directos los subespacios vectoriales: “rectas por el
origen”, ya que son los unicos subespacios vectoriales propios de R?.
Asi (v{)®(v,)=R? cuando v; y v, sean vectores lineaimente

independientes. En este caso se considerara que el estudiante esta en
una construccion de esquema a nivel trans de los espacios vectoriales,
ya que reconoce la operacion suma directa como un caso especial de
suma y la interrelaciona con las nociones de subespacio y vectores

linealmente independientes, del algebra lineal.

Un estudiante se considerara estar en una construccion de proceso en
cuanto al concepto de espacio vectorial, cuando intente justificar sus
elecciones de los subespacios U,V y W a través de sus elementos, para

asi construir los subespacios: V+W 'y V+Z, vale decir:

(v +u) eV +W cuandov eV yueW (analogo paraV +2Z).

Pregunta 6
a. ¢Es Q un espacio vectorial sobre R ? (JUSTIFICA).
b. ¢Es R un espacio vectorial sobre QQ ? (JUSTIFICA).
Analisis: a. ¢Es R un espacio vectorial sobre Q ?

Esta pregunta muestra el caso en el cual el cuerpo es un subconjunto
del conjunto propuesto al estudiante, para averiguar si forma o no un

espacio vectorial sobre el cuerpo dado. En esta pregunta se quiere
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observar y analizar el papel que juega el cuerpo de los escalares cuando

el estudiante piensa en el espacio vectorial. El hecho de que Q sea un

subconjunto (subcuerpo) de R puede causar dificultades a los alumnos.
Alguno de ellos puede pensar que por esta razdbn no es necesario
verificar los axiomas que satisface un espacio vectorial. Asimismo con
esta pregunta se quiere observar si los alumnos pueden determinar el
papel que juega el cuerpo de los escalares observando si confunden los

elementos de ambos conjuntos.

Cuando un estudiante argumenta que R es un espacio vectorial sobre

Q verificando paso por paso cada uno de los axiomas, percibiéndolos

como separados; en este caso se considerara que el alumno se
encuentra en una construccidn de accion respecto al concepto de
axioma. Es posible que este estudiante no se dé cuenta del papel que
juega el cuerpo en la definicion de espacio vectorial y se considerara que
se encuentra en una construccién de accidén respecto al concepto de

espacio vectorial.

Si el estudiante argumenta de manera correcta que R es un espacio

vectorial sobre @Q, mostrando que ha interiorizado las acciones de

averiguar si un conjunto forma un espacio vectorial, es decir, el alumno
es capaz de percibir a los axiomas como un solo proceso de verificacion
que debe de satisfacer un conjunto para ser llamado espacio vectorial,
en este caso se dird que el alumno se encuentra en una construccion de

proceso en relacidon al concepto de espacio vectorial.

Mostrar que los procesos anteriores se han encapsulado en un objeto y
establecer relaciones con otros conceptos; es decir, el alumno reflexiona
sobre los axiomas en un primer momento, al darse cuenta que no falla
ninguno entonces procede a verificarlos, de igual manera muestra que
los axiomas pueden dar diferentes estructuras a un conjunto
dependiendo de las propiedades definidas sobre él a través de las

operaciones binarias. Asimismo se da cuenta que la relacion de inclusion
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dados en los conjuntos puede influir sobre si es, 0 no es, un espacio
vectorial, y es capaz de explicar de qué manera. Por otro lado el alumno
es capaz de establecer relaciones entre los conceptos de espacio
vectorial, conjuntos, axiomas, operaciones binarias, en cuyo caso se
considerara que el alumno se encuentra en un nivel Intra en cuanto al

concepto de espacio vectorial.

Analisis: b.  Es Q un espacio vectorial sobre R ?

Tal como en el inciso anterior, aqui se quiere observar el papel que
juega el cuerpo de los escalares cuando el alumno piensa en un espacio
vectorial. En este caso el conjunto que se le pide verificar al alumno si es
O no un espacio vectorial es subconjunto del cuerpo. Se quieren
observar los mismos fendmenos que se detallaron en el inciso anterior.

Ahora, un estudiante puede mencionar que Q es un espacio vectorial
sobre R o que Q no es un espacio vectorial sobre R, tomando sélo en
cuenta que Q es un subconjunto de R, sin dar justificaciones a cada

una de sus afirmaciones. En este caso diremos que el estudiante todavia
no se encuentra en una concepcion accion respecto al concepto espacio
vectorial y axiomas. Por el contrario, si el estudiante verifica los axiomas
paso por paso hasta llegar a aquél que falla para entonces decidir que

@ no es un espacio vectorial sobre R, se considerara que el alumno

posee por lo menos una concepcion de accidon en cuanto al concepto de
axioma y de espacio vectorial.

Las acciones anteriores se han interiorizado en un proceso, cuando el
estudiante es capaz de considerar a todos los axiomas como un solo
proceso de verificacion considerandolos como una totalidad, por lo cual
antes de verificar cada uno de los axiomas se detiene a pensar sobre el
posible axioma que podria fallar y sélo entonces procede a verificarlo.
Asimismo el estudiante se da cuenta de la existencia de una estructura

llamada espacio vectorial.
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Si los procesos anteriores se han encapsulado en un objeto y mas aun
se establecen relaciones con otros conceptos (subconjunto); es decir, el
alumno reflexiona sobre los axiomas en un primer momento, al darse
cuenta cual es el que falla entonces procede a verificarlo, de igual
manera muestra que los axiomas pueden dar diferentes estructuras a un
conjunto dependiendo de las propiedades definidas sobre él a través de
las operaciones binarias. Asimismo se da cuenta que la relacién de
inclusion dados en los conjuntos puede influir sobre si es o no es un
espacio vectorial, y es capaz de explicar de qué manera. Por otro lado el
alumno es capaz de establecer relaciones entre los conceptos de
espacio vectorial, conjuntos, axiomas, operaciones binarias, en cuyo
caso se considerara que el alumno se encuentra en una etapa inicial de

construccion de esquema en cuanto al concepto de espacio vectorial.

Pregunta 7
R - {0} es un grupo abeliano con la operacion SUMA definida como sigue:

SUMA: X+y =X-y , donde X,y € R—{0}.
Definir la otra operaciéon, MULTIPLICACION POR ESCALAR sobre un cuerpo K para que

R - {0} sea espacio vectorial sobre K, con esas dos operaciones.

Analisis:
Esta pregunta permite que el estudiante reflexione para llegar a
determinar la otra operacion “multiplicacion por escalar” de tal manera

que se cumplan los axiomas que faltan, para que la estructura

(R—{O},K,+,producto por escalar) sea un espacio vectorial. Aunque

pensar en operaciones requiere una concepcidn proceso, una vez
definida es necesario que el estudiante posea una concepcién objeto de
las operaciones y averiguacion de axiomas que le permita manipularlas y
determinar si la estructura resultante con esa operacién es un espacio

vectorial. Un estudiante podria pensar en operaciones conocidas vy
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empezar a chequear los axiomas, asi mediante ensayo y error
posiblemente podria encontrar operaciones que cumplan los axiomas
gue se necesitan.

Por otra parte, este problema permite observar las conexiones que los
estudiantes pueden estar estableciendo con los conceptos: conjunto,
cuantificadores, funcion, operacion, averiguacion de axiomas. En este
caso diremos que tal estudiante puede encontrarse en un nivel de
esquema inter de espacio vectorial, si la operacion por escalar que esta
considerando es la trivial (suma y multiplicacion usuales), ahora si por el
contrario el estudiante considera como operacion por escalar una no
trivial como por ejemplo: potencia, diremos que el estudiante puede
encontrarse en un nivel mas alto de evolucidon de su esquema de
espacio vectorial (trans). A continuacion mostramos algunas de las

posibles respuestas que un estudiante podria dar frente a esta situacion:

» Un estudiante podria pensar en las operaciones usuales y como
la suma esta definida como un producto, intentar definir el

producto como suma:
RxR—-{0} > R—{0}
(X,y)—>x+y
distributividad.

» Por otro lado un estudiante podria pensar en operaciones poco

pero no cumple los axiomas de

usuales y definir, por ejemplo:

a-x=x%, donde aeR A xeR-{0} ychequear quese

cumplen los 5 axiomas siguientes:
(@) a-x=x%eR-{0}

(b) (a+p)-x=a-x+pB-X

€  a-(x+y)=a-x+a-y

d) (aB)-x=a-(B-X)

(e) 1.x=x
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Esta pregunta especialmente sera util en observar si las dos operaciones
estan coordinadas en la mente del estudiante, para definir la estructura

de un espacio vectorial.

Pregunta 8
SeaV = {(X,y, Z)e R3 /X,y,Z > O} un espacio vectorial con las operaciones:
SUMA: Uu®V =(xa,yb,zc) con u=(xy,z) , v=(abc) enV
PONDERACION: A0U= (x’i,yl,zl) con u=(x,y,z)eV y ZAeR.

Sea W el subespacio de todos los puntos de V situados sobre el plano z =1.

1. Escriba dos vectores de W.
2. ¢, Cual es el vector nulo de W?.
3. Siv = (3, 2,1) eW , ;Quiénes —V 2.
11 _ . .
4. ¢ Los vectores (2,2,1) y E,E,’I de W son linealmente independientes?

5. ¢ El conjunto {(3,3,1),[%,3,1]} es una base para W?

Analisis:

En general con este problema buscamos observar como un estudiante
concibe la estructura de espacio vectorial y a su vez de como ésta se
relaciona con algunas otras nociones del algebra lineal (subespacio
vectorial, vectores linealmente independientes y base), para asi poder

dar cuenta de la evolucion de su esquema.
Consideramos que un estudiante en nivel inter de esquema de un

espacio vectorial podra determinar los vectores solicitados en los incisos

8.1, 8.2y 8.3, ya que es capaz de establecer relaciones entre un espacio
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vectorial y un subespacio. Si por el contrario un estudiante no puede dar
respuesta a esos incisos, consideraremos que sus construcciones solo le
permiten actuar de manera mecanica ante situaciones desconocidas. Por
otro lado el inciso 8.2. puede crear conflicto en el estudiante si él

considera que el cero vector de W es la 3-upla cero.

En los incisos 8.4 y 8.5, consideramos que un estudiante con una
concepcion de esquema a nivel trans, podra realizar las conexiones
adecuadas entre: espacio vectorial, conjuntos linealmente
independientes y base para asi dar respuesta que el conjunto del inciso
8.4. no es linealmente independiente y que el conjunto del inciso 8.5
efectivamente es una base para W. Sin embargo, el inciso 8.4 puede
crear conflicto en el estudiante al realizar una combinacion lineal

igualada a un vector nulo que no esta constituido de ceros.

Pregunta 9

Sean U, W,V tres subespacios de R3, definidos como sigue:

U =((123),(10,1),(0,11))

W =((-110),(10,1))

\Y; :{(x,y,z)eR3/x+y+z:0}
Se pregunta: ;U =W =V ?

Analisis:

Esta pregunta permite que el estudiante reflexione sobre la manera de
enfrentar la igualdad de tres espacios vectoriales y la forma de cémo
elaborar una argumentacion para responder. En este caso debe
establecer, que una igualdad de espacios vectoriales esta determinada
por la conexidn que existe entre: combinaciones lineales, vectores

linealmente independientes, conjunto generador y base. Como se puede
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ver, pensar solo sobre el cumplimiento de una de las opciones
anteriores de manera aislada no ofrece las herramientas suficientes para
enfrentar el problema. Con esta idea, consideramos que es necesario
que el estudiante posea un esquema de espacio vectorial al menos al
nivel inter ya que se requieren conexiones entre el concepto de
transformacion lineal y los conceptos de combinaciones lineales,
vectores linealmente independientes, conjunto generador y base.

Un estudiante con un esquema de espacio vectorial suficientemente
desarrollado puede determinar una base de cada uno o tal vez sélo de
uno de los subespacios vectoriales U, W y después chequear si esos

vectores son también elementos de V, en efecto:
U =((123),(10,1),(0,11)) = ((10,1),(0,1,1)) pues (12,3) =(10,1)+2(0,11)
y (101),(0,11) eV, pues 1+1=0.

Luego: U #V .

Pregunta 10
v=AlX Y Jemy®) X T2 270 oy (R). Determine una b v
= ; ot SR X—274+t=0 = WVip . etermine una base para V.
Anilisis:

Esta situacion busca que los estudiantes determinen un conjunto que
cumpla ciertas condiciones: que sea linealmente independiente y que
genere a V. Para esto es necesario que el estudiante establezca
conexiones entre conceptos del algebra lineal: conjuntos linealmente
independiente, conjunto generador, espacio generado, sistemas de
ecuaciones lineales, espacio de solucion de un sistema de ecuaciones
lineales y espacio vectorial. Realizar esas conexiones exige que el
estudiante se encuentre en un nivel alto de evolucion de esquema de
espacio vectorial, a lo menos nivel esquema inter de espacio vectorial. A
continuacion mostramos algunos posibles caminos que podria seguir un

estudiante frente a esta situacion.
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>

Despejar y de la primera ecuacion y t de la segunda ecuacion y

sustituir  dichos  despejes en la matriz, es decir:

1
v=17 E(Z_x) eM,y(R)/x,zeR}.Asi tendra que reescribir V
z 2z-X
como un espacio generado por dos vectores
1 (o 1
V= 2|, 2 y ademas, el estudiante tiene que
0o -1)\1 2

asegurarse que esos dos vectores sean linealmente independientes,

1 1
para llegar a concluir que el conjunto B = 21, 0 2 |} es una
0o 1)1 2

base para V.

Otra posibilidad seria buscar el conjunto solucion del sistema de

ecuaciones lineales, a través de la matriz asociada al sistema:

12 -1 0) E (-1) 1 2 10 ,
s en la cual el estudiante
10 0 1 0o -2 1 1

tendra que determinar los pivotes, para indicar que hay dos

parametros, digamos: y=keR y z=heR, de donde se concluye

que: x=h-2k y t=2k-h. Ahora reescribiendo V en términos de

la soluciéon del sistema, el estudiante llegara a la expresion:

h -2k k . :
V:{( N ok hjeMz(R)/k,heR} que equivale al espacio

1 0)(-2 1
generado V = <(1 2}[ 0 2j> Ahora el estudiante al igual que en

la resolucion anterior debe asegurarse que estos vectores son

linealmente  independiente, para llegar a concluir que

1 0)(-2 1
B= , es una base para V.
1 2)L0 2
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Pregunta 11

SeaV = {(a, b)/a, be R+} un R - espacio vectorial, con las operaciones:
SUMA: (a4.by) +(az.by ) = (agap, biby) (ar.by),(az,b2) €V
PONDERACION: k(a,b):(a",bk), keR, (ab)eV

Estudiar la dependencia lineal de los subconjuntos de V, dados por:

si={(21).(32)) 52 ={(41(27)

Analisis:

Esta pregunta busca que el estudiante determine el cero vector, que es
el vector (1,1) y con ello forme una combinacion lineal, con los vectores

de S4, como asi también separadamente con los vectores de S,. Dicha

combinacion lineal deberd ser operada algebraicamente con las
operaciones no triviales definidas como SUMA y PONDERACION. Esto
conducira al estudiante a resolver en ambos casos un sistema de
ecuaciones, donde tiene solucidn nula aquel sistema derivado de la

combinacion de S; y solucién no nula aquel derivado de S,. Llegando
asi, a concluir que S, es un conjunto linealmente independiente y S, es

un conjunto linealmente dependiente. Con este problema esperamos
hacer evidente la evolucion de esquema de espacio vectorial a un nivel
trans, ya que como se puede apreciar la resolucion requiere de un
analisis que establezca relaciones con los conceptos: elemento neutro
(cero vector), espacio vectorial, operaciones Suma y Ponderacion,
combinaciones lineales, conjuntos linealmente independientes y
linealmente dependientes. Sin embargo detectar la forma como éstos se
relacionan para dar solucién al problema requiere que el estudiante
posea un esquema a un nivel trans que le permita estar consciente de

toda la informacién que esta situacion le proporciona.
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Capitulo 4

Analisis y verificacion de datos:
Evidencias de la evolucion
cognitiva

En este capitulo haremos un analisis general de los datos obtenidos del
cuestionario diagnostico y la entrevista. Mediante la descripcion de las
construcciones y el nivel de esquema adquirido que evidenciaron poseer los
estudiantes, determinaremos la viabilidad de nuestra descomposicidon genética
hipotética y suministraremos evidencias empiricas para las construcciones
mentales especificas que los estudiantes hacen cuando estan aprendiendo el

concepto de espacio vectorial.

4.1 Obtencién y Andlisis de datos del cuestionario
inicial

En la construccién del cuestionario’ se tomd en cuenta la primera parte
de la descomposicion genética del concepto de espacio vectorial, presentada
en el apartado correspondiente. Asimismo, se han tenido en cuenta los
esquemas relacionados al concepto de espacio vectorial: conjunto, axioma,
operacion binaria y funcién. Se disefaron distintas preguntas para tener una
idea de las construcciones mentales plasmadas por los alumnos en relaciéon al
concepto de espacio vectorial; asimismo se propusieron a los alumnos distintos
ejercicios con los cuales se podria observar la conexion de los esquemas antes

aludidos para el concepto de espacio vectorial.

' En el anexo 1 se pueden ver las trascripciones literales del cuestionario.
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Efectuando un analisis de los resultados del cuestionario con base a la teoria

APOE, podemos sefalar lo siguiente:

. En la pregunta 1), parte aiii) donde el estudiante debia realizar el
siguiente calculo -20(3,6,4)®(25,1), el 66,6% de los estudiantes

mostro dificultades en dar prioridad a las operaciones: ponderacién
sobre la suma; aludiendo falta de paréntesis en la escritura de la
operatoria, algo asi  como: (20(364))®(251 o0
-20((3,6,4)®(25,1). Ello nos da una evidencia de que dichos

estudiantes no tienen construido el objeto de operacién binaria. El

otro 33,3% de los estudiantes dio como respuesta:

1 1 1
—26(3,6,4)@(2,5,1) = (%,%,Ej .

" En la pregunta 2), 4 de los 6 estudiantes responden que R? con las
operaciones definidas, no conforma un espacio vectorial. Su
justificacion se basa principalmente en el chequeo de axiomas tales
como:

> 1lev=v,
> (y)+()=(xy) V(xy)eR?
> a®((ab)+(xy))=a®(@b)+a®(xy).
Los otros dos estudiantes, afirman que R? con las operaciones

definidas, es un espacio vectorial porque:

> Es un grupo abeliano, porque: para (x1,y1),(x2,y2)e]R2 y

acR se tiene que (xq,Y4)+a(Xp,y;)eR? por teorema (no

indica cual es ese teorema).

» Cumple que es grupo abeliano.

" En la pregunta 3, es interesante la variedad de argumentacién que
utilizan los estudiantes para decir que Z% no es subespacio de Rs,

las cuales van desde: la ponderacidn por escalar no es una

101



Capitulo 4

Analisis y verificacion de datos: Evidencias de la evolucion cognitiva

operacidon cerrada, no existe un unico elemento inverso para cada
vector, no se cumple la clausura para la suma y Z% z R3.

En la pregunta 4, sélo 3 de los 6 estudiantes responden que si es un
espacio vectorial. En cambio el resto no contesta explicitamente o
da argumentaciones poco precisas.

En la pregunta 5, sélo 1 de los 6 estudiantes responde que si es un
espacio vectorial. En cambio el resto responde que V no es un
espacio vectorial, utilizando mayoritariamente la argumentacién que
el cero vector no esta en V.

En la pregunta 6, 4 estudiantes responden explicitamente y con un
s6lido argumento que es posible que exista dicho espacio vectorial y
es el espacio nulo (conformado solo por el vector nulo). El resto da
argumentaciones como la siguiente: el conjunto vacio, es dicho
espacio, y el neutro debe estar en el espacio vectorial, sin llegar a
respuesta alguna.

En la pregunta 7, 4 de los estudiantes citan que Z, es el espacio

que existe con dos elementos. En cambio los otros estudiantes
responden:

» Si, porque si existen espacios vectoriales con infinitos
elementos, con finitos elementos y con un elementos,
entonces porque no va a existir uno con dos elementos.

> Si existiera un espacio V, tendria que contener al elemento
neutro y a otro vector diferente del nulo. Supongamos que
sea “a” ese tal vector diferente del nulo: Si ¢ € K, K cuerpo,
entonces aa¢V . Por lo tanto V no tiene estructura de

espacio vectorial.

Las preguntas 8 y 9 producen en los estudiantes el cuestionamiento siguiente:

¢cual es el cuerpo y cual es el espacio?.

En efecto, en la pregunta 8, 4 de los 6 estudiantes respondieron que

R si es un espacio vectorial sobre Q, dando argumentaciones como

las siguientes:
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> VX,yeR y VaeQ setieneque: x+ayeR.
> (R,+) cumple todo y con la ponderacion también ya que

QcR.

Sin embargo los otros dos estudiantes que respondieron
negativamente a la pregunta, dieron argumentaciones como las
siguientes:

> RzQ

> 2 no se podria escribir como combinacién lineal de finitos

elementos de Q.

En la pregunta 9, 5 de los seis estudiantes responden que Q no es
un espacio vectorial sobre R, dando la argumentacion que
ponderacion por escalar no cumple la clausura. Aca solamente un
estudiante respondi6 afirmativamente a la pregunta, argumentando

que se debiaaque: QcR.

En la pregunta 10, cinco de los 6 estudiantes responden que no es
espacio vectorial, basandose en argumentaciones que van desde los
contraejemplos hasta la utilizacion de teoria, como la combinacién
lineal entre vectores. En cambio la otra estudiante afirma que U es
un espacio vectorial, porque, U esta contenido en V, entonces
cumple las mismas condiciones que V, pero con elementos
reducidos.

En la pregunta 11, 5 de los 6 estudiantes responden que Zg no es

un subespacio de R®, basandose en argumentaciones que aluden a
que las operaciones Suma y Ponderaciéon no son las mismas para

ambos conjuntos, depende del cuerpo de escalares que se
considere (Zs o R) y que Zgno es un subconjunto de R®. En
cambio el otro estudiante afirma que si, pues Zg subespacio de R,
se puede escribir como: Zg = Zs x {0} x {0} x {0} x {0} c R.

En la pregunta 12, tres de los 6 estudiantes manifiestan claramente

que es imposible que exista dicho espacio, basandose en
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argumentacion algebraica y geométrica. En cambio los otros

estudiantes afirman que existe dicho subespacio y entre sus

respuestas encontramos:
> “El subespacio Z% como un Zg espacio vectorial, ya que:
{(25),(5,5) e Z3".

» “Las rectas que estan generadas por estos puntos que forman

planos sobre este plano cartesiano”.

>V ={(x5)eR?:xeR|<R?"

Con respecto a nuestras expectativas respecto a las respuestas de los

estudiantes, los problemas del cuestionario pueden agruparse en 4 categorias

de acuerdo a la concepcion. La siguiente tabla muestra el tipo de
construcciones que se espera observar con cada pregunta:
Conjunto Funcion Operacion Axiomas en
Binaria General
Accion Presente en las Presente en las Presente en las Presente en las
respuestas respuestas respuestas respuestas
esperadas de la esperadas de la esperadas de la esperadas de la
pregunta: pregunta: pregunta: pregunta:
1,2,3,456,789, | 1,2,3,4,5,6,7,8,9, | 1,2,3,4,5,6,7,8,9, | 1,2,3,4,5,6,7,8,9,
10,11y 12 10,11y 12 10,11y 12 10,11y 12
Proceso Presentes enlas | Presentes enlas | Presentes enlas | Presentes en las
respuestas respuestas respuestas respuestas
esperadas de la esperadas de la esperadas de la esperadas de la
pregunta: pregunta: pregunta: pregunta:
2,3,45,6,7,89,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10
A1y 12 A1y 12 1y 12 1y 12
Objeto Presentes enlas | Presentes enlas | Presentes enlas | Presentes en las
respuestas respuestas respuestas respuestas
esperadas de la esperadas de la esperadas de la esperadas de la
pregunta: pregunta: pregunta: pregunta:
2,3,45,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10
1y 12 1y 12 1y 12 11y 12
Esquema | Presentes enlas | Presentes enlas | Presentes enlas | Presentes en las
respuestas respuestas respuestas respuestas
esperadas de la esperadas de la esperadas de la esperadas de la
pregunta: pregunta: pregunta: pregunta:
2,3,4,5,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10 | 2,3,4,5,6,7,8,9,10
1y 12 1y 12 1y 12 1y 12

A continuacién presentaremos el analisis de nuestros resultados considerando

los tipos de construcciones realizadas por los estudiantes. Para cada una de
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ellas agregamos apartados de la trascripcidn del cuestionario inicial que
fundamentan nuestras observaciones (los trabajos de los estudiantes pueden

verse completo en los anexos).

4.1.1 Concepcion Esquema de Conjunto

Los estudiantes que participaron en este cuestionario inicial dieron
evidencias de poseer la concepcién esquema de conjunto al considerar los
conjuntos como un todo que se interconectaba con operaciones binarias y con
producto por escalar, es decir, para ellos un conjunto no es una estructura
aislada en sus mentes. Por ejemplo el estudiante 5 en la pregunta 4 (ES5P4),
identifica plenamente dos elementos cualesquiera del conjunto V y uno

cualquiera del conjunto K =Z3 al concluir a través de una combinacion lineal

que V < Z% :
(ES5P4)
2;={012)
Sea (x,x,x),(y.y.y)eV Y aeZj
1) (x,x%X)+a(y,y.y)=(x+ay,x+ay,x+ay)eV
2) Ademas (0,0,0)eV, -~V =zJ

. 3
..VSZ3

El estudiante 6, al trabajar en la pregunta 10, muestra que considera a los
conjuntos involucrados como objetos relacionados por la inclusion, es decir,

muestra que posee un esquema al elaborar un contraejemplo.

(ES5P4)

No porque si consideramos V =My, (K) y W ={AeMp,, (K)/det(A) =0},

es claroque W cV , pero Wﬁ/v,yaquesitomamos:
leW, -leW, det(l)=1 det(-1)=-1, pero det(I-1)=0, (I matriz

identidad de orden n), vale decir | -1 ¢W .
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Si bien es cierto que con la pregunta 1b) se quiere indagar la concepcion que
posee un estudiante con respecto a la escritura por extension del espacio
vectorial, dando el subespacio en wuna escritura por comprension,
implicitamente también se esta midiendo si el estudiante tiene una concepcion

accion del concepto de conjunto.

(ES1P1.b)

(772 1). (211 ew .

Estos estudiantes muestran a través de las respuestas dadas al cuestionario
inicial (ver anexo) poseer una concepcion esquema de conjunto, lo cual es un

prerrequisito para abordar los problemas planteados en el cuestionario.

Desde nuestra perspectiva, es claro que un estudiante que no posee las
construcciones adecuadas de conjunto y funcion, no podra evolucionar sus
estructuras respecto al concepto operacion binaria. Claramente, su concepcién
de funcién les permite determinar por ejemplo: ®(2,(3,4)) como imagen de
(2,(3,4)) bajo la funcion ®:RxR* > R . Esto se puede ver
(a(xy)) > a®(xy)=(ax.ay)

en la siguiente respuesta:

(ES5P2)

“Habria que ver si cumple con todas las condiciones para ser llamado espacio
vectorial”

2®((34)+(57))=2®(8+14,-3-5) =2®(22,-8) = (44,16)  no es lo mismo
que:

[2®(3,4)]+[2®(5,7)]=(6,-8)+(10,~14) = (~16 + —28,-6 —10) = (—44,-16)
.".No es un espacio vectorial”

Estos estudiantes pueden empezar a abordar las preguntas que tienen que ver
con las operaciones binarias ya que poseen las estructuras previas de funcion
como esquema y conjunto lo que les permite pensar en elementos especificos
de un conjunto y aplicar la definicion de una operacion binaria en particular a

dichos pares de elementos. Un aspecto que sobresale en estos estudiantes es
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que dan muestra de una comprension mas alla de una concepcién accion de
operacion binaria, la que se percibe a través de la integracién con su

concepcion de conjunto y funcién. Esto se puede ver en la respuesta de:

(ES3P2)

“NO, no se cumple el axioma 10, si v es un vector en R?, entonces 1-v =V .
Claramente 1®(x,y) #(x,y), a saber, 1®(x,y) =(x,—y)” (sic)

4.1.2 Concepcion Proceso de Operacion Binaria

Los estudiantes que tienen una concepcidon proceso consideran la operacion
binaria aplicada a todo un conjunto de manera general, es decir, ellos pueden
pensar en la manera con que se estan dando los elementos, resultante de
aplicar una operacién binaria a cualesquiera elementos de un conjunto. Por

ejemplo:

(ES1P2)
“Si (sic.) es un espacio vectorial.

Sea (x,y4),(x2,y2) e R?, @ e R:

(X,Y 1)+ a(X2,¥2) = (Xq,Y 1) +(axa,—ayy) = (2y1 —2ay,,—Xy —axy) € R2
(Teorema)”

(ES2P2)

“No es espacio vectorial con las operaciones definidas ya que no existe un
elemento neutro para la suma talque (sic.)

(6 y)+ ()= (xy) V(xy) <R
Por otro lado, veamos el trabajo del siguiente estudiante.

(ES4P2)

“Sl

porque cumple que es Grupo Abeliano y las propiedades de producto
escalar.

O vista de otra forma es un espacio donde se alojan algunos elementos
que cumplen con ciertas reglas y en este (sic.) se puede trabajar porque
las mismas normas (reglas) lo permiten”
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Este ultimo estudiante maneja algunas expresiones que son correctas para
espacios vectoriales, pero no suficientes en el contexto de esta pregunta
porque no especifica qué conjunto esta considerando como grupo abeliano, ni
cual es la operacidon binaria involucrada. Este tipo de respuestas puede
presentarse en estudiantes que tienen dificultad con interrelacionar con los
conceptos: conjunto, funcién y operacién binaria. Por eso desde nuestro punto
de vista el estudiante recurre a nociones de la matematica, sin tener en cuenta

el entrelazamiento de los conceptos involucrados.

4.1.3 Concepcion Objeto de Operacion Binaria

Los estudiantes que tienen una concepcién objeto consideran la operacién
binaria como una componente de la estructura del espacio vectorial.

Consideremos las respuestas que presenta el estudiante 5:

(ES5P11)

“‘No pues en Zs no estan definidas las mismas operaciones que en R%, lo

mismo que en el ejercicio 3”. (sic)

(ES5P3)
“Zs ={0,12,3,4)

(4,4,4)+(12,2) =(5,6,6) ¢ Z2

No se cumple la clausura de la suma. Por lo tanto no es un subespacio de R3”.

* No me habia dado cuenta, pero Z‘g’ estan definidas otras operaciones (con

respecto a R3 ) por lo tanto no es muy apropiado hablar de subespacio”

En estos resultados podemos ver la importancia de hacer énfasis sobre las
operaciones suma y producto por escalar involucradas en la definicion de
espacio vectorial, haciendo a su vez conexiones con los conceptos previos, por
ejemplo: conjunto y funcion.

En la pregunta 9 el estudiante para dar una argumentacion a la respuesta debe
desencapsular el objeto operacion binaria y mostrar el proceso que lo generd,

mostrando que comprende el proceso como la clausura.
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(ES5P9)

“No porque si tomamos %e Q, tomamos V2 e R, donde % es el vector y V2

2

el escalar, entonces: 3 zQ”.

41.4 Concepcion Esquema de Averiguacion de
Axiomas en General

Los estudiantes que tienen una concepcion esquema de averiguacion de
axiomas coordinan cada uno de los axiomas que satisface alguna estructura
con el proceso mismo que dicta tal axioma, es decir, aquello que debe
satisfacer un conjunto para ser llamado estructura tanto. Una vez que el
estudiante tiene conocimiento de cada uno de los axiomas, éste los coordina
como un solo proceso de verificacion que debe satisfacer un conjunto con las

caracteristicas de la estructura en estudio. Por ejemplo:

(ES3P3)
“No

Primero veamoslo como cuerpo, Zgs no es un subcuerpo de R ya que R es de
caracteristica cero y Zg es de caracteristica 5.

Veamoslo ahora con espacios vectoriales. En la existencia del unico elemento
inverso, por ejemplo (4,4,4) tiene como inverso a (1,1,1) en Z3 ya (-4,-4,-4)

en R3, no pueden haber dos inversos, de todas maneras, este hecho se

desprende de la caracteristica de los cuerpos”. (sic)

4.2 Datos obtenidos de la entrevista

Los datos que obtuvimos en la entrevista los analizaremos teniendo en
cuenta las construcciones y el nivel de construccidén de esquema que los
estudiantes mostraban haber alcanzado sobre el concepto espacio vectorial. A

continuacion haremos una descripcion de las construcciones y el nivel de
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construccion de esquema que identificamos, mostrando extractos de la

trascripcion de la entrevista.

Comenzaremos nuestro analisis con la concepcidn objeto de espacio
vectorial, por dos motivos: primero porque la concepcion esquema de un
concepto matematico se comienza a formar en la mente de un estudiante a
partir de la concepcion objeto’® y segundo, porque nuestra descomposicion
genética se refiere a la construccidon del espacio vectorial, paso a paso, como

un esquema.

4.2.1 Concepcion Objeto de Espacio Vectorial

La concepcidn objeto de espacio vectorial, se evidencié a través de la
manera que un estudiante concibe un espacio vectorial: como una estructura
que satisface axiomas, a través de sus elementos (vectores, un segmento de
linea dirigida) o una ene-ada de numeros reales, o también a través de sus
subespacios (rectas, planos u otros), a la cual se pueden aplicar acciones.
Durante el desarrollo de la entrevista del estudiante 5, es interesante la manera
como éste aborda los problemas. Siempre inicia con una lectura del problema y
antes de empezar a realizar algun tipo de procedimiento escrito sobre las
condiciones dadas, reflexiona sobre la pertinencia de los datos, es decir
siempre verifica si el problema bajo las condiciones dadas tiene solucion. Esto
nos permitié en la pregunta 5 observar si el estudiante posee una concepcion

objeto del concepto espacio vectorial. Consideremos el siguiente dialogo:

[167ES5] : Averigua si la siguiente afirmacion es correcta o no en ambos
casos justifica tu respuesta, sean V, W, Z espacios vectoriales
sobre un cuerpo IK'y supongamos que V, W es igual a d es igual
a d+Z, ; Qué suma es eso? La suma de espacio del conjunto de

todos los vectores que son uno de aca mas uno de alla.

'® Este es un punto conflictivo dentro de la teoria APOE, ya que hay investigadores que

consideran que no necesariamente es asi, se puede tener un esquema del concepto cuando
se establecen relaciones entre construcciones accion y proceso. Pero nosotras
consideramos la postura que tiene Ed Dubinsky frente a este punto.
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[168E] : Suma de espacios, porque son espacios ¢ cierto?

[168ES5] : Claro, o son de conjuntos también se puede.

[169E] : Pero son espacios, suma de espacios.

[169ES5] : Entonces hay que demostrar que W es igual a cero, si es que

es verdadero no, no, no, yo creo que no.

[170E] : ¢ Por qué?

[170ES5] : Porque estoy pensando en lo mas facil, IR estoy pensando,
pero perdén aca son todos los vectores que son de la forma
V+W donde V pertenece a IK y W IK esa es la definicion de

suma de espacio ¢ cierto?

Para poder considerar la aplicacién de operaciones sobre espacios vectoriales,

el estudiante necesita una concepcion objeto de este concepto.

[171E] : Claro.

[171ES5] : Entonces, pensemos en V igual a IR ahi todo esto falso, pensé
mas en V igual a IR entonces pensemos IR mas un conjunto
igual a IR mas otro conjunto por ejemplo si yo ,aqui yo pongo el

espacio nulo eso me da IR ¢ cierto?

[172E] : Si.
[172ES5] : De hecho si yo pongo cualquier cosa aca me va a dar IR.
[173E] : ¢, Como cualquier cosa?

Sin embargo para poder construir un contragjemplo, se requiere la

desencapsulacion y pensar en el proceso que dio origen al objeto.

[173ES5] : Cualquier subespacio de IR, si yo pongo cualquier, por
ejemplo...pongo el generado por el (1,1) el por ejemplo no el
generado por el 1 estaen IR, IRmas IResome dalR eirnoes

igual a 'y ese y ese son distintos, por lo tanto, es falso.
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Hacemos hincapié en la importancia de desencapsular el objeto y pensar en el

proceso que dio origen al objeto, para asi construir un contraejemplo. Este es el

caso del estudiante 6, en la pregunta 5:

[122ES6]

[125E]

[123ES6]

[126E]

[124ES6]

[127E]
[125ES6]
[128E]

: Ya se me vino a la cabeza una... algo de teoria de conjuntos,
por ejemplo, si yo tengo que A unién B es igual a A unién C no
necesariamente B = C, hay contra ejemplos para eso. Pero
estaba tratando de pensar en un contra ejemplo para eso y yo

creo que es analogo, creo que es analogo.

En Teei'a e l-"“k-vn-!-ul
é"" AUE‘?AUC IM{-‘U‘H ﬂ B o

“*fttnninmk P i-\unl. o &

Entonces ponga ahi lo que esta pensando usted .Estoy
pensando que esta es la relacidén que hace.
. En teoria de conjuntos, tengo que si A uniéon B es igual a A
union C entonces D no necesariamente es igual a C. Escribo un

contra ejemplo.

. Si usted quiere .No es necesario por que usted ya lo ve, pero si
quiere lo escribe, si a usted lo va a ayudar a responder, escribir
eso, bienvenido, pero ver esto es muy bueno.

: Por ejemplo, si tomo A como, claro, uno: a B uno coma dos; y a
C como dos no mas, entonces A union B, esto es uno coma dos;

y A union C también es uno coma dos...

A= 44§

Bs i)
¢ =1 t'}
AVB = 3y
Ave = fh)
Twve B4 C
: Pero...
: Pero B es distinto de C.
. Perfecto.
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Este estudiante al desencapsular el objeto espacio vectorial, mira el proceso

que dio origen a él, y resulta jugar un papel importante el esquema de

conjuntos.
[132E] : Porque un espacio vectorial, si bien tiene estructura de
espacio, ante todo ¢;qué es lo que es?
[130ES6] : Un conjunto.

Y es aqui en este esquema de conjuntos en el cual procesa y construye tres
conjuntos a partir de los cuales fabrica espacios vectoriales como el generado
de esos conjuntos, los que le permitiran elaborar el contraejemplo para la

pregunta 5 de la entrevista.

[133ES6] : Puede, a ver, déjeme un poquito. Es que a lo mejor podria

tomar, generadores.

[136E] . Si.

[134ES6] . Puede ser, espéreme un poco.

[137E] : Te pueden servir, por supuesto, porque los generadores ;Qué
son?

[135ES6] : Son espacios vectoriales.

[138E] : Pero no son asi, {no es cierto?, son ;de qué categoria?

¢, Cémo es un espacio generado?, mi pregunta es ¢es finitos o

infinitos?

[136ES6] . Infinito.

[139E] . Infinito, asi que estaria concordando con las ideas que usted
tiene.

[137ES6] : Claro, porque por ejemplo si yo tengo, no me acuerdo como

era la... o sea como, a ver... ah, si yo tengo que V por ejemplo,
es el generado por ay W es el generado por b, entonces V + W
es el generado por a union b, entonces ahi tengo algo como
parecido. Ya ahora voy a tomar V como el uno coma dos y dos

coma uno... No yoO Creo que ese no.

[140E] : Le pone “no” entonces.
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[138ES6] : Voy a tomar V como el uno coma dos no mas, voy a tomar W
como cero coma tres y Z cero coma tres y uno coma dos,
entonces en este caso V + W, esto es uno coma dos y cero

coma tres y V + Z también es lo mismo.

V=<(h?)> 2 '-‘-<[ﬂl|3:',f‘hl)>
W=<(013))

V+W =<(1,!)|(°t3)>
Ve = C (a2), (03)D
pane W # 2

Contrario a esto podemos ver como, la estudiante 10 estd en una
construccion de proceso en cuanto al concepto de espacio vectorial, ya que
en esta misma pregunta 5, intenta justificar sus elecciones de los subespacios

U, Vy W a través de sus bases de la siguiente manera:

'Fﬂ.lh VA 1’! L’th d,,IL- S Lﬂhhiﬂﬂﬂ;{u‘
2bpayey Y divwno los £lemsniton Jo? Som LB
el dov I:msr,pwkﬁw bor £ e husss
() L. .di N tam urrrﬂi ARV con , &P eon
lov dy Z LD o Mfﬁ.ﬁ b;‘;fﬁ:im
lov 4 lrwanifor -sf!;fﬂf‘ 'Zu o iome

i 4 O 7 A
%ﬁ”ﬂ;}ﬂﬂu :ﬁﬂr Wfas 08
{

Eliminando los vectores que son linealmente dependiente, que segun la
estudiante son los vectores de la base para V, que aparecen a ambos lados de

laigualdad: V +W =V + Z, la estudiante argumenta que realmente W = Z .
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La concepcion objeto de espacio vectorial se evidencio en siete de los
estudiantes entrevistados, aunque de alguna manera en diferentes grados de
complejidad; con esto hacemos referencia al tipo de argumentos presentados
por cada estudiante. Ellos en general dieron evidencias de haber encapsulado
el proceso de conservacién de operatoria con conjuntos, con vectores, con
espacios vectoriales y esto les permite desencapsular el objeto y relacionarlo
con otros en la medida en que las situaciones lo requerian. Este hecho sefala
la importancia de relacionar la preservacion de operaciones como un unico
proceso que permita su encapsulacién en un objeto. Es importante mencionar
que hablar en términos de combinaciones lineales de vectores cualesquiera y
determinar ejemplos de ellos no es una condiciéon suficiente para garantizar
que un estudiante posee una concepcidén objeto de este concepto. Esto se
evidencio en el grupo de estudiantes entrevistados. Por ejemplo el mismo

estudiante 6, que describimos mas arriba, considera que una estructura

(K,V, +, @) €s un espacio vectorial, cuando la combinacién lineal av +w €V,

donde ¢ e K y v,w eV, argumento que utilizdé para responder la pregunta 1

de la entrevista.

(xyx2) , (Ve¥e) €IRY | o6 IR

.((x.'.)fg)"- {"f"'fg) -

(=% —tX2 )+ (1, ,%.)
(“"‘"‘””t)‘*x« “Ye) «R?

Lo las uLMc &' o s oLuf-rA"fl'\-\
q.u-lv‘-'nw

('R)+|G) o un 4?\/. hth ||R

Este estudiante muestra su capacidad para pensar en los espacios vectoriales
y caracterizarlos a través de combinaciones lineales a partir de las condiciones
dadas sobre la operacion +y ©. Esto es una evidencia que el estudiante
muestra una concepcion del concepto espacio vectorial centrado sélo sobre la

preservacion de la suma y producto por escalar para vectores de un espacio
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vectorial determinado. No existe una coordinacion de los procesos de las dos

operaciones ni tampoco entre los axiomas que determinan un espacio vectorial.

Como se ha provisto en nuestra descomposicion genética, es importante

observar si el estudiante tiene las construcciones necesarias respecto al

cuerpo y el papel que juega en la definicion del espacio vectorial. Al respecto

podemos sefalar que en la pregunta 2 de nuestra entrevista, solo uno de los

diez estudiantes entrevistados reflexiond sobre el conjunto donde se definen

los escalares. Fue el estudiante 5, que al respecto sefalo:

[127ES5]

[128E]
[128ES5]

[129E]
[129ES5]

[130E]
[130ES5]

[131E]
[131ES5]

: O sea por lo que yo conozco en este conjunto de las funciones
esta la multiplicacion es la composicion, o sea por lo general, no
se si habra otra creo que hay otras cosas como algo de
convolucién creo que me han dicho unos profesores, nunca he
visto eso pero bueno... me guio segun lo basico, la suma de
funciones que siempre esta definida y la multiplicacién no es
que seria la composicion de hecho hay otras cosas por ejemplo:

esta la, una funcién se multiplicar con un escalar real.

: También ¢ no es cierto?
: Si.

: Multiplicacion por escalar.
: Claro, pero ahi entonces deberia ser esto deberia ser un
cuerpo de F(R, R) con la operacion suma de funciones y la

composicion de funciones ese es el cuerpo.

: Claro.

: Ese es el cuerpo.

: ¢, TU lo consideraste asi?

: Claro.

Con respecto a esta misma pregunta 2 de la entrevista, el resto de los

estudiantes se limitd a enlistar los axiomas, sin reflexionar a caso F (R,R) es

un cuerpo, como fue el caso del estudiante 3:
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A6 axioma (claw sum ,@), Se cuw‘@l e
ceh b

Por :
AT axrowir (diorplouTivi OAD). 9

(§+9)Ox = fox + Yo X
AY & xioma.;

(J9)ox = F(a@x) = 4(+ox)
M AR 10K -

A0 A ¥ ovaa {Q(K'fp): fo,(*f@y

Y posteriormente procedié a averiguar si dichos axiomas se cumplian o no.
A7 2 e fea rgen
CJ‘H)&k z fox & 9 ©%

(Fra)tn = fcxr v 9e
“Fox » gox.

T.ose cowmple.

AB cfﬁ)gx.r (w("‘)

HF)a =@f)ox

se mﬂc

AR Aics Lo 1=fex)
Puweroy copstmpne
Mo se cvnple

AW L O(xry) = fexry,)=

. wo st f_um’/g, Sea cumple solamenrg
PR FUNCLoMes LUMVEALISS,

De esta manera los estudiantes estan dando evidencias que pueden coordinar
ambas operaciones: suma de vectores y multiplicacion por escalar, a través de

las operaciones distributivas de escalares sobre vectores y de vectores sobre
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escalares, pero sin reflexionar sobre los procesos operatorios permitidos y no

permitidos por la estructura algebraica del conjunto de los escalares.

4.2.2 Nivel de Esquema Intra Espacio Vectorial

Algunos de los estudiantes entrevistados dieron evidencias, a la luz de
nuestra descomposicion genética, de haber logrado construcciones acciones,
procesos, objetos y esquemas pero, de manera aislada, no logrando darse
cuenta de las relaciones que puedan existir entre esas construcciones. Por
ejemplo el estudiante 6 (ES6), nos mostrd a través de su argumentacion en la
respuesta 5 de la entrevista, que posee una Construccion Objeto del concepto

espacio vectorial, cuando escribe aludiendo a la teoria de conjuntos que:

Ewn Teeorra ole L"kan"-o.t:
&~ AUB‘-‘-‘AU& ,M["&U-M ﬁ B ue

WeCesayiavanmtt <« imval & €
ERED
B:%f,?j
c:f?.i
AVR = ?!,'!,ﬁ
Ave = ')
Povo B3 C

Y, es a través de esta nocion de conjuntos, en la que ES6 se basa para

elaborar el siguiente contraejemplo:
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N=< A>
w=< R8>

V+W - <AUB>
Rh < (A2) ,(t.t))?,\)a

V=< (02)> 2 =< c03),042)>
W=<(0:3))

V +W =<c1,z),(°.3)>
NV t+¢ = <(4n2)\(°|3)>
pare W # 2

Sin embargo, ES6 no logra relacionar esta construccién objeto del
concepto espacio vectorial, con sus construcciones de los conceptos: conjunto
finito, cuerpo finito, operaciones suma y ponderacion por escalar definida en
conjuntos finitos; analicemos para ello la argumentacién que realizé en la

pregunta 3 de la entrevista.

ES6P3 tiene perfectamente claro en su mente el objetivo de la pregunta,

desea obtener:

A'-'%‘;bj L IK un W PO

TeVnAarel (ue van(ln'cal L

(A,-l-}-) e EQNvetra ole ESPaas
Vechrial

Inmediatamente después, ES6 presenta dos casos particulares: A = {a, b}

cona,b=0 y A={ab}cona=0,b=0;veamos su entrevista:

[51ES6] . Entonces por ejemplo puedo tomar el conjunto a,b , mas

general, entonces tengo que verificar si A con la suma y con el
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[53E]
[52ES6]
[54E]

[53ES6]

[55E]
[54ES6]

producto por escalar, suponiendo con la suma, habria que decir

que tipo de elementos son los que, los elementos de A.

: Depende... (problemas de audio)... depende de lo que usted
este pensando para argumentar.

: A puede ser cualquier conjunto.

: Como lo tenemos ahi.
. 'Y, no sé, pueden ser: funciones, polinomios, no se cualquier

cosa.

: Lo que venga.

: 'Y tengo que verificar que el A con la suma usual donde yo esté
trabajando y con el producto por escalar tiene estructura de
espacio... entonces voy a poner: tenemos que verificar si se
cumple eso. Primero, por ejemplo si a,b son distintos del
elemento nulo entonces ya no es un espacio... y por otra parte

Si...

adSel! a‘b#S .M-J'hV\-M (Ai"'J')Mm

[56E]

[55ES6]

[57E]
[S6ES6]

[58E]

ES P Veedor'e .

: ¢Qué otro caso habria que considerar ahi? Si los dos son
distintos del nulo estas poniendo ahi.

. Si a y b son distintos del elemento nulo, el elemento neutro,
entonces A con la suma y la multiplicacion no es espacio
vectorial. Ahora si uno de ellos es cero y otro distinto, o sea no

cero del neutro.

: Ya del neutro.
: Para dar mas generalidad, esto seria como el caso uno, seria
como el caso dos... entonces, por ejemplo: a + b siempre va a

estar en A, 4 cierto?

: Ya ... (problemas de audio)
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[57ES6] : Pero si tomo un... a ver puedo hacer la operaciones b con b,
un especie de producto entre elementos de aca, no eso no lo
puedo hacer. Voy a poner IK un cuerpo, ahi si, entonces esa
suma siempre va a estar en A porque este elemento neutro y
este va a ser un elemento distinto de cero entonces si lo sumo
siempre me va a dar b, eso va a ser b; ahora si yo considero un
escalar en el cuerpo y tomo b en A, entonces alfa por b no

necesariamente esta en A.

[59E] : Volviendo a la cuenta de arriba, donde dice que b + a es b,
pero ¢Quién podria sumar también? ;Qué elementos tiene A?,

tiene el b y tiene el cero.

[58ES6] : ¢,Como?

[60E] . ¢, Qué elementos tiene A aqui?, ese A ;Qué elementos tiene?
[59ES6] :Ceroyb

[61E] : Entonces yo podria sumar a + b, ¢ Puedo sumar otro?

[60ES6] :b+a

[62E] :Y... ¢ Qué mas?

[61ES6] :Yb+b

[63E] : ¢, Quiénes b +b?

[62ES6] : ¢, Quiénes b+ b?

[64E] : Me va a decir 2b, pero eso también tiene que considerarlo...

(problemas de audio)... o no necesariamente lo tiene que
considerar.

[63ES6] . Si, si lo puedo considerar.
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[65E]

[64ES6]

[66E]
[65ES6]

[67E]
[66ES6]

[68E]
[67ES6]

[69E]
[68ES6]

[70E]
[69ES6]

[71E]
[70ES6]

: No, que usted vea, no que yo, usted, Ve que es necesario
considerar eso? 4,0 no?
: Yo creo que si, por que b + b se puede que se salga del

conjunto.

. Pero esto esta como argumento también, ;Qué dice aqui?

: Que alfa por b no necesariamente esta en A.

: Entonces qué quiere decir con eso.

: Que no hay clausura.

: No hay clausura ;Donde?
: En... ahi...

: Volvamos aqui entonces.

: Entonces, por ejemplo b + b, no necesariamente esta en A.

. ¢, Qué significa eso?

: Que tampoco hay clausura.

. ¢, Doénde? Tiene que decir donde.
. En A con la suma, por que si hubiera clausura tendria que
cumplirse que b+b seria igual a b, y eso pasa cuando b es el

elemento neutro.

En estos argumentos que ha utilizado ES6, podemos apreciar que él no

tiene presente o no relaciona la estructura de espacio vectorial cuando trabaja

con un conjunto finito de dos elementos, por eso no puede aceptar que b+b

pueda ser elemento neutro, si b no es neutro.

Finalmente ES6 termina concluyendo, en esta parte de la entrevista que

no es posible determinar el espacio vectorial pedido, sin embargo, escribe que:
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Otro estudiante ES9, también a través de su argumentacion en la
respuesta 5 de la entrevista, nos mostré que posee una Construccién Objeto

del concepto espacio vectorial, al escribir:

N+V = V \N=\n\
T =V AN ol

IS N¥N = V43 = ¥+ W .\J-}M
= \V
e M3

Sin embargo, ES9 no logra relacionar esta estructura construccién objeto
del concepto espacio vectorial, con sus construcciones de los conceptos:
operacion binaria definida en un conjunto finito, conjunto finito, cuerpo finito,
operaciones suma y ponderacion por escalar definida en conjuntos finitos;

analicemos para ello la argumentacion que realizé en la pregunta 3 de la

entrevista.

[58ES9] : Voy a decir las tres cosas que siguen y le voy a explicar por
que le digo asi, un espacio de vectores, un cuerpo de escalares,
bueno entre comillas es cuerpo porque podria ser...

[59E] : Entre paréntesis como podriamos mirarlo también como dijo
usted.

[59ES9] . Anillos conmutativos con identidad y sin divisores de 0, por

ejemplo, el cuerpo o los conjuntos anteriores que habiamos
definido tiene divisores de 0, entonces podria ser algo mas
general que esto, en realidad debe ser un espacio de un
conjunto de elementos que cumplan los axiomas con las dos

operaciones que debe tener un espacio vectorial, entonces, una
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[60E]
[60ES9]

[61E]

[61ES9]

[62E]
[62ES9]

operacion entre el espacio de vectores, o sea los elementos y

una ponderacion.

: Esa ponderacion se refiere a la operacion ¢ Entre quién?

: Una ponderacion o producto por escalar esto es entre los
elementos de este conjunto, entre los elementos, vamos a
llamarle D2 y los de uno, ahora ahi he quedado con algo

pendiente el porque le llame espacio de...

: Me llama la atencion, espacio vectorial y espacio de vectores,
no es nada especial que valga la pena decir, sino seguimos.

. Espacio de vectores, lo que pasa es que aqui tienen que haber
dos operaciones. una entre este espacio de escalares y el
conjunto de vectores, que es lo que conocemos como

ponderacion.

T pecm Le vradioves i e
anr LA L Sa) ¥ K

A b
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: Para diferenciar.

. Claro y la otra es la operacion entre los elementos del espacio
de vectores, seria la operacidén entre estos elementos y una
operacion entre estos elementos y estos, que es la ponderacion,
entonces si uno considera los elementos, bueno este es un
espacio de vectores no, a ver... el espacio vectorial pero este no
es un espacio de vectores, el espacio vectorial yo lo considero
como, por ejemplo el espacio de vectores yo lo llamo V, al
cuerpo de escalares o conjunto de escalares lo llamo K y la
operacion, nuestras operaciones puedo llamarles: suma y éste
un producto escalar, al par (V, K) con esta operacion suma

entre los vectores y la ponderacion entre los elementos de este
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conjunto y los vectores cumpliendo los axiomas
correspondientes le llamamos un espacio vectorial, entonces yo
respondo que no es posible que tenga solo dos elementos
porque a ver, el peor de los casos es que, no, bueno si, lo voy a
poner, deben haber cuatro para que esto sea un espacio
vectorial, por supuesto mas los axiomas, ahora puede ocurrir
que el espacio de vectores coincida con el cuerpo escalar y la
suma de esto coincida con la ponderacion, entonces voy a tener
a fin de cuentas un par, por ejemplo. a ver, por ejemplo: IR, si
ponemos IR como el espacio de vectores, también IR como el
espacio de escalares, la respuesta definitiva es no, no me voy a

hacer mas problemas.

ES9 al considerar el conjunto de los numeros reales, como el conjunto
de los vectores, nos muestra que él no relaciona el conjunto de vectores, con el
esquema de conjuntos finitos, ni tampoco el conjunto de los escalares con este

ultimo, ya que los numeros reales no es un conjunto que posea cardinalidad 2.

En este punto la entrevistadora trata de que es estudiante le dé una

respuesta a la pregunta en cuestion:

[63E] : Claro, entonces usted me tiene que dar algo, un argumento,
que me diga ¢ Como sostiene, como avala que es no?, entonces
yo le pregunto trate de decirme ;Por qué no? Vamos, a partir de
que no, segun lo que me dice.

[63ES9] : Bueno, yo creo que no, ya que un espacio vectorial debe tener
estas cuatro componentes mas los axiomas, entonces por lo
menos requerimos de cuatro elementos, entonces no, pues se

requieren de al menos cuatro componentes, eso, ahora.

-
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Como resultado ES9 no logra conectar de manera adecuada diferentes
elementos de un espacio vectorial, por lo que decimos que no hay relacién
entre sus construcciones realizadas de los conceptos: objeto del concepto

espacio vectorial y esquema de operacion binaria definida en conjuntos finitos,
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ya que este estudiante al considerar el conjunto de vectores igual al cuerpo e
igual al conjunto de los numeros reales, necesita para sumar dos vectores

(digamos los vectores v4,v5) y para multiplicar por escalar requiere, un escalar
y un vector (digamos el vector v; y el escalar «); por lo tanto necesita 4
elementos en el conjunto como minimo (v4,v,,V3,a ); bajo esta argumentacion

podemos inferir que él no ha considerado que la operacion suma vy
multiplicacion por escalar se puede llevar a cabo entre elementos iguales

(vi =V, =v3 =), cuando el conjunto de vectores es igual al cuerpo, es decir

hace falta una conexion entre el objeto espacio vectorial, conjunto y operacion

binaria.

Otro estudiante ES7 también tiene una construccion objeto del concepto
espacio vectorial, evidencia recogida de la respuesta que realizd para la

pregunta 5:

No: ygR ~H VoW Seep dos (H) =y
NV = (1,0,00), (o1 0 V7

w= < (9,011,0), (Lio,e) 7,
z-.< (0;0,0“, (0,01'107_

NG® = ' = v é2
NS

ES7 trabaja los problemas como si las operaciones suma vy
multiplicacion por escalar fueran las usuales y/o el vector nulo fuera la n-upla
(0,0,...,0), analicemos para ello la argumentacion que realizé en la pregunta 8,

inciso 4 de la entrevista.
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La argumentacion de ES7P8.4, nos da evidencias que el espacio
vectorial no se ha desarrollado en su mente mas que a un nivel Intra, entonces
es dificil para ES7 hacer las conexiones necesarias, entre el objeto del
concepto espacio vectorial, las operaciones binarias no usuales y los
elementos de la estructura algebraica propiamente tal definida en un espacio

vectorial (elemento neutro) y el concepto de dependencia lineal.

También ES7, en la pregunta 11 consideré el cero vector como (0,0)

g(('Z‘\\ '\'9 (3|7-‘ = (Ut 0).
(2_'{, 1) + (5* ") = (00)

‘L“(.'tqA ,f) = (0.0)
sl

Y tal vez como producto de esta misma entrevista, considerd las operaciones

que tenia el problema y no las operaciones suma y producto que usualmente

se definen en R2,

Otro aspecto importante que encontramos en este nivel, fue que
estudiantes que tienen una concepcion objeto del concepto espacio vectorial,
para chequear que una estructura no es espacio vectorial recurren a los
axiomas que lo definen en lugar de usar estrategias mas econdmicas. Es el
caso del ES2; él da evidencias al responder la pregunta 5, que posee una

construccion objeto del concepto espacio vectorial, veamos su escrito:
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Sin embargo en la pregunta 1 de la entrevista, enlista los axiomas que deberia

tener la estructura
Q ('P’;H TIENE GWE SE bewd ABELAN
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Y como prueba que el axioma 1ev =v no se cumple para cualquier vector

v del espacio:
stn 1 €R & EEpeT NOTe fAn W
ToNDEWAL oA
e 1 0(xy) = (3(,"‘1)
(Women  (x\¥) # (X,"Y)

Responde que:

L (@ 4,8) po € esr NECIowaL

También es importante resaltar que en este nivel Intra, estudiantes que
poseen una construccion objeto de espacio vectorial, no son capaces de
coordinar a través de las leyes distributivas las operaciones suma vy
ponderacién por escalar, cuando las operaciones son diferentes de las usuales.
Es el caso del ES5 al enfrentar la pregunta 7. ES5P7 primero trata de usar la
multiplicacion usual como la operacion que necesita definir. Por lo tanto se da
cuenta que (x+y)z (que es igual a xyz) no da el mismo resultado como xz+yz

(xzyz) de la manera las dos operaciones estan definidas. En este punto él
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comienza a pensar que a lo mejor no es posible definir tal operacion, a pesar

de que el continua considerando otras operaciones. Después él trata de tomar

aX como a+x pero lo descarta rapidamente, como 1x no da x. Después de

pasar algo mas de tiempo en esta pregunta, él tiene la siguiente reflexién sobre

la relacion entre la suma y multiplicacion:

[194ES5]

: Estoy tratando de pensar, o sea, analogamente, si yo tenia dos
operaciones, ¢cierto?, la suma normal y la multiplicacion por
escalar entonces yo habia pensado que cuando uno suma dos
numeros reales es la suma normal y cuando uno multiplica, a
no, cuando uno multiplica es otra cosa, no es sumar varias
veces, que en un momento dije ahi multiplicar es como sumar
varias veces, 0 sea a uno le ensefian eso cuando chico, que
2X2 es 2+2 una cosa asi.

Entonces yo habia dicho entonces si la multiplicacion aca,
entonces ¢Qué es multiplicar hartas veces?, elevar a potencia,
pero no se puede porque los niumeros negativos no los voy a
poder elevar a numeros racionales. Por ejemplo, no puedo

poner el -2 no lo voy a poder juntar con el ¥z por ejemplo.

El entrevistador trata de convencer al S5 que la multiplicacion no es una

adicién repetida, y viéndolo S5 acepta, pero no se ve muy convencido, y da su

opinién acerca de la pregunta:

[202ES5]

[202E]
[203ES5]

: Si es que nunca habia visto un ejercicio de ese tipo o sea
COmo que no es un ejercicio es como relacionar conceptos y
cosas asi, porque es como, O sea, tiene que ver mas o sea con
las estructuras mismas de los espacios vectoriales asi como
hablar de, del cuerpo, de la base de los espacios vectoriales.

: A eso apuntan las preguntas.

: Por ejemplo, yo no conozco ningun teorema que hable de esto
no conozco hingun teorema que diga no sé un espacio vectorial
con tal cuerpo que relacion tiene con el mismo espacio vectorial
del mismo cuerpo de escalares pero con otro cuerpo de
escalares, no conozco yo un teorema de ese tipo, no sé si..., yo

creo que si hay pero no sé...
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[203E] : Pero como tu con lo que sabes podrias elaborar un argumento
que te sirva para dar respuesta a eso.

[204ES5] : Si, pero como siempre hay dos cosas, que no existan pero que
ahi tendria que dar asi un argumento como un teorema o algo
asi, asi como que llegue a una contradiccion pero no tengo
ninguno, tengo pocas herramientas y lo otro es encontrarlo pero

igual encontrarlo me parece que es un poco complicado.

Este estudiante termina diciendo que no es posible definir tal operaciéon. ES5
muestra algunos elementos relacionados entre dos operaciones, aunque la
coordinacion total no esta ahi aun. Sus esfuerzos se mantienen al nivel de

pruebas y errores, sin mucho éxito.

Como podemos apreciar, el nivel Intra se caracteriza por la falta de
conexiones entre los diferentes conceptos que se relacionan con espacios
vectoriales, aunque teniendo la concepcidén objeto, los estudiantes pueden
realizar acciones sobre un espacio vectorial y recurrir a axiomas para
determinar si alguna estructura dada cumple con los requisitos de ser espacio

vectorial.

4.2.3 Nivel de Esquema Inter Espacio Vectorial

En el nivel Inter el objeto de espacio vectorial comienza a tener
relaciones con otros conceptos tales como subespacios, combinaciones
lineales, conjuntos linealmente independientes/dependientes, bases, etc.
También observamos que en este nivel los estudiantes pueden poner en juego

la coordinacion entre dos operaciones binarias no usuales.
Empecemos observando como un estudiante comienza a establecer

relaciones a través de la coordinacién de dos procesos relacionados a las dos

operaciones de un espacio vectorial, a través de los axiomas de distributividad.
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En el siguiente extracto vemos que el ES8P7 reflexiona sobre la relaciéon que

existe entre las dos operaciones.

[106ES8] : Si, haber.... Tomo la suma, es el producto, la suma, si,
necesito una operacion multiplicaciéon por un escalar, que
cumpla las siguientes condiciones, haber, necesito lo minimo
que necesito pedirle a la operacion, necesito una operacién
multiplicacion por escalar que cumpla lo siguiente, necesito que,
para que tenga sentido... si yo tengo alfa y beta en K, si, porque
los escalares son de K ; entonces se tiene que cumplir, alfa
x+y=alfa x+ alfa y; con x,y en R sin el cero, porque eso es lo que
me estan pidiendo y después alfa +beta, x sea alfa x +beta x ,si
,y el alfa y beta estan en K . Haber para que se cumpla esa
condicién, la primera, como se definia ese alfa x+y ...es alfa por,
y “x+y” esta definido como “x por y” , y eso necesito — lo voy a
anotar como pregunta ahi, que sea igual a alfa x + alfa y como
quedaria: alfa x, claro, me tengo que definir la operacion, tengo
un problema aqui...

[106E] : ¢,Cual es el problema?
[107ES8] . El problema es el sentido que le estoy dando a esa operacion,

todavia no la he encontrado...

[107E] : Es que ese es el problema.

[108ESS] : Claro, tengo que separar una operacion que todavia no sé
cémo se define, o sea, de partida tendria que saber, bueno eso
es lo que me estan pidiendo, qué operacion es esa para que eso

tenga sentido.

[108E] : Efectivamente.
[109ES8] : Haber se me ocurre una forma, haber esas son las condiciones

que tiene que cumplir.

En este punto la entrevistadora pregunta si es que hay otras condiciones
que también tienen que cumplirse, y el ES8 agrega o(fx) = (a¢f)x a su lista de
axiomas que tiene que ver con la multiplicacién por escalar. El continda
pensando sobre la condicién anterior y habla acerca de separar la suma y que

tiene que encontrar una manera para que se cumpla con la segunda operacion.
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En algun momento, piensa sobre la posibilidad de definirflo como un numero

fijo, y él reflexiona:

[120ES8] . Tiene que ser un real? No, tiene que cumplir eso, entonces
tiene que pasar, tiene que ser un real, cierto? Eeee si yo lo dejo
como un real fijo, que es lo que podia haber estado pensando
yo, un real fijo, entonces aqui me va a dar ese mismo real mas
ese mismo real, los dos porque los dos valen lo mismo,
entonces no se va a cumplir, entonces tendria que ser variado
el producto, o sea la funcién deberia ser como variada, o sea lo

que voy es que....

[120E] : No tan usual.....
[121ES8] : No tan usual, o sea, a por x, no va a poder ser r, con r

perteneciente a R-{0}, fijo; no puede ser eso porque la suma

NO..........
[121E] : No va a dar, ya. Por lo menos eso esta descartado.
[122ES8] : Entonces ya no puede ser un real fijo, entonces ya estoy

pensando en condicionar el y es complicado ahora porque yo no

conozco el cuerpo K, entonces como para definir una...

ES8 no puede concluir el problema, pero sus reflexiones muestran que la
coordinacion ha empezado a tomar lugar (probablemente como un resultado de
esta entrevista). El puede mostrar la condicién que tiene que ser cumplida,
puede descartar algunas operaciones sabiendo las razones de esto, y
comienza a tener una idea de las caracteristicas de la operacion que esta

buscando.

Durante el desarrollo de la entrevista del ES5 es interesante la manera
como éste aborda los problemas. Siempre inicia con una lectura del problema y
antes de empezar a realizar algun tipo de procedimiento escrito sobre las
condiciones dadas, reflexiona sobre la pertinencia de los datos, es decir,
siempre verifica si el problema bajo las condiciones dadas tiene solucién. Esto
nos permitid en la pregunta 3 observar la firmeza con la que interpreta la
informacion del problema y la manera como establece conexiones con los
conceptos de conjunto con operaciones y cuerpo. Consideremos el siguiente

dialogo:
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[138ES5] : Leemos, es posible que exista un espacio vectorial que tenga
sblo 2 elementos si a ver consideremos el conjunto (0,1) tiene

dos elementos y a ver tengo que definir la suma.

[139E] : Si.

[139ES5] 'Y la suma la defino como se define la suma 0+0, 0+1 uno 0+1
uno cero. Y tienen que cumplirse las propiedades para que eso
esté bien a ver, grupo abeliano con la suma ¢ cerrado? Si, se
nota claramente si en todas las imagenes estan en el (0,1), o

sea no se como se llaman cosas.

[140E] : Todas las cuentas final se pueden sacar entre 0 y 1.
* (o
d o 1
v 30
[140ES5] : Claro los resultados digamos, si.
[141E : Los resultados.
[141ES5] : ¢ Es cerrado? Si jes? A tendria que ver si es asociativa a pero

este es un cuerpo ¢0 no?

[142E] : Si.
[142ES5] : Es un cuerpo o sea ya me acuerdo que es el cuerpo mas

pequefo de todos ;0 no?

Este estudiante esta mostrando la coherencia de su esquema y decide
qué elementos y relaciones establece el enunciado del problema y concluye
después de reflexionar que si es posible determinar espacios vectoriales con la

condicion dada argumentando:

[152ES5] : El conjunto de vectores tiene que tener, tiene que ser grupo

abeliano, tiene que tener suma, nada mas.

[153E] : Nada mas ahi estamos.
[153ES5] . Claro la suma y como es un cuerpo con esas dos propiedades,
entonces es grupo abeliano con la primera, a hora me falta la

multiplicacion por escalar y ;Cual es el conjunto que voy a
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[154E]
[154ES5]

[155E]

[155ES5]

[156E]
[156ES5]

[157E]
[157ES5]

considerar conjunto de los escalares? Tiene que ser un cuerpo
también, el cuerpo de escalares va a ser el mismo y la

multiplicacion por escalar va a serla multiplicacién médulo 2.

: Médulo 2.
: O sea, claro. No si de hecho todos los cuerpos son espacios

vectoriales sobre si mismos.
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Entonces ;Por qué de donde sabes eso? ;Coémo
argumentarias lo que acabas de decir?
:¢, Por qué? Porque la suma de vectores es un grupo abeliano
por que es un cuerpo y después la multiplicaron por escalar la
miro como multiplicacién detectores que es equivalente en este
caso, porque el conjunto de vectores y el conjunto de escalares
es estoy considerando el mismo entonces yo sé que en vez de
ver si se cumplen las propiedades de vectores por escalares los
miro como vectores con vectores y yo sé que esto con la
multiplicacion es un... ;Cdémo se llama? Un grupo...un grupo

abeliano, pero ahi tengo que quitarle el cero 0 no?

: Claro.

: Para que tenga inverso.

. 'Y tiene inverso especificamente.
. Pero eso, eso no influye en espacios vectoriales porque en

espacios vectoriales nunca se habla de inverso.
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Es evidente que su esquema de espacio vectorial es mucho mas maduro
que el de otros entrevistados: ES7 o ES4. Conoce bien la estructura algebraica
involucrada en los espacios vectoriales y cuerpos lo que le permite establecer
que la existencia o no de tal espacio vectorial. En este tipo de construcciones
es clara la necesidad de poseer un esquema de conjunto y de operacion
binaria, ya que sin dificultad el estudiante puede recurrir a conjuntos finitos,
considerando operaciones binarias definidas en él. Este estudiante analiz6 y
organizo la informacion, lo que le permitié determinar con seguridad el espacio

vectorial solicitado en el problema.

También estudiantes que ya se encuentran en este nivel se dan cuenta,
que existe un cero vector para la operacion suma de vectores, y un escalar
cero del cuerpo, los cuales poseen roles distintos en la estructura espacio
vectorial, o que les permite establecer relaciones entre la estructura de espacio
vectorial y teoremas que de él se derivan. Es por ello, que para chequear que
una estructura no es espacio vectorial pueden utilizar teoremas en sentido
contrapositivo. Es el caso del estudiante 5, en la pregunta 1, donde escribe con
alguna imprecision, el teorema:

—
T 0OVE°
Se da cuenta que el negar la proposicion:

“V es espacio vectorial, entonces 0« =0" le ayuda a dar

respuesta a la pregunta.

Veamos su entrevista:

[86ES5] . ¢ Para qué? Porque por ejemplo a ver esa proposicion de que
por ejemplo el teorema que dice que...;,Cémo se llama? El

elemento...neutro del cuerpo multiplicado por un vector es el

vector nulo.
[87E] :Aesosi.
[87ES5] : ¢ Cierto? Entonces eso lo ponen como teorema y es importante

porque sirve para verificar que sea por ejemplo espacio vectorial

0 cosas asi, entonces a veces lo ponen todo junto y ahi uno no
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sabe, hay unas cosas que son importantes pero son axiomas 0

cosas asi.

[88E] : Cuando dices que sirve para verificar que un espacio ;Como
fue eso? Sirve para...

[88ES5] . Claro para verificar si es que es un espacio vectorial por
ejemplo si aca yo pongo el cero y no me entrega el cero
entonces no puede ser con esa operacién no puede estar

definido un espacio vectorial.

Sin embargo, ESS5 luego desecha esta argumentacion y prueba que la

estructura definida en la pregunta 1 de la entrevista no es espacio vectorial,
porque 10(x,y)=(x,y), para todo (x,y)eRz; citando para ello el siguiente

contraejemplo:10(1,2) =(1-2) = (12).

También en este nivel los estudiantes establecen relaciones entre el
objeto espacio vectorial, conjuntos linealmente independiente y base, con
operaciones suma Yy ponderacién diferentes de las usuales. Veamos las
relaciones que establecié el ES5 al enfrentar la pregunta 8, en particular
queremos resaltar el punto 8.5, en la cual aplica adecuadamente las
definiciones de: las operaciones suma y ponderacion, de combinacién lineal, de

linealmente independiente/dependiente y base, al demostrar que el conjunto

{(3,3,1),(%,3,1}} es una base para W. El ES5 primero prueba que el conjunto

es linealmente independiente:
T T i
A (‘5'5'-\).1.?(%)2,5\ 5 (1']”)
@‘(,30(’,).{_ (3"} '3?,() 5(\'1'\1*-
( 30(-75/ 3°HT$/ t) ’“"") g

-
=g =0

Gem L

Y después chequea que el conjunto {(3 3,1),(%,3,1}} generaa W:
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Ly E)EW &1
(“l‘h"\’ (% V) (A, '352,,2
K= (3 “F, L% )
Ko BT «p = \ogy %
NE N el \eg .
rX- l"js@\/) 1? .—\.933 (‘?&
oL = g: l)f\“ ‘%_. " (

L W 2 ¢
Va3 \MM.

En tal caso, ES8 y ES5 no fueron los unicos estudiantes que mostraron
estar en este nivel de esquema, también encontramos al estudiante 3, que
también mostré evidencias de relaciones entre sus construcciones: objeto de

espacio vectorial y base, al resolver la pregunta 8.5 de la entrevista. ES3

comienza diciendo que la dim(W) =2, por lo que solo le resta probar que el

conjunto {(3,3,1),(%,3,1)} sea linealmente independiente, en efecto:

dinlW)>2. Sean «, Bewp.
ot(3,3,0)3R(%,3,1)= (4, 1)

(3% 3%, 1)+ (¥, 3%1)= 1)

(,35';;3“’, ) =4, 1 1)

(3"-”’ 3"’p/4) =(14,1)

o> 0

B=e.
.. ol comjunTy {(3,3,0, (-%,3,1)ﬁ

62 L&y Pu lo ranve una base DE W.
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Por otro lado, en las argumentaciones de nuestros entrevistados
pudimos apreciar que para decir que una estructura es espacio vectorial, no
necesariamente recurren a la axiomatica que lo define, sino que utilizan
conexiones con otros conceptos como el de subespacio vectorial, cuando les
resulta mas eficiente. Este es el caso del estudiante 8, en la pregunta 4 de la

entrevista. El considera que:

Caw\o 'R“I:X3 en vwn R-CSPn.oio veclo-

rial 4y W ¢ R Ex1 , Baste va

g v W nee on subespu.aio.

En efecto:

-

Y WEtEF . En efecte o e W
1) Sean PCxV. §t=) & w evndon cen

hay gque dewmestran gue  Ppumd+gir) eV
] L}

!
Par e n J"“, ) rqeen e | P’y f gtndt. =0
v

9, 2

7

* ‘\:('!:I)l: J‘-I\,'-l
—

Sea oteﬁ.‘ P(,gw“.w.

3 Io(‘)tn).: ’(IP“‘"’“"":"
o °

S N 2 IR e

Otras relaciones que manifestaron los estudiantes en este nivel de
esquema fue, la capacidad de relacionar mas de dos espacios vectoriales a la
vez. Por ejemplo el estudiante 6 en la pregunta 9, argumenta algebraicamente

por qué tres espacios representados algebraicamente de formas diferentes no
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pueden ser iguales. Este estudiante empieza argumentando por qué U #V y
W =V

U* U )1"‘ ave (4|-‘|3) + qu'l'?-l-'!*g
W VT O ('.014) ¢ V, A+o+t¢ 0

Y termina argumentando por qué W =U:

we U
(.. i !,o) = 0002, 3)t-) (40, 1)+ (0.4, o
(4100‘) = 0 (4,2.%) % (t){f,o,;)-ﬂ(“r'pf)

UesW

(4.2.%) =(2)(- . 1d) #3(100)

(49 ¢)= o (-14,4,0) TOEIEIRD

(0.t a) = A (=4, 1,0)+ 4(1:2,4)
W=u

Para finalmente concluir que los espacios no son iguales dos a dos:

W=V, UV, Wiy
wa fSa ‘.w-ly: CL"S o oat.

/4

También encontramos relaciones del espacio con su base, relacion que se
evidencia en las argumentaciones de las respuestas de las pregunta 10 de la

entrevista. Veamos el escrito del estudiante 9:

ey S e

"l) A=-2t+t = o ¥ - *1Y- 1 =°
t-t vy =9
( E+'l)/='t
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3 TR (wn ¥ ) 2
T & < T Yy
o ¥ r %
o % .t
En el que podemos apreciar que cualquier matriz cuadrada de orden 2, se

escribe como combinacion lineal de dos matrices, las cuales se asegura que

sean linealmente independientes, mostrando que una no es multiplo de la otra:

)l )2
o 2 A A A X
A2e® v Ca\= (%)

Para llegar a concluir que el conjunto

e TR

MWMDLR‘U‘

Asi también, estudiante 1, aborda la pregunta 11 de la entrevista con
mucho éxito, al realizar las conexiones entre el objeto espacio vectorial y

conjunto linealmente independiente. ES1P11 inicia la resoluciéon precisando

que el cero vector de V, es (1,1)

o0 (ah)=(a° 4’ ) =(1, 1);)%4

Para resolver el problema aplica adecuadamente las definiciones y conceptos

involucrados, veamos su escrito:
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Sl o[z 1)1—6(0)(3,2): (44)
2% L i

52" JOUY) L ee,L) =(iel)

2/"7:1 B:b

\ el
e = ZJ)

Para finalizar este apartado, queremos manifestar, que los estudiantes
que se encuentran en este nivel empiezan a reconocer las operaciones
involucradas en el concepto espacio vectorial y el cero vector como parte de

una estructura.

4.2.4 Nivel de Esquema Trans Espacio Vectorial

En el nivel Trans el estudiante puede reconocer y trabajar con ejemplos
de espacios vectoriales no-estandar y puede invocar su esquema cuando sea

necesario.

Observemos como el ES1P7 invoca su esquema de espacio vectorial
para coordinar los procesos relacionados a las dos operaciones de un espacio

vectorial, a través de los axiomas de distributividad.

S1, después de leer la pregunta, inmediatamente trata de definir la
operacion como av = o' donde o y v son niumeros reales. Cuando él se da
cuenta que para que o' sea igual a 1 o tiene que ser uno y entonces uno de los
axiomas no se cumple, él continia pensando sobre otras operaciones posibles.

El trata av = v* y verificando las propiedades muestra que lo que tiene es un
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espacio vectorial. Este estudiante desde el principio muestra una buena
comprensién del tipo de operacién que él esta buscando. Aunque tiene que
hacer una prueba y cometer errores, la coordinacion de los procesos
involucrados en las dos operaciones lo llevd a descubrir una operacion

correcta. Veamos sus escritos:

sk k>l sttMes gue ﬂ}-}a}
S bwlr \Daro.

(PO 4F = VO + B 0 = (J0k) (B 9F )= J-‘fl.’)';
@‘@ O = @-@-)5 =

ES1 se da cuenta que la operacion multiplicacién por escalar solicitada la
0:R? >R

puede definir como: ~ .o+ ©n la cual sélo le falto precisar que
(V)= (V)

VGR—{O}, ya que exitosamente probd que el resto de los axiomas se

verificaba:
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c O R —eiz o+
(d) > @)™
L 087 <&)"=4.=5,,""
1§76 2o
y (Q—*ﬂ) &= Mé’fr:@}‘){w L
(%6//\7)1-[&3'3): ;,-.4-* ol /TJ&‘:’?;A

"-

(FER) & = = (% u’a’) =(5:}% ()%
et

Col fé\)f dl-—% 23-5’4?+fr§3~

i

Ademas, los estudiantes que se encuentran en este nivel tienen pleno
reconocimiento de las operaciones involucradas en el concepto espacio
vectorial y de la estructura que le subyace, lo que les permite establecer con
claridad relaciones entre conjuntos linealmente independientes y el cero vector.
Es el caso del ES2P8.4, él usa correctamente las operaciones suma y

ponderacién por escalar y el vector cero para chequear la independencia lineal:

L, 12 e R
£(2,2,4) +5( 5:444) =3 :z(a 4,4

(2%, 2 R)a™ i a)=
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(2 2% 1) =(4,4,0)

)

A= = ®
ol s s ]

: No %o L.L.

== Ll

Por otro lado ES3, para responder la pregunta 8.4 usa la siguiente estrategia:

E[P‘ K.
(-1)o (2,2, ()= (!": 2-|a 1.-1

&4 a)

N bey veertal gop ) o

En cambio, otros estudiantes trabajan este problema como si las
operaciones fueran las usuales y/o el vector nulo seria (0,0,0). Ya que su
esquema de espacio vectorial no se ha desarrollado mas que a un nivel Intra,
entonces es dificil para ellos hacer las conexiones necesarias e invocar

adecuadamente el esquema de espacio vectorial.

Para finalizar queremos mencionar que, a través de las preguntas que
disefiamos y aplicamos en forma de cuestionario y de entrevista, pudimos
observar las construcciones mentales anunciadas en nuestra descomposicion
genética. También observamos que cuando los estudiantes no tienen las
construcciones prerrequeridas, es muy dificil para ellos desarrollar un esquema
del concepto espacio vectorial suficientemente fuerte, es decir, que se
relacione con otras construcciones. Ademas, las preguntas que aplicamos y las

respuestas que obtuvimos de los estudiantes pueden ser usadas para disefar
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estrategias de instruccion para favorecer las conexiones necesarias que forman

parte de nuestra descomposicion genética.

Asimismo es conveniente mencionar, ademas de lo que ya se dice, que
el hecho de haber encontrado al menos un estudiante que muestra un
esquema de espacio vectorial a nivel trans, es evidencia de que ello es posible
y que la clasificacion de los estudiantes por niveles no es tanto por clasificarlos
en si mismo (aunque eso puede ser de utilidad también) sino para mostrar con
claridad las diferencias entre los distintos niveles, que muestran cuales son las
construcciones que parecen ser indispensables para transitar de un nivel a
otro.

Igualmente se hace importante en este instante, ligar estos resultados
encontrados, con lo que se refiere a los resultados reportados en la parte de
revision de la literatura. Al respecto podemos afirmar la potencia de la
naturaleza del concepto espacio vectorial, en cuanto a su naturaleza
unificadora y generalizadora, las que se pueden asociar con la concepcion

objeto y esquema respectivamente, del concepto espacio vectorial.
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5.1 Conclusiones teoricas

El proceso de andlisis realizado en el capitulo anterior, no so6lo ha
permitido ampliar los criterios de caracterizacién de cada uno de los niveles
Intra, Inter y Trans y por ende del desarrollo del esquema del concepto espacio
vectorial, sino también dar cuenta de la evolucién de dicho esquema y de la no

linealidad del aprendizaje de este concepto, este ultimo a modo de discusion.

El paso de un nivel a otro lo hemos caracterizado a través de las
relaciones entre diferentes tipos de construcciones que los estudiantes
establecen y de los elementos matematicos del algebra lineal que ellos utilizan.
Entre estos elementos destacamos que:

o Elemento neutro,

. Combinaciones lineales,

o Conjuntos linealmente independiente/dependiente,

o Base,

e  Conjunto generador,

° Dimension.
son algunas nociones del algebra lineal que los estudiantes han utilizado en
esta investigacion, para manifestar la fortaleza de su esquema de espacio

vectorial, es decir, para justificar, una comprension profunda de este ultimo.
Hemos descubierto, como resultado de nuestra investigacién que un

criterio a tomar en cuenta para ampliar la caracterizacion de los niveles seria lo

relacionado con el cero vector. En efecto:
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La evolucion que un estudiante va realizando de un espacio vectorial, va

a la par con la evolucion que va realizando del cero vector y de las operaciones

suma y ponderacién por escalar. Por ello hemos realizado una modificacién a

nuestros niveles de esquemas (ver tabla siguiente) considerando que un

estudiante que se encuentra en un nivel de esquema INTRA del concepto

espacio vectorial, piensa que el cero vector de un espacio vectorial es la n-upla

(0,0,...,0), elemento constituido sélo por el numero cero de R; y que un

estudiante se encuentra en un nivel de esquema INTER del concepto espacio

vectorial, cuando reconoce que el cero vector de un espacio vectorial no

siempre es (0,0,...,0), aceptando que el cero vector es un elemento no

necesariamente constituido por ceros.

Nivel de Esquema Intra

Nivel de Esquema Inter

Nivel de Esquema

Trans
= Para n,m numero naturales Reconocen algunas Reconocen
especificos R" y M relacpnes entre espacios adeguadamente todas !as
son espacios vectoriales vectoriales, mediante, relaciones entre espacios
P isomorfismos, vectoriales.

conocidos.

= No existen relaciones entre
los diferentes espacios
vectoriales, ni subespacios
vectoriales.

= Reconocen que el cero
vector de un espacio
vectorial es la n-upla
(0,0,...,0), elemento que
esta constituido por ceros.

= Para chequear que una

estructura (K,V,+,:) no es

un espacio vectorial
recurren a los axiomas de
espacio vectorial.

» La averiguacion de
vectores linealmente
independiente/dependiente
se realiza mediante una
combinacién lineal igual al

cero vector de R".

= La base de un espacio
vectorial, es un conjunto de
vectores, que no tiene
relacion con el espacio
vectorial.

= La operacion suma vy
multiplicacion por escalar
son consideradas como las

trasformaciones lineales y
dimension.

Reconocen que todos los
espacios vectoriales tienen
un cero vector, tienen
bases, tienen dimension,
entre otros.

Existen relaciones entre el
espacio vectorial y sus
subespacios  vectoriales,
por ejemplo: reconocen
que el cero vector de uno
lo hereda el otro y también
reconocen que cuando un
conjunto es subconjunto de
un espacio vectorial, basta
chequear que es
subespacio para que sea
espacio vectorial.
Reconocen que el cero
vector no siempre es la n-
upla (0,0,...,0) y aceptan la
posibilidad que el cero
vector de algun espacio
vectorial sea un elemento
del espacio que no tenga
Cceros.

Para chequear que una

estructura (K,V,+:+) no es

Reconocen
adecuadamente todas las
relaciones entre el
espacio vectorial y las
nociones del algebra
lineal.

Trabajan con ejemplos
desconocidos 'y mas
complicados de espacios
vectoriales.

Trabajan con espacios
vectoriales no estandar,
por ejemplo el espacio de
funciones.

Hay pleno reconocimiento
de las operaciones Suma
y Ponderacién para una
estructura
CuerpoConijunto.
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usuales en la estructura un espacio vectorial,
CuerpoConjunto: + y . ademas de los axiomas
No hay conciencia que recurren generalmente a
una misma estructura los teoremas y
CuerpoConjunto puede propiedades que tienen los
tener asociada un sin espacios vectoriales, en
numero de operaciones sentido contrapositivo, es
Suma y Ponderacion decir p=>qeq=p.
= La averiguacion de
vectores linealmente

independiente/dependiente
se realiza mediante una
combinacion lineal igual al
elemento neutro, para la
operacion suma.
Particularmente se
chequea que cuando uno
es multiplo del otro dos
vectores son linealmente
dependientes.

= La base de un espacio
vectorial, es un conjunto de
vectores, que tiene relacion
con el espacio vectorial,
reconociendo que todo
vector se puede escribir
como combinacion lineal
de la base del espacio
vectorial.

= Hay aceptacién que una
estructura CuerpoConjunto
pueda tener definidas
operaciones Suma vy
Ponderacion diferentes a
las usuales: &, ©

Asi, como fruto de nuestra investigacion podemos proporcionar no solo
caracteristicas fundamentales de las diferentes construcciones que participan
en la construccion esquema del concepto espacio vectorial, sino también de los
diferentes niveles del esquema del concepto espacio vectorial. En particular, la
caracterizacion de estos niveles permite materializar la forma en la que el
esquema del concepto espacio vectorial se construye y la forma en la que
evoluciona, a través del estudio de los estudiantes que participaron en nuestra

investigacion.
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Los resultados de nuestra investigacion también nos permiten hacer una
reflexion respecto a nuestro marco tedrico en el sentido de que una vez mas la
no linealidad del aprendizaje se aprecia. Como Trigueros y Oktag (2005)
también lo mencionan, los estudiantes pueden mostrar una concepcion
especifica para algunos aspectos de un concepto y elementos de otra
concepcion para algun otro aspecto del mismo concepto. También pueden ir y
venir entre diferentes concepciones, hasta que logren una comprension
adecuada. En nuestra investigacion podemos constatar que puede también
haber otras desviaciones. Por ejemplo, al analisis de la pregunta 3 junto con la
5, muestra que en los estudiantes se pueden encontrar elementos de la
construccion objeto (se puede llamar asi porque muestran que hay una
comprensioén del concepto como una construccién objeto) sin lograr algunas
construcciones previas, como las propiedades del espacio vectorial como
procesos y coordinacion entre los axiomas. A raiz de esto ultimo, convendria
que en la descomposicion genética aparezca una coordinacion entre los
procesos de los axiomas explicitamente, tal vez debido a que “espacio
vectorial” es una estructura bastante compleja y son muchos los axiomas que
tienen que cumplirse, en otras palabras: decir que el objeto “conjunto con
operacion binaria” se asimila por el esquema de axiomas (que contiene

cuantificadores), puede no ser suficiente.

5.2 Conclusiones Didacticas y sugerencias para
futuras investigaciones

El proceso de investigacion que hemos seguido de entrevistar a unos
estudiantes, con cuestionarios y entrevistas detallados, para estudiar sus
esquemas, con relacién al concepto de espacio vectorial, nos ha permitido
llegar a la conclusion de que hay una descoordinacion entre los objetos que

definen las operaciones suma y multiplicacion por escalar:

Conjunto con Conjunto con una Operacion
una O. Binaria Binaria sobre un cuerpo
(Objeto) (Objeto)

\ /

Descoordinacién
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Esto puede ser debido a que en la ensefianza no se les da importancia
explicitamente a las leyes distributivas que definen la estructura de espacio
vectorial y las relaciones que guardan en la estructura de un espacio vectorial,
y que los estudiantes no toman conciencia de cual es el rol que juegan esas

dos operaciones en la definicion axiomatica misma de espacio vectorial.

Una pregunta que podemos plantearnos es ;Como podemos ayudar a
que los estudiantes logren esa coordinacion?

Consideramos que cada etapa de la descomposicion genética,
presentada en esta investigacion requiere atencidn, para que se puedan hacer
las construcciones necesarias que requiere la construccidn esquema del
concepto espacio vectorial. Ademas hay que enfrentar a los estudiantes a
situaciones problematicas que consideren operaciones suma y multiplicaciéon

por escalar diferentes a las usuales, para que ellos puedan reflexionar y

analizar del porqué una estructura (K,V,@,@) requiere de los axiomas:
OKG(V»]@Vz):(O!OV»])@(a@VZ), donde o e K A Vq,Vo eV
(a+p)®V =(a®V)®(F®V), donde a,feK A VeV

para que sus componentes:

Multiplicacion
Suma de Vectores Porpescalar Cuerpo

no queden como estructuras aisladas, cuando construye el esquema del

concepto de espacio vectorial.

Ahora, los argumentos que presentamos sobre la evolucion del esquema
de espacio vectorial representan un primer paso hacia la construccion del
concepto transformacion lineal que fundamenta en un determinado momento el
desarrollo del algebra lineal. Sin duda abordar esta problematica desde su
misma naturaleza abstracta ofrece un campo de posibilidades para desarrollar
en los estudiantes verdaderos procesos de abstraccidn que promuevan el

desarrollo de su pensamiento matematico.
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Un modelo de ensefianza que se base en este camino puede considerar
el analisis del cero vector y de las operaciones suma y ponderacion por escalar
diferentes de las triviales, lo que implica un analisis especifico sobre la
naturaleza del cuerpo donde estan definidos los escalares. Por ejemplo
considerar que el conjunto de soluciones de determinadas ecuaciones
diferenciales ordinarias, forma un espacio vectorial. Este tipo de ejemplos
promueve un tipo de pensamiento distinto que desde nuestra opinidon puede
generar el desarrollo de razonamientos de tipo abstracto donde el estudiante
siente la necesidad de reflexionar sobre los contenidos mas alla de desarrollar

habilidades para repetirlos, por concebirlos como algo concluido.

De la misma manera cuando se estan construyendo por separado la
operacion suma vectorial y el producto por un escalar es posible que no haya
coordinacion entre estas dos operaciones. Considerar que estas operaciones
no son independientes una de la otra y analizar la razén de ser de cada uno de
los axiomas que comprende la definicion de espacio vectorial, puede generar la
reflexion de este concepto mas alla de la mecanizacién. En este camino es
importante mencionar los materiales propuestos por Weller, et al. (2002) donde

el trabajo con espacios vectoriales se inicia con acciones sobre vectores
especificos de espacios vectoriales de dimension finita como ZS, sobre un

cuerpo finito como Zs.

Con este tipo de alternativas buscamos que los profesores motiven el
desarrollo del pensamiento matematico en los estudiantes mediante una
reflexion profunda de los conceptos. Sin duda el camino que describimos en
nuestra descomposicion genética refinada puede ser la base que motive esta
reflexion que va mas alla de la considerada por los libros de texto. Tal vez ésta
puede convertirse en una alternativa que motive el razonamiento sobre éste y
otros conceptos del algebra lineal sin evadir su caracter abstracto que es en
definitiva una de las caracteristicas por las cuales nos interesa incluirla en los

programas de formacion profesional.
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Sin duda los resultados de nuestra investigacion pueden ser refinados
mediante una nueva aplicacidon del ciclo de investigacibn que hemos
desarrollado. Sin embargo consideramos que para obtener datos mas
significativos sobre las construcciones que los estudiantes realizan alrededor
del concepto espacio vectorial seria muy interesante disefiar un modelo de
ensefanza que con base en nuestra descomposicion genética refinada,
busque seguir el camino descrito para la construccion del concepto, teniendo
en cuenta las consideraciones didacticas que hemos planteado. Esto tal vez
pueda brindar mas luces sobre la manera como evoluciona el esquema de
espacio vectorial y permita describir de manera especifica sus niveles de

evolucion.

Asi, si a partir de lo que hemos investigado hasta ahora, tuviéramos que
disefiar una estrategia de ensefianza utilizando el ciclo ACE, incluiriamos
aquellas actividades que marcan la transicion entre los elementos de la
descomposicion genética. Por ejemplo las que se relacionan con el cero vector
y con operaciones + y * que no sean las triviales, ya que estos tres elementos
segun el resultado de la tesis, son los que van marcando la evolucion del
concepto espacio vectorial. Asimismo disefiariamos actividades donde el papel
que juega el cuerpo se destacaria. Para asi aportar en la construccion de los

pasos que hay que realizar para la ensefianza del concepto espacio vectorial.

Consideramos importante estudiar los registros involucrados
directamente en los espacios vectoriales, asi como también en las nociones
que se relacionan con él, esto nos lleva a preguntarnos ¢De qué manera puede
relacionarse los registros con las concepciones descritas en la descomposicion
genética? , ;Qué hace que algunos estudiantes acudan a un tipo de registros?
y mejor aun ¢ Qué tipo de construcciones y qué niveles de abstraccion permiten
estos registros?. Estas preguntas pueden guiar trabajos relacionados con este
concepto matematico y su notacion y contribuir a la construccién adecuada del
mismo.

De la misma manera podemos considerar que las nociones geométricas
indudablemente estan presentes en la mente de algunos estudiantes cuando

piensan en el concepto espacio vectorial. Si consideramos en detalle las
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entrevistas podremos ver que la estudiante 7, el problema 8 intenta acudir a
representaciones de tipo geométrico. Sin embargo abandonan sus intenciones
rapidamente cuando al parecer este tipo de representacion no les permite decir
algo mas acerca de los conceptos involucrados o tal vez, cuando éstas ya han

aclarado las ideas en su mente. Por lo anterior consideramos de gran
importancia abordar esta problematica mas alla de los espacios vectoriales R?

y R3; es decir, podemos pensar en como estas representaciones geomeétricas
de vectores particulares pueden contribuir con la generalizacion de argumentos
sobre otros espacios o como el uso de estas representaciones limita la

construccion adecuada del concepto.
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Programa Algebra Lineal I

Mat 241

_
Anexo 1

I. DATOS GENERALES

HORAS SEMANALES DE TEORIA: 6
CREDITOS: 5
PRE-REQUISITOS : MAT 156

I.LUNIDADES TEMATICAS

1.- Matrices:

a) Sistemas de ecuaciones lineales.

b) Matrices y operaciones elementales.

c) Matrices invertibles, rango y nucleo de una matriz.

2.- Espacios Vectoriales:

a) Subespacios, bases y dimension.
b) Suma directa.

c) Espacio vectorial cuociente.

3.- Transformaciones Lineales:

a) Algebra de las transformaciones lineales.
b) Relacion entre Hom (V,W) y Mym(K).

c) Dual y bidual de un espacio vectorial.

4.- Determinantes:
a) Funciones determinantes.
b) Permutacién y unicidad de los determinantes.

5.- Polinomios:

a) El algebra de polinomios en una variable sobre un cuerpo.
b) Ideales del anillo de polinomios.

c) Divisibilidad de polinomios.

lll. BIBLIOGRAFIA

Du Boucheron, Luc Bramaud, Algebra Lineal Interactiva, McGraw Hill, 1995.
Gerber, Harvey, Algebra Lineal, Iberoamérica, 1992.

Grossman, Stanley, Algebra Lineal con Aplicaciones, McGraw-Hill, 1992.
Hoffman K., Kunze R., Algebra Lineal, Prentice Hall, Internacional S.A. 1973.
Lang, Serge, Introduction to Linear Algebra, Addison-Wesley, 1970.
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Programa Algebra Lineal II
Mat 251
_

Anexo 2

. DATOS GENERALES

HORAS SEMANALES DE TEORIA: 6
CREDITOS: 5
PRE-REQUISITOS : MAT 241

ll. UNIDADES TEMATICAS

1.- Formas canonicas elementales.

a) Valores y vectores propios. Polinomio caracteristico y minimal.
b) Diagonalizacion y triangularizacion, (simultanea)

c) Teorema de descomposicion prima.

2.- Formas racional y de Jordan.

3.-Espacios con producto interno.
a) Ortogonalidad, Cauchy-Schwarz, Gram-Schmidt, sistemas ortonormales.
b) Operador adjunto.

4.- Formas bilineales

a) Formas cuadraticas, formas sesquilineales.

b) Operadores simétricos, hermitianos, unitarios.
c) Teoria espectral.

d) Grupos que preservan las formas bilineales.

5.- Algebra Multilineal.

a) Producto tensorial de espacios vectoriales.

b) Aplicaciones multilineales y producto tensorial.
c) Aplicaciones multilineales alternadas.

d) Algebra exterior.

I1l. BIBLIOGRAFIA

Greub, W., Multilinear Algebra, Springer Verlag, 1967.
Hoffman K., Kunze R., Algebra Lineal, Prentice Hall, Internacional S.A. 1973.
Lang, Serge, Introduction to Linear Algebra, Addison-Wesley, 1970.
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Trascripcion Cuestionario
_

Anexo 3

Pregunta 1

a) SeaV = {(x,y,z) eR3/xy,z> O} un conjunto con las operaciones:

SUMA: U @V =(xa,yb,zc)  con U =(x,y,z), V =(a,b,c) enV
PONDERACION: A®u=(x*,y*,z*) conu=(xy,z)eV y AeR
Calcular:

. (251)®(7,93)=

. -2®(36,4)=

. -2®(36,4)®(2,51)=

Respuestas

Estudiante 1:

. (251)®(7,93)= (14,45,3)
Il —20(364)= (; %%}
1. —2@(364)@(251):[%,3—2,%}@(2,5,1):[3 %%}

Estudiante 2:
. (251)®(7,93)= (2 7,5-91-3)=(14,45,3)

Il —20(364)= (37,67,47)= li,i]
9°36'36
. —20(3,6,4)®(251) = —2®(6,30,4)=(i,i,ij
36'900°16

Estudiante 3:
l. (251)@(7,9,3)= (14,45,3)
1

I. —2®@64y:(é__,£)
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. -2®(36,4)®(251)= (E,E,iJ
9 36 16
“Claramente, noes —2®(3,6,4)®(251)=-2®(3,6,4)® (2,5,1), pero yo opté por

responder de la primera forma por que lo vi como el producto de un escalar por un
vector sumado con otro vector.”

Estudiante 4:
l. (251)®(7,9,3)= (2-7,5-9,1-3)=(14,45,3)
. —2©(364)= (32.62.47)
. -2®(364)®(251)=-2®(6304)=(67,302,42)

Estudiante 5:
l. (251)®(7,9,3)= (2-7,5-9,1-3)=(14,45,3)
11 1
. -2®(36,4)= (37%67°%,47%)=|=,—,—
(36.4) ( ) [9 36 16]
. -2®(3,6,4)®(2,51)= “El ejercicio es ambiguo porque no se sabe si es
(-2®(3,6,4))®(251) 6 —2®((36,4)®(25.1))

11 1 2 5 1
-2®(36,4)®(251)=|=,—,— |®(251)=| =, —,— |, tro lad
-20(364)0 @251 (9 36 36) (251) (9 3616) por otro 1o

111
-2®((3,6,4)®(251)=-2®(6,30,4)=| =,—,—
(664)0(251)= -22(6304)=( 5.5 1t
no da el mismo resultado, por lo tanto la expresion esta mal redactada (no es un objeto
matematico bien definido)”

Estudiante 6:
l. (251)®(7,9,3)=(14,45,3)

Il. —2®(36,4)=(32,67,47)
. -20(364)®(251)=(32,67,47)@(251)
=(2-3267.5472.1)=(2.3%,62-547)

b) Sea W el subconjunto de todos los puntos de V situados sobre el plano Z =1
Escriba dos elementos de W

Estudiante 1:
(z,z21)  (211)

Estudiante 2:
(251) (321

Estudiante 3:
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(1.12) [Qagj

Estudiante 4:
L0l (@11

Estudiante 5:
(231  (821)

Estudiante 6:
@21  (7el)

Pregunta 2

Se han definido sobre R? las siguientes operaciones:

+ RZxR? _5 R?

SUMA
((x.y).(ab))—>(xy)+(ab)=(2y +2b,—x-a)

®:RxR? - R?

PONDERACION
(a(x.y)) > a®(x,y)=(ax,—ay)

¢ES R? con las operaciones anteriormente definidas un espacio vectorial sobre R ?

Respuestas

Estudiante 1:
““Si es un espacio vectorial.

Sea (x1,Y1),(X2,¥2) e R?, @ eR:

(ley1)+ a(xz' y2)= (X11y1)+ (aX2 ’_ayz): (2y1 —20,,~% — aXz)e IR?
(Teorema)”

Estudiante 2:
“No es espacio vectorial con las operaciones definidas ya que no existe un elemento
neutro para la suma talque

(x,y)+(*,*‘)=(x,y) v(x,y)eRz”

Estudiante 3:
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“NO

no cumple el axioma 10, si V es un vector en Rz, entonces 1-V =V claramente
1®(x, y) = (x,y), a saber, 1®(x, y) = (x—-y)”

Estudiante 4:

“Sl

porque cumple que es Grupo Abeliano y las propiedades de producto escalar.

O vista de otra forma es un espacio donde se alojan algunos elementos que cumplen
con ciertas reglas y en este se puede trabajar porque las mismas normas (reglas) lo
permiten”

Estudiante 5:

“Habria que ver si cumple con todas las condiciones para ser llamado espacio
vectorial

2®((34)+(5,7)=2®(8+14,-3-5)=2®(22,-8) = (44,16) no es
[2®(34)]+[2®(5,7)]=(6,-8)+(10,-14) = (- 16 + —28,~6 —10) = (- 44,-16)  lo
mismo

.. No es un espacio vectorial™

Estudiante 6:

“No porque para que sea R? un espacio vectorial se tiene que cumplir lo siguiente:
Por ejemplo: la suma tiene que ser conmutativa
vale decir (x,y)+(a,b)=(a,b)+(x,y)
5 (x,y)+(a,b)=(2y +2b,~x—a)
°ro (a,b)+(x,y)=(2b+2y,~a—x)
También
Se tendria que cumplir que
(x,y)+(0,0)=(x,y)
Pero
(x,y)+(0,0)=(2y +2-0,~x—0)= (2y,~x)—><«)

(R2,+,®) no es un espacio vectorial™

Pregunta 3

g,Z% es un sub-espacio de R>?

Respuestas
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Estudiante 1:
““Si es un sub-espacio!!

Z%gRs y ademas x+ayeZ%
Vx,yeZ%, VaeR

Z5 XZ5 XZ5

RO WININ

NP IO WW
WIN|P O~ >~

AWINFLO
AWINFPL OO
Ol WIN|IF|F

Estudiante 2:
“No es un subespacio vectorial de R3 ya que la ponderacion falla con respecto a la

. 1 3 1 111 3
clausura, es decir, sea o = — 11N eZ: =>—-111)=|=,—=|¢Z
a=3 ~ (MDeZs =5 )(222)¢5

Estudiante 3:
“NO.
Primero veamoslo como cuerpo, Zg no es un subcuerpo de R ya que

R es de caracteristica ceroy Zg es de caracteristica 5.

Veamoslo ahora con espacios vectoriales. En la existencia del tnico elemento
Inverso, por ejemplo (4,4,4) tiene como inverso a (1,11) en Z3

y a(-4,-4,-4) en R3, no pueden haber dos inversos, de todas

maneras, este hecho se desprende de la caracteristica de los cuerpos

Estudiante 4:
“ZgsxZgxZs  Si (portincada)
Porque los elementos de cada espacio se comportan
similar (a,b,c) e R3

€ Z% solo que los coeficientes de Z%
estan restringido a 5 elementos de R
por lo tanto podriamos decir que es sub-espacio de R3”

Estudiante 5:
“Zs = (0,1,2,3,4)

(4,4,4)+(12,2)=(56,6) ¢ Z3
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no se cumple la clausura de la suma
.. N0 es un subespacio de R3

* No me habia dado cuenta, pero en Z3 estan

definidas otras operaciones (con respecto a R3)
por lo tanto no es muy apropiado hablar de subespacio”

Estudiante 6:
“Zs=1{0,12,3,4}, Z3= {(x,y,z) eR3/xy,ze Z5}

Sean (4,4,4),(111) e Z3
luego pero (4,4,4)+(111)=(5,5,5) ¢ Z3
L2 R3”

Pregunta 4

Si K=2Z3yV ={xxx)/xeK}conlasumay el producto mod3. ;Es V un
espacio vectorial?

Respuestas

Estudiante 1:
“Sea (x,x,X),(y,y,y)eV : (x+y,/,1l)eV
Z3 ={0,12} Seaa=b mod3 ..3/a-b ..a-b=3cVc
b=a-3c”

Estudiante 2:

“Si es espacio vectorial

porque con la suma es grupo abeliano y ademas
cumple las propiedades de la ponderacion”

Estudiante 3:
“Si
ya que (x,x,x) depende solamente de x y V cumple todos

los axiomas de espacio vectorial ya que K cumple todos los axiomas
de cuerpo, miramos V , como miramos K como cuerpo”
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Estudiante 4:

“No
Porque falla con las propiedades
de ser grupo Abeliano”

Estudiante 5:

“Z4 :{6,7,7}

Sea (x,x,x),(y,y,y)eV y aeZs

1) (x,x,x)+aly,y,y)=(x+ay, x+ay,x + ay) eV
2) Ademas (0,0,0)eV ..V #¢

V<73

Si es un subespacio, es un subespacio de Z%

*Las condiciones 1) y 2) son suficientes para
afirmar que V es un subespacio (Teorema) ”

Estudiante 6:

“V ={x,x,x)/xe K}y Z3=1{0,12}
Si tomamos (111)eV, (2,2,2)eV
(111)+(2,2,2)=(333)eV ~

Pregunta 5

(EsV = {p =(2,3,-1)+t(14,5)/t e ]R} un espacio vectorial?

Respuestas

Estudiante 1:
“No es espacio vectorial

Porque V es una recta en R3
Que no pasa por el origen”

Estudiante 2:

“No es espacio vectorial ya que no

cumple con la propiedad de elemento neutro para la
suma, esto es que (0,0,0)gV
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Estudiante 3:
“No,
No cumple la clausura, por ejemplo, t=0y t=1
Sit=0=(23-1)eV, Sit=1=(37,4), luego (510,3)¢V . (la suma de
ambos) ya que (5,10,3)=(2,3,-1)+t(1,4,5) = (2,3,-1)+(3,7,4), pero no existe
t e R que cumpla tal condicion.

.V no es un espacio vectorial”

Estudiante 4:

“No
porque falla con las propiedades de ser
Grupo abeliano™

Estudiante 5:

“no, pues (0,0,0) gV
(0,0,0)=(2,3-1)+1(1,4,5)
S0=2+t, t=-2

0=3+4t, t= _73 No hay coincidencia

0=-1+t5, t= 1
5
* Una de las condiciones mas simples de chequear

essi 0 €V ysiesono se cumple entonces
se descarta el hecho de que pueda ser un E.V.”

Estudiante 6:
“En primer lugar: V es la recta vectorial que pasa
por el punto (2,3,—1) y tiene como vector director

(1,4,5) que es un subespacio de R?
..un espacio vectorial

Pregunta 6

¢ Es posible que exista un espacio vectorial que tenga un solo elemento?

Respuestas

Estudiante 1:
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“V = {6} cumple las propiedades o la definicion de espacio vectorial”

Estudiante 2:
“Si,sea V = {(x,y)/x=y =0}

Estudiante 3:

“No: ya que todo espacio vectorial ““esta sobre” un cuerpo de escalares y

no existe un cuerpo con un solo elemento. Se podria pensar que el

conjunto que contiene solamente el elemento cero es un espacio vectorial
pero ni si quiera cumple el axioma 10 ya que 1 deberia estar en el cuerpo de
escalares, implicaria que el conjunto no contiene solamente al cero, ya

que al menos habria un vector que contiene una componente distinta de cero,
a saber, 1, ya que 1 esta en el cuerpo de los escalares.”

Estudiante 4:
““Si por ejemplo el conjunto vacio”

Estudiante 5:

N

“Si, el “espacio nulo™ {O} donde 6 es

el vector nulo

00 .. 0
) 0
* Ejemplos: <M, (IR)”
o . . 0

nxn

Estudiante 6:
““Sabemos que siV es un Esp. Vect.y U <V , entonces
U<V Si: 1) el elemento neutro esta en U

-> -

- -
2) Vu,veU, aeK, K cuerpo au+veU
Supongamos existe un Espacio V' Formado por un solo elemento
““a” con las operaciones usuales:
Luego:
a+a=2agV
3agV
.. no existe tal espacio.

Ademas si ese elemento es distinto del nulo, vale decir si U no contiene el neutro,
entonces U no puede ser espacio vectorial, de lo contrario contradice 1)”

Pregunta 7
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¢Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elementos?
Si existe da un ejemplo y si no existe argumenta tu respuesta.

Respuestas

Estudiante 1:
“V — Zz 77

Estudiante 2:

“Si Z% como Z, espacio vectorial

Siempre va a ser posible encontrar Esp. Vectoriales
con una determinada cantidad de elementos

ya que existen los cuerpos finitos Z modulo los
cuales pueden ser definidos sobre ellos mismos™

Estudiante 3:

““Si podriamos tomar un espacio vectorial de dimension 1, el
cuerpo de los escalares. Siendo el cuerpo de los

escalares Z,

Zo que contiene solamente al 0y al 1”

Estudiante 4:

“Si, (no es muy buena la respuesta pero...)
porque si existe espacios vectoriales con infinitos
elementos, con finitos elementos y con 1 elemento
porque no con 2”

Estudiante 5:

“Si

El conjunto {0,1} con las operaciones
+ |0 |1 * 10 |1
0 [0 |1 0 [0 |O
1 1|0 1 (0 |1

Es un cuerpo y en particular un espacio
vectorial sobre si mismo”

Estudiante 6:
“Por un lado si existe un espacio V tendria que contener al elemento
neutro y a otro vector diferente del nulo
Supongamos Sea a ese tal vector diferente del nulo.
Luego: Si a € K, K cuerpo, entonces
ca gV
.V no tiene estructura de espacio”
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Pregunta 8

¢ R es un espacio vectorial sobre Q ? (con las operaciones usuales, donde Q
representa al conjunto de los nimeros racionales).

Respuestas

Estudiante 1:
“Siloes
QcR ~¥X,yeR, VaeQ

Sitomo Xx+ay eR (R estomado respecto +,+)”

Estudiante 2:

““Si por que R con la suma obviamente
cumple todo y con la ponderacion también
yaque QcR”

Estudiante 3:
““A primera vista podriamos pensar que no ya que

por ejemplo J2 nose podria escribir como combinacion lineal de
elemento de Q (finitos elementos), pero podriamos extendernos a una
base infinita y por medio de ““sucesiones’ aproximarnos a V2, y asi a
todo numero real, es decir, para que R sea un QQ -espacio vectorial
debe tener una base infinita™

Estudiante 4:
“NO
R CZ @ 77

Estudiante 5:
“Si, pues: (R,+) es un grupo abeliano
y la multiplicacion por escalar cumple todas

las condiciones que se necesitan para ser un
espacio vectorial

* usualmente se piensa en R como R espacio
vectorial, donde dimR =1. Si se piensa
R como Q EV.setiene dmR =

(no es de dimensiodn finita)
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Estudiante 6:
“Esclaro que R # ¢

Ahora, si tomamos dos elementos de R, p,q y un elemento
de Q s, entonces:
Si tomamos p,q como vectoresy s como escalar
entonces

s(p+g)eR

. R esun Qespacio vectorial”

Pregunta 9

¢ Q esun espacio vectorial sobre R ?

Respuestas

Estudiante 1:

“NO!

Seaa=7, qeQ:

aq = 7q (Irracional)
LaqeQ”

Estudiante 2:
“No falla la clausura en la ponderacion
Sea a=+/2 y v :%

- 1 2
aVv =x/§-—=—§£ sobre R no es Esp. Vect.”
RN 0 P

Estudiante 3:
“NO.

Por ejemplo la combinacién lineal a + V2¢Q SiacQcR”

Estudiante 4:
“Si
Porque Q c R y Q es un espacio vectorial
porque cumple con todas las propiedades necesarias™

Estudiante 5:

176



“No, pues 1€Q, J2eR

pero 1.+/2 2 Q
no se cumple la clausura de la multiplicacién
por escalar”

Estudiante 6:

. 1
“No, porgue si tomamos € Q, tomamos

J2 e R, donde % es el vector y V2 el escalar

entonces

2
—%R”
2

Pregunta 10

10. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y U cV . ¢(Es U un espacio
vectorial?

Respuestas

Estudiante 1:
“No necesariamente

\Y; :{(x,y,z)eR3/x+y+z:0}

Tomar U :{(x,y,z)eR3/2:1/\x+y :—1} cV
Pero (0,0,0)¢U

Estudiante 2:

“No es un subespacio

Que un conjunto sea subconjunto de un Esp. Vectorial es
una condicion mas débil que un conjunto sea subespacio
de un Esp. Vectorial.

Como contraejemplo tenemos: SeaV =R?y R=K Sea U = {(121)} < R?
UgR”

Estudiante 3:
“NO (no necesariamente)
Porque no se define U explicitamente, podriamos tomar U = {(0,0,1),(0,1,0)}

177



un conjunto de dos elementos que no es un subespacio vectorial
.. depende de las propiedades de U

Estudiante 4:

“Si
Porque U esta contenido en V entonces cumple
las mismas condiciones que V pero en con
elementos reducidos (conjuntos)”

Estudiante 5:
“No necesariamente, para que sea
un subespacio es necesario y suficiente que

secumpla: Vv,weU, VaeK: v+taweU

y esta condicion no la cumple cualquier
subconjunto de V

* Ej: el ejercicio 12, la recta L,”

Estudiante 6:
““no porque si consideramos V =M an(K) y

W ={AeM,,(K)/det(A)= 0}, es claro que W cV

pero
W ¢V ya que si tomamos

leW, —1eW, det(l)=1, det(-1)=1 pero det(l -1)=0
| : matriz identidad de orden n

vale decir -1 gw ™

Pregunta 11

11. ¢ Zg es un subespacio de R?

Respuestas

Estudiante 1:
““Si es Sub-espacio

Sea Zs = Z5 x {0} x {0} x {0} {0} c R®
Zg es un Sub-esp. De R ffs es un sub-esp. de R>”

pomniendo ast
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Estudiante 2:
“Depende del cuerpo de los escalares

Si R%es un Zg -esp. vectorial = Zg si es un subespacio

vectorial. Pero si R® esun R -esp. vectorial = Zg NO
es un subespacio vectorial”

Estudiante 3:
“NO.

Zg €S un cuerpoy R esun espacio vectorial con elementos
de 5 coordenadas™

Estudiante 4:
“NO
porque los elementos de Zg no se comportan

de la manera que se comportan los elementos
de RS bE)

Estudiante 5:
“No, pues en Zg no estan

Definidas las mismas operaciones gque en R
*lo mismo que en el ejercicio 3

Estudiante 6:
“Zs =1{0,12,3,4} no es subespacio de R ya que

para que Zsg sea subespacio de R®, tendra que
pasar que Zg C R®

Pero Zg « R®

Pregunta 12

¢Puedes encontrar un subespacio propio de R? gue contenga los puntos A(2,5) y
B(5,5) indicados en la figura 1?

Respuestas

Estudiante 1:
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Fig. 1

“Sea 5:R% > R? Nosirve!l
(xy)—>(©,y)

Sup. Que existe tal espacio propio
3(2,5)=a(2,5), para algin «
9(5,5)= a(5,5) No sirve!!

Ahora si:

Los espacios propios de (2,5),(5,5) son

rectas que pasan por el origen.

es imposible que una recta pase

por estos puntos y ademas por (0,0)

.. no existe un sub. propio que
Contenga a ambos puntos*

Estudiante 2:

35 LA |
| O A |

ettt

Fig. 1 T
“Si, el subespacio seria Z% como
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un Zs -esp. vectorial ya que {(2,5),(5,5)} ez2”

Estudiante 3:

-+ .l——#—}—'—.+ —— b ———+

Fig. 1

“NO

Ya que los subespacios propios de R? son de dimension 1
(6 cero si es el subespacio nulo) pero cualquier subespacio propio de

R?es una recta vectorial generado por un solo elemento y ninguno de
los dos puntos dados genera una recta que contenga al otro punto
(y obviamente, ninguno de los dos pertenece al subespacio nulo)”

Estudiante 4:

+———t———

Fig. 1 . T

“Si
las rectas que estan generadas por estos
puntos que forman planos sobre este plano
cartesiano”

-
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Estudiante 5:

s en la figura 1? H Qb prvaie
Lq i ] g
=3 A t} e rees ®
I | Ly &£ pews L,
__ -~ | S | - :
T & / ‘
- e W U= PO - W (/4
_/ 5 b 4 = ; v J ik
- .‘,f
e e e e ey PG S —
Fig. 1 L

“No

porque los subespacios propios de R? (no nulos)
son rectas que pasan por el origen, y es claro
que una recta que pase por el (0,0) no puede

pasar por ambos puntos Ay B”

Estudiante 6:

vef()(,s']erR": xele LR

...........

Fig. 1
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Trascripcion de las 10 Entrevistas
_

Anexo 4

[1ES1]
[1E]

[2ES1]
[2E]

[3ES1]

[3E]
[4ES1]

[4E]
[SES1]
[SE]

[6ES1]

[6E]
[7ES1]

[7E]
[8ES1]

Video Entrevista — Estudiante 1

Pregunta 1

. Esta es la primera pregunta.
: Claro.

: Sean definidos sobre IR2 las siguientes operaciones suma, ya
estos dos vectores y la suma...ya ponderacion.

. Es la multiplicacion de un escalar no cierto, es un escalar por un
vector.0

. Si, es IR2 con las operaciones anteriormente definidas. Un
espacio vectorial de IR, ya para que sea espacio vectorial con una
operacion o con las operaciones definidas tiene que cumplir que
sea un grupo, un grupo abeliano.

: Grupo abeliano ¢,Con cual?
: Con la suma y que sea, y que esto sea un cuerpo, no, no, na’
que ver espereme, que éste tiene que ser grupo abeliano.

. ¢ Y tiene que cumplir propiedades la otra no cierto?
. 'Y tiene que cumplir las propiedades.

: Ya andteme, anodtalo eso, ya tiene que ser con la suma,
poéngalo.

: Ya, con eso debe ser grupo abeliano, a y con la, aqui le puedo a
ver puesto asi mejor, y con eso, debe cumplir parece que son
cuatro propiedades.

. ¢,Se acuerda mas o menos para que las pueda anotar?

. Cuatro propiedades, entonces creo que es con ésta en ..., es
uno, creo que por ejemplo alfa, por ejemplo, este IR cruz IR dos,
cosa que este ésta en IR dos, este ésta en IR dos, tengo una
consulta lo que pasa que aqui dice que la multiplicacion de la
ponderacién va alfa multiplicada por x e y, x supuestamente esta
en Reyen IR dos.

: No, este (x, y) esta en IR dos por que hay dos componentes.
. A éste es una coma.
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[8E]
[9ES1]

[9E]
[10ES1]

[10E]
[11ES1]

[11E]
[12ES1]

[12E]
[13ES1]

[13E]
[14ES1]

[14E]
[15ES1]

[15E]
[16ES1]
[16E]
[17ES1]

[17E]

[18ES1]

[18E]
[19ES1]

: Claro coma.
: Ya muy bien.

. Ahi esta cierto, es un escalar por ese vector de IR dos

: Claro, entonces debe cumplir que algo, por ejemplo de v + w si
no me equivoco tiene que ser alfa v mas alfa w esto es para todo
alfa supuestamente en este caso en IR y para todo v, w en IR dos
en este caso.

: Estamos bien

: Ya, luego la segunda propiedad si no me equivoco es que beta
mas alfa por v sea igual a beta por v mas alfa por v esto es para
beta, alfa en R y para todo v si no me equivoco en IR dos, ya
cuatro va tres, el cero multiplicado por algun vector tiene que ser
igual al vector nulo para todo v, esa es otra propiedad que debe
cumplir.

. ¢,Cero?
. O sea, el escalar cero.

: A ver 4 Cual es la otra?
: La otra, la cuatro.

: Vamos a volver sobre ésta.

: Ya, la cuatro es que, a ver por ejemplo que se me va a olvidar,
tengo ésa tengo, ésa ya tiene que ser conmutativa y ya conmuta y
todo el cuento... que uno sobre el vector que tenga, que tenga
elemento absorbente.

: Neutro
: No, éste es neutro, para todo v en IR2, o sea, esto quiere decir,
a ya me acorde, que... v mas menos v, tiene que serigual a ...

: Pero eso ¢ Esta aqui o no?
cAsi

: Dijo que era grupo abeliano con la suma, entonces estamos
repitiendo eso
: Muy bien

: Eso no importa, pero eso es parte de un grupo abeliano,
estamos detallando un grupo abeliano, pero aqui estamos
haciendo otras propiedades que no son parte de un grupo
abeliano.

: Ya, aqui.

. ¢, Por qué este cero ;De donde es este cero?
: Este cero viene de un uno mas menos uno
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[19E]
[20ES1]
[20E]
[21ES1]

[21E]
[22ES1]

[22E]
[23ES1]

[23E]

[24ES1]

[24E]

[25ES1]

[25E]

[26ES1]

[26E]
[27ES1]

[27E]

: Ya, ¢pero viene de donde?, es un elemento significativo ¢de
qué parte?
:de IR

: Lo esta llamando como sélo de IR, no tiene que ver con el cero
de grupo eso que penso usted ahi.
: Este cero, este cero de aqui no, este cero de aqui si.

: Ya, este es el cero de IR y este es el cero de...
: De IR dos en este caso, si, si no me equivoco ... sea que tenga
neutro, pero me falta algo aqui, que tenga inverso, pero este
inverso viene de antes, viene del grupo abeliano

: Viene del grupo abeliano
: Ahi estamos con las cuatro propiedades, si no me equivoco, de
los escalares.

. Entonces usted diria que para estas operaciones se cumple
esto, o visualiza que no se cumple y podria decirme algo ¢ Cual
es su tendencia al leer eso y al mirar esto?

. Al mirar esto, me tinca que si se cumple, me tinca, claro porque
quizas podria buscar un contraejemplo en el que no se cumpla,
pero para el cero se cumple para el uno, a ya, para éste si éste
esta bien, la propiedad esta bien, para éste no se cumple,
entonces por ejemplo me di cuenta que la operacién cambia la
segunda coordenada, le pone un menos adelante, entonces si yo
digo por ejemplo.

: O sea, usted va a decir, se, esta tratando de decir, esta
propiedad no se cumple, ya anéteme eso.

: Entonces por ejemplo yo voy a decir sea alfa igual a 1 y me voy
a dar un vector cualquiera (x, y) en IR dos, entonces voy a decir
uno por x, y es igual a quien, a x segun la propiedad de arriba,
entonces esto deberia ir asi en rigor, menos y, y esto es distinto
de quien x, y cuando y es distinto de cero.

: Entonces, ¢qué estamos tratando?, que le puede concluir a la
pregunta

: Que no se cumple que es un espacio vectorial sobre IR, yo digo
que no.

. Entonces, escribamos ahi lo que usted me esta diciendo

. Entonces con lo anterior, con lo anterior IR dos no es espacio
vectorial, por lo anterior...

: Bien perfecto, etapa superada pasamos a la segunda.

Pregunta 2
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[28ES1]

[28ES1]

[29ES1]

[29E]
[30ES1]

[30E]

[31ES1]

[31E]

[32ES1]

[32E]

[33ES1]

[33E]
[34ES1]

: Sea IR dos el cuerpo de numeros reales y f de IR a IR definida
como, la funcién de IR a IR tal que f, o sea, lafde IR a IR tal que
f es una funcion, se define las siguientes operaciones suma, ya
que es producto cruz de dos IR lo manda a la suma y la
ponderacién que va de las funciones, o sea, va de las funciones a
f evaluada en un punto, ya si sabemos que r ademas es un grupo
abeliano ¢Qué axiomas faltan para que r sea un espacio vectorial
sobre fde IR a IR?

: Una pregunta (...) aqui fundamental Cual es la diferencia con
la pregunta anterior? ¢ Quiénes eran los escalares en la pregunta
anterior?

: Los escalares, eran numeros reales.

: ¢, Quiénes son los escalares en esta pregunta?
: Los escalares son las funciones.

: Eso lo ve, los escalares son las funciones, entonces, parecido a
lo anterior, me dice que éste es un grupo abeliano.

: Claro, entonces aqui debe cumplirse lo anterior, las propiedades
anteriores.

: Las propiedades anteriores, las que enumerd anteriormente, ya
entonces, lo que le pide este problema es ver si esos axiomas
que usted anotd antes, esas propiedades ;Se cumplen aqui o
no? ;Cuantas eran?

: Cuatro, entonces voy a probar una a una si se cumplen...
entonces, teniamos al principio, ah ya, una era que alfa porv + w
era igual a alfa v mas alfa w, entonces ahi tengo la primera, para
todo alfa y beta... ah ya, esto no se cumple, entonces esto no se
cumple seguro, entonces voy a poner contraejemplo entonces voy
a decir por ejemplo f... espéreme... no estoy mal enfocado... es
que esto es una funcion, entonces una funcion, yo puedo decir
seaf...

: No, pero miremos la definicién.

: Claro, que toma la funcion y la evalua en un punto, pero es que
yo si quiero definir una funcion, tendria que definirla evaluada en
un punto, si, por ejemplo, podria decir: sea una funcién de IR a IR
tal que f(x) es igual a tanto.

: Bien.

. Ya. entonces sea una f de IR a IR tal que aqui tomo un x y lo
envia a x cuadrado, entonces supuestamente aqui alfa son los
escalares y tiene que cumplir eso, si, entonces yo voy a tomar,
sea no sé, tomemos como estamos tomando un contraejemplo,
tomo sea v =1y w = 5, entonces que deberia cumplirse que
f(6)=f(1)+f(5) si, pero esto cuanto es, esto es 36 y este de aqui,
cuanto es esto es 1 y esto de aqui es 25 y esto me da 26, es
distinto, por lo tanto no cumple.
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[34E]
[35ES1]

[35E]
[36ES1]
[36E]
[37ES1]

[37E]
[38ES1]

[38E]
[39ES1]

[39ES1]
[40ES1]

[40ES1]
[41ES1]

[41E]
[42ES1]

[42E]
[43ES1]

[43E]
[44ES1]

[44E]
[45ES1]

[45E]
[46ES1]

[46E]
[47ES1]

: No, estamos en la primera propiedad.
: Ah ya, todas tienen que verificar.

: Claro la pregunta dice ¢se cumplen dichos axiomas?, entonces
el primero no se cumple.

: Ah ya, el primero no se cumple, ahora el segundo y lo tengo, ah
ya ese si se cumple ¢tengo que demostrarlo?

: No, un argumento para decirme ¢ por qué si se cumple?
: Por algebra de funciones, entonces, ya por algebra de funciones

: Cuando dice algebra se refiere a...
: A propiedades de las funciones

: Ya, en particular ¢ A cual de todas las propiedades?
: Al algebra de la suma

: Eso, exactamente

: Algebra de funciones, le vamos a poner suma... en concreto
suma de funciones, entonces, yo sé que si tengo dos funciones
cualquiera, o sea fy g de IR a IR entonces yo sé que (f + g )(x)
eso es igual a f(x) + g(x), con la condicién eso si, ¢tengo que
poner la condicion del dominio?

. Si, si usted ve condicion.
. Si, tiene que haber condicion, de que el dominio de f + g debe
ser igual al dominio de f inter el dominio de g

: Ya, la tercera
: Cero v es igual a cero... ehh si...

: ¢, Quién es el cero aqui? ¢ Quién es el cero?
: El cero es la funcién nula

: El cero es la funcién nula, entonces que podemos decir aqui

: Que por ejemplo aqui en este caso f, jva! (risas), va a ser quien,
Ia funcién nula, entonces esta funcion para todo v en IR, se tiene
que e(v)=0... y la cuarta, la funcién 1, o sea f en este caso..

: ¢, Qué quiere decir la funcion 1?
: La funcién constante

: Funcion constante 1

: Entonces aqui no se cumple ¢ Por qué?, porque por ejemplo yo
tomé la funcioén constante y tomo un vector por ejemplo un vector
en IR el 2, entonces yo voy a tener que f de 2 ;Cuanto va a ser?
1, que es distinto de 2, por lo tanto no cumple.

: Entonces ¢, Cuantos axiomas se cumplieron?

: Se cumplieron 1, 2 ;Lo pongo aqui?
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. Si
: 2 axiomas se cumplieron, por lo tanto 2 axiomas se cumplen

. Etapa superada

Pregunta 3

. Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo 2
elementos, a ver por ejemplo, que tenga el 0.

: Tiene que estar el 0, anotémoslo entonces.
: Debe que estar el 0

: ¢, Qué cero?
. El cero vector

: Porque puede hablar el cero real, no cierto

. Si y tiene que cumplir que sea grupo abeliano conmutativo y .

a pero a ver, porque cuando yo estoy hablando de espamos
vectoriales los escalares ahi, o sea, como el caso anterior no
necesariamente eran escalares sino como 0, pero asi cuando lo
vemos bien, los escalares tiene que estar dentro de un cuerpo, y
por ejemplo los naturales no, los enteros son un cuerpo.

: No

: ¢,0 son un cuerpo?, es que se me olvidan las propiedades igual,
cumple la suma, la resta, todo eso esta a dentro, la multiplicacion
también.

. ¢, Qué tiene que tener la multiplicacion?
: Tiene que ser conmutativa asociativa.

: ¢, Qué mas?
: Conmutativa, tiene que tener inverso, ahi no cumple, a por
ejemplo.

: ¢ Y Z tiene muchos elementos?

: Pero estaba viendo Z como posible espacio vectorial esos 2
elementos los multiplico por no sé, que tenga solo 2 elementos, o
sea que sea finito, a pero quizas se me ocurre, por ejemplo, como
usted lo redacto alla, se me ocurre por ejemplo esto que contenga
al 0 y al 1 y defino no se operaciones, operaciones de tal forma
que sean espacio vectorial, por ejemplo a ver es que yo he visto a
mis companeros de otro curso que hacen unas tablitas asi y ahi
por ejemplo ponenel0 el 1yaquiel01,000,011,011,1con 1
0.
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: Entonces usted dice que eso ayudado con esa tablita ;Qué
operacion hay aca?

: Operacién suma, yo digo, o sea, no estoy diciendo que esto sea,
0 sea yo no digo que es espacio vectorial, éste es quizas es un
posible, este B es un posible espacio vectorial.

: Ya anotémoslo, B es...
: B es un posible espacio vectorial

: Entonces recopilando asi tenemos que B con esta suma ;Qué
estructura tiene?

: Tiene grupo abeliano, cumple grupo abeliano, ya aqui le voy a
poner B con + es grupo abeliano, la que me falta es los escalares,
pero al parecer no se puede.

: Porque tengo una suma y para que sean espacios vectoriales
¢, Qué operaciones tiene considera usted la suma?
. Si, ¢ Qué mas?

: La suma de... ;cémo la suma de vectores o escalares?

: No sé, usted cuente para qué sean espacios vectoriales o
estructura tiene que tener operaciones
. Si

¢ Qué operaciones visualiza usted que deben ser esas?
Cuénteme.
: La suma entre vectores y la multiplicacion por ciertos escalares
de esos vectores.

. ¢,Esas son las basicas?
: Las que yo conozco por lo menos si, las basicas, o sea claro
operaciones con los vectores y con escalares y entre los vectores

: Perfecto ¢ Entonces que estaria faltando a esto?
: Me faltaria los escalares, entonces estoy tratando de pensar

: Me tiene que decir algo ahora de los escalares

: Que tiene que cumplir con esta propiedad porque o sino me
salgo del conjunto, entonces por eso yo pensaba en Z, pero Z no
cumple que no tiene inverso, también Q puede ser pero no,
tampoco es Q porque si multiplico Q por...

: Ya, anéteme lo que esta pensando, que es muy importante,
primero me dijo de Z.

: Claro primero pensaba en Z, pensaba en Z, pero Z no es
cuerpo, luego pensaba en Q.

: Entonces esto lo descarta definitivamente, eso me esta diciendo
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. Si, porque los escalares tiene que ser cuerpo, pertenecer a un
cuerpo, ya en Q pero, para existe un elemento en Q tal que el a*B
no, no esto no esta en B, esto es para todo B en B

. ¢, Entonces que esta fallando aqui?
: La multiplicacion por escalar, porque si es IR, entonces al
parecer

: Qué pasa si yo tomo un espacio, 0 sea si tomo un espacio
vectorial que los elementos sean el cero y el mismo espacio

: El cero y el mismo espacio ;Como que a ver? Andtelo, esta
pensando en que...

: Por ejemplo un espacio V que contenga al cero y se contenga
asi mismo, entonces quizas si esto lo considero como elementos

: Tendria que definir para chequear.

: A no pero no puedo, no porque si son elementos no puedo
sumar espacio vectorial, no estoy dando jugo, entonces al parecer
no hay cuerpo que cumpla en V, o sobre V propiedades,
propiedades con escalares.

. ¢,De cuales?
. Del cuerpo... pero, es posible que exista un espacio vectorial
que tenga solo dos elementos

: Entonces ¢ su respuesta seria?

: Pero es que ¢ si hay?... es que quizas pueda haber y yo estoy
puro dando jugo y usted no me esta diciendo que estoy dando
jugo, es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo
dos elementos, no, no, no puede, yo no conozco otros cuerpos,
yo los cuerpos que conozco son, eh Q, Q es cuerpo... IR, pero
Q...

: ¢, Qué cuerpos conoce usted?
. IR, Q... eeh, el vector cero

. Pero ¢ el vector cero no es cuerpo?
: O sea, es que éste con el numero 0 40 no?, no sé, ya

: Entonces usted se inclina...
: A que no, al parecer no, no si lo afirmo con certeza... ya, sin
ningun problema.

: Vamos otro...
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Pregunta 4

: P en IRn, 0 sea en los polinomios con coeficiente real de grado
n tal que es 0, con las operaciones usuales, ¢es un espacio
vectorial real? sPor qué? Justifica, entonces tenemos que ver si
se cumplen las propiedades, ;Qué propiedades? Las
propiedades que hemos visto en la pregunta anterior, ya,
entonces por ejemplo, pero me tinca que si, a ver espere... si con
las operaciones usuales, ¢hace referencia que los escalares son
reales?

: Claro, exacto
- Y p(x) esté en este espacio en este conjunto que si y solo si se
cumple eso, eso para atras, entonces, ah si...

: Vaya contandome su argumentacion
. Si, ya si es un R-espacio vectorial ya que trabajamos con un
operador lineal

: ¢,Cual es este operador que esta mirando ahi?

: Operador integral, ya, sobre el conjunto, entonces yo lo voy a
decir sabiendo ya las propiedades de ese... las propiedades de la
integral, le voy a poner, sé por ejemplo, sea p(x) y q(x) polinomios
cualquiera y por ejemplo alfa y beta en IR, entonces la integral de
0 a 1... eeh, alfa por q(x) + beta por p(x)... ya p(x) va a ser quien,
ah ya, en IRn pero, mas que IRn le voy a poner en W, en W
subconjunto de IRn

: ¢,Por qué cambio de opinion?

: Porque yo quiero demostrar que W es espacio vectorial, ya
entonces esto yo sé por la linealidad de la integral, yo sé que esto
es alfa por 0 1 de q(x) mas beta por 0 1 de p(x) en dx, pero esto
de aqui, como esto esta alla, esto es cero y esto es cero, en W,
ya y esto yo sé que es cero, entonces en resumen con esto sé
que se cumplen todas las propiedades

. ¢, Por qué?

: Porque yo conozco un teoremita por ahi, que dice que, o sea yo
sé que hay dos espacios, o sea dos subespacios que son los
triviales, el mismo y el cero, entonces dice que un subespacio, un
subconjunto es subespacio vectorial si y solo si, cumple esto, es
decir que el vector alfa q(x) en este caso, mas beta p(x), se
resume en que, en que, o sea, que este vector de aqui este
dentro del conjunto, para cualquier q(x), p(x) y cualquier escalar
en...

: Ya, anéteme eso que usted conoce
: Entonces, le anuncio el teorema
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: Con lo que usted esta argumentando

. Esto resume que W es subespacio vectorial de IRn y esto por
teorema, ¢Qué teorema?, por ejemplo tengo W subespacio de S,
S es un K-espacio vectorial, entonces W es subespacio vectorial
de S si y s6lo si, 1 W es distinto de vacio, 2... espéreme,
entonces... si y solo si alfa por v mas, o en realidad esto es w no
mas y esa..., pertenece a quien a W, para todo v, w en W y para
todo alfa en K.

: Esta W, ¢es un w chico o es el mismo de aca?

: No, éste es un w chico, es que yo le pongo..., ya pero entonces
aqui yo también no anoté quizas, pero se veia que el cero si esta
en este conjunto, entonces yo digo que este conjunto es distinto
del vacio

: Ya pdngale ahi, ¢ Por qué es distinto de vacio?
: Porque el cero esta en el conjunto, o sea yo sé que la integral de
Oal1deOesO

: Perfecto, cumple la condicién, ya estamos, etapa superada.

Pregunta 5

: Esta es la quinta. Averigua si la siguiente afirmacion es correcta
en ambos casos. Justifica tu respuesta, sean v, w y z sobre un
cuerpo k y supongamos que v +w =z, a ver

: Eso lo conoce usted no es cierto, ;donde quedaron?
: Esto lo conozco yo

: O no lo conoces
Expresiones como esta con suma, suma de espacios
vectoriales, si si lo conozco

. Si, ) ¢ u uctu [ /
Si, pero no, ¢no le suena en otra estructura esta propiedad?
. ¢ Para los reales?

: Para los reales, la conoce con numeros, y se cumplen para
numeros reales
. Si

: Entonces 4 ahora lo estamos preguntando para quién?

. Para espacios vectoriales, pero al parecer, al parecer si se
cumplen
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: ¢ Cual seria el argumento que usted me podria dar? ;Qué
piensa usted de por qué se esta cumpliendo?
: De porque se esta cumpliendo

: Si usted piensa que si
. Si

: O sea usted ve que si, si usted ve que no ¢ Por qué no?

: Yo veo que si, al parecer por que si tengo 2, aqui tengo 2
espacios vectoriales que son iguales, entonces tengo que, de
esos 2 espacios vectoriales como que el generador de esos
espacios tengo al mismo vector o sea tengo al mismo espacio

: ¢,Como lo podria escribir?
: A pero aqui me dicen que no tienen dimension finita

: Le dicen que no tiene dimension finita necesariamente
: A pero eso igual lo podria haber ocupado, pero no lo puedo
ocupar

: Pero no importa son espacios vectoriales cualquiera, pueden ser
de dimension finita o no de dimension finita le deja libre

: Pero si yo quisiera afirmarlo para cualquier espacio vectorial
tendria que dividirlo en 2

. ¢, Cuales son esos 27?
: Que los de finita y los de infinita

: Entonces muy bien anotemos eso, dijiste tu 2 categorias para
responder la pregunta con dimensién finita y con dimension
infinita

: Ya, 2 categorias 1 v, w, y z a lo anoté mal, que la dimensién de
vV, W y z sea finita, ésta es una categoria, entonces en esta
categoria yo veo que al parecer si se cumple jPor qué? Porque
quizas, quizas ahora lo estoy viviendo, porque quizas no lo veo
asi tan bien, pero...

: Pero es como usted lo esta abordando de un inicio

: Claro, entonces o sea uno esta contenido en el otro. Entonces
por ejemplo voy a decir sea v por ejemplo v+w entonces que
quiere decir esto, a ya que voy a decir v de v igual a bl hasta be y
la base de w, wl hasta w |

: Cuando dice v de ¢ Qué es esto?
: La base de v, y ésta es la base de w, y no sé entonces y de z,
igual a no ser 1 hasta i, entonces ahi hay que llegar a j, algo asi...

: Hay que llegar a que iigual aj ¢ Por qué i igual aj?

: Porque estos son bases, esto es una base de w y ésta es una
base de z
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. A entonces esta pensando aca.
: Claro, ya pero ademas el generado tiene que ser, ya puedo
inventar algo un v+w

: Una consulta, ¢ El generador puede ser el mismo o debe generar
el mismo o a usted eso le da igual?

: Que el generado debe ser el mismo o debe generar lo mismo, lo
mismo

: Continuemos entonces.

: Entonces ya aqui, yo sé que van a existir, porque e significa que
e este en w, que existe no se un vl y un v2 o0 sea que existe un
bl envyunb2enw tal que v lo puedo escribir b1+b2

: Hiciste la definicion de suma.

: Si, entonces yo sé que, quiero decir esto que esto lo voy a
escribir como no sé€, espéreme este b2 esta en bl, esta en v, alla,
espéreme, a que tengo por hipétesis esto, si entonces, entonces
como esto esta aqui esto también va estar en v+z entonces
también van a existir, un ¢1 en v y un c2, a no tiene que ser |
mismo bl, a no necesariamente, ..., por que este cero si esta en
Z y yo tengo por hipétesis que v+w = v+z y un vector cualquiera
en v+w, entonces existe un vector en vy en w tal que tal que el v
lo puedo escribir como la suma, pero esto igual a eso entonces
existe un cun cl en v, ..., tal que el v lo puede escribir como
cl+z, ya entonces supongamos que asumo que son distintos
entonces b seria igual a c1+ c2, si, ya

: ¢, Qué rol estan jugando las bases ahi?
: hasta ahora ninguno

: Hasta ahora ninguno...

. Espere, es que estoy viendo en que ocuparla... ya, entonces yo
se que este esta en Z y este esta en v2, por lo tanto puedo decir
v2 va a ser igual a v menos bl y que c2 va a ser igual a v menos
cl, si,conclen V... aver... c2, porque deberia llegar que... a no
estoy confundido... ya v2 donde esta, en W, entonces... las
bases, entonces v2 va a ser igual a la sumatoria de quien, de v =
1 hasta n, de alfa i menos la sumatoria, quien es b1, veamoslo en
v, espéreme, ah este es bl, se supone, supongamos que este es
bl yay el v esta en v mas w, a ver espéreme, cl y bl ;donde
estan?, estan en v, si, entonces aqui si yo multiplico por menos y
sumo tendria que c1 menos bl es igual a b2 menos c2, pero b2
estaen Wy c2enZyblycl estan donde en V, es decir el b2
menos c2 lo podria escribir como una combinacion lineal de esta
base

. ¢,S0lo de esa base?
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: B2 menos c2 si, porque el cl y el bl estan en V entonces los
podria sumar...

. 'Y éstos, esta pensando en eliminarlos.

. Claro, es como multiplicar por menos y sumar hacia arriba
entonces aqui me queda...

: Cuénteme que es lo que le quedaria, asi haciendo esa cuenta
que usted esta pensando en su mente.

: Ah ya, entonces aqui voy a multiplicar por menos 1, me estoy
desordenando bastante, no, eso no se hace, entonces b2 - c2
seria igual, multiplico por menos, menos, mas, c1 menos v, ya
ahora esto de aqui esta en Z y este de aqui en W, este de aqui
esta... a ver estoy dando jugo no mas, o sea lo estoy haciendo
mal, o sea no sé si mal ... porque yo al principio parti diciendo
que tengo uno aqui en V+W y nada que ver, porque para eso ... Yy
yo quiero llegar a que W = Z, entonces deberia darme un vector
en ... y ahi empezar a trabajar y llegar a que ese vector también
esta en Z y después devolverme, quizas por eso este camino en
el fondo esta mal, ¢ puedo usar otra hoja?

: Si, anotemos 5 y si quiere puede empezar usted de nuevo.
: Entonces voy a decir sea v en W, con la hipotesis que...

: cuando dice hipodtesis, esta pensando ;en qué parte?
. en ésta de aqui... ya, V+W, porque explico toda la... 0 no?

. ... usted empezd con una muy buena idea para su problema que
tenia dos categorias, de dimension finita y estaba tratando de
elaborar un argumento que se cumplia o no se cumplia, no me
quedo claro el argumento que estaba tratando de elaborar, ¢ para
qué si o para qué no?

. Para que si, de que si se cumplia.

Entonces lo que esta tratando ahora es de recuperar el
argumento que se le puso confuso.
. Si, en realidad bastante

. Claro porque usted me dijo que tenia unas bases traté de
elaborar elementos.
: Claro, pero nunca ocupe las bases, entonces...

: Entonces podria recuperar algun argumento.
: El argumento de aca...

. Es la hora de recuperar o crear uno nuevo, aca no sea dado
cuenta como lo ha trabajado, un argumento nuevo o pensar en la
otra categoria, porque tenia 2 categorias uno de dimensién finita,
de dimension infinita.

. Si tenia dos categorias, pero quizas igual se puede hacer pero
quizas para cualquiera y dé una, entonces, yo me di un vector
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ahi, que saco con darme un vector ahi, porque este vector va a
existir, porque si v esta en W, entonces va a existir un vector en
V+W y va a existir un vector en V tal que la suma de ellos sea
igual a este vector.

: Ya anotemos, a lo mejor ahi lo ayuda para...

. ... ya entonces existe aqui, un al donde en V y existe un a2 en
V+W, tal que... a2 sea igual a al mas v, ya y tengo que llegar a
que v esta en Z, entonces yo sé por hipétesis que esto es igual a
V+Z, es decir también va a existir un a3 en Z tal que, esto es a2,
tal que, espéreme... tal que a2 sea igual a quien, a al, no, a3

: Debido a esto.
: Claro, debido a eso,

: Asi lo fundamenta, debido a eso.

: Claro, por esto, entonces aqui va a existir... 0o sea, voy a
multiplicar por menos uno aqui y voy a sumar hacia abajo,
entonces me va a cancelar ese y me va a cancelar ese y me
queda que el vector nulo es igual a v — a3, por lo tanto, v = a3, V
estaen Z.

. ¢,A donde queria llegar usted? A que v estaba
: Ahi.

: Entonces, ¢,qué puede decir de la informacion?

: Que es verdadera, o sea hasta aqui no puedo decir que es
verdadera 0 sea que al parecer es lo mismo de atras para
adelante que de adelante para atras, o sea le puedo decir los
pasos son reversibles, esta bien lo que estoy diciendo, o sea no,
0 sea aqui demostramos que W esta contenido en Z, entonces
para Z contenido en W los pasos son analogos, si.

: Entonces, eso era valido para la primera categoria.
: No, para la... categoria.

. Entonces usted puede concluir aca.
: Si, que no es necesario dividir o por concluir que Z=W.

: Puede concluir que Z=W ; para qué?
. Pero es que ;a eso va la pregunta?,
ahora...

le pregunto a usted
: No, porque aqui dice la pregunta ; W=Z7?

: Si, entonces...

: Es que usted me dividié en dos categorias y llegé a que esto se

cumplia para la primera categoria, entonces me tiene que decir
algo para la otra categoria.
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: Luego W=Z, sin embargo, no es necesario dividir en categorias,
ya, el problema es, o sea no es problema, me quedo dando vuelta
algo... ya aqui dice ... existe un v y un a2 en V+W que es igual a
V+Z, tal que esto se cumple, mi pregunta va, o sea no se si es
una pregunta, pero mi inquietud, que no me la aclaré todavia muy
bien es que si necesariamente este vector ¢ va a ser igual a ese?

: ¢,Por qué duda?
: Porque pueden ser diferentes.

. 'Y ¢Por qué pueden ser diferentes? ;Qué le hace pensar que
pueden ser diferentes?

: Que... en realidad eso es mi inquietud, porque como que no
estoy muy se seguro de si sea asi, porque si fueran suma directa,
ya ahi si, porque van a ser unicos, ¢,pero si es suma?, si es suma
el a2 esté en la suma, entonces no necesariamente estos
vectores van a ser unicos.

: 'Y eso ¢ le hecha a perder su argumento?
: De cierta forma si, pero quizas yo me estoy dando vueltas en
algo que no hay que darse vueltas.

. ¢ Usted cree que lo que ha hecho, es una buena aproximacion a
la respuesta?

¢Una buena aproximacion?,
aproximacion.

no sé si buena, pero una

: A ver, y una consulta... ¢usted podria haber respondido o se le
ocurre alguna forma sin tener que recurrir a elementos?, por aqui,
usted recurrié a elementos del espacio, usted dijo V en W, ;a
usted se le ocurre en su mente algo sin tener que recurrir a
elementos, sino que pensar en el espacio completo, en el puro
espacio, para elaborar el argumento?

: Si, al principio habia pensado algo como que aqui puedo sacar
que...

. O tiene que ir a los elementos, porque esa es una cosa
importante para nosotros, entonces me podrias decir si se le
ocurre o su mente piensa en algo...

: Si, al principio habia pensado, aparte de estos elementos, que
quizas puedo sacar algo con los conjuntos, claro, decir que V+W
intersectado con el complemento de V+Z tiene que ser igual al
vector nulo y quizas empezar a trabajar con teoria de grupos

: Ya, entonces anotemos eso, porque eso también es una cosa
importante, porque seria otro argumento.

. otra forma seria, por ejemplo, es que no sé a lo que voy a llegar,
otra forma podria ser trabajando conjuntisticamente.
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: Que parte en particular trabajaria conjuntisticamente, aunque no
visualice bien, tenga nublado eso.
: O sea V+W=V+Z hay que trabajarlo.

: ¢, Qué se le viene a la mente hacer ahi?

: Por ejemplo decir que esto, de esto puedo concluir que V+W
intersectado con el complemento de V+Z tiene que ser igual al
vector, o sea al vacio... pero ahi tampoco conozco otra forma de
emplear la suma, porque la suma no necesariamente es la unién,
no siempre es la unién.

: Entonces ahi las propiedades conjuntisticas habria que...

: Expandirla, o sea hacer como una expansion con la suma y todo
ese asunto que no conozco, por que no sé si la suma, por
ejemplo, de... la suma del complemento es el complemento de la
suma.

. Claro, son detalles que habria que afirmar, si entramos por ese
camino.
: 'Y quizas no se tampoco si aqui se puede distribuir

: Pero son caminos.
: Aunque si se podria seria... aunque si yo sabria de algebra asi
conjuntista con la suma y los complementos

: ¢,Cree que seria un camino viable?

: Si, porque no sé, aqui puedo suponer que el complemento pase
para adentro entonces tengo V complemento mas Z
complemento, entonces paso para alla y distribuyo entonces va a
quedar V complemento inter V va a ser vacio, luego V
complemento esto va a ser esto no mas y luego como la
interseccion de eso sumado con V con Z complemento, V inter Z
complemento y W inter V complemento, haber espere... claro ahi
quizas podria armar algebra pero no conozco propiedades asi...

. Pero estaba pensando ahora que quizas puedo encontrar un
contra ejemplo para esto para que no se cumpla, por que estaba
pensando que esto se cumple pero puedo afirmar que esto se
cumple cuando es suma directa, cunado es se cumple asi pero de
una.

: Vamos a dejar anotado aqui, cuando es suma directa

: Si V es suma directa W es igual a V suma directa Z, entonces
W=Z y se afirma esto con certeza, si porque aqui no voy a tener
“existe” si no “existe unico”.

: Su argumento tenemos que dejarlo aqui... 5.1 vamos a dejar

aqui para que se vea la pregunta, entonces usted diria que si es
suma directa no habria problema.

198



[147ES1]

[146E]

[148ES1]

[147E]
[149ES1]

[148E]

[150ES1]

[149E]
[151ES1]

[150E]
[152ES1]

[151E]

. Claro. Porque se cumple inmediatamente, porque existe unico,
entonces porque la existencia de los vectores es unica, es decir
que tengo v en W, entonces que voy a tener, que existe un unico
al en V y existe un unico... es que estaba pensando que quizas
no necesariamente el elemento de la suma va a ser unico, pero si
es unico, entonces existe un a2 perteneciente a V+W=V+Z, tal
que el a2 va a ser igual a al+v, es decir existe un unico a3 en Z,
tal que el a2 sea igual a al+a3 entonces ahi suma directa y con
esto se concluye que v=a3 que esta en Z, por lo tanto, W esta
contenido en Z, después los pasos analogos, por ahi
certeramente lo podriamos decir.

: Entonces ahora que usted me dice certeramente si hay suma
directa si, ¢, Cual seria su respuesta para esta pregunta?

: Claro que quizas podria encontrar un contraejemplo de esos
espacios que no necesariamente sea igual, por ejemplo ..., o0 sea
por ejemplo, tengo IR3, ya, la afirmacién no es verdadera,
entonces voy a decir W+V=, o sea, esto por hipotesis tiene que
ser igual a V+Z, entonces V= no sé, el generado por el (1, 0, 0).

: Lo que sea mas facil para usted.

: Por el (0, 0, 1) e inclusive yo diria por el... (0, 1, 0), lo vamos a
hacer mas facil todavia, entonces W = no sé, (1, 2, 1) y Z = al
vector nulo, incluso si quiere Z el generado por el (1, 5, 4), (0, 8,
9), ya sabemos esto por hipétesis, pero Z es distinto de W

. ¢ Y esto se cumple?
: Y eso se cumple, si, porque aqui ya tengo al generado, por que
eso ya sé que es IR3.

: Ah, le sumé el 0

: EI' W puede ser (1, 2, 1), el Z puede ser el 0, a no, a ver el 0 si
es espacio vectorial, si, si puede ser.

: Entonces, ¢,cual puede ser su respuesta final?

: Que esto que la afirmacion no es verdadera, solo para suma
directa.

. Etapa superada, pasemos a la otra.
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Pregunta 6

: ¢ Es Q un espacio vectorial sobre IR?, no, o sea yo sé que las
propiedades de espacio vectorial son las que habiamos
mencionado anteriormente, con que una no se cumpla estamos
listos entonces por ejemplo, eso quiere decir que los escalares
que yo multiplico tiene que ser reales, entonces si alfa igual a pi,
entonces para todo g en Q, yo sé que pi por g va a estar donde,
en Q complemento, por lo tanto no, no es espacio vectorial sobre
IR.

. El otro.
: ¢Es IR un espacio vectorial sobre Q? si, si, claro es, es grupo
abeliano

: ¢, Quién?, ;Por qué hay dos conjuntos?
. IR, con la suma, ademas, ya ahi tengo que tomar uno con suma,
ademas se que Q es cuerpo.

: Para que sea cuerpo ¢ Cuantas operaciones tiene que tener el
conjunto?

: Dos, suma y producto... entonces Q es cuerpo, se que va a
cumplir las propiedades, entonces yo sé por ejemplo que alfa +
beta, es que no se si sea necesario anotarlas, yo se que éstos
son racionales.

Pregunta 7

: Pero, ¢ese es una axioma que debe cumplirse la conmutatividad
del producto?
: Donde lo escribimos antes, no, no estaba.

: O sea ¢4 usted esta agregando otro axioma?
: claro.

. ¢ debe cumplir ese axioma para ser espacio vectorial o solo es
abeliano el grupo con la suma?

: Ya, ese ya tiene que ser grupo abeliano, esto ¢tiene que ser
asi? Parece que no por que esto esta en el vector, no.

: Por qué me esta cambiando la axiomatica de los espacios
vectoriales.
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: Ya, entonces borremos eso y pongamoslo asi... entonces aqui
deberia ser igual esto, yo se que este es el producto, entonces en
realidad esto es alfa v producto...

1Y ¢Qué es lo que es esto segun su definicion?

: Segun la definicion, seria, a no estoy... olvidese es que me
confundi, el escalar elevado a los vectores, por eso que yo estoy
aqui, me enrede con la conmutatividad, escalar elevado a los
vectores, no el que esta a la derecha y a la izquierda, entonces
esto seria, alfa elevado a v por w.

: Ya... y ¢Qué es lo que es eso?

: Parece que no me va a cumplir, entonces esto seria v+w, a no,
cumple y todo esto elevado a alfa... entonces si cumple, si, el
otro, que tiene que cumplir, el cero, entonces que debe cumplir,
que el cero por v, {Qué v? el escalar elevado a... daria cero
elevado a v y quien es esto, cero, o si cumple, ya.

. ¢ Estaria faltando?

: El uno, ah ese no cumple... uno por v, ah no me va a cumplir, 1
por v seria 1 elevado a v, y esto es 1... y esto no necesariamente
es..

: ¢Que paso?

: no me cumplié 40 no?...

: ¢,Cuando cumple?
: Cuandoelves1.

: Cuando el v es 1y Qué otro caso?
: cuando el v no puede ser 0, por que el v supuestamente esta
aqui, en ningun otro caso.

: En su multiplicacion usted dijo alfa elevado a v, medite eso un
poco.
. ... alfa, que pasa si digo beta elevado a v.

. La otra posibilidad podria haber sido, anétela aqui

: Le voy a poner tongo... de IR2 a IR me queda (alfa, v) y lo envie
a... a v elevado a alfa, a ver veamos si cumple, tendria aqui alfa,
ya yo se que esta la va a cumplir, sip por el 1, esta la cumple,
esta... esta no la cumple.

: ¢, Cuanto daria eso?
- Estoda ...

:Y... ¢$1 no es el vector nulo?
: Ah si, tiene razon.
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: Porque este es el vector nulo, o es un cero real

: no, es el vector nulo o sea, si es un cero real jesto de aqui?... a
no, es el vector nulo, ses el vector nulo de quién? De este
espacio y dijimos que el vector nulo de este espacio, a no, no, no,
lo hemos visto.

: Si lo vimos hace rato pero usted se olvid6 4Cual es el vector
nulo de ese espacio?
: Eluno.

: El uno, asi que anételo para que no se le olvide cero vector
¢ Qué es?
: El cero vector es el uno.

: Ahora recapacite toda la respuesta.

: Ya, a ver, aqui me deberia dar el vector nulo y claro que me da
el vector nulo, ¢si?, con esta operacién... ya aqui me daria v
elevado, pero aqui este v, entonces este v el neutro y ¢ Cual es el
neutro de aqui?

: El neutro es el vector nulo.
¢el mismo vector?, o sea que el 0 igual al 1 ;Cémo? No
entiendo.

: No, porque ese 0, ;Cual cero es?
: Este cero en realidad es el vector nulo.

: Entonces el vector nulo es el uno.

. El vector nulo es el uno, si ya, entonces yo acabo de verificar
que hay con este operacion nueva este se cumple, pero ahora mi
pregunta es: este entonces ¢ quien es? Este es el neutro.

: Ese, ese uno 4Qué uno es ese?, ese uno esta en el cuerpo o
esta en el espacio.

. Esta en el cuerpo, entonces es el 1 y aqui si cumple también
porque Vv elevado a uno es v, entonces si cumple, entonces bajo
esa operacién si cumple.

. Entonces cual es la operacién indicada dice usted.

. espere, ¢Qué quizas con esto no cumpla?... entonces voy a
definir una operacién, seré un poco mas ordenado, de IR2 hasta
IR, entonces de tal forma que tomo un alfa y un v y aqui lo envio
a beta elevado a..., ya entonces yo ya se que el vector neutro, o
sea que en realidad el cero de IR con la operacion esta me va a
dar v elevado a cero que es uno, pero uno es el elemento neutro
del espacio... entonces, después, el uno con esta operacion
tongo de v, ¢ Qué es eso?, seria el v elevado a 1, el uno de quien,
el uno de IR, o sea esto es v, cumple, se cumple que alfa mas
beta es igual, ya quien es alfa + v por esto, esto es, como esta
definido, alfa por v... y esto quien es, esto es v... aqui no me
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cumple, aqui no me cumple, ¢Por qué no me cumple?, porque
alfa tongo de v + beta tongo de v, ;Quién es este?, este es v
elevado a alfa, ¢Quién es este? Este es v elevado a beta, pero en
realidad es un por, entonces por y me queda beta, alfa mas beta.

. ¢Quién es alfa + beta? ;Ese es alfa + beta en el cuerpo o los
vectores?
: Esto es... en el cuerpo.

: Y eso ¢ Qué es lo qué era? ; Estos estan donde?
: En el cuerpo.

: 'Y por qué los escribe asi si estan en el cuerpo.
: No sé, entonces ahi se cumple...

: Entonces aqui ¢ Qué es facil aqui? ¢ Qué le paso ahi?

: Ahi no me concentre o no tome atencidén que estos estan en el
cuerpo entonces, la suma que esta ahi en cuerpo en realidad no
es la suma que esta definida aqui del producto, sino que es una
suma de reales.

. Entonces hay que estar atento si se esta donde.

: En IR o el espacio, entonces eso es importante, entonces aqui
deberia cumplirse que beta, o sea v + w alfa, alfa es el escalar,
entonces esto ;Quién es?, por definicion...

. Usted tiene bien anotado todo, asi que no deberia pasar esas
confusiones, si es que no se distrae.

: Entonces esto es ¢ Quién va a ser esto?, yo se que esto esta en
el espacio esto va a ser beta por w, pero esta echa por esta
operacion, todo eso, entonces eso va a ser todo esto elevado a
alfa y esto ¢ Quién es?, por propiedad de reales esto es v elevado
a alfa por w elevado a alfa, pero esto en realidad ¢Quién es?,
como esta definido, esto es v alfa + v alfa, pero esto en realidad
es alfa... entonces con tongo IR-{0} es un R-espacio vectorial.

: Etapa superada... queda una de las ultimas, las otras son de

rutina, esta es reflexién, las otras son rutina que quedo de su
Curso.
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Pregunta 8

: Calculo y cosas... sea V subconjunto de IR3 tales que X, y, z
son mayor que 0, un espacio vectorial con las operaciones
suma... suma de vectores que... con (u, X, y) y v igual... o sea
multiplica componente a componente en V y que supuestamente
el escalar con la operacion circulito con el u, es cada uno de los
vectores elevado a ese escalar.

: O sea es parecido a lo que usted hizo en la otra pregunta, le
copie la idea.
: Se W el sub-espacio de todos los puntos de V situados sobre el
plano z=1, sea W el sub-espacio de todos... ya, ¢ esto es mayor o
mayor-igual?

: Mayor que 0, cada uno mayor que 0.
: Pero si es mayor que cero, el vector nulo no va a estar ahi...

: Entonces deberia preguntarse usted...
: Ah, ya.

: Eso que pensd le hizo corto circuito en su cabeza, entonces
habria que pensar y reflexionar cual sera la respuesta para esa
pregunta, pero primero digame aqui para saber.

: Escriba dos vectoresde W... (1,2, 1) (4, 5, 2)...

. A ver, leamos de nuevo el W.
: Todos los vectores en IR3 tales que x y z son mayores que 0, o
sea la suma de las coordenadas.

: Yay... $Quién es W?, es un sub-espacio de este donde que
requisito tiene.
: A ver, Z es el sub-espacio... eso es falta de concentracion.

: Pasamos ahora a responder el 2.

. ¢,Cual es el vector nulo de W?, sea W el sub espacio de todos
los puntos de V situados en el plano z =... 0 sea son todos los
puntos de V tales que z = 1, espere lo voy a anotar, W es igual a
los X, y, 1 tales que x, y mayores que 0, ya entonces, quien es el
vector nulo de W, entonces que debe cumplirse para el vector
nulo, que... espere es que me estoy acordando, debe cumplir la
propiedad del vector nulo ¢, Cual es esa propiedad?, a por ejemplo
que el escalar 0 con la operacion en este caso circulito del vector,
me tiene que dar el vector nulo, y alfa aqui... ya en IR, entonces
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voy a tomar el 0, voy a hacer la operacién circulito con un vector
cualquiera, con un vector no sé...

: Pero ese 0 es el cero del cuerpo que se esta tomando.

: Si, IR, (X, y, 1) y esto ¢Quién es?, estoes (1, 1, 1) y esto es el
vector nulo de W.

: Entonces el vector nulo de W es (1, 1, 1), entonces anote eso

: Esto es... el vector nulo de W, ya ahora es el vector nulo de W,
porque que otra propiedad debe cumplir... a si también por que
se que al sumar con otro me va a dar el mismo.

: Entonces se le olvido chequear que...
: Ya ahora... ya que el (1, 1, 1) suma, entre comillas con (x, y, z)
es igual a (x, y, z), ah pero este es uno.

: Entonces eso se cumple, ahora eso le da mas fuerza, a qué?
: A que es el vector nulo, a afirmar eso.

: Ahora el punto 3.

: Sivesigual (3, 2, 1) en W Quién es —v?, supuestamente —v es
eI escalar -1 con la operacion circulito con el v, o sea me estan
diciendo quien es -1 con la operacion circulito con el (3, 2, 1), eso
es —v, no nada que ver eso no es —v, -v es que al yo tomar —v y
hacer la operacion suma entre comillas con el v, me tiene que dar
el vector nulo, ese si, es decir...

: ¢,Por qué ese lo desecho?

: Porque eso no me sirve, porque no puede comprobar nada por
que ahi lo esta haciendo operatoriamente, pero no como
axiomaticamente, entonces ;Qué debe cumplir —v?, que (3, 2, 1)
con la suma... supongamos que este es —v, (X, y, z) tiene que ser
igual a quien, al vector nulo, el vector nulo es el (1, 1, 1), ah ya,
¢ Quién es —v? supuestamente se multiplica componente a
componente y como son vectores se igualan coeficiente a
coeficiente.

: ¢, Qué daria mentalmente ese resultado?

: Ya, me da lo mismo, x = 1/3,y = 72,z =1... €50 €s menos Vv, pero
que en realidad es lo mismo que yo estaba diciendo al principio,
pero esto era como mas, siento yo que esto era como no tan
axiomaticamente, sino como mas algoritmicamente.

: Algoritmicamente y esto era fundamentado en axioma.

: Eso creo yo... los vectores... son linealmente independientes,
no, si, a ver... lo multiplico... por 7, ¢Son linealmente
independientes?... ah ya... si, si son linealmente independiente,
porque si hago una combinacion lineal de ellos, los escalares van
a ser cero, pero también puede ser, quizas mas elaborado, por
ejemplo que tengo el punto (2, 1, 1) en el espacio, 2, 2, 2 1
entonces tengo el %, 72, V2, 1, entonces puedo decir que con esos

205



[200E]

[202ES1]

[201E]

[203ES1]

[202E]
[204ES1]

[203E]
[205ES1]

[204E]
[206ES1]

[205E]
[207ES1]

[206E]
[208ES1]

[207E]
[209ES1]

dos vectores puedo generar un plano, es lo mismo, decir o uno
que lo otro... entonces, a ver como era tengo dos vectores, hago
el producto cruz... entonces el plano va a ser todos los vectores
tales que son perpendiculares hasta...

: Ese argumento geométrico que esta usando es para decir que
son LI, entonces escriba.

: O sea, es que puedo generar un plano, si pero que no se que
me sale mas largo, porque quizas la comb...

: OLo que usted crea que es lo mas claro, cual argumento para
usted es...

: Pero yo voy a poner por una cosa de mas rapido... alfa por (2, 2,
1) + beta por uno dos, uno dos y esto es igual al vector nulo,
igual al vector nulo de W, entonces estos alfas son escalares,
pero igual me deberian seguir dando cero...entonces alfa y beta
me deberian seguir dando cero, 2,1/2,1 1, 1, 1, entonces este se
hace 0, entonces puedo decir, ¢anoto las operaciones que hago?

: No, ahi ¢ los puso en una matriz?

. Si, entonces a esta le voy a sumar menos 1... me quedaria 2, %,
1000,111, entonces yo a eso..., al restarla perdon me va a
quedar... o sea a esto le estoy restando -2, %2 me corro dos, esto
es lo mismo que decir 2 — 2 que es 3/2 y luego le coloco menos,
menos 3/2, -3/2 igual a —y estoes 0 0 0, 1 1 1, entonces aqui
multiplico por menos 1, multiplico la primera por menos 1 me da
mas, lo multiplico por 2/3 me va a quedar 2/3, este 1 entonces la
sumo hacia abajo me va a quedar 0 1, no voy a anotar la
columna... se la reste una vez esto me va a quedar 0 1 1/3
entonces a que llego que alfa es igual a 1/3 y beta es igual a 2/3.

: Conclusion.
: Por lo tanto son LD...

: ¢, Qué le paso?

Supuestamente, estd bien lo que estoy argumentando,
supuestamente igual al vector nulo del espacio que en este caso
seria el 1, sin embargo da lo mismo cual sea ese vector nulo los
alfa y los beta me deberian dar cero, de quien, del cuerpo.

'Y ¢le dieron 0?
: No, por lo tanto son LD.

. ¢ Por qué no coincide con lo que usted estaba dando con su
argumento geométrico?
: Porque aqui el vector nulo no es el 0.

: Entonces en su argumento geométrico el vector nulo era quien.

: Era el 0, ahi el vector, en el argumento geométrico era el (0, O,
0).
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Y en realidad, ¢ Quién era?

: Era el (1, 1, 1), entonces por axiomatica creo que ahi tuve un
curso que la diferencia de los vectores ya no era como el 0 0 sino
como que era el vector nulo, entonces aqui igual lo podria haber
hecho asi, tomarlo como el 1 1 una cosa asi, ya ahora la
pregunta, el conjunto (3, 3, 1) 1 3 3 1, es una base para W... ;es
una base para W?, esta claro que genera W, o sea esta claro que
genera, ¢lo puedo llamar B? entonces el generado por B... a no,
no, no se si genera, espereme... entonces me voy a dar un
vector, por ejemplo (x, y, 1) en W, entonces este vector (x, y, 1)
como lo puedo escribir, lo puedo escribir como... x por el (1, 0, 1)
+y por el (0, 1, 1)... entonces aqui por ejemplo...no, no me sirve,
aver...

: Cuando usted estaba diciéndome hace poco rato, si genera ¢ por
que tan instantaneo y después se arrepintio?

: Porque tenian 3 coordenadas y el ultimo era un uno, entonces
esos estaban en W, pero no necesariamente iban a generar, por
que no se si los pueda escribir como la suma de, que cualquier
vector de W lo puedo escribir como la suma de ellos, entonces, es
una base de W... el conjunto de estos tales que z = 1, la otra
propiedad, entonces... ya, voy a ver si puedo encontrar escalares
de tal forma que el (3, 3, 1), o sea que el (1, 0, 1), o no es lo
mismo de que el (1, 0, 1) lo puedo escribir como combinacién
lineal de ellos y el (0, 1, 1) lo puedo escribir como combinacién
lineal de ellos o viceversa que este lo puedo escribir como
combinacion lineal de ellos y esto lo puedo escribir como
combinacion lineal de ellos.

. ¢,Por qué eso si es una base?

: Claro esto si es una base, claro, porque son LI, o sea le puedo
poner, quizas no es necesario demostrarle porque igual es como,
seve...0,1)estoes LI, ya...

: Ocho...
. ... Entonces, que puedo decir, no se, voy a decir un vector
cualquiera, entonces un vector cualquiera (3, 3, 1), va nada que
ver, (3, 1/3,a) o mejor pongamosle el numeroel101yel011y
aqui va el, jhay! lo borre, 3 3 y aqui va el 1 1, ya entonces eh por
ejemplo.

: Puede hacer operaciones.

. Si, aqui puedo multiplicar por 1/3, por 1/3 y se la sumo al de
abajo.
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: ¢, O laresta o la suma?
: ¢,Como?

: ¢, O laresta o la suma?

: Va, la resto, entonces aqui 3 1/3 1 y 0, aqui multiplicamos por un
tercio, 1 1 0 1/3, verdad, se le resta al de abajo, entonces me va a
quedar 0 0 0 1 y esto 1/3, 1/3 menos 2/3, ya entonces que puedo
concluir con esto.

. A ver, repacemos de nuevo, este era 1.
: Multiplique por 1/3.

: 'Y donde multiplico el -1 ¢aqui o aca?
. Alla arriba y se la sume al de abajo.

: Entonces -1+1 es 0, -1 por que tiene -1...

:EI001yesoes 1/3 2/3, ya, pero con esto que puedo concluir
hasta aqui, que... aqui, mire esta parte de aqui, que aqui, esa
parte no... o sea esto con esto hasta aqui no mas, o sea para eso
el sistema, o sea no existen escalares de forma que yo pueda
escribir como combinacion lineal el (1, 0, 1) a partir de los otros
vectores.

: 'Y entonces ¢ Qué pasa?
: Por lo tanto, puedo decir que no es base.

: Por quE seria una contradiccién.
: Porque...

: Entonces pdngale ahi, 0 = 1 contradiccion.
: Claro, entonces de aqui obtengo que 0 = 1 y esto es una
contradiccion, por lo tanto no es base de W.

: ¢, A lo mejor es base de otra parte?
: Claro, pero no de todo el espacio W.

: Esas eran las preguntas hasta ahi...

: Entonces ahora las preguntas que vienen, que son tres: 9, 10 y
11 que son de rutina que miden los algoritmos y... como con
algoritmos usted podria responder las preguntas... ¢ Qué le pas6?
¢ Le quedo dando vueltas algo aqui?

: No, es que estaba pensando si, porque si no son LI, si esto no
es base, si estoy afirmando que no es base, entonces esto
deberia ser LD, ahh si LD, por que estan W, entonces si es LD
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deberia poder escribirse como combinacion lineal uno respecto al
otro.

.Y se puede?
. Al parecer no

: Eso que usted esta diciendo, que los vectores de un espacio son
LI o LD, no pueden ser vectores no mas, o sea la dimension del
espacio tiene vectores LI, LD y no tiene “vectores no mas’,
entonces ahi estamos entrando en una discusion también.

: Claro.

: ¢, Como son los vectores del espacio? Son LI, LD...
: No puede ninguna relacion entre ellos, tiene que haber una
relacion.

. Entonces usted argumenta, cuando yo digo: los vectores de un
espacio vectorial pueden ser LI o LD.
. Si, si...

. Entonces usted esta diciendo que no son base entonces no son
LI 4 Cémo son esos?
. Esos, deberian ser LD.

:Y ¢sison LD?
: Deberia encontrar un escalar de tal forma que pueda escribirlo
como...

'Y ¢existe alguno?

: No, pero es que... a ver, espere aqui y aqui también... ;0 no?,
ah no sé, es que lo que pasa es, ya por ejemplo aqui esta
multiplicacion en realidad ¢ Qué es? Es la operacion circulito, y la
operacion circulito Qué es lo que hace?

: Veamos alla.

. Eleva, o sea en realidad estoy resolviendo una ecuacion, a ver
por ejemplo voy a ver si a lo que llegué es cierto, 1/3 si... pero me
queda raiz... me queda esto elevado a 1/3, esto elevado a 1/3,
uno, mas esto elevado a 2/3, todo eso es 2 y la suma esta
definida como que multiplico escalar, escalar, o sea 1/3 o sea a
ver 2 elevado a 1/3 por 2 elevado a 2/3 si esto es raiz cubica de
2 por raiz cubica de... esto es 2 perddn, por raiz cubica de 74y
esto es raiz cubica de 72 y esto es distinto de 1.

. ¢, Qué paso?

: No se cumple... no se cumple que me da 1 me deberia dar 1,
por lo menos para la primera coordenada, entonces que le estoy
diciendo yo, recopilando a la tercera parte, ¢ que dije yo?
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: ¢, Volvimos a la tercera?

Si a la tercera, va, a la cuarta... ;son linealmente
independientes?, entonces yo llegué a que alfa era 1/3 y 2/3, o
sea que quiere decir, que 1/3 con el circulito y el (2, 2, 1) con el
mas supuestamente, mas el 2/3 con el circulito a que, a1 a2 %
Y2 1 ¢deberia ser quien?, el vector nulo. Ya, esto ¢Quién es?,
esto es: raiz cubica de 2, raiz cubica de 2, 1 mas ¢Quién?, raiz
cubica Y4, raiz cubica de V4, 1, verdad, ya pero esto como esta
definido multiplicacion componente a componente, o sea esto va
a ser raiz cubica de %, raiz cubica de %, 1 y este es distinto del
vector nulo entonces no cumple tampoco, entonces hay que
hacerlo de otra forma

. ¢, Qué paso6?
: Que en realidad de nuevo me paso eso de que no tome en
realidad como me estaban definiendo la operacion.

. ... La operacidn, sino que yo me imagine una operacion...

: Claro, entonces otra vez, entonces en realidad tengo: alfa
circulito (2, 2, 1) mas 2/3 circulito (2, 72, 1) igual al (1, 1, 1),
entonces esto ;Quién es? esto es...

DE AQUI EN ADELANTE, BAJA LA CALIDAD DEL AUDIO.

[236E]
[238ES1]
[237E]

[239ES1]

[238E]
[240ES1]

[239E]

: Beta... elevado a beta, uno, perfecto (1, 1, 1).
: entonces, Como dos alfa por 2 elevado a dos alfa por %
elevado a...

. ... Vamos a tener dos hojas aca, para que la pantalla nos mire...
pongamosle 8.2, 8.1...

. Entonces que me va a quedar, me va a quedar ese es %
;cierto? entonces me quedaria... me quedaria 2 elevado a alfa...
2 elevado a alfa menos beta... 1, esigual (1, 1, 1)... entonces que
deberia pasar aqui, que 2 alfa menos beta sea igual a 1, por que
la misma condicion ahi... y esto es 2 elevado a 0, por lo tanto
aplico logaritmo... y me queda alfa igual a beta...

: Alfa igual a beta.
: Pero esto no me dice que sea el 0.

: Entonces ¢ Qué pasé?, el alfa tiene que ser igual al beta no mas
puede ser 0, puede ser 3... ; Qué significa entonces?
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: El 4, los vectores... ¢son linealmente independiente?, no.
Respuesta, entonces, nueva respuesta, ;a qué habiamos

llegado?

. Anteriormente, a que eran LI o sea que eran LD.

: ¢, Y a qué habiamos llegado ahora?
: A que también son LD, pero llegamos a que los alfa y los beta
no necesariamente son esos...

: Sino que son éstos, pero no necesariamente son O...
: Nueva respuesta, entonces efectivamente son LD.

: Pero con un argumento de acuerdo a que..

: A las operaciones... el conjunto W es una base . entonces tiene
que generar y ser LI, entonces veamos si es LI primero, si no es
LI inmediatamente Io descartamos... beta circulito (3, 3, 1) y ésta
quién es, es 3 elevado a alfa por 1/3 elevado a beta...

. ¢entonces son?

. LI... ya, voy a demostrar también que W tiene dimension 2,
entonces, a ya, aqui demostré que W tiene dimension 2... con
esto la dimension de W es 2.

1Y ¢ Cémo lo relaciona con esto?

: Que éstos son LI, y pertenecen al conjunto, entonces generan al
conjunto, lego son base, por lo tanto... como la dimensién de W
es 2y el conjunto V es LI, luego V generaa W...

. Etapa superada.

Pregunta 9

: Estos van a ser los x tales que los vectores en IR3... x —y...ya
ese es el generado por ese vector, ya esos vectores son LlI...
entonces, si este por ejemplo tiene dimensién 1° mayor, entonces
no deberia 0 sea no se cumple ahi...tiene la misma dimension y
ademas, este vector por ejemplo lo puedo escribir como
combinacion lineal de estos vectores y este vector también.

: Aver... ; Como?
: Como una vezel (-1, 1, 0) mas 0 veces...

¢ Y el otro?
: (-1, 0, 1) lo puedo escribir como...

211



[249E]
[251ES1]

[250E]
[252ES1]
[251E]
[253ES1]

[252E]

[254ES1]

[253E]
[255ES1]

[254E]
[256ES1]

[255E]
[257ES1]

[256E]
[258ES1]

[257E]

: ¢ Qué significa entonces?

: Que no son el mismo conjunto... porque si fueran el mismo
conjunto un v de aqui lo podria escribir como combinacién lineal
de ellos y como combinacion lineal de ellos.

. ¢, Quién despejo aqui? para yo saber.

: X... entonces al parecer no son el mismo conjunto.

. ¢,Cual es su argumento?

: Que ese vector de aqui no lo puedo escribir como combinacién
lineal de esos dos, entonces... (-1, 0, 1) no se puede escribir
como combinacion lineal de (-1, 1, 0) y (1, 0, 1), por lo tanto, el W
es distintode V... no

Pregunta 10

: Vamos a llegar hasta la 11 solamente, debido a las respuestas
que usted a dado... hizo bien los trabajos anteriores... hasta la
11... usted reconoce esas preguntas, se ha topado alguna vez
con eso...

: Ya entonces aqui como tengo tres, o sea me dan tres y arriba
tengo dos que se repiten y abajo tengo dos que se repiten,
entonces despejo una... entonces aqui arriba por ejemplo voy a
despejar “y” entonces va a ser z-x ... y t va a serigual a 2z — x.
: Entonces usted despejo, cuales, las que...

: Despejé las que se repiten...

. ¢, Por qué tiene que despejar las que se repiten?

. ¢, Por qué tengo que despejar las que se repiten?, para que, para
despues reemplazarla aqui hacer el despeje aqui, hacer la
descomposicion en funcion de estos mismos o0 seade zy de x y
eso va a ser como la combinacién lineal entonces eso va a
representar el generado, entonces porque x e y van corriendo
sobre IR...

: ¢, Qué pasa si despejo las que no se repiten?

: Si despejo las que no se repiten, no me sirven de nada porque
las voy a reemplazar, igual quizas voy a llegar a un generado
pero no voy a llegar a una base y lo que quiero es una base,
entonces me ahorro...

. ¢esas son técnicas que usted aprendio?
: Técnicas que uno aprende, para ahorrarse la pega, porque igual
lo podria hacer pero...

. Es para reducir trabajo.
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: Entonces, una vez que ya hice eso... va a ser las matrices de la
forma x (z-x)/2 esto z, 2z-x, con X, z... entonces aqui hago el
despeje y me va a quedar x multiplicado por el 1, -'2, 0, 2 mas el
z multiplicado por 0 2 1 2 con X, z en... entonces aqui tengo que
va a ser el generado 1, -2, 0, amas el 0 /2 1 2.

. ¢, Cual es la base?
: Por lo tanto, labase de V...
: O.K, esa es la base.

Pregunta 11

: Yo tengo una... los reales positivos sin el 0.

: Positivos no mas...

: Un R-espacio vectorial... estudiar la dependencia lineal de los
subconjuntos de V dados por... alfa circulito... por que aqui
tendria que cumplirse que el 0 con (a, b) cualquiera es el vector
nulo pero como esta definido esto.... Entonces yo de aqui puedo
llegar directo al despeje aplico logaritmo... logaritmo de 1 es 0,
entonces, por lo tanto beta es 0.... Como beta es 0, me da 1
entonces aplico logaritmo... por lo tanto s1 es LI.

: Ya.. veamos S2.
;... Alfa...

VUELVE EL AUDIO NORMAL

[264ES1]

[262E]
[265ES1]

[263E]

. ... Esto es igual mas facil, porque hay puros 1’s, entonces me
quedaria 1 elevado a 1, uno, 1 elevado a 1, igual 1, entonces
quedaria 2 elevado a beta 1, 2 elevado a beta igual 1, por lo tanto
beta igual 0, pero si beta igual 0, entonces... claro, alfa puede ser
cualquier cosa, entonces alfa en IR.

: ¢, Qué significa eso para nuestra pregunta?
: Por lo tanto, S2 es LD.

: Muy bien ha superado esto, etapa superada, muchas gracias.
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VIDEO ENTREVISTA —_ESTUDIANTE 2

Pregunta 1

: De aqui vamos sacando una a una las preguntas, son como
once para que sepa, entonces empezamos con la primera, hay
que escribir con esos lapices.

: Dice, se han definido sobre IR? las siguientes operaciones, suma
IR? con IR? en IR? y toma dos pares ordenados y los lleva en,
bueno se define asi, ya y la ponderacion, eh...

: ¢, Qué hace la ponderacion?
: Bueno eh... toma un escalar y un vector y lo lleva de esta forma,
lo multiplica.

: Perfecto, pregunta.

Entonces la pregunta es ¢Es IR? con las operaciones
anteriormente definidas un espacio vectorial sobre IR? Ya
entonces, bueno la pregunta induce a pensar en la definicion de
espacio vectorial y para comprobar hay que ir comprobando cada
una de las propiedades que, que, como se define espacio
vectorial.

: ¢, Cuadles son esas? ¢ Usted podria decirme? ;Si se acuerda?
: Mas o menos, eh...tiene que ser grupo abeliano con la suma.

: Anotemos eso, importante.
: IR2, que sea no se anota.

: Como usted lo anota, como usted lo anota.
: Si, en IR? si.

: ¢, Qué habia? ;Por qué habia dudado?

: Era porque pensé que iba el mas primero pero no, asi, eh tiene
que ser...abeliano y el producto escalar son cuatro propiedades,
entre eso tiene que distribuir eh por ejemplo los vectores tiene
que la multiplicacion sea distributiva y también con respecto a los
escalares.
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: Eran dos.
: ¢, Cual mas?

¢ Puedes anotar asi unas palabras que identifique a las
propiedades? Para saber qué me estas diciendo, ya tenemos
distributividad...
: Haber...

: Asi, para recordar yo este lo que esta pensando.

: Bueno cuando yo dije por ejemplo con respecto a los escalares,
me refiero a que tomo dos escalares ye eso se tiene que separar,
no si esta bien dicho, pero a eso me refiero.

: Pongamosle como usted me dijo, distributividad, usted me dice
cuantas hay.

: ¢esa es V corta o B larga?

N ONONININT] ,

: Ese es un...a los vectores de IR".

: ¢ Entonces tenemos dos?
. Si, tiene que existir un escalar tal que multiplicado por un vector
tiene que ser el mismo vector.

: Anotemos ese.
. Tiene...debe existir...eh bueno eso se llama elemento neutro,
debe existir elemento neutro.

: Le voy a preguntar ;Ddénde? Yo le voy a hacer esa pregunta,
elemento neutro ;Dénde?
: En el cuerpo, ahi hay tres y ¢ Cual mas? Eh...la otra...eh...

: Es que... ¢tiene alguna condicién esa? Algo mas me dijo usted.
¢ Cual?

: Ese, elemento neutro tal que y me dijo algo después.
: Que éste, que tenia que estar en el cuerpo.

: Si, y... ¢ Qué significaba eso? Que fuera neutro.
: Bueno, que al aplicar la ponderacion el resultado fuera el mismo
vector.

: Perfecto, ya eso es lo que queria saber, ya hay tres ahi.
: Si, bueno, la otra no me acuerdo.

: Dejémosla ahi no importa.

: Yo empezaria con la ponderacién, ;si?, ya eh...bueno, el
elemento neutro, si existe tiene que ser el uno, asi que vamos a
empezar por ahi porque yo pienso que deberia fallar.
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: Va a fallar, entonces si estaba pensando en que le va a fallar, es
que falla...que ¢ falla una de esas?
: Si.

: Vamos viendo.
: Entonces eh...no decir.

: Puedes tomar bebida si quieres.

. Si sea, uno perteneciente a IR el elemento neutro...para la...,
para la ponderacion entonces eh...tomamos el uno y un vector
cualquiera o sea uno por equis eh ,no vamos de nuevo, lo voy a
escribir de nuevo , uno ponderacion x coma y , y eso es igual a eh
nos vamos a la definicion y eso seria (x,-y) ya entonces
eh...claramente el uno no es elemento neutro porque toma el
vector (x, y) y lo lleva en el vector (x, -y) que es distinto.

: Perfecto y.. ¢ Qué sacamos con eso?
: Bueno, eso nos indica que como falla una de las propiedades de
espacio vectorial, entonces no es espacio vectorial con.

: Entonces anotemos la conclusién, esa ¢seria la respuesta? La
siguiente pregunta.
: Bueno...por lo tanto IR? no es y de eso, no es espacio vectorial.

: Perfecto, ya estamos consientes de que nos falta una ¢ no es
cierto? A lo mejor en el transcurso de, de la entrevista nos
acordamos, si es que es necesario a lo mejor con las que te
acuerdas adelante se puede dar respuesta muy bien seguimos
entonces con la... ahi hay bebida si quieres.

Pregunta 2

: Ya, dice, sea IR el cuerpo de los numeros reales y F de, bueno
eso es una notacion nada mas.

Y, y ¢ Qué significa esa notacién ahi?

: Bueno dice que son, es un conjunto de las funciones que van
de R en R tal que F, bueno de las funciones que vande Ren R
ya entonces se definen las siguientes operaciones, la suma va a
tomar dos funciones y lo lleva en la funcién suma.

: ¢,.Son funciones?
: Que sea... no.
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: ¢, Qué hace la suma?

: No, toma dos, que sea toma un par ordenado de numeros reales
y llevan la suma normal y la ponderacién, bueno va del conjunto
de las funciones, eh bueno, toma un elemento en el conjunto de
las funciones y otro en IR y lo lleva en la funciéon multiplicado por
el escalar y lo define como F de X, entonces dice, si sabemos
que, bueno es IR coma mas, bueno que IR con la suma es un
grupo abeliano. ;Qué axiomas faltan para que IR sea un espacio
vectorial sobre F de R coma R.

'Y ¢qué dice la otra pregunta?
: ¢, Se cumplen los dichos axiomas?

. ¢ Esta clara la pregunta, las dos preguntas?
: Eh, si.

: ¢ Qué pasa? ¢ Por qué estas leyendo?

: Es que por ejemplo aqui dice, ¢ Qué axiomas faltan para que IR
sea un espacio vectorial sobre, sobre esto, sobre este conjunto?
Y... me complica un poco que diga sobre este conjunto.

: ¢ Por qué?

: Por ejemplo cuando uno, en la anterior por ejemplo decia sobre
IR y eso significa que uno, si no me equivoco, que tomo los
escalares en IR 0 no?

'Y ahora... { Qué esta tomando?
: Que sea, los escalares serian esto, funciones, ya ¢jesta bien
interpretado entonces?

: Si, los escalares son funciones.

Entonces lo que habria que probar es que, bueno las
propiedades que numeramos anteriormente, pero tomando como,
las funciones como escalares, entonces.

: Vamos chequeando.

: Ya, habria que probar que primero que eh... bueno F,siFy G
pertenecen a F coma R, R entonces y... no Y eh... y x pertenece a
los reales, tiene que, entonces eh...ya si esto es que sea
distributivo con respecto a los escalares ya entones vamos ¢ lo
pruebo o escribo?
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: Si, no, lo puedes probar inmediatamente si es mas cémodo.
: Ya, entonces.

: Vamos numerando, pongamosle a éste, a éste por ponerle la
uno.

: Entonces, ya si tomamos este lado F+G ya, entonces aqui nos
vamos a la definicibn eso nos dice que seria , esto seria F+G
evaluado en X, entones esto es F+G evaluado en X y esto, aqui
nos vamos a la definicion de suma de , de suma de las funciones
y esto es F de X mas G de X ¢si?, yay esto por la definicion
misma sabemos que esto es F ponderado con X mas G
ponderado con X, por lo tanto se cumple la condicion.

: Pongamoslo al lado de aqui, lo que usted esta diciendo, que se
cumple.
: ¢ Es asi?

: Si, la siguiente.
: La otra seria que tiene que ser distributivo con respecto a los
escalares, en este caso, que sea los escalares, a los vectores.

: A los vectores.

: En este caso pertenece a IR, ya entonces decimos, sea X coma
Y perteneciente a IR y F perteneciente a las funciones de R en R
entonces se tiene que cumplir que F ponderado con X mas Y
tiene que ser igual a F ponderado con X mas F ponderado con Y,
ya, bueno esta, esta falla, esta si que falla.

. Y, ¢Como puedes decir que falla? ;Por qué estas pensando
cuando dices falla? ¢ Qué piensas cuando dices falla?

: Porque, porque aqui la definicion nos va a llevar a F evaluado en
X mas Y entonces para que se pueda separar tendria que ser
lineal y no todas las funciones de R en R son lineal de hecho son
yO Ccreo que menos.

: Son mucho mas chica ese conjunto.
: Si, entonces.

: Entonces anotemos eso que me estas diciendo.
: Ya, bueno, pero ¢ no lo hago entonces?

: Si, si por favor.
: Entonces lo vamos a hacer primero y después...
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: Un detalle o sea asi a grandes rasgos no tienes para que...

: Bueno si en todo caso, entonces F esigualaeh... Fde xmasY,
entonces aqui, bueno F de X mas Y es eh...bueno lo correcto
seria decir aqui que, existe en F R con R funciones tal que esto
es distinto de F de X mas F de Y entonces ya bueno , lo voy a
escribir aca, existe...F perteneciente a ...tal que se cumpla esto,
ya que no todas las funciones de R, de R, R son lineales, lineales,
bueno con la suma.

: Ya quedamos en eso, estas pensando en la operacion también,
con la suma, por lo tanto, hay cosas que no se cumple, entonces
¢ Qué le vamos a poner después?

: Este por lo tanto Y dos no se cumple y por lo tanto eh el
conjunto, bueno aqui el conjunto es IR.

: Con ese conjunto IR estas pensando en ;Qué parte?

: En el conjunto de los vectores. IR mas ponderacién y el cuerpo,
y el cuerpo porque hay que poner cuerpo porque al final eso es
lo que hace que no funcione.

: ¢ Es importante el cuerpo en la estructura de espacio vectorial?
: Si, el cuerpo, no es espacio vectorial.

: OK, vamos a la siguiente etapa superada.

Pregunta 3

. ¢ Es posible que exista un espacio vectorial?

: ¢, Qué dice la pregunta?

: Dice, ¢ es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo
dos elementos? Ya entonces, bueno estaba pensando primero, lo
primero que pensé es que, estaba pensando en el cuerpo, pero
en realidad hay que pensar en los vectores en el conjunto de los
vectores ese es el que pide que, o la pregunta se refiere a ese
conjunto si puede existir ese conjunto que tenga solo dos
elementos, entonces...

: Cuéntame ;Qué estas pensando para tratar de responder?
: YO creo que si, 0 sea estoy seguro que si.

: ¢, Qué te hace estar tan seguro?

: Porque estoy pensando en, nos podemos tomar, el cuerpo no es
importante yo creo, que sea en este caso no es importante, lo
importante es encontrar un conjunto que bueno que cumpla las
propiedades ; cierto?

219



[54E]
[54ES2]

[55E]
[55ES2]

[56E]
[56ES2]

[57E]

[57ES2]

[58E]
[58ES2]

[59E]
[59ES2]

[60E]
[60ES2]

[61E]

: Si, y ¢ Qué mas? Que cumpla las propiedades ¢y?
: Que tenga dos elementos.

: Que tenga dos elementos

: Entonces... bueno es...a no el cuerpo si es importante porque
por ejemplo, si el cuerpo fuera cualquiera uno podria tomarse una
combinacién lineal y ahi serian infinitos, bueno el cuerpo tienen
que ser finito yo creo por el hecho de, sino podriamos tomar una
combinacion lineal de esos dos vectores.

Y ¢ Qué gracia tiene tomarse esa combinacion lineal?
: Que eso va a generar otro vector que va a ser un elemento del
mismo conjunto entonces ya.

: Entonces ahi estas pensando que lo puede ir agrandando ¢ no
son ciertas? Cuando dices eso estas pensando que lo puede ir
haciendo cada vez mas, mas grande ;eso?

: Si, entonces... bueno entonces yo creo que a veces nosotros
definimos subespacios y los subespacios en si son espacios
vectoriales también, entonces podriamos tomarnos un espacio
vectorial de dimension uno y el cuerpo cero, uno entonces ahi las
unicas, estaria el ceroy estaria el mismo vector ¢ si?

: Claro, ahi tendriamos dos.

. Si, entonces no podria haber nada mas y si multiplicamos, si
usamos la ponderacién normal o sea las usual es cero por el
vector que, bueno cero por cero por el vector cero va a ser vector
cero.

: Cando dices cero por cero ¢ son los dos ceros los mismos?
: No, no uno es un escalar y el otro es el vector.

: Ah ya, entonces estas pensando en todos los vectores.

: Entonces, ya y cero escalar por el otro vector que es distinto de
cero, va dar el vector cero entonces ahi sigue siendo el mismo
elemento o sea ahi todavia no nos salimos de esos dos
elementos que tenemos, ya y con el uno tendriamos uno por el
cero daria el vector cero y uno por el vector daria el vector asi
que ahi con la ponderacién estaria bien y con la suma habria que
ver, bueno si va cumplir, hay que ver la clausura no mas en
realidad porque lo otro van a depender del conjunto o sea, si es
espacio vectorial los va a cumplir.

: Entonces vamos anotando la respuesta que me estas dando o
sea precisando si se puede o escribiendo lo que estas diciendo.
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: Entonces si es no, si existe... ya si consideramos... como
cuerpo el conjunto, le voy a poner IK conjunto cero, uno y como el
conjunto de vectores tendria que ser bueno... eso es con, con la
ponderacién usual y la suma y la suma respectiva al subespacio
porque va a depender del subespacio como sea la suma.

Entonces pongamos la suma del subespacio y ahi nos
entendemos.
: Entonces dijimos que con la ponderacion no habia problema y a
y con la suma bueno eh tampoco porque como hay dos, tenemos
dos elementos en el, en el conjunto si sumamos cero con el
vector, el vector cero con el otro vector va a dar el vector
suponiendo que por ejemplo los tomaramos en IR? y fuera no se,
un vector distinto de cero y el vector nulo, si lo sumamos va a dar
el mismo vector y el vector, que sea va a dar el vector distinto de
cero y ... bueno no hay mas no hay otra suma posible y lo otro,
existe el elemento neutro existe eh si existe el elemento neutro
para la suma y seria el vector nulo .

- Ya, o sea tu aqui, el argumento ;te estas apoyando en
propiedades? Como las super importantes ;me las puedes anotar
esas? Porque dices porque cero por cero.

: Si, no quizas me estoy apoyando en la definicion de espacio
vectorial.

: Si, esta bien es un argumento, quiero que eso no se pierda.
: Ya entonces, bueno y como conjunto... cumplen...ya cumple las
propiedades que define espacio vectorial ¢ las escribo?

: Si, eso es importante porque ahi esta la fuerza del argumento
que tienes.

: Es decir, es decir le voy a llamar K para no, a ver 4Como la
puedo llamar? ; Tiene un nombre ese conjunto 0 no?

: Si. pero no es relevante ponle tu la notacion no importa ¢4 si?
: Le voy a llamar un K prima no mas.

: ¢ K prima? Ya K prima.

: Entonces K prima, bueno diria subespacio...ya le voy a llamar W
aI subespacio entonces W con la suma y la ponderacion y el
cuerpo, el cuerpo K prima tiene que cumplir, que cumplir que
tiene que cumplir que ser grupo abeliano con la suma y con la
ponderacién tiene que cumplir que si ay B pertenecen a K prima 'y
V pertenece a W o+ por V es igual a aV+ BV eh...tiene que
cumplir, sea a perteneciente a K prima y V coma W perteneciente
a W. a debe ser igual aV + aW y la otra, bueno la otra es que
tiene que existir el uno perteneciente, bueno el elemento neutro
talque el elemento neutro perteneciente al cuerpo talque. talque
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uno, por V sea igual a, sea igual a V y la otra es la que no me
acuerdo.

: Ya, no importa pero estas consiente que falta una eso es bueno.
: Ya jeso?

: Si, perfecto, una consulta ;Por qué tienes, le exiges que sea de
dimension uno? ¢ Por qué no puede ser de dimension dos o tres?

: Porque si es de dimension dos ya sé, de hecho ahi ya no seria
de dos elementos porque tendria el cero y los dos que forman la
base en este caso y aun asi con la suma ya se aumentaria un
poco mas porque existiria el vector suma entre ellos cada uno y el
cero.

: Ya, es porque, para que cumpla la condicion, ya seria el porque
pusiste dimensiones, mas espacios vectoriales.

Pregunta 4

: Dice: se define como eh los polinomios pertenecientes de grado
menor o igual a N, ;eso?

: Si.

: Tal que la integral de entre cero un uno, el polinomio es igual a
cero, con las operaciones usuales ¢es un espacio vectorial real?
¢ Por qué? Ya entonces bueno lo unico que hay que ver que en
realidad hay que probar a ver si leo bien hay que probar que es
subespacio no mas en realidad porque los polinomios son con
las operaciones usuales son un espacio vectorial entonces hay
que ver que W sea un subespacio vectorial.

1Y ¢loesonoloes?
: Entonces para eso hay que probar la clausura con la suma.

: Ya vamos anotando entonces lo que hay que probar en realidad
es todo lo que haz dicho.

: Bueno primero hay que probar que W es distinto de vacio, de
vacio asi es ¢ cierto?

. Si.

: Entonces uno eso lo hace probando que el cero esta,ya
entonces vamos a probar al tiro entonces, sea, sea p(x) igual a al
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polinomio nulo. Bueno lo voy a anotar asi porque es un vector ya
entonces, tenemos que ver si este polinomio esta en W, entonces
para que esté en W tiene que cumplir que la integral de ese
polinomio tiene que ser cero entre cero y uno, entonces vamos a
calcular la integral entre cero y uno de, bueno lo vamos a anotar
asi mejor cero de X vector,cero de X para...

. ¢ Para que tenga la pinta de polinomio? ;Por eso?

: Cero de X de X es igual a... {Qué? Ya entonces este, bueno
este polinomio es el polinomio nulo, o sea claramente es cero, ya,
ya o sea ;Como lo podria justificar mejor? Pero no se si se
entiende.

: Si, se entiende.
: Pero este es cero.

: Ya, es cero, ya eso garantiza entonces ¢ fue bueno para?

: Entonces, por lo tanto, cero de X pertenece a W, por lo tanto es
dlstlnto de vacio, entonces ahora hay que probar que si tenemos
dos elementos en el conjunto la suma también esta en el
conjunto, o sea la clausura con la suma.

: La clausura con la suma eh, sea p(x) coma q(x) perteneciente a
W, entonces p+q a ver, que sea P de X mas Q de X pertenece a
W, entonces eso es lo que queremos probar ;Qué hacemos?
Vamos a ver quien es el vector suma primero entonces vemos,
que sea vamos a calcular la integral del vector suma, si nos da
que es cero es porque el vector suma esta en W, a cero y uno de
bueno esto se puede separar ¢ Por qué? Por las propiedades de
la integral entonces.

: ¢, Qué sacamos con eso?

: Bueno al separarlo vamos a ver que si, porque cada una esta,
bueno, primero los separamos de la suma en realidad y eso es
por propiedades de los polinomios, y eso es igual a cero y uno
mas Q de X, bueno aqui, que sea corresponderia ponerlo entre
paréntesis, que sea me complica un poco, deberia haberlos
separado al tiro mejor.

: Bueno si quieres hazlo de nuevo.

: Porque seria lo mismo porque como uno le pone el dx tiene que
aplicarselo a todo y todo eso entonces de aqui vamos a pasar al
tiro a cero y uno de P de X de X mas entre cero y uno de Q de X,
de X y eso se puede hacer porque, por las propiedades de la
integral y eso, bueno esto es cero ;Por qué? Porque P de X esta
en W entonces cumple esto y ah si esta bien, entonces cero mas
cero y eso es igual a cero, por lo tanto la, el vector suma esta en
W, por lo tanto P de X mas Q de X pertenece a W, y lo ultimo que
hay que probar es cerrado con la ponderacion, entonces nosotros
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decimos: sea a perteneciente a IK a un cuerpo y P de X
perteneciente a W, entonces tengo que probar que a que sea
que la integral.

: ¢ Lo vas a hacer para un cuerpo en general?

: Si, porque aca no dice nada del cuerpo a si P de X si no dice
que es IR, bueno no da lo mismo pero, que sea da lo mismo en
términos de que es mas general no mas pero no se si quiere lo
hago en IR.

: No, como tu lo estimes, yo solamente queria saber en que
estabas pensando solamente que estabas pensando era mi...
nada mas, nada mas.

: Entonces este es a a hay que probar que a P de X la integral de
eso es igual a cero, entonces vemos eh entre cero y uno de a P
de X dx, veamos quien es ese vector, ya y por las propiedades de
la integral el escalar puede salir de la integral entonces ese es a
cero, uno de P de X pero la, esta integral es cero porque P de X
estd en W donde esto es igual a a por cero y eso es igual a cero,
por lo tanto a P de X pertenece a W y W, bueno, es subespacio
de IR "[X] y por lo, por lo tanto es un espacio vectorial.

: Ya, estamos pasamos a esta otra la siguiente, vas bien, bien.

Pregunta 5

: Dice: averigua si la siguiente afirmacion es correcta o no en
ambos casos justifica tu respuesta, sea V, W, Z espacios
vectoriales sobre un cuerpo IK y supongamos que V mas W es
igual a ¢ Qué significan esas comillas?

: Es que abre comillas ahi para la proposicion.
:Ahvya...

: Esta es la proposicion que te preguntan, abre comillas y...
: Ya entonces dice que si V +W es igual a V+ Z entonces W es
igual a Z, entonces...

: Ahi me tienes que contar en que estas pensando.

: Bueno lo primero que pienso, que no yo pienso que no asi sin
pensar mucho.
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: O sea sin darle vuelta a la pregunta y ¢Por qué asi esa
tendencia?
: Porque...

: Porque es una tendencia, no es cierto. la que me dices tu que no
lo has pensado nada.
: A ver, bueno no sé.

: A ver ;Por qué?
: No se porque, porque no se, es como bueno, las cosas.

: O no hay explicacion.

: Porque es que por ejemplo esto con subconjuntos no es tan
simple como con numero por ejemplo, 0 sea y yo pensaria que
no que no se da entonces ahora lo que sigue es pensar en un
ejemplo.

: Ya, dijiste muy bien, porque estos son conjuntos ¢ no es cierto?
. Si.

: Claro, no son numeros, son conjuntos.

: Por eso yo creo, yo tiendo a pensar de que no se cumplen, sin
pensar mucho entonces ahora voy a ver, voy a dejar a ver que, si
se puede encontrar algo porque yo pensé que no es muy dificil
encontrar u ejemplo.

: Ya, entonces buscalo en tu mente.
: Ya entonces R?..., bueno por ejemplo si, primero le voy a decir y
después lo explico, no, no se cumple porque por ejemplo.

: Pensaste algo, pensaste algo ya en ;Qué?

: Por ejemplo en IR? cuando nosotros tenemos, bueno IR? tiene
base, tiene dos vectores en su base en cualquiera de sus bases,
pero por ejemplo cuando nos tomamos su base canonica eh cada
uno define un subespacio que a la vez es un subespacio
vectorial, entonces podriamos tomar el espacio que define el uno
cero y el espacio que, como a pero tiene que ser, bueno igual.

: Vamos anotando eso que esta super bueno para que vamos en
algun dial.

: Ya entonces es.

: O sea ¢jte situaste en un espacio? Primero ;Cual es ese
espacio?

: Si, ya entonces, bueno en IR? ;cierto?

: Vas a trabajar en IR?
. Si.

: Ya, buscate una base.
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: Sea, sea V, W, Z perteneciente a IR?> a IR? tal que entonces V
lo vamos a definir como, como el generado por el uno cero ¢ya?
Bueno eso es un espacio vectorial tiene dimensién uno y vamos
a definir W.

: 'Y un vector bien especial ¢ cierto? Un vector ;de qué?
: ¢,Como de que?

: Porque es uno cero ¢ Por qué elegiste uno cero me habias dicho
antes?
: A porque, bueno es de la base candnica.

: Eso, perfecto.
: Entonces vamos a tomar W como el generado por cero uno, ¢,si?

: Si.
: Bueno, este es linealmente independiente con, este vector es
Ilnealmente independiente con el de W.

Y ¢ Qué garantiza eso?

: Bueno que, que como este tiene el uno en él, la primera
coordenada y bueno en realidad porque tiene un cero en la
segunda coordenada es imposible generar el uno de aca asi
pensando no, para no hacer la definicion obviamente si hacemos
la definicibn va a dar que es linealmente independiente y
entonces, tenemos que ver, sabemos que V con W es igual a IR?
, ¢,Por qué? Porque como son linealmente independientes son
una base para IR? que tiene dimensién dos por lo tanto es.

: Pero ahi no haz anotado, haz anotado algo que son...
: Que son suma directa que ya porque la interseccion entre ellos
es el vector nulo solamente.

: A pero tu ¢ estas viendo que aqui no se pide suma directa, no es
cierto?

: Si, ya pero bueno la suma también es IR? o sea sin ser suma
directa, esto es en un caso especial no mas y si definimos eh...eh
¢Cual? Z, Z lo vamos a definir como el vector generado por el
vector (1,1), este vector es independiente con ese y con ese ¢ si?
Entonces, ovinamente el generado por Z es distinto que el
generado por W ¢ Por qué? Porque , bueno aca todos van a ser,
no , no todos. bueno la condicion para que un vector este en Z es
que las dos coordenadas sean iguales y aca en W no , por lo
tanto W y Z son distintos, son distintos espacios vectoriales pero
claramente si sumamos V con Z como son linealmente
independientes, tiene que ser una base para IR? ya que IR? tiene
dimensién dos y son dos vectores , por lo tanto Z mas , mas
qué? Mas...que sea era V, V mas Z también es igual a IR y Z es
distinto de W.
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: Muy bien, o sea que esa afirmacioén es...
: Es falsa.

: Ya, perfecto, muy bien, muy bien buen argumento.

Pregunta 6

: Dice...

: Dos preguntas paralelas.

: dice: ¢es Q un espacio vectorial sobre IR? Justifica ¢es IR un
espacio vectorial sobre Q7? justifica ya eh...bueno uno va a fallar
asi que al tiro porque la clausura va a fallar.

: Ya, anotemos ;,Cual es ese?
: Ya entonces, bueno hay que pensar ;es Q espacio vectorial
sobre IR? Ya este seguro, este va a fallar entonces.

: ¢ Falla?
: Si, bueno, es Q, Q no es espacio vectorial sobre IR, ya eso es
pensando con la, con las operaciones usuales.

: Si, con las operaciones usuales.

. ¢, Por qué? Porque, por ejemplo si tomamos, sobre IR entonces
los vectores estan en Q, si tomamos un vector en Q que es un
numero y lo multiplicamos por un escalar en IR eh... nada no
asegura que el resultado este en Q que es lo que se pide para
que sea espacio vectorial.

: Entonces tu justificaron seria ¢ Cual? Para que me la anotes.
: Bueno, bueno, una...

: No, sin complicarse, si estaba bien.

: Ya, si ,bueno... Q ,Q con la ponderacion tiene que...tiene que
cumplir que, la clausura entonces tiene que cumplir si que
tomamos , bueno como sabemos que no es tiene que cumplir eso
y no lo cumple, cumple, entonces lo mas facil es darse un contra
ejemplo, entonces vamos a decir: sea uno perteneciente a Q y
raiz de 2 perteneciente a IR.

: Todos los que han venido han usado raiz de dos, yo no sé ¢ Por
qué dicen raiz de dos? Un comentario

: Entonces, raiz de dos ponderado con uno es igual a raiz de dos
que no pertenece a Q por lo tanto, bueno lo que puse arriba, no
se cumple y esto, esto si porque bueno Q es un cuerpo por lo
tanto es grupo abeliano y que sea IR es un cuerpo, IR es un
cuerpo ya, si porque IR es el conjunto ,IR es grupo abeliano con la
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suma ya, y bueno IR con respecto a IR es un espacio vectorial
ya si tomamos los escalares en IR es un espacio vectorial,
entonces ahora si achicamos el conjunto de los escalares, sigue
cumpliendo las condiciones ¢ Por qué? Porque es un cuerpo mas
chico que es subconjunto de IR o sea no va a ver problemas.

: Le vamos a decir subcuerpo.
: Un subcuerpo.

: Perfecto, entonces anotemos ese argumento, tu estas diciendo
que es...

: IR mas, ya como Q es un subcuerpo de IR e ir es espacio
vectorial sobre IR, entonces IR es espacio vectorial sobre...

: ¢, Sobre quién?
: Sobre Q.

: Perfecto, etapa superada muy bien, el raiz de dos ha sido un
argumento ahi, vamos viendo esa otra.

Pregunta 7

: IR menos el cero es un grupo abeliano con la suma, definida
como sigue, suma...ya la suma se define como la multiplicacién.

: La multiplicacion, perfecto ¢ Qué dice a continuacion?
: Donde (x, y) pertenecen a IR menos el cero, ya definir la otra
operacion sobre el cuerpo IK para que IR menos el cero sea
espacio vectorial sobre IK con esas dos operaciones...

. ¢ Esta clara la pregunta o hay que aclarar algo?
: Esta claro

. ¢ Esta claro?
: Si, entonces ya, tenemos que definir un, una ponderacion.

:La ponderacién o la multiplicacién por escalar, como quieras.
: Si, ...tal que el conjunto IR menos el cero sea espacio vectorial
con esas dos operaciones, ya entonces.

: Vamos entonces.

. X+y por x por y, entonces, bueno, yo lo que pensaria o lo que me
ayudaria para eso, es escribir las propiedades de la ponderacion
porque tenemos que definir algo que cumpla todo eso.

228



[124E]
[125ES2]
[125E]
[126ES2]

[126E]
[127ES2]

[127ES2]
[128ES2]

[128E]
[129ES2]

[129E]
[130ES2]
[130E]
[131ES2]

[131E]
[132ES2]

[132E]
[133ES2]

[133E]
[134ES2]

[134E]
[135ES2]

[135E]

[136ES2]

[136E]

: Que todas esas propiedades, ya escribamoslas entonces,
empecemos por ahi.
: Ya, entonces, primero tiene que ser..
pertenecientes a, a...

.0, a mas, sea, sea q,

: ¢ Al cuerpo?
: Si. aca, bueno no decia cuerpo acé ¢,0 si? No.

: Sobre IK.

: Sobre IK, dice un cuerpo en general, a, B perteneciente a IKy X
pertenemente a IR menos el cero entonces tiene que cumplir que
a+B... por X es igual a aX mas BX, la otra es que, sea X, y
perteneciente a los reales menos el cero, ya y a perteneciente al
cuerpo tal que a por x+y sea igual a...

: ¢ Esa son tres propiedades o son dos?
: Son tres, no eh a no esa era la misma, Si esta no.

: La tercera.

'Y eso que tiene que existir...tal que... por X...yay la otra es la.
: La que no nos acordamos
: No me acuerdo ya pero aca yo estaba pensando, ya a lo mejor la

ponderaC|on usual sirve, pero no, no sirve.

: ¢,Cual es tu ponderacion usual?
: Que sea que a por el vector sea...

: Multiplicar a multiplicar.
: Pero no sirve, porque.

: ¢ Por qué? ¢ Cual fallé?
: Bueno, no se si fallara la otra pero por lo menos esta falla.

: A ya no, fallando una tu saber que ya no, entonces la usual tu
ya la haz descartado porque no cumple el ;numero?
: La dos.

: La dos, ya...
: Entonces a ver...

: Si quieres hacer intentos aca puedes hacerlos y tener hojas
paralelas ahi para que se vea.

: Bueno a+f3 por X...yo creo que la primera no es tanto problema
0 sea yo creo que hay que preocuparse mas de esta, por que
esto involucra la definicion de, de la suma. Que esta arriba.

: De la suma que esta ahi, buen punto.
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: Ya entonces... entonces, bueno al final lo que se pide que a por
X+Y esigual a, a...a...a eso por X por Y ¢si?

: Claro, ocupando la definicion suma.
: Entonces yo creo que a lo mejor podria ser que definir la...

. ¢La quién?
: A, no aver

: ¢ En quién habias pensado que no me alcancé a dar cuenta yo
en que pensaste?

: No, es que estaba pensando, estaba pensando es definir la
ponderacibn como la suma pero no, fue, que sea una
coincidencia, ya a ver nosotros queremos que pase, bueno en
realidad esto no dice nada esto es la definicion no mas, entonces
queremos que esto sea igual a ax...a por x , lo voy a escribir asi
mejor: a ponderado con x por y sea igual a a ponderado con x
mas a ponderado con Y...

: Cuéntame en qué estas pensando para saber.

: Bueno, estaba pensando en alguna operacién que nos permite
igualar eso porque, lo de aca ya, es multiplicacion esta
ponderacién de aca es multiplicacion, si a lo mejor no se si estara
bien escrito si porque esto, a no esta bien porque al final esta
multiplicacion, esta es la multiplicacién que.

: Esa es la suma que tu pusiste ahi.
: Si, entonces...que esto sea igual a eso.

: A una operacion que te haga eso, eso estas pensando en el
fondo.
. Si.

'Y ¢ Qué encuentras?
: Ese es...x, y, igual...

: ¢ En qué estas pensando?
: Bueno estoy tratando, no se me ocurre nada en realidad, una
pregunta ¢ esto es tiene que ser para cualquier cuerpo cierto?

: No, si quieres tu te das un cuerpo, un cuerpo IK, sobre un cuerpo
IK.

: Ya, porque a lo mejor si me tomo un cuerpo en particular puede
ser mas facil.

: Ya como... 4 cual por ejemplo?

: Como el...como el cero uno porque tiene, ;Por qué seria mas
facil definirlo? Porque tiene pocos casos, o sea podria verlos,
calcularlos.
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: A ver ;Como es eso?
: Entonces las posibilidades de a son uno y cero.

: Entonces veamos, entonces vamos a tomar IK, sea IK igual a...
cero uno.

: Si, entonces si IK es igual a cero uno, entonces tendriamos que
ver que eh, cero por que sea no, ponderado con X por Y tiene que
ser cero ponderado con X...mas cero ponderado con Y, ya aqui
esto tiene que dar, tiene que ser distinto de cero si porque sino no
funciona, que sea tiene que ser distinto de cero para que esté en
el conjunto, en este conjunto.

. Si, efectivamente.
: Eh... eh...a ver, bueno con el cero, vamos a tomarnos el uno
mejor, que a ver si lo puedo hacer con el uno, es igual a...

: Si tu quieres la dejamos un rato y pasamos a las otras para
ganar tiempo.
: Ya, si por favor.

: 'Y después si hay tiempo volver.
: Ya.

: Porque uno puede estar todo el dia en esto y mas tal vez, ya.

Pregunta 8

: Ya a ver dice: eh se define V como los vectores en IR? tal que
todos los vectores son mayores que 0 entonces que sean
mayores que cero, entonces un espacio vectorial con las
operaciones suma de U+V.

: Esa es la suma.
: Yay la es ponderacién bueno se define asi.

: ¢, Quieres galleta?
‘Ya...

Entonces que dice cuando se define una suma y una
ponderacién que dice a continuacion.
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: Dice: sea W el espacio de todos los puntos de V situados sobre
el plano Z igual uno.

:YaZesese.
: Escriba dos vectores de W, ya sobre el plano Z igual uno.

. ¢ Estas imaginandotelo?
: Si, estaba pensando.

: ¢, Geomeétricamente o no?
: Si, bueno que Z sea igual a uno es que el primer elemento de,
que sea que el elemento Z es igual a uno entonces eso es fijo...

: Si quieres escribes dos elementos de W para saber como estas
pensando en W.

: Entonces vamos, x, vy, z,-1, 2,1y 3, 2,1 perfecto esos serian dos
elementos de Z ;Cual es el vector nulo de W?, el vector nulo de
W.

: Si, ¢ Cual es el vector nulo? Come galletas no mas si puedes ir
comiendo y trabajando.
:Esel1,1,1.

: Yo te voy a preguntar ¢ Por qué? Me tienes que argumentar ;Por
que? Estas diciendo que es ese una breve argumentacion ¢ Por
qué?

: Bueno, primero me fui a las operaciones o sea, tiene que ser que
un vector ,que sea sabemos que el vector nulo con la suma tiene
que al sumarlo con otro vector tiene que dar el mismo vector,
entonces aqui cumple el 1,1,1 y aca pensé que ya si a cuando a
vale cero, bueno eso me dio en realidad el vector y dije ya cuando
a vale cero tiene que ser el vector nulo entonces a por y ahi X
elevado cero, Y elevado a cero.

: POerfecto, prefecto 4,0 sea lo comparaste de dos manera?
: Si es que sea primero en realidad lo primero que pensé fue que
cuando a vale cero tiene que darme el vector nulo.

: ¢Puedes anotarme eso ahi? En chiquitito para yo saber que
pensaste en eso.
: Ya y esto después lo probé aca y ahi funcionaba entonces.

'Y lo comprobé con...

: Ya, entonces si, bueno entre paréntesis ya aqui eso ya responde
la pregunta anterior o sea yo creo que esa deberia que ser la
ponderacién sin pensarlo mucho.

: Ya de ahi volvemos entonces se te ocurrid una.
: Que sea realmente no se me ocurrid, porque...
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: Fue mirando esa, lo bueno es que hiciste relaciones, hiciste
relaciones entre cosas.
: Pero nunca yo creo que se me hubiese ocurrido.

: No, no importa después volvemos, ya...
: Entonces ya dice: si V es igual a 3... bueno ese vector 3, 2,1
perteneciente a Z 4 Quién es?...

:Wno Z.

: Que sea W, ¢Quién es el menos v o sea el inverso? Entonces...
¢ Qué tenemos que ver? Que menos v va a ser un vector
perteneciente a W que sumado este vector tiene que dar el
neutro, o sea el uno coma a uno, (1, 1,1) en realidad entonces va
a ser bueno voy a hacer el proceso como para encontrar.

: Bueno, tu argumentas.
: Entonces sabemos que (3, 2,1) mas, asi, lo voy a llamar X, y, z
pero sabiendo que...

: Ese es buscando el que ando buscando cierto.

: Menos v es igual X, y, z entonces segun las definicion eso es
eh... 3x coma 2y mas z y como queremos que sea igual al 1, 1,1
llegamos a que, bueno entonces, entonces x es igual a 1/3 y es
igual a %2y Z es igual a 1 y este vector esta en W porque son
todos positivos.

: Son todos positivos ¢y el Z?
: Eh...

: Es uno.
: Es uno.

: Pasamos al cuatro.
: Los vectores 2, 2,1 ya estos dos vectores 4son linealmente
independientes? Ya a ver...

. Tal vez este lapiz tiene mas punta porque veo que a ese se le
habia acabado, si este mas, ocupa ese este se ha ido gastando
por favor, si quieres volver al otro después pero intenta con ese
creo que esta bueno.

: Ya entonces bueno asi no lo veo inmediatamente pero parece
que no.

' Y... ¢, Qué quieres hacer para verlos?

: Usar la definicion de... que sea para ver si son linealmente
independientes pero obviamente con las operaciones que se
definen aca, entonces tenemos que ver , sea a y 3 perteneciente
a IR entonces vamos a tomarnos la siguiente combinacion lineal a
por 2 coma uno mas...y lo igualamos a cero entonces bueno para
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que sean linealmente independientes ay 3 tienen que ser cero...
bueno esto es cero el vector cero eh a pero bueno y ahi esto es
1,1,1 y entonces esto es 2 elevado a a, 2 elevado a a, eh uno, lo
voy a escribir asi, mas eh voy a escribirlo como dos elevado a
menos uno por para, para poder sumarlo y menos 3, 2 elevado a
—-B,1yaylasuma.

: Te doy otra hoja, ponle ahi un numerito no mas.

: Este es continuacioén de la pregunta 4 ya entonces ya y eso es
igual a 2 elevado a a menos 3, dos elevado a a- B, uno ya y
nosotros queremos que esto sea iguala 1, 1,1y por lo tanto para
que eso pase tiene que ser a- B tiene que ser igual a cero
entonces a tiene que ser igual a B por lo tanto no son linealmente,
por lo tanto no son linealmente ya y ahi.

: 5 que dice la cinco.
: ¢ El conjunto es una base para W? ;Cual es W?

: EI' W era este el subespacio.
- Eh...

: Lo mismo.
. Si.

: Pero pasa para W.
: Si, si va a ser una base para W.

: ¢ Por qué?

: Porque a bueno decia realmente bueno lo unico que hay que ver
es que, que sea linealmente independiente porque, que lo genera
eso si se ve y bueno porque W tiene dimension dos por la
definicion de W y todo, cualquier operacion que se aplique aqui va
a quedar en W porque el uno elevado a lo que sea es uno y la
suma que es multiplicacion ahora también va a dar uno.

: Entonces respondamos eso.

: Entonces 5, bueno vamos a probar, no, a verificar si 3, 3,1y
1/3,3,1 son linealmente independiente , ya eh...bueno entonces lo
mismo nos tomamos una combinacion lineal a, a por 3,3,1...mas
B por 1/3, eh no, que sea no son L.I.

: ¢,Coémo lo puedes asegurar?

: Por lo que hicimos antes porque este va a dar por lo menos la
primera coordenada va a dar que va a ser 3 elevado a a- B y
nosotros vamos querer que sea igual a uno y eso me va a dar
que a sea igual a B.
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: Entonces argumenta ahora, viste algo que antes no veias
¢, Como podrias decirlo ahora? No son L.I.

: Ya, no son L.l. ya que, ya que bueno, la condiciéon que sean L.I
determina una ecuacién que no se cumple para a y B igual a cero
solamente.

: Ya, perfecto.
: Para a igual B igual a cero.

: Por lo tanto, qué puedes decir de ese conjunto.
: Por lo tanto, el conjunto no es base de W.

: Etapa superada, ¢ quieres mas galletas?
: Ya.

: Nos quedan tres y estamos ya, éstas que vienen ahora son
como rutinas que tu te haz enfrentado en los cursos, para ver
como andan esas rutinas.

: Ya.

: Seguramente son preguntas que tu ya haz antes reflexionado,
veamos, se dan.

Pregunta 9

. Dice: sea U, WyV tres subespacios de IR® definidos como
siguen se pregunta s U es igual a V igual a W?

: Si, no ¢Por qué? Si dices que si son iguales ¢Por qué? Si son
distintos ¢ Por qué? Algun argumento que me dé...

: Bueno para que, bueno asi a simple vista no los veo no veo si
son iguales o no entonces lo que haria yo, primero determinar la
condicion que determina a cada uno porque aqui esta listo.

: Ahi esta la condicién de la ecuacion.

: Que X mas Y mas Z igual cero entonces aqui yo me, bueno
vamos a ver vamos a decir: ya sea un v perteneciente a W, un
vector cualquiera entonces ;Cémo hacer un vector en W? va a
sera por-1,1,0 mas B por 1, 0,1 yesoesiguala—a, 1 no... - q,
a, 0 mas a coma, va a no, 3 eh coma 0 coma f3 ¢,si?.

: Si, perfecto.

: 'Y eso es igual a B- a, a, B ya entonces tenemos que ver si
cumple esa condicion que X mas Y mas Z sea igual a cero
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entonces... se ve que ahi si, a ver 0 no? Eh no, no, no la cumple
como entonces de - a+ a+ B es igual a ¢ lo hice bien cierto?

: Si, si.
: Si, es igual a dos B, por lo tanto, por lo tanto...W ya es distinto
de V o sea porque bueno, me entendio la idea?

: Si, no hay problema esta muy claro, muy claro.
: Y ahora bueno es necesario que vea lo otro por que eso implica,
¢ dice algo o pruebo lo otro igual?

: No, ¢tu crees que con esto puedes responder esto?
: Yo creo que si.

:Esoesloque...
: Porque eso es una, esta igualando las tres cosas y si no se
cumple una ya no son...ya es falso eso.

: Entonces... 4 Qué puedes decir?
: Por lo tanto, ¢Cual le pongo? U el primero bueno U igual W igual
V no se cumple.

: Perfecto muy bien.

Pregunta 10

: Dice: V es (x, y, z, t) perteneciente a las matrices de orden 2 en
IR talque x+2y-z igual cero y x-2z+t igual cero.

: Clara la pregunta.
'Y eso es subespacio

: Si, es subespacio de matrices.
: De IR?.

: Si, de las matrices no de IR?
: Que sea de IR?, de las matrices de...ya entonces bueno hay
que determinar una base..

: Si.
: Bueno yo... yo aqui tomo las ecuaciones y ahi que sea yo
normalmente no escribo la matriz.

: Entonces ¢ Como? Por qué tu tienes, estos son problemas que
tu ya haz enfrentado que ya haz resuelto ;Cual es la resolucién
que tienes para eso?

: Entonces yo bueno estas dos condiciones.
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: ¢, Qué hacen esas dos condiciones?

: Nos determinan, nos van a determinar ciertas igualdades entre
los coeficientes de la matriz de una matriz cualquiera, entonces
x+2y-z igual cero entonces x es igual a z-2y ya, ahora si tomamos
la otra ecuacion eh eso lo vamos a dejar ahi por mientras x-2z+t
igual cero entonces x es igual a 2z, 2z +t, que sea menos t,
menos t. Ya...entonces igualamos las dos cosas y tenemos que
z-2y es igual a 2z —t, eh entonces -2y vamos a pasar, vamos a
despejar Z o sea eso voy a hacer +t es igual a Z, entonces, bueno
¢ Qué logramos con esto? Que X.

: Hacer despejes, logramos hacer despejes veo yo.

: Si, no pero X va estar en funciéon de Y, y, de T bueno Z también
va estar en funcion de Y, y,de Ty, Y, y, T son parametros no mas
por lo tanto ya se ve que va a tener dimensidén 2 ya entonces
vamos a encontrar la base, eh bueno Z va a serigual a esoy X es
igual a bueno eso lo reemplazamos aqui pero eso va a dar -4y+t
y ¢ Cual era el otro? de aca ¢ cierto?

Y z que lo tienes ahi.
: Gracias, si, si, si, aqui reemplazamos Z y reemplazamos -2y+...

: ¢ Qué pasd? Estas reemplazando.

: Si, y no esto nada que ver hasta aqui no mas, ya asi bueno asi
vamos a ordenar un poco asi x-4y+t, después Y, igual Y, Z es
igual a... 4Dénde tengo a Z?

Aqui -2y+t y T igual t entonces si x,y,z,t pertenecen a V eh...x,y,z,t
es igual a -4y+t |y, -2y+ty Ty esoesigual ayY por-4,1-20+ T
por 1,0,1,1 eh... ya por lo tanto, V igual a...base de , de V.

: Perfecto, integro, la ultima, vamos a llegar hasta aqui porque haz
respondido todo bien entonces, los que tiene bien responden
hasta ahi.

Pregunta 11

: Dice: sea a, b tal que a+b pertenecen a IR+, bueno eso también
es como en el que definimos en den antes, un IR espacio vectorial
con las operaciones suma a uno mas uno...ya eso es lo mismo
que sea es la misma que... sélo que en IR?.

. En IR%
: Estudiar si la dependencia lineal del subconjunto de V dado por
S1, a ya, entonces lo que tenemos que ver es si son.

: Si son ¢Qué?
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: Linealmente independiente.

: Exactamente, o no.

: O no, a ya bueno entonces vamos a tomar a por 2,1 vamos a
probar... por ver si S1 es L.l. entonces a (2,1)+ B por 3,2 y eso es
igual a y la multiplicacion por escalar es 2° bueno en realidad se
ve que no.

: Entonces que puedes decir, no necesitas hacer calculos.
: No, porque.

: Entonces ;,Como me argumentas?

: Bueno, seria algo parecido a lo que dije en den antes de que la
cond|C|on de, dependencia lineal determina condiciones que, que
nos aseguran que a y 3 no son cero siempre.

: Perfecto entonces ponlo ahi.
: Ya, entonces...no dices que a y B, por lo tanto.

: ¢, COmo es S2 para ti? S1 perdon.

: S1 es L.D. yay S2 también es L.D, por lo mismo, por lo mismo
porque el dos, bueno el uno no hay problema pero el dos va a
aquedar 2° que sea a B y eso.

: Ya, entonces el S2 por lo mismo para que no escribas todo ¢ si?
: Por lo, por o mismo.

: Ya, fin, ya muy bien y muchas gracias.
: De nada.

: Gracias Jonathan, después los voy a llamar, cuidado, este otro
semestre para que nos juntemos a ver esto jya?.
: Ya.

: Gracias Jonathan, un millén de gracias por haber venido.
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Video ENTREVISTA —ESTUDIANTE 3

Pregunta 1

: La idea mia no es saber si esta bien o estd mal, sino que como
usted elabora un argumento en su mente para dar respuesta a
eso.

: Ya, esta es la pregunta uno que dice: se han definido sobre IR2
las siguientes operaciones, IR2 cruz IR2 a IR2: la suma, ahi esta
definida la suma; y ponderacion.

: O multiplicacion por escalar...
: Multiplicacién por escalar...

. ... (Problemas de sonido)
. Multiplicacion por escalar, llamamos. ¢Es IR2 con la operacion
anteriormente definida un espacio vectorial sobre IR?...

: ¢ Qué lo hace pensar que no? ;Como dijo no?, tan seguro y tan
rapido.

: Porque hay una propiedad de los espacios vectoriales, para ser
espacio vectorial tiene que cumplir que uno por el vector tiene que
ser el vector, entonces si vemos aca...

: Péngase comodo, si quiere inclinar la hoja la pone asi...
: Nos queda que uno por (X, y) es igual a (x,-y) y eso es distinto, o
sea no cumple esta propiedad.

: ¢ Y eso es distinto de quién? Dice usted.
: Distinto de (x, y).

: Y eso a usted le da la seguridad de que, ¢ Cual es la respuesta
que se pregunta?
: Que no es espacio vectorial.

: Anotemos eso, para que nos quede registrada la respuesta
suya.
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Entonces como no cumple esta propiedad, IR2 con esas
operaciones no es un espacio vectorial

Pregunta 2

. Perfecto, pasemos a la segunda... saquese la chaqueta si
quiere.

: La segunda dice: sea IR el cuerpo de los numeros reales y f de
IR cruz IR una funcidon que va de IR en IR, se define las
siguientes operaciones: (a, b) lo lleva a a + b suma, y
ponderacion... lo lleva a f(x), si sabemos que IR con + es un
grupo abeliano, o sea con la suma es grupo abeliano que
axiomas faltan para que IR sea un espacio vectorial sobre f de IR
a IR, se cumplen dichos axiomas. Un espacio vectorial...

: Para ser un espacio vectorial ;Qué tiene que cumplir? ;Qué
recuerda de eso?, lo que sabe.
: Tiene que cumplir ciertas propiedades, son diez propiedades...

: Diez axiomas o propiedades... (Problemas de audio)... entonces
que le dice esa informacién que hay ahi.
: Bueno, que la suma es un grupo abeliano.

: Entonces lo que le estamos pidiendo que anote es: ;Qué
axiomas o que propiedades faltan para que sea espacio vectorial?
Que las anote primero.

. ¢Las que falta?

: Las que faltan y después que sea un chequeo cuales se
cumplen y cuales no y su argumento para la respuesta.
: Falta que... axioma, ¢voy a poner axioma?

: Ya.
: Axioma del clausura, vamos a poner clausura con el producto
por escalar, lo vamos a anotar asi y aqui la clausura con, con...

: Con ese “por”

. Faltaria la distribucién del producto escalar sobre la suma de
vectores.
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'Y ¢ Como se anotaba eso?
: Axioma distributividad, aqui... lo voy a hacer...

: La notacién que a usted le acomode.

: f + g voy a hacer, punto x, eso deberia ser f punto x, mas g por
x. falta el axioma que... de f por g punto x debe ser igual a f, g
punto x es igual a g... otro axioma g1 por... (Problemas de
audio)...

: El que dijimos en la pregunta anterior.
: Si... y a ver...no esa no es la distributividad, falta este otro
axioma, distributividad es asi: x +y...

: ¢ Falta otra distributividad?
: Si, es que esta no es distributividad, es... no se si sera, no se
como llamarla.

: Para nosotros llamémosla que es una distributividad y esa es
otra distributividad.
: Esa es la que faltaba.

. Ahi estan los cinco que usted... ya ahora usted me podria decir
¢ Cudles se cumplen? Y dar un argumento, o cuales no se
cumplen y dar un argumento.

: Aca se supone que, ya son las funciones, tomo una funcion.

: ¢, Quién es la funcién? ; Qué papel juegan las funciones ahi?
. ¢Aca? ;Un vector?

: ¢, Un vector?
. Si.

'Y arriba ¢ la suma?
: ay b son elementos de IR.

: Entonces, mirando esas definiciones, ;Qué podria decir para
esta? Para la otra parte de la pregunta, ;Qué axiomas se
cumplen?

. ¢ Qué axiomas se cumplen?, viendo solamente el producto, por
que esta otras se cumplen.

. Le estan diciendo, no es cierto, parece.
: Si, es grupo abeliano.

: Claro, entonces usted tendria que chequear ¢Cual de esas se
cumplen? y ¢;Cuales no? o elaborar un argumento para la
respuesta, para decirme: “mire estas es por esto, esta por esto...”
: La uno sola se cumple.

: Como podria decirme, asegurarme que se cumple por...
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[28ES3]

[29E]
[29ES3]

[30E]
[30ES3]

[31E]
[31ES3]

[32E]
[32ES3]

[33E]
[33ES3]

[34E]

[34ES3]

[35E]

[35ES3]

[36E]

[36ES3]

[37E]
[37ES3]

[38E]
[38ES3]

: Porque es el producto es evaluado en la funcién lineal, y la
funcion va de IR en IR, por lo tanto esta bien definida...

Entonces podria anotar ahi: “se cumple...(problemas de
audio)... por que se cumple.
: Por la definicion del... de la ponderacion y por el conjunto IR.

: Perfecto.
: Definicién de...

: Perfecto.
: Ya, esta distributividad...

: Si quiere usar otra hoja puede hacerlo, no se complique.
. Si.

: Péngala al lado por que las camaras... mira las hojas.

. ...A6, A7, A8, A9 y A10, entonces A6 se cumplia, ahora A7...
bueno se cumple también por la definicion y por... por la
definicion de ponderacion y por la definicion de sumas de
funciones.

: Entonces ahi esta dando dos argumentos importantes, no es
cierto.

: Si, tenemos la suma de funciones de cualquier elemento aqui,
es f(x)+g(x) y f + g puntito, vector x es igual a f puntito x mas g...
0 sea, eso es lo que tenemos que probar, que g punto x eso esto
y es lo mismo que f+g evaluado en x y es o mismo que f(x)+g(x) y
esto es lo mismo que f puntito x + g puntito x.

: Tenemos entonces que el axioma siete... podriamos ponerle ahi
entonces cual es nuestra... o abajito... (Problemas de audio).

: Por lo tanto se cumple... el axioma ocho, f por g... f por g
puntito X es igual a f por g de X, esto es propiedad de las
funciones, se cumple la... el producto es distributivo, o sea,
perdon es conmutativo, esto es lo mismo que g de fy eso es g de
f puntito x.

: Entonces ;Qué vamos a decir?, que se cumple, ¢Cual va a ser
el argumento?.

. Este es el axioma, se cumple por la propiedad de las funciones,
de las funciones reales. Axioma nueve, este no se cumple, que es
1 punto x que seria la funcion constante uno evaluado en x va a
ser siempre uno, que es distinto de x.

: ¢, Qué es lo que era el uno?
: El uno es la funcioén constante.

. Andtelo por aqui por favor.
: Uno esigual a f de x.
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[39E]
[39ES3]

[40E]
[40ES3]

[41E]
[41ES3]

[42E]
[42ES3]

[43E]
[43ES3]

[44E]

[44ES3]

[45E]
[45ES3]

[46E]

[46ES3]

[47E]
[47ES3]

[48E]
[48ES3]

[49E]
[49ES3]

. (problemas de audio)
: Funcién constante.

: Entonces el axioma no...

. ...No se cumple. A10, f de x mas y, tampoco se cumple por que
eso es igual a f de x +y... que no necesariamente la suma, o sea
la funcién evaluada en la suma y la suma de las funciones...

1Y ¢ Por qué?
: No se cumple en general.

. ¢ Para quiénes se cumple?
. Para las funciones lineales, las rectas.

: Perfecto, anotemos eso.
No se cumple, se cumple solamente para funciones
lineales...para funciones lineales.

. Etapa superada, nos vamos con la tres.

Pregunta 3

: Es posible que existe un espacio vectorial que tenga solo dos
elementos.

. ...Que tenga dos elementos, porque con un elemento ;puede
existir algun espacio que tenga un solo elemento?
: El espacio nulo.

: El espacio nulo, entonces ahora viene la pregunta ;con dos
elementos? ;Qué puede decir usted? o ;CoOmo daria una
respuesta para eso?

: Yo creo que si, podria haber..

. Esta pensando en que, por ejemplo.
: Podria ser un cuerpo de dos elementos.

'Y ¢ Cual es ese que esta pensando?... anote eso.
: Un cuerpo... creo que se llama aca Z sub 2, no estoy seguro.

. (problemas de audio)

: Si, donde la suma es... hacemos cero y uno, estarian esos dos
elementos 0 sumado 0, es 0; 0 sumado 1 es 1: 1 sumado 0 es 1
y 1+1 seria 0... y el producto: 0 por 0 es 0, 0 por1es 0,0y 1,
habria que probar, que ver que cumple los axiomas, los 10
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[S0E]
[S0ES3]

[51E]

[51ES3]

[52E]

[52ES3]

[53E]
[53ES3]

[54E]

[54ES3]

[55E]

[55ES3]

[56E]

[56ES3]

[57E]
[57ES3]

axiomas de espacio vectorial. El axioma uno que es cerrado bajo
la suma, o sea porque es cuerpo y cumple, de hecho cumple los
primeros 5 axiomas.

'Y ¢ Por qué?
A4, A5, por que es un cuerpo, cumple la clausura, la
conmutatividad, todo eso.

: Entonces no es necesario probarlos, ya entonces anéteme por
que, lo que usted me esta contando.

. ...No es necesario probar, ya que se heredan del cuerpo... solo
faltarian las del producto... axioma 6 de la clausura del producto,
también se hereda del cuerpo... de Z2; el axioma 7...

. ... (Problemas de audio)...
. El axioma 7 también se hereda del cuerpo... el axioma 8,
¢puedo ver la hoja anterior?

: Si, ningun problema.

: No me acuerdo como era el axioma ocho... el producto, el
producto con un escalar también se hereda del cuerpo y el 9 se
deduce de ac4, y el 10 se hereda del cuerpo también.

: Entonces lo unico que tendria que decir... (Problemas de
audio)... distinto es el 9, si, eso es lo que me esta diciendo.

: Todos los axiomas del 1 al 10, sin contar el 9, se heredan del
cuerpo y el 9 por la definicion del producto.

: Entonces pongame que el 9 que es diferente y puede hacerle un
ticket que es el mismo argumento.

. ... Axioma 10 lo mismo y el 9 se cumple por la tabla, la tabla 1 2
pongamosle.

: Bien, muy bien, pasamos a la otra.

Pregunta 4

: W es igual al conjunto de los p(x) perteneciente a los R sub n de
x tal que la integral de 0 a 1 de p(x) en dx es igual a cero, ¢es un
espacio vectorial real? ;Por qué? justifica... a simple vista, yo
creo que es si, por la linealidad de la integral.

' ya, ya...
: 'Y habria que probar los axiomas, todos los axiomas.
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[58E]
[58ES3]

[59E]
[59ES3]

[60E]
[60ES3]

[61E]

[61ES3]

[62E]

[62ES3]

[63E]

[63ES3]

[64E]
[64ES3]

[65E]
[65ES3]

[66E]
[66ES3]

. Claro puede darme una justificacién, la linealidad de la integral
ayudara para todos lo axiomas o solo para algunos.
: Para todos.

: Entonces vamos mirando... el axioma 1.

: El axioma de clausura... si tomamos p(x), p y g en Rn de x, la
suma es conmutativa, asociativa por estar en Rn de x que es un
espacio vectorial.

: 'Y ahi ¢ entonces?
: El axioma 1 se cumple, el axioma 1 que llamaremos clausura,
clausura con la suma.

Usted va a decir con que operacion es... (Problemas de
audio)... con qué operacion es.
. Asociatividad también... con la suma... en realidad lo que
tenemos aca seria probar que W debiera ser un sub espacio de
Rn de x, entonces no habria que probar los diez axiomas.

: Muy bien, entonces eso le esta ahorrando trabajo, entonces
anote lo que usted esta diciendo, ;Cdémo se dio cuenta que en
realidad era eso y no este listado que iba a hacer?

: Porque estaba probando para Rn... y dije si se hereda de Rn de
X, entonces se hereda, el axioma 2, de asociatividad, también se
hereda de Rn de X, entonces vi que al final W era un subconjunto
de Rn, habia que probar ahora que era espacio vectorial.

: Entonces... (Problemas de audio)
. Claro, entonces, como W es un subconjunto de R sub n de x,
entonces hay que probar W es un sub espacio de Rn de x.

'Y ¢ Como se prueba eso?

: Tomando dos elementos de W, sean p(x) y q(X) en Rn, en R sub
n de x y un alfa en IR entonces hay que probar que, como esto,
hay que probar que alfa por p(x) + q(x) pertenece a Rn, eso es
uno y dos que el vector nulo esta en W, perdén aca es en W no
en Rn.

: Ya, si.
: Pertenece a W, y que el vector nulo, o sea la funcion constante
nula también... el polinomio nulo, también esta en W.

: Probemos.

: Entonces se deduce por la linealidad de la integral, seria la
integral de 0 a 1 de alfa de p(x)+q(x) en dx o en dt, seria alfa por
cero uno de p(x) en dx + cero uno de q(x) en dx, como esto
estaba, p(x) pertenecia... ahi es W.
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[67E]
[67ES3]

[68E]

[68ES3]

[69E]
[69ES3]

[70E]
[70ES3]

[71E]
[71ES3]

[72E]
[72ES3]

[73E]
[73ES3]

[74E]
[74ES3]
[75E]

[75ES3]

: Si, si no, no basta, no es cierto.

. Si, perteneciente a W y como p pertenece a W, esto es 0 y alfa
por 0 mas, como q también pertenece a W esto también es 0,
entonces 0 + 0 y eso es 0 y ahi se prueba para la uno, y ahora la
dos seria la integral de 0 a 1, del vector nulo, la funcién nula y eso
es cero, por lo tanto también pertenece a W, por lo tanto W es un
sub espacio de Rn de x.

: Excelente esta entrevista. Ya vamos con la cuatro ;Qué le
parece las preguntas que ha respondido hasta el momento? ;Son
usuales para usted o no son tan usuales?

: La 2 no tanto, jEsta es la 3?7

. Esta es la cuatro.
: Entonces la de sub espacio con dos elementos.

. El sub espacio con dos elementos...
: Averiguar si las siguientes afirmaciones son correctas, en ambos
casos.

Pregunta 5

. ... (Problemas de audio)... Entonces ahi ; Qué dice la pregunta?
: Hay que determinar el valor de verdad de las afirmaciones.

: Entonces si es... que dice primero.

: Averigua si las afirmaciones son correctas o no, en ambos casos
justifica tu respuesta, dice: sean V, W, y Z espacios vectoriales
sobre un cuerpo Ky supongamos que V + W =V + Z, entonces W
= Z... yo creo que no, por, porque si vemos un...sobre un cuerpo
K, son espacios vectoriales.

. Si los tres son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo.
: Si, podriamos ver V, Wy Z como rectas vectoriales, podriamos
hacer la suma cada una, por ejemplo en.

: Tiene que darse primero una situacion concreta.
: Claro, en IR2 colocamos V una recta vectorial y, Wy Z.

: O sea son las tres rectas ;Como cuales? ;En qué esta
pensando?

: 'V podria ser el generado por alfa1, alfal distinto de cero, W por
un alfa2, alfa2 distinto de cero y distinto de alfa1 y Z el generado
por un alfa3, con alfa3 distinto de cero, alfa3 distinto de alfal y
alfa3 distinto de alfa2; ya entonces podemos ver que IR2 se
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[76E]
[76ES3]

[77E]
[77ES3]
[78E]
[78ES3]

[79E]
[79ES3]

[8OE]
[80ES3]

[81E]

[81ES3]

[82E]
[82ES3]

[83E]
[83ES3]

[84E]
[84ES3]

[85E]
[85ES3]

[86E]
[86ES3]

[87E]

escribe como suma directa de V + W y IR2 se escribe como V +
Z, sin embargo W y Z son distintos.

: Pero ahi eso es suma y usted puso suma directa.
: Bueno es lo mismo, eso es suma, solamente que la interseccién
va a ser el vector nulo y la... (Problemas de audio).

: Bueno, entonces pongame aqui: “es lo mismo...”
: Seria lo mismo que decirV+W yaqui V + Z.

: Pero tiene que relatarlo.
: Pero V inter W, es el vector nulo y V inter Z también es el vector
nulo.

. Perfecto, entonces ¢, Cual es su respuesta?
: Que es falso y no siempre se cumple, por lo tanto la proposicion
es falsa.

: ¢,Por qué fue falsa en este caso?
: Por el contraejemplo que vimos aca.

: Perfecto.

Pregunta 6

: La pregunta siguiente, ;es Q un espacio vectorial sobre IR?

. Y tiene otra al ladito.
. ¢.es IR un espacio vectorial sobre Q?... son los numeros reales.

. Y los otros ¢ Quiénes son?, los...
: Conjunto Q, el de los racionales...

: Perfecto.
: Ya la primera es falsa.

: 'Y que lo hace pensar que es falsa, que esta pensando.

. La clausura del producto por un escalar, seria la clausura,
anotémoslo asi, producto por un escalar, va a ser, por ejemplo si
tomamos un escalar elemento de IR, raiz de 2 por ejemplo, lo
multiplicamos por un elemento de Q, eso no pertenece a Q, por lo
tanto no cumple ese axioma.

: Entonces cual seria la respuesta para eso.
: Q no es un R-espacio vectorial.

: Entonces aca...
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[87ES3]

[88E]
[88ES3]

[89E]

[89ES3]

[90E]
[90ES3]

[91E]

[91ES3]

[92E]
[92ES3]

[93E]
[93ES3]
[94E]

[94ES3]

: Es IR un espacio vectorial sobre Q, aca si se cumplen todos los
axiomas, Q es un sub cuerpo de IR y IR es un R-espacio
vectorial, por lo tanto, se cumple.

: Entonces anotemos el argumento que esta dando.

: Como Q es un sub cuerpo de IR y IR es un R-espacio vectorial,
entonces IR es un Q espacio vectorial, este parece que cumple
los axiomas.

: Si, de espacio vectorial, justed cree que esta pregunta produce
mucha confusion en los estudiantes?

: Si, a mi primero me confundié quien era el cuerpo y cual era el
espacio vectorial, si era IR sobre Q o Q sobre IR.

: Cuesta situarse en cual es cual.

: Cuando son de la misma dimension, bueno en este caso cuando
ambos son cuerpo, cuesta ver cual es el espacio vectorial y cual
es el cuerpo, el cuerpo de los escalares.

. Perfecto, era para ver si estan bien situados, si reconocen las
estructuras... las reconocio.

Pregunta 7

: IR menos el cero, es un grupo abeliano con la operaciéon suma
definida como sigue: suma de x + y es igual a x por y donde X, y
pertenecen a IR menos el 0, define la multiplicacion por escalar
sobre un cuerpo K para que IR menos el cero sea espacio
vectorial sobre K, con esas dos operaciones.

: ¢, Qué es lo que le pide la pregunta?
. Definir la otra operacién, o sea, la operacién de producto por
escalar.

. 'Y tiene que definir...
: Ya, para que IR menos el cero sea espacio vectorial sobre K.

Entonces aqui usted tiene que inventar o crear una
multiplicacion por escalar.
: Vamos a tomar alfa un elemento de Ky x, y un elemento de IR
menos el cero... saqui habria que probar que IR menos es el
cero es un espacio vectorial?
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[95E] : Claro.

[95ES3] : Pero si no tiene el cero no seria un espacio vectorial.

[96E] : Pero el 0, 4 Por qué le importa el 0?

[96ES3] : Por el inverso de la suma.

[97E] : Pero si usted pone mas atencion en la suma, ;Como esta
definida la suma?

[97ES3] : Como el producto... como el producto de los dos elementos.

[98E] . ¢Entonces para que quiere el cero?... ;Por qué le provoca
cortocircuito eso?

[98ES3] : Que estaba viendo que un x mas un u debe dar x, paro aqui

esta definida asi, entonces el u vendria siendo el 1 y no el 0.

[99E] : Entonces ¢,Quién vendria siendo el 1?

[99ES3] : El uno es el elemento neutro para la suma.

[100E] : 'Y usted ¢ Qué habia pensado al principio?

[100ES3] : Que el cero era el elemento neutro para la suma.

[101E] : ¢, Por qué penso en el cero?

[101ES3] : Por... bueno, por la suma de inversos me tiene que dar cero.
[102E] : Porque la suma tiene siempre asociado el cero ¢ algo asi?, pero

este caso no ¢,no es cierto?, claro, entonces ¢ Quién esta jugando
como el neutro aqui? ¢ Quién es el neutro?
[102ES3] : El uno vendria siendo el neutro para la suma.

[103E] : Entonces ¢ es importante que este el cero? o ¢no?
[103ES3] : Ahora no.

[104E] : Entonces ahora que hemos comprendido nuestra suma, va a
tener que definir usted un producto por escalar, usted intentarlo,
no lo damos en este caso, si no que usted lo pueda inventar.

[104ES3] : Tiene que ser cerrado sobre la suma... ya eso podria ser.

[105E] : Puede darse un cuerpo en particular ¢si usted quiere?, o si
quiere trabajar con uno en general, también.

[105ES3] . Esto deberia dar... debe cumplir esto, esto que eso es lo mismo

que alfa por x +y y eso es igual a alfa por x pory...

(Silencio de 1:30 minutos)

[106E] . ¢Quiénes son los vectores en este caso? ;Quién son los
vectores?

[106ES3] . X ey, esos son mis vectores y alfa es el elemento del cuerpo.

[107E] : pero ¢ Qué objetos son el x y el y?

[107ES3] : Numeros reales distintos de cero... esto es lo mismo que alfa

cuadrado por x por y... en realidad eso es lo que tiene que
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[108E]
[108ES3]
[109E]
[109ES3]
[110E]
[110ES3]
[111E]
[111ES3]
[112E]
[112ES3]

[113E]

[113ES3]

[114E]
[114ES3]

[115E]
[115ES3]

[116ES3]

[116E]
[117ES3]

[117E]

cumplir y si lo vemos en este caso, estos son dos vectores por lo
tanto la suma va a ser el producto de ellos entonces alfa
cuadrado por x por y, pero no podemos definir el producto asi,
como alfa de x + y = alfa cuadrado de x por y... por que nos
quedaria alfa por x por alfa pory, y eso es alfa x + alfay, y ahi se
cumpliria esa condicidn pero no se cumple la condicion de que
alfa + beta por x, deberia ser... tiene que cumplir alfa x + beta x y
eso debe ser alfa por beta x cuadrado.

: El producto es necesario definirlo en la suma, para definirlo o
hay que definirlo en un objeto, en un vector.
. ¢el producto?, en un vector, pero tiene que cumplir...

: O sea usted esta chequeando automaticamente, eso es lo que
usted esta haciendo, le esta haciendo un chequeo.

: Si, se define en un vector y un elemento del cuerpo, un escalar,
pero debe cumplir las propiedades de espacio vectorial.

: Usted esta haciendo las dos cosas a la vez.

: Claro, estoy tratando de buscar la multiplicacion para, pero que
cumpla las condiciones.

: Lo que esta tratando de hacer ahi...
hay, no es necesario que la pida.

: Se tiene que cumplir... (Silencio 46 segundos)...
1 por x deberia ser x... (Silencio 1 minuto).

si quiere usar otra hoja ahi

tendriamos que

. ¢, Qué es lo que cuesta de esta pregunta, hacer?
: Chequear que cumpla las condiciones.

: 'Y también hay una parte creatividad de uno... ;no se atreve a
poner ninguna operacién?... sin pensar tanto en los axiomas sino
que en la operacién primero.

: La operacion, si, esa puede ser una..

: Pero dijo que le fallo.
: No cumple aca.

: Otra, no podemos seguir pensando en esa.

: Que alfa cuadrado x cuadrado, esa también podria ser... alfa
por X lo lleve a alfa x cuadrado pero no cumple esta... (Silencio
de 40 segundos)... la otra es que alfa por x lo lleve a alfa + X.

: Y nos quedaria... alfa x + y... a ver esa podria ser, alfa + x, la
primera alfa de x + y deberia ser alfa + xy.

: Ahora, tiene que poner la hoja ahi para que la podamos ver.
. 'Y eso es alfa xy, pero no cumple la condicion.

. ¢, Tampoco podria ser esa?, otra... ¢quiere una galleta?
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[118ES3]

[118E]
[119ES3]

[119E]
[120ES3]

[120E]
[121ES3]

: No, gracias... alfa por x lo llevo a alfa cuadrado por x ya y ahi
cumple el axioma de alfa de x + y es igual a, alfa cuadrado + x +
y, Y esto es alfa cuadrado por x por y, y eso es alfa por x + alfa
por y, se cumple una; alfa + beta por x + y es igual a alfa + beta +
X e y...tengo un problema al definir esto, por que alfa es un
escalar y x es un vector.

. Si.
: Podriamos definir como alfa por x es igual a alfa cuadrado por el
vector uno mas, no se puede definir asi.

. (problemas de audio)... La definicion.
: No es que estoy usando el producto que aun no defino, estoy
usando el producto que aun no defino.

. La condicional, ésta sea igual a esa.

: A ver, alfa de x igual a alfa por x + alfa por x... alfa por x+ vy, y
ese alfa... alfa por x + y, alfa por xy mas alfa xy, no nos queda
todo al cuadrado.

Silencio de 2:15 minutos

[121E]
[122ES3]

[122E]
[123ES3]

[123E]
[124ES3]

[124E]
[125ES3]

[125E]
[126ES3]

[126E]

: Porque hay muchas operaciones entre dos numeros, ,no?
. Si.

: Como una de esas operaciones no le va a servir.
. Alfa por x...

: ¢, Qué esta pensando?

: En poder usar el inverso multiplicativo o el inverso aditivo aca,
definir el producto a través de la suma, o sea usando la suma...
hacer alfa + beta por x + y... a esto tenemos que llegar...
(Silencio de 1:35 minutos) y si lo elevo al cuadrado.

. Tal vez lo adecuado seria pensar en operaciones no mas,
primero.
: Que alfa por x lo lleve a...

: ¢, Quieres dejarla y después volvemos?
: Ya mejor, para...

: Usted me dices un instante y abortamos la pregunta. No piense
en esta por que si no...
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[127ES3]

[127E]
[128ES3]

[128E]
[129ES3]
[129E]
[130ES3]

[130E]
[131ES3]

[131E]
[132ES3]

[132E]
[133ES3]

[133E]
[134ES3]

[134E]
[135ES3]

[135E]
[136ES3]

Pregunta 8

. Dice: sea V el conjunto de los X, y, z pertenecientes a IR3 tal
que X, y, z sea mayor que 0, un espacio vectorial con las
operaciones suma y ponderacion... sea W el espacio de todos los
puntos de V situados sobre el plano z = 1, escriba dos vectores
de W. ya como es sub espacio de V debe cumplir que las
primeras coordenadas deben ser mayor que 0, puede ser 1 1y
como el ztienequeser1es1yelotroel 2,el5yel1.

. Perfecto, era mostrar si entiende bien el W.
: Cual es el vector nulo de W, ah de W puede ser el mismo de V.

: Si, entonces la pregunta es cual es el de V entonces.
cEl111.

: ¢, Como sabe, como esta tan seguro de que esel 11 1?
: Por la definicion de la suma podria ser...

: Anota cual es primero.

: Llamaremos al vector y, no, el vector e, e igual a 1 1 1, entonces
u+edebeser|gualauyues(x y,z) + equees1, 1 1y eso
es...xporlesx1poryesyyzpor1z.

: Perfecto, y eso te garantiza a ti, que...
: Que (1, 1, 1) es el vector nulo... de Wy de V.

: De V también ¢ Por qué tiene que ser de los dos?
: Por la unicidad, porque si ésta en W también va a estar en V.

'Y ¢Quién lo garantiza eso? la... ;Qué lo esta garantizando eso?
. la unicidad del vector nulo... si V es 3 2 1 perteneciente a V
quien es menos V... aqui debe ser que V + menos V debe ser
igual a (1, 1, 1) vector nulo, V vale (3, 2, 1) aqui podemos
resolver, mas -V deberia ser, puedo llamarlo (x, y, 1) porque esta
en W, siempre va aser 1, (1,1, 1) y eso es 3x, 3 por x, 2y, 1y
eso es igual a (1, 1, 1), eso implica que x vale 1/3 , y vale Y2 , por
lo tanto el inverso o sea -V seria igual a (1/3, 72, 1).

: Perfecto
: ¢, Son linealmente independientes?

: Esos dos vectores, ¢ son linealmente independientes?

. ...alfay beta en IR... a ver, deben ser uno multiplo escalar del
otro, para ser dependientes...
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[137ES3]

[136E]
[138ES3]

[137E]
[139ES3]

[138E]
[140ES3]

[139E]
[141ES3]

[140E]
[142ES3]

[141E]
[143ES3]

[142E]

[144ES3]

: A claro, este es multiplo escalar de este, si amplificamos por -1,
por el vector (2,2, 1)esoes2ala-1,2ala-1,1ala-1yesoes
V2 V2 1.

: Por lo tanto, los vectores s Como serian?
. Linealmente dependientes.

: Perfecto, cinco.
: El conjunto ¢es una base para W?... bueno el sub espacio W es
de dimension 2.

: Anotemos eso entonces.

: La dimensién de W es igual a 2, entonces habria que probar
solamente que es LI, que el conjunto es LI, sean alfa, beta en IR,
entonces alfa por (3, 3, 1) + beta por (1/3, 3,1) debe ser igual al
vector nulo, que es (1, 1, 1) y eso es 3 elevado a alfa, 3 elevado a
alfa, 1, mas, 1/3 elevado a beta, 3 elevado a beta, 1 y esto es
igual (1, 1, 1), ahora alfa, ya, la suma me da el producto, eso es 3
por 1/3 elevado a beta, eso es 1 elevado a beta que es 1y esto
es 3 elevado a alfa + beta y el ultimo es 1..

. Si
. Esta bien, no aca es 3 elevado a alfa por 3 elevado a beta.

: Claro, porgue no es el mismo alfa, lo habia simplificado.

: Esigual a (1, 1, 1), entonces ahora tiene que cumplir que esto
es igual a 3 elevado a alfa menos beta, 3 elevado a alfa + beta, 1
igual a (1, 1, 1) entonces tiene que cumplir que esto tiene que ser
0 para que Ia para que la potencia sea uno, alfa menos beta igual
a 0 y alfa mas beta igual a 0, resolvemos este sistema y nos
queda que alfa es igual a cero y beta es igual a cero, por lo tanto
es LI, por lo tanto el conjunto (3, 3, 1) y (1/3,3,1) es LI y por lo
tanto una base de W.

. ¢, Por qué basta que sea LI para que sea base?
. Por la dimension del espacio, tiene que haber dos elementos en
la base.

Pregunta 9

: Muy bien, ahora son unas preguntas rutinarias que seguramente
son de cuentas, a ver como las argumenta.

: Sean U, W, V tres sub espacios de IR3, definidos como sigue U
es generado por (1,2, 3) (1,0, 1)y (0, 1, 1), W es el generado por
(-1,1,0) (1,0,1) y Vsonlos (x, Yy, z) en IR3 tal que la suma de
sus componentes es 0 se pregunta U =W = V.
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[143E]
[145ES3]

[144E]
[146ES3]

[145E]
[147ES3]

[146E]
[148ES3]

[147E]
[149ES3]

[148E]

[150ES3]

[149E]
[151ES3]

. (problemas de audio)...
responder?
: En que si este es LI o LD el conjunto del sub espacio U.

son iguales, ¢Qué esta pensando en

. ¢ Por qué?... ; Por qué pensaste en chequear eso primero?
: Para ver la dimensién de Uy de Vy de W.

: Ya, estaba viendo las dimensiones.

. 'Y el primer... se puede eliminar uno, un vector ya que se escribe
como combinacion lineal de estos dos, por ejemplo el primero se
puede escribir como una vez el segundo mas dos veces el
tercero.

: Entonces anotemos eso.
. Entonces, (1, 2, 3) se escribe como (1, 0, 1) + 2 veces (0, 1, 1),
suponiendo que las operaciones son las usuales.

. Si, bien, las usuales, buena observacion.

: Entonces U es igual al generado por (1, 0, 1), y el (0, 1, 1)... si
estamos bien, ya, ahora hay que ver que W es el generado por...
menos 1... y (1,0,1) si, ya, entonces ahi estariamos bien... ya U
es igual a W por que cada vector de la base U se escribe como
combinacion lineal de los vectores de la base de W y los vectores
de la base de W se escriben como combinacion lineal de los de la
base de U.

: Vamos a anotar eso entonces, el argumento para decir que son
iguales.

: U es igual a W ya que cada vector de U se escribe como
combinacion lineal de los vectores de la base de W y viceversa,
yo creo que se escribe asi., yay W no es igual a U, bueno W, no
V es distinto de W, ya, si tomamos es vector (1, 0, 1) la suma de
sus coordenadas es 2 que es distinto de 0, no cumple la
condicion por lo tanto no son iguales, bueno y lo mismo pasa con
U, U es distinto de, de V, ya que el vector, este por ejemplo o
cualquiera de los dos, da lo mismo, (0, 1, 1) esiguala 0,0+ 1 + 1
y eso es igual a 2 que es distinto de 0 por lo tanto este vector no
pertenece a la base de V... (Problemas de audio).

. ... (Problemas de audio)

. ... Que U y W son iguales pero V es distinto de U y V es distinto
de W, bueno da lo mismo, con que ya sea distinto de uno es
distinto del otro.
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[152ES3]

[150E]
[153ES3]

[151E]
[154ES3]

[152E]
[155ES3]

[153E]
[156ES3]

[154E]

[157ES3]

[155E]
[158ES3]

Pregunta 10

V el conjunto de las matrices de orden 2 tal que sus
coordenadas... determine una base para V.

: Claro es un sub espacio de las matrices, ¢,no es cierto?, se pide
una base para V.
: Ya, desarrollamos el sistema de ecuaciones...

: ¢, Por qué hay que desarrollarlo? ;Por qué?

. ...Xx + 2y — z = 0 para determinar las soluciones del sistema que
van a dar los componentes de las matrices... desarrollamos...
multiplicamos por menos 1 abajo... lo vamos a hacer como
matrices, mejor... a la fila 2 le sumamos la 1 con un menos 1, 1 2
-10...0-2 -1 1 (teléfono)... la fila dos...

: No te preocupes si quieres contesta.

: No, ya, las 2 le sumamos la 1 por menos 1, nos queda 0 -2 1 -1,
ya tenemos eso, ya y ahora la fila 1 le sumamos la 2 por uno, nos
queda10-2y1,0-2-11ya lafila dos la amplificamos por -2 y
nos queda 1 0 -2 1y 0 1 % -, si ahora entonces el...
desarrollamos aca y eso implica que t =ty z = z, por lo tanto y
vale /2 de t mas 2 de, -2 de z y x vale 2z — t, entonces
reemplazamos arriba y nos queda que x vale 2z — t, y vale %t -
Y2z, z vale z y t vale t y eso se escribe como z veces 2 -'%...

. Espérate un poquito, 4 Como sacaste el y?
. El'y, dijimos que primero que t era t y que z era z, entonces aqui
nos quedayy, si...

: Si, ya perfecto, o sea vamos, o sea usaste esto para sacar x y
sacary.

: Entonces z vale 1 y aqui hay cero z mastque vale -1 %20y 1y
esa seria una base, por lo tanto el conjunto2 -2 1y 0,-17%201
es una base para V.

Pregunta 11

. Esta es la ultima pregunta que todo... (Problemas de audio)...
: Sea V = al conjunto de los (a, b) tal que a, b pertenece a IR+ un
R-espacio vectorial con las operaciones suma al + 2,1 + 2y la
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[156E]
[159ES3]

[157E]
[160ES3]

[158E]
[161ES3]
[159E]
[162ES3]

[160E]
[163ES3]

[161E]
[164ES3]
[162E]
[165ES3]
[163E]
[166ES3]
[164E]
[167ES3]

[165E]
[168ES3]

[166E]

ponderacidén, es parecido al anterior, estudiar la dependencia
lineal de los sub espacios de los subconjuntos de V dados por, ya
tenemos S1, S1 podriamos decir que es linealmente
independiente.

. ¢, Por qué?

: Porque si no uno fuese multiplo escalar de otro y para ser
multiplo escalar debe ser, el Unico alfa que cumple seria el cero o
k deberia ser 0, pero tres elevado a cero es 1 también, por lo
tanto uno no es combinacion lineal del otro, por lo tanto es LI.

: Ese argumento ¢ Cual seria?, lo escribe ahi.
: La conclusién, por lo tanto, el conjunto es LI, ya que uno no es
multiplo escalar de otro.

: Perfecto, eso es para S1.
: EI S2... si es, es linealmente dependiente.

: ¢, Como te das cuenta tan rapido?
: Porque ese es combinacion... ese es producto escalar, es alfa
veces este tendria que ser 0 veces..

: Perfecto, escribe por favor.

: Pero... a ver es 0 veces... si, ya el S2 es LD ya que (1, 1) es
igual a 0 por (2, 1) y eso es igual a 2 elevado a 0, 1 elevadoa O y
eso es (1, 1) o sea uno es multiplo escalar del otro.

: Muy bien, pero muy bien; no se si quieres volver a la pregunta
que dejaste para definir la...
. ... El producto, ya.

: Era la...
audio)
: Si, entonces tiene que cumplir que sea...

no te voy a pasar lo otro para que... (Problemas de

. ... (Problemas de audio)
: Eso debe dar alfa cuadrado por xy, ahora x + y debe dar x
cuadrado y cuadrado... (Silencio de 1:30 minutos).

¢ Qué operacion podria cumplir eso?... (Silencio de 1:24
minutos)... ¢ Cual es la idea que tiene? Para saber...
. La idea es tratar de usar el inverso multiplicativo...
52 segundos).

(Silencio de

: ¢ No hay otra idea que no sea esa? 4 Sin usar el inverso? otra...
. Es que era: una elevar al cuadrado pero en la suma me
quedaban los términos... (Problemas de audio)...

: Claro, ahi esta el problema.
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[169ES3]

[167E]

[168E]

[170ES3]

[169E]
[171ES3]

[170E]
[172ES3]
[171E]

[173ES3]

[172E]

[174ES3]

[173E]

[175ES3]

[174E]
[176ES3]

[175E]

: Si elevamos al cuadrado se cumple esa ¢y se cumple ésta?
Pero no se cumple ésta.

: Claro favorece unas, falla en otras.

: Si tu decides dejarla hasta aqui también esta bien, no te
preocupes, si quieres seguir luchando contra la pregunta, también
es valido (silencio de 1:33 minutos).

: La suma de sus cuadrados.

: Pensar en cuadrados ¢va a traer éxito a la pregunta?
: ¢,Como?

: Pensar en esos cuadrados ¢ a traido éxito a la pregunta?
: No, complicacién... bueno eso tendria que ocurrir, ahora hay
que buscar cual es la operacion que lleva a eso.

: Hay que buscar una operacion que lleva a eso, ¢cierto?... no te
viene a la mente ninguna ¢Qué pueda cumplir eso? (silencio de
3:00 minutos).

. ... (Murmullos)... podria ser x alfa x, una cosa asi, alfa por x...
tomando que el, pero este es un vector...

: Eso es lo mismo que alfa x cuadrado ¢no?

: Claro pero seria como... es que estoy viendo esto como un
escalar, esto es un escalar, pero estos son vectores entonces la
multiplicacion de vectores no esta definida.

: No, eso es lo que tienes que definir tu, pero no multiplicacién de
vectores, sino de escalar por vectores eso es mucho lo que estas
pidiendo, eso es muy exigente, claro multiplicacion de vectores,
porque uno sabe el producto punto entre vectores, ¢no es cierto?
. Pero ellos son elementos reales, o sea ahi no se complica
mucho cuando son elementos reales pero hay que ver el caso,
tomandolos como vectores eso no se puede, 0 sea yo creo que
no se podria hacer, por que eso es un vector multiplicado por un
escalar por un vector... porque lo.

: Dejémoslo hasta aqui.

: Creo que no existiria una, al menos que la lleve al vector nulo,
porque si tenemos esto alfa + beta por x debe cumplir que ser alfa
por X + beta por X, pero esto, la suma de los vectores es el
producto entre ellos, por la definicion de suma debe ser alfa por
beta por x cuadrado, pero si tomamos beta = 0 para hacer al alfa
por X, nos queda que es alfa por x + 0, o sea 0 por x y seria alfa
por O por X cuadrado y como son numeros reales es 0, es lo Unico
que podria, o sea justificar que no existe tal operacion.

: Que seria una posibilidad, no es cierto, ya anotemos eso.
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[177ES3]

[176E]
[178ES3]

[177E]
[179ES3]

[178E]
[180ES3]

[179E]
[181ES3]

[180E]
[182ES3]

[181E]
[183ES3]
[182E]

[184ES3]

[183E]
[185ES3]

[184E]

[186ES3]

[185E]

: No existe operacion alguna, operaciéon, digamoslo producto
alguno tal que IR menos el 0 sea espacio vectorial, pero vamos a
decir algo contradictorio porque el 0 no esta en el espacio, pero
en el cuerpo si.

: ¢ Quién estas pensando en el cuerpo? Cuando dices cuerpo,
estas pensando ¢ En qué cuerpo?
: No un cuerpo cualquiera.

: Entonces en el cuerpo si puede estar.
. Si.

. ¢ Esta bien que llegue al cuerpo? ¢ Esta bien que vaya al 0 del
cuerpo?
: No.

: ¢, Qué me debiera dar?

: Un vector de IR menos el 0, de este espacio, entonces lo que
pasa es que, aqui esta operacion cuando beta es 0, ya no esta
definida, por que va a quedar cero por el vector y eso no existe.

: No existe, no existe, efectivamente pasa eso.
: Entonces yo creo que lo mas probable es que no exista una
operacion que haga de IR menos el 0 un espacio vectorial.

. ¢ Por qué?
. por el motivo de que si existe un escalar 0.

: ¢ Qué esta haciendo? ;Qué papel esta jugando ahi?, ese que
estas diciendo tu, ese 0.

. El neutro en el cuerpo, ese es el neutro en el cuerpo, por lo tanto
existe en el cuerpo pero no existe un vector nulo en el espacio, o
sea un vector cero.

: Claro, el vector 0 si existe o ¢no existe?
: No el 0 no, el nulo si, al 0 me refiero al 0.

: El elemento cero... ya esa es la respuesta, Es mas dificil cuando
me dicen buscar que cuando me lo dan ¢ Por qué? ¢;Por qué se
hace mas dificil cuando me piden definir? Que uno la defina eso
es mas complicado, o sea se siente mas complicado.

: Porque tiene que cumplir todas las condiciones entonces eso es
un poco mas, como que restringe, yo puedo decir cualquier
funcién pero va a estar restringida a ciertos, a los axiomas que
tiene que cumplir, entonces yo creo que es mas dificil, bueno si
ocurre, puedo ser cualquier que definir un producto, uno lo puede
definir como quiera pero que cumpla los axiomas.

: Muchas gracias por todo.
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[1E]

[1ES4]

[2E]

Video ENTREVISTA — ESTUDIANTE 4

Pregunta 1

: La idea es ver como piensas todo lo relacionado con espacio
vectorial, esa es la idea, ver como esta la nocién de espacio
vectorial, entonces la idea es ver como los estudiantes con la idea
que tienen de espacio vectorial son capaces de enfrentarse a
todas las preguntas que estan aqui. Estas preguntas tienen una
finalidad, ver como esta la parte cognitiva del pensamiento acerca
de esta problematica, eso es lo que no nos interesa si esta bueno
o esta malo este resultado. Es saber como se va pensando,
elaborando un argumento para cada respuesta, eso es lo que nos
importa, como se va elaborando y yo ojala te pudiera sacar una
fotocopia al cerebro ver como se elaboro el argumento, pero
como no puedo tengo que, la parte hablada juega un papel
importante, asi que cualquiera duda me la consultas, menos la
respuesta, pero aqui empezamos.

: Empiezo no mas, y escribo todo asi como en prueba.

: Si me vas contando y vas escribiendo, ambas cosas tienen que
ser.
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[2ES4]:

[3E]:
[BES4]:

[4E]:
[4ESA]:

[5E]:

[SES4]:

[6E]:
[6ES4]

[7E]:
[7ES4]
[8E]
[8ES4]

[9E]
[9ES4]

[10E]

[10ES4]

[11E]
[11ES4]

[12E]
[12ES4]

[13E]

[14E]
[13ES4]

. Dice que, con las operaciones definidas un espacio vectorial
sobre IR2, dice que verificar eso, en este caso yo lo que haria
seria verificar las propiedades.

. ¢,Cuales propiedades se te vienen a la mente?
: La asociatividad.

: ¢Para quién?
: Para la suma, todo es para la suma.

: Anda anotando las propiedades y las vas definiendo, suma,
como hay dos operaciones, cuando me dice asociatividad, me va
a tener que decir para quien, porque yo no se para cual estas
pensando ¢ para cual?, a lo mejor tu tienes claro para cual, pero
yo no... entonces que vas a hacer las va a anotar todas y
despues les va a echar un chequeo asi rapido o las vas a..

: Para la suma... asociatividad... tiene que ser cerrada.

: Otra mas.
: Nunca me queda claro si eso es conmutativo no?

: No, cerrado... pero, si los opero.
. Sigue estando en el mismo cuerpo, si eso me queda claro, pero
¢Como se define?

: sS ve como esta definido, si lo que esta ahi, si lo que esta ahi,
mira como te define...
: A no, si, si, pero es que hay un nombre asi como asociatividad...

: No, ndmbralo con tus propias palabras, asociatividad...
: Que sea cerrado y no me acuerdo de todas pero son varias.

: Y puedes ir anotando al lado para la ponderacion cuales serian,
si te acuerdas de algunas para la ponderacién... (Problemas de
audlo)

. serian... mmm... que... ah

: Las que se te vengan a la mente.
: No estudie para esto (risas).

: Es sin estudio... lo que ha quedado en tu mente del curso.
. ...ah, la suma tiene que ser grupo ¢no?, pero en total.

: Ponlo en resumen: en total, como dices tu.
: ¢ Ya te estas acordando?

: Que... es un grupo y en ese tiene que tener propiedades de
multiplicacion: multiplicacion por escalar, seria...
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[15E]
[14ES4]

[16E]

[15ES4]

[17E]
[16ES4]

[18E]
[17ES4]

[19E]
[18ES4]

[20E]

[19ES4]

[21E]

[20ES4]

[22E]
[21ES4]

[23E]
[22ES4]

[24E]
[23ES4]

[25E]

: Las puedes anotar como tu quieras, como se te vengan a la
mente que las recuerdas.
: No, no me acuerdo de eso... se me puso la mente en blanco.

: Tu te acuerdas de algunas, anota alguna... hay operaciones que
relacionan escalares con vectores, o0 sea de aqui con aca
¢, Cuadles seria esas?

: No, no me acuerdo (risa)

'Y ¢tiene que ser solamente grupo?

: ¢, Grupo?, ah, tiene que tener... bueno, tiene que tener inverso,
tiene que tener neutro, yo creo que esas son todas, y aqui
también son como cuatro.

: Si, son como cuatro.
: Pero no me acuerdo y son muy parecidas a estas.

: A ver, trata de anotar alguna.
: Heeemm.

: Hay una que toma un escalar y dos vectores, y otra que yo tomo
dos escalares y un vector.

: Ya, que alfa por (x, y) mas un (a, b) tiene que ser igual a alfa de
(x, y) mas alfa de (a, b).

: No ve que ya estamos recordando, bien. Hay, has tomado dos
vectores, ¢no es cierto?, ya, hay otra que hay que toma dos
escalares y un vector.

: Verdad, entonces eso seria... espere, espere, si ya me voy a
acordar.

: Una galleta ayuda.

: No gracias si tome recién desayuno... dos escalares y un vector,
a claro, al revés, tiene que ser alfa de (x, y) + beta (x, y) y que
¢con el cero también? ;O no?, o no, eso se ve en este.

. El cero esta alla ;,Qué venia aca? No es el cero, ;Qué es?
: El uno... que si alfa es igual a uno entonces el escalar, o sea los
vectores sigue...

: Claro, o sea uno por quién, ;te tiene que dar quien?
: Uno por el vector, alfa igual a 1, entonces alfa de (x, y) tiene que
dar (X, y) y... no me acuerdo.

: Ya no importa, intentamos recordar un montén de propiedades,
tu échale un vistazo, asi, miralas y ve que de esas se van a
cumplir para esa suma y esa multiplicacion o no y te detienes en
esas que te merece dudas, tu dices: la asociatividad no se
cumple... por que tienes que decirme si esto es 0 no es, si no es,
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[24ES4]

[26E]

[25ES4]

[27E]
[26ES4]

[28E]
[27ES4]

[29E]
[28ES4]

[30E]

[29ES4]

[31E]

[30ES4]
[32E]

[31ES4]

alguna de estas falla y si es se cumplen todas, estamos
concientes que nos falta una, ¢ no es cierto?

. Si..., con la multiplicacién o ponderacién ¢jes lo mismo cierto?,
son formas de llamarlo.

: Se le llama ponderacion o multiplicacion por escalar, también
puede ser.

: Claro, en la primera cumple, esa cumple... también cumple,
porque alfa x menos alfa y, bx menos by si los sumo se asocia,
también cumple y después de eso, en este no cumple.

: Entonces tu estarias respondiendo a esa pregunta.
: Por lo tanto, IR2 con las operaciones interiores no es un espacio
vectorial.

. ¢, Por qué?
: Porque por, esta mal escrito eso lo siento...

: No importa le pone una raya no mas... entonces no cumple la...
. la tercera.

Pregunta 2

: Entonces ahora la pregunta 2... no se si necesita ver estas
propiedades, las puedes ocupar también, da lo mismo... entonces
aqui leamos esa pregunta.

: sea IR el cuerpo de los numeros reales y un f de IR en IR que es
igual a... (Problemas de audio)... tal que f es una funcion, se
definen las siguientes operaciones: IR cruz IR va en IR tal que un
(a, b) lo lleva a un a + b y la ponderacion, que f de coma x lo lleva
a un f por x es f de x, si sabemos que IR con la suma es un grupo
abeliano, jah! tenia que ser un grupo abeliano (risas), ¢lo corrijo?

: No, no lo corrija, ya te diste cuenta que aqui le falto algo,
¢cierto?, no importa por que tu respuesta esta bien y tu falla esta
aqui, asi que no importa, entonces de ahora en adelante tu ya
sabes que esto tiene que ser grupo abeliano.

. ... Faltan para que IR sea un espacio vectorial sobre f(IR, IR).

: Entonces aqui esto es grupo abeliano, ¢ Cuales son los axiomas

que faltan?
: Serian conmutatividad con la suma ¢,0 no?
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[33E]

[32ES4]

[34E]

[33ES4]

[35E]
[34ES4]

[36E]

[35ES4]

[37E]
[36ES4]
[38E]
[37ES4]
[39E]
[38ES4]

[40E]
[39ES4]

[41E]

[40ES4]

[42E]

[41ES4]

[43E]

[42ES4]

: No, porque es grupo abeliano con la suma, entonces para que
sea un espacio vectorial estarian faltando algunos axiomas o
algunas propiedades.

: Las de la multiplicacion, porque grupo abeliano va sobre la suma
no sobre la multiplicacion.

. Entonces estarian faltando las..., todos los axiomas que tienen
que ver con la multiplicacion, entonces te voy a pedir que lo
anotes ahi y me digas si se cumplen los axiomas o no se
cumplen, por que me vas a decir cuantos axiomas son.

: En todo caso, no entiendo muy bien hay que f por x el f(x).

: ¢, Quiénes son los escalares?
: Que si f es una funcién o ¢ no es una funcién?

: Es una funcién de estas de aca, entonces ¢;Quiénes son los
escalares ahi?

: Los escalares serian... alfa, beta y los reales, los numeros
reales, pero alla serian las funciones.

. ¢Quiénes son los escalares ahi? Te tienes que dar cuenta
quienes son los escalares ahi, te estan cambiando el panorama.
: Las funciones de IR en IR.

: Entonces lo primero que tienes que darte cuenta es que los
escalares ahi son...
: Funciones.

Entonces con esa perspectiva de que los escalares son
funciones, tienes que chequear si cumplen esos axiomas que
faltan o si fallan, ya vamos viendo.

: Ya, entonces...

: Ya no tendrias que probar que es grupo abeliano.
: No, ya esta probado.

: Entonces tienes que enfocarte en los axiomas que faltan y ver si
se cumplen.

: Axiomas de la multiplicacion... ;este seria por una funcion, no
por un escalar?

: Ya, pero ahi tu tienes que ingeniartelas como vas a procesar
esa informacion.

: Entonces la primera va a ser f, f' para no confundirla con esa
que vaya de f(x) + g(x), no me equivoque (risas) y ¢,Por qué con
plumén?

: Porque la camara no ve el lapiz grafito, no se nada, por eso
tiene que ser plumon de ese grosor...

. ... X ty, eso tiene que ser igual a f(x)+f(y), o seas tendria que
ser lineal.

263



[44E]
[43ES4]

[45E]

[44ES4]

[46E]

[45ES4]

[47E]

[46ES4]

[48E]

[47ES4]

[49E]
[48ES4]

[S0E]
[49ES4]
[51E]
[S0ES4]
[52E]
[51ES4]

[53E]

[52ES4]

: La segunda, si estamos bien.

: f + g de x esto tendria que ser f(x) + g(x), si estoy bien, f es la
funcion identidad, igual la identidad tiene que ser, ah tiene que
llevar a todo... (Problemas de audio)... como funciéon escalares
asi.

: Algo asi.
: Entonces f(x) tiene que llevarlo a x, y la cuarta, que es la que
esta molestando.

: No, no esta molestando, no nos acordamos.
: Pero es que no se cual es.

: A lo mejor en el transcurso de otras preguntas te vas a acordar,
entonces esta la vamos a guardar y tu me vas a decir con esas
tres, échale un vistazo a si se cumplen con esa operacion ¢,0 no?,
tienes que responder si se cumplen esos axiomas.

: Yo tendria que verlo para esto.

: Tu usaste una notacion muy buena para anotar ahi, entonces
con esos axiomas que tu recuerdas ¢se cumplen o0 no se
cumplen?, tienes que dar un breve argumento de que si ¢ Por qué
razon? Y si no, por cual.

: La primera si la cumple, porque...

: Tienes que anotarme ahi: ...y se cumple...
: La verdad en estos momentos lo unico que estoy pensando es
que por que no se va a cumplir, porque no se cumpliria.

: O sea tienes dudas acaso se cumple.
: Es que no sabria como demostrarlo.

: No demostrarlo, mira tu cuando estabas anotando esto me
dijiste: ...ah este tiene que ser tal cosa...se te vino a la mente una
idea, cuando la estabas anotando.

. Ah, tiene que ser lineal, o sea si cumple eso es por que es lineal,
una funcion lineal.

'Y ¢ Qué dicen los enunciados?
: Que es una funcion, no dice nada mas... el...

: No se trata que demuestre, sino que des un argumento chiquitito
para ver como tu mente va diciendo que si se cumple porque esta
pensando en esto, no se cumple porque estoy pensando en esto,
no demostracion...

: A ver, si las, no pero es que la suma... y si pongo f es lineal,
entonces por eso se cumple.
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[54E]
[53ES4]

[55E]
[54ES4]

[56E]
[55ES4]

[57E]
[56ES4]

[58E]

[57ES4]

[S59E]

[58ES4]

[60E]
[59ES4]

[61E]
[60ES4]

[62E]
[61ES4]

[63E]
[62ES4]

[64E]

: Si, si es un buen argumento.
: Ese cumple de que f es lineal.

: Segunda...
. ...También se cumple.

. 'Y ¢ Cual seria la razén ahi?
: A lo mejor esta malo, por lo mismo...

: ¢, Es lo mismo sumar x +y que sumar f + g?
: No es lo mismo, pero... (Risas)

: A lo mejor tu razén es la misma, no sé, es lo que tu estas
pensando

: A ver como lo pienso, que se distribuye el elemento en cada
uno, como se cumple, porque no hay ningun problema al parecer.

: 'Y va a hacer esa distribucion que me estas diciendo, entonces
anotemos eso, ese es tu argumento... yay la 3, ; Como leerias la
tres?

: ¢, En donde? Ahi, que si f es igual a la identidad entonces f(x) a
todas las funciones, la funcién identidad de la x la lleva a la
misma X.

: ¢, Qué podrias decir de eso?
: Que, ¢ Qué es cierto?

. Si, pero... ¢ Por qué?

: Porque aqui dice de que, si me tomo un elemento, o sea si f es
Ia identidad entonces va a ser la identidad coma x y eso lo va a
llevar a la identidad ponderacion con la x y eso lo va a llevar a la
identidad de x y eso ;Qué va a ser? Va a ser X, entonces se
cumple.

: Se cumple, pero ¢ Por qué se esta cumpliendo ahi?
: Por la funcién identidad.

. Ese es el argumento entonces para la respuesta.
: Voy a poner eso ahi, que la funcion identidad... (Risas)... y la 4
no me acuerdo como es.

: La 4 pongamos ahi, no nos acordamos todavia ¢ estas conciente
que falta una?, bien... ya la otra...

Pregunta 3
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[63ES4]
[65E]
[64ES4]
[66E]
[65ES4]

[67E]

[66ES4]

[68E]
[67ES4]

[69E]
[68ES4]

[70E]

[69ES4]
[71E]
[70ES4]

[72E]

[71ES4]

[73E]
[72ES4]

: Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos
elementos, si...

: ¢ Cual?
: Asi como de memoria no me acuerdo.

: Si, si tu dices si, tienes que decir porque piensas que si, si dices
que si... tu mente algo te esta diciendo y ¢ Por qué si?
: Porque entre ellos puedo hacer las operaciones.

: Pues, entonces arguméntame el si, no importa que no sea, si no
me puedes decir cual, pero tu tienes una razén para decirme que
si, esa razén necesito conocerla.

: Porque entre ellos puedo hacer la operacién, puedo emplear las
operaciones necesarias para ser un espacio vectorial.

: Me tienes que nombrar que operaciones estas pensando si,

. jAh! porque por ejemplo si tomo el caso de IR2, dos elementos
de IR2, alguno en especifico, entonces el cuerpo va a ser IR2 y
puedo agarrar los elementos para multiplicar de IR.

: Entonces anota todo eso que me estas diciendo.
. Prefiero contarselo.

: Porque yo en la tesis necesito sacarle al argumento, necesito
ponerlo ahi, el argumento, porque todos los estudiantes dan
argumentos distintos... si por que puedo aplicar las
operaciones...

. ... Necesarias para... ah no creo... para...

: No te aventurarias para decir que elementos tendrian que estar
mas 0 menos.
. ¢, Cuales serian?, si plano, dos rectas que formen un plano.

: Ya, la otra.

Pregunta 4

: Wy... (Problemas de audio)... que ver si es un espacio vectorial
real, si...

: Ta argumento ¢ Por qué?

: El mismo de siempre, porque cumple la... todas, porque con la
suma... la multiplicacion funciona por que todo elemento
multiplicado por 0 me da el 0 y con la suma...
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[74E]

[73ES4]

[75E]
[74ES4]

[76E]
[75ES4]

[77E]
[76ES4]

[78E]
[77ES4]

[79E]

[80E]
[78ES4]

[81E]
[79ES4]

[82E]
[80ES4]

[83ES4]

[81ES4]
[84E]
[82ES4]
[85E]
[83ES4]

[86E]
[84ES4]

[87E]

: Entonces me tienes que ir anotando lo que vas diciendo, eso, si
por esto.

: Es que no estoy tan segura, a lo mejor no cumple para una de la
suma.

: Ahi tienes que ir diciendo... tu inseguridad... ¢ Por qué quisiste
empezar por esas primero?
: Es que estoy segura de que esas cumple.

. ¢, Por qué las otras habias empezado por quién primero?
: Por la suma, porque estaba mas segura de que se cumplian.

: Ah, por eso era el motivo de empezar por esa, ya, tu seguridad
va por este lado...
: Hemm...

: Ahi estas ocupando propiedades ¢ de quién para hacer eso?
: Multiplicacién.

: Para que me vayas contando un poco, porque te veo escribir y
no te escucho.

. ¢, Por qué puedes decir que esto es 0?
: ¢, Tengo que hacer eso?

: No, cuéntame no mas.
: Porque ese se reparte en cada uno.

'Y ¢ Donde sacaste que ese era 0?
: De la definicion.

: Péngale al lado que es 0 por la definicién... ;Cual cero estas
viendo que es por la definicion?, marcalo y tira y tira la flecha para
el lado o ahi... s de quién?

: De W... entonces, ¢Cual era la otra?, la que si alfa era igual a 1.

:¢,Por qué puedes decir que aqui alfa es 17?

. Porque estoy trabajando en los polinomios de grado n en los
reales, entonces el uno va a estar en los reales.

: Recuérdate que el otro eran las funciones entonces por eso te
estaba haciendo tomar conciencia de que...

:Anosi si...

: Estamos bien, estamos ok.
: Si.

. Te situaste bien aqui que era el...
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[85ES4]
[88E]
[86ES4]

[89E]

[87ES4]

[90E]

[88ES4]

[91E]
[89ES4]

[92E]

[93E]

[90ES4]

[94E]
[91ES4]
[95E]
[92ES4]

[96E]

: Si... como era éste... (Murmullos)... es que me adelanté porque
puse inmediatamente...

: No importa... y ese es por...
: Y la cuatro?

: Esa es la que todavia anda, ¢,no llega a la mente?, ya entonces
pongamos: ...n0 me acuerdo... Si tu crees que tienes un
argumento que no necesites anotar todos los detalles, lo pones;
pero si tu crees que necesitas ir anotando detalle a detalle, lo
haces, o sea estas en libertad de...

: Si, pero es que eso define el Kernel, me define un subespacio
vectorial.

: Entonces anotémosilo... te lo digo porque si se te ocurre otra
cosa que nos has ido anotando, un argumento que sea valido que
englobe todo eso, eso es mejor... si te complica, no y lo sigues
haciendo asi...

: No, esta bien, estaba pensando en otra cuestion.

1 ¢Enqué?

: Que uno generalmente define que el Kernel es un subespacio
de un espacio, pero entonces ese por ende también tendria que
ser un espacio.

. Claro, porque los subespacios son espacios légicos de otros,
estan contenidos en otros, esa es la gracia... (Silencio de 1:03
minutos)...

: Me gustaria saber ; Como asociaste el Kernel con eso? que te...
(Problemas de audio)

. La definicion del Kernel dice que todo elemento lo lleva con
alguna operacion al cero.

: Me puede anotar eso: ...que lo asocié con el Kernel porque...
eso es muy bueno... (Silencio de 58 segundos)

. ... Al cero o al vector nulo... de la imagen... no es que se me
ocurrié... (Murmullos)

: La otra...
: Por lo tanto, es espacio vectorial... no respondi nunca.

: No, no me habia acordado, gracias... (Problemas de audio)

Pregunta 5
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[93ES4]
[94ES4]
[97E]

[95ES4]

[98E]
[96ES4]

[99E]
[97ES4]

[100E]
[98ES4]

[101E]
[99ES4]

[102E]
[100ES4]
[103E]

[101ES4]

[104E]

[102ES4]
[105E]
[103ES4]

[106E]
[104ES4]

[107E]
[105ES4]

. Averigua si las siguientes afirmaciones es correcta o no, en
ambos casos justifique su respuesta.

: Sea V, W y Z subespacios vectoriales sobre un cuerpo Ky
supongamos que V+W =V + Z, entonces ;W = Z?

: ¢, Tu conoces esa propiedad?, para otras cosas...
... S

: ¢Para quién?
: Para...

: O es una propiedad nueva, nunca la has visto.
: No, pero se parece a una...

: Se parece a una que has visto alguna vez en la vida... ;Qué
oplnarlas cuando en esta situacién el V, W y el Z son quiénes?
: V, Wy Z son espacios vectoriales.

. ¢,Cual seria tu respuesta a esa proposicion?
: Que es verdadero.

: Entonces me tienes que decir por qué, que piensas tu, como me
argumentas que es verdadero, ¢Qué te dice tu mente?

: Porque, por operaciones no mas.

. Si me dices operaciones, me dices qué operaciones estas
pensando... ya, entonces ¢ Cual fue tu argumento? ;Por?

: Por operaciones.

: Por operaciones, ya entonces escriba eso. Perfecto la siguiente.

Pregunta 6

: Hay no, esto es feo, esto nunca lo he entendido.

: A ver, tiene una posibilidad .
. ¢ Es K un espacio vectorial, no Q, sobre IR?, justifique, ¢es Ir un
espacio vectorial sobre Q?

: ¢,Son la misma pregunta? 4 Cual es la diferencia?
: No, que... uno es sobre el... 0 sea los elementos que contiene
sobre el espacio vectorial es IR y el otro es Q.

Y ¢Quién es Q y quién es IR?
: IR son los reales y Q son los racionales.
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[108E]
[106ES4]

[109E]
[107ES4]

[110E]

[108ES4]

[111E]
[109ES4]
[112E]

[110ES4]

[113E]
[111ES4]

[114E]

[112ES4]

[115E]
[113ES4]

[116E]
[114ES4]

[117E]
[115ES4]

[118E]
[116ES4]

[119E]
[117ES4]

[120E]
[118ES4]

: Ya, ahora me tienes que tratar de dar una respuesta.
: Este si, lo veo por conjuntos eso si.

: No esta malo, es un argumento totalmente valido.
: Porque Q esta introducido en IR.

: Anotemos... (Silencio de 30 segundos)... bien, entonces qué
puedes decir de la otra pregunta que esta al lado.

: Yo de repente creo que también puede ser porque, si IR, es
como la misma razén entonces simplemente lo acota por Q, pero
eso 4 esta bien?

: ¢, Qué quiere decir que lo acota por Q?
: De que solamente IR como espacio vectorial o va a trabajar
como los elementos de Q.

: Va a trabajar en un pedazo, si puede ser, puede trabajar en un
pedazo, si Q es un pedazo de IR.
: Pero... y Q es un cuerpo, también funciona...
posible, pero parece que, un ejemplo: yo sé que...
y los reales no se pueden, 0 4si?

entonces es
los complejos

. ¢, Por qué?
: Es que hay uno que se me confunde, que no se puede.

Pero aqui, aqui no estamos con los complejos, no nos
pongamos en esa situacion, es IR y Q solamente... me tienes que
elaborar un argumento, ese mismo argumento o un argumento
distinto que vas a utilizar para la respuesta.
 Ya.

. ¢ Estamos con los argumentos? Ya perfecto, la siguiente.
: Espere voy a hacer un dibujito para que se entienda.

: Qué significan esas rayas.
: Que aqui no mas se trabaja.

'Y ahi ¢ En donde?
: Aqui se trabaja en todo.

: Podrias ponerme eso: ... aqui se trabaja lo rayado...
. Espere, no estoy tan segura... ya...

: Cuando dices aqui se trabaja, qué quieres decir que aqui se
trabaja
: Como espacio vectorial Pongo aca?

. Si, por favor...
: Sobre IR.

ya, y alla ¢ Se trabaja donde?
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[121E]

[119ES4]

[122E]
[120ES4]

[123E]
[121ES4]

[124E]
[122ES4]

[125E]

[123ES4]

[126E]

[124ES4]

[127E]

[125ES4]
[128E]
[126ES4]

[129E]
[127ES4]

[130E]
[128ES4]

[131E]
[129ES4]

: Estamos con la respuesta, el siete.

Pregunta 7

: IR-{0} es un grupo abeliano con la operacién definida, la suma
definida como sigue.

: ¢, Como esta definida esa operacion? A ver lea.
. la suma, que todos los elementos que se sumen, se multiplican
donde (x, y) pertenece a IR-{0}.

: ¢,Por qué razon se sacaria el 0?7
: Porque six oy es 0, se anula.

: Se anula, no ve otra cosa ¢Sdlo esa?
: Porque sino no cumple de ser grupo abeliano.

: Es una razén mas fuerte, cierto, es un grupo abeliano y el grupo
abellano ¢ Qué es el cero? ;Qué estaria pasando con el 07

: O sea no cumpliria con algunas propiedades de grupo abeliano,
pero cual tendria que pensarlo.

: No cumple algunas propiedades, si por esa razén es que no
estda el cero, para que no impida que sea grupo abeliano,
entonces ¢ Qué se pide en la pregunta?

: Definir la otra operacion, la multiplicacion por un escalar sobre
un cuerpo K para que IR-{0} sea un espacio vectorial sobre un
cuerpo K, con esas dos operaciones.

: Entonces tu tienes que elegir un cuerpo, pero qué conoces para
que esa operacion que tu vas a definir sea un espacio vectorial
con esa suma también, § Como definirias tu la operacion producto
por un escalar? ; Qué idea se te ocurre?

: Yo tengo que definir una, sabiendo de que ésa es la suma.

Definida asi, tu te atreverias a definir como quieras la
multlpllcaC|on por escalar o ponderacion.
: ¢, Como la suma? (Risas)

: Si, ¢ Tu crees?
: Ya me acordé de la otra propiedad.

. ¢,Cual otra propiedad falta?

: Que alfa por b por un x, tiene que ser igual a... 0 no?
: Si, si es algo asi, bien...
: No sé.

¢, Qué hizo que te acordaste?
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[132E]

[130ES4]

[133E]

[131ES4]

[134E]

[132ES4]

[135E]

[133ES4]

[136E]
[134ES4]
[137E]
[135ES4]

[138E]

[136ES4]

[139E]
[137ES4]

[140E]
[138ES4]

[141E]
[139ES4]

[142E]
[140ES4]

: No lo podrias precisar eso... ;Leyendo eso fue?... ya entonces,
0 sea mas bien dicho buscando esa propiedad de multiplicacion
por escalar.

. Si.

: Entonces tienes que definir la multiplicacion aqui, entonces
faltarian, con esa definicién que tu me vas a decir “ésta” debe
cumplir cuantos axiomas.

: Cuatro.

: Entonces, recordabas tres hasta este instante, ahora recordaste
el cuarto asi que vas a poder chequear las cuatro o poder decir si
esto es un argumento, ya pero para eso vas atener que definir
una multiplicacion por escalar que tu estimes.

: ¢,Puede ser la comun y corriente?

: Tu eliges, yo no puedo influenciar, tu eliges, no tiene ningun
impedimento, no dice que no pueda ser la comun y corriente, no
dice ahi, ni tampoco tienes que pensar en cosas super
rebuscadas o dificiles, tampoco.

: Defini K como IR.

: Perfecto.
. Entonces, multiplicacion por escalar... esto va de... ah, x pongo
circulito...

: Para no confundirte con la otra mejor sale dar otra notacion,
circulito como estas pensando.
: una como operacion y después como resultado... y ahi esta.

. Alfa circulito x va a ser alfa x, asi lo defines, ahora yo te voy a
preguntar, esa operacion, para que junto con la suma sea espacio
vectorial tiene que chequear algunas cosas para ciertos axiomas.
. Las verifico.

. Tienes que anotar lo que te acordaste.
. Ahi espere, no nada que ver lo que estoy haciendo...

. (problemas de audio)
: 'Y esto es igual a... a no, ahi... (Silencio de 1:00 minuto)

: Entonces 4, Cual seria la respuesta? ; Qué?
: ¢,Cual es la pregunta?, definir la operacion...

: Descubriste la otra operacion, aca esta.

. ... Las operaciones, ¢ies un espacio vectorial?, si... ah, ya la
respondi, ahi esta la definicion de...
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[143E]
[141ES4]

[144E]

[142ES4]

[145E]

[143ES4]
[146E]
[144ES4]
[147E]

[145ES4]

[148E]
[146ES4]

[149E]

[147ES4]

[150E]

[148ES4]

[151E]

¢, Se cumplen con esta
multiplicacion es...

: Con esta multipli... ya.

las propiedades?, entonces es,

: Ya ésa es la respuesta... después de esa quedan dos mas y
terminamos.

Pregunta 8

: Sea V igual al conjunto de los (x, y, z) pertenecientes a IR3 tal
que X y z es mayor que 0, un espacio vectorial con las
operaciones, U con suma, ;Esa es la suma directa? No
necesariamente...

No, es una suma, no es directa o operacion b, se lee
operacion... (problemas de audio)... porque la suma directa tiene
que ser entre espacios vectoriales, y aqui son elementos, asi que
esta definido una suma extrafia no mas, una suma fuera de lo
usual.

. ... Y la ponderacion, x y z... (Murmullos leyendo la pregunta)...

: Entonces escribe dos vectores que estén en W.
: ¢,Cual es el vector nulo de W?

: Me puedes argumentar porque estas pensando o escribiendo
porque ese es el vector nulo.

: Pero espere, dice: sea W... (Murmullos)... pero es que ese b me
complica la vida...

. Para eso esta ahi, exactamente para complicar la vida.
. El subespacio de todos los puntos... 0 sea eso debe estar malo,
pero...

: No, a lo mejor esta bien pero me tienes que decir era, o qué es
(0, 0, 1), ¢Cual es tu argumento para decir que ese es el vector
nulo?

: Porque W es... claro, porque W es un espacio vectorial que es
un plano en IR3.

: Entonces me puedes anotar eso, porque elegiste el vector nulo,
esa es la razon.

: Ya, pero no estoy tan segura de que sea ése, debe ser otro, por
que dice que V tienen que ser todos los elementos que tiene que
ser mayor que 0.

. ¢ Entonces?
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[149ES4]
[152E]
[150ES4]
[153E]
[151ES4]

[154E]
[152ES4]

[155E]
[153ES4]

[156E]

[154ES4]
[157E]
[155ES4]

[158E]
[156ES4]

[159E]
[157ES4]

[160E]
[158ES4]

[161E]
[159ES4]

[162E]
[160ES4]

[163E]
[161ES4]

: Bueno, pero me la juego por ese (risas).

: Pero estas viendo algo que ahi no esta... mira, tU me acabas de
leer algo, ¢ lgual te la vas a jugar por ése? Es mi pregunta.
. Si.

. Perfecto sigamos adelante... entonces 3, ahi dice si v es ese
vector entonces ¢,Quién es —v?
1 (-3,-2,1)

. ¢ Ese va a ser quién?
: -V pero, a ver, ;Puedo hacer un dibujo?

: Si... ¢ Qué pasd?
:Esquenosésies(-3,-2,1)6 (3, 2, -1)... ¢ Por qué?

: Porque no sé, tienes que fijarte los datos que estan... si, hay un
confllcto de cual de los dos es, tienes que decidir cual y ¢ Por
queé?, porque los dos ¢ pueden ser?

: No.

: Entonces tienes que jugartela por uno, igual como te la jugaste
antes, tienes que jugartela por uno de ellos.
: Ya.

. Ese es tu eleccion, jPor qué?, tienes que decir algo.

: (Risas) Porque... a lo mejor estd mal lo que estoy pensando
pero, porque el espacio W esta situado en zy z es igual a 1, pero
igual z corre por abajo, 0 sea eso seria la otra parte de z, pero, y
son planos, a esta bien entonces, si esta bien, claro los planos
positivos van a estar de x 0 0 hacia arriba y los planos negativos
van a ser... es como la recta.

. Entonces cual es tu argumento para decir que ese es —v,
resumidamente.
: Ah, no sé resumidamente, a ver..

: Pon hartas palabras.
: Que depende del eje z.

: Ya, cuatro.
: Los vectores (2, 2, 1) y (2, 2 ,1) de W son linealmente
independientes, cierto.

. ¢, Por qué?
: Porque ninguna combinacion posible uno puede llegar de uno al
otro.

: Anotemos eso.
. Asi con palabras.
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[164E]
[162ES4]

[165E]
[163ES4]

[164ES4]
[166E]
[165ES4]
[167E]
[166ES4]
[168E]
[167ES4]
[169E]
[168ES4]
[170E]
[169ES4]

[171E]

[170ES4]

[172E]

[171ES4]

: Si, es tu argumento.
: El conjunto (3, 3, 1) y (1/3, 3, 1) es una base para W... si...

. ¢,Cual seria el argumento?
: Que generan y son linealmente independiente.

Pregunta 9

: Sea U, W y V subespacios de IR3 definidos como siguen: U
igual a... a eso, Wigual a eso y Vigual a eso, pregunta...

- Estas son de rutina, como rutinas del Algebra Lineal.
:Que siuU=W =2, ;sacar base o no?

. ¢,Por qué hay que sacar base?
: Para ver si son iguales, para ver si generan al mismo espacio...
(Silencio de 1:27 minutos)...

: Respuesta a la pregunta.
: No, no son iguales.

: Por qué motivo u razén.
: Porque generan distintas cosas, de hecho, generan distintos
planos con un punto en comun.

: Anotemos eso.
: U es distinto de W y es distinto de V, ya que cada...

. Perfecto, ¢Cual es el punto comun?, ;Cual es el punto comun
que estas mirando?

: A bueno, son distintos porque éste es igual a ése y ése es igual
a ése, entonces es como cruzado o0 una cosa asi.

: Las otras no las vamos a responder porque has hecho la
pregunta de que habia que hacer el producto cruz, hasta la 11
vamos a llegar, las otras no, porque hiciste las pregunta relativa a

eso, era para reforzar si no habias hecho lo otro, vamos a llegar
hasta la 11, veamos...

Pregunta 10

. ... Menos x...
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[173E]
[172ES4]

[174E]
[173ES4]
[175E]
[174ES4]

[176E]

[175ES4]
[177E]
[176ES4]
[178E]
[177ES4]

[179E]

[178ES4]
[180E]
[179ES4]

[181E]
[180ES4]

: Cuéntame por qué esta eligiendo x.
: Es psicoldgico yo creo, como dice mi mama (Risas)

: Motivos psicoldgicos, perfecto... entonces estas eligiendo tu ahi,
elegiste la ecuacion 1y ¢ Qué hiciste con ella?

: Despeje X, y después con esto, vamos a ponerle 1, lo reemplace
aca.

: ¢ Qué vas a hacer ahora?
: Espéreme un poquitito... (Silencio de 1:39 minutos)

: Esa es la base cierto, ya perfecto, esa otra la ultima, las otras
son mas cortitas pero no tiene sentido, es la rutina, vamos a llegar
hasta ésta.

Pregunta 11

: Sea Vigual a... (Murmullos leyendo pregunta)

: Si, una suma y una ponderacion.
: Hacer la dependencia lineal de los conjuntos dados por S1... ya,
entre S1y S2.

:No,s1esLloLD,s2esLlolLD.
: Pero independiente cada uno, y no entre los dos.

: No, independiente cada uno, determinar la dependencia lineal
de los subconjuntos de V, que puedes decir de s1, que puede
decir de s2, s Por qué?

: Si son o no linealmente independientes...

: ¢,Cual es el problema?
. Estaba pensando... es que la suma esta definida de otra
manera...

. ¢, Eso afecta a lo que te preguntan?
. Si.
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[182E]
[181ES4]

[183E]

[182ES4]

[184E]
[183ES4]
[185E]
[184ES4]

[186E]

[1E]
[1ES5]

[2E]
[2ES5]

[3E]
[3ES5]

[4E]
[4ESS5]

[5E]
[SES5]

: ¢, ComMo?

: Obvio que si, que ya las operaciones son distintas, entonces la
forma de ver combinacion lineal y todo el atado o dependencia
lineal es distinta.

: Entonces, ¢;Cdmo tendrias que abordarlo aca? Segun lo que tu
me estas contando.

: Ya, s1 es linealmente independiente porque, hay, te lo puedo
escribir no mas, no voy a hacer toda la operacién.

El argumento no mas, por que crees que es linealmente
independiente.
: Porque ningun escalar multiplicado por el vector (2, 1) de esa
manera me va a dar el (3, 2) y al revés tampoco.

: Perfecto... ahora tenemos que pensar en s2.
: S2 tampoco, por lo mismo.

: Por el mismo argumento... ya estamos, gracias.

Video ENTREVISTA — ESTUDIANTE 5

Pregunta 1

: Tienes que... responder esas preguntas.
:Ya...

: 'Y tu me vas contando como las vas respondiendo.
: Ya.

: Asi que ahi tienes mas hojas, si necesitas.
: ¢,Se ve bien de aqui cierto?

: Si, se ve aca si, ahi estan las preguntas tu vas sacando de una
en una.
: Yo voy sacando, ¢inmediatamente?

: Si, empezamos estamos listos.
: Bueno.
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[6E]

[6ESS]

[7E]
[7ES5]

[8E]
[8ESS5]

[9E]
[9ES5]

[10E]
[10ES5]

[11E]
[11ES5]

[12E]
[12ES5]

[13E]
[13ES5]

[14E]
[14ES5]

[15E]
[15ES5]

[16E]
[16ES5]

[17E]
[17ES5]

[18E]

: Esto es de espacios vectoriales el tema, todo con espacios
vectoriales y nociones que se refieren a ello, lo que me interesa
es como elaboras en tu mente el argumento para dar respuesta.
‘Ya...

: ¢ Listo?
: Ya..., voy a leer primero la pregunta.

: Bien.

- Dice: "se han definido sobre IR? las siguientes operaciones: la
suma de dos elementos de IR? asi definido y la ponderacién que
toma un escalar de IR y toma un vector de IR y me entrega uno
de IR?... ;es IR? con las operaciones anteriormente definidas una
espacio vectorial sobre IR?,a ver veamos, un espacio
vectorial...yo por lo menos lo veo como ...como, cOMo se
llaman?,cuatro cosas: como un conjunto de vectores que en este
caso deberia ser IR?

:Ya...
: Un conjunto de escalares.

:Ya...
: Que en este caso es IR*

: Si...
: 'Y dos operaciones que en este caso se supone que va a ser la
suma y la ponderacion.

:Ya...
. Ese cuarteto tiene que cumplir ciertas propiedades para ser
llamado un espacio vectorial.

: Si...
: Esas propiedades son varias.

: Son varias, si.
: Son como 15 por ahi...

: Ya...
Aver...

: ¢, Puedes recordar algunas?, porque tienes que responder esa
pregunta.
. A, si, tiene que ser grupo abeliano con la suma.

: Perfecto.
: Con esta operacion que esta ahi.

: OK.
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[18ES5]
[19E]
[19ES5]
[20E]
[20ES5]

[21E]
[21ES5]

[22E]
[22ES5]

[23E]
[23ES5]

[24E]
[24ES5]

[25E]
[25ES5]

[26E]
[26ES5]

[27E]

[27ES5]

[28E]
[28ES5]

[29E]
[29ES5]

: Entonces primero grupo abeliano, o sea ahi estdn con cinco
propiedades mas o menos.

: Si, yo también estoy de acuerdo.
: Grupo abeliano... con la operacion suma.

: Bien.
: Eso es una, o sea, ¢ Qué estoy diciendo?, estoy diciendo que IR?
con la suma tiene que ser grupo abeliano.

: Perfecto.
: O sea, ahi no viene, o sea ahi no tiene nada que ver en el
cuerpo de los escalares ni la ponderacion.

: ¢, Puedes explicarlo mejor?

Claro, entonces tengo que ver ciertas cosas por ejemplo,
clausura claramente que se cumple, porque, o sea, si esta
definida la suma.

: Por la definicion.
- Claro, o sea esto siempre es un vector de IR?.

: Bien.
: Hay que ver conmutatividad, porque tiene que ser abeliano.

: Entonces...
. A ver, veamos si la “conmutatibilidad”, conmutatividad sirve..

: Entonces sigue...

: X, Y mas a B lo pusieron ahi, ya eso ya esta listo, es 2Y mas 2B
menos X menos A, veamos al revés (A, B)+(X, Y) es igual veamos
2Y aqui viene siendo B, 2B mas dos veces B y B viene siendo
aqui Y. Hasta ahora no hay X.

:Ya...
: Coma menos X, o sea menos la primera, seria menos Ay A
viene siendo (X, X), si es lo mismo, es lo mismo son iguales.

: Sigue explicando.

: Asi que por lo menos cumple con esa propiedad, a ver veamos
estoy tratando de acordarme si es que hay algun teorema para
ver facilmente si es que es un espacio vectorial o no, me acuerdo
que hay un teorema que dice que si yo tengo un espacio vectorial
grande.

:Ya...

: 'Y si considero un subconjunto W ahi es mas facil ver si es o no.
Un espacio vectorial tiene que cumplir ciertas propiedades.
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[30E]
[30ES5]

[31E]
[31ES5]
[32E]
[32ES5]

[33E]
[33ES5]

[34E]
[34ES5]

[35E]
[35ES5]

[36E]
[36ES5]

[37E]
[37ES5]

[38E]
[38ES5]

[39E]
[39ES5]

[40E]
[40ES5]

[41E]
[41ES5]

: Claro, claro.
: Primera que W no tiene que ser vacio.

:Ya..
: Y una cosa a verificar que este el cero por que el cero siempre
tlene que estar cuando es un subespacio vectorial.

: ¢, Cuando dices cero?, ja que cero te refieres?
: O sea el cero de los vectores, el elemento neutro de la suma.

: Perfecto.

: Tiene que estar, o sea tiene que tener algun elemento, pero el
elemento mas importante que tienen que estar es el, el, el vector
nulo.

: El vector nulo.

: Claro, porque por ejemplo: el espacio, el conjunto que tiene al
vector nulo es un espacio vectorial, es como un ftrivial, ;Qué?, a
ver que si tengo dos elementos la suma esta o sea que es cerrado
con la suma.

: Entonces...
: 'Y es cerrado por la, por la multiplicacion por escalar.

:Ya...
: O sea eso se puede ver como una sola propiedad que es
cerrado mediante formaciones de combinaciones lineales.

: Ah, claro.

: O sea la primera, o sea la segunda seria que V y W pertenecen
a W entonces la suma esta en W y alfa esta en el cuerpo F
digamos entonces alfa V tiene que estar en W.

: Perfecto.

: Si se cumplen esas 3 propiedades, entonces por teorema
entonces W es un bueno... se puede decir espacio vectorial por si
mismo o subespacio de W.

: De otro, claro.
: O digamos W subespacio de V.

: Perfecto.
: Entonces habria que ver eso, claro pero aca ;eso me sirve o no
me sirve este teorema?

: Buena pregunta.

: Porque estoy considerando, no estoy considerando subconjunto
de IR?, estoy considerando todo IR?.
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[42E]
[42ES5]

[43E]
[43ES5]

[44E]
[44ES5]

[45E]
[45ES5]

[46E]

[46ES5]:

[47E]
[47ES5]

[48E]

[48ES5]

[49E]
[49ES5]
[50E]
[50ES5]

[51E]
[51ES5]

[52E]
[52ES5]

[53E]
[53ES5]

: Claro, en este caso todo, ¢ si fuera un pedazo?

: claro, a ver, veamos... aqui no puedo usar ese teorema, porque
ese teorema es por ejemplo tipico que cuando uno tiene la suma
tradicional digamos y la multiplicacion por escalar digamos.

: Si.
: 'Y ahi cuando uno tiene un cierto espacio definido, no sé una
recta quizas algo asi.

: Claro-
: Ahi se puede ver, pero aqui.

: Que fuera un subconjunto de otro, pero aqui.
: Claro aqui no éste es, este es el maximal.

: Claro.
0 sea no hay mas grande que ese

: Es un conjunto no propio del mismo.

: Claro, o sea no podria haber o sea si tuviese que haber uno
mas grande serian las mismas operaciones y las mismas
operaciones como que no son muy conocidas tendria que ver
todas las propiedades.

: Claro, ¢y de que otra manera podriamos...? ;Se podra abordar
eso para responder la pregunta?
: Aver... ;Como puede ser esto?

Por qué me estabas diciendo cual son los axiomas o
propiedades que debe cumplir.
: Claro, en un principio, en un principio era eso.

: Claro, claro ¢no es cierto? Porque ahi ibamos, me hablaste del
teorema

: Si pero que, que simplifica la vida pero parece que aqui no lo
puedo usar.

: Ya que no...

: Entonces tendria que seguir viendo que se cumplan todas las
propiedades por ejemplo...es que no me acuerdo, me acuerdo
que tiene que ser grupo abeliano con la suma que tenia que
cumplir ciertas propiedades con respecto a la del escalar.

: ¢, Cudles seran esas?
: Son hartas.

. ¢De dbénde son tantas?
: Son como cinco.
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[54E]
[54ES5]

[55E]
[55ES5]

[56E]
[56ES5]

[57E]
[57ES5]

[58E]
[58ES5]

[59E]
[59ES5]

[60E]
[60ES5]

[61E]
[61ES5]

[62E]
[62ES5]

[63E]
[63ES5]

[64E]
[64ES5]

[65E]
[65ES5]

[66E]
[66ES5]

[67E]
[67ES5]

: Cinco, esas son.
: Que por ejemplo: que se distribuye.

:Ya...
: Alfa punto ponderacion V+W tiene que igual a alfa V mas alfa
W si N0 me equivoco.

: Si, si...
: Ya esa es una, dos que la multiplicacion por escalar tiene que
ser asociativa.

: Bien, sigue...
: Algp asi alfa beta V.

: Entonces...
: Eh...

: Asociatividad un poco extraia entre escalares y vectores ¢ no es
cierto?
: Si, 0 sea no importa en que orden lo haga.

. Si.
:Eh...

: Tres..
: Tengo mala memoria, a ver tercera también que los escala...o
sea la otra distribucion que hay.

:Ya...
: Esa, no se como se llama, distribucion...

: Distribucién no mas pongamosle.
: La segunda distribucion.

:Ya...
: Que no es la misma.

: No, no.
: Claro, y aca también era especial.

: Bien...
: Bueno obviamente tenia que cumplirse ésta, éste es uno de los
axiomas que tenia que cumplirse.

: Bien.

: Ese y ese y cuando subconjunto bueno...es mas facil...bueno es
clausura ;Cual mas tiene que cumplirse? A ver
(suspiro)...asociatividad...no me acuerdo de mas propiedades,
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[68E]
[68ES5]

[69E]
[69ES5]
[70E]
[70ES5]

[71E]
[71ES5]

[72E]
[72ES5]

[73E]
[73ES5]

[74E]
[74ES5]

[75E]
[75ES5]

[76E]
[76ES5]

[77E]
[77ES5]

[78E]
[78ES5]

[79E]
[79ES5]

me acuerdo de ésta del grupo abeliano...las propiedades con el
escalar.

: Si.
: Eso seria todo, o sea bueno hay una entremedio y hay...

: Si, si, si, pero jrecuerdas otra?, porque esas son cinco.
: Si me falta una y me falta una, a ver ¢la conmutatividad de los
escalares no sera?

: No.
: No porque es un cuerpo, ya probé antes como llegar alla.

: Exactamente es un cuerpo entonces como que...

: Entonces ya conmutan alfa y beta, entonces..., aqui tengo un
problema que a mi también se me confunden a veces los que son
axiomas y después los que pasan a ser teoremas por ejemplo:
que cero por un vector es el vector nulo.

: Claro.
: Ese es un teorema.

: Claro por un teorema.
: O una proposicion.

: Es un teorema si, si...
: Eh...

: Que se demuestra como ayudado por los axiomas.

: Por los axiomas claro, que... a ver cuales son ;Cuales faltan?
Alfa asociatividad o el nulo de IR...no me puedo acordar muy
bien.

: Hay un elemento destacado que hace algo.
: Ah, el elemento neutro ¢ el uno de cuerpo?

:Ya...
: Pero...o sea si es un cuerpo tiene el uno.

: Si.

: Entonces la propiedad que tiene que cumplir es que uno por el
vector tiene que ser el vector, entonces ahi me confundo por
ejemplo si lo veo asi no mas ahi yo no, si lo veo asi no mas no
sabria si es teorema o proposicion, no sabria si se puede
demostrar.

: ¢, Por qué se te confunde?
: Porque es parecida a que creo con V es cero.
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[8OE]
[8OES5]

[81E]

[81ES5]

[82E]
[82ES5]

[83E]
[83ES5]

[84E]
[84ES5]

[85E]

[85ES5]

[86E]
[86ES5]

[87E]
[87ES5]

: Ahi esta la cosa ahi se produce la confusion.
: Es similar entonces una de ellas dos no es axioma.

: O sea un axioma es un teorema después tu no sabes cual es
cual.

: Claro, claro y que quizas no sé, he visto en algunos libros que a
veces por ejemplo una cierta teoria digamos de espacio vectorial
por ejemplo si uno pone esto entonces sale como teorema que
cero por V es cero Yy al revés si eso lo pongo como axioma este
sale por teorema.

: Pero hay que anotarlos los 2.

: Claro, no sé si éste es el caso pero no sé si son cosas
equivalentes no estoy seguro, pero ahi estarian, ahora estoy
confundido por que estan esas propiedades. De los escalares la
del grupo abeliano con la suma ;y era eso todo? Grupo abeliano
con la suma y creo que eso era todo.

. Si.
: Son 10 no mas entonces.

: Claro.
: Claro pensé que eran mas (risas).

: 10 si es que tu estas contando las otras que me estas diciendo,
las proposiciones.

: Las proposiciones, pero profesora es que después me confundo,
lo que pasa es después cuando a uno le ensefan por ejemplo: los
axiomas que tiene que cumplir, después creo que no sé€ si es
bueno o malo pero ponen inmediatamente las proposiciones.

- Ah...

: ¢ Para qué? Porque por ejemplo a ver esa proposicion de que
por ejemplo el teorema que dice que...;Cémo se llama? El
elemento...neutro del cuerpo multiplicado por un vector es el
vector nulo.

: A eso si.
: ¢ Cierto? Entonces eso lo ponen como teorema y es importante
porque sirve para verificar que sea por ejemplo espacio vectorial o
cosas asi, entonces a veces lo ponen todo junto y ahi uno no
sabe, hay unas cosas que son importantes pero son axiomas o
cosas asi.
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[88E]

[88ES5]

[89E]
[89ES5]

[90E]
[90ES5]

[91E]
[91ES5]

[92E]
[92ES5]

[93E]
[93ES5]
[94E]
[94ES5]

[95E]
[95ES5]

[96E]
[96ES5]

: Cuando dices que sirve para verificar que un espacio ¢ Coémo fue
eso? Sirve para...

: Claro para verificar si es que es un espacio vectorial por ejemplo
si aca yo pongo el cero y no me entrega el cero entonces no
puede ser con esa operacion no puede estar definido un espacio
vectorial.

: En ese sentido ya, esta bien planteado.
: O tam...o por ejemplo como el teorema cuando decia que W que
el uno tenia que estar en W o sea.

: Lo mismo.

: Claro, una cosa es que sea distinto de vacio pero como no solo
es importante que no sea vacio si no que este el cero porque el
cero es uno de los mas importantes...cosas asi. Ahora la
pregunta es si IR? con las operaciones anteriormente definidas es
un espacio vectorial.

: Esa es la pregunta.
: YO creo que no, yo creo que no porque es mas facil, demostrar
que no.

: ¢ Es intuicion?
: Claro o sea porque si fuese asi me tinca que hay que demostrar
todas las propiedades.

: Entonces aqui hay otra hoja para que vayas argumentando para
ir respondiendo la pregunta.

: Vamos, voy a ver con las propiedades de los escalares. Esta se
parece a la del control ;0 no? ;No es la misma? No me acuerdo.

: Es parecida, si parecida.
: Veamos...

: Hay que tenerlo.

: Si, a ver voy a hacer las propiedades de los escalares,
propiedades de los escalares primero que se tiene que
distribuir...es que eso al igual es claro 0 no? alfa XY mas Z a
pero que esta es otra suma se me olvida es, a ver.

: Es una suma...

: Es la suma asi definida, entonces eso tiene que se igual por un
lado tiene igual a alfa XY+ alfa ZW, veamos si es verdad eso
tendria que ser segun la definicion alfaX-alfaY+alfaZ-alfaW y eso
en el fondo es alfaX+alfaZ-alfaY-alfaW y aca, a ver veamos esto
es alfa, de hecho aqui esta definida la multiplicacion, ponderacién
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[97E]
[97ES5]

[98E]
[98ES5]

[99E]
[99ES5]

[100E]
[100ES5]

[101E]
[101ES5]

[102E]
[102ES5]

[103E]

[103ES5]

[104E]
[104ES5]

[105E]

esta definida a través de la multiplicaciéon por escalar o sea de
elementos de IR, claro.

: De IR. Si.

. alfaX+Z-alfa¥Y+W entonces nuevamente por definicion esto seria
alfaX+Z, Y+W, o lo hice bien 0 no? si, entonces eso es igual...
¢aque? ... Ah... ;Qué hice? ;Qué hice? ;Qué hice?. Primero
demostré que...; Qué hice?... voy a llegar a lo mismo (risas). Me
confundi, es que me confundo cuando hago esto a ver.

: No se me olvida...
: Esa fue esa fue la respuesta eso fue a lo que llegué y la otra
manera de hacerlo es a claro sumar primero, si yo sumo primero
llego a esto entonces si lo hago llego a esto entonces llego a lo
mismo son iguales.

: Entonces esa se cumple.

: Se cumple en esa propiedad, queria que no se cumpliera
(risas)...yo creo que esa no se cumple a verla... a mas 3 con un
(x, y) eso tiene que ser segun la definicion a+B-x-a+By y eso es
igual a ax+a va! eh Bx-ay+pBy por otro lado. si es que yo lo
distribuyo axy+pxy eso tendria que ser ax-ay+Bx-By y aqui me
equivoqué porque era un menos Yy si da lo mismo, da lo mismo
son iguales también se cumple.

: También se cumple.
: A pero que soy leso porque eso no se cumple la del uno (risas)
muy mal el uno.

: Estaba al ultimo.

. X, y deberia ser igual a x, y pero segun la formula eso es x,-y y
eso es distinto para muchos vectores o sea un ejemplo del vector
aver 1.1, 2 eso es 1,-2 eso es distinto de 1,2 entonces...

: Entonces ¢ cual seria la respuesta?
: No es un espacio “vectorial’ no es vec...

: O sea lo que habias dicho asi sin fundamento al principio se
cumplié ahora lo tienes.

: Si, si 0 sea, no pero en todo caso la razén por la que yo pensaba
gue no era un espacio vectorial era por que es mas facil hacerlo,
no usar la mente.

: Ah, una cosa de trabajo.

: Claro o sea es que por lo general yo creo que seria malo que un
profesor en una prueba pusiera demuestre que es un espacio
vectorial con 10 propiedades.

: ¢, Son muchas?

286



[105ES5]
[106E]
[106ES5]

[107E]
[107ES5]

[108E]

[108ES5]

[109E]
[109ES5]
[110E]
[110ES5]
[111E]
[111ES5]
[112E]

[112ES5]

: Es que claro es mucho o sea esta bien de tarea pero no de
prueba.

: No para una evaluacion, bueno en una entrevista tampoco.
: No, esta bien.

: Entonces ¢,no es espacio vectorial?
: No es espacio vectorial porque si no se cumple una murio.

: Son mas, murié vamos con la segunda pregunta.

Pregunta 2

;,Sea IR el cuerpo de numero reales y F de IR en IR el conjunto
de las funciones se definen las siguientes operaciones la suma
de, de dos elementos de IR, ah ya, la suma normal y la
ponderacién, tomo una funcién tomo un vector y la evalua, sabe si
sabemos que IR y la su con la suma es un grupo abeliano si, claro
que si que axiomas faltan para que IR sea un espacio vectorial
sobre F(IR,IR), o sea ese es el cuerpo de escalares, bueno eso no
influye en eso porque IR con la suma tiene que ser un grupo
abeliano y ahora tiene que cumplirse lo... bueno los axiomas que
habiamos dicho.

: Si los puedes anotar ¢ Cuales faltarian?
: No lo tengo que ver si se verifican solamente...

: Si después, después, pero me tienes que decir que axiomas
faltan para...

: Para que IR sea un espacio vectorial sobre el conjunto de esos
escalares.

: Exactamente.
: Entonces...

: 'Y después me puedes argumentar cuales se cumplen ¢ Por qué?
Y cuales no se cumplen ¢ Por qué?

: Se supone que... ya lo primero es lo mas facil la clausura... se
supone que si tomo un elemento de F que va a ser una funcion de
IR en IR y la multiplico digamos la pondero con un vector un
elemento de IRx, eso tiene que estar en IR que es el conjunto de
vectores y eso es verdad porque es una funcién de IR, bueno
después voy a decir que es verdad, clausura... lo segundo
asociatividad sea asocia, no ;Cdémo era? Asociatividad, si
asociatibilidad, entonces F con eso, eso tendria que ser igual a
Fg.
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[113E]
[113ES5]

[114E]
[114ES5]

[115E]
[115ES5]

[116E]
[116ES5]

[117E]
[117ES5]

[118E]
[118ES5]

[119E]
[119ES5]

[120E]
[120ES5]

[121E]
[121ES5]
[122E]
[122ES5]

[123E]
[123ES5]

: ¢, Qué pasd?

: Me salté una duda a ver ;Cémo era esto? Se supone que esta
definida una operacion que es ésta operacion que esta definida
asi entre elementos de aca y un elemento de IR, entonces esto de
ahi no esta bien.

: No

: (risas) y ¢, Por qué? s Como era? Era alfa beta V o sea en general
era una alfa con una beta con un vector tiene que ser igual a alfa
beta un vector ;me equivoqué?

: Si... ahi esta..
: ¢, Ahi esta bien escrito?

: Si digamos que si.
: Que tengo una duda, a ver ese era el axioma de espacio
vectorial.

. Si...

: ¢, Cierto? Que, que da lo mismo un seca y después el otro que
los dos juntos digamos, pero como opero estos dos escalares,
porque en un espacio vectorial no necesariamente esta definida
una operacion entre escalares.

: Si a veces.
: Porque hay una operacién suma entre vectores y una de escalar
pero es de un vector con un escalar entonces a ;Como es eso?

: ¢, Qué objetos son esos?
: Son elementos del cuerpo por lo tanto tienen una multiplicacion.

: ¢, Qué multiplicacion es?
: Del cuerpo.

: Del cuerpo...
: Es que igual a uno se confunde porque ahi uno tiene el mismo
signo, o sea digamos que es como un punto.

: ¢ La anoto sin nada?
: Claro

: Ya...

: Porque ahi son distintas cosas, entonces se supone que éste
cuerpo de escalares tiene que ser, bueno este conjunto se supone
que estamos hablando de cuerpo, entonces es un cuerpo de
escalares seguramente es con la suma de funciones y con la
composicion de funciones entonces esto es composicion,
entonces ponderacion es composicidon, en todo caso entonces
cuando uno o sea cuando uno habla de un espacio vectorial,
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[124E]
[124ES5]
[125E]
[125ES5]
[126E]
[126ES5]
[127E]

[127ES5]

[128E]
[128ES5]

[129E]
[129ES5]

[130E]
[130ES5]

[131E]
[131ES5]

[132E]

[132ES5]

como ya dije que era un conjunto de vectores u conjunto de
escalares una suma y una multiplicacion también deberia quizas
mencionar porque en ese cuerpo habia un cuerpo o sea con que
operaciones es un cuerpo ¢0 no?

Claro, claro... uno deberia tenerlo claro, cuales son las
operaciones que estan en juego ahi 4,cierto?
: Si, claro...

: Si, ¢ Por qué?
: Porque, porque no...pueden ser mas de, no siempre son unicas
las operaciones ¢,0 si? No, no tengo idea ahi no sé.

: O sea uno podria considerar un conjunto con varias operaciones,
pero la estructura que cumplen a lo mejor no es la misma.
: Si o la regla como se juntan.

: Como se ven también pero aca que estan jugando ¢;Qué
operaciones para ti?

: O sea por lo que yo conozco en este conjunto de las funciones
esta la multiplicacién es la composicidén, o sea por lo general, no
se si habra otra creo que hay otras cosas como algo de
convolucién creo que me han dicho unos profesores, nunca he
visto eso pero bueno... me guio segun lo basico, la suma de
funciones que siempre esta definida y la multiplicacion no es que
seria la composicion de hecho hay otras cosas por ejemplo: esta
la, una funcion se multiplicar con un escalar real.

: También ¢ no es cierto?
: Si.

: Multiplicacion por escalar.

: Claro, pero ahi entonces deberia ser esto deberia ser un cuerpo
de F(R, R) con la operacion suma de funciones y la composicion
de funciones ese es el cuerpo.

: Claro.
: Ese es el cuerpo.

: ¢, Tu lo consideraste asi?
: Claro.

: Por lo tanto, qué puedes decir la amplia, esa es la propiedad
asocnatlva

: Claro ahi eso, entonces me falta ahora la...las 2 distributividad,
distributividad 1 pongamos que es, alfa no perdén F+G aqui
tenemos de nuevo la operacion de suma de funcién no la suma
anterior porque la otra suma es al revés, esto en, en un vector X o
en un numero real tendria que ser igual a f(x)+g(x), entonces esta
es suma de funcién y esta es suma de numeros reales.
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[133E]
[133ES5]

[134E]
[134ES5]

[135E]
[135ES5]

[136E]
[136ES5]

[137E]
[137ES5]

[138E]

[138ES5]

[139E]
[139ES5]

: Perfecto.

: La distributividad 2 que seria ponderacién X+Y deberia darme
f(x)+f(y), ahi estan y cinco es que el uno tiene que como es la
identidad en esa realidad como un X deberia darme X, ahora voy
a ver si se cumplen, ésta se cumple, esta claro en la ultima
también se cumple la identidad de x es el x, la asociatividad F
compuesta con G evaluado en x es por definicion F evaluado en
G de x asi que es lo mismo, ahora la distributividad, ésta también
es la definicidon de suma de funciones se define de esta manera
cuando se evalua en un X, esta no. ¢, Por qué? Porque tendria que
ser una especie de funcion lineal para que hiciera eso, o sea las
funciones no todas hacen eso, las funciones que se llaman
lineales son las que separan la suma eso no necesariamente si
que se cumple dicho axioma no, no todos.

: No todos, ¢ Cual no se cumple?
: El de la distributividad.

: Me tienes que justificar por favor anotarme por qué...

: Anotar una funcion y 2 vectores, la funcion seno de...no, no muy
complicada la seno x? la funcién f(x)= x?, entonces F evaluada en
2+1 eso es igual deberia ser igual a f (2)+f (1) pero eso no es
verdad esto es 3 y 3 al cuadrado es nueve ¢ eso es igual a 4+1?
No.

: No cumple.
: Ahi esta no se cumple.

: Listo-
: Esa es la pregunta ¢ cierto?

: Si, gracias la otra vamos a la tercera.

Pregunta 3

: Leemos, es posible que exista un espacio vectorial que tenga
sblo 2 elementos si a ver consideremos el conjunto (0,1) tiene
dos elementos y a ver tengo que definir la suma.

. Si.

: 'Y la suma la defino como se define la suma 0+0, 0+1 uno 0+1
uno cero. Y tienen que cumplirse las propiedades para que eso
esté bien a ver, grupo abeliano con la suma ¢ cerrado? Si, se nota
claramente si en todas las imagenes estan en el (0,1), 0 sea no se
como se llaman cosas.
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[140E]
[140ES5]

[141E]
[141ES5]

[142E]
[142ES5]

[143E]
[143ES5]

[144E]
[144ES5]

[145E]
[145ES5]

[146E]
[146ES5]

[147E]
[147ES5]

[148E]
[148ES5]

[149E]
[149ES5]

[150E]
[150ES5]
[151E]
[151ES5]
[152E]

[152ES5]

[153E]

: Todas las cuentas final se pueden sacarentre Oy 1.
: Claro los resultados digamos, si.

: Los resultados.
: ¢ Es cerrado? Si ¢es? A tendria que ver si es asociativa a pero
este €S un cuerpo 4,0 no?

. Si.
: Es un cuerpo o sea ya me acuerdo que es el cuerpo mas
pequefo de todos ¢0 no?

: Si ¢ Cual?
: ¢, Tiene nombre?

. Si.
: No tenia idea.

: Si 'y se puede anotar.
: Eh...

: ¢ Lo has visto?
: Z2 ;0 no?

: Si, Z2 se anota.

: Es que no hemos visto eso recién pase a estructuras, pero claro
Z2 tiene 2 elementos y cuando este numero es un numero primo
€s un cuerpo.

: Es un cuerpo.
: Esto es un cuerpo.

. Si.
: Bueno en particular es un grupo abeliano.

: ¢ En particular un grupo abeliano?
: Claro esto esta definido en la suma médulo y en la multiplicaciéon
modulo ¢cierto?, modulo 2 .

: ¢ Modulo 27?

: Si, entonces es un cuerpo entonces bueno en particular es un
grupo abeliano asi que no tengo para que verificar esas
propiedades, ahora me sobran propiedades porque Ila
multiplicacion no, médulo no la uso.

: No, pero para haber ¢ Cuantas operaciones?
. El conjunto de vectores tiene que tener, tiene que ser grupo
abeliano, tiene que tener suma, nada mas.

: Nada mas ahi estamos.
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[153ES5]

[154E]
[154ES5]
[155E]

[155ES5]

[156E]
[156ES5]

[157E]
[157ES5]

[158E]
[158ES5]
[159E]
[159ES5]

[160E]
[160ES5]

[161E]

[161ES5]

: Claro la suma y como es un cuerpo con esas dos propiedades,
entonces es grupo abeliano con la primera, a hora me falta la
multiplicacion por escalar y ¢Cual es el conjunto que voy a
considerar conjunto de los escalares? Tiene que ser un cuerpo
también, el cuerpo de escalares va a ser el mismo y la
multiplicacion por escalar va a serla multiplicacion modulo 2.

: Médulo 2.
: O sea, claro. No si de hecho todos los cuerpos son espacios
vectoriales sobre si mismos.

: Entonces ¢ Por qué de donde sabes eso? ; CoOmo argumentarias
lo que acabas de decir?

:¢, Por qué? Porque la suma de vectores es un grupo abeliano por
que es un cuerpo y después la multiplicaron por escalar la miro
como multiplicacion detectores que es equivalente en este caso,
porque el conjunto de vectores y el conjunto de escalares es estoy
considerando el mismo entonces yo sé que en vez de ver si se
cumplen las propiedades de vectores por escalares los miro como
vectores con vectores y yo sé que esto con la multiplicacion es
un... ¢Como se llama? Un grupo...un grupo abeliano, pero ahi
tengo que quitarle el cero 4,0 no?

: Claro.
: Para que tenga inverso.

. Y tiene inverso especificamente.
: Pero eso, eso no influye en espacios vectoriales porque en
espacios vectoriales nunca se habla de inverso.

: No, entonces.

: A si que si no tenga no influye como espacio vectorial.

: Entonces... ¢ Cual seria tu respuesta a esa pregunta? Que hace
don Jaime.

. Si, si existe un espacio vectorial que tenga solo 2 elementos u
ese es Z2 sobre Z2.

. ¢ Por qué?

: Porque es un cuerpo y como es un cuerpo y Como €s un cuerpo
un espacio vectorial es mas chico que un cuerpo o sea es mas
basico digamos este es mas complejo es como decir...si no
buscamos un grupo puede hablar de cuerpo y parte del es un
grupo asi que es mas facil digamos...

: ¢, Podrias dejar registrado tu argumento? Que dice que diga cual
es el espacio y ¢ Por qué? Es un espacio.

: Z2 conjunto de vectores y Z2 a la vez conjunto de escalares
entonces Z2 espacio vectorial sobre Z2, entonces grupo abeliano
y el grupo abeliano deberia ser Z2 con la suma y le voy a escribir
modulo 2 y eso se cumple porque es un cuerpo.
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[162E]
[162ES5]

[163E]

[163ES5]

[164E]
[164ES5]

[165E]

[165ES5]

: Si...

: Pues es un cuerpo no lo he demostrado pero ese es un cuerpo
y... VOy a poner operacion con escalares, operacion con
escalares, la multiplicacion médulo, multiplicacion médulo 2 y esto
¢ Como se escribe? Se escriben como Z2 menos el cero es un
grupo es un grupo con la multiplicacibn modulo 2 es un grupo
abeliano, asi que en particular cumple todas las propiedades que
tiene que cumplir, los 5 axiomas de escalares, escalares en
particular por que es mas o sea mas que eso, en particular
cumple los axiomas de escalares, por tanto Z2 es un espacio
vectorial sobre si mismo y bueno creo yo que en general todo
cuerpo es un espacio vectorial sobre si mismo, eso.

: Eso, perfecto vamos a la cuarta.

Pregunta 4

: W conjunto de todos los polinomios tal que la integral de cero a
uno sea ¢ esto es con un n fijo cierto? Si...

: Si los polinomios de grado ;Cémo se dice? Menor o igual a n.

: Si, con las operaciones usuales, o sea suma de polinomios y
multiplicacion de polinomios ¢es un espacio vectorial real? ;Por
qué?, ya en este casi voy a poder usar el teorema ;Por qué?
Porque W.

: ¢,Cual de todos de los que me has mencionado? Porque me has
mencionado muchos, anétame el teorema.

: Que W es un subconjunto de IR"[x] y IR"[x] es un espacio
vectorial entonces tengo que verificar que se cumplen primero que
el cero este en W, cuando digo cero estoy hablando del polinomio
nulo entonces, ya lo voy a escribir como el cero de X ¢estan en
W? si pues la integral de 0 a 1 de 0 de X es 0 y ademas es un
polinomio de gado menor o igual a IR" porque es un polinomio de
grado nulo o no tiene grado, la suma de polinomios ;esta?
Veamos p(x) y q(x) pertenece a W entonces primero p(x)+q(x)
sigue estando en IR"[x] porque tengo que verificar que se cumpla
eso0 y eso son dos cosas primero, estan ésas y ademas la integral
de 0 a 1 de p(x)+q(x) de x por linealidad de la integral se separa
p(x) de x + 0 1 q(x) de x y eso es cero por lo tanto p(x)+q(x) esta
en W y tercero que la multiplicaciéon por escalar este bueno lo
pensé yo solo asi que la multiplicacion comun y corriente a un
elemento de IR porque los polinomios son con coeficientes reales
y p(x) un polinomio cualquiera, bueno con grado menor o igual a,
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[166E]
[166ES5]

[167E]

[167ES5]

[168E]
[168ES5]

[169E]
[169ES5]

[170E]
[170ES5]

[171E]
[171ES5]

[172E]
[172ES5]

[173E]

0 sea perdon perteneciente a... W ahi si, entonces la integral
entre cero y uno de a p(x) de x por linealidad de la integral sale
también eso es a p(x) sigue estando en IR" [x] o sea el grado no
cambia.

: Si es un polinomio de la misma naturaleza al multiplicarlo por a.

: Claro, de grado menor o igual a n, por lo tanto a p(x) pertenece a
W u de uno, dos y tres por teorema, W es un subespacio de IR"[X]
y en particular es un espacio vectorial o sea el teorema dice eso,
pero dice mucho mas que eso.

: Muchas gracias, la que sigue.

Pregunta 5

: Averigua si la siguiente afirmacién es correcta o no en ambos
casos justifica ti respuesta, sean V, W, Z espacios vectoriales
sobre un cuerpo IK y supongamos que V, W es igual a d es igual
a d+Z, ;Qué suma es eso? La suma de espacio del conjunto de
todos los vectores que son uno de aca mas uno de alla.

: Suma de espacios, porque son espacios ¢ cierto?
: Claro, o son de conjuntos también se puede.

: Pero son espacios, suma de espacios.
: Entonces hay que demostrar que W es igual a cero, si es que es
verdadero no, no, no, yo creo que no.

: ¢ Por qué?

: Porque estoy pensando en lo mas facil, IR estoy pensando, pero
perdén aca son todos los vectores que son de la forma V+W
donde V pertenece a IK y W IK esa es la definicion de suma de
espacio 4cierto?

: Claro.

: Entonces, pensemos en V igual a IR ahi todo esto falso, pensé
mas en V igual a IR entonces pensemos IR mas un conjunto igual
a IR mas otro conjunto por ejemplo si yo ,aqui yo pongo el
espacio nulo eso me da IR ¢ cierto?

. Si.
: De hecho si yo pongo cualquier cosa aca me va a dar IR.

: ¢, Coémo cualquier cosa?
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[173ES5]

[174ES5]

[174E]

[175ES5]

[175E]
[176ES5]

[176E]
[177ES5]

Cualquier subespacio de IR, si yo pongo cualquier, por
ejemplo...pongo el generado por el (1,1) el por ejemplo no el
generado por el 1 esta en IR, IR mas IR eso me da IR e ir no es
igual a y ese y ese son distintos, por lo tanto, es falso.

Pregunta 6

: ¢Es Q un espacio vectorial sobre IR? Justifica. No, no es un
espacio vectorial sPor qué?, porque si estos son escalares y
estos son vectores entonces la clausura no se va a cumplir, no
por clausura.

: ¢ Por clausura de quién?
: Por clausura de la, con, las operaciones usuales supongo que lo
dice...

: Si, si.

De las por clausura de la multiplicacion por escalar,

multiplicacion por escalar, porque dar ejemplo: tomamos un
numero no uno racional... dos y tomamos un numero no uno
mejor uno, uno y tomamos un, este pertenece a Q y tomamos un
escalar entre comillas (raiz de 2) que pertenece a IR entonces la
multiplicacion usual es (raiz de 2) y eso no pertenece a los
racionales por lo tanto eso es.
¢ Es IR un espacio vectorial sobre Q? Si, si lo es justificar.
Es IR un espacio vectorial sobre Q a ver, veamos la primera parte
sobre yo digo que la primera parte sobre grupo abeliano no tiene
nada que ver el Q, IR o sea sobre el grupo abeliano esta mas bien
porque eso es independiente del conjunto de escalares.

: ¢, Quién tiene que ser grupo abeliano? Que tengo dos conjuntos.

: EI IR con la suma usual digamos si estamos hablando de esa,
esa tiene que ser grupo abeliano y lo otro, propiedades de las
escalares a ver... lo Unico que tengo que ver que se verifique es la
nada, nada, porque todas las propiedades, veamos todas las
propiedades que tiene que cumplir que tiene que cumplir o sea
todas las propiedades que tiene que cumplir con respecto, todas
las propiedades que tiene que cumplir con respecto a la
multiplicacion de escalar, multiplicaciéon de escalar se pueden ver
de la siguiente forma, se pueden ver de la siguiente forma. Tomo
un vector X de IR y tomo un elemento Y de las racionales en
particular o sea en particular y pertenece a IR entonces van a
cumplir las propiedades que tiene que cumplir con respecto a los
escalares porque IR es un espacio vectorial sobre si mismo, por lo
tanto, se van a cumplir todas las propiedades, se van a cumplir
que X ¢ Como era? Que Y por X esta en IR se van a cumplir que
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[177E]

[178ES5]

[178E]

[179ES5]

[179E]
[180ES5]

[180E]
[181ES5]

[181E]
[182ES5]

[182E]
[183ES5]

[183E]
[184ES5]

aqui puedo poner Z y Q porque por lo general se ponen 2
escalares XZ, también va a pertenecer a IR, se va a cumplirlo que
habiamos dicho antes y ZX es igual YZX eso ya tienen que ver
con la multiplicacion del grupo IR, se van a cumplir todos que el
uno X es igual a X y asi en general se cumple todo pues IR es un
espacio vectorial sobre si mismo, eso, solo penseé.

: Esta bien, la otra.

Pregunta 7

. IR-cero es un grupo abeliano con la operacién suma definida
como si, sigue a la multiplicacion, ¢esa es la multiplicacion que yo
conozco?

: La suma esta definida por la multiplicacion de numeros ¢;de qué
tipo?

: Donde X e Y son numeros reales no nulos, si porque bueno es lo
mismo que yo dijera aqui IR menos el cero es un grupo abeliano a
la operacion multiplicacion que yo conozco pero ahi esta definida
la suma como multiplicacion.

: Muy bien dicho exactamente, es eso traducido.

: Claro, definir la otra operacion, multiplicacion por escalar sobre
un cuerpo IK para que IR menos cero sea un espacio vectorial
sobre IK, con esas dos aseveraciones, sea espacio vectorial
sobre IK, entonces tenemos un conjunto que es un grupo abeliano

y necesito... a ver si cumple todas las propiedades de grupo
abeliano, estan listas, faltan las propiedades de escalares
entonces.

: ¢ Y lo que falta definir es?
: El cuerpo de escalares.

. El cuerpo de escalares ¢ Y también?

: La multiplicacion por escalar, ahi tengo ciertas dudas, a ver,
veamos, un intento para hacer tomar el mismo IR como cuerpo de
escalares, me tinca que algo va a pasar con, con la distributividad.
Veamos, tomar IK igual a IR entonces el grupo abeliano listo
primero la propiedad sobre escalares, veamos, se supone que
x+y, ah! Y con qué operacion, con la multiplicacién otra vez.

. ¢, La multiplicacion?
: Otra vez.

: Otra vez.
: Si, y con la multiplicacién normal digamos usual eso.
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[184E]
[185ES5]

[185E]

[186ES5]

[186E]
[187ES5]

[187E]
[188ES5]

[188E]
[189ES5]

[189E]
[190ES5]

[190E]
[191ES5]

: Usual en IR.

: Claro, esto aca son todos numeros reales deberia ser igual a XZ
+YZ pero, esto es XYZ y eso es XZYZ no es lo mismo, son
distintos. Asi que bueno, pero quizas esta mal eso, esta mal eso,
definir hay que encontrarla.

: Claro y hay que definirla.
: O decir porque no es imposible una cosa asi.

: ¢,O también? La otra posibilidad.
: A ver ;Como seria? Por ejemplo que él, el ya dijimos el uno
tiene que ir, o0 sea el uno los tiene que dejar iguales.

: ¢, Estas pensando en qué propiedad hay?

: Claro los que tiene que cumplir, este ya no lo cumple...qué paso
aqui, qué paso, que complicado. Sobre un cuerpo IK para que IR
menos el cero sea espacio vectorial sobre IK con esas dos
operaciones a ver...IK tiene que ser un cuerpo si IK tiene que ser
un cuerpo entonces podria ser, IR ya no puede ser, lo otro es que
fuesen con racionales, pero tampoco, porque no, va a pasar lo
mismo. &Y qué otro cuerpo puede ser? Porque se supone que
tengo que tener un cuerpo de manera que al multiplicarlo por un
numero real me de un numero real, no nulo.

. Claro, que sea no nulo.

: Claro, entonces me quedan los complejos. No, los complejos no
sirven, porque si los multiplico por un numero real, lo mas
probable es que me de un complejo.

. Entonces, tu me dijiste dos posibilidades de falla.

: Claro, que fuese la definicibn de o sea la definicion de la
operacion o el conjunto. Con esto como que no se me ocurre,
entonces quizas voy a tener que definir otra operacion, quizas con
el mismo IR ¢cdmo seria eso? A ver... seria extrafio poner suma
como intercambiando las cosas, a ver veamos, lo vamos a ver con
la suma, estaria como todo al revés porque por lo general IR tiene
como suma para que sea grupo abeliano y multiplicacion por
escalar a la multiplicacion normal, entonces ahora al revés,
multiplicacion va a ser grupo abeliano y vamos a poner la suma
¢se puede definir suma cierto? Si, porque son las mismas es
todo.

: Si, se puede, menos el cero.

: Entonces ahora tomar IK igual a IR y la, con la multiplicacién, a
ver veamos X, no alfa pasa a ser un escalar por X va ser igual a
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alfa mas X, es un escalar y es vector porque son todos numeros
reales. ¢Entonces se verifican todas las propiedades que tienen
que tienen que cumplirse?

. ¢,Cuantas son las propiedades que hay que chequear?

: Cinco, veamos, el uno por ejemplo uno por X tiene que ser X,
eso es lo que dice, veamos. Uno por X, no mal se define como
1+x asi lo defino yo y eso no es X ya entonces no sirve, tampoco
sirve.

: Era un intento.

: Si, la operacién entonces ¢ Cuales son las operaciones que sea
asociativa y cumple todo eso? Un cuerpo, a ver, analogamente a
ver si habia suma, entonces lo otro era multiplicacion, entonces si
es multiplicacion 4 elevar a potencia?, no, muy raro, no le puedo
hacer eso. No, no puedo.

: ¢, Qué estas pensando cuando dices eso?

. Estoy tratando de pensar, o sea, analogamente, si yo tenia dos
operaciones, ¢cierto?, la suma normal y la multiplicacion por
escalar entonces yo habia pensado que cuando uno suma dos
numeros reales es la suma normal y cuando uno multiplica, a no,
cuando uno multiplica es otra cosa, no es sumar varias veces, que
en un momento dije ahi multiplicar es como sumar varias veces, o
sea a uno le ensefan eso cuando chico, que 2X2 es 2+2 una
cosa asi.

Entonces yo habia dicho entonces si la multiplicacion aca,
entonces ¢Qué es multiplicar hartas veces?, elevar a potencia,
pero no se puede porque los numeros negativos no los voy a
poder elevar a numeros racionales. Por ejemplo, no puedo poner
el -2 no lo voy a poder juntar con el 2 por ejemplo.

. Pero en... tu estas pensando en potencias con exponentes de
qué tipo cuando me dices eso?

: Como, como el exponente tiene que ser elemento del cuerpo,
entonces pueden ser por ejemplo: racionales, reales complejos
¢,complejos?, no complejos no, pero por ejemplo el mas chico, los
racionales, no voy a poder porque por ejemplo este conjunto tiene
a los negativos, entonces que va a pasar cuando yo eleve a %2 por
ejemplo. No me va a dar un numero real, y tiene que haber
clausura, entonces tiene que darme otro numero real cuando unte
un escalar con un vector.

: Pero qué dirias tu de la funcion entonces 2X es una funcion.

. Si, pero la base esta fija y ahi cuando, y ahi estoy haciendo
correr el exponente, cierto entonces.
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: Pero 2 elevado a un numero real, esta definido. A eso me refiero
yo.

. Si, en todos los numeros reales, claro. Pero por ejemplo aqui
son todos numeros reales, pero sin el cero o sea las positivas y
las negativas y por ejemplo la funcion exponencial es de ese tipo
b* se define para todos los b positivos. Y distintos de uno por que
si es uno es una ralla y entonces ahi faltan todos los negativos y
hay problemas con los negativos porque los negativos no estan
definidos casi en todas, en muchas partes no estan definidos
entonces eso no se considera.

: Entonces por eso dijiste, eso no puede ser...
: Claro y mas encima la analogia era mala...

: No sabia como estaba haciendo esa analogia, sigue estando
igual.
: No, mas encima la analogia estaba mala porque multiplicar no
es sumar varias veces, si multiplico por un numero natural si
pero...

: Eso era lo que te queria decir yo, que no era esa exactamente
apuntaba a esa idea.
: Eh..

: Toma Coca-Cola haber si le hace bien.
: Quizas... la azucar, café y todo eso...

: Habria que pensar en, no pelear.

: Si es que nunca habla visto un ejercicio de ese tipo o sea como
gue no es un ejercicio es como relacionar conceptos y cosas asi,
porque es como, O sea, tiene que ver mas o sea con las
estructuras mismas de los espacios vectoriales asi como hablar
de, del cuerpo, de la base de los espacios vectoriales.

: A eso apuntan las preguntas.

: Por ejemplo, yo no conozco ningun teorema que hable de esto
no conozco ningun teorema que diga no s€ un espacio vectorial
con tal cuerpo que relacién tiene con el mismo espacio vectorial
del mismo cuerpo de escalares pero con otro cuerpo de
escalares, no conozco yo un teorema de ese tipo, no sé si..., yo
creo que si hay pero no sé...

: Pero como tu con lo que sabes podrias elaborar un argumento
que te sirva para dar respuesta a eso.

: Si, pero como siempre hay dos cosas, que no existan pero que
ahi tendria que dar asi un argumento como un teorema o algo asi,
asi como que llegue a una contradiccion pero no tengo ninguno,
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tengo pocas herramientas y lo otro es encontrarlo pero igual
encontrarlo me parece que es un poco complicado. A ver...

: A'lo mejor...

: A lo mejor sale, multiplicacién por escalar sobre un cuerpo IK y
si considero un cuerpo muy simple muy simple como el uno cero
¢puedo hacer eso?

: ¢ Es un cuerpo?

: Si y la multiplicacién seria la multiplicacion normal como uno y
cero numeros reales no mirandolos de otra forma no porque si
multiplico por cero me va a dar cero y eso no esta aca mal,
entonces ¢,no se puede?, no se puede.

: No sé yo.

: Yo creo que no se puede, porque si tengo un cuerpo voy a tener
cero si tengo cero la propiedad, dice el teorema que el teorema no
es axioma sino que cero con un vector cero y el cero no esta aca
entonces no se cumple la clausura.

: Entonces ;Qué artilleria estas usando para las respuestas?,
estas usando un teorema parece.

: O sea, lo del cero solamente en contradiccién con la definicidén
de espacios vectoriales seria supongamos que existe
supongamos existe IK cuerpo con alguna operacion, no me
importa cual, con alguna operacion tal que.

: ¢ Le vas a poner nombre a la operacion?

Con alguna operacién ponderacion lo vamos a poner,
ponderacion tal que cumple lo que necesito, tal que cumple que
IR menos el cero es un espacio vectorial sobre IK con las
operaciones definidas, con las operaciones dadas, luego yo sé
que el cero pertenece a IK porque es un cuerpo, luego puedo
definir el cero ponderacién con un vector porque ya esta el cero
y tomo un vector numero real y eso me va a dar cero por axioma
de espacio vectorial, no por teorema de espacio vectorial pero
cero no pertenece a IR menos el cero claramente, por lo tanto, no
se cumple el axioma de clausura sobre...tengo que ponerle, de
escalares voy a poner entre paréntesis por que es la clausura
sobre escalares contradiccion por lo tanto no existe, no existe.

: Perfecto vamos a la siguiente.

Pregunta 8

: Veamos sea V el conjunto de todos los x's ,y's y z's en IR®
talque x's y's y z's sean positivos es como el primer octante sin
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las paredes un espacio vectorial con las operaciones, 0 sea ¢,0
sea es un subespacio vectorial?

: Si.

: No voy a ver nada. Sea W el subespacio de todos los puntos de
V situados sobre el plano zeta igual a uno, ya escriba dos
vectores de V, dos vectores de V, zeta tiene que ser uno eso esta
claro cierto zeta tiene que ser uno y los otros dos tienen que ser
positivos entonces dos, dos, pi, €.

: Perfecto pero son dos.
: Claro ¢Cual es el vector nulo de W? el vector nulo de w,
estamos hablando nulo con respecto a ;Qué?

: El vector nulo, ¢Quién se llama el vector nulo? Los espacios
vectoriales tienen vector nulo.

: Si con respecto a la suma, de grupo abeliano porque en un
grupo abeliano con respecto a esta suma el me tiene que dar cero
entonces se supone que, se supone que entonces X, Yy, z sumado
con un vector que es el vector nulo que yo voy a buscar (a,b,c) no
mas le voy a poner eso me tiene que dar (x,y,z) ese el vector nulo
el que cumpla con eso... veamos y esto se define como (xa,yb,zc)
eso quiere decir que a es igual a uno b es igual a uno y c es igual
a uno entonces el vector nulo es (1,1,1) esa es la respuesta y
esta en W por que z es igual a 1, si v es igual a (3,2,1) en V
¢, Quién es menos v?, el que sumado me da (1,1,1) ,(3,2,1)
sumado segun esta operacion (a,b,c) me tiene que dar (1,1,1) eso
de ahi que me quiere decir (3a,2b,c) (1,1,1) igualdad entonces
habia que hacer a= 1/3 b=1/2 c=1 menos v entonces es igual a
(1/3,1/12,1).

: Perfecto

Los vectores (2,2,1) y (1/2,1/2,1) ¢son linealmente
independientes? Si o no.
Ahi me entré toda la duda porque cuando uno ve si son vectores
linealmente independientes entonces forma una combinacion
lineal pero ¢esa combinacion lineal esta definida segun las
operaciones del espacio vectorial?, esto es a (2, 2,1)+ B
(1/2,1/2,1) eso me tiene que dar cero no, no el (1, 1,1) ¢ este es el
vector nulo?

: Ese es el vector nulo.
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: 'Y la multiplicaciéon por escalar me tiene que dar, que extrafio 2
elevado a a, 2 elevado a a, es que me entré duda porque...

: ¢, Por qué te entr6 duda?

: Porque estaba pensando, yo siempre que he demostrado que
son linealmente independiente entonces uso la multiplicacion y
suma usual de vectores de IR" .

: Pero estas trabajando ¢ en qué espacio cuando haces eso?

: En algun subespacio de IR", seguramente pero esa es mi duda
que nunca en todas las veces que he estudiado nunca me han
definido ninguna otra operacion que no sea la suma vy
multiplicacion usual, no parece que no, parece que no, yo Creo
que no porque siempre lo he hecho asi y siempre ha estado bien.

: Este es un instante nuevo entonces.
: Claro.

: Veamos a que llegas-

: 'Y esto se multiplica un por uno dos elevado a alfa menos beta,
dos elevado a alfa menos beta, uno, por lo tanto alfa menos beta
tiene que ser...cero, alfa igual a beta.

Entonces no, o sea no son I. i. porque tenia que llegar a que son
cero y por ejemplo si tengo alfa y beta igual a uno entonces esos
me los deja fijo, si (1,1,1) (1,1,1) si porque ademas eso es un
axioma tiene que pasar entonces (1,1,1) no son linealmente
independiente.

¢(Es el conjunto S
dimensién de W?

es una base para W? y ;Cual sera la

: Muy buena pregunta.

: Es un plano es de uno a dos, o sea por lo general uno tenia a
IR® y uno decia un plano tiene que pasar por el origen pero con
las operaciones usuales, entonces si uno cambia esas
operaciones ¢ Qué pasa con el plano? ¢Qué tiene que ser ahora?
Pasar por el vector nulo por el (1, 1,1).

: ¢ Y pasa?
:'Y W pasa por el (1, 1,1,) si porque, si ;Qué mas? Bueno hay
que ver si es que es un...

. Estas usando una visualizacién geométrica para ver las cosas.
. Si, pero...

: Claro y la asociacidn esta bien porque tu estas diciendo que tu
plano tiene que pasar por el cero vector y tu haz descubierto aqui
¢ Qué cero vector?

: Que el vector es el (1, 1,1).
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: 'Y me estas diciendo que pasa por el (1, 1,1).

: Si, porque Z es igual a uno, si cualquier otro plano que no pase
por ahi no es un subespacio de este conjunto con estas
operaciones, pero a lo mejor unos considera otro plano que pasa
por el (0, 0,0) pero no por el, por este (1, 1,1) por ejemplo y es un
subespacio pero de IR® pero mirado desde otra forma, mirado
como con las operaciones s6lo de multiplicacion por escalar y
sobre el escalar.

: O sea las que estan jugando un rol importante aqui son las
operaciones, porque si usted dijeras un subespacio he de IR® o
un plano que pase por el (0, 0,0) ¢ te sirve a ti aqui?
: Aqui no de hecho el (0, 0,0) no siquiera esta en V.

: Exactamente, exactamente.

: Es que sabe tengo duda que como en todo este tiempo nunca
me habian hecho esto de cambiarme, siempre lo hacian con la
suma normal que, siempre lo hacen iguales.

: Bueno ahora tienes otra idea que espero que sea menos fome.

: 'Y ahi por ejemplo me confunde, o sea porque ahi me cambia
todo, o sea no me cambia todo sino que ya no sé que cosas me
sirven y cuales cosas no me sirven por ejemplo yo sabia siempre
que un plano tenia dimension 2, ahora este plano ;tendra
dimension 2? Yo creo que si, tanto cambiara. ;Qué tanto
cambiara? Veamos...

El conjunto S es una base para W una forma de hacerlo es tomar
un vector de W buscarle la base y que justo resulte eso, entonces
es una base porque lo otro seria ver si es linealmente
independiente.

. Tu tienes que decidir que camino tomas, porque tu me tienes
que argumentar, estas contando las posibilidades.

: Yo creo que si a ver, veamos a(3,3,1)+ p(1/3,3,1) después voy a
explicar porque yo creo que si entonces esto es 3 elevado a a, 3
elevado a a, uno mas 3 elevado a menos B pongamos 3 elevado
a B uno, (1,1,1) entonces esto me da 3 elevado a-f3, 3 elevado a
a+B uno (1,1,1) por lo tanto, alfa igual a beta alfa igual a menos
beta entonces alfa igual a beta igual a cero y significa que son
linealmente independiente.

: ¢, Qué significa?
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: Si a ver mal dicho es que yo iba a decir, lo que yo iba a decir es
que este espacio tiene dimension minimo 2 y que como no es
todo el espacio original entonces no puede tener dimension 3,
pero ¢ este espacio tiene dimensién 3? Porque no es IR® comun y
corriente es otra cosa, a pero veamos lo otro era, lo que habia
dicho era tomar un vector w, ;Donde esta? ;A donde esta W?
situado sobre un plano x,y,z, entonces un vector (x,y,z) esta en W
si y solo si z igual a uno entonces (x,y,1) se puede escribir como,
como, como, como y ahi me entro toda la duda que por lo general
yo descompongo esto se supone que lo tengo que descomponer
en dos vectores y después decir que el espacio W es el espacio
formado por esos dos elementos y ahi ; Cédmo lo hago? ;Cdémo lo
descompongo? Porque aqui los escalares no los puedo sacar asi
no mas, porque aqui los escalares salen como raices digamos, y
si lo descompongo como... me entré la duda.

: Claro, los escalares salen como misticos.

: Aqui una forma de hacerlo seria x,1,1 suma 1, y, 1 porque si los
multiplico me quedaria x, y, 1 y aqui ese x no lo puedo sacar
¢,Coémo lo saco? No puedo encontrar la como la base generadora
asi de simple, ahora.

: Estas pensando encontrar una base para W.
: Claro, por lo que generalmente uno hace descompone eso como
combinacion lineal de ciertos elementos.

: Hace eso, hace eso.
: Pero aqui es mas complicado porque no puedo, este escalar no
lo puedo sacar.

: Pero, ¢ podrias hacer un analisis de ahi?
: ¢ Es esto?

: De eso.

: Lo otro seria demostrar que todo vector (x, y, 1) yo lo puedo
escribir, x positivo e y positivo yo lo puedo escribir como
combinacion lineal de estos dos vectores y como ya, bueno son
linealmente independientes puedo hacer eso, a ver...

A ver, veamos X, Yy, 1 yo lo quiero escribir como, va a ser lo mismo
aca alfa esto mas beta eso 3a-B, 3a+p, 1 de acuerdo entonces x
es igual y, y esto 4Qué voy a hacer aca? E igual a 3a+f3 eh...
¢logaritmo?

: Una ecuacion de grado...

: ¢ Qué es esto?, ;Qué es esto? Logaritmo en base 3 a ver, a-3 es
igual a logaritmo en base 3 de x , es positiva asi que puedo hacer
eso, a-f logaritmo en base 3 de x y aqui OK, a- es igual me da
uno y a+p es igual a logaritmo en base 3 de Y entonces, donde
concluyo que a sumando me que 2a es igual a logaritmo en base
3 de X+Y eso es X por Y, XY a es igual a logaritmo en base 3 de
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XY sobre 2 analogamente ,no analogamente a ver si a este le
resto ese me quedan 2 B es igual a logaritmo en base 3 de Y
dividido X, son positivos asi que puedo hacer eso B igual a
logaritmo en base 3 de Y sobre X sobre 2, ahi esta, encontré a
encontré [, entonces todo vector se puede escribir como
combinacion lineal de estos dos por lo tanto si es una base, que
extrafo.

: ¢, De qué te sirvio saber la dimension para decir que era base?
No me haz dicho eso, que relacién tiene.
: Es que no lo usé.

: ¢ No lo usaste?
: Es que creo que la dimension no me ayudé mucho.

: No jugo ningun rol, ahora que tienes una base del espacio ahora
¢ Qué podrias decir?

: Sé que tiene, sé que tiene dimension dos o sea lo que usé para
decir que es una base es primero que son linealmente
independiente y todo vector se puede escribir como combinacion
lineal de ellos dos asi que no necesito otro mas, entonces eso.

: Muy bien, muy bien, esta constatado.

Pregunta 9

: Sean U, W, V tres subespacios de IR® definidos como sigue, con
la operacion usual.

: Si, con la operacion comun y corriente, si cuando digo, cuando
no hay nada, es la operacion usual, estos son, estos que vienen
ahora es una especie de rutina que seguramente tu haz visto.

: Ya los he hecho.

. Estos exactamente no pero otros pero quiero ver como los
abordas aqui.

: Tengo que ver si son iguales, por ejemplo, este es un plano, ese
si son linealmente independiente es un plano y ese si es que son
iguales tendrian que, tiene que haber un vector de sobra ahi y hay
un vector de sobra, el (1,2,3).

: Lo de sobra ¢ Qué significa?
: Que es combinaciéon lineal de los otros dos.

: ¢ Y si ese vector te sobra?

: Claro el (1,2,3) yo lo puedo escribir como (1,0,1) mas dos veces
(0,1,1) y me da, si, asi que este es combinacién lineal, asi que
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no me sirve entonces U es generado por (1,0,1), (0,1,1) ...(1,0,1),
(0,1,1) ya y estos son linealmente independientes claramente que
si porque si pongo un alfa aca se tiene que hacer cero y si pongo
un beta aca me tiene que da cero, si son linealmente
independiente, ahora W ¢ son linealmente independiente?, es lo
mismo, si pongo un A aqui me va a dar un cero y aqui me va a
dar un cero y esto, bueno esta definido de esa forma, por ejemplo
habria que ver eso si es que U es igual a W que es el (-1,1,0)
(1,0,1), el (1,0,1) estd bien, entonces a ver, veamos
geométricamente, tengo un vector y el otro para definir el mismo
plano... A ver estos son dos planos.

: Si.
:¢,Cierto?

: Geométricamente.

Claro geométricamente hablando son dos planos, estan
generados por esos dos vectores entonces comparten uno,
entonces ¢Cual es la relacion que tienen que cumplir los otros
para que sean iguales? Yo creo que no son iguales, es que es
muy distinto ese con ese o0 quizas.

Las apariencias engafian, entonces tu tienes que dar un
argumento, mas solido que las apariencias, si puedes.
: A ver, veamos U, pensemos en U, U es conjunto de todos los
(x,y,z) que son de la forma a +f o sea a, B,a+ B ahi est3,
entonces, no listo se acabd, porque este, el (0,1,1) pertenece a
U, a U el primero pero (0,1,1) no pertenece a V porque hay dos,
dos no son iguales.

: Por lo tanto ¢ Cual es la respuesta?

: Por lo tanto U es distinto de V, ¢de V? si por lo tanto no son los
tres iguales, no se cumple que U igual a W ;eso es falso, verdad?
.0 no? , eso es negacion .

: No conozco esa notacion.

: ¢Es la negacion? ;O no? o ¢es asi? , eso es falso, es que no

: Yo lo anoto asi con los estudiantes pero hay varias...ah si
también rayita arriba, OK ya etapa superada

Pregunta 10

: V conjunto de todos los x's, y's, z's, t's ya... ¢ Cual es la idea?
Un subespacio de la matriz de 2x2 determine una base ya...
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. ¢ Para?
: Para el conjunto V.

: Para el subespacio V.
: Si, el conjunto que cumple eso.

: ¢ Yo le puedo determinar base a algo que no sea subespacio?
: Que ¢,no sea un espacio vectorial?

: Si.

: No, porque cuando uno busca una base asume que se cumplen
C|ertas propiedades, por ejemplo, que salgan los escalares, pero
por ejemplo, o sea yo que no he estudiado estructuras pero he
estudiado otra cosa o sea he leido en algunos libros por ejemplo
dice, que por ejemplo los grupos finitos tienen una base, un
elemento que genera todos lo elementos, o sea ahi hay otro
concepto de base, base para otras estructuras matematicas.

'Y aqui ¢ Qué me podrias decir?
: Si esto no fuese un subespacio vectorial, por ejemplo en IR® algo
que no pasa por el cero, el plano, entonces no.

: ¢, No le puedo encontrar base?

: No le voy a encontrar base, porque por ejemplo, o sea un
ejemplo en IR® un plano que no pasa por el cero entonces se
supone que si yo encuentro una base, el conjunto va a ser el,
todas las combinaciones lineales y siempre una combinacion
lineal se puede formar el cero, entonces si esta el cero para las
combinaciones lineales y no esta el cero en el conjunto entonces
no van a poder ser iguales.

. Perfecto buen argumento y entonces como éste es subespacio
le podemos encontrar base.

: Claro, entonces sistema de ecuaciones comun y corriente,
matrices X, 2,-1.

1,-2, X, Y, Z... X, Y aquivala X, aqui valaY aquiva laZ aqui va
la T, entonces me da lo mismo ponerme una ralla o poner cero,
cero, yo a veces lo pongo y me equivoco.

: Si, yo también.
'Y no se porque si me lo sé bien, arrastra todos los ceros.

: Un arrastra ceros...

: Entonces un X — 2Z +T, X, 2Y,-Z, ya entonces ahora empiezo a
hacer operaciones filas, entonces, no lo anoto ¢ cierto? porque no
me gusta anotar.

: Bueno, pero...
: Que se note.
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[259E]

[260ES5]

[260E]

[261ES5]

[261E]

[262ES5]

[262E]
[263ES5]

[263E]

[264ES5]

[264E]

: Caro lo que va quedando porque quiero ver como llegas a la
base.

: Entonces -1, 0, -2 , -1, si es que esta bien deberia ser asi,
veamos 0, -2,-1 eso otra vez, ah aqui multiplico por =2 y me
queda 1, %2, - %2 y se acabd no puedo hacer nada mas, entonces
esto que me quiere decir que X+ 2Y esto ;Qué es un 1?, menos Z
es igual a ceroy lo otro me dice que Y +1/2Z- 1/2T es igual a cero
esto va a tener dimension 2 me van a quedar dos parametros,
veamos.

¢, Como sabes la cantidad de parametros? ;Cémo Ila
determinas? Que dijiste me van a quedar dos parametros.
: Porque me va a quedar eso, eso lo voy a despejar entonces me
van a quedar los dos parametros o sea esto, las dos variables
qgue voy a borrar digamos me van a quedar en funcion de los otros
dos parametros y entonces esto me queda Y primero menos 1/2Z
mas 1/2T, ahi estan los dos parametros que yo voy, yo escogi
usar esos dos y si reemplazo alla me queda X menos Z mas T,
ahi multiplico por dos menos Z mas T menos Z igual a cero por lo
tanto X es igual 2Z-T, si es que esta bien hecho, entonces X, Y, Z,
T yo lo puedo escribir como 2Z-T ;Quién es Y? ;Quién es Y?
menos “2Z mas 2 T, Zy T, entonces saco la Z aqui me queda
2Z, una Z, cero Z menos 2 mas T menos una, un medio, cero y
una Yy silo quiero ver mas bonito...puedo poner un dos aca, no,
no lo voy a hacer, entonces en la base vaaserel 2,-1/2,1 Oyel -
1, 2, 0, 1, listo, si es que, quizas me equivoqué en algun calculo
pero, esa es la idea.

: Esa es la idea, vamos a llegar hasta la 11 porque en las otras
haz hecho todo bien y no tiene sentido hacer la 12 y la 13, hasta
la 11 la otra es de espacios francois.

&Y eso?

: Si te llamé la atencidn alguna ¢ la quieres hacer?
: Si me voy a llevar eso, ¢ van desordenadas?

: Si como tu quieras, pero ésta si es obligacion.

Pregunta 11

: Bueno después la voy a hacer, sea V un conjunto de elementos
talque se define la suma y la multiplicaciéon por escalar de esa
forma V ¢ies un espacio vectorial sobre IR? No sé, a ver, puede
ser, puede ser, a ver. ;Como es esto? Grupo abeliano tengo que
ver, a ver por ejemplo, este conjunto tiene el elemento neutro es
el mismo, aqui esta entonces, neutro a, si conmutatividad o sea la
tabla de la suma es a, a, a asi esta.

: Asi esta exactamente.
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[265ES5]

[265E]
[266ES5]

[266E]
[267ES5]

[267E]
[268ES5]

[268E]
[269ES5]

[269E]
[270ES5]

[270E]
[271ES5]

[271E]
[272ES5]

: Conmutatividad, claramente, no hay otra forma de hacerlo
bueno, es lo mismo, asociatividad también porque no puedo
hacer, asociatividad seria algo asi como a+a+a igual a a+a+a
pero esto es a y esto es a, todo es a entonces se cumple, neutro
ya dijimos conmutatividad, asociatividad. ; Qué me falta? Clausura
también, clausura, asociatividad, conmutatividad, neutro.

: Falta una.
: Vamos a poner inverso.

. ¢Inverso?

: También, el inverso de a es a, porque a+a es a y ese es el
neutro, entonces es todo, entonces es un grupo abeliano,
segundo lo de los escalares, clausura también por la definicién a,
no IK por a es igual a a que pertenece al conjunto conmutatividad
también porque k1, k2 , a esto es a, a y k1, k2 a me da aq,
distributividad 1, es que esto da todo a.

. Si.

: Entonces bien, y distributividad 2 bien, o sea en el fondo siempre
se va a dar la igualdad porque independiente de todas las
operaciones que uno ponga paréntesis, suma, multiplicaciéon en
cualquier orden da a, a, q, a.

: Exactamente, ese es el argumento central 4 no es cierto?
: Claro, me falta aca el uno.

: Es que te ha dejado de faltar siempre.
: Uno por alfa es alfa también, entonces ¢ es un espacio vectorial
sobre IR? Si, es, interesante ¢4y la dimensién es uno?

: ¢, Cual seria la dimension?

: Uno, la dimensién de V es igual a uno la base es a, es V la base
es V. Sea V el conjunto de todos los, talque a y b son, ya o sea el
primer cuadrante sin las lineas, un IR espacio vectorial con las
operaciones asi definidas, es lo mismo pero sin una dimension,
estudiar la dependencia lineal de los subconjuntos de V dados
por, veamos a(2,1) + B(3,2) igual (1,1) ¢sera el neutro? Si (1,1)
es el neutro entonces esto es dos alfas, uno mas tres betas, dos
betas, uno, uno, entonces ahora ;Como se suman estos? Se
multiplican dos alfas tres betas, dos beta, uno coma uno entonces
beta tiene que ser cero por esto y si beta es cero esto me da uno
entonces alfa tiene que ser...no beta es cero, beta es cero, cero
si, son linealmente independientes el conjunto S1.

: Vamos a S2.

: S2, nuevamente lo mismo, me voy a saltar algunos pasos aqui
me va a quedar (1,1) mas 2 beta, uno, yo creo que no, aqui
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quedamos no porque este es independiente del alfa, puede ser
cualquiera, no pues alfa puede pertenecer a los numeros reales
cualquiera, por lo tanto S2 es L. D. linealmente dependiente, si
con beta igual a cero, con ese yo formo ese.

[272E] : ¢ Ese es de V?
[273ES5]  : Si, si.

Video ENTREVISTA — ESTUDIANTE 6

Pregunta 1

[1E] : Martin, entonces usted saca una pregunta, la primera de ahi y la
empieza a leer, asi igual que la que hacia la Soledad, o sea
vamos aqui... comentando lo que vamos haciendo, me interesa
como usted, el argumento que usa y sobre todo como lo elabora
para responder lo que se pregunta, esa es la idea.
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[1ES6]

[2E]
[2ES6]

[3E]
[3ES6]

[4E]
[4ES6]

[SE]
[SES6]

[6E]
[6ES6]

[7E]
[7ES6]

[8E]
[BES6]
[9E]
[9ES6]
[10E]
[10ES6]

[11E]
[11ES6]

[12E]

: Con esas dos operaciones ver si es un espacio vectorial. Habria
que ver, por ejemplo a ver si tomo dos elementos en ese espacio
y un escalar en IR, tendria que ver si se cumple... ;Qué estoy
haciendo?, tendria que ver si eso esta en... (Problemas de
audio), entonces yo tengo que... esto es alfa x1 + y1, alfa x2 + y2,
entonces, no me sirve eso.

: ¢,Como? ;Qué no le sirve?
6,0 si?

: ¢, A que cosa se refiere que no le sirve?
: No, es que hice mal la operacion aqui, estoy sumando mal.

: Entonces todo de nuevo.

: Alfa x1, x2 mas y1, y2... entonces eso vendria siendo, alfa x,
menos alfa x2 mas y1, y2; y eso vendria siendo dos veces el
primero mas dos veces el segundo... (Problemas de audio). Dos
veces alfa x1 mas dos veces y2, vendria siendo menos este de
aca, no, eso no vale, de nuevo. Vendria siendo dos veces la
segunda coordenada del primer vector, menos alfa x2, mas dos
veces este de aca dos y2, vendria siendo menos el primero alfa
x1, menos y2, o sea menos y1...

: ¢, A qué quiere llegar con esto?
: ¢A que quiero llegar? A ver...

: ¢,Para donde van estos calculos?
. Para ver si esto esta en el espacio.

: Perfecto.

. ¢ Tiene confort?, ;Un pafiuelo o algo asi?, es que hacia calor
afuera y me vine corriendo, a ver, creo que aun estoy un poco
dormido.

: No importa, aqui despertamos... entonces usted tiene unos
calculos y esos calculos ¢ le ayudan a la respuesta?

: Eso es lo que estoy pensando... tiene que ser, porque este es
un elemento del espacio, entonces con esa operacion se ve si es
un espacio.

: Entonces 4,Cual seria su respuesta a esa pregunta?

: ¢, Tengo que anotarla?

. Si, la respuesta... por que usted hizo un calculo ahi, entonces
eso 4es la respuesta?
: No..

: Esa es la respuesta.
. Perfecto.

: Pasamos a la segunda, ahi hay hojas si necesita...
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[13E]
[12ES6]

[14E]
[13ES6]
[15E]
[14ES6]
[16E]
[15ES6]

[17E]

[16ES6]
[18E]
[17ES6]

[19E]
[18ES6]

[20E]
[19ES6]

[21E]
[20ES6]

[22E]
[21ES6]

Pregunta 2

: Entonces vamos leyendo, que nos dice esta pregunta.

: Hay que tomarnos el conjunto de las funciones de IR en IR,
definen la siguiente operacion, hay que usar elementos de IR no
mas, a mas b y la ponderacion... jesto es la evaluacion?

: Esa es la evaluacion, exactamente.
: Sabemos que IR con la suma es un grupo abeliano... ;Qué
axiomas faltan para que IR sea un espacio vectorial?

: Quiero que anote, cuales usted visualiza, ahi que axiomas faltan
y cual de esos se cumple o no...
: Faltan los del producto por escalar.

: ¢, Los podria anotar?
: Entonces faltan los axiomas de producto por escalar, éste es el
producto que se define...

: Es lo que se esta definiendo, claro, ponderacién es o mismo
que producto por escalar, ese es el producto que se esta
definiendo.

: Sobre ese espacio, entonces...

: ¢, Sobre cual espacio?, ¢ Cual es el espacio?
: No, no, no... IR, el espacio IR... entonces... ya, uno de los
axiomas seria que si yo tomo dos elementos...

: Los elementos ¢ De donde esta pensando esos elementos?
: En IR; no, tengo que tomar una funciéon y un elemento para
evaluar.

: Ya. Bien.
: Entonces... por ejemplo, a ver, si tendria, si yo tengo un escalar
en, estoy haciéndolo un poco mas general...

. Si, si.
. Y tengo dos elementos en el espacio, entonces tendria que
cumplirse que alfa por v mas w, esto es alfa v mas alfa w.

: Ese seria...

: Ese seria el primero y para este caso, tendria que cumplirse que
si me tomo un elemento aca, ese, una funcién, si tomo f... y
tomo... tendria que cumplirse que f de, a ver, a mas b, tendria
que ser igual a f(a) + f(b), pero eso no se cumple...
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[23E]
[22ES6]

[24E]
[23ES6]

[25E]
[24ES6]

[26E]
[25ES6]

[27E]
[26ES6]
[28E]
[27ES6]

[29E]
[28ES6]

[30E]
[29ES6]

[31E]
[30ES6]

[32E]
[31ES6]

[33E]
[32ES6]
[34E]
[33ES6]

[35E]
[34ES6]

[36E]
[35ES6]

: ¢, Por qué no se cumple?, ponga alla al lado...
: Pero, no se cumple porque f es funcion, una funcién cualquiera,
a menos que se especifique que f sea lineal.

: En ese caso ¢ Qué pasaria si f fuera lineal?
: Ahi si habria distributividad...

: Entonces como es una funcién, usted dice...

: Una funcién, no se cumple porque f es funcién cualquiera, lo
mismo pasa cuando yo tomo el 1 y el v en el espacio, entonces v
por 1 esv.

. ¢ Ese axioma se cumple?
: Tendria que ser f evaluado en uno y esto es distinto de f, no sé
como anotarlo, f de...

i
: No se cumple.

: Seguimos en otra hoja... tenemos que ponerlas de lado para
que la camara las lea.

. ¢ Cual otro hay?, si yo tomo f y g en ese espacio y tomo un
elemento en IR, f + g coma alfa, eso si se cumple, esoesf+g...

. 'Y si yo le preguntara ¢ Por qué?
: Eso es por... no, no es definicion pero es una propiedad que
tienen las funciones.

s oYa?, ya...
: Que eso es f(a)+g(a)

: Busca su argumento, usted dice que eso es verdad.
: Es que no estoy seguro, en realidad no me acuerdo mucho, no
se si es por definiciéon o..

: Pero, lo que usted piensa...
: Hemm... (risas)

: Jaque Mate.

: Por algebra de funciones, ahi esta.

: Entonces se cumple.

: Si, por lo tanto, se cumple se cumple... la cuatro, si es que hay
Cuatro a ver, si eran cuatro.

: Buena pregunta, jhabran cuatro?
: ¢, Habra cuatro?...

: ¢,Habra cinco?, ;O son tres?... ; Qué dice usted la cuatro?
: Ni recuerdo, tiene que pasar eso...
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[37E]
[36ES6]

[38E]
[37ES6]

[39E]
[38ES6]

[40E]
[39ES6]

[41E]
[40ES6]

[42E]
[41ES6]

[43E]
[42ES6]

[44E]
[43ES6]

[45E]
[44ES6]

[46E]
[45ES6]

[47E]
[46ES6]

[48E]
[47ES6]

[49E]

: Tiene tres ahi.

: A ver... esto, si yo tengo fy g en el espacio y tomo un elemento
en IR... a ver, lo voy a hacer un poquito mas general, entonces
v,w en V y alfa enun... no, venVy alfa en el cuerpo y beta en el
cuerpo también, entonces me tiene que cumplirse que alfa por
beta por v esto es igual a alfa por beta por v, la asociatividad.

: Una suerte de asociatividad.
;Y esto no... en...

. Para estos objetos, ¢ Se cumplira su estructura general?

: No, creo que no, porque, a ver... aqui tendria que ser f de...
para este caso, seria la composicion, de alfa y... a no eso no,
tendria que ser esto, porque aqui seria una especie de producto
entre las dos funciones, este caso, entonces seria la composicion.

: Claro, cuando mira... cuando esta mirando esto, ;A cual de
esos lados se esta refiriendo?
. Estoy, ¢ Como a cual de esos lados?

: Usted quiere probar esa igualdad, no es cierto.
. Si.

: Cuando esta haciendo esto, ¢Por qué lado empez6?
: Empecé por éste.

. Perfecto.

. Empecé por ese, entonces aqui seria una especie, seria la
composicion entre las funciones, pero si yo tomo los escalares se
supone que... si tomo el alfa y tengo las funciones, se supone
que aqui estoy evaluando el alfa en la composicién.

: Claro, el alfa en la composicion.
Pero... y eso es f de g de alfa, que seria eso que esta ahi...
entonces ese se cumple.
. ¢,Por qué?
: Composicion de funciones.
. Bien, etapa superada.

: ¢ No hay mas?

. ¢ Faltan propiedades? (problemas de audio)
. ¢, Faltaran mas?, creo que no, no se a ver, no me acuerdo.

: ¢, Se las juega con éstas?
: no... (silencio 25 seg.)... si me las juego.

: Perfecto, etapa bien superada.
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[48ES6]
[SOE]
[49ES6]

[51E]
[S0ES6]

[52E]
[51ES6]

[53E]
[52ES6]
[54E]
[53ES6]

[S5E]
[54ES6]

[S6E]

[55ES6]

[57E]

Pregunta 3

: Un espacio vectorial que tenga solo dos elementos, yo creo que
no siempre porque puede que la suma se salga.

: Entonces... (problemas de audio)
- Hemm.

. ¢, Qué quiere decir que la suma se salga?

: Por ejemplo si yo tengo... seria un conjunto con dos elementos y
verificar si ese conjunto con cierta operacion tiene estructura de
espacio.

: Siga.

: Entonces por ejemplo puedo tomar el conjunto a,b , mas
general, entonces tengo que verificar si a con la suma y con el
producto por escalar, suponiendo con la suma, habria que decir
que tipo de elementos son los que, los elementos de A.

: Depende... (problemas de audio)... depende de lo que usted
este pensando para argumentar.
. A puede ser cualquier conjunto.

: Como lo tenemos ahi.
: 'Y, no sé, pueden ser: funciones, polinomios, no se cualquier
cosa.

: Lo que venga.

: 'Y tengo que verificar que el A con la suma usual donde yo esté
trabajando y con el producto por escalar tiene estructura de
espacio... entonces voy a poner: tenemos que verificar si se
cumple eso. Primero, por ejemplo si a,b son distintos del
elemento nulo entonces ya no es un espacio... y por otra parte
Si...

. ¢Qué otro caso habria que considerar ahi? Si los dos son
distintos del nulo estas poniendo ahi.

: Si a y b son distintos del elemento nulo, el elemento neutro,
entonces A con la suma y la multiplicacion no es espacio
vectorial. Ahora si uno de ellos es cero y otro distinto, o sea no
cero del neutro.

: Ya del neutro.
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[56ES6]

[58E]
[57ES6]

[59E]

[58ES6]

[60E]
[59ES6]

[61E]
[60ESE]

[62E]
[61ES6]

[63E]
[62ES6]

[64E]

[63ES6]
[65E]

[64ES6]

[66E]
[65ES6]

[67E]
[66ES6]

[68E]
[67ES6]

: Para dar mas generalidad, esto seria como el caso uno, seria
como el caso dos... entonces, por ejemplo: a + b siempre va a
estar en A, ;cierto?

: Ya ... (problemas de audio)

: Pero si tomo un... a ver puedo hacer la operaciones b con b, un
especie de producto entre elementos de aca, no eso no lo puedo
hacer. Voy a poner IK un cuerpo, ahi si, entonces esa suma
siempre va a estar en A porque este elemento neutro y este va a
ser un elemento distinto de cero entonces si lo sumo siempre me
va a dar b, eso va a ser b; ahora si yo considero un escalar en el
cuerpo y tomo b en A, entonces alfa por b no necesariamente
esta en A.

: Volviendo a la cuenta de arriba, donde dice que b + a es b, pero
¢ Quién podria sumar también? ; Qué elementos tiene A?, tiene el
b y tiene el cero.

: ¢,Como?

. ¢, Qué elementos tiene A aqui?, ese A ;Qué elementos tiene?
:Ceroyb

: Entonces yo podria sumar a + b, ¢ Puedo sumar otro?
b+a

1 Y... ¢ Qué mas?
:Yb+b

: ,Quién es b + b?
: ¢ Quiénesb + b?

: Me va a decir 2b, pero eso también tiene que considerarlo...
(problemas de audio)... 0 no necesariamente lo tiene que
considerar.

: Si, si lo puedo considerar.

: No, que usted vea, no que yo, usted, Ve que es necesario
considerar eso? 4,0 no?

: Yo creo que si, por que b + b se puede que se salga del
conjunto.

: Pero esto estda como argumento también, ¢ Qué dice aqui?
: Que alfa por b no necesariamente esta en A.

: Entonces qué quiere decir con eso.
: Que no hay clausura.

: No hay clausura ¢ Dé6nde?
: En... ahi...
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[69E]
[68ES6]

[70E]
[69ES6]

[71E]
[70ES6]

[72E]
[71ES6]

[73E]
[72ES6]

[74E]
[73ES6]

[75E]
[74ES6]
[76E]
[75ES6]
[77E]
[76ES6]

[78E]
[77ES6]

[79E]
[78ES6]

[8OE]
[79ES6]

[81E]

: Volvamos aqui entonces.
: Entonces, por ejemplo b + b, no necesariamente esta en A.

. ¢, Qué significa eso?
: Que tampoco hay clausura.

: ¢,Donde? Tiene que decir dénde.

: En A con la suma, por que si hubiera clausura tendria que
cumplirse que b+b seria igual a b, y eso pasa cuando b es el
elemento neutro.

: ¢, Y por qué b no puede ser cero también?
: Es que si b es cero, ahi ya seria como un espacio trivial.

: Claro, y no coincide con esto ;0 si?
. Si.

: 6,0 no?, pero ¢ Cual es la pregunta aqui?

: No, no coincide con eso, es que uno tiene que ser distinto de
cero, por que tiene que tener por lo menos 2 elementos, si los dos
fueran cero ahi seria un elemento.

: Perfecto.
: Entonces, vamos a hacer una observacién a y b no pueden ser
elemento neutro a la vez.

: Entonces, ¢Cual seria la respuesta a la pregunta?, con todo
esto que vio, con lo que tiene aqui anotado.
: Que no existe un espacio vectorial con 2 elementos.

. Se atreveria a decir que existe uno ¢ Con cuantos elementos con
segundad7
: Con cuantos elementos.

. Si, usted me dijo recién algo a raiz de las observaciones.
: Con un elemento.

: Con un elemento, pero con 2, que es la pregunta de ahora.
: No.

: Ya, anote cual seria la respuesta.

: Es posible definir un espacio vectorial con un elemento, seria el
electo neutro y para ese caso seria el espacio 1, en ese caso,
podria decirse que con una cantidad finita de elementos, no
puedo tener espacio, podria ser una cantidad infinita de
elementos donde me podria definir espacio vectorial.

: Entonces es el intento 4 De qué?
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[S8OESE]
[82E]
[81ES6]
[83E]
[82ES6]
[84E]
[83ES6]

[85E]
[84ES6]

[86E]

[85ES6]

[87E]

[86ES6]

[88E]
[87ES6]

[89E]

[88ES6]

[90E]
[89ESE]
[91E]
[90ESE]

[92E]

: De generalizar.

: Andtelo.
: Ahi como que me asaltd una duda un poco, porque... una
cantidad finita pero a lo mejor numeradores.

: Cada dia a dia tengo que revisar ese tipo de detalles ¢ Cierto?
: Claro.

: Pero usted se esta atreviendo a decir al responder esto, ;Qué
cosa?
: Para mi conjunto finito, no es posible en.

: Tienes 2 por que el 1 también es finito.
: ¢, ComMo?

: De aqui el 1 es finito, 1 el uno para un conjunto es finito, no es
posible y para el 1 dijo que si era posible. Entonces ¢tenemos
qué?

: Con mas de un elemento. Para un conjunto finito. Voy a borrar
esto. Par aun conjunto finito con mas de un elemento, no es
posible dar una estructura de espacio. De repente como que el
lenguaje me juega chueco no se como expresar la...

: No importa. Yo aqui estoy atenta y lo hago ver lo que usted esta
haciendo y lo que esta escribiendo. Usted dijo aqui con 1 si en
realidad con finito no, entonces, pero...

: Con mas de un elemento.

. Perfecto.

: Ahora no se si tendria que detenerme en ese caso, cuando, por
que si es finito con mas de un elemento no es posible darle una
estructura de espacio de conjuntos, pero si fuera, si es infinito ahi
si, ahi puede ser, pero si es numerable...no sé.

. Para notar ese tipo de detalles vamos a dejarlo como una
incégnita de esta entrevista si es numerable o numerable, por que
va a seguir trabajando con infinitos.
: A yo creo que no, yo creo que no.

. ¢,Por qué?

: Porque por ejemplo si tomo los naturales ahi ya no.
: ¢ Y se es numerable?

: Si, el numerador.

: Pero ahi tiene espacios vectoriales infinitos asi que sigamos en
esta entrevista. Etapa superada pasamos a la otra hoja.
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[93E]
[91ES6]

[94E]
[92ES6]

[95E]
[93ES6]

[96E]
[94ES6]

[97E]
[95ES6]
[98E]
[96ES6]

[99E]
[97ES6]

[100E]
[98ES6]
[101E]

[99ESHE]

[102E]

Pregunta 4

: ¢, Quién es W ahi?

: Seria, el espacio de los polinomios cuya integral de 0 a 1 es 0,
yo creo que... a no, no estoy mal ahi, estaba pensando en otra
cosa.

: Yo creo que no alcancé a percatar bien ¢ Yo creo qué?

: No es que estaba, me, se me vino a la cabeza eso de las
funciones pares e impares pero eso es en un intervalo simétrico,
cuando son impares en un intervalo simétrico da cero.

. Escriba lo que esta pensando que eso me interesa.

: Yo creo que no, porque si yo tomo por ejemplo el polinomio x—
Y, la integral de 0 a 1 de x — %%, eso es la integral de 0 a 1 menos
la integral de 0 a 1 1/2 de vy, eso es "2 y eso también es %, cero,
por lo tanto. p de x esta en W. Ahora si yo, en por ejemplo
quisiera ver, que seria otro ejemplo... p de 2 de x, x cuadrado
menos 1/3, también me da 0, por que ahi me queda la integral de
| de 0 a 1 x cuadrado de x menos, no, no me va a resultar aqui...
no con ese ejemplo no me va a resultar, bueno esto también es
cero.

: Qué estas tratando que resulte, que no entiendo.
: Que la suma se salga.

. ¢, Qué quiere decir que la suma se salga?
: Que tomo, por ejemplo tomo 2 polinomios y su integral no es
cero, a ver, a si, si puede ser un espacio vectorial.

. ¢, Por qué ese cambio de opinion tan rapido?, antes era no ahora
Si.
: Es que, a ver, no esta bien.

: Lo dejamos.
: Eso no.

: Fue un intento.
: Si, fue un intento, ya por ejemplo.

. Esta bien si esa es la idea, la idea es que usted me pueda
explicar por qué cambio esta idea, por qué ahi esta lo
fundamental.

: Es que de repente, no sé como que siempre me da por tratar de
buscar los contra ejemplos primero.

: Asi aborda usted los problemas, trata de buscar los contra
ejemplos.
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[100ES6]
[103E]
[101ES6]
[104E]
[102ES6]

[105E]
[103ES6]

[106E]
[104ES6]

[107E]
[105ES6]

[108E]
[106ES6]

[109E]
[107ES6]

[110E]
[108ES6]

[111E]
[109ES6]

[112E]

[110ES6]

[113E]
[111ES6]

- Y si, no sé, a lo mejor .Es que de repente tratar de demostrarlo
es como mas complicado que...

: Buscar el contra ejemplo...
: De repente.

para usted.

. Si, entonces tratemos de buscar el contra ejemplo que pasé en
su mente.

: Es que de repente tratando de buscar el contra ejemplo como
que se me ilumina, me ilumino.

: Y llegamos, ¢ A qué iluminacion?

: A que esos signos son espacio vectorial, porque si yo tomo 2
polinomios en W y tomo un escalar en numero real entonces alfa
p X mas q x estaen W.

. ¢ Para qué estamos sacando esta cuenta?

: Para ver si esto es un espacio vectorial. Ya voy a poner en
efecto, la integral de 0 a 1 de alfa de p de x mas p de x, esto es
por linealidad de la... Integral y por homogeneidad, creo que es,
esto me queda alfa p de mas qde xy estoes 0, que esoes O y
esto es 0. Entonces con esa operacion usual.

. Si, con las operaciones usuales, si.

: Entonces con la operacién usada W es un espacio vectorial, no
aqui lo voy a... W por la suma y un producto por escalar es un
espacio vectorial.

: Le hago una pregunta, no sé si termind.
: Digame.

: Digame usted si terminé primero.
: Es que me hizo dudar.

: ¢, Con que?
: No sé, no creo que no.

: ¢ Me hizo dudar de qué?
: De lo que hice.

: No, no dude, no dude si mis preguntas no vienen a cuestionar
esto si no va a lo siguiente el ejercicio anterior, usted para ver si
era espacio vectorial ; Qué hizo?, la de los axiomas, se acuerda.

. Si, ya.

: Habian axiomas.
: Si.
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[114E]

[112ES6]

[115E]
[113ES6]

[116E]
[114ES6]

[117E]
[115ES6]

[118E]
[116ES6]
[119E]
[117ES6]

[120E]
[118ES6]

[121E]
[119ES6]

[122E]

[120ES6]

[123E]

[121ES6]

: Ahora para demostrar que es espacio vectorial lo hace de otra
forma, entonces mi pregunta es ;COomo se relacionan esas

formas?

: Es que yo creo que aqui se...como se llama.

: No, las palabras que usted, comente.

: Es que no, si tengo un espacio, tengo elementos, un espacio
vectorial sobre un cuerpo, tienen que estar las combinaciones

lineales,

: Por eso toma esa expresion y esa expresion ¢ Qué es?

entonces si
espacio, entonces ya no puede ser.

: Una combinacion lineal.

. Ah, Listo.
: Es que en el otro caso ¢, Cual es el otro caso?

: De los axiomas, ¢Se acuerda de los axiomas?

las combinaciones

lineales salen del

: Claro, es que ahi es distinta la pregunta, por que decia ¢Qué
tlpo de axiomas se cumplen?

: Y aqui ¢ Le pedian?

: En este caso es como un poco mas general.

: Si, mas general.
. El otro no, era mas, mas particular.

: Si lo hubiese hecho de la otra manera, hubiese sido como...

: ¢, Cual?

. Si lo hubiese hecho a través de los axiomas. ;Qué gano usted?

¢Que gano para usted haciéndolo asi y no de la otra forma?
: O sea es lo mismo pero el otro es mas largo.

Pregunta 5

: Ya, bien, pasamos al siguiente. Déme la, la afirmacién que hay

ahi.

. Si tengo 3 espacios vectoriales y supongamos que baja eso,

entonces w=z.
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(problemas de audio)

[124E]

[122ES6]

[125E]

[123ES6]

[126E]

[124ES6]

[127E]
[125ES6]

[128E]
[126ES6]
[129E]
[127ES6]

[130E]
[128ES6]

[131E]
[129ES6]

[132E]

[130ES6]
[133E]

[131ES6]

: Cuénteme en qué esta pensando, para yo darme cuenta como
esta elaborando, pensando responder. ;En qué esta pensando?

: Ya se me vino a la cabeza una... algo de teoria de conjuntos,
por ejemplo, si yo tengo que A union B es igual a A uniéon C no
necesariamente B = C, hay contra ejemplos para eso. Pero
estaba tratando de pensar en un contra ejemplo para eso y yo
creo que es analogo, creo que es analogo.

Entonces ponga ahi lo que esta pensando usted .Estoy
pensando que esta es la relacién que hace.
. En teoria de conjuntos, tengo que si A unién B es igual a A
union C entonces D no necesariamente es igual a C. Escribo un
contra ejemplo.

. Si usted quiere .No es necesario por que usted ya lo ve, pero si
quiere lo escribe, si a usted lo va a ayudar a responder, escribir
eso, bienvenido, pero ver esto es muy bueno.

: Por ejemplo, si tomo A como, claro, uno: a B uno coma dos; y a
C como dos no mas, entonces A union B, esto es uno coma dos;
y A unién C también es uno coma dos...

: Pero...
: Pero B es distinto de C.

. Perfecto.
: Ahora, para el caso de espacios, como yo creo0 que es un
poquito mas complicado.

: ¢, Como que?
: Yo creo que es un poquito mas complicado.

. Tiene una buena base.
: Pero a lo mejor no.

: Pero, tiene una buena base.
: Si, creo que eso me va a servir un poco.

: Porque un espacio vectorial, si bien tiene estructura de espacio,
ante todo ¢,qué es lo que es?

: Un conjunto.
: Un conjunto, ¢no es cierto?, con lo que usted penso, entonces
relaciond muy bien, antes que todo es un conjunto y en los
conjuntos no pasa eso. ¢, Cual es el problema de esto?, solamente
al verlo como espacio.
: Que éstos no se podrian ver como espacios, porque son otro
tipo de conjuntos, conjuntos finitos, con mas de un elemento.
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[134E]

[132ES6]

[135E]
[133ES6]
[136E]
[134ES6]
[137E]
[135ES6]
[138E]
[136ES6]
[139E]

[137ES6]

[140E]
[138ES6]

[141E]
[139ES6]

[142E]

[140ES6]

: Por lo que usted dijo antes, son conjuntos finitos, no se pueden
ver como espacio.

: Por eso le dije, que aqui es mas complicado, es que aqui tenian
que ser conjuntos infinitos.

: Conjuntos infinitos, muy bien. Ahora tiene que tratar de ver... si
es verdad (silencio 40 segundos)

: Puede, a ver, déjeme un poquito. Es que a lo mejor podria
tomar, generadores.

. Si.
: Puede ser, espéreme un poco.

: Te pueden servir, por su puesto, porque los generadores ¢;Qué
son?
: Son espacios vectoriales.

: Pero no son asi, ¢no es cierto?, son ¢ de que categoria? ; Como
es un espacio generado?, mi pregunta es ¢ es finitos o infinitos?
- Infinito.

. Infinito, asi que estaria concordando con las ideas que usted
tiene.

: Claro, porque por ejemplo si yo tengo, no me acuerdo como era
la... 0 sea como, a ver... ah, si yo tengo que V por ejemplo, es el
generado por a'y W es el generado por b, entonces V + W es el
generado por a union b, entonces ahi tengo algo como parecido.
Ya ahora voy a tomar V como el uno coma dos y dos coma uno...
no yo creo que ese no.

: Le pone “no” entonces.

: Voy a tomar V como el uno coma dos no mas, voy a tomar W
como cero coma tres y Z cero coma tres y uno coma dos,
entonces en este caso V + W, esto es uno coma dos y cero coma
tres y V + Z también es o mismo.

: Pero...

: Pero esos dos no son iguales, eso ahi yo creo que seria. Ahora
igual eso esta como medio mal porque, yo creo que los espacios
generados deberian anotarse asi como...

. Si pero, ahora si usted ve un texto se asume con ese abuso de
lenguaje.
: Si, porque guiandome por eso.

Pregunta 6
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[143E]

[141ES6]

[144E]
[142ES6]

[145E]
[143ES6]
[146E]
[144ES6]

[147E]
[145ES6]

[148E]

[146ES6]

[149E]
[147ES6]

[150E]
[148ES6]

[151E]
[149ES6]
[152E]
[150ES6]
[153E]
[151ES6]

[154E]
[152ES6]

[155E]

. Si, es lo mismo, si ¢no es cierto?, muy bien, etapa superada,
vamos a la otra, estamos bien, (problemas de audio) nos falta
buscar un contraejemplo, una situacion nueva... hizo bien la
analogia esa era la correcta, esa era la analogia buena. ;Qué
pasa con estas preguntas?

: Que una se cumple y una no.

: ah, las visualiza inmediatamente.
: Si.

. ¢, Por qué?
: Porque por ejemplo, puedo tomar 7z en Q, y por, este seria el,
harla el papel de vector.

: Ya, entonces tendria que profundizar en el espacio vectorial, por
el vector ¢ Quién haria el vector?
. Este seria el vector.

: Ya, éste es el vector.
: 'Y raiz de 2 seria el escalar, pero raiz de 2 medios no esta en Q.

: Entonces ;Doénde esta la falla que esta tratando de enunciar
ahi?

: Que si yo estoy, haber no se si sera asi, a lo mejor, que si yo
tengo un espacio vectorial... tendria que ser de dimension 1, aqui
en este caso.

: Pero ahi usted tiene un escrito, ahi.
. Si.

. Ese escrito es para respuesta ¢ no cierto?
. Si.

: Entonces Como le ayuda eso a decir que eso no lo es, para
darme cuenta?

: ¢, Como?

. Usted hizo eso para responder esto De qué le ayuda esto?

: A, que no hay clausura.

. ¢ Para quién?

: Para... no es cerrado.

: Ya, no es cerrado.
: Eso, aqui si.

. ¢,Cual es la diferencia que aqui si y alla no?
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[153ES6]

[156E]

[154ES6]

[157E]
[155ES6]

[158E]

[156ES6]
[159E]
[157ES6]

[160E]

[158ES6]

[161E]
[159ES6]
[162E]
[160ES6]
[163E]
[161ES6]

[164E]

[162ES6]

: Eso es algo que deberia definir, que era que, por ejemplo si yo
tomo, por eso le digo en una dimensidén no mas.

: Si, ¢ Por qué saca a relucir la dimension y dice en una dimension
no mas?

: No, a lo mejor es mas de una dimensién... (problemas de
audio), es que por ejemplo si yo tomo, bueno Q es mas chico que
R y no puedo definir un espacio vectorial sobre un conjunto que
es mas grande.

. ¢, Ese es el motivo?

: En este caso si, porque estoy tomando a los reales sobre un
conjunto mas chico, y por ejemplo en el caso de los complejos
con los reales tampoco, ahi por ejemplo no puedo tomar a los
reales como C-espacio vectorial, por que ahi tampoco seria
cerrado, yo creo que por la suma.

: Entonces el problema de ahi es que toma un cuerpo en un
subcuerpo. ¢ Cuales? Si toma un cuerpo y un subcuerpo ;Qué se
atreveria usted a decir? ;Como tendria yo que decir para que
sean espacios?, si tomo un cuerpo y un subcuerpo.

. Se tendria que definir, haber, se puede definir un espacio
vectorial sobre el cuerpo, no.

. 'Y los escalares ¢Ddénde?
: Claro, en el subcuerpo, ahi si.

. Entonces respondamos esto que es mas sencillo. Ya que usted
es capaz de generalizar la idea, esto sera un tramite, responder
esto.

: Creo que se anota asi, Q es el cuerpo de R, entonces es posible
definir, no eso no, entonces R con la suma y el producto por
escalar en Q, no es un espacio vectorial, aqui no (problemas de
audio)

. Perfecto, estos productos son dificiles para los estudiantes que
estan iniciandose ¢ Por qué? ; Qué lo hace dificil?, en su opinion.
: No sé.

. ¢ Para usted no es dificil?

: Es que, no sé, si igual es dificil, pero no sé porqué.

: Pero la supo abordar bien.

: No, no sé, ;Qué cree usted?

: Yo creo que si entendiera el papel del cuerpo y el papel de los

vectores. 0 puedo estar equivocada en eso?
: No.
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[165E]
[163ES6]
[166E]
[164ES6]
[167E]
[165ES6]
[168E]
[166ES6]

[169E]
[167ES6]

[170E]
[168ES6]

[171E]

[169ES6]

[172E]
[170ES6]

[173E]
[171ES6]
[174E]
[172ES6]

[175E]
[173ES6]

[176E]
[174ES6]

: Se les confunde cual es cual, haber cual es el espacio, cual es
el cuerpo
: No, no era eso.

: Dénde estan los escalares déonde estan los vectores en el fondo
¢no les pasa eso?
: No.

: O hay... es que trato de ver si hay otra razén que no sea esa,
por eso estoy preguntando.

: Puede ser eso de que, tengo una idea mas o menos de lo que
€s un subcuerpo, eso.

. Eso.
: Pero.

. Justificaciéon hay.
: ¢,Como?

. La justificacion esta aqui entonces, en el subcuerpo.
: Claro.

. Esta bien, la otra.

Pregunta 7

: ¢ Asi se define la suma?

: Asi se define la suma, ¢ Como se esta definiendo la suma?
: Como producto.

: Como producto, exactamente.
: Definir la otra operacion, la multiplicacién por escalar... a partir
de ésta tengo que...

Le definieron la pura suma, usted tiene que tratar de
ingeniarselas, como definir un producto para que todo eso sea...
: Un espacio vectorial.

: Un espacio vectorial... qué piensas.
: No sé.

. (problemas de audio)

Tratando de buscar una, o sea tratando de definir una
operacion, si es que se puede, pero aqui como que no entiendo
mucho, por que dice definir la otra operacion.
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[177E]
[175ES6]

[178E]
[176ES6]

[179E]
[177ES6]

[180E]
[178ES6]
[181E]
[179ES6]
[182E]
[180ES6]

[183E]
[181ES6]

[184E]
[182ES6]

[185E]
[183ES6]

[186E]
[184ES6]

[187E]

[188E]
[185ES6]

[189E]

: Claro porque un espacio vectorial ; Cuantas operaciones tiene?
: No, no, no, si esta bien, pero... como que no sé€ mucho lo que, o
sea se que... es que, a ver...

: Digame...
: 'Y si no hay tengo que decirlo.

. Exacto, si usted cree que no la hay...

: ... O sea, en el fondo igual esta preguntando si se podria definir
0 no la operacion, porque aqui yo creo que se esta afirmando
definir la otra operacion.

: Defina la otra operacion, claro usted debe argumentar esa
definicion que da o si no la da.

: A'lo mejor... a lo mejor podria definir eso.

: Bueno.

: A lo mejor, habria que ver si se cumple las... ;Como se
llaman?, las propiedades, pero ahi no se cumplen, con eso.

: ¢ Cuales no se cumplen?, ;Cuales son sus argumentos para
decir que no se cumplen?

. X por uno es distinto de x.

: Entonces esta buena, no por...
. X por uno, con esa definicién seria x + 1.

: Entonces ya no puede considerar esa operacion, tendria que
pensar en otra... (Silencio 40 segundos). ;Quién fue, mi teléfono?
. ¢ podria pasar a la otra? (risas).

. Si.
: Que a lo mejor, esa otra la dejo para después.

: O ¢ Si tiene algun argumento para dar ahora?
: No, todavia no se me ocurre.

. Estamos bien, no se preocupe.

Pregunta 8

: Esa era la suma ¢ No es cierto? y la ponderacion.
. Si.

: &Y qué se dice después?
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[186ES6]
[190E]
[187ES6]

[191E]
[188ES6]

[192E]
[189ES6]

[193E]
[190ES6]

[194E]
[191ES6]

[195E]
[192ES6]

[196E]
[193ES6]

[197E]
[194ES6]

[198E]
[195ES6]
[199E]
[196ES6]
[200E]
[197ES6]

[201E]
[198ES6]

: Sea W el subespacio de todos los puntos de V situado sobre el
plano z=1.

: Se piden 2 vectores dominio.
. 2 vectores de W.

: Claro, escriba 2 vectores de W.
: ¢,Cualquiera?

: Si, no pide ninguno especifico.

1 (3,1,1) y (2, 5,1), esos estan porque, éstos son positivo y el z=1,
estan situados en el plano z=1. ;Cual es el vector nulo de y? , no
hay vector nulo.

. ¢ Por qué?, tiene que argumentar.
: O sea, de par no, haber, no estoy mal. El vector nulo seria el (1,
1,1).

. ¢,Por qué? ;Qué cuenta hizo? Qué lo hizo pensar en eso.

: Porque aqui los, por ejemplo no, no hay inverso aditivo, porque
me estan diciendo aqui z positivo, entonces tiene que haber
inverso multiplicativo por la definicién de la, de la suma, entonces
por ejemplo si yo tomo el (3,3,1) y el ( 1/3, 1/3 ,1) la suma de
ellos me da el (1,1,1).

: Eso es que usted esta apostando que el vector nulo es ;Quién?
: EI (1,1,1), haber, estoy medio confundido.

: Es una buena razén la que dio, (problemas de audio) ahora es el
(1,1,1).
: Seria el elemento neutro dentro...

: Del espacio.
. Del espacio, pero le voy a poner algo ahi.

: Todavia entenderemos.
. Si, lo mismo si ve es ese, entonces el inverso seria (1/3, 72 1),
si fuera asi el... (problemas de audio).

: Ese es menos v, pdngale el bichito al medio que ese es menos
V.
: Ese es menos v.

. Si eso fuera asi, que podriamos decir de la 4.
: Que no son, haber, a que si son L.I.
:Y... ¢ Por qué?

: Porque porque son L.l., porque esta combinacién lineal, haber
como lo, ya, esta combmamon lineal (2,2,1) mas beta ( 72, Y2 ,1)
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[202E]
[199ES6]

[203E]
[200ES6]

[204E]
[201ES6]

[205E]
[202ES6]

[206E]

[203ES6]

[207E]
[204ES6]

[208E]
[205ES6]

[209E]
[206ES6]

[210E]
[207ES6]

[211E]
[208ES6]

[212E]

me da el (1,1,1) si el alfa y beta son 0, porque, por que si el alfa 'y
el beta son 0, entonces alfa por (2,2,1) seria 2 elevado a alfa, 2
elevado a alfa, 1 elevado a alfa y puedo ocupar otra .

. Si, adelante.
'Y beta por...

: Péngale 4 ahi, para que... estamos haciendo el 4.

Ya, (2, 2 ,1) eso seria V2 elevado a beta, 2 elevado a beta, 1y
si yo sumo esos 2, eso es, haber, le voy a poner v1 y v2,
entonces v1 + v2 seria, 2 elevado a alfa por 2 elevado a beta, y
esto es, esto es (1, 1,1) si el alfa y el beta son 0.

: Entonces pongamoslo.
1 v1 + v2 es elemento neutro si alfa, beta son 0.

. ¢, Qué dice ahi?
. Luego...

. Luego, ya perfecto, perfecto entonces los vectores ;Cdédmo
serian?, un vector nada mas...

: (2,2,1) y son L.I. Ahora como que con eso, como que le borraria
una de aca.

: Ahora le va a borrar una, nos estamos asegurando que ese es el
0 vector 4 Eso esta pasando?
: Claro.

: Entonces, que podria decir de la cinco (silencio).

: Yo creo que no, porque alfa por (3,3,1) esto es tres elevado a
alfa, tres elevado a alfa, uno, a ver..., voy a ver... (Problemas de
audio), beta por (1/3,3,1), esto es 1/3 elevado a beta, 3 elevado a
beta, uno... entonces v1 mas v2 seria 3 elevado a alfa menos
beta, tres elevado a alfa mas beta, uno.

*Ya...
: Entonces voy a ver solamente la dependencia lineal no mas.

: Ya, perfecto.

: Entonces, v1 mas v2 es el elemento neutro, si alfa menos beta
|gual cero y alfa mas beta igual cero, pero de estas dos alfa
menos beta igual cero y alfa mas beta, entonces tengo que alfa
igual cero y beta igual cero, tengo que son linealmente
independiente... ahora tendria que ver si es que eso realmente
genera.

. Claro, porque para que sea base.
. Tiene que generar y ser linealmente independiente.

. Entonces con esto que ha llegado a responder.
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[209ES6]
[213E]
[210ES6]
[214E]

[211ES6]

[215E]
[212ES6]

[216E]
[213ES6]

[217E]
[214ES6]

[218E]

[215ES6]

[219E]
[216ES6]

[220E]
[217ES6]

: No, me falta ver si...

: Claro, pero con esto que responde solamente.
: Es un conjunto L.I... me falta ver si generan... jlo dejo puesto
aca?

: Si (problemas de audio)... cual le dejamos ¢ésta o ésa?, las
dos, ya.

: Ya un elemento de W es de la forma (x,y,1)... x positivo, y
positivo, esto es, esta en W, entonces tengo que ver si existen
escalares en...

: ¢, Donde? y 4 Para qué?

. Existe alfa coma beta en IR, tal que se escriba como alfa 3...
tendria que ver si existen escalares que cumplan con eso, o sea
cualquier elemento del plano, se escriben como combinacion
lineal de esos, ya pero eso de ahi por lo anterior me quedaba,
€so0... eso de ahi y bueno para que esos sean, tendria que ver
que x igual a 3 alfa menos beta, y igual a tres alfa mas beta, y
ahora tengo ese sistema para alfa y para beta.

. (problemas de audio)

: Como el x y el y son positivos, entonces alfa menos beta va a
ser logaritmo en base tres de x y alfa mas beta va a ser igual a
logaritmo en base tres de y, por que son positivos.

: ¢, Quiénes son positivos?

. El x y el y, tengo ese sistema. Y por ejemplo de la primera
puedo despejar el alfa, me queda... y reemplazarlo en la
segunda, entonces me queda... beta igual... entonces me queda
logaritmo en base tres de y menos logaritmo en base tres de x
igual a dos beta y esto lo podria dejar como y partido por x igual a
2 beta, entonces beta va a ser logaritmo en base 3 de la raiz de y
partido por x, y ahi esta el beta y el alfa lo encuentro
reemplazando el beta aca, ¢ es necesario que lo haga?

: No, lo que necesito es que me responda la pregunta, si usted
quiere seguir calculando mas, bien y la pregunta era acaso eso
era una base.

. claro, si yo reemplazo beta en este sistema voy a llegar a alfa
igual a algo.

: Claro, entonces...
. Entonces existen los escalares.

: Claro si usted reemplaza éste. ;Donde lo iba a reemplazar?
: En cualquiera de los dos.
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[221E]

[218ES6]

[222E]
[219ES6]

[223E]
[220ES6]

[224E]
[221ES6]

[225E]

[222ES6]
[226E]
[223ES6]
[227E]
[224ES6]
[228E]
[225ES6]
[229E]
[226ES6]

[230E]

: Entonces ponga aqui... (Problemas de audio)...
una flecha que indique donde iba a reemplazar...
ahi se obtiene lo que usted quiere.

. y alfa va a ser igual a logaritmo en base 3 de x raiz de y partido
por X.

entonces ponga
reemplazando

: Entonces ahora usted me podra dar alguna respuesta.

: Por lo tanto, existen alfa igual a... tal que todo elemento se
escribe como combinacién lineal de... eso. Por lo tanto, W va a
estar generado por... y, vamos a poner “luego”... es una base.

: Perfecto, esto es una base, listo.
: Entonces ahi le puedo borrar el otro.

: Ahora borra el otro, ¢Por qué borré tanto?

: No sé, como que, a uno siempre como que siempre, eso igual
estd mal en los profes, no, no sé si en los profes pero, o a lo
mejor en uno también, que... como se llama, se restringe siempre
a un mismo tipo de espacios vectoriales, de la misma forma: que
el vector nulo tiene que ser el (0,0,0)... claro.

: Esa acotacion me la han hecho otros entrevistados también, que
no es usual encontrase con un vector nulo que no sea el
compuesto por puros unos. Quedan 2 mas no mas y terminamos,
estas son mas de rutina para ver como enfrentas ciertas cosas.

Pregunta 9

: Haber, la igualdad.

: Claro son igual esos 3.
: Por ejemplo el U no puede ser igual al V por que el (1,2 ,3) no
esta env.

: Ya documéntelo.
: U distinto de V, ya que (1, 2 ,3) no esta en V y ahi.

'Y ahi ¢ Qué pasa?

: Ahi qué pasa, no son iguales, por ejemplo, bueno el W también
es distinto de V, ya que el (1, 0,1) ;Porqué?, por que aqui 1+2+3
es distinto de 0 y aqui 1+0+1 es distinto de 3.

: Entonces, ¢Cual seria la respuesta a su, a la pregunta que se
plantea?

: No, no se como responderla todavia.

: No, todavia no.
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[227ES6]

[231E]
[228ES6]

[232E]
[229ES6]
[233E]
[230ES6]
[234E]
[231ES6]

[235E]

[232ES6]

[236E]
[233ES6]

[237E]
[234ES6]

[238E]
[235ES6]

: Porque, por ejemplo este, ya por otro lado tengo que W esta
contenida en U, por que el vector (-1, 1,0) lo puedo escribir como
(0,1,2,3) + (-1,1,0,1)+1 por (1,0,0,1) no (1,0,1,1), no sé si sera de
mas esto que estoy haciendo. Se escribe como (0,1,2,3)+(1,0,1),
pero al revés no.

Aqui también tengo que U esta conteniendo el W, por que el
(1,2,3) yo lo puedo escribir como 2 por el primero+3 por el
segundo y ahi me quedaria 3-2 =1 , ahi me quedaria 2y 3 y los
demas igual el (1,0,1) lo escribo como 0 por (-1,1,0) mas 1 por
(1,0,1) y (0,1,1), 1 por el primero, 1 por el segundo, entonces
tengo que W es igual a U, y ahi tengo la respuesta W=U, U
distinto de V y W es distinto de V.

: ¢,Como son los 3 entre si?, entonces, son los 3 iguales.
: Eso es lo que no, no tengo claro, porque...

. (problemas de audio)
: Aqui yo, lo que entiendo es que si son iguales 2 a 2 y no son
iguales 2 a 2. O sea eso es igual, eso no son igual.

: Entonces anéteme eso que me acaba de decir.
: ¢, Como lo anoto?

: No son iguales, eso que me acaba de decir, ya, bien, la otra.
¢ Se le hizo tarde?
: Un poquito.

: Vamos a... (Problemas de audio)

Pregunta 10

: Determinar una base.

: Para V, si esa es la pregunta ; Cuénteme que esta haciendo?

: Resolver el sistema, en, lo transformo a matriz 1 2 -1 y escalono
la matriz, entonces esa fila la multiplico por -1 y se la sumo a esa
0 4 -2, a la fila uno la multiplico por %2, 0 1 -1/2 y a esta fila la
multiplico por -2 y se la sumo a esta, entonces de aqui saco que,
bueno el sistema tiene infinitas soluciones y depende de un
parametro, entonces x es O y el y es igual a t/2 y z igual a t, a
¢que hice?, estoy mal aca, estoy super mal, porque lo resolvi mal.

: ¢, Donde?
: Todo eso esta malo.

: Péngale malo. ¢ Por qué?
: Porque no dije que habia un t, me fui, como que...
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[239E]
[236ES6]

[240E]
[237ES6]

[241E]
[238ES6]

[242E]
[239ES6]

[243E]
[240ES6]

[244E]
[241ES6]

[245E]
[242ES6]

[246E]

[243ES6]

[247E]
[244ES6]

[248E]

: Vamos a...
: Pensé que era...

. (problemas de audio)... Algo asi penso...

: Claro, ya ahora si, entonces esoes 12 -10,1 menosno 1, 0 -2
1 ahi si. Y ahora escalono, y ahora esa fila la multlpllca por - 2 y se
la sumo a esa, no -1 y selasumoaesa, 0211, yesafilala
multiplico por V2, y ahi estamos, entonces el x va a ser 2t t sub 0
menos t sub 1. Ahi estaria.

: O.K.
: Entonces si lo reemplazo en la matriz.

: Eso lo hace ¢ Para qué? ¢ Por qué quiere?
: Para buscar el generador.

: El generador.
: Entonces aqui me queda t sub cero por 2 —
menos 1 %2 0 1, ahi quedo el generador.

¥, 1 0 mas t sub 1

: No contestaste la pregunta.

: Determinar una base, tendria que ver si esos son linealmente
independientes, pero no es tan necesario porque, se ve a simple
vista.

: Pongamosilo.
: O ¢Lo hago?

: No, usted déme un argumento porque se ve a simple vista...
¢ base de quién es la v?

: De V, por ejemplo si yo multiplico cualquier, o sea si ese vector
lo multiplico por cualquier escalar nunca me va a dar este, o0 sea
nunca este va a ser cero y y ese se va a transformar en 1.

: 'Y eso hace que esos vectores sean ;Como?
. Linealmente independiente.

Pregunta 11

: La ultima, ha respondido todo bien y falta esta ultima, es para
ver la rutina y para ver que entiende por los conjuntos linealmente
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[245ES6]

[249E]
[246ES6]

[250E]
[247ES6]

[251E]
[248ES6]

[252E]
[249ES6]

[253E]
[250ES6]

[254E]
[251ES6]

[255E]

[252ES6]

[256E]
[253ES6]

[257E]
[254ES6]

independiente-dependiente, como elabora argumentos para decir
si uno es LI o no es LI, o LD o no LD, ¢;ya?... (Problemas de
audio)

: Aqui en este caso, seria el mismo, ;Como se llama?, el
elemento neutro del espacio seria el (1,1).

: Anotemos eso, es importante reconocer ese vector...
h|zo pensar que era el mismo de antes?
: Porque es como el mismo ejemplo de antes.

¢ Qué le

. ¢, La misma operatoria?
: Eso, la misma operatoria pero el otro estaba en IR 3.

oY éste?
cEn... IR 2.

: Por un lado... (Problemas de audio)

(1,1) es el elemento neutro de V, entonces te dan la
dependencia lineal de los conjuntos de dos por dos, claro
entonces tengo que resolver esta ecuacion para alfa y beta y
verificar si son cero también.

' Ya...

: Entonces eso de ahi vendria siendo 2 elevado a alfa uno mas 3
elevado a beta dos elevado a beta igual a (1,1) y esto es dos
elevado a alfa por tres elevado a beta coma dos elevado a beta,
entonces tengo dos elevado a alfa por 3 elevado a beta igual a 1
y dos elevado a beta igual a uno, bueno de aqui saco que beta
igual cero, como beta igual cero, entonces lo puedo reemplazar
aca y me queda que dos elevado a alfa igual 1, alfa igual cero,
por lo tanto son LI.

. El otro.
: Me gusto ese ejemplo.

: Después no vamos a juntar lo que han participado aqui para dar
a conocer algunos resultados, este otro semestre.

. El otro semestre..., para S2 seria el (1,1) y el (2,1), entonces...
bueno lo mismo, tendria que resolver esa... igual a (1,1), estos no
son LI.

. ¢ Por qué?
: Porque, ya por ejemplo si el beta igual cero, el alfa puede ser
cualquier numero.

: Por ejemplo ¢ Cual?

: Por ejemplo, ya supongamos que beta igual cero y el alfa igual
10, ya 10 por (1,1) mas cero por (2,1) es, bueno aqui seria 1
elevado a 10, uno elevado a 10, mas 2 elevado a cero, 1 elevado
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aceroy estoes (1,1) + (1,1) esto es (1,1), por lo tanto S2 no es

LI.

[258E] : Antes habias dicho algo super bueno ahi, el alfa podria ser...
(Problemas de audio)

[255ES6] : Aqui como conclusién, si beta es cero y alfa “c” una constante
real, entonces alfa por (1,1) mas beta por (2,1) siempre me va a
dar (1,1).

[259E] : Eso los hace ¢,que sean? No es LI.

[256ES6] : Claro, ahi.

[260E] : Muchas gracias, muy agradecida de que me haya dado un poco
de su tiempo de descanso.

VIDEO ENTREVISTA — ESTUDIANTE 7
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[1ES7]

[1E]
[2ES7]

[2E]
[3ES7]

[3E]
[4EST]

[4E]
[SES7]

[SE]
[6EST]

[6E]

Pregunta 1

: Entonces para ver qué es un espacio vectorial, lo primero, para
ver si el cero vector estd en R2, entonces, esto, cero vector lo
consideramos asi, vemos si pondera la suma y entonces va a ser;
asi que con la suma si cumple. Con el producto y aca como es
para todo se supone aca, para todo alfa en R, alfa en particular
podria haber sido cero, asi que también cumple; entonces ahora
2 vectores cualquiera en R2, y vemos si es cerrado con la suma:
bueno aca es claro que si, tenemos dos coordenadas asi que es
cerrado, entonces......

: Pongamosle ahi? Lo que usted esta pensando...

: Voy a poner: es claro que es... con las suma, entonces nos
guedamos solamente con una y vemos un alfa en R cualquiera,
alfa por a b, y esto tendria que ser igual a alfa, haber no; lo voy a
considerar de otra forma...

: Puede rayar toda la hoja...
: Ya entonces...

: ¢, Qué estamos probando ahi? Para yo saber.

: Si es grupo abeliano, asi que R2 con la suma, es grupo abeliano.
Ahora, si es conmutativo, 0 sea es grupo abeliano con la suma,
ahora grupo abeliano conmutativo, va a ser...a b; a no, aca no lo
puedo definir asi, solamente asi... con alfa en R; se que es un
grupo abeliano, ahora yo tengo que ver si es, asociativo.

: Tenemos que tener las dos hojas ahi en forma paralela.

: Eso... (escribiendo) Parece que consideré mal el producto, de la
suma. Ahora entonce aca va a ser dos y 2b, bueno eso... mas no,
no estaba bien... aca tiene que ser “a prima”.

: Dos por esa ordenada, mas 2 por la otra ordenada.

: Por esta, claro... no esta bien, me confundi; entonces aca va a
ser dos por y aca es dos la suma es asociativa, y también es claro
que el producto lo es porque es coordenada a coordenada, y que
me falta, elemento neutro y el producto también. “Es claro que el
producto también” y elemento neutro deberia cumplir el 1 1, y aqui
parece que esta el problema, porque... bueno, puede ser
cualquiera verdad. Me da aun lado eso y por el otro puedo tomar
el 11 y sumarlo consigo mismo y me va a dar 4 — 2, y si yo tomo
cualquier vector, cualquier alfa, por el 1 1, me tendria que dar alfa
alfa, y esto es de esa forma: alfa menos alfa, excepto si solo si
alfa es cero, pero se supone que es para todo, asi que no deberia
ser espacio vectorial.

: Entonces anotemos la respuesta ahi, ¢ Por qué falla ésta?, ;Ese
es su argumento?
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[7EST]

[7E]
[8ES7]

[8E]
[9EST]

[9E]

[10E]
[10ES7]

[11E]

[11ES7]

[12E]
[12ES7]

[13E]
[13ES7]

[14E]
[14ES7]

[15E]
[15ES7]

: Si.

: ¢,Cual seria el motivo?
: La identidad, la identidad: No tiene uno.

: No tiene uno.

: O sea, esto de aca, esto principalmente eso, que se supone que
cualquier escalar por, tendria que ser el escalar identidad
digamos, tiene que ser dependiente con cualquier otro que....

. Tiene que ser alfa, y le dio.....alfa menos alfa, muy bien,
pasamos a la segunda....

Pregunta 2

: ¢ La pregunta?
: Si.

: Si me puedes ir contando cdmo vas pensando para yo... como
vas elaborando los argumentos.

: Ya entonces, esto de aca toma una funcién cualquiera y lo lleva
a la ponderacion, el producto tiene que ser conmutativo,
entonces....

: ¢, Ahi me esta queriendo decir los axiomas que faltan?
: Claro, o sea deberia ser que 1, conmutatividad...

: ¢, Para quién, porque tenemos dos operaciones?

: Para éste, se supone que esto ya es grupo abeliano a si que ya
NO mMe preocupo Mas por eso; se supone, o sea tiene que ser
conmutativo entonces si yo opero f cruz x por f y con ese; lo que
pasa es que aca, haber, no se si tomar conmutatividad solamente
en las variables, o sobre la funcién y las variables....

: Buen punto.

: Si, porque esto de aca podria ser..., no, eso y esto....f(x) f(y) y
eso tendria que ser f(x) aplicado a f(y), entonces esto podria ser,
no sé, no; pero si tomase dos variables f punto x y , y esto tendria
que ser — para que funcione, “y x”.

: ¢, Asi estas abordando la conmutatividad de las dos formas?
: Si, no, no estoy segura si la de arriba me va a funcionar...
porque aca tendria que ser compuesta de funciones, y €so no es
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[16E]
[16ES7]

[17E]
[17ES7]

[18E]
[18ES7]

[19E]
[19ES7]

[20E]
[20ES7]

[21E]
[21ES7]

[22E]
[22ES7]

[23E]
[23ES7]

[24E]

[24EST7]

[25E]
[25ES7]

conmutativo, entonces no me serviria; para que si lo fuera, tendria
que definir ésta.

: &Y ese es el unico axioma que faltaria?

: No, haber, tiene que ser asociativo, pero, aca de nuevo, porque
podria operar sobre las funciones y variables o solo sobre las
variables...

: Ahi tienes que decidir por el argumento, yo creo...
: Veamos si funciona la distributividad de ese modo, esto esta en
R o sea, R R, multiplicacién por R, asi que no tengo problema.

: Esa distributividad en R ,asi es que esta en ese paréntesis.
: Si, aca... y, esto tendria que ser f, ax+ay.....

: ¢ A qué quiere llegar ahi?
: No, esto no esta bien.

: ¢ Por qué?

: Porque no estoy usando lo que tengo que usar, estoy solamente
d|C|endo ‘a esta bien definida la funcion para cualquier r que yo
tome, solo eso”, asi es que no esta funcionando, deberia ser
como de éste tipo.

. Si quieres me dices primero cuales son los axiomas que deberia
ser, y después los chequeas.
: Si, tiene que ser conmutativo, tiene que ser distributivo y..

: ¢, Qué hiciste en el otro?
: Comprobar si tiene 1.

: ¢,Cual fue lo otro.....que chequeaste en el otro?

. Tiene que ser cerrado, bueno pero cerrado si es porque toma
una imagen real, asi que eso...bueno y esto yo podria hacer: uno
por eso uno por f( ) que es simplemente f(x) y si... eso.
Distribucién tendria que ser un alfa x, aca mi problema es como
definir el producto entre funciones...

: Claro porque esa distributividad, esa distributividad entre quién la
estas pensando....

: Claro, o sea entre las variables aca, no me sirve, porque yo sé
que tiene todo, pero aca entre las funciones, tengo que definir
entonces un producto que lo haga; un producto entre funciones
porque si llego y tomo el producto como conmutatividad, o sea
como composicion; entonces voy a tener alfa f(x), bueno aca voy
a tomarlo asi mientras porque ahi puedo hacer eso....

: Si quiere seguimos en la otra hoja....

Y ahi puedo tomar la conmutatividad, pero aca |la
conmutatividad; eso es lo que me falta de tomar...
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[26E]
[26ES7]

[27E]
[27EST]

[28E]
[28EST7]

[29E]
[29ES7]

[30E]

[31E]
[30ES7]

[32E]
[31ES7]

[33E]
[32ES7]

: Porque veo que esto es funcional o no?

: Si, ha no, no es necesario porque puedo tomarlo simplemente
asi, eso, la conmutatividad con... aqui me falté un x,... y eso es
conmutativo, eso esta en R, entonces, entonces si.

: Se cumplen los axiomas.
. Si

Pregunta 3

: ¢, Qué piensa de ese?

: Bueno, tiene que tener cero, digamos, antes, sea V el espacio
vectorial entonces tiene que tener cero, el cero tiene que estar en
V; y también tiene que tener 1, asi que pueden estar los dos
elementos, entonces veamos si se cumplen todos los axiomas
para eso.

: ¢, Va a formar con qué elementos esa idea?

. (escribe su respuesta) Con esos, 0 sea son los minimos que
debe tener y, si funcionan, digamos sobre R, cierto...., porque
tiene que ser un cuerpo sobre R, sobre ese cualquiera asi que ya,
el cero esta por definicion; si sumo dos elementos alfa beta, la
suma, no esta... puedo tomar alfa=1, beta=1 la suma de alfa igual
a beta es 2, y eso no esta en V, por lo tanto, no es posible.

: Bien.

Pregunta 4

: ¢, Quién es W?
: Si-

: Tienes claro quién es W.

: Si el cero esta y la integral entre cero uno de cero dt en dt es
cero, asi que el cero cumple. Si tomo p(x), q(x) que estan en W,
p(x)+q(x) va a ser, se lo puedo...., la suma de eso, lo voy a definir
como la suma de p(x)+q(x), por Ia linealidad de la integral; esto es
cero, asi que es cerrado con la suma; el producto también es
cerrado pero no por...¢ el producto es cerrado?...

: Buena pregunta.

: Pero en realidad no nos importa porque es espacio vectorial, no
cuerpo, asi es que ya, tomamos un alfa en R, porque es espacio
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[34E]
[33ES7]

[35E]
[34EST]

[36E]
[35ES7]

[37E]

[36ES7]

[38E]

[37ES7]

[39E]
[38ES7]

[40E]

real, y veamos: alfa por 0 1 de un p(t)dt ,con p(x) en W, y esto va
a ser 0 1, bueno, si lo tomo aca dentro, con la linealidad, ahi esta
mejor, y esto es cero, asi es que cumple la condicion por escalar;
también cumple la distributividad, de hecho lo podemos mirar asi:
como alfa p(x)+q(x) , entre 0 y uno dt, y eso es alfa y esos son
ceros; asi que si, que me falta... eso me falta ahi estamos, por lo
tanto, si.

Pregunta 5

: Si, es espacio vectorial, ya, vamos a ver la proposicion que
tenemos que ver si es Verdadera o Falsa.
: Averigua si la afirmacién es correcta........

: Dime qué has pensado en eso.
: Z doble prima...

: No, es...
: Z N0 mas.

: Claro, sean tres espacios vectoriales, entonces si esa suma es
igual, quiere decir que el espacio W, ;es el espacio Z? ;Es el
mismo? Si, no y por qué. ;Qué te atreverias a decir de eso? o ¢,
qué estas pensando, me gustaria ver como estas pensando, para
donde te estas enfocando.

: Si tomamos los espacios vectoriales triviales o todos como R;
€s0 no es cierto, porque puedo dar un contraejemplo, o sea estoy
pensando en una que no sea tan trivial pero no se me ocurre...
no, no es cierto, podemos mirarlo como suma directa, decir H va a
ser V+W espacio y supongamos que la dimension de H es cuatro,
a pero ahi me van a dar dos espacios de dimension dos pero no
necesariamente van a ser los mismos...

: Estas pensando en que las dimensiones sean iguales, pero ¢Los
espacios no los mismos?
: Claro.

‘Ya...

: Haber, si..., ya, sigamos con esto, entonces pueden ser, ya
digamos que la dimension de esto es 2 y esto también, entonces
esto obliga a que la dimensién de Z tiene que ser 2, entonces si
son suma directa, éste, y a la vez es suma directa de ese,
haber..., no se cobmo probar que van a ser distintos..

: O sea tu dirias que si sus dimensiones son iguales, pero no son
los mismos espacios.
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[39ES7]

[41E]
[40ES7]

[42E]
[41ES7]

[43E]
[42ES7]

[44E]

[43ES7]

[45E]
[44EST]

[46E]
[45ES7]
[47E]

[46ES7]

: Claro, pero sé que uno tiene que estar en ambos, entonces no
necesariamente, o sea, no estoy segura si voy a encontrar
elementos que sean, o sea dos, cuatro para, cuatro vectores que
sean li con estos y con estos, yo creo que no los voy a tener.

: ¢, Qué te hace pensar que no los vas a encontrar?

: Haber..., no, si los puedo encontrar puedo considerar V el
generado por esos triviales W, el generado por eso; y Z el
generado por... y éstos, y v+w generan y son li en R4 y también
v+Z y no generan los mismos espacios.

: ¢, Qué significa eso?
: Que no..., aqui me equivoqué puse z de....

: Distinto de z.
: Si, por eso me confundi, la rayita estaba al otro lado.

Pregunta 6

: Son 2 preguntas en forma paralela, ¢Es la misma pregunta? La
pregunta del lado derecho es la misma que la del lado izquierdo,
para ti.

: No.

. ¢, Por qué no?

: No. Porque aca yo puedo considerar como escalar un alfa igual
a raiz de dos, y alfa por cualquier elemento en Q, eso no va a
estar en Q, asi es que no; al revés si.

: Entonces eso te hace pensar que, ¢cual es la respuesta para
esa pregunta?
: Que Q no puede ser un espacio vectorial sobre R.

: ¢ Y que esta fallando, asi especificamente? Porque tu hiciste una
cuenta ahi; esa cuenta te hace...

: Haber no, momento, no no, esta mal pensado, no, estaban al
revés aca si es, aca si funciona, porque Q es cerrado con todo,
con...., es cerrado con la adicién, con la multiplicacién, tiene
distributividad, asi es que si; el problema aca es que, era lo que
habia echo aca antes, ahi si, porque este de aca; por ejemplo, si
tomo, haber... si lo pienso de la siguiente forma: en vez de erres,
R2, dos coordenadas: x e y, entonces si yo multiplico alfa en R,
ahora si, alfa raiz de dos, raiz de dos por esto, va a ser raiz de
dos X, raiz de dos y; y estos coeficientes tienen que estaren Q, y
eso no esta en Q, asi que ,aca no podria ser y bueno.., habria
sido mas simple haber tomado simplemente eso para cualquier y
eso no esta en Q; asi es que aca no, y aca si.
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[48E]

[49E]
[47ES7]

[S0E]

[48ES7]

[51E]
[49ES7]

[52E]
[S0ES7]

[53E]

[51ES7]

[54E]

: Perfecto. ¢ Quedd claro? No era la misma pregunta.

Pregunta 7

: Si no esta claro lo que se pregunta, me puede decir.
. Si.

. ¢Se entiende?, haber si me vas contando para mi es mejor
como para saber como estas pensando el argumento, me puedo
dar cuenta como lo estas elaborando.

: Ya, haber ya, como la pregunta anterior, si el K es mas chico
digamos o es un subconjunto de R; esto no tendria sentido por el
caso anterior, si K en este caso fuese C, podria servir cualquiera,
porque va a tener el producto definido sobre C, por un escalar;
ahora para que funcione con todos los casos, podriamos definir lo
siguiente: el producto, tomar un alfa en K, y un x en R sin el cero,
entonces el producto por escalar, como éste es un cuerpo con alfa
distinto de cero, haber...no, que no funcionaria.

: Ahi estabas definiendo...
:Claro..

: Con ese alfa en K, ese K, ;Coémo lo estabas pensando?

: En un cuerpo, si lo que pasa es que si es C, si K fuese C,
entonces seria...es natural que va a ser R un subespacio, pero si
el K es Q, tendriamos el caso anterior, entonces no podria
funcionar, entonces estaba tratando de definir una operacion... un
producto por escalar, tal que me diera de nuevo en x, pero tendria
que, o sea tendria que llamarlo solamente x, tendria que decir que
la, solo no, entonces no funcionaria aunque, por otro lado tendria
que cumplir con alfa mas, y eso de ahi va a ser alfa por x y, eso
es simplemente alfa x y, y eso tendria que ser alfa x mas alfa y...

. Qué estd pasando, eso que estaba haciendo ¢Es una
distributividad?

: Claro tendria que...., el producto tendria que cumplir con eso,
porque éste va a ser un escalar, este es un escalar y eso es un
tema cual, un elemento cualquier en R sin el cero, entonces tiene
que cumplir con eso pero, cumple de forma natural.

: ¢,Como cumple de forma natural? ;Cémo lo ve que ésta forma
natural?
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[52ES7]

[55E]
[53ES7]

[56E]
[S4EST]

[57E]
[55ES7]

[58E]
[56ES7]

[59E]
[57ES7]

[60E]
[58ES7]
[61E]
[59ES7]

[62E]
[60ES7]

[63E]
[61ES7]

: Porque... aca la definicion me dice que es un producto, y estos
son numeros reales, todos distintos de cero, asi que cumple con
€so, y para que esto funcione, esto deberia ser igual a eso, tienen
que ser iguales, entonces esto tendria que ser simplemente, pero
aca me da alfa x, tendria que cumplir con eso...

: ¢,Cumple? En forma natural 4 Cémo te das cuenta de que cumple
en forma natural?
: No, no cumple.

: A no cumple.

: No, ya no, me acabo de cambiar de opinion porque esto tendria
que ser.... tendria que ser lo mismo, ¢Verdad?, y esto de aca,no
es igual.

: ¢,Cuanto da entonces? Es igual a otra cosa distinta eso?
: Si, si, entonces tiene que ser algo para que eso sea igual a esto.

: Claro, cuando anotas eso, ¢ Estas asumiendo que son iguales?
O estas chequeando.
: O sea, tiene que cumplir con eso.

: Tiene que cumplir con eso, tengo que llegar a establecer...

. Tiene que... a una relacién para que esto se cumpla, de otra
forma no va a poder pasar, porque no va a ser....no va a ver
distribucion.

: Que dice tu mente de eso, tus ideas.

: Pero por otro lado, esto de ac4, segun la definicion, va a ser alfa
x alfa y, o sea alfa cuadrado de xy.

: Y tu estas persiguiendo que eso sea alfa xy?, eso es lo que
persigues.

: Hubiese sido suficiente con ese producto, y eso, No pasa.

: Si quieres vemos las otras por mientras y volvemos a ésta.
: Si.

: O si no quiere, no volvemos....
: No, si.

Pregunta 8
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[64E]

[62ES7]

[65E]
[63ES7]

[66E]

[64ES7]

[67E]
[65ES7]

[68E]

[66ES7]

[69E]
[67ES7]

[70E]
[68ES7]

[71E]
[69EST]

[72E]
[7O0EST]

[73E]
[71ES7]

[74E]
[72ES7]

[75E]

: Cuénteme que va entendiendo de eso, de las “operaciones
marcianas”.

: Si, dos vectores de W bueno trivial. Estoy pensando en esto xy
z, z=1 entonces este... eso de ahi, y cualquier otro, tendria que
ser uno de por aca; tendria que ser cero.

: ¢,Para ti es mas facil verlo geométricamente?
: Si.

: Eso me tiene que ir contando, porque todo lo otro lo hemos
hecho algebraico, entonces aqui tu estas usando geometria.
¢ Qué otro ves tu que podria estar ahi, en W?

: Haber...

: O hay ese puro vector.
: No. Tal vez te ayude, a contestar las dos.

: ¢,Cual crees tu, que es el vector nulo? en ese subespacio.

El hecho que me digan que es subespacio, tiene que tener vector
nulo.

: Si... podria ser el 011.

: Es otro vector de W.

: Es otro vector y el nulo tendria que ser este de aca, porque se
supone que si tomo otro: a b, a b 1, digamos, en W, aplicando, a
no!, a pero ese es un lamda cualquiera; sumandolos con el 001,
me da un vector de aca; y no puede ser el 0 0, porque no
pertenece al subespacio.

: Estamos claros que ese no; que seria como el natural de pensar.
¢ Tu pensaste que ese podria ser?
. Si.

'Y, ¢,Por qué lo desechaste?
: Porque deseché que cosa.

: Que era 0,0,0 no era el nulo de W.
: No, porque el nulo no cumple con la condicion de que esté en W.

: O.K. ¢Por el z=1?
: Claro.

: O.K.
: Hay... de nuevo, para mi es mas facil verlo asi.

: Si, como tu lo mires, tenemos hartas hojas para dibujar asi
que...
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[73ES7]

[76E]
[74EST]

[77E]

[75ES7]
[78E]

[76ES7]

[79E]
[77ES7]

[80E]
[78ES7]

[81E]
[79ES7]

[82ES7]
[80ES7]

[83E]
[81ES7]

[84E]
[82ES7]

[85E]
[83ES7]

[86E]
[84ES7]

[87E]

: Es el otro tendria que ser el como para alla, pero es mas simple,
porque tendria que ser el -3,-2,1 para que esté en | subespacio,
tal que si yo lo sumo con el otro, no, no pude ser ese.

. ¢, Por qué no puede ser? 4 Por qué lo descartaste eso?

: Porque se supone que si lo opero tengo que volver al nulo y aca
no voy a llegar, con esa operacion, tendria que ser coherente con
€so, pero ahora...

: Ahi tienes una hoja si necesitas, pon ahi N°3, para yo
saber....Tiene que existir el menos v? todo vector de un espacio
vectorial, ¢ Tiene un menos v?

: Si, pero...

: Cuéntame lo que escribes, para yo saber como estas pensando,
por favor...

: Se supone que esto tiene que existir, y lo mas natural habria
sido, bueno, de hecho es el que yo habria sefialado antes, pero
no cumple con esa suma, ese es el problema.

: ¢, Por qué no cumple?
: Porque no va a dar el nulo.

: No te va a dar el nulo, te da cero....

: Me va a dar: menos nueve menos 4 ,1; se supone que si este
producto funciona y yo, digo por el inverso aditivo, lo sumo, tiene
que ser el nulo.

: Sino, pase a la siguiente, no se preocupe.
: Si, definicion (sacando cuentas)

: Ya explicaste que esos sean cero por definicion.
: Por definicién.

: ¢, Qué chequearias para verificar que eso sea base?
: Gue genere, tiene que generar .....

: Eso solamente, para ser base, tiene que generar?

: Ya, es li, y veamos: va a ser un vector cualquiera,unab 1 en W
, se tendria que escribir como un a, este b1, como un alfa 331
mas un beta... si encuentro las coordenadas, esta todo bien.

: Esta todo bien.
: Asi es que esto seria 11 33, 1/3 3 ampliado pora b 1; no, por 1 b
a, asi si, estaba mal las coordenadas, 1 (sacando cuentas) 3.

: ¢, Puede encontrar las coordenadas?
: No, no ....asi es que W no es base, es li pero no base.

: ¢ Y por qué no es base, cual es, donde esta la falla?
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[85ES7]

[88E]
[86ES7]

[89E]
[87ES7]

[90E]
[88ES7]

[91E]
[89ES7]

[92E]

[90ES7]

[93E]
[91ES7]

[94E]

[92ES7]

[95E]

[93ES7]

[96E]

: Bueno en realidad era mas simple porque tenia solamente dos
vectores, y porque aca no tengo, o sea, me va a dar que es cero,
va a ser igual a, asi que no.

: O sea no genera...
: No lo genera, y aca...

: Diga...
: Si, porque...

: ¢, Qué es lo que te pasa ahi?

: Es que el vector natural, el inverso de eso, el menos digamos,
tendria que ser -3-2-1 , con otra, la direccidn para otro lado, pero
no me cumple con la forma que me estan definiendo, entonces
ese el problema.

: Es un grave problema.
: Si, ese es mi problema.

: Bueno, dejemos lo ahi para que las podamos ver, pero te diste
cuenta que hay un problema aqui, ese es el problema; esta bien
€so.

Pregunta 9

: (sacando cuentas) V y W son distintos.

: Motivo.

: Porque a pesar de que coinciden en el primer vector, el segundo
no, porque son li entre ellos, entonces no puedo escribir uno en
combinacioén lineal del otro, jtengo que anotar eso?

: Si, un breve detalle.

: Porque 0,1,-1 y 1,0,1 son li. Asi que eso ya es y, por lo tanto, si
estos, no por lo tanto, nada; ya ahora vamos a ver Uy W no se
que pasa ahi porque también coinciden en ese y ese, entonces
voy a ver si puedo escribir este en combinacion lineal de esos
dos, asi que tendria que ser 1,1,0 por un alfa 123, mas beta 0,1,2;
no 1 1, perdon.

1, 1 mejor

:1,1,12,3 00 11 -11 0 (cuentas) por -3....3. No, no son iguales, y
por lo tanto, tengo que este no es igual a éste, éste no es igual a
éste, asi que, por lo tanto, a no, ¢ Puedo concluir eso?

: Que a ti, esos tres sean iguales U=W=V.
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[94ES7]

[97E]
[95ES7]

[98E]
[96ES7]

[99E]
[97ES7]

[100E]

[98ES7]

[101E]

[99ES7]

[102E]
[100ES7]

[103E]
[101ES7]

s Que...

: Que significado le das a eso.

: Que generan el mismo espacio, o sea que independiente de la
base que yo tome, el a base, por ejemplo estos dos podrian haber
sido iguales, porque tenian los mismos una base equivalente
digamos en dimension.

: Dimension igual.

: Claro, entonces de haber sido estos dos Id, ahi si, hubiesen sido,
generan el mismo espacio, pero haber, no estoy segura si la
desigualdad es transitiva.

: Buen punto.

: Si, porque puedo decir, ya U, por conclusion de esto, es distinto
de Wy W es distinto de U, o sea de V, pero eso implica que éstos
sean distintos? O sea, estoy, aca, con relacion de U=V , yo se que
V esta contenido en U, eso es claro; ahora el U esta contenido en
V? y esto es lo que vamos a ver, entonces uno cualquiera, tratar
de escribirlo en combinacion lineal de V, entonces veamos tengo
0,1,1 esto en combinacion lineal de aca, o sea va a ser -1,1-0;
0,1,-1; 0,1,1 son distintos asi que por lo tanto, no. No son iguales.

Pregunta 10

: Aparte de esa que da una mas, ya una base para V, como lo
harias? ¢ Qué harias?

: Sistema no mas (sacando cuentas) por memos -1-2, asi que x es
igual a 2z menos t... y aca va a ser a, me equivoqué por -2, cero.
Por menos 2 menos uno, a esta bien, asi es que eso y es li, me es
claro, bueno, esto se nota si en realidad ahi si es li, por lo tanto,
eso es base.

: Ya, ésta es el ultimo de nuestra entrevista.

Pregunta 11
: 0O.K, sea

: ¢ La pregunta?
. Si.

: ¢, Qué paso?
: (Risa)
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[104E]
[102ES7]

[105E]
[103ES7]

[106E]
[104ES7]

[107E]
[105ES7]

[108E]
[106ES7]

[109E]
[107ES7]

[110E]
[108ES7]

[111E]
[109ES7]

[112E]
[110ES7]

[113E]
[111ES7]

[114E]

: Ha llegado a un sistema.
: Si, pero, ya...

: Cuéntame lo que estas pensando para yo saber.
: Haber, ya apliqué todo como corresponde segun la ponderacion
y la suma.

: ¢ Y lo estas haciendo por definicion?

: Por definicién de li, ahora se supone que para que esto sea li 0
Id, va a depender de los valores de esto, o sea de alfa y beta,
;cierto?, la unica posibilidad de que estos sean li, es que éstos
sean cero, pero aca en este sistema igualando coordenada a
coordenada va a ser 2 elevado 2 igual a cero, y €so no pasa; en el
mejor de los casos, si b es cero , esto es uno.

: Claro, pero no es cero.
: Pero no es cero, asi es que ya, o sea estoy mirando de nuevo la
ponderacién, haber si puedo hacer otra cosa.

: Estudiar la dependencia lineal de...

: Claro porque si xx toma esta forma para cualquier abc, ab en, no
habria linealmente y dependiente, por que no puede ser el vector
nulo, no puedo escoger ese, tienen que ser distintos los nulos,
estos de aca.

: Qué te suena raro, algo te suena raro a ti, algo no te convence.
. Si.

: ¢, Qué cosa es? Haber cuenta.
: Que de tomar un... cualquiera abcd, estaba tratando de darme
cuenta cuales son Ios li de esta cosa..

: Cuadles son los li de este espacio.

: Claro, como tendrian que ser los li, entonces esto va a ser,
digamos, por la definicion k y uk prima por cd igual al cero, al
cero...hi, de R2 y eso es lo mismo, va a ser a elevado a k coma b
elevado a k mas c elevado a k prima, d elevado a k prima igual
cero, y la unica posibilidad que tengo es decir: sin pérdida de
generalidad, a igual a cero y el b igual a cero; o sea este cero y
este cero, de modo que cuando haga la operacion....

: Me queden cero....

: 'Y no son el vector nulo.
: ¢ Y por qué “c” no puede ser cero?

: Por eso, sin perder generalidad, puedo considerar o el otro par,
claro, puedo considerar uno de los dos, entonces estos no son de
esa forma, asi es que estos son Id y esos también, deberian serlo.

: Claro que has generalizado tu...
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[112ES7]

[115E]
[113ES7]

[116E]
[114ES7]

[117E]
[115ES7]

[118E]
[116ES7]

[119E]
[117ES7]

[120E]
[118ES7]

[121E]
[119ES7]

[122E]
[120ES7]

[123E]
[121ES7]

[124E]
[122ES7]

: Claro, asi que deben ser Id.

: Muy bien, quieres volver a la...
: Si, haber...

: Aqui hay mas hojas, ¢ Quieres mas hojas?
: No sé... Haber puede funcionar esto tal vez...

: Cualquier intento es valido, asi es que vamos...

: Porque esto por la ponderacién 6n, va a ser raiz de alfa x por
raiz de alfa y, pero para todo R no esta definida; alfa x y, y esto
seria alfa x mas e igual a alfa x y, pero la Unica condiciéon es que
eso tiene que ser ahi, y eso no funcionaria.

: ¢, Puede ser que el alfa esté en un pedazo del cuerpo? Y no en
eI cuerpo?
: Es que no va a funcionar, no va a ser espacio.

: Buen intento.
. Si, queria hacer que funcionara, pero no puede ser.

: Tu quieres llegar a la igualdad de ahi.

: O sea, lo que pasa es que tiene que cumplir con la distribucion,
entonces esto me dice una distribucion tiene que cumplir con eso,
pero eso, aca el problema era el alfa cuadrado, asi que por ser la
raices pero...

: Todo eso que esta pensando.
: Pero los escalares estan en el cuerpo y en este caso estan en K.

: Podemos pensar, K que sea R, no quita, dicen un cuerpo K o Q.

: Es que, claro, hubiese pensado por ejemplo, no, en Q, podria
haber sido K=C y ahi si, no tengo problemas, ahi esta definido
es0... para cualquier alfa que no sea cero, para que no sea trivial,
y eso funcionaria, tiene que ser para todo. (sacando cuentas)

: Pero el alfa esta en el cuerpo, y en el cuerpo esta el cero.
: Si, entonces tendria que ser para cualquiera que no sea cero.

: Dejémoslo hasta aqui por el tiempo.
. Si.

VIDEO ENTREVISTA - ESTUDIANTE 8
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[1E]
[1ESS]

[2E]
[2ES8]

[3E]
[3ESS]

[4E]
[4ES8]

[SE]

[SESS]

[6E]
[6ESS]

[7E]
[7ESS]

[8E]
[8ESS8]

[9E]
[9ESS]

[10E]
[10ES8]

[11E]

Pregunta 1

: Usted va sacando las preguntas y si necesita hojas...ahi hay.
: Ya. La leo primero.

. Si. léala ... es bueno empezar asi.

. La ponderacion... Se define una suma. La ponderacion.
Entonces se pregunta... Si este R2 con esta operacion es un
espacio vectorial.

. Claro.
: Parece que no.

: Entonces si usted...
: O sea lo que yo estoy pensando es que como hay un signo
menos aca puede fallar la asociatividad con la suma; tendria que
verificarlo, si pero.....

. Ya entonces vamos haciendo porque necesito un argumento
mas 0 menos.

: Claro, seria un poquito largo el ejercicio, seria, haber. Tendria
que tomar dos elementos, éstos son asi. A pero aqui el (a,b)....a
pero el espacio aqui ese, ¢,0 Nno?

. Ahi usted tiene que darse cuenta de cual es el espacio.
: Claro porque el espacio seria R2 X R2 pero me estan
preguntando por R2 solamente, entonces ahi.....

: Qué lo hace pensar.
: Hay un problema.

: ¢, Qué lo hizo pensar eso?

: O sea.... de partida me hizo... claro lo que estan diciendo aqui la
suma... Haber, la suma la definen de R2 X R2; toma un
elemento de R2 XR2 y suman las coordenadas.

. Si.
: Y eso da un elemento de R2. Tengo, lo que pasa es que tengo
un problema con la definicién de.... Porque...

: ¢,Con la definicién de la suma?

: La definicion de la suma, porque tengo un elemento en R2 que
es la suma...Y deberia ser sumar dos elementos de R2XR2, aqui
faltaria una suma mas, segun yo, o no?, porque...claro, tomo este
elemento y lo llevo en eso, pero se supone que esto es un vector
de R2XR2, entonces mas que todo parece como una.. como una
funcion mas que una....

: Como una funcién. Entonces cual seria su argumento aqui.
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[11ES8]

[12E]
[12ES8]

[13E]
[13ES8]

[14E]
[14ESS8]

[15E]
[15ES8]

[16E]
[16ES8]

[17E]
[17ES8]

[18E]
[18ES8]

[19E]
[19ES8]

[20E]
[20ES8]

[21E]
[21ES8]
[22E]

: Mi argumento seria decir que no esta bien formulada...No esta
bien formulada.

: ¢Alguna parte?

: Claro porque R2 es R2 con las operaciones anteriormente
definidas, la primera que es suma, esta definida para R2XR2, no
para R2.

: Ya, y como debiera haber sido segun usted.

: O sea, segun yo deberian haber primero definido una suma con,
entre dos elementos de R2XR2, si... y la suma entre esos dos
llevarla a R2 si?....0 sea claro....

.Y, ¢Esto no esta en R2?

. Esto esta en R2, claro pero... la suma aca, seria, la otra opcién
seria verlo asi, pero es raro porque, el espacio de partida es aqui,
a menos....a menos que sea una... Puede ser algo asi como lo
que veiamos nosotros, acciones, por ejemplo, acciones de grupo
que, iba desde un producto.... A un producto de un espacio
producto... a uno solo, claro. Y por eso consideraban eso. Pude
ser eso también, que R2XR2 esté significando, los elementos que
se estan tomando.... Para hacer la operacion. Entonces...

: Entonces. jAhi tiene sentido?
. Ahi tiene sentido, tiene sentido absolutamente.

: Entonces.
: Entonces podriamos ver la asociatividad aqui.

: Entonces ahora volvamos a retomar la asociatividad.

: (x,y) por ejemplo, mas a b... Vamos a tomar elemento de
ahi.....Y le vamos a sumar un c d; y eso, vamos a ver por
demostrar ¢ por demostrar ponemos?

: Si...esta bien.
: Que eso es lo mismo que yo coloque por ejemplo x + y solo y le
sume los otros dos mas c,d; vamos a ver si da lo mismo.

: Ya... perfecto.

. Ahora, quizas, para comodidad como aqui yo desarrollé esto
quizas me quedé algo muy grande, quizas me quede, me va a
quedar una expresion y no me voy a dar cuenta que es.. entonces
yo prefiero desarrollar esto para ver si...

'Y mirar..
'Y mirar, y comparar y ver si es lo mismo.

: Perfecto.

: Entonces prefiero....
: COmodamente.
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[22ES8]

[23E]
[23ES8]

[24E]
[24ES8]

[25E]
[25ES8]

[26E]
[26ES8]

[27E]
[27ESS]

[28E]
[28ES8]
[29E]
[29ES8]
[30E]

[30ES8]

[31E]

: Desarrollar esto aca...

: Déle no mas...

: Y me queda x,y; y la suma de esos dos esta definida asi: que
seria, dos veces el segundo de aca... Seria 2b mas 2 el dos de
aca, o sea 2d, y coma, menos el primero menos a menos b
deberia ser asi. Y eso seria lo mismo, ahora sumo estos dos y
me queda 2y, tendria que ser a la primera coordenada mas dos
veces la segunda coordenada de éste.

Dos veces menos a menos b. Es mas, perdon, eso vale la
primera y la segunda va, menos la primera coordenada... Menos
la segunda, la primera coordenada de la otra, que seria esa si.
Bueno y eso me quedaria 2y menos 2a menos 2b.

: Bien...

: Coma y aqui me quedaria menos x menos 2b menos 2d
entonces, claro, voy a desarrollar ahora esto de aqui y voy a ver
si me da eso. Y eso yo sé que es eso... Porque es mas facil,
entonces ahora desarrollo y quedaria este de aca desarrollo
primero esa suma... Bueno, tan las mismas letras asi que es
cosa de colocar...

. Si, démosle...

2y mas 2b menos x menos a, y a eso tengo que sumarle el c,
b; y eso me queda, por la definicion, 2 veces la segunda
coordenada del primero, mas dos veces d, en este caso, que
seria eso, coma, menos eso.... Menos c.

: O.K.

: No, no es ¢, me va a quedar menos 2x menos, menos 2a, mas
2d coma menos 2y, menos 2b menos ¢. Y no es lo mismo,
entonces lo que pasa aqui que esta fallando la asociatividad.

: Ya, entonces...
: 'Y ese era un requisito de espacio vectorial.

: Perfecto, entonces su respuesta seria....
: Por lo tanto, pondria, no es espacio vectorial, ya que falla la
asociatividad.

: Muy bien.
: O sea, fue intuicién en todo caso por el signo... el signo menos.

. Si... eso me gusté un poco, el haber dado su falla, fijandose en
el signo menos, usted puso intencidn en el signo menos.

. Si, porque quizas hubiese sido con suma, probablemente si
porque la suma siempre se porta bien... separa todo.

: Ya... se comporta bien.
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: Pero la resta no.

. Usted tiene experiencia en que se porta mal.
: Si, se porta mal, me ha pasado un montén de veces.

. Perfecto, por experiencias, pasemos a las 2. Todo esto es
espacios vectoriales, todo vya...

Pregunta 2

: Tenemos cuerpo, los reales y tenemos la familia ese conjunto
que son todas las funciones que van de R a R, tal que f es funcion
y definimos la suma de los reales tal cual y la ponderacion, ya,
sabemos que es un grupo abeliano. ¢Qué axiomas faltan para
que R sea un espacio vectorial sobre f de R R Se cumple dicho
axioma?

:¢,Esta clara la pregunta?
. Si.

 Ya...
: Sabemos que R+, es un grupo abeliano.

: Si, eso no lo no lo pruebe se toma como, dato.

: Claro, haber necesito, haber para que R sea un espacio
vectorial sobre f de R. Haber. Tiene sentido decir que los reales
son espacio vectorial sobre eso? supongo. En este caso aqui los
escalares serian ese conjunto — los elementos de las de f de R R.

: Si, no aqui, no suponga nada....o sea ...
: No, no, no.

: Usted, su mente...
: O sea primero estoy viendo si tiene sentido.....

: Perfecto.

: Antes, porque quizas es mas, quizas no sea, quizas la respuesta
sea no. Estoy buscando, antes de pensar que si, mejor ver si hay
algun, un truquito pero...

: Un analisis de eso.

. Estoy viendo que tiene sentido por lo menos, porque me
preguntan si R sea un espacio vectorial sobre eso, o sea, ese
conjunto tendria que ser los escalares en este caso.

: Efectivamente, muy bien.
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Y tiene sentido el escalar por un real en este caso porque definen
el escalar aqui son las funciones; lo definieron asi, que por lo
menos tiene sentido. Si, bien.

: 'Y como no veo nada mas, tendriamos que, haber. ;Qué
axiomas faltan para que R sea un espacio vectorial?. Para que R
sea un espacio vectorial sobre eso. Haber, quizas podriamos
empezar a ver algunas propiedades, no son muchas. Si uno lo ve
como, haber, si yo tuviese por ejemplo f y g. Perddn eso no....
Enfde RR.

: Dos funciones.

: Dos funciones, una de las condiciones que tiene que pasar es lo
siguiente y tengo un x un real, entonces, tiene que pasar las y ,x
voy a colocar. Tienen que pasar dos cosas: f + g de X, por X, en
este caso, es lo mismo que f, bueno aqui el producto es un
circulito, mas g punto x, y lo mismo tiene que pasar ahora pero
con los escalares.... Pero tendria que ir el escalar, tendria que ir
aca. Tendria que ser eso. Tendrian primero pasar dos cosas si es
que pasan, pero...

: Para empezar a hablar recién.
: Claro, pero... bueno esta si pasa. Se da por la definicion porque
seria eso, seria f + g evaluado en x; y eso separa la suma.

: ¢ Y donde sacé usted eso que separa la suma? De dénde se
apoya para decir eso?

: Porque el dominio es comun para los dos. Si siempre que el
dominio sea comun, pero aqui la gracia es que son los reales
completos a si que separa inmediatamente. Ahora, esto de
aqui...

es mas delicado y quizas aqui no.... Aqui ya falla porque no
cualquier funcion hace eso. Aqui estoy diciendo que esta funcion
de aca. Elresultado de eso es f, deberia ser f...

Bueno eso de ahi, me estan pidiendo que tiene que ser f(x) mas
f(y) ,y ahi ya le estoy pidiendo una condicién de linealidad a la
funcién. Entonces, basta, es claro que no todas estas funciones
de aqui son lineales, por ejemplo, haber una funcién que va de R
a R que no sea lineal hay haber cual, por ejemplo.....0 se que no
hay pero, un ejemplo, x cuadrado por ejemplo, por ejemplo X
cuadrado va de R en R. Ahora yo no se si estan pidiendo que el
recorrido sea todo R? o que solamente el codominio.

: No, son funciones de R en R, codominio no....
: Claro. Entonces, por ejemplo.

: Siga...

- Entonces la funcion x? por ejemplo, cumple esa condicion, esta
ahi y no es lineal claramente, entonces....
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: Entonces... pensamos, piense usted, penso...
: Por ejemplo, pensé....

: Para yo recordarme que usted..

: Que, esto no es cierto pues, para que se cumpla...y le voy a
poner asterisco aca, se necesita que f sea. Lineal, pero lineal
entre comillas porque tampoco le estoy pidiendo que separe, que
saque el escalar para fuera.

: Es un lineal con una operacion.
: Con una operacion....o sea en este caso con la suma.

: Con la suma, muy bien.....ya.
.Y f igual x* no es lineal.

: Perfecto
: 'Y f pertenece a ese conjunto, ... entonces ...tampoco.

: Entonces ya hemos chequeado dos.
. Si.

: Pongamosle nombre uno, dos.
: Aqui seria uno, aqui y ese es el dos.

.Y ese si y ese no.
: Claro, y ya, pero ya por el hecho que no se cumpla esto ya no
€s.... No es espacio vectorial.

: Perfecto
: Asi que ya con eso como es por lo tanto..... perdon....

: No, siga...
: Por lo tanto, no es espacio vectorial.

: ¢ Quién no es espacio vectorial? Porque aqui hay dos cosas que
identificar, si quiero ver...

: Perdodn. El conjunto los reales con esa operacion definida sobre
los escalares con las funciones, ese conjunto.... No es espacio
vectorial.

: Impecable. Muy bien. ¢Habia visto operaciones como esa para
espacios vectoriales?, pero en espacios vectoriales, usted.
: No.

: Sin, sin entrar en algebra o estructuras.

: He visto, he visto otra operacion pero esa no la habia visto
nunca.
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: A que bueno, que bueno.
: No, para nada.

: El argumento esta muy, muy, muy bueno.
: No habia visto operaciones, operaciones que nunca me habria
imaginado, pero esa no la habia visto nunca.

: Que bueno, que bueno, porque el argumento fue super bueno.

Pregunta 3

: ¢ Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo 2
elementos?. Aqui yo tengo, tengo que reconocer una cosa, Yo lei
en un libro que hablaban de..., de espacios vectoriales, como
decirlo.... Que le agregaban elementos, algo asi, no entendi muy
bien que....lo que primero pienso yo...

:6Si?
: Si es lo que le interesa....... es que si.

: Entonces ese si, que piensa para decir si.
: Mi argumento es, cualquier cuerpo sobre si mismo es un espacio
vectorial

: Muy bien.
: Entonces bastaria yo pensar en un cuerpo de dos elementos no
mas, por ejemplo Z2.

: Perfecto.
. Z2... Z cuocentado con 2Z. Sobre si mismo es un espacio
vectorial y tiene dos elementos.

: Entonces a raiz de eso ¢, Cual seria su respuesta....

: Que jsi! Segun vy, si solamente, ya que Z cuocentado con 2Z
sobre si mismo, es un espacio vectorial, eso es lo que yo
siempre, 0 sea eso es lo que yo sé por lo menos.

: Si, y esta bien.
: Y... Z cuocentado con 2Z... tiene 2 elementos, asi que si, eso
es lo que yo sé.

: Muy bien.
: Asi que jsi!

: Muy bien, vamos a terminar en media hora.....
: No, pero esta entretenido .....
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: Si, para mi es super importante. Es que, o sea, tratar de yo ojala
sacarle radiografia a su mente para ver como elabora eso. Es la
idea, yo me imagino que es la idea porque al final, es la idea
como construyen los argumentos, los...

: En Algebra Lineal, estas preguntas son para averiguar eso.....es
lo que queremos.

Pregunta 4

: Buena pregunta ésta, ;Un conjunto polinomio de grado n, que
significa eso?

: Si, menor o igual que n.

: Menor o igual que n, que la integral entre cero y uno vale cero.
Con las operaciones usuales, es un espacio vectorial real?
Porque. Haber, la suma la separa haber aqui no estoy
encontrando argumento para decir que no......

: ¢, Por qué esos argumentos?

: O sea lo primero que estaba pensando ver, es que si hay algun
problema con, con suma por ejemplo o asosciatividad, pero la
gracia de la integral es que siempre asocia todo, la integral de la
suma.... La suma de las integrales, asi que.....

: ¢,.Su argumento desaparece con esas propiedades?
: O sea, me da a pensar, lo primero que me da a pensar, es que
puede que sea, pero, todavia estoy pensando en un argumento,
€s que para mi siempre es mas facil ver porque no.....

: ¢ Es mas facil?

: Para mi es mas facil ver porque no, porque, como me voy a
poner, como me Vvoy a poner a pensar....”haber, ya! Voy a
demostrarlo, no mejor prefiero ver que no, porque una
justificacion es mas rapida, decir porque no; demostrar que es un
espacio vectorial es mas largo, son muchas condiciones,
entonces eso es lo que me estoy tratando de ahorrar.

: Vamos si se lo puede ahorrar.

: Haber...vamos a tener que ir viendo paso por paso, porque
lentamente no se me viene ninguna, nada que falle pero, haber...
si yo tengo por ejemplo R, un real verdad...haber aqui quizas...

: ¢ En qué estaba pensando con eso...”aqui quizas”

: No es que, yo lo que iba a ver era esto, pero, creo que ya
entendi que pasa; eso es siempre verdad, que separa €so, lo que
se me viene a mi cabeza de nuevo.....si le interesa....
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: Si, me interesa... ojala pudiera explicar cdmo se le viene a la
cabeza, seria espectacular.

: A pero, claro, los polinomios si ya son un espacio vectorial,
ahora se le esta pidiendo una condicidn inicial, a esos espacios, a
€s0s conjuntos.

:¢,Cual es la condicion que piensa?

: La condicion especial es que se le pide que la integral entre cero
y uno sea cero, pero ya en si, los polinomios son espacios, son
un espacio vectorial, son un R-espacio vectorial, asi que ahora
podriamos ver solamente criterios para subespacio, ahi es mas
sencillo, o sea, criterio, para subespacio uno ahorra trabajo en
cierto modo porque, para ver que sea espacio vectorial se tienen
que cumplir un montén de condiciones, no son tantas, pero igual
es mas 0 menos larguito, pero también esta lo que se llama un
criterio para subespacio, que es cuando tengo un espacio
vectorial metido en otro, y ahi las condiciones... como el conjunto
de los polinomios es un R-espacio vectorial — bueno eso se sabe,
es un R-espacio vectorial, y W esta contenido ahi, verdad?,
entonces ya me estoy omitiendo un montdn de operaciones que
tengo que verificar, porque ya por el hecho de ser e espacio
vectorial ese...aqui también puede que se cumplan algunas
condiciones, basta ver que W sea un subespacio; es que esos
son menos pasos que demostrar; que quiere decir esto: para
subespacios, el primer punto, primero que no sea vacio, pero aqui
por ejemplo, en efecto, me dio, el polinomio nulo esta ahi, asi que
claro y es super facil ver que una integral ente uno y cero es cero.
Ahora, el segundo criterio que hay que ver, es si yo tengo...en
W...

: Dos polinomios ya...

: Entonces, hay que demostrar que la suma esta, no y ahi la
gente le agrega un escalar ahi, pero yo siempre por comodidad,
el escalar lo hago como tercer paso, aparte, pero es lo mismo al
final, pero... bueno ya si es espacio vectorial ya vi por qué, a la
integral, pues, para que este ahi, la integral de eso tiene que ser
cero, pero como la integral las separa, quedaria cero; y el escalar
cuando sale para fuera, quedaria un escalar por cero...

: Arguméntelo

: Pues la integral entre cero y uno, aqui seria dt, seria la integral
entre cero y uno de p(t)+ integral entre cero y uno de Q(1)...... dt,y
€S0 es ceroma cero...es cero. Ahora, estaba pensando,... esto lo
puedo hacer, lo puedo separar porque estos dos estan en W, mi
pregunta es si la suma, tiene sentido hablar de esa suma integrar
entre cero y uno, claro porque son polinomios, asi que tiene
sentido hablar de eso; era la otra duda porque quizas...
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: ¢ Y por qué salté esa duda? porque...

: Es que de repente... me acordé de cuando demostraban que
1=-1, y en una parte ocupaban por ejemplo uno al cuadrado es lo
mismo que, raiz de -1 al cuadrado creo que es...., no me acuerdo
como era pero separaban, en una parte separaban eso...... y €so
no existia, entonces por eso yo podria haber llegado aqui es bien
pero tenia que ver si esa cuestion tenia sentido, y, pero no hay
problema porque como son polinomios, y el escalar es Io mismo
porque: alfa en Ry P(x) en W entonces integrar entre cero y uno
de alfa P(x) es lo mismo que alfa P(x), y eso como esta en W,
quedaria alfa por cero, que es cero, asi que por lo tanto W es
subespacio vectorial de Rn, claro, es mas facil.

: Muy bien, etapa superada.

Pregunta 5

: Buena....averigua si la siguiente afirmacion es correcta o no, en
ambos casos, justifica tu respuesta. Tengo W....V W y Z espacios
vectoriales sobre un cuerpo K, y supongamos que V+W=V+Z
entonces W=Z, una especie de cancelacion asi, en espacios
vectoriales.

: Claro, una idea a partir de ahi esta tomado esto.
: Nunca habia visto este ejercicio de verdad, o sea no,......

: De hecho esta propiedad usted la conoce... la cancelacion la
conoce de alguna parte.

: Si, en los reales por lo menos, 0 en espacios vectoriales
también, pero....

: Ahora, ;qué pensaria de eso aca? Con espacios vectoriales,
¢es lo mismo que R?

: Es mas delicado que R, no podria decir inmediatamente que si
porque ya esos son conjuntos, entonces, haber, pensemos
porque no, ese es el razonamiento que siempre se hace, “por que
no’,

: Su estilo, si, déle...
: Por ejemplo...

: En qué esta pensando ahi cuando me dice, pensemos...
: A no, no.
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: ¢,Como llegd a eso ¢, Como llegd a eso?

: Por ejemplo, estoy pensando, lo primero que se me ocurrié es
encontrar, estan preguntando si W y Z son iguales, entonces yo
estoy buscando dos elementos distintos que cumplan esa
condicion, y por ejemplo... V y cero sirven, por ejemplo, si W=V y
Z es el espacio vectorial formado por el puro cero, entonces V+W
es lo mismo que V+V yesoes V, y V+ cero, es V.

'Y eso.. 4 Qué quiere decir?

: Pero W es distinto de V, por lo tanto la proposicion es falsa;
claro, encontré dos, que cumplen la condicion pero son distintos,
entonces no...

: ¢ Qué opina de esta pregunta, para usted, en este instante de su
carrera que esta? Es buena?

: Buena pregunta, pero por ejemplo a esta altura, por lo menos
para mi, esta es una pregunta que tenia que ser asi, respondida
inmediatamente, si, porque no, no se ve como muy coherente
€s0, 0 sea lo primero que veo yo, 0 sea en los reales tiene sentido
llegar y cancelar pero...aca no.

: Usted cree que un estudiante que esté cursando Algebra Lineal
en este instante, razonaria para dar un contraejemplo?

: A no se no podria subestimarlos pero, pero yo creo que si, es
que el ejemplo fue super sencillo entonces yo creo que un
estudiante deberia hacerlo...

: Hacer la diferencia que no esta en los reales.
: No, es que no es, no tenia mucha ciencia, el ejemplo fue super
sencillo, considerar el mismo y el nulo.

: No, pero para usted...

: A bueno si..., si, es relativo pero, a o que voy es que creo que
ese era el ejemplo adecuado, yo creo que ese era el ejemplo que
habia que colocar, no habia otro, sea, puede haber otro, pero es
muy rebuscado.

: Hay muchos mas, pero son muy rebuscados.
: Entonces yo creo que ese era el mas rapido.

: No le digo que nos ibamos a demorar media hora aqui.
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Pregunta 6

: ¢, Es Q un espacio vectorial sobre R?

. 'Y paralelamente esta otra.
: ¢ Y es R un espacio vectorial sobre Q? ...siy no.

: ¢ Porqué?y ¢ Por qué?

: Q un espacio vectorial sobre R, No ese no, por lo siguiente: para
gue sea un espacio vectorial sobre algo, sobre ese algo, entonces
esos serian los escalares; en este caso los escalares, que asi se
les llama a los escalares, son los R, entonces se tiene que
cumplir, si alfa pertenece a R y q pertenece a Q se tiene que
cumplir que alfa Q tiene que estar en Q, ¢si?, ya y eso no es
cierto, porque, porque si tomo alfa un irracional, por ejemplo el
tipico yaraizde 2,y q lo que sea.... Ya 'z por ejemplo, entonces
alfa q es raiz de 2 medios, y eso no esta en Q, entonces al final lo
que pasa aqui es que falla la ponderacion, por lo tanto no es
espacio vectorial, por ejemplo Q no es un R-espacio vectorial.

: ¢, Como repararia la pregunta para R que lo fuera? Para que Q
fuera espacio vectorial sobre quien deberia haber sido?
: Deberia ser sobre un conjunto, podria ser sobre el mismo Q.

: ¢, Ahi seria verdadero?

: Ahi seria verdadero, claro porque el producto no es problema, y
por la propiedad de cuerpo, se hace para todo, y no hay
problema.

Aca, es R un espacio vectorial sobre Q, si, el si es problema
porque cuando es si, hay muchas cosas que se......

: Claro, usted me dice: si, pero no se lo que significa ese si,
argumentemos.

: Si, pues se cumple lo siguiente:.... Vamos a tener que verlo a lo
bruto.

: No si son ideas generales aca, usted tiene clara la estructura,
entonces es un argumento.

: Se cumple toda la estructura, porque ahora tiene sentido hablar
de ponderacion por Q, porque aqui por ejemplo si, no esta ese
problema de aca, va a dar un real, porque la gracia de los reales
es que es el conjunto mas grande, entonces, haber, se cumplen,
si alfa beta pertenecen a Ry p y q pertenecen a Q, entonces se
cumple, por propiedad mas que todo de los reales, por los
axiomas de los reales, separa eso, no amerita demostracion
porque.....y lo mismo si yo tuviese p+q alfa por ejemplo, cierto?
La otra propiedad que tiene que cumplir para que sea espacio
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vectorial, bueno tiene inverso, tiene inverso aditivo porque los
reales tienen inverso aditivo; en realidad cumple todas las
propiedades, por que los reales cumplen todas esas propiedades,
entonces,...

. es porque los reales son que?....

: Los reales son un cuerpo, entones mas que todo es por eso, se
cumple todo, o sea, en general debido a que R es un cuerpo, se
verifican todas las propiedades, todas las propiedades para que R
sea un Q-espacio vectorial, la base ahi es...mas complicado...,
€so seria.

Pregunta 7

: Pasemos a esta otra.

: Haber, R sin el cero es un grupo abeliano con la operacién suma
definida como sigue x+y es un producto usual. Definir la otra
operacion, multiplicacién por un escalar sobre un cuerpo K, para
que sea un espacio vectorial.

: ¢, Entiende la pregunta?

: Si, haber.... Tomo la suma, es el producto, la suma, si, necesito
una operacion multiplicacion por un escalar, que cumpla las
siguientes condiciones, haber, necesito o minimo que necesito
pedirle a la operacion, necesito una operacién multiplicacion por
escalar que cumpla lo siguiente, necesito que, para que tenga
sentido... si yo tengo alfa y beta en K, si, porque los escalares son
de K ; entonces se tiene que cumplir, alfa x+y=alfa x+ alfa y; con
x,y en R sin el cero, porque eso es lo que me estan pidiendo y
después alfa +beta, x sea alfa x +beta x ,si ,y el alfa y beta estan
en K . Haber para que se cumpla esa condicién, la primera, como
se definia ese alfa x+y ...es alfa por, y “x+y” esta definido como “x
por y” , y eso necesito — lo voy a anotar como pregunta ahi, que
sea igual a alfa x + alfa y como quedaria: alfa x, claro, me tengo
que definir la operacién, tengo un problema aqui...

: ¢, Cual es el problema?
. El problema es el sentido que le estoy dando a esa operacién,
todavia no la he encontrado...

: Es que ese es el problema.

: Claro, tengo que separar una operacioén que todavia no sé como
se define, o sea, de partida tendria que saber, bueno eso es lo
que me estan pidiendo, qué operacion es esa para que eso tenga
sentido.

: Efectivamente.
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: Haber se me ocurre una forma, haber esas son las condiciones
que tiene que cumplir.

: ¢, Las unicas o faltan?

. Para que sea, una operacién por escalar, que cumpla la
siguiente haber, si esas son las dos operaciones que se le piden
a la hace tiempo que no veia espacios vectoriales.

: Si, no importa, lo que se acuerde...

: Haber, distribuir la suma, todo eso... ; Qué mas se pedia? Creo
que también era la asociatividad con los, si no me equivoco, creo
que era, es, era, claro algo asi, si parece que esa era la operacion
que faltaba, y ahi con esas tres ya, se me ocurrié una forma, pero
por ejemplo, la multiplicacion por escalar cero, que de cero, y
cumple todo eso, si.

: Haber...
: Si definimos, a simple vista veo que cumple todo, si, se cumpla
por X coma cero, para todo x en

: ¢, Donde?
: Claro, y alfa esta en K, esta bien?

: ¢, Qué cero es eso?;, ese cero que es?
: Es lo que va es si, si, tuve otro problema aca; no tiene sentido
esta ésta cuestion.

. ¢, Por qué no?

: Porque si yo multiplico por un escalar, la gracia es que el
resultado, me de en el cuerpo, 0 sea en el conjunto que estoy
pidiendo, que es los reales menos el cero, asi que eso de aqui
no.

: Péngale aqui....no.
: No, no tiene sentido que sea cero.

: Sacé el cero de ahi.
: O sea lo primero que vi. fue el cero fue porque era mas facil que
se cumpliera todo..

: Y de hecho se cumple.

: Se cumple, pero como no esta el cero, jode todo, alfa x +y.
¢, Qué operacidén puede ser? Esto ya es.....esta un poquito mas
dificil, una operacién que sirva....si al final lo que estoy pidiendo
es la primera condicion, que separe la suma, haber estoy
pidiendo que pase esto de aca, ¢ cierto? Esto es un real no nulo
que lo puedo escribir como suma de dos reales siempre, por €so,
el cero tenia esa gracia.
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: Claro, claro que aqui no dimos la operacién, para ver que podian
argumentar.

: Es que, haber, ya estoy empezando a sospechar que no se me
va a ocurrir a por x no parece que no se me ocurre. O sea haber,
que argumento doy yo, o sea, el producto por un escalar, aqui
tiene que darme un real.

: Tiene que cumplir eso.....

: Tiene que ser un real? No, tiene que cumplir eso, entonces
tiene que pasar, tiene que ser un real, cierto? Eeee si yo lo dejo
como un real fijo, que es lo que podia haber estado pensando yo,
un real fijo, entonces aqui me va a dar ese mismo real mas ese
mismo real, los dos porque los dos valen lo mismo, entonces no
se va a cumplir, entonces tendria que ser variado el producto, o
sea la funcion deberia ser como variada, o sea lo que voy es
que....

: No tan usual.....
: No tan usual, o sea, a por x, no va a poder ser r, con r
perteneciente a R-{0}, fijo; no puede ser eso porque la suma

: No va a dar, ya. Por lo menos eso esta descartado.

: Entonces ya no puede ser un real fijo, entonces ya estoy
pensando en condicionar el y es complicado ahora porque yo no
conozco el cuerpo K, entonces como para definir una...

: Podria estar toda la tarde.
: Si, no sé

: Pasemos a las otras, pero, fue una buena aproximacion.

Pregunta 8

: Tengo b, x,y,z en R3 y las tres coordenadas positivas y es un
espacio vectorial con las operaciones: suma, definida asi, ya,
ponderacion, y a; sea W el subespacio situado sobre el plano
z=1; escriba dos vectores de W, bueno dos vectores de W
tendrian que ser, por ejemplo (2,3,1) y el otro ( 2,2,1) si, de hecho
cumple todo porque son todos positivos y como estan en el plano
z=1, la coordenada z tiene que ser esa. Cuales el vector nulo de
W, el vector nulo, el que tenga problemas con la suma, el (1,1,1)
deberia ser, si, para que sea vector nulo, tiene que pasar que al
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sumar, al sumar tiene que darme uno, cierto?, pero esa operacion
estan definida como xa yb zc y ahi estan definidos el uy el v, si,
cierto? Y eso tiene que serigual al u, elues xy z, 4cierto?, y ese
sistema da entonces que a b y ¢, que tiene que ser fijo, tiene que
ser 1 1y 1; primera vez que sea un espacio que no sea el puro
cero el 11 1 claro, ese seria el vector.

: El vector nulo.
: Claro, el vector nulo. Si v es( 3,3,1), quien es —v, bueno —v tiene
que ser un compadre que...

: Que haga que gracia.....

. -v tiene que tener la gracia que al sumarle ese, de el vector nulo,
que es ese de ahi, tendria que resolver el sistema, v entonces
seriaa by c, y le estoy sumando un vector —v que le voy a poner
XYy z,y eso me tiene que dar 111 cierto? Y la suma de eso, esta
definida como tendria que ser las coordenadas con los inversos,
ta definido asi, cierto?, y eso tiene que dar 111, por lo tanto, la
coordenada x tiene que ser el inverso del otro, y asi
sucesivamente... y tiene sentido hablar de inverso aqui?, claro
porque son positivos, asi que, ese seria el inverso de él, claro.

: O sea en este caso, quien seria —v.
: -v, por lo tanto —v tendria que ser el inverso de cada uno: 1/3 2

y1.

: ¢, Qué inverso era?

. El inverso multiplicativo, pero es que eso era mas 0 menos
evidente si, por como esta definida la operacion, mas o menos
porque...

: Pero siempre y cuando se entienda la operacion.
: La operacién como el producto multiplicaciéon normal de R.

: Porque usted perfectamente podria haber dicho que —v es -3 -2 -
1, también o no.
. Si, tiene sentido, pero el problema es que....

: Mas sentido o0 menos sentido.

no, tiene sentido pensar eso, si porque normalmente en
coordenadas, en R3 por ejemplo, anteponerle un signo era
ponerle un signo menos a eso, entonces tenia sentido pensar
€so, pero, no.

: Sigamos entonces....

: Me dan dos vectores, el 221 y el Y2 2y 1 de W, son li; habria
que ver entonces, son li, haber si yo tengo alfa y beta reales , si
yo tengo eso igual a cero, que es el cero del, es el 111, ese es el
cero de aca , si?; normalmente se define, si yo los igualo a cero
pero es el cero vector, entonces aqui el cero es e 111, tengo que
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llegar a que alfa y beta son cero, pero el cero de los reales. haber
,antes de evitarme hacer todo el todo el calculo, voy a pensar si
sera asi o no al tiro, que lo otro seria llegar a resolver y ver si
habria una contradiccion o si se llega, si tiene solucién; haber,
quedaria v ala alfa /&%$, a claro, porque llegaria a esto de ac3, si
lo desarrollo, como esta definido esto quedaria: 2 a la alfa, 2 ala
alfa y 1, sumado, esa suma especial que tiene, V2 elevado a beta
coma 2 elevado a beta coma 1, y eso se supone que tiene que
ser nulo acd, ahora la suma, esta definida como el producto de
cada uno, aja, tiene cara ,ya, entonces, me va a quedar 2 alfa por
2 beta coma, a ya si, lo voy a escribir igual, por uno, y queda uno
por uno, cierto?, y para que eso sea 111, aqui esta la cuestion,
esto de aqui, me va a quedar, 2 elevado a alfa menos beta, el
primero, cierto?, 2 elevado a alfa menos beta...coma 1, y eso
tiene que ser igual a 111, para que eso sea verdad, la Unica
condicién que se pide aqui, es que el alfa sea igual al beta, ya
aqui pa que me de cero ahi, cero ahi, me queda 2 elevado a cero,
2 elevado a cero, pero ahi ya no necesariamente el alfa y beta
tienen que ser cero por que se pide una condicion de igualdad,
podria tomar alfa igual 5 igual beta por ejemplo, que son distintos
de cero, y va a cumplir la propiedad, por lo tanto, No son li, no, no
son.

‘Ya........ , la cinco-
: ahora, el conjunto 331, tengo ese conjunto y 1/3 3 uno, es base?
Es la pregunta...

: Exactamente si, no, por qué---

: Haber para que sea base, espero que sea no, porque si es si ,va
a ser muy largo hacerlo, haber, por que podria ser no; tengo 2
vectores, para que sea base tienen que ser li y generar, ya, e no,
no porque es el mismo caso anterior, que se cambia el 2 por el 3,
pero aqui era 1/3 y ahi era 3, a no, pensé muy rapido, pero va a
se similar; quizas falle que no sean li, lo mismo si tuviese una
combinacion lineal, alfa eso me va a quedar 3 alfa, 3 beta, uno
sumado, perdon, alfa, un tercio de beta, 3 beta y uno, eso tiene
que ser 111; y la suma, me daria el producto de los dos, y no va
a no, no son li, por el simple hecho, hay un problema con esta
coordenada, como esta definido esto, me quedaria tres alfa
menos beta, ahorrando pasos, pero aca me va a quedar 9, o sea
3 alfa por 3 beta, eso es ,ahi el problema, porque en el otro queda
uno, y yo necesito que eso sea 1....

: Y aqui también le quedd, aqui le quedo, ¢Y por qué le puso
menos?

: Porque ahi no, porque es el producto, me quedaria 3 alfa por un
tercio de beta...

: Pero aqui también es el producto.
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: 3 alfa por 3 beta, asi esta definido, no?

. Si.

: Si, esta bien, y queda 1 por 1, queda eso, ahora para que eso
sea verdad, necesito que alfa sea igual a beta, para que eso
sea...., aqui no hay problema, pero aqui necesito que alfa sea
igual a beta .y aqui necesito que 3 alfa por 3 beta me de el 1, o
sea eso implica que el beta tiene que valer -1, para que sea el
inverso, no.

: No, porque ahi..............

: No, perddon, me queda alfa mas beta, perdén, alfa mas beta,
tiene que ser cero y sumado que alfa tiene que ser igual a beta,
yo digo que alfa igual cero igual beta, entonces Sl son li, por lo
menos pasa eso. Asi que por lo tanto con li, por lo menos cumple
esa condicion. Ahora para que genere, tendria que ver, son i
tendria que ver ahora si generan a este.

: ¢ Sieslies base?

: Si es li es base, no, no porque podria tener por ejemplo haber,
el 1 coma 0 100, esa es una coordenada y el 001; dos elementos
de R3, pero no genera todo R3, pero, o sea lo que yo puedo
asegurar de éstos dos es que son un subespacio de V, porque
por lo menos son dos li y el generado por ellos, pero que forme
todo W, a claro, haber tendria que ver....

: Como ahora cambié de opinidn sobre eso, como?

: Si, no, sino, dije que si, haber, tiene que generar esto, o sea si
yo tuviese por ejemplos sea a,b,1 verdad en W, el 1 es porque
eso, entonces tengo que demostrar que a,b,1, siempre lo puedo
escribir como alfa veces el primer elemento de mi base, mas
verdad, ese mas especial que hay, mas 1/3, 3y 1, y tengo que
ver si es soluble, o sea, si existen esos alfa y beta, tendria que
ser desarrollando eso haber, esto me quedaria 3 a la alfa, 3 ala
alfa, uno y sumado con 1/3 elevado a beta, 3 elevado a beta y
uno; y la suma esta definida como... Producto de cada uno, me
quedaria tres, a — b, después me quedaria tres a+b, 1, y eso yo
tengo que ver si es a,b,1, ;cierto?, El a y el b son reales
positivos, porque son subespacio de V, pero la gracia es que la
tercera coordenada es 1; por lo menos tengo que eso es positivo,
asi que por lo menos tiene sentido hablar de una igualdad, asi
que ya no me caigo en que ya no puede pasar, ahora, tengo que
buscar la siguiente solucion, tengo que ver si esto, puedo
encontrar un alfa y beta que hagan esto, cierto, porque el 1 ya
estd ahi, gratis, que podria hacer para, podria desarrollar el
primero, tiene sentido, es positivo, asi que podria sacar logaritmo
si es que me molestan los exponentes, y me quedaria a-b , por
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las propiedades de logaritmo y puedo aplicar logaritmo ahi porque
es positivo, y lo mismo aca, si.

Entonces de ahi, como yo quiero desarrollar, encontrar la
soluciones, podria decir a-b es lo mismo que logaritmo natural de
a, partido por logaritmo natural de 3 , que es distinto de cero, asi
que tiene sentido; y alfa + beta es igual a logaritmo natural de b,
partido por logaritmo natural de 3 ;si? bueno ese sistema si, si
tiene, no me voy a complicar la vida, quizas le poner una notacion
mas facil z1 y z2 por decirlo asi, y voy a tener un sistema bien
basico que es de colegio, algo que no es muy complicado, y ahi
habria que ver si tiene solucion, por ejemplo, haber por cuantos
métodos hay aqui, por sustitucidon por ejemplo, podria decir que
alfa vale beta mas z1 n el primero, en uno , y este es dos;
entonces, evaluando en dos evaluando en dos, tengo alfa que
vale beta mas z1 mas beta igual z2 , y eso también tiene solucion;
2 beta verdad, si me va a quedar 2 mas z1, y saco beta, asi que
es soluble, entonces es posible escribir estos dos como
combinacion de ellos

: ¢ Y la pregunta es entonces, era base?

: Si es base, y, porque: primero porque es li, y genera a W, o sea,
es decir, todo elemento o vector de W es combinacion lineal de
estos elementos, asi que si.

: Muy bien, super. Ahora nos quedan unas preguntas que son de
rutina, que son tres, haber como anda esa rutina.

Pregunta 9

: Tengo tres subespacios...

: EI' U, generado por esos tres vectores, el V generado por esos 3,
y W, ya, y se pregunta si esos tres son iguales, haber. Lo
primero que pienso es que si estos tres vectores fueran i,
entonces ya no porque tendria dimension 3, y el otro a lomas 2,
asi que no. Podria ser asi, hacerlo igual, aqui la operacion es la
usual cierto?

: La usual, si, después de tanta operacién extrafa, vale la pena
preguntar.

: Haber, porque asi, a simple vista no se puede decir si si 0 si no
m O sea yo por lo menos, yo por lo menos, no puedo decir si si 0
si no a si que tendria que empezar a, a resolver mi primera duda,
a ver si la, si los vectores de aqui son i, los primeros... Alfay
beta reales. Verdad, y lo igualo a cero cero, aqui si es cero cero,
y ver si eso es soluble, o sea, decir, alfa mas beta igual cero, dos
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alfa mas gama igual cero, y después tengo tres alfa mas beta
mas gama igual cero, y ver si eso tiene solucion.. la trivial o sea
puro cero cero, lo podria hacer por matrices, no se si se puede
hacer asi...

: Si, algo que le ayude a dar respuesta para que salga de a duda.

: ¢,Si?, lo mas facil seria porque ya como en un sistema ya de 3x3
hacerlo por los métodos anterior que era por sustitucién, quizas
muy largo; quizas sea mejor hacer una matriz, asi matricialmente
se podria ver que esto es, si aqui, voy a hacerlo asi, ahi van los
beta y los gama me quedaria 110, 201 y después me quedaria
311, verdad?, bueno eso va por alfa beta y gama, ;cierto?, y
eso.... Me queda 000, entonces para ver que alfa beta y gama
son cero, bastaria ver que el determinante de esa matriz es cero,
y si no, ahi ya estamos, problema; y el determinante de eso, lo
podria sacar como 1 por -1, quedaria -1, verdad, menos, después
quedaria 1 por 2 menos 3 menos uno, mas uno quedaria, mas
cero, claro, da cero, si es que lo saqué bien, me queda 1 claro da
cero...

: Da caro, ¢,Qué quiere decir eso?

: Bueno eso era Algebra 1, deje acordarme, ya la solucién no
era.... Podia ser, ya no era solamente la trivial por lo menos,
podia pasar que no tuviese solucion, o que tuviese, pero infinita
y en ambos casos, se me cae la que sean 000.

: Entonces como son esos vectores de ahi?

: Son Id, son Id, asi que...son Id voy a colocar, se me fue alas
pailas asi que no me va a servir. Eso era lo primero que habia
pensado, quizas era lo mas facil de ver a mi juicio, que las
dimensiones fuesen las mismas haber, me fij¢ en otra cosa,
quizas tuve que verlo asi primero, pero el nerviosismo, aqui he
claro, a simple vista, o sea yo lo primero que veo es que quizas
no porque, porque el elemento v, esta pidiendo que la suma de
las tres coordenadas sea cero, cosa por lo menos que aqui no
pasa, aqui n o pasa y aqui no pasa, asi que ya no, entonces era
mas facil, ¢si? U es distinto de V, pues los elementos de U no
cumplen x+y+x=0, con xyz en U; y basta verlo con los de aca
porque estos son los generadores, entonces si no pasa con estos,
puede que pase con algun generado por ellos pero, como ya este
tiene elementos.... Tiene uno que no esta ahi, entonces ya......

: Entonces que podemos decir acerca de la pregunta que se le
hace...

: O sea ya por el hecho de saber que U y V son diferentes, no
puedo decir que los tres son iguales, por lo tanto U e, no se
cumple esa condicion pero...no estoy; aqui la pregunta es si los
tres son iguales, quiza podria ser que sean iguales dos a dos o
algo, pero los tres iguales, por lo tanto, no son los tres iguales,
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pues ya hay dos distintos, a si que no se estd cumpliendo esa
proposicion de ahi, lo que no niega que quizas V y W puedan ser
iguales, no se si son iguales, pero, no niega eso, entonces, pero
no son los tres iguales.

: Muy bien.
Pregunta 10

: Tengo haber....un espacio V de matrices que cumplen esa
condicion, subespacio... aqui las operaciones son las usuales
icierto?

: Si, las operaciones son las usuales.

: Determine una base para V, a bueno esto ya es mas sencillo
porque podria por ejemplo colocar, de las ecuaciones que se me
estan pidiendo, yo podria despejar z y t, y reemplazarlo ahi z vale
—x-2y, y t vale2z-x, ahora reemplazando queda, si yo tengo un
elemento ahi, e me va a quedar x,y,z,t ; si X,y,z, no ahi me falté el
z también lo puedo dejar en funcién de x e y; 2z, 0 sea me
quedaria -2x-4y-x, bueno y ahi es mas facil 3x-4y, ya y eso
ahora, lo puedo separa, con cada variable podria quedarme,
haciendo los pasos rapido, x veces 1 0 -1-3 mas y veces, que
cosa, 0 1 -2 -4, si? Claro, asi que el candidato a base, candidato,
por lo tanto, candidato, 1 0 -1 -3 y 0 1 -2-4 , por que digo
candidato, porque hay que ver si son li, porque generan, se ve y
para ver que es li, asi, basta ver que son li, y para ver que son li
hago una combinacion lineal entre ellos y veo si es cero, para
ahorrarme pasos, esa es la combinacion lineal si lo hago con x y
con y, y me da cero, por el hecho de que aqui su combinacion
lineal me queda x y —x- 2y -3x-4y y eso es igual al vector cero,
entonces eso implica que x=y=0 porque esos dos tienen que ser
cero, asi que son li y este conjunto es base.

: Las otras no las vamos a hacer porque era para reforzar, dudas
de lo anterior, pero en este caso no.
: ¢, Como dudas?

: Por ejemplo, hay personas que tuvieron confusion en las
operaciones, entonces le hago otra para ver si después de todo
este trabajo, pueden volver a retomar, por ejemplo contestaron
que el vector nulo ahi en R es el 000.

. ¢Pero a cuantas personas, le hace solamente aqui a los de
matematicas?

: A los de matematicas.
: ¢, Pero de todos los afios?

: No, ustedes y los que estan en algebra lineal 2, del profesor
Ledn, para ver como argumentan; y el argumento es diferente, se
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nota la preparacién; la gente que tiene mas matematica, calcula
menos, el que tiene menos matematica, necesita calcular mas...
: Era quizas légico pensar eso, pero es algo que uno hace con...

: Si... pero necesito ver que cosas que calcula, que es lo que
necesitas especificar muchos, claro, por que en los ejemplos
anteriores, por ejemplo, si es base, pienso yo que no habia otra
forma de hacerlo que no fuese asi porque, a la vista asi no se ve,
uno no podria dar un argumento, No, no podria, hay cosas que
hay que hacer los calculos, pero adecuados a la operacion...

: Pero los otros quizas el anterior del W, no me habia dado cuenta
de eso.

: Pero esta muy bien.

Pregunta 11

: Tengo V, las coordenadas en R2, pero con ambas positivas, un
R-espacio vectorial con las operaciones: suma, definida asi,
estando en V los dos; y la ponderacion, ya, la misma que la
anterior casi, si. Estudiar la dependencia lineal de Ilos
subconjuntos...

: Los que vienen a continuacioén, es para reconocer cosas ¢ ve?
.... Las otras también, pero no tiene sentido porque usted estuvo
bien.

: A si, es lo mismo en realidad porque lo otro tenia tres variables.

EL ALUMNO FINALMENTE SE DA CUENTA DE QUE NO TIENE QUE

SEGUIR RESOLVIENDO

..... EN REALIDAD LE CUESTA DARSE CUENTA DE QUE SE ACABO.
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Video ENTREVISTA — ESTUDIANTE 9

Pregunta 1

. Es tener, un conjunto de vectores que seria... Vamos anotando
para quede el registro.
: Conjunto de vectores.

. ¢, Lo denota por alguna letra especial ese conjunto de vectores?

. IR2 seria el conjunto de los pares (X, y), lo segundo que
deberiamos... es el cuerpo de escalares... entonces aqui, donde
debemos verificar sobre el cuerpo IR de los numeros reales, ya
cuerpo escalares, operaciones suma Yy la ponderacion por lo
menos tendriamos eso lo otro que verificaria es que la funcién
este bien definida, en el sentido de que tomo 2 elementos en el
caso de la suma por ejemplo y verificar que dado un elemento es
que tiene una unica imagen el conjunto de llegada, pero al
parecer eso es asi y tendriamos que ver con la ponderacion...

: Perfecto. ¢ Para las dos?

: Para las dos..., a ver... verificar y no se si valga la pena
redactarlas cuales son en el sentido por ejemplo de la
distributividad.

: Me las podria ir anotando para ver como lo esta pensando
hacer, y si quiere usted anotar las propiedades.

: Si, no sé si, que aqui una propiedad que no se cumple que seria
la de distributividad del producto por escalar, puede ser, voy a
verificar, entonces, una de las propiedades que uno tiene que
verificar es que...supongamos que son pares ordenados en IR2.

: Esos son los vectores.

: Los vectores y alfa un numero real, entonces lo que deberia
verificar aqui es que alfa de v+w es igual alfa v mas alfa w,
entonces... a ver, perdon, (x, y) de w (a, b), entonces la suma
esta definida, ya 2 veces la segunda coordenada del v y menos 2
veces la segunda coordenada... 2y — 2v alfa... a no, a ver me
falto otra cosa menos x menos “a” y esto seria alfa veces la
primera coordenada, esto seria producto por escalar como esta
definido asi, entonces seria 2 alfa x mas 2 alfa v, menos alfa por
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y, 0 sea menos alfa por la segunda coordenada, entonces seria
alfa x mas alfa “a”... por otro lado, vamos a poner aca alfa v mas
alfa w, seria alfa x menos alfa y menos alfa a, menos alfa v y esto
me dice, seria 2 veces alfa y, no... dos alfa v, bueno, ya se esta
viendo que la primera coordenada no funciona con..., asi que y
aca menos alfa, menos alfa veces la segunda coordenada, ah no,

estoy acda, aqui seria menos x, menos alfa x menos alfa “a”, si
ahora lo que podriamos...

Ponga eso ahi para que después no nos olvidemos, puede
sacar hojas después.
: Bueno, me da la impresion que uno podria, no se, factorizar por,
pero ¢Qué querria decir eso?, no sé que sentido tiene factorizar
por -1, que es sacar, entonces de ser asi uno podria... factorizar,
me daria este vector con este producto, con esta ponderacién,
ahora...

: ¢, Pero eso es necesario para ver la propiedad que usted esta
chequeando?
: Aqui es donde me encuentro con el problema, porque...

. Estabamos chequeando esta propiedad
Bueno, asi de a primeras, yo diria que no se cumple la
distributividad de la ponderacion en la suma de vectores.

: 'Y si le preguntara ¢ Por qué?, qué me diria usted.

: Porque la primera coordenada, no coincide ni la primera ni la
segunda coordenada de este vector, que seria éste y éste, no
coinciden, no son iguales por lo tanto, no se cumple la propiedad
distributiva, o sea la ponderacion no se distribuye en la suma de
vectores.

: Andéteme eso.

: Distribuye en la suma de vectores, ya y al factorizar por -1, creo
que me equivoqué, porque aunque la haga usando esta
ponderacion, de igual manera me coinciden en los vectores...

: Entonces eso seria para responder a la pregunta y Cual es la
respuesta para la pregunta?

Mi respuesta, es que IR2 con estas operaciones no es un
espacio vectorial sobre IR.

: Ahi tenemos una hoja y ahi respondemos, porque, pero la
pregunta es ésta, entonces con esto cual es su respuesta para la
pregunta.

: Bueno, un espacio vectorial como decia debe estar compuesto
por un conjunto de vectores, un cuerpo de escalares y 2
operaciones distintas, ahora, tiene que haber una relaciéon o una
propiedad importante entre la ponderacion la que estamos
definiendo y la suma que es la distributividad, y esta no se
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cumple, entonces yo podria decir que el par IR coma 2 IR la
ponderacion y la suma no es un espacio vectorial, sobre IR.

Pregunta 2

. Perfecto, la segunda.

: Sea IR el cuerpo de los numeros reales y f (IR, IR) conjunto de
todas las funciones de IR en IR, se definen dos operaciones: la
suma y la ponderacion... estoy viendo la ponderacion... ya, si
sabemos que IR con la suma es un grupo abeliano, que axiomas
faltan para que IR sea un espacio vectorial sobre este conjunto de
funciones, de IR sobre IR, ¢ Se cumplen dichos axiomas?

: No hay para que responder ahi mismo, hay hojas extras.
: Aver...

: ¢, Qué se le viene a la mente al leer esta pregunta o estos datos,
esta informacién?

: Bueno, primero estoy pensando en los axiomas... (Problemas
de audio)... sobre este conjunto, ahora...

: Eso nos falta, ahi tiene uno, entonces esta pensando en que
otros o ese es el unico.

No, hay varios axiomas que serian el IR de los cuerpos
escalares... no, es que al decir los cuerpos escalares, me da la
impresion de que estoy asumiendo que f (IR, IR) es un cuerpo.

Y... $Qué pasa?
: Si...

. ¢, Qué hizo corto circuito?

: Pensar que le puede faltar a f (IR, IR) para que sea un cuerpo,
ahora he estudiado que hay pares que se llaman espacios
vectoriales pero, no pares si no que espacios de vectores, un
cuerpo y operaciones que no necesariamente el... lo que yo le
llamo cuerpo de vectores deberia ser un cuerpo, sino debiera
ser...

: Un cuerpo podria ser, usted me dijo un cuerpo podria ser...
: Podria ser un anillo conmutativo, con identidad y sin divisores de
cero por ejemplo, eso.

: Entonces ¢ Quiénes son los escalares aca?

: Los escalares serian las funciones de IR en IR... y los vectores
serian los numeros reales.
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. Si, bien, exactamente ese seria el espacio, que dicen, que
trabajamos, no sabemos si es espacio, tendriamos que ver, séo
sabemos que IR con la suma es grupo abeliano, entonces
sabemos que IR con la suma es grupo abeliano, entonces habria
que chequear axiomas y usted me tiene que decir cual es su
forma de pensar y los que faltarian y después que me diga cuales
faltarian, cuales se cumplirian o0 no con esas operaciones, las
operaciones son fuera de lo comun, no son comunes, esa
ponderaciéon, esa es la idea, que no sea comun para que usted
me diga como esta trabajando la argumentacion.

: Es que uno tiene muy incorporadas las formas usuales de los
problemas.

. Claro, porque aqui nada es usual, porque si fuera usual no
tendria gracia porque seria todo una mecanica y yo no quiero ver
mecanica, quiero ver como crea argumentos, lo que se le ocurra
si no, como su mente le vaya dictando... ahi nombramos una,
otra cosa que yo no me doy cuenta, ¢ Qué le da vuelta?

: Bueno estaba pensando que, en este conjunto yo puedo hacer
el producto de funciones y eso es pensando en esta operacion,
que estoy haciendo aqui, pensando en este axioma, en esta
operacion podria asumir que el producto es de funciones,
producto punto... claro.

: va a chequear inmediatamente, ;Eso me esta diciendo?
: Bueno, eso lo estoy asumiendo que es producto punto a punto,
no sé si...

. Usted lo interpreta.

. Si... claro, a ver, también podria ser la compuesta de funciones,
no sé si sera bueno asumir que cosa es esto, suponiendo que es
compuesta.

: Péngale al lado, que esta pensando como producto.
: como producto, me voy a referir a la compuesta... si no resulta,
el producto punto a punto.

. ¢, Pero va a chequear esa primero?

: Entonces debiera verificar esto y esto seria, esto es un vector...
estoy haciendo cosas extranas, puse mecanicamente un axioma
pero, ¢ Quiénes son estas operaciones?

: Estas con el énfasis en ¢ Quiénes son? y ¢ lo necesita?, ;ve qué

es fundamental para chequear esta propiedad?, el poner atencion
en las operaciones ; es relevante?.
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: Para mi, si, no se si lo sera realmente, pero...

. Si, es relevante, es muy relevante ;no es cierto?, o que usted
esta haciendo es una buena tarea, pero aqui tiene usted una
notacion de fgv y aqui tiene alfa beta v.

: jah! Si, es que...

. Si, esta bien.
:Ya...

. Si, es cierto porque estamos en medios inconsistente, ahi...
chequeamos.

: Lo que yo quiero es que no sean espacios vectoriales entonces
tengo la intencion de buscar un contraejemplo.

: Tiene que haber un fallo en alguna parte dices tu, ya vamos...
. (risas)

: ¢, Qué paso? estamos chequeando si esta propiedad ¢ se cumple
0 no se cumple?
. Si.

: ¢, Qué puede hacer con esas?
: Quiero que se cumpla ese axioma... mi problema es que me
estoy enredando con la compuesta, con el producto por escalar...

. ¢ Por qué le pasa eso que se enreda?, donde esta lo complejo,
lo dificil aqui, si uno quisiera darle ese nombre.

. Tal vez, debe estar en primero en interpretar esta, éstos con
esas operaciones y tener cuidado con lo que estoy asumiendo de
lo que uno usualmente tiene incorporado... eso ha sido la mayor
complicacion.

. Entonces usted después que ha hecho ese calculo, podria decir
que ese axioma ¢,se cumple o no se cumple?, yo estoy clara que
estamos aqui, muy bien, entonces que puede decir usted el
axioma ¢se cumple?, para esas operaciones: suma Yy
ponderaciéon, usted me habia respondido algo hace poco rato,
ahora se arrepintio.

: Si, es que me volvi a cuestionar las cosas, porque... ¢Qué
habré asumido bien o mal aqui?, asumiendo lo usual, que aqui
hay una operacion entre los escalares, que la compuesta...

. Si, porque sus escalares son funciones ahora.

. Si, con el numero real, con el vector... ahora esta composicion
la estoy ponderando con el vector, esta es la ponderacion y
dandome la definicion, seria la funcidén aplicada al numero real
que seria la compuesta aplicandola al numero real, por otro lado
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aqui, interpretando, dije este alfa, este elemento escalar esta
siendo operado como un vector, porque esto es un vector,
entonces aqui estariamos hablando de la ponderacion, por eso le
puse ponderacion aqui, ahora, del vector que seria esta, ésta esta
definida como la funcién evaluada en el numero real y luego lo
que esta afuera, seria ponderar la funcién con este numero real,
seria aplicar f a este numero real que es la imagen del v por g, y
que coincide con la parte izquierda.

: Entonces, este axioma ¢ se cumple o no se cumple?, volviendo a
mi pregunta.
: Con la compuesta, si.

: Basta.
Con la compuesta, ahora el producto por escalar, o sea el
producto punto a punto me refiero... tendria que ver.

Hagamos una cosa, sigamos con ésta, para que no este
chequeando dos cosas, sigamos con ésta, ya entonces ;Qué
podria decir usted? Ahora lleva uno de los axiomas, éste es un
axioma y se cumple ¢ Cual otro seria otro axioma?

Otro axioma debiera ser que la identidad del conjunto de
escalares, que la llamamos uno, no sé, la funcién identidad
ponderada con un vector, un numero real, debe ser el numero
real y esto debe ocurrir para todo numero real en este caso,
entonces esto efectivamente es asi, porque esta es la funcion
identidad, se cumple.

. ¢,Por qué usted lo esta viendo?
: Pues 1 operado con v, es v para todo v en IR, ese es el axioma
que vi, que queria verificar...

: ¢, Cuantos axiomas llevamos trabajados?
: Dos.

. ... Las otras hojas, que queden en paralelo...

. El otro axioma, a ver, es la distributividad de la ponderacién y la
suma de escalares debiera ser eso, ya, y al parecer aqui hay un
problema, ¢Por qué?, digamos que tomemos una funcidn
cualquiera de este de IR en IR escalar, entonces tomamos por
ejemplo la funcion alfa de IR en IR, que a cualquier elemento,
cualquier numero real lo lleva a la identidad de IR, al 1.

: ¢, Es la funcioén constante o la identidad?

: No, dije que cualquier numero real lo lleva a la identidad del
cuerpo, entonces tomemos cualesquiera dos numeros reales por
un lado, tenemos que... esto es lo mismo que alfa de (x +vy) y
esto debe ser 1, por x +y es un numero real, pero por otro lado
alfa ponderado con v mas... y alfa operado con w... me enredé...
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: Mas clarita la anotacion.

: Este va a ser x y este “y”... y este es alfa de x mas alfa y, pero
alfa x es 1 y alfay es uno y esto es 2, distinto de 1, por lo tanto,
existe... alfa en f (IR, IR) tal que, bueno entre paréntesis esto
debe ocurrir para todo alfa en f (IR, IR), y para todo vy w en IR,
entonces yo pruebo que existe un alfa tal que no se cumple la

distributividad de la ponderacién y la suma de escalares.

. Perfecto, llevamos analizados 3.

: 3 axiomas, pero qué axiomas faltan para que IR, bueno aca hay
uno de los axiomas que faltan, este es uno de los axiomas que
faltan para que IR sea un espacio vectorial sobre el conjunto de
las funciones de IR en IR.

. 'Y éstos ¢ No faltaban?
1Y éstos... no estos estan bien...

. ¢ Faltan mas axiomas o no?

. Si, ahora si yo tengo dos escalares, bueno lo que queria decir
es que tengo dos escalares y los sumo, fundamento mi expresion
media extrafa, un vector v, un numero real en este caso, esto
debiera ser igual a alfa operado con v mas v beta, operado o
ponderado que viene a ser lo mismo con v, y esto para todo alfa y
beta y v en sus respectivos lugares, pero porque dije... aqui estoy
también asumiendo una suma en este conjunto y ese si, la suma
de funciones es una funcién, pero si aqui por ejemplo me
definiera ponderacidon o suma no usuales, porque aqui yo debiera
asumir las usuales, podria definir una suma y una ponderacion,
segun una suma de funciones y una ponderacién distinta a la
usual que yo tengo incorporada y el problema habria cambiado,
habria que verificar de otra manera las propiedades pero estoy
asumiendo que es la suma de funciones.

: Claro, como no me dicen nada, yo asumo que el que las lee
tiene que pensar en lo usual, porque si no fuera usual me lo
tienen que decir, entonces aqui este conjunto tiene operaciones
usuales que son las que yo quiero en las que usted trabaje para
chequear este espacio, con la usual, usted aqui dijo éstas son las
usual, con la compuesta, producto punto, entonces nos
quedamos con esta, para no ser tan extenso este problema y lo
terminemos en 2 dias, no, dijimos ésta, vamos a chequear con
esta, pero esta es una operacidn que tiene esto, la otra debiera
ser.

: La suma.
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: La suma, consideremos la suma usual, que no fuera usual,
como no me dijeron nada tengo que asumir que aqui hay algo
usual. ¢ Cual es la usual ahi?

: La usual es la suma de funciones que... bueno, aqui lo voy a
especificar una funcion de IR a IR que a cada x le asocio alfa mas
beta de x y me queda que alfa de x mas beta de x eso es lo punto
a punto... este es el otro axioma que debemos verificar, bueno y
esto para todo alfa en f (IR, IR) y para todo v en IR.

: Entonces yo voy a preguntarle ;Se cumple este axioma para
estas operaciones?
: Hmmm.

: Ya...
: bueno, aqui esto es la ponderacion, si ahi, ya entonces aqui yo
debiera aplicar alfa... si, se cumple.

: Razén o motivo.

: Porque aqui, bueno como esta definida esta suma y este
producto por escalar esto no es mas que alfa mas beta evaluado
en v, pero como dijimos aca esto es alfa evaluado en v mas beta
evaluado en v y esto es la ponderacion, cierto, entonces se
cumple esto para todo alfa en el conjunto de las funciones y beta
y ven IR, por lo tanto se cumple el axioma, a ver: 1, 2, 3, 4...
¢, Cual me falta?...

: La pregunta clave es ;seran éstos o me faltaran?...
: Me da la impresion que me faltan, pero no me acuerdo.

: Quedémonos con eso y veamos otras preguntas a ver si
aparecen nuevas ideas 0 son éstas, porque pueden estar bien, yo
no voy a mencionar eso... trabajamos bien esto ya vamos a la
otra, muy bien trabajado.

Pregunta 3

: Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos
elementos. bueno en un principio habia mencionado que, uno
cuando habla de espacio vectorial se refiere a cuarto cosas: a un
espacio de vectores.

: Ponga eso ahi, porque es importante.
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: Un conjunto de vectores, un espacio de vectores.

: Cuando dice un espacio de vectores, esta pensando fisicamente
¢En qué?
: Estoy pensando en aquellos elementos.

Porque cuando se habla de espacio vectorial y usted pone
espacio de vectores, quiero saber ;Cual es la diferencia?
. Estoy diciendo aquéllos elementos que estoy sumando, o sea
no, no que... a ver Coémo lo digo?

. Si esta algo bien eso, entiendo pero mas clarito.

: Voy a decir las tres cosas que siguen y le voy a explicar por que
le digo asi, un espacio de vectores, un cuerpo de escalares,
bueno entre comillas es cuerpo porque podria ser...

Entre paréntesis como podriamos mirarlo también como dijo
usted.
. Anillos conmutativos con identidad y sin divisores de 0, por
ejemplo, el cuerpo o los conjuntos anteriores que habiamos
definido tiene divisores de 0, entonces podria ser algo mas
general que esto, en realidad debe ser un espacio de un conjunto
de elementos que cumplan los axiomas con las dos operaciones
que debe tener un espacio vectorial, entonces, una operacion
entre el espacio de vectores, o sea los elementos y una
ponderacion.

: Esa ponderacion se refiere a la operacion ¢ Entre quién?

Una ponderaciéon o producto por escalar esto es entre los
elementos de este conjunto, entre los elementos, vamos a
llamarle D2 y los de uno, ahora ahi he quedado con algo
pendiente el porque le llame espacio de...

: M llama la atencion, espacio vectorial y espacio de vectores, no
es nada especial que valga la pena decir, sino seguimos.

. Espacio de vectores, lo que pasa es que aqui tienen que haber
dos operaciones. una entre este espacio de escalares y el
conjunto de vectores, que es lo que conocemos como
ponderacion.

. Para diferenciar.

: Claro y la otra es la operaciéon entre los elementos del espacio
de vectores, seria la operacion entre estos elementos y una
operacion entre estos elementos y estos, que es la ponderacion,
entonces si uno considera los elementos, bueno este es un
espacio de vectores no, a ver... el espacio vectorial pero este no
es un espacio de vectores, el espacio vectorial yo lo considero
como, por ejemplo el espacio de vectores yo lo llamo V, al cuerpo
de escalares o conjunto de escalares lo llamo K y la operacion,
nuestras operaciones puedo llamarles: suma y éste un producto
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escalar, al par (V, K) con esta operacién suma entre los vectores
y la ponderacion entre los elementos de este conjunto y los
vectores cumpliendo los axiomas correspondientes le llamamos
un espacio vectorial, entonces yo respondo que no es posible que
tenga solo dos elementos porque a ver, el peor de los casos es
que, no, bueno si, lo voy a poner, deben haber cuatro para que
esto sea un espacio vectorial, por supuesto mas los axiomas,
ahora puede ocurrir que el espacio de vectores coincida con el
cuerpo escalar y la suma de esto coincida con la ponderacion,
entonces voy a tener a fin de cuentas un par, por ejemplo. a ver,
por ejemplo: IR, si ponemos IR como el espacio de vectores,
también IR como el espacio de escalares, la respuesta definitiva
€s no, Nno me voy a hacer mas problemas.

: Claro, entonces usted me tiene que dar algo, un argumento, que
me diga ¢ Como sostiene, como avala que es no?, entonces yo le
pregunto trate de decirme ¢Por qué no? Vamos, a partir de que
no, segun lo que me dice.

: Bueno, yo creo que no, ya que un espacio vectorial debe tener
estas cuatro componentes mas los axiomas, entonces por lo
menos requerimos de cuatro elementos, entonces no, pues se
requieren de al menos cuatro componentes, eso, ahora.

Cuando usted me escribe componentes esta pensando en
quién, para que a mi me quede claro.
: En las que mencione aqui: el espacio de vectores, el cuerpo o
sea el conjunto de escalares y dos operaciones que tengo la
impresion que deben ser distintas.

. Si, por el ejemplo que me dio aqui, cierto.
. Claro, tengo la impresion que deben ser distintas porque en
algun punto de los axiomas, tal vez la distributividad, la necesite.

: Si, bien, nos quedan menos ya, si no son tantas.

Pregunta 4
. ¢, Estos son los polinomios de grado n con coeficientes en IR?

: Si...enIR.
: Tal que la integral entre 0 y 1, de la funcién polinomial sea 0,
con las operaciones usuales ¢ .es un espacio vectorial?

. Si esto es todo espacios vectoriales, es un espacio vectorial
¢ Por qué?, porqué si o porqué no...

Bueno en lo que estaba pensando es, tengo un espacio de
vectores que son los polinomios con coeficientes en IR de grado
n, tal que la integral entre 0 y 1 es 0, de la funcién polinomial, dice
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operaciones usuales o sea tengo la suma de polinomios y el
producto de polinomios y el conjunto de escalares seria IR,
espacio vectorial real, lo que estaba pensando es ;se cumplira
que el producto de 2 polinomios donde cada uno por separado, la
integral de cada uno es cero, el producto sera 0, eso estaba
pensando, por que la suma y el producto, la suma y la
distributividad, la suma de polinomios la integral es cero, esto es,
con la suma, es cerrado con la suma...

: El producto de polinomios, y el producto ¢ Por qué?

: Tengo la impresion que el producto de polinomios, donde cada
uno por separados, la integral es 0, no necesariamente es O,
puedo estar equivocado, pero tengo la intuicion de que asi podria
ser, ahora tendria que buscar un contraejemplo...

: Si, no se le viene a la mente un contraejemplo, puede anotar las
ideas que me esta diciendo, porque a lo mejor por tiempo no
puede elaborar un contraejemplo y necesita meditarlo mucho,
pero es un argumento que usted esta utilizando para dar una
respuesta.

: ¢,De a donde parto argumentando?

De lo que usted esta diciendo, que tiene que buscar, 2
polinomios con tales requisitos que le quiere pedir a eso
polinomios.

: Si, voy a escribirlos asi como... a ver.

: Con sus palabras no mas, ésta no es una clase de matematicas,
recuerde que a mi lo que me interesa es el argumento.

Creo que no es necesario verificar que el producto de
polinomios es... que estén en W sigan estando en W.

'Y ¢ Por qué cambio de opinion?

: Si, porque requerimos de una operacion que se llama suma
entre los elementos de W y lo otro que requerimos es una
ponderacién, pero por un numero real.

'Y que estaba tratando de argumentar.

: Yo estaba... verificando algo que no me estan pidiendo, que no
es necesario.

: Entonces, mucho a ese conjunto, no es necesario ¢ Por qué la
estructura no lo requiere?

: No, no lo requiere.

: Entonces ahora va atener que responderme no sé€ como.
: Entonces mi respuesta es si.

: jah! Cambiamos, bien.
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Porque... bueno primero tenemos un espacio de vectores,
tenemos un cuerpo de escalares, tenemos una operacion suma
dentro de los elementos de W y una ponderacién que seria el
producto usual, entre numeros reales por, y ademas estoy seguro
que se cumplen los axiomas.

: Me puede decir alguna breve idea de por qué tanta seguridad,
usted dice: es mas, se cumplen los axiomas, pero su mente algo
le estara mostrando que usted ve... me podria contar un poco de
porque esta tan bien...

: Lo que pasa es que cuando hablamos de polinomios... lo que
mas aparece son sumas, sumas de componentes, suma de
monomios y creo que... éste producto es usual, entonces el
producto usual y la suma usual son muy inofensivos, no veo haya
problema de falta de algun axioma.

: O sea, porque es lo usual...
: Pues, son las operaciones usuales.

¢Qué ha pasado en las preguntas que ha revisado
anteriormente?
: Lo principal es que, a diferencia de esto, no estamos hablando
de sumas o productos usuales, que es lo que uno tiene mas
incorporado, o sea la estructura mental, pienso yo, es pensada en
lo usual, cuando le presentan lo inusual, es dificil asimilarlo y
verificar que también se puedan cumplir las propiedades que
necesitamos, es espacio vectorial, estd muy bien hasta el
momento, ya esa otra.

Pregunta 5

: Averigua si la siguiente afirmacion es correcta o no, en ambos
casos justifica tu respuesta... sean V, W y Z espacios vectoriales
sobre un cuerpo K y supongamos que la suma de espacios,
bueno si no me dicen nada, asumo que es la usual; es igual a la
suma de V + Z, la suma entre Vy W es igual a la suma entre V y
Z, entonces W=~7Z... entonces W="~2...

: Una propiedad nueva, ¢ es una propiedad nueva esa, las conoce
en otras estructuras que no sean espacios vectoriales.

: Si,... s que en un principio me da la impresion de que no,
entonces estaba buscando un ejemplo...

: Entonces siga buscando un ejemplo en su mente... ;de donde
viene la idea que le da la impresién de que no? ;De donde se
agarra usted para decir me da la impresion de que no?, debe
estar pensando en algo usted para agarrarse de ahi y decir me da
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[83ES9]

[83E]
[84ES9]

[B4E]

[85ES9]
[85E]
[86ES9]

[86E]
[87ES9]

[87E]

[88ESY]

[88E]
[89ESY]

la impresion que no ;de qué? ;Para donde fue a pesar que le
llevo a concluir eso?

: Esto, es V entonces yo puedo tomar a W igual al espacio nulo y
Z, y asumir que V no es el espacio nulo.

: .Esonoes?

: No es, asumir que no es, entonces tendriamos que V + W que
es lo mismo que V + Z, es igual a V mas W que es lo mismo que
V mas el espacio nulo, bueno y esto es v pero W es distinto de Z,
porque supusimos que V distinto de Z, entonces no siempre se va
a dar cuando los espacios son nulos, por eso.

: Perfecto, muy bien.

Pregunta 6

: ¢, Es Q un espacio vectorial sobre IR?, pregunta, justifica.

: Porque i o porque no, y al lado la otra mire la otra que esta al
lado.
. ¢.es IR un espacio vectorial sobre Q7?

: ¢,Es la misma pregunta?

: No, no es la misma, aqui hay una diferencia entre los escalares
y el espacio de vectores, en este caso el espacio de el conjunto
de escalares es IR, bueno y Q seria el espacio de vectores y aqui
es todo lo contrario.

: Que es todo lo contrario, yo no voy a entender, o sea usted me
tiene que especificar que esta pensando todo lo contrario, porque
yo no puedo interpretar lo que me esta diciendo, sino lo que
realmente dice, por eso tengo que ser tan estricta cuando me dice
todo lo contrario...

: lo que quiere decir todo lo contrario, el conjunto de escalares es
Q y el espacio de vectores es IR.

. 'Y eso los hace ser distintos a la luz de su mirada del problema.

. Si, los hace distintos, y eso se puede evidenciar en lo siguiente,
por ejemplo aca: sabemos que raiz de 2 es un numero real, el 1
es un vector, o sea es un elemento de Q y que es lo que ocurre...
con la ponderacion... multiplicacién de los reales... raiz de 2 por 1
es raiz de 2 y esto no esta en Q y la ponderacion, eso debiera
estar en Q porque la ponderacion como esta definida: tomo un
elemento del conjunto de escalares y un elemento del espacio de
vectores y esto tiene que parar en el espacio de vectores,
entonces con la ponderacion-multiplicacion numero real esto no
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[89E]

[90ESY]
[90E]

[91ES9]

[91E]
[92ES9]

[92E]

[93ES9]

[93E]

[94ES9]

[94E]
[95ES9]

es asi, entonces, bueno ahora se me viene otra duda, uno se
tiende a cuestionar cosas que la deja peor, pero... si estoy
diciendo ponderacion... si digo ponderacion, estoy diciendo que
est6a es una funcion producto cruz entre el espacio, el conjunto
de escalares el espacio de vectores al espacio de vectores, al
decir ponderacion estoy diciendo que es una funcidon con este
dominio y este recorrido, entonces si digo ponderacion
multiplicacion por escalara, esta mal que diga ponderacion porque
no cumple que es una funcién producto cruz entre este espacio y
este.

: Claro, lo que pasa es que la ponderacion debiera tener un
primer axioma que la ponderaciéon debe ser una operacién
cerrada, entonces que es lo que le esta pasando, qué esta viendo
usted ahi... usted tiene definida una ponderacion aqui ¢la
ponderacion es cerrada o no es cerrada?

: No es cerrada.

: Entonces eso hace que en el fondo no haya ponderacién eso es
lo que esta cuestionandose usted.

. Si, lo que quiero decir con esto es que, no es una ponderacién
al decir es una ponderacion, independiente de lo que sea esto,
estoy definiendo primero que es cerrado.

: Estoy haciendo un abuso de lenguaje o de las cosas... por lo
tanto cual es la respuesta a la pregunta.
: Con esta ponderacion, que... ponderacion...

: Si quiere... aqui, uno debiera definir una ponderacion, o sea yo
defino esto como ponderacion, pero a la ponderacién yo le tengo
que exigir una cosa minima, ¢ Cual es la cosa minima que le debo
exigir a una ponderacion? Como un axioma 1 al empezar a
hablar.

: Que sea cerrado.

: Entonces yo defini una ponderacion, ahi esta la ponderacion,
esa ponderacion no cumple el axioma minimo ¢ Cual es el axioma
minimo? O que este bien definido, cerrado significa bien definido,
eso es lo que esta pasando a su problema, asi que no es que
estemos hablando con tanto abuso, sino que depende de
ponderacién, que no cumple los requisitos, por lo tanto ¢Cual es
su respuesta a su pregunta?

: Bueno me pregunto, ¢habra, existira una ponderacion tal que IR
sea un espacio vectorial sobre Q7.

: Pero aqui estamos trabajando con lo usual.

Bueno, entonces la respuesta es mas simple: no, porque si
trabajamos con lo usual este seria el contraejemplo.
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[95E]

[96ES9]

[96E]
[97ES9]

[97E]
[98ESO]

[98E]

[99ESO]

[99E]
[100ESO]

[100E]

: Bien, ahora si no queremos pensar en lo usual, pero no es el
caso de esta entrevista, usted podria tratar de buscar una y
chequear si existe una ponderacidn que hace que eso sea
espacio vectorial, seria otro trabajo muy extenso, porque la
justificacion seria a lo mejor demasiado larga para encontrarla,
pero es una buena intencion, buscar una ponderacion que a lo
mejor lo sea, pero aqui como no hay nada, tiene que apuntar a lo
usual, entonces la respuesta no me la escribio.

Por lo tanto, bueno que podria decir, IR no es un espacio
vectorial sobre Q, pero ;Por qué?, porque la ponderacion no esta
bien definida, por lo tanto, IR no es un espacio vectorial sobre Q,
al otro lado si, bueno la ponderacion es cerrada, curiosamente le
llamé igual como usted la defini6 aca, pero no pusimos de
acuerdo, mentalmente, bueno la ponderacion esta bien definida,
la suma es la usual en IR, todo usual... claro todo se cumple aqui.

. ¢, Por qué?

Claro, hay distributividad, de la ponderacion y la suma de
vectores, de numeros reales o sea racionales, etc., etc., los
axiomas del...

: Escribame eso...
: Se cumplen los axiomas correspondientes.

. ¢Por qué al estudiante le cuesta identificar que estas son dos
preguntas tan distintas?, como recién se inicia la teoria de
espacios vectoriales, estudiantes creen que es la misma
pregunta, claramente usted dijo que no eran la misma pregunta,
¢, Donde cree usted que radica la dificultad para eso?, porque
ellos dicen: “ah, es lo mismo”.

: Es que cuando uno piensa en la ponderacion y la suma usual...
uno ve a Q y a IR tan iguales, no es como decir es un espacio
vectorial y los escalares que se ponderan son muy distintos a los
vectores de este espacio de vectores que en realidad Q esta
contenido en IR, entonces digamos los escalares y los vectores
son muy parecidos, en realidad... unove a Qy a IR... a ver, uno
contenido en el otro.

: Yo creo que ahi esta el problema.

: 'Y las ponderaciones y las sumas son las que uno trabajaen Q y
en IR... pienso que esa es la mayor dificultad, que son tan
parecidos.

: Que se confunden, bien... ya veamos.

Pregunta 7
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[101ESO]

[101E]
[102ES9]

[102E]
[103ES9]

[103E]
[104ES9]
[104E]
[105ES9]

[105E]
[106ES9]

: Numeros reales sin el cero son grupo abeliano con la operacion
suma definida como sigue. como la multiplicacién de numeros
reales, la suma mes la multiplicacién. es un grupo abeliano, con la
operacion suma definida como sigue, definir la otra operacién
multiplicacion por escalar sobre un cuerpo K para que IR sin el 0
sea espacio vectorial sobre este cuerpo con estas dos
operaciones.

. Esta claro lo que se pide...
Bueno, mi intuicion nuevamente me dice que uno podria
considerar K como los numeros reales... puedo estar equivocado.

: Anotémoslo, fue la primera aproximacion.

'Y lo unico que se me viene a la mente es el producto usual en
IR, a ver, no quise decir eso, con la suma en IR, considero K con
la suma usual, no con esa. Entonces, ya habria que ver si con
esto es un espacio vectorial sobre K, 0 sea los escalares son
elementos de K y los vectores son numeros reales menos no
nulos... a ver, bueno lo que debe cumplir la ponderacion, vamos a
ponerle asi mejor haciendo diferencia, debiera ser al revés porque
esta es la usual, pero esta es la ponderacion, suma usual,
entonces yo deberia ver si esto es cerrado, IR sin el 0 esto debe
llegar a IR sin el 0, que pasa si tomo el 0 aqui, a no, que estoy
haciendo... un espacio vectorial sobre K y tomo numero real, voy
a tener que dar muchas explicaciones después de esto, dije que
esta era la suma, bueno esto esta bien definido, ya porque le
puse 0.

: ¢Va a tomar solamente el escalar 0? y cuando se toma otro
escalar, como le queda la definicién.
: Cuando tomo otro escalar.

: Claro, para yo entender como lo esta pensando y esa es la
usual, es un poco enredado.
: Sobre un cuerpo K.

: Cuénteme que le paso, para yo ver qué esta pasando.

. Es que estaba pensando en las propiedades que debe cumplir
para que sea espacio vectorial sobre K, con esa ponderacion,
como primer intento, bueno que no deberia haber cierta
diferencia, pero pensé rapidamente y ligeramente pero multiplicar
por O y eso es 0 y me iba a caer en los reales sin el 0, pero estoy
definiendo la suma usual como la ponderacién, entonces me
quedé con la idea de ponderacion multiplicaciéon y, como lo defini
como la suma, segui pensando en la multiplicacion y por eso
ocupe el cero para ver que no era cerrada, pero no es la
multiplicacion es la suma.
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[106E]

[107ES9]

[107E]
[108ES9]

[108E]

Tiene una ponderacion ahi, valientemente definida, ahora
¢,Coémo sigue?
: Pero esta ponderacion tiene un problemita, no esta bien definida
porque yo puedo tomar en K, el inverso de x, y como la defini
seria —x ponderado con x es —x + x y esto es 0, luego, por lo
tanto, la ponderacion que... mi primer intento no esta bien
definida, por lo tanto, IR menos el 0, no podria ser un espacio
vectorial sobre K, con esa ponderacion.

: En su primer intento, que llama usted...

Ahora, uno podria seguir con el mismo espacio vectorial y
buscar otra ponderacion, para que descartar el espacio vectorial,
definir la otra operacion multiplicacién por escalar. bueno pensaba
en la multiplicacion, pero no sirve, pensaba en una idea pero,
como se llama esto, es K o0 sea IR con la multiplicacion usual,
pero lo que no se cumple aqui es, creo que la distributividad,
elemento en Ky sumo dos vectores, esto es x por a por”’ b” y esto
es X por a por b, esto podria llamarlo como x a+b esa definicion,
entonces busco un contraejemplo, rapidamente porque uno dice,
no necesariamente esto va a ocurrir, buscar un contraejemplo,
entonces uno puede tomar cualquiera, x puede ser 1...2 y a sea 1
y, entonces tengo 2 por 2 cuatro, por un lado y aca tengo 3,
entonces esta ponderacibn no cumple distributividad, pero
ademas estoy pensando que ademas no esta bien definida,
porque estoy tomado aqui la ponderacién como el producto usual,
entonces, en particular si tomo x = 0, al ponderar por cualquier
vector o numero real distinto de 0 eso va a ser 0, luego me voy a
caer en el recorrido tal que la ponderacion esta bien definida, que
es los reales menos el 0, entonces antes de haber hecho
cualquier cosa, no esta bien definida la ponderacion... asi que
parece que me voy a demorar mucho mas, pero por lo menos lo
pensé asi.

: Bien, vamos a quedar hasta aqui, porque ahora hay clases aqui
y nos quedan 3 preguntas.
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Video ENTREVISTA — ESTUDIANTE 10

Pregunta 1
[1E] : Si quiere me va comentando como va a ir respondiendo o las
dudas.
[1ES10] : Ya.
[2E] : Diga
[2ES10] : Bueno para ver si es espacio vectorial tengo que ver que sea

cerrado....la ponderacion se mantenga ahi, y esas cosas hay que
ver, que se asocie....

[3E] : Vamos viendo.

[BES10] . Y esas cosas las, las que uno ve normalmente para ver que
funcione. Bueno, es cerrado para la suma porque como esta
definida.... Sirve. También la ponderacion esta bien.

[4E] : ¢, Por qué dice que esta bien?

[4ES10] : Porque esta en R2 4 cierto?

[5E] : Claro, si...

[BES10] : Porque como esta definida la ponderacién, funciona.

[6E] : Ya, O.K.

[6ES10] : 'Y a ver que se asocia, claro x y lo asocio a (a,b)+(c,d), esto me

va a dar 2a+2c-b-c, seria 2d, si. Este seria 2b, si, y después aca
me quedaria 2x menos en a remplazando, ahi si.

[7E] : Entonces...
[7TES10] : Ahora aqui. Eso que quedaria la suma...
[8E] : ¢Que operacidén hay entre esos paréntesis? o no hay nada,

¢(Entre esos paréntesis, que operacidon esta considerando?
Porque ahi no hay nada, yo digo ¢ Qué esta pensando?
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[8ES10]
[9E]
[9ES10]
[10E]
[10ES10]

[11E]
[11ES10]

[12E]
[12ES10]

[13E]
[13ES10]

[14E]
[14ES10]

[15E]
[15ES10]

[16E]

[16ES10]

[17E]
[17ES10]

[18E]
[18ES10]
abeliano.

[19E]
[19ES10]

[20E]
[20ES10]

sea un espacio vectorial.

: Si, me como las... letras...

: No se preocupe, yo le......

. 2y después me queda 2b que seria este de aca, menos el x,

menos el a y ahora me tendré que devolver....

es mas facil hacerlas al revés.

: Como usted tenga su estrategia ahi......
: Un paréntesis.

: ¢ Paréntesis?
. 2 veces aqui...no son iguales.

: Entonces.
: Entonces no sirve.

: Entonces cual es su respuesta a raiz de eso.
. Esto va a ser distinto.

SY...
: Si yo hago (x,y)+(a,b) y después le hago el (c,d).

: Escribalo...
: Entonces no es espacio.

: Vamos a pasar a la otra, mas operaciones diferentes.

Pregunta 2

: Las funciones de Rn, las siguientes operaciones...

: Ya...
. La ponderacion, la evaluo...

Es que estas cosas

qué axiomas faltan a R para que
Bueno, se cumplen muchos axiomas, si
es grupo abeliano es cerrado para la suma también es cerrado

para la ponderacion esta bien hecha, un elemento de R con una

funcion.

: Entonces...

La asociacién de elementos esta dada porque es grupo

: Perfecto.
: Ademas conmutan, todo eso.

: Todo eso lo tenemos dado.

. Claro, bueno que, entonces, es que el hecho de que sea grupo

abellano y la ponderacion esté definida es espacio vectorial.
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[21E]

[21ES10]

[22E]
[22ES10]

[23E]
[23ES10]

[24E]
[24ES10]

[25E]
[25ES10]

[26E]
[26ES10]

[27E]
[27ES10]

[28E]
[28ES10]

[29E]
[29ES10]

[30E]
[30ES10]
[31E]
[31ES10]

[32E]
[32ES10]

: No faltaria nada. Ponga eso.... Su argumento. Vamos a ver
ahora si existe este espacio vectorial particular.

Pregunta 3
: Ese nos preguntaron el otro dia.

. Si...
: Tuvimos harto rato planeando, ayer porque....

: ¢ Porqué....... con un elemento hay?
: El cero.

: El cero no es cierto, ahora la pregunta es con dos.
. Si.

: Con uno sabemos que si, estamos totalmente de acuerdo, ahora
Ia pregunta es con dos.
. Seria Z2.

: Ya...
: Como espacio vectorial tiene solo 2 elementos.

: Entonces...
: Tiene solo dos representantes para todos sus elementos.

'Y...

: Eso es. Sobre.... Da lo mismo el que sea...puede ser Z....

: Sobre quién, tiene que ponerle ahi.
: No, sobre, sobre Z.

. Bien..
: Aunque seria, es que no puedo ponerle un anillo cualquiera; Z
Nno es un cuerpo.

: Entonces...
. Ahi esta, sobre R.

: ¢ Sobre R?
. Si.
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[33E]
[33ES10]

[34E]
[34ES10]

[35E]
[35ES10]

[36E]

[36ES10]

[37E]
[37ES10]

[38E]
[38ES10]

[39E]
[39ES10]

[40E]
[40ES10]

[41E]
[41ES10]

[42E]
[42ES10]

[43E]
[43ES10]

[44E]
[44ES10]

[45E]

: Péngalo mas al lado porque no noto bien que letra es esa.
: En los reales, si porque si no seria menos.

. ¢, Seria otra cosa?
: Seria un médulo no mas.

: ¢Un médulo?
. Si.

: Muy bien, otro...

Pregunta 4

. Los polinomios, esa integral me da cero, porque la asociacion
me funcionaria porque la integral se separa con suma y se vuelve
ajuntar y todo eso no hay problema.

1Y, entonces...
: Entonces se asocia bien.

 Ya...
: Si multiplico un escalar sale o entra ...

: Si, y eso lo sabe por qué usted.
: Por la definicidn de la integral.

: Con las propiedades de la integral ¢ no es cierto?
: La ponderacién funciona.

. Entonces...
: Asocia también por propiedad de integral.

: O.K.
. 'Y, es cerrada para la suma.

. Entonces..

. Los pollnomlos son cerrados, por lo mismo por, por propiedad
de integral, al final por propiedad de la integral salen todas las
propiedades.

: Ya, entonces....
: Es un espacio vectorial.

: Péngale lo que me acaba de decir, que ese es su argumento,
¢cierto? Muy bien, esta otra.
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[46E]
[45ES10]

[47E]
[46ES10]

[48E]
[47ES10]

[49E]
[48ES10]

[S0E]
[49ES10]

[51E]

[S0ES10]

[51ES10]

[52E]
[52ES10]

[53E]

Pregunta 5

. ¢,Se entiende la pregunta?
. Si.

: Ahora cuénteme que esta pensando.

: Pensando en que como son los espacios que me generan la
suma estaba pensando, y ademas que estan todos sobre el
mismo cuerpo entonces deberia resultar por el hecho de que esté
trabajando sobre el mismo cuerpo. Yo creo que es verdad.

. ¢,Cual seria su argumento para afirmar esa respuesta?

: Bueno, estan sobre el mismo cuerpo entonces todo, cuando
estan sobre el mismo cuerpo todo funciona como mas o menos
bonito, la suma se puede definir bien y todo. Y si yo veo el
espacio generado por esta suma, por ejemplo si yo tengo la base
de V y la base de W, yo tomo todos los elementos y les quito los
que, los de W que son Id sobre los de V, y para ver, en la base de
esta hago lo mismo, entonces si son iguales, los Id entre si,
entonces los que son que son |d de Z con, con V deberian ser lo
mismo o combinaciones mas o menos de los mismos elementos
que deberian ser de W, comparandolos con V.

. 'Y eso le permite asegurar que es....

: Claro, entonces, yo creo que la base que me va a generar van a
ser los mismos espacios.

: Anéteme eso de alguna manera.

: No soy buena para escribir las cosas que pienso, siempre las
escribo mal.

. Para yo acordarme después. Por lo tanto, eso es verdad,

¢escribio la respuesta?
. Claro, “luego generan los mismos espacios”.

Pregunta 6
: No habia leido la ultima parte. Aqui hay 2 preguntas en forma
paralela esta es verdadera....

. ¢, Es la misma pregunta esa?
: No, y ésta es falsa.

: &Y por qué esa es verdadera y esta es falsa?
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[53ES10]

[54E]
[54ES10]

[55E]
[55ES10]

[56E]
[56ES10]

[57E]
[57ES10]

[58E]

[59E]
[58ES10]

[60E]

[S9ES10]

[61E]
[60ES10]

[62E]
[61ES10]

[63E]
[62ES10]

[64E]

: Porque yo, porque la ponderacion me falla, porque si yo pondero
Q con un elemento de R, tendria que seguir perteneciendo a Q,
es como si yo agarro el 2y el 2pi ,me queda pi y NO esta en Q.

Me tiene que justificar ahi. ;Qué le estaria fallando ahi
esencialmente?
: La ponderacion.

: La ponderacion.
: Si, es que R es mayor que Q entonces nunca voy a poder
mantenerme abajo al ponderar.

: ¢,Un subcuerpo?
: Claro. Y este es verdadero, porque cumple con todos los
axiomas, cumple con todas las propiedades.

. ¢ Las propiedades de qué?
: De espacio vectorial.

: Ya.

Pregunta 7

. ¢,Se entiende la pregunta?
. Si.

. Ahora me tiene que ir contando como va a pensar, para
responder...

: Tendria que buscar un alfa cualquiera en K, y que al ponderar,
yo definir una ponderacién que al hacerla siga estando en los
reales menos el cero.

: ¢,ElI' K'lo va a tomar como alguien en particular?
: No sé, se puede tomar sobre, podriamos tomar sobre el mismo
incluso dice ahi.

: Sobre un cuerpo tiene que ser, sobre un cuerpo K.
: Sobre R podria ser, o sobre Q, pero en general sobre R es mas
facil porque es como mas grande.

: Entonces...

La multiplicaciéon usual en R, me puedo tomar el cero y
multiplicarlo y no me estaria sirviendo porque estoy trabajando en
los reales menos el cero....

: Claro...
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[63ES10]

[65E]
[64ES10]

[66E]
[65ES10]
[67E]

[66ES10]

[68E]
[67ES10]
[69E]

[68ES10]

[70E]
[69ES10]

[71E]
[70ES10]

[72E]

[71ES10]

[73E]
[72ES10]

(pausa)
[74E]
[73ES10]

[75E]
[74ES10]

: Entonces ahi también...

. ¢,no podria ser esa?
: Claro.

: Pero ahi no estamos tomando el cero ¢ No es cierto?
: Claro por eso, no pero es K si pondero por el cero se me va a
sallr si hago la multiplicacién normal.

Entonces esa ponderacion que esta pensando, le esta
sirviendo?
: No, tendria que buscar otra.

: ¢ En qué esta pensando, para hacerlo, en operaciones?
: Claro, que operaciones me pueden servir... es que en todas las
que pienso, el cero me falla, si ese es el problema.

: En qué ha pensado, andéteme las que ha pensado y le han
fallado, haber...

: En hacer por ejemplo: alfa x+y =alfa x, después ponerle el v,
cosas asi, ir cambiando, ir ponderando solamente uno de los
elementos, cosas asi, por como esta definida pero, el hecho de
que se me definan multiplicaciones, el cero, siempre me....

. Le esta arrojando el cero, y eso...
: Ese es el problema.

¢No puede ser cierto?

: Ese es el gran problema, de ese problema.
: Esto no sirve.

. ¢En qué otras podria pensar? ;Por dénde esta buscando
ideas?, para saber.

: Tratando de ver cdmo puedo hacer multiplicar cero y que no me
de cero, en realidad eso estoy pensando, porqué ese es el caso
que falla todo el rato.

. El tope que tiene.
: Claro.

: Si quiere pasamos a otra y después volvemos a ésta, como
usted quiera.

: Es que no esta funcionando, no esta funcionando mucho, es que
el hecho de que sea multiplicacion, como que...

: ¢, COmo se ve esa suma?
. ¢,ahhh?
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[76E]
[75ES10]

[77E]
[76ES10]

[78E]
[77ES10]

[79E]
[78ES10]

[8OE]
[79ES10]

[81E]

[82E]
[80ES10]

[83E]
[81ES10]

[84E]
[82ES10]

[85E]
[83ES10]

[86E]
[84ES10]

[87E]
[85ES10]

: La suma de dos...

Claro, la multiplicacion. Es que la unica opcidon que me
funcionaria seria como sumarle aca, pero, no creo que me serviria
para que fuera espacio vectorial, o para que no aceptara lo que
esta pasando con estos dos o también si le estoy sumando
tampoco puedo asegurar que no me de el cero, no sé.... No sé
compensen.

: N se compensen, igual podria llegar a dar cero, buen punto.

: Entonces tampoco me sirve, tampoco me sirve sumarle algo aca
porque tampoco funcione, entonces por eso...

: El mismo problema todavia....
. Si, el cero es el problema. No realmente no sé cdémo hacer que
esto, no sé como hacer que de un espacio vectorial.

: ¢, Qué no se cero eso?
. (afirmacion)

: Dejémoslo un rato.
: No me funciona....

. Esto lo dejamos para el ultimo.

Pregunta 8

¢, Quiénes W ?

: En R3.

: Ese es W, yo le pido que escriba 2 vectores de W ahi, escribalo
al ladito.

:El 1-1,yel2conel 1.

: Muy bien, entendid bien el W.
: Cuales el vector nulode W, el 00 1.

s Ya.
: Menos b.

: ¢ Qué significa eso?
: Son Id.

: Ya.
: Una base para W, si.
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[88E]
[86ES10]

[89E]

[87ES10]

[90E]
[88ES10]

[91E]
[89ES10]

[92E]
[90ES10]

[93E]

[91ES10]
[94E]

[92ES10]

[95E]

: ¢, Como podria asegurarlo?
: Porque son li, y tienen 2, en W al final, en W los que hacen
mover los elementos es el ay el b no mas.

. Perfecto, muy rapidamente.

Pregunta 9

. Este es el generado por el 1,0,1y el 0,1,1.

: ¢,De donde saco eso?
: Puse los tres vectores, escaloné, y se me eliminé uno.

: Haa...

: Ahora, y éste es lo mismo que éste, porque a través de por
operaciones puedo cambiar para alla...y me quedan, serian
iguales, V igual a W eso si. Haber esto serian, los x y z que
suman cero, el otro no porque dice que la suma de los elementos
tiene que sumar cero y aca tengoel 1y el 1y eso suma 2.

: ¢, Y qué puede decir ahi?

: Que el vector (1,0,1) pertenece a U, y 1+1 es distinto de cero,
entonces U es igual a W, pero U es distinto de V, y W también es
distinto de V, también tengo el mismo, no son iguales.

: Bien.

Pregunta 10

: Una base para esto.

: Aqui estaba con las operaciones, y ;Qué pasd con las
operaciones. No siguio.

: No es que va quedar igual, no sacaba nada con seguir haciendo
algo.

: Ya.
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[93ES10]

[96E]
[94ES10]

[97E]
[95ES10]

[98E]
[96ES10]

[99E]
[97ES10]

[100E]
[98ES10]

[101E]
[99ES10]

[102E]
[100ES10]

[103E]
[101ES10]

[104E]
[102ES10]

[105E]
[103ES10]

[106E]
[104ES10]

. (sacando cuentas) -4y-x+t=0 x, haber el t lo vamos aponer, el y
ahi, no el z va a ser x+2y. Y el t va a ser 4y+x, entonces la base
(1,0,1,1)y el (0,1,2,4).

: ¢, Qué tipo de objetos tenia V?

: Matrices, asi, lo escribo bien...

posicidn....me va a dar cero; después tengo el “y”, el “2” que es el
tercer vector, y después siempre se me olvida devolverme.....el x
elyelzelt.

El “x” aqui, el “y” era la segunda

: Esa es una base para....
: Para V.

Pregunta 11

: La ultima y volvemos a la....
: A la otra que estaba pegada. a,b en (resolviendo). Hay que ver
la independencia lineal entre los elementos?

: Claro si S1 es li...
. li respecto a s2 o a los elementos.

: A'los elementos, es un conjunto li o Id.
: Son |d, ...son li digo.

: Son .
: Si.

: Ahora vamos al otro.
: Es que estaba haciendo eso, pensé que a lo mejor podia ser
otra la pregunta.

: Que era combinado asi, no; cada uno por separadito.

: Entonces, uno a la alfa, dos a la beta, uno a la alfa, uno mas 2 a
la beta igual cero, y uno, mas uno igual a cero. Los uno, uno mas
uno, eso No pasa nunca.

: No.
: Entonces, no puedo, no puede....

: En R no.
: No, estoy en R asi que...

: ¢, Donde pasaria eso? En...
: En Z2
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[107E]
[105ES10]

[108E]
[106ES10]

[109E]

[107ES10]
[110E]
[108ES10]

[111E]

[109ES10]

[112E]
[110ES10]

[113E]
[111ES10]

[114E]
[112ES10]

[115E]
[113ES10]

[116E]
[114ES10]

: Z2. iEl caso de Z27?
: No, estoy trabajando en R, entonces no, no es li. No es que no
sea li, no es espacio vectorial.

. ¢, Por qué?

: Porque para ver li yo tendria que los 2 sean cero para que me
dé la suma de los dos cero, pero aqui, ya la suma no estaria
como bien definida, porque la suma me la definieron de esa
forma, y aunque yo ponga, si pongo cero aca, de que no son li no
son.... Hay pero a lo mejor le puedo poner, porque esto no es
porque yo no escogi el alfa y el beta, es para cualquier alfa y beta
arbitrario, el uno a la alfa siempre me va dar uno y el uno a la beta
siempre me va a dar uno, y eso siempre va a ser cero.

. Claro, y usted esta trabajando con estos vectores en particular,
no con un vector genérico, un (a,b) y un (c,d); entonces la
pregunta es en base a esto.

: Yo creo que ese... no es subespacio, de V.

: No, esos son conjuntos no mas, ese dos es un conjunto, un
conjunto.
: No tiene que ser subespa......

: No, es un conjunto, este S1 es un conjunto formado por 2

vectores, entonces, ver si ese conjunto es li, este conjunto
formado por esos dos vectores.
- Noesli.

: ¢, COmo es entonces?
: Es nada en realidad creo, es un conjunto nada mas.

: Es un conjunto. Entonces no es...completemos la frase...
- Noes li.

. Entonces, nos quedaria ésta haber si podemos echar ...
: Pensar eso...

Pregunta 12

: Un vistazo, a la pendiente... Cuénteme eso que esta pensando.
: Es que en realidad cuando yo pienso en ver que sea espacio
vectorial, para hacerla como mas, en poco espacio, yo pienso
como mas en verlo como que es subespacio porque, incluso con
uno estoy lista, entonces estaba pensando en sumar x+y+alfa
veces otro y que me.... Ver que estuviera ahi.

: Que fuera en los R-{0}.
: Claro. No ,realmente no... no sé como evaluarlo.
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[117E]
[115ES10]

[118E]
[116ES10]

[119E]
[117ES10]

[120E]
[118ES10]

[121E]
[119ES10]

[122E]
[120ES10]

[123E]
[121ES10]
[124E]
[122ES10]

[125ES10]

: Ya no importa.
: Yo diria que no,.... si me preguntan ;es?; si me preguntan: ;se
puede definir?, yo diria que no.

: ¢ Y podria argumentar por qué?, le es mas facil argumentar eso?
: Porque cualquier multiplicacion, como el hecho de que la suma
sea una multiplicacion, al multiplicar por otra cosa, siempre me va
a quedar cero si esa otra cosa es cero.

: Anote ahi, ese es el argumento que esta dando...

: Estaba pensando en otra cosa ahora, en los ejemplos como los
que habiamos visto anteriormente, la multiplicacion por escalar la
definia con potencia, y ahi una potencia elevaba a cero nunca es
cero, eso si podria funcionar, yo creo, haber. Porque si yo hago:
alfa x+y = alfa x y. Esto podria definirse como alfa y, x y a la alfa,
y si esto es cero, bueno aunque fuera, no importa lo que sea....

: ¢, Y van a ser cero esos de abajo?
: No, pero sin importar lo que fuera incluso alfa puede ser
cualquier numero, y eso pertenece a R-{0}, ahi si me funcioné.

: ¢, Como descubrio eso?
: Porque miré los otros ejemplos.

: Entonces seria una alternativa, ¢ Y esa funcion?
: Si.

: Entonces cual seria su definicion, hubiese definido, otra. Cual es
su definicidn precisa y concreta.
: La suma x por y, y la multiplicacion... Ese x, elevado a alfa.

: ¢ Qué gracia tiene eso? ;Qué andaba buscando usted que
tuviera eso?
: Que al ponderar, quedara, quedaran R-{0}, eso.

. Si, Maurren, es eso, esta bien. Muchas gracias Maureen, muy
agradecida de que me haya respondido estas preguntas.

400



