INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL

CENTRO DE INVESTIGACION EN
CIENCIA APLICADA Y TECNOLOGIA AVANZADA

El desarrollo de un pensamiento
deductivo en el Bachillerato
Diversificado en un ambiente de
Geometria Dinamica

Tesis que para obtener el grado de
Maestro en Ciencias en Matematica Educativa

Presenta:
Luis Mario Dalcin Oliveira

Director de Tesis: M. en C. Angel Homero Flores Samaniego
Codirector de Tesis: Dr. Apolo Castafieda Alonso

México, D.F. a Febrero de 2006.




- 5IP-14

INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
SECRETARIA DE INVESTIGACION Y POSGRADO

ACTA DE REVISION DE TESIS

En la Ciudad de México siendolas  11:00 horasdeldia 26 delmesde

enero del 2006 se reunieron los miembros de la Comisién Revisora de Tesis designada
por el Colegio de Profesores de Estudios de Posgrado e Investigacion de  CICATA LEGARIA
para examinar la tesis de grado titulada:

“El desarrollo de un pensamiento deductivo en el Diversificado en un ambiente de Geometria

Dinamica.”
Presentada por el alumno:
Dalcin Oliveira Luis Mario
Apellido paterno materno nombre(s)

Con registro:Lt\ 0 |1 [O 6 7 4 —‘

aspirante al grado de:
Maestro en Ciencias en Matematica Educativa

Después de intercambiar opiniones los miembros de la Comisibn manifestaron SU
APROBACION DE LA TESIS, en virtud de que satisface los requisitos sefialados por las
disposiciones reglamentarias vigentes.

LA COMISION REVISORA

Director de tesis

o, L

M. en C. Homero Flores Samaniego

Codirector
\LJ‘ K)JU\CJL & .
Dr. Apolo Castdfieda Alonso ?r. Fran czsjo Savier Lezama Andaidn
CICAIA - IPN
Centro de Investigacion en Clenci
Aplicada y Tecnologia Avanzadc —
? del Instituto Politécnico Naclong J = kMp g .
Dr. Gustavo Martinez Sierra —— Dra. Claudia Margarita Acufa

EL PRESIDENTE PEL COLEGIO

Dr. José Antonio Iran Diaz Géngora




INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
SECRETARIA DE INVESTIGACION Y POSGRADO

CARTA CESION DE DERECHOS

En la Ciudad de __ México  dia 26 del mes__enero afio 2006 , el (la) que
suscribe__Luis Mario Dalcin Oliveira alumno (a)
del Programa de_Maestria en Ciencias en Matematica Educativa con namero

de registro _ A010674 , adscrito al _Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y

Tecnologia Avanzada , manifiesta que es autor (a) intelectual del presente trabajo

de Tesis bajo la direccion de _M. en C. Homero Flores Samaniego y cede los derechos

del trabajo intitulado _”El desarrollo de un pensamiento deductivo en el Diversificado en un

ambiente de geometria dinamica” , al Instituto Politécnico

Nacional para su difusién, con fines académicos y de investigacion.

Los usuarios de la informacion no deben reproducir el contenido textual, gréficas o datos del
trabajo sin el permiso expreso del autor y/o director del trabajo. Este puede ser obtenido
escribiendo a la siguiente direccion __filomate@adinet.com.uy . Si el

permiso se otorga, el usuario debera dar el agradecimiento correspondiente y citar la fuente del

mismao.

(D

.7

Luis Mario Dalcin Oliveira
Nombre y firma



Indice

(€101 0 P 4
Relacion de cuadros, tablas y figuras..........cooovvviiii 5
ST U 1 1< o PP 6
Y 011 = Tod SRS PP 7
I [ a1 oo [V Yo of Lo ] o B PP 8
1.1 Justificacion del trab@ajo ...........uuveiiiiiiiii e 9
2 © ] o 1= 1Yo PSS 13
P2 Y/ T o o T (= 01 o 1N 15
2.1 ESqQuEmMas de demMOSLIACION ........uuiiiiieeeiiiiiiiie e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e enes 21
2.2 TIPOS A€ PrUEDA.......eeiee e e 27
2.3 El modelo van Hiele de pensamiento geOMELtriCO............uueeeeeeeeeriiiiiiiiiiieeee e 31
3. La ensefanza de la demostracion en la literatura.........cccccceeeeiiiiiiiiieieieeeeeeeee, 35
3.1 Funciones de 1a demOSIraCioN .........ooovviiiiiiii 35
3.2 La demostracion geométrica en un ambiente de Geometria Dindmica (GD) .......... 42
3.3 ANTECERUBNTES ... 43
4. Desarrollo experimental y Metodologia.........coovvviiiiiiiiiie i 50
4.1 DescripCion del @XPEriMENTO ........uuiiiiiiieeiii ittt e e e e e e e e anes 50
4.2 Justificacion de las actividades propuestas..............ueeevieeeieiieeiiiiiieee e 52
4.3 Metodologia de INVESHGACION ..........eiiiiiieiiiiiiiiiiiie e e e e 53
5. Andlisis de datoS Y reSUItAd0OS .. ..eiiiiii i 59
6. CONCIUSIONES Y SUGEIEINCIAS ..vvvuviriiinniniiiiiiiiiitiiiiiiiisaebaeaeeasbnbbbabsbsbeenbbeebeebsneaennaaaane 81
A 2 = 1] = ] T T PP 89
APENAICE 1L ACHVIAAUES ...t e e e e e eeeeeas 95
Apéndice 2 Argumentos vertidos por cada pareja de estudiantes.............................. 101



Glosario
Educacion Media Superior: Se refiere a los ultimos tres afios, de un total de seis, de la

ensefianza media en Uruguay. Comprende el Bachillerato Tecnoldgico (Consejo de
Ensefianza Técnico Profesional) y el Bachillerato Diversificado (Consejo de Ensefianza

Secundaria) y corresponde al 10°, 11° y 12° afios de escolarizacion.

Bachillerato Diversificado: Se refiere a los tres ultimos afios de la ensefianza
secundaria en Uruguay. El primer afio es comun, el segundo afio est4 organizado en
tres Orientaciones y cada una de estas Orientaciones abre la posibilidad a dos
Opciones en el tercer afio, cada una de las cuales habilita el ingreso a diferentes
Facultades. Abarca la franja de edades que van de los 16 a los 18 arfios

aproximadamente.

Demostracion en las matematicas escolares: segun Godino y Batanero (1994) hay
distintos objetos demostracion segun el contexto institucional en el que se den. La
institucion considerada en nuestro caso es la de las matematicas escolares y nuestro
objeto de estudio es la demostracion entendida como un objeto matematico que es un
emergente de un sistema de practicas argumentativas significativas dentro de la
matematica, puestas en juego por los estudiantes o el profesor, en situaciones donde
deben validar una conjetura (en nuestro caso geométrica), mediante un razonamiento
deductivo, en el salén de clase. Argumentar es ofrecer un conjunto de razones en
apoyo de una conclusion, los argumentos son intentos de apoyar ciertas opiniones con

razones.

Esquema de demostracién de una persona: concepto usado por Sowder y Harel
(1998) para referirse a lo que constituye el autoconvencimiento y la persuasion para esa

persona.

Prueba: Balacheff (1998, 2000a) usa esta nocidén para designar una explicacion cuyo
fin es establecer la veracidad de un enunciado y que es reconocida y aceptada por un
colectivo. Esta puede evolucionar o cambiar con el tiempo y puede ser aceptada por un

colectivo y no por otro.

Niveles de van Hiele de pensamiento geométrico: segun la teoria de los van Hiele

(Gutiérrez y Jaime, 1991, 1996; De Villiers, 1999) el pensamiento geométrico de los



estudiantes pasa por cinco niveles de razonamiento. Cada nivel lleva asociado un tipo

de lenguaje para comunicarse y un significado especifico del vocabulario matematico.

Relacién de cuadros, tablas y figuras

N° | Descripcion del cuadro, tabla o figura Pag.

1 Cuadro que ilustra la estructura del Bachillerato Diversificado en 10
Uruguay Y la carga horaria de matematica.
Cuadro que ilustra los esquemas de demostracion de un individuo

2 | propuestos por 17
Sowder y Harel (1998).

3 Cuadro que ilustra los tipos de prueba propuestos por Balacheff (1998, 21
2000a).

4 Figu_raI gue acompaiia un ejemplo de prueba intelectual-experiencia 22
crucial.
Cuadro donde figuran Niveles de van Hiele, tipos de prueba y esquemas

5 | de demostracion de las pruebas elaboradas por parejas que trabajaron 53

con lapiz y papel.

Cuadro donde figuran Niveles de van Hiele, tipos de prueba y esquemas
6 |de demostracidn de las pruebas elaboradas por parejas que trabajaron 54
en un ambiente de Geometria Dinamica.




El desarrollo de un pensamiento deductivo
en el Bachillerato Diversificado en un
ambiente de Geometria Dinamica

Resumen

Con el fin de ir construyendo los fundamentos de una propuesta de ensefianza para
alumnos que contribuya al logro de los fines de la Ensefianza Media Superior en el
Uruguay, presentamos un estudio sobre la ensefianza de la demostracion, en torno al

trabajo en un ambiente de Geometria Dinamica.

Nos planteamos como objetivo para el presente trabajo investigar de qué manera afecta
la Geometria Dinamica la produccién de un razonamiento deductivo en estudiantes de
Bachillerato Diversificado que trabajan en la formulacion y la validacién de conjeturas

referidas a actividades de geometria en el salon de clase.

Para ello propusimos una secuencia de actividades a dos grupos de estudiantes (que
trabajaron en parejas) de 2° afio de Bachillerato Diversificado, Orientacion Cientifica
(16-17 afos), del Uruguay, en sus cursos curriculares de geometria, uno de los cuales
trabaja en un ambiente de Geometria Dinamica y el otro con lapiz y papel. Esto se hizo

con el objetivo de analizar sus respectivas producciones y comparar su desempefio.

Los resultados se analizaron de acuerdo con los esquemas de demostracién de Sowder
y Harel (1998), con los tipos de prueba propuestos por Balacheff (1998, 2000a), y con
los niveles de pensamiento geométrico de van Hiele (Gutiérrez y Jaime, 1991, 1996; De
Villiers, 1999).



Development of deductive thinking
in Bachillerato Diversificado students within a
Dynamic Geometry environment

Abstract

The aim of this study on the teaching of proof about the work in a Dynamic Geometry
environment is to build the foundations of a teaching proposal that will help in the

achieving of the goals in Upper Middle School level (High School) in Uruguay.

The objective of this work is to investigate how the Dynamic Geometry affects the
production of a deductive reasoning in students of Diversified High School when they

face the posing and validation of geometry activities in classroom.

For that purpose we posed a series of geometry activities to two groups of students
(working in pairs) of 2° year of Diversified High school, Scientific Orientation (16-17
years), as part of they regular geometry class. One of the groups worked in a Dynamic
Geometry environment and the other one with pencil and paper. This with the objective

of analyze their respective productions and compare their performances.

The results are analyzed according to Sowder and Harel (1998) proof schemes, to the
types of tests proposed by Balacheff (1998, 2000a), and to the van Hiele geometric
thinking levels (Gutierrez and Jaime 1991, 1996; De Villiers 1999).



1. Introduccioén

La demostracion ha sido considerada tradicionalmente como herramienta para verificar
afirmaciones matematicas y de esta manera establecer su validez universal. Esta es la
razon principal de su inclusion en el curriculum, ademas de servir como medio de
ensefiar el razonamiento deductivo. Su presencia en la ensefianza, hasta este
momento, responde a necesidades internas de la matematica, de esta manera el
énfasis esta puesto en los aspectos formales y no fundamentalmente en las condiciones

de su aprendizaje por parte de los estudiantes.

El fracaso en la ensefianza de la demostracion, a la manera de la nueva Matematica
por ejemplo, el reconocimiento de que la actividad de demostrar debe tener en cuenta
los motivos de los propios estudiantes y la aparicién de programas computacionales de
Geometria Dinamica (GD) han llevado a buscar alternativas para su ensefianza y su

aprendizaje. (Hadas, Hershkowitz y Schwarz, 2000, pag. 127)

Hoy en dia, los Standards and Principles for School Mathematics (NCTM, 2000)
promueven “aprender a razonar y construir demostraciones como parte de la

comprension matematica para que todos los estudiantes

e reconozcan los razonamientos y las demostraciones como partes esenciales y

poderosas de las matematicas;
« hagan e investiguen conjeturas matematicas;
o desarrollen y evallen argumentos matematicos y demostraciones;
e seleccionen y usen varios tipos de razonamiento y métodos de demostracion.”

En esta nueva concepcion, como lo veremos mas adelante, la demostracién juega un
papel mas amplio que el de justificar teoremas. Aqui los aspectos sintacticos ya no son
relevantes y si importan los significados que se le asignan a los argumentos por parte
de los estudiantes. Se hace asi necesario saber cuales son las formas en que éstos
entienden lo que es una demostracién y es en ese sentido que se presentan los
trabajos de Sowder y Harel (1998) y de Balacheff (1998, 2000a). También se hace
necesario disponer de herramientas que nos permitan entender las peculiaridades del



proceder de los estudiantes cuando trabajan en geometria: recurrimos al modelo de
pensamiento geométrico de van Hiele; y en particular cuando lo hacen en un ambiente
de GD.

1.1 Justificacion del trabajo

La ensefianza de la demostracion en general y de la demostracion geométrica en
particular ha sido objeto de numerosos estudios a nivel internacional (asi lo atestiguan,
entre otros, el International Newsletter on the Teaching and Learning of Mathematical
Proof, pagina Web mantenida por Balacheff desde 1997; el grupo de trabajo en torno a
la demostracién creado a partir de ICME 8 (1996) y la inclusion de la demostracion
como topico independiente en los Standards and Principles for School Mathematics
(NCTM, 2000)). Esta preocupacion creciente ha sido motivada por tres razones
fundamentales: el fracaso en la ensefianza de la demostracion, el reconocimiento de
que la actividad de demostrar debe tener en cuenta los motivos de los propios
estudiantes, y por la aparicion de programas computacionales de Geometria Dinamica.
(Hadas, Hershkowitz y Schwarz, 2000, pag. 127)

De acuerdo con los fines de la Educacién Media Superior' (EMS) de Uruguay (Comisién

TEMS, 2002) ésta debe posibilitar que los estudiantes puedan:
v desarrollar las competencias para seguir aprendiendo en niveles superiores;
v/ tomar decisiones en situaciones nuevas e imprevistas;

v ser capaces de enmarcar y orientar los conocimientos, producciones y decisiones en

valores universales consensuados socialmente;

v estimular y desarrollar la capacidad de crear e innovar, a los efectos de hacerlo

competente para promover sus propios aportes a la sociedad y a la cultura.

Para hacer posible estas intenciones se propone que al terminar la EMS el estudiante

logre (entre otras cosas):

! Se refiere a los Gltimos tres afios, de un total de seis, de la enseflanza media. Comprende el Bachillerato
Tecnolégico (Consejo de Ensefianza Técnico Profesional) y el Bachillerato Diversificado (Consejo de Ensefianza

Secundaria) y corresponde a los 10°, 11° y 12° afios de escolarizacion.



v" Un desarrollo y profundizacion de la autonomia intelectual, el pensamiento critico y

la capacidad de problematizacion.
v' Una alfabetizacion matematica que le permita:

o Utilizar la matematica —sus conceptos y procedimientos— en la resolucion de

problemas de la vida y de otras disciplinas;

e Desarrollar y poner en accion su capacidad de andlisis de situaciones-
problema y razonar adecuadamente en busca de soluciones apelando a

modelos mateméticos;
o Comprender y utilizar el lenguaje matematico (comunicacion matematica), y

o Desarrollar el gusto y el placer por la matemética como ciencia y como

herramienta.
v" Un desarrollo y profundizacion de las competencias cientificas para que pueda:

e Interpretar y comunicarse a través de codigos verbales y no verbales

relacionados con el conocimiento cientifico;
o Conocery aplicar estrategias propias del método cientifico.

El Bachillerato Diversificado (BD) tiene un primer afio comdn, un segundo afio
organizado en tres Orientaciones: Humanistica, Bioldgica, Cientifica, y cada una de
estas Orientaciones abre la posibilidad a dos Opciones en el tercer afio (ver cuadro),

cada una de las cuales habilita el ingreso a una Facultad.

La carga horaria de matematicas varia segun la Orientacion o la Opcién (ver cuadro).
La Orientacion Cientifica, donde desarrollamos la experiencia, tiene un curso de
Geometria Euclidiana y uno de Algebra de 6 horas semanales (de 40 minutos) cada uno
separadas en 4 horas teéricas y 2 practicas. Cada uno de estos cursos se aprueba
mediante un examen final, pudiendo exonerarse la parte teérica por actuacién en el

afio (con 7 o mas en 12).
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1° 2° Orientacion: 3° Opcién:
o Ingenieria (16)
Cientifica (12) Arquitectura (6)
Medicina (5)
Agronomia (5)
Economia (11)
Derecho (0)

Coman (4)

Bioldgica (5)

Humanistica (5)

La préactica de la ensefianza de la matematica en BD ¢ contribuye a las metas que se
plantean para la EMS? Veamos cual es esta préctica en tres niveles: curricular, el de los

libros de texto y el del salon de clase.

Si atendemos a los programas propuestos en Uruguay, que no son mas que un listado
de contenidos, encontramos una fuerte tendencia a presentar una matematica
axiomatizada, donde la demostracion es entendida como demostracion formal. A modo
de ejemplo, el tema que mas aparece en los distintos programas de BD es la axiomatica
de numeros reales (Wschebor, 2001, pag. 11), aunque el modelo por excelencia de
sistema axiomatico lo encontramos en la geometria métrica (2° afio de BD, Orientacién

Cientifica).

Los textos usados en BD y en especial los de geometria también tienen una fuerte
preocupacion por la axiomatica. A fines de los 80 e inicios de la década siguiente se
produjo una critica a la construccién axiomatica de la Geometria Euclidiana, como la del
Curso de Geometria Métrica Tomo 1: Fundamentos de Pedro Puig Adam (edicion
original de 1947), que se venia usando, por considerar que estos enfoques aislan la
Geometria Euclidiana del resto de la matematica, pero sin abandonar la propuesta de
construir la matematica a partir de axiomas. “Hemos decidido evitar los Sistemas
Axiomaticos Clasicos para la Geometria Euclidiana. Entre los argumentos que justifican
tal decision, sefialamos que se prefiri6 un paquete de axiomas mas fuertes, que
reafirmen conceptos centrales de la Matemética (conjunto, clases de equivalencia,
orden, funciones, transformaciones, etc.), que agilicen los desarrollos, entre los que se
destaca el Axioma Métrico que motiva la introduccién rapida del Namero Real”, nos

dicen los autores, docentes de renombre a nivel nacional, de las Guias de Geometria
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(Casella et al., 1992, pag. 2). Es clara la influencia de la llamada Matematica Moderna?
en estos cambios y llamativo el retraso con que llegan dichos cambios a los textos de

geometria del Uruguay.

¢Cual es la dinamica en un salén de clases? Los cursos estan divididos en clases
tedricas y practicas. En las primeras el docente, en forma expositiva, desarrolla la teoria
siguiendo la secuencia: axioma, definicion, teorema -demostracién—, definicién,
teorema —demostracion— ... En esta dindmica se entienden las demostraciones como un
encadenamiento meramente légico de conclusiones en el marco de un sistema
axiomatico. En las clases practicas el estudiante debe intentar resolver un listado de
ejercicios que son aplicacion directa de los teoremas demostrados en las clases
tedricas. El docente resuelve algun ejercicio que sera tomado como modelo a seguir por
los estudiantes: nuevamente las justificaciones por parte del estudiante son

reproducciones de las del docente.

Como dice Recio (2001, pag. 17) “El profesor muestra, de modo sistemaético, la prueba
de todos los resultados que enuncia, porque considera que el analisis y comprension de
las mismas por los alumnos es una fuente insustituible de entrenamiento en las formas
peculiares de razonar y de usar los hechos basicos de la teoria que explica”. El profesor
demuestra hechos mateméticos durante la mayor parte del tiempo de clase y se espera
gue los estudiantes aprendan este proceso observando al profesor. De esta manera, las
demostraciones le son impuestas al estudiante basandose en dos supuestos: su valor
propedéutico para estudios posteriores y porque el ver demostrar, de manera gradual,
desarrollard en el estudiante la capacidad de hacer demostraciones y por ende de
razonar. Pero este segundo supuesto es cuestionable ya que segun Hanna (citado en
Recio, 2001, pag. 9): “Ninguna investigacion convincente ha confirmado la hipétesis de

que una dedicacibn a las demostraciones matematicas haya resultado en una

2 por Matemética Moderna hacemos referencia aqui a la reforma que se originé en Estados Unidos y Europa a inicios
de la década del 60 y que implico grandes cambios en los contenidos matematicos a ensefiar en la ensefianza
preuniversitaria, a saber: introduccién de la teoria de conjuntos, simbolismo moderno, erradicacion de la geometria
euclidiana, introduccidn de las estructuras algebraicas y de sistemas axiomaticos, espacios vectoriales, entre otros.
En cuanto a la demostracién en el ambito escolar, la Mateméatica Moderna promovia una concepcién con un fuerte

caracter formalista.
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transferencia de este aprendizaje en forma de capacidades para aplicar habitos de

raciocinio en otras areas del curriculum®.

¢,Cuales son los resultados obtenidos con esta ensefianza? Van en el mismo sentido de
lo dicho por Hanna (parrafo anterior), como se evidencia en las conclusiones de la
prueba de matemética aplicada a grupos de 3er afio del BD por la CEPAL con un doble
objetivo: “...identificar los conocimientos matematicos efectivamente incorporados por
los estudiantes a lo largo de casi doce afios de educacion formal y ...captar la
capacidad de razonamiento adquirida en tal periodo de escolarizacién.” (Rama et al.,

1994, pag. 81); en tales conclusiones nos informan que: “...con el criterio estricto
manejado en estandares internacionales (60% del puntaje) s6lo 1 de cada 15
estudiantes aprobaria la prueba y con un criterio mas benévolo (41% al 60%) lo haria 1
de cada 5”... “1 de cada 3 estudiantes logra menos de 5 puntos. Dicho de otra forma, su
rendimiento no le permite a ese estudiante alcanzar el décimo del puntaje de la prueba.
En este sentido, poco importa cudl sea la orientacion de los estudios en este resultado,
ya gque con los ejercicios de légica o de uso social —que sélo reclaman conocimientos

aritméticos basicos— un estudiante podria lograr 24 puntos.” (ibidem, pag. 83)

Resulta claro, entonces, que la ensefianza de la demostracion presente en los
programas, los textos y el salon de clase no aportan a la formacion del estudiante en el
sentido esperado.

Surge asi la necesidad de pensar en alternativas donde la ensefianza de la matematica

contribuya efectivamente a los fines que se plantea la EMS.
1.2 Objetivo

Con el fin de ir construyendo los fundamentos de una propuesta de cambio curricular y
de ensefianza para alumnos que contribuya al logro de los fines de la EMS en el

Uruguay, nos

planteamos como objetivo del presente trabajo responder la siguiente pregunta de

investigacion:

¢,Como afecta la Geometria Dinamica la produccién de un

razonamiento deductivo en estudiantes de Bachillerato Diversificado

13



gue trabajan en la formulacién y validacion de conjeturas referidas a

actividades geométricas en el salon de clase?

Para ello propusimos una secuencia de actividades a dos grupos de estudiantes (que
trabajaron en parejas) de 2° afio de Bachillerato Diversificado, Orientacion Cientifica
(16—-17 afnos), del Uruguay, en sus cursos curriculares de geometria, uno de los cuales
trabajé en un ambiente de Geometria Dindmica y el otro con lapiz y papel. Esto se hizo
con el objetivo de analizar sus respectivas producciones y establecer puntos de

encuentro y desencuentro entre las mismas.
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2. Marco teoérico

Asumimos en este trabajo la teoria semantica de Godino y Batanero (1994) en la que el

conocimiento matematico se da en dos niveles: institucional y personal.

Por practica personal se entiende a toda actuacion o manifestacion (linguistica o no)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion, validar la solucion y generalizar a otros contextos y problemas. Dicha practica
personal es significativa si, para la persona, esta practica desempefia una funcion para
la consecucion del objetivo. Un objeto personal es un emergente del sistema de

practicas personales significativas asociadas a un campo de problemas.

Una institucion estéa constituida por las personas involucradas en una misma clase de
situaciones probleméticas. El compromiso mutuo con la misma problematica conlleva la
realizacion de unas practicas sociales compartidas, las cuales estan, asimismo, ligadas
a la institucion a cuya caracterizacion contribuyen. Un objeto institucional es un

emergente de un sistema de practicas sociales asociadas a un campo de problemas.

Segun los autores, en un mismo campo de problemas que en una institucion ha dado
lugar a un objeto institucional con determinado significado, en una persona puede dar
lugar a un objeto personal con significado no idéntico al institucional. La interseccién de
estos dos sistemas de practicas es lo que desde el punto de vista de la institucién se
consideran manifestaciones correctas, esto es, lo que la persona ‘conoce’ o
‘comprende’ del objeto desde el punto de vista de la institucion. El resto de practicas

serian consideradas ‘erroneas’ desde el punto de vista de la institucion.

La institucion considerada en nuestro caso es la de las matematicas escolares y nuestro
objeto de estudio es la demostracion entendida como el objeto matematico emergente
de los argumentos significativos puestos en juego por los estudiantes, en situaciones
donde deben validar conjeturas previamente formuladas en torno a actividades de

geometria en el salon de clase.

En esta alternativa, la demostracion jugaria un papel importante en la consecucion de
los fines de la EMS en nuestro pais. Para ello es necesario concebir la demostracién no

de una manera rigida, absoluta y referida a una matematica axiomatizada sino en el
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marco mas amplio de las practicas argumentativas significativas y por tanto aceptar que
hay distintos objetos sujetos a demostracion segun el contexto institucional en el que se
den: fundamentos de la matemética, matemética profesional, mateméaticas de la vida

cotidiana, ciencias experimentales, matematicas escolares.® (Godino y Recio, 1997)

Que un estudiante haga uso de un razonamiento deductivo para validar una afirmacion
matematica es la meta a alcanzar, pero coincidimos con la concepcién que aparece en
los Estandares en que el recorrido bien puede iniciarse en los primeros afios escolares.
Los Estandares plantean para los primeros afios de Ensefianza Primaria (ciclo P-4) que
“Durante estos afios, el razonamiento matematico debe incluir todo tipo de pensamiento
informal, conjeturas y validaciones que ayuden a los nifios a darse cuenta de que las
matematicas tienen sentido.” (pag. 28) Para los Gltimos afios de Ensefianza Primaria y
los primeros de Ensefianza Secundaria (ciclo 5-8) plantean como objetivo un tipo de
razonamiento fundamentado en lo concreto, en métodos inductivos y en formas

deductivas elementales.® Para los Ultimos afios de Ensefianza Secundaria y

® En los fundamentos de la matemética la veracidad de un teorema se basa en la validez de las reglas l6gicas usadas
en la demostracion, el teorema aparece como una consecuencia légica y necesaria de las premisas de que parte
mediante la correspondiente inferencia deductiva. Un teorema aceptado como verdadero tiene validez universal e
intemporal garantizada por la validez de las reglas usadas en la demostracién.

En las matematicas profesionales las demostraciones son deductivas pero no formales, se expresan mediante el
lenguaje ordinario completado con el uso de expresiones simbdlicas. No hay un estandar del grado de rigor y
sistematizacion que se le debe exigir a una demostracion.

En la vida cotidiana muchas veces basamos nuestras conclusiones en razonamientos inductivos o analdgicos (lo que
es verdadero algunas veces lo sera siempre en circunstancias semejantes).

En las ciencias experimentales la validez de un enunciado no es absoluto y universal, se incrementa a medida que se
observan mas hechos que se ajusten al enunciado, y que no se cumpla en algunas situaciones no invalida
completamente el enunciado.

* En los niveles P-4, el estudio de las matematicas debe hacer hincapié en el razonamiento, para que los estudiantes
sean capaces de: llegar a conclusiones logicas en matematicas; usar modelos, hechos conocidos, propiedades y
relaciones para explicar sus ideas; justificar sus respuestas y sus modelos resolutivos; hacer uso de sus estructuras
conceptuales y conexiones para analizar situaciones matematicas; creer en el significado de las matematicas.

5 En los niveles 5-8, el razonamiento debe impregnar todo el curriculo de matematicas para que los estudiantes sean
capaces de: reconocer y aplicar razonamientos deductivos e inductivos; entender y aplicar procesos de razonamiento;
hacer y evaluar conjeturas y argumentos matematicos; dar validez a sus propias ideas; apreciar la utilidad y la

potencia que tiene en toda situacion el razonamiento como parte de las matematicas.
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Bachillerato (ciclo 9-12) —lo que nos interesa aqui— plantean que “a medida que los
contenidos van siendo mas profundos y complejos, debe mantenerse el énfasis en la
interaccién que se da entre la formulacién de hipoétesis y el razonamiento inductivo, y en

la importancia de la verificacion deductiva.”® (pag. 148)

Debemos tener presente que lograr el dominio de la demostracion por parte de los
estudiantes es un proceso prolongado que ird tomando distintas formas a lo largo del
trayecto escolar.

Segun Balacheff (2000a), en la ensefianza tradicional la veracidad de un enunciado que
se debe demostrar no se cuestiona, la demostracion cumple centralmente una funcién
evaluadora del aprendizaje que el estudiante ha logrado. Las demostraciones son
hechas a solicitud del profesor que es quien evalla, de ahi que el principal recurso del
estudiante sea tratar de reproducir o imitar las demostraciones expuestas por el
profesor o que aparecen en el libro de texto. En esa dinamica dificiilmente los

estudiantes puedan ir construyendo significados de la actividad de demostrar.

Si reconocemos que los procesos de validacién que se ponen en juego en ensefianza
primaria son diferentes de los puestos en juego en la ensefianza media y estos a su vez
distintos de los del Bachillerato, “es necesario tomar en consideracion la racionalidad de
los alumnos y las condiciones de su evolucién.” (Balacheff, 1987, citado en Godino y
Recio, 2001, pag. 412)

Balacheff concibe prueba como una explicaciéon cuyo fin es establecer la veracidad de
un enunciado y que es reconocida y aceptada por un colectivo. Esta puede evolucionar

o cambiar con el tiempo y puede ser aceptada por un colectivo y no por otro.

Demostracion es una prueba con una forma particular: es una sucesion de enunciados
cada uno de los cuales es, o bien una definicion, axioma o teorema, o bien es derivado

deductivamente de los enunciados mencionados.

® En los niveles 9-12, el curriculo de mateméticas debe incluir experiencias numerosas y variadas que refuercen y
amplien las destrezas de razonamiento légico para que todos los estudiantes sean capaces de: elaborar y comprobar
conjeturas; formular contraejemplos; seguir argumentos ldgicos; juzgar la validez de un argumento; construir

argumentos sencillos validos.
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Asi como la demostracion es el proceso deductivo de validacion en la matemética y
cumple una funciéon de comunicacién entre los matematicos, la prueba es el proceso de
validacion —mediante una explicacion no necesariamente deductiva- que elabora y

acuerda un colectivo de estudiantes frente a una conjetura en el salon de clase.

“Crear las condiciones que permitan restaurar dentro del aprendizaje en situacion
escolar el significado original de la demostracién es una cuestion importante para la
didactica de las matematicas. Pensamos que uno de los medios para lograrlo consiste
concretamente en situar de nuevo la demostracion en una préctica social, en un
debate en el que esté en juego el valor de verdad de una asercién. Para esto es
necesario que los partenaires se pongan de acuerdo sobre las reglas del debate,
es decir, sobre la construccion y aceptacioén de un sistema comun de validacion.
Pensamos que, una vez colocados en este tipo de situacion, los alumnos podran
mas facilmente reconstruir y apropiarse del sistema de validacion especifico de

las matematicas.” (Balacheff y Laborde, 1998, pags. 268-269)

Balacheff propone estudiar la demostracion desde el punto de vista de las
practicas mateméaticas de los estudiantes en el salén de clase y no desde el punto
de vista logico, centrando la atencién “en como llegan los estudiantes a la

convicciéon de la validez de la solucién propuesta.”’ (1998, pag. 216).

Asi pues, en la institucion de las matematicas escolares nos cefliremos a la

siguiente definicion de demostracion:

Demostracion es un objeto matematico que es un emergente de un
sistema de practicas argumentativas significativas dentro de la
matematica, puestas en juego por los estudiantes o el profesor, en
situaciones donde deben validar una conjetura, mediante un
razonamiento deductivo, en el salén de clase. Argumentar es ofrecer un
conjunto de razones en apoyo de una conclusion, los argumentos son

intentos de apoyar ciertas opiniones con razones.

" Sobre esto volveremos en la seccion 2.2.
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En esta perspectiva la intencion no es transmitir conocimientos matematicos ya
establecidos a ser repetidos por los estudiantes sino de enfrentar a los estudiantes a
situaciones donde tengan que razonar —entendiendo el razonamiento como la actividad
intelectual, la mayor parte del tiempo no explicita, de manipulacién de informaciones
para producir nuevas informaciones a partir de datos (Balacheff, 2000a, pag. 13)- y

cuestionarse sobre la construccion de los mismos.

Como dice Juan de Mairena (citado en Morin, 1999, pag. 23) “La finalidad de nuestra
escuela es ensefar a repensar el pensamiento, a des-saber lo sabido y a dudar de la
propia duda, tnico modo de comenzar a creer en algo.” Esta nos parece una forma mas
plausible de desarrollar un pensamiento acorde con los fines de la EMS de nuestro pais
desde la ensefianza de la mateméatica, que se opone a la forma tradicional de
ensefianza donde la veracidad estad basada en la autoridad del docente o del libro, en

cualquier caso en criterios externos al estudiante.

Ya no se trata de lograr cabezas repletas sino de lograr cabezas bien puestas. Una
‘cabeza repleta’ es una cabeza en la que el saber se ha acumulado, apilado, pero que
no tiene un criterio de seleccién ni una organizacién que le dé sentido; una ‘cabeza bien
puesta’ significa que mas importante que acumular el saber es tener ademas una
aptitud para plantear y analizar problemas y tener también principios organizadores que

permitan vincular los saberes y darles sentido. (Morin, 1999)

Trabajar en esta perspectiva también implica reconocer distintas formas de
autoconvencimiento y persuasion en los estudiantes, esquemas de demostracion
(Sowder y Harel, 1998), formas que reflejan una habilidad cognitiva y que permiten
caracterizar su pensamiento matematico en determinado momento y frente a

determinada situacion.

Tanto las pruebas, concebidas como objetos resultantes de una practica argumentativa
significativa en las matematicas, asi como los esquemas de demostracion de los
estudiantes involucrados en su elaboracion, son factibles de cambiar y evolucionar de
formas pragmaticas o inductivas, en un principio, a formas analiticas: en
demostraciones. (Dreyfus y Hadas, 1996; Mariotti, 1997, 2000; Jones, 2000; Marrades y
Gutiérrez, 2000; Hadas, Hershkowitz y Schwarz, 2000)
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De esta manera, la demostracion puede cumplir funciones como explicar el porqué de
un teorema, comunicar un teorema o incluso hallar nuevos teoremas, y ya no queda
restringida a verificar y sistematizar teoremas dentro de un sistema axiomatico.
Estrechamente ligada a estas nuevas funciones de la demostracion esta la de crear
autonomia en los estudiantes, quienes deben tener la posibilidad de crear su propio

conocimiento, producirlo y no ser meros consumidores del conocimiento de otros.

El desarrollo de programas de Geometria Dinamica —entre los que se encuentran Cabri-
Géometre (Laborde J.M., 1985) y The Geometer's Sketchpad (Jackiw, 1991)- nos
obligan a preguntarnos si pueden —y en caso de hacerlo de qué manera— contribuir a la
ensefianza de la demostracién en el sentido que venimos sefialando. Seria de interés
comparar dichas posibilidades con las de un ambiente donde se use lapiz y papel. La
capacidad de ‘arrastrar’ las figuras construidas en un ambiente de Geometria Dinamica
permite generar una rapida conviccion acerca de la verdad o la falsedad de una
proposicion pero, ¢no jugara esta capacidad en contra de la necesidad de elaborar una
demostracion? En caso afirmativo estariamos sustituyendo la autoridad externa que
recaia en el profesor o el libro por la del programa de Geometria Dinamica. ¢Qué
necesidad tendrian los estudiantes en demostrar afirmaciones que estan seguros son
ciertas? Dreyfus y Hadas (1996) afirman que un acercamiento empirico puede ser
usado como base para crear situaciones didacticas en las cuales los estudiantes

requieran demostraciones, por ejemplo:

« estudiantes llevados a descubrir una relaciébn que sea contra-intuitiva, que la
encuentren dificil de creer y que requieran ser convencidos por una

demostracion,

» estudiantes llevados a creer que una relacion es generalizable y ser sorprendidos

cuando descubren un contraejemplo.

De Villiers (1996) afirma que la demostracion surgird en situaciones que requieran
saber por qué ciertas conclusiones son verdaderas; en la misma direccion Balacheff
(2000b) sugiere que los ambientes de Geometria Dindmica pueden permitir la
generacion de situaciones de incertidumbre donde la demostracion surja como

blusqueda de explicacion.
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Esquemas de demostracion

/\

Externos Analiticos

Autoritarios Simbolicos Transformacionales Axiomaticos
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2.1 Esquemas de demostracion

Las formas en que los estudiantes justifican los resultados matematicos a los que se
enfrentan pueden ser muy variadas. Pueden ir desde “el profesor lo dijo” o “lo veo en la

figura” a “hice una demostracion”.

Sowder y Harel (1998) proponen una estructura con la cual pensar sobre las
justificaciones de los estudiantes. Introducen el concepto de esquema de demostracion
de una persona como “lo que constituye el autoconvencimiento y la persuasion para esa
persona”’. La demostracion es el instrumento matematico usado para validar una
afirmacion (teorema) y el esquema de demostracion se refiere a la forma que toma el
pensamiento de los individuos para desarrollar las demostraciones. Los esquemas de
demostracion no son demostraciones de diferentes tipos sino estructuras que desarrolla

un individuo con el objeto de hacer una demostracion.

Las distintas categorias de esquemas de demostracion que identifican representan un
estadio cognitivo, una habilidad intelectual en el desarrollo matematico de los
estudiantes, y son derivadas de las acciones realizadas por los estudiantes en procesos

de demostracién. Los esquemas de demostracion son una interpretacion sobre
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estructuras cognitivas de pensamiento desarrolladas por los individuos en la direccion
de elaborar una demostracion. Como demostrar, o justificar, un resultado involucra
averiguar, indagar, convencerse a si mismo y persuadir; la demostracion se concibe
como “el proceso empleado por un individuo para asumir o apartar dudas sobre la

verdad de una conjetura”®. (Godino y Recio, 1997, pag. 317)

Sowder y Harel (1998) organizan los esquemas de demostracién o de justificacion en
tres categorias: esquemas de demostracion externos; esquemas de demostracion

empiricos y esquemas de demostracion analiticos, con subcategorias para cada uno.

Esquemas de demostracion externos. En los esquemas de demostracion externos,
tanto lo que convence al estudiante como lo que el estudiante puede ofrecer para

persuadir a otros tiene una
procedencia exterior.

En cursos donde es el profesor quien hace las demostraciones o donde los detalles
formales estdn muy presentes es probable que los estudiantes terminen creyendo que
los resultados son ciertos por la forma en que son presentados o porque los dijo alguna
autoridad como el profesor.

Esquema autoritario. Los estudiantes muestran un esquema de demostracion externo

autoritario

cuando creen que pueden confiar s6lo en un libro, una afirmacion del profesor, o quizas

la confirmacion de un compafiero de clase mas avanzado, para justificar un resultado.

Esto, en muchos casos, es el resultado de una ensefianza que pone énfasis en la
autoridad del profesor o que centra su atencién en los resultados sin prestar mayor
importancia al razonamiento que lleva al resultado. También de profesores que hacen
hincapié en los procedimientos sin apoyarlos mediante el razonamiento que da sentido

al mismo.

Godino y Recio (1997, pag. 317), refiriéndose a cdmo es concebida la demostracién en

la ensefianza tradicional, afirman que “La mateméatica elemental —incluida la que se

8 Asumimos que los autores consideran que en el &mbito de la matemética escolar coinciden verdad y validez.
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ensefia en los cursos universitarios— constituye un cuerpo de conocimiento cuya
verdad, en general, no se pone en duda. Se disponen de distintas pruebas para los
teoremas que son aceptadas por la generalidad de los mateméaticos profesionales.
Constituye, pues, un cuerpo de conocimiento exento del caracter falibilista® que se
atribuye a la 'matematica avanzada', o al menos, asi se suele presentar en los textos

correspondientes y en las clases de matematicas.”

El estudiante debe tener la posibilidad de asumir el papel de constructor de su propio
conocimiento matematico, para ello debe dejar de ocupar el papel de receptor y
repetidor de un conocimiento ya elaborado, acabado, que es llevado al salén de clase

por el profesor.

Una forma de revertir la situacién de estudiantes que muestran este esquema de
demostracion es la de plantear tareas que requieran interpretaciones y apertura a
razonamientos alternativos para ser trabajadas en pequefios grupos dando asi la
posibilidad de la discusion y cooperacion entre estudiantes y sacando al profesor del

lugar de Unica referencia y fuente de todo el conocimiento.

En el contexto de la clase de matematica la demostracién debe ser entendida como el
objeto matematico que resulte de los distintos argumentos significativos puestos en
juego por los estudiantes y el profesor en la validacion de una conjetura. El objeto
matematico emergente dependera del nivel escolar en que se encuentren los

estudiantes, de la concepcion gque tenga el docente acerca de la matematica -y en

° El término falibilista citado remite a Lakatos (1994) quien sostiene que algunos resultados de la matemética son
mucho mas que mero encadenamiento deductivo, formal, apareciendo como un proceso creativo, ligado a la
formulacidn de conjeturas, a la presencia de ejemplos y contraejemplos, a la falsabilidad, a los procesos de prueba y
refutacion. Lakatos sostiene esto para el campo de la matematica profesional y en ningun caso se refiere a que la
matematica escolar podria ser empirica o falible. “...un cuerpo de conocimiento exento del caracter falibilista...” hace
referencia a que en el ambito de la matematica escolar tradicional tanto los conocimientos matematicos como los
criterios de validacién de un enunciado preexisten a cualquier acontecimiento que pueda tener lugar en el sal6n de
clase. Asi como algunos resultados de la matematica profesional se desarrollan, segin Lakatos, siguiendo “la I6gica
de pruebas y refutaciones” seria deseable que la matematica escolar se desarrollara siguiendo la ldgica de conjeturas

y demostraciones.
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especial de la demostracion—, y de la forma en que se realicen las actividades en el
salon de clase. Esto implica concebir la demostracion como algo dinamico, capaz de
evolucionar acorde a la evoluciéon de los conocimientos de los estudiantes y de las

actividades de justificacion que se aborden en clase.

Esquema ritual. Se juzga la exactitud de un argumento sélo por la forma del argumento

mas que por la exactitud del razonamiento involucrado.

El estudiante, incluso cuando esté dando argumentos solidos, dudara de que haya dado
una demostracion porque sus argumentos no estdn organizados en determinado

formato o porque no incluye suficientes calculos o notacion matemaética.

El no quedar atado a una unica forma de escribir las demostraciones, presentando
alternativas donde los estudiantes sean capaces de identificar la linea de razonamiento
independiente de la forma®, asi como no circunscribir la demostracién a un solo campo

de la matematica, ayudan a combatir los esquemas de demostracion rituales.

Esquema simbdlico. Se da cuando los estudiantes consideran los simbolos como
teniendo una vida independiente de significado o sin ninguna relaciébn con las

situaciones en que surgen.

Un aspecto positivo del esquema de razonamiento simbdlico estd en el poder de los
simbolos, sobre todo en algebra: al resolver un sistema de ecuaciones lineales para un
problema ‘contextualizado’ el estudiante no tiene que ligar a cada paso en el proceso de

resolucién un significado en términos del contexto del problema.

Un aspecto negativo de este esquema es el que permite a los estudiantes calcular 2° x

2% como 4" o reemplazar sen (x + y) por sen x + sen y.

Nuevamente, una perspectiva de ensefianza donde las afirmaciones estén sujetas a

justificaciones puede ser util para superar esta vision de los simbolos.

Esquemas de demostraciéon empiricos. Los esquemas de demostraciéon empiricos se

dan cuando las justificaciones son hechas sélo con base en ejemplos.

19 para que sean demostraciones distintas de un mismo teorema deben ser encadenamientos distintos de afirmaciones

pero I6gicamente equivalentes, o sea que la funcion de verdad asociada a ellos sea la misma.
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Esquema perceptivo. Cuando los estudiantes llegan a conclusiones basados en sus
percepciones de uno solo, u ocasionalmente varios, dibujos. También se aprecia este
esquema de demostracién perceptivo cuando un estudiante trata de convencer a otro

mostrandole un dibujo, algo muy frecuente al trabajar en geometria.

Un aspecto positivo de este esquema es aprovechar el aspecto heuristico de la
representacion grafica. Un aspecto negativo es confundir a la representacion actual con
la figura ideal que es aquella que contiene las caracteristicas matematicas y del que el
dibujo presente no es mas que un representante de una clase. En el esquema
perceptivo se usa la percepcion exclusivamente como elemento de juicio para el

razonamiento.

Por ejemplo, en la demostracion de que los segmentos que unen los puntos medios de
los lados de un trapecio isOsceles determinan un rombo, el estudiante dibuja un
cuadrado como trapecio isosceles y razona usando los angulos rectos que ve en su

figura.

Esquema inductivo. Cuando los estudiantes buscan convencerse a si mismos y a

otros evaluando una conjetura a través de uno o mas ejemplos.

La validez de este esquema es esperable por parte del estudiante por ser la forma en

gue validamos las observaciones en nuestra vida corriente.

El razonamiento inductivo tiene un aspecto positivo: notar una caracteristica particular
que se mantiene en una serie de dibujos o ver un patrén en una serie de ejemplos es
una excelente fuente de conjeturas. Pero los estudiantes deben ser conscientes de la
naturaleza tentativa de las conjeturas hechas sobre la base de una serie de ejemplos, y

deben crecer en sus habilidades para ofrecer mejores justificaciones adicionales.

Esquemas de demostracion tedricos (o analiticos). Cuando la justificacion esta

basada en deducciones ldgicas.

Esquema de transformacion. En la justificacibn hay una preocupacion por los
aspectos generales de una situacion y se observa como una encadenamiento de

proposiciones que permiten establecer la conjetura en general.
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Por ejemplo, ante la pregunta ¢es la expresiéon E = n® — n divisible entre 6 para todo n

natural?, una respuesta posible es:

E=n®~n=n(n’-1)=n(n+1)(n-=1)=(n-1)n(n+1)dedonden*-n=(n-1)n(n
+1)

De esta manera se obtuvo el producto de tres numeros consecutivos. Entre tres
nameros consecutivos siempre hay, al menos, un numero divisible entre 2 y hay
siempre un numero divisible entre tres. Por lo tanto el producto es divisible entre 2 y 3.

El producto de tres nimeros consecutivos sera entonces divisible entre 2 x 3 = 6.

Este esquema es considerado por los autores como un precedente necesario del

esquema axiomatico.

Esquema axiomatico. La justificacidn estd hecha con base en cadenas deductivas

apoyadas en los elementos de un sistema axiomatico.

En resumen, es posible que los esquemas de demostracion bosquejados no sean los
anicos esquemas que se encuentren entre nuestros estudiantes, pero pueden ser
suficientemente significativos para explicar el fenémeno de manera general. Nos dan un
camino para evaluar las justificaciones dadas por nuestros estudiantes, por lo que
podemos planificar la ensefianza para promoverlos hacia formas mas sofisticadas de

razonamiento.

Asi, un estudiante que confia en la autoridad puede beneficiarse con el trabajo en
pequefnos grupos donde deban hacerse conjeturas y donde se reconozca ante todo la
coercion sin coercion del mejor argumento; donde las conjeturas deban establecerse en

el grupo, sin recurrir al profesor.

Estudiantes con fe ciega en los ejemplos deben al menos ser enfrentados a aquellos
ejemplos que los puedan traicionar y saber que los patrones hallados en ciertos

ejemplos no son completamente fiables.

Incluso siendo algunos esquemas claramente mas sofisticados que otros, los esquemas
de demostracion no deben considerarse como una jerarquia en la cual una persona
siempre opera en un mismo nivel. Argumentos de una misma persona pero en

diferentes contextos o en momentos distintos pueden caer dentro de categorias
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distintas, y una linea especifica de razonamiento puede involucrar una combinacion de

varios esquemas de demostracion.
2.2 Tipos de prueba

Dijimos antes que Balacheff propone estudiar la demostraciéon desde el punto de vista
de las practicas matematicas de los estudiantes en el salon de clase centrando la
atencion “en como llegan los estudiantes a la conviccion de la validez de la solucion

propuesta.”

A partir de un estudio empirico Balacheff propone una teoria sobre qué deberiamos
considerar valido en la clase de matematica, qué pruebas considerar validas aunque no

sean deductivas.

Hace una distincién entre pruebas pragmaticas y pruebas intelectuales, identificando

dos tipos en cada caso.

Pruebas pragmaticas

Empirismo Experiencia
ingenuo crucial

Pruebas intelectuales

/\

Ejemplo Experiencia
generico mental
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Pruebas pragmaticas. Se basan en el uso de ejemplos, en una accion o en mostrar

algo.

Empirismo ingenuo. Consiste en asegurar la validez de un resultado basdndose para
su verificacion en algunos casos. Este tipo de prueba puede ser vista como una forma

inicial de generalizacion.

Experiencia crucial. Basa la validez de un resultado en la verificacion de un caso
especialmente elegido. Hay un avance en la generalizacién con respecto al empirismo
ingenuo en la medida que ésta es reconocida y puesta a prueba en un caso que se

reconoce como general 0 extrano.

Pruebas intelectuales. Se basan en formulaciones abstractas de las propiedades

involucradas y en sus relaciones.

Ejemplo genérico. La justificacibn se basa en operaciones o transformaciones
realizadas sobre un ejemplo que es considerado como representante de una clase. Las
operaciones o transformaciones se hacen sobre un ejemplo pero entendiendo que se

podrian hacer sobre cualquier elemento de la clase.

Experiencia mental. La explicacion de las razones que fundamentan la validez de la
proposicion se basan en un analisis de las propiedades de los objetos en juego. Estas
propiedades no pueden ser testificadas por medio de sus representantes sino que

deben ser formuladas en su generalidad.
Las acciones son internalizadas y separadas de los ejemplos especificos considerados.

Frente al problema: Dada una circunferencia y un punto P interior a la circunferencia,
hallar una cuerda AB que pase por P y de manera que el producto de las longitudes de
los segmentos PA y PB sea maximo; estudiantes procedieron de la siguiente manera:
considerar una segunda cuerda ST que pase por P, reconocer
la igualdad de los angulos opuestos por el vértice APT y SPB,
construir los segmentos AT y BS vy justificar que los angulos
ATS y ABS son iguales por abarcar el mismo arco AS, recurrir
al criterio de semejanza angulo-angulo para justificar que los

triangulos APT y SPB son semejantes y de ello deducir que




PA/PT = PS/PB, de donde pueden concluir que PA x PB = PS x PT, o sea que el
producto PA x PB es constante para toda cuerda que pase por P; elaboraron una

demostracion en el nivel de experiencia mental

Tanto los esquemas de demostracion de Sowder y Harel como los tipos de prueba de
Balacheff son herramientas Utiles para entender las producciones de los estudiantes ya
sea respondiendo a la pregunta de cémo conocen los estudiantes —como en los
esquemas de demostracion— o haciendo referencia a como validan, justifican, legitiman

dichos estudiantes lo que conocen —como en los tipos de prueba-.

En el caso de los tipos de prueba es natural que no aparezcan contempladas las
demostraciones que apelan a la autoridad, en la medida que la responsabilidad de
elaborar una explicacion ha sido transferida a cada pareja de estudiantes bajo sus
propios criterios, recién en una instancia posterior dicha explicacion serd expuesta al
juicio de los comparieros de clase y del profesor, quienes iran marcando insuficiencias y
fortalezas de los argumentos expuestos. De esta forma el profesor podré interactuar
con los estudiantes de manera que estos puedan ir evolucionando en sus producciones

hacia lo que definimos como demostracion en la institucién escolar.

La autoridad queda excluida porque en la concepcion de validacion de Balacheff esta
presente ante todo el acuerdo intersubjetivo. (En la ensefianza tradicional la validacion
de un teorema pasa exclusivamente por la logica interna de la proposicidn). Balacheff
con sus tipos de prueba dice: aceptamos el razonamiento deductivo como la forma de
validacion en las matematicas escolares pero también aceptamos temporalmente otras
formas de prueba —no deductivas— como formas transitorias de validacion de la

matematica escolar en determinados niveles.

Entre los motivos sefialados por algunos estudios (Battista y Clements, 1995; Balacheff,
2000a) que dificultan el aprendizaje de la demostracion figuran la concepcion que
tienen de las matematicas tanto los estudiantes como los profesores y la forma como es

concebida la demostracion en los programas de matematica.

Para muchos estudiantes que deben argumentar para confirmar algo que les resulta
intuitivamente obvio las demostraciones son vistas como algo redundante, carente de

sentido. De lo que se trata es a partir de los argumentos del estudiante llevarlo a una
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situacion paraddjica en la que se vea obligado a ponerlos en duda, que se pueda dar
cuenta de que los argumentos iniciales no siempre se pueden mantener. El estudiante
requiere de la conviccién de que la situacidon paradodjica tiene explicacion y que es
necesario encontrar las razones que explican tal situacion. Es tarea del profesor
contribuir al desequilibrio mencionado asi como también es su responsabilidad
proporcionar una alternativa plausible para que el propio estudiante enfrente el reto que
significa dar sentido a lo ante sus ojos ha dejado de tenerlo.

Balacheff (1991, citado en Coe y Ruthven, 1994, pag. 3) afirma que la mayor parte del
tiempo los estudiantes no actian como tedricos sino como personas practicas. Su tarea
es dar una solucién al problema que el profesor les ha planteado, una solucién que sera
aceptable en el contexto del salon de clase. “En semejante contexto la cosa mas
importante es ser eficaz. El problema de la persona practica es ser eficaz no ser
riguroso. Es producir una solucién, no producir conocimiento.” De esta manera, el
estudiante no siente la necesidad de requerir mas logica que la necesaria en la practica.
Frente a situaciones en las que se les dice de antemano que son verdaderas, la
demostracion aparece como un ritual frente a requerimientos de la situacion escolar. En
estos casos se estd despojando a los estudiantes de la responsabilidad de plantear
conjeturas —elaborar afirmaciones acerca de una situaciobn—, y de buscar

fundamentarlas —establecer su validez—.

Plantear situaciones donde los estudiantes deban elaborar conjeturas parece un camino

plausible para que éstos se vean involucrados en su justificacion.

La alta incidencia entre los estudiantes de esquemas de demostracion basados en
convicciones externas (De Villiers, 1992; Mudaly y De Villiers, 1999; Sowder y Harel,
1998) puede explicarse por la influencia de una practica escolar cotidiana acorde con
ese tipo de argumentos. Si los estudiantes no se comprometen en procesos de
demostracion no es tanto porque no puedan hacerlo, sino porque no ven ninguna razén

0 no sienten ninguna necesidad en hacerlo.

Una vez asumida, tanto por parte del docente como del alumno, que la responsabilidad
en la elaboracion de demostraciones debe ser tarea del estudiante, y para ello el

docente debera plantear actividades acordes, el desafio que se presenta es hacer
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evolucionar a los estudiantes de esquemas de demostracion empiricos (inductivo,
perceptivo) a esquemas de demostracion analiticos, de pruebas pragmaticas a pruebas

intelectuales.

2.3 El modelo van Hiele de pensamiento geométrico

Segun la teoria de los van Hiele (Gutiérrez y Jaime, 1991, 1996; De Villiers, 1999; Fuys
y Geddes, 1988) el pensamiento geométrico de los estudiantes pasa por cinco niveles.

Nivel 1. Reconocimiento

El estudiante reconoce, de manera visual, figuras por su apariencia global. Reconoce
triangulos, cuadrados, rectangulos, etcétera, por su forma y su posiciébn, pero no
identifica explicitamente las propiedades de estas figuras. Asi un rectdngulo muy
alargado no es reconocido como tal o un cuadrado (con dos lados horizontales)
después de girado (con una diagonal en horizontal) es un rombo. Un estudiante de este
nivel puede aprender vocabulario geométrico, puede identificar figuras geométricas

determinadas de entre un conjunto de ellas y, dada una figura, puede reproducirla.
Nivel 2. Analisis

El estudiante percibe las figuras como formadas por partes y con ciertas propiedades,
pero no establece relaciones entre ellas. Asi un rectangulo es un poligono con cuatro
lados paralelos dos a dos, con cuatro angulos rectos, con diagonales congruentes, con
diagonales que se cortan en su punto medio, pero no llega a ver que unas propiedades
se pueden deducir de otras. La definicion de un concepto se entiende como una lista
exhaustiva de propiedades en la que puede faltar alguna condicion necesaria. No
relaciona en forma inclusiva distintos tipos de figuras sino que las sigue percibiendo
como pertenecientes a clases disjuntas (un triangulo equilatero no es isosceles). El
estudiante puede deducir algunas propiedades mediante experimentacion vy
generalizarlas a todas las figuras de la familia, también puede aprender la terminologia
especifica para expresarlas. La demostracion de una propiedad la hace mediante su

comprobacién en uno o en pocos casos. .
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Nivel 3. Deduccién informal

El estudiante puede relacionar las propiedades de una figura entre si o con las de otras
figuras y puede deducir algunas propiedades de otras usando argumentos informales.
Entiende lo que es una definicion y es capaz de establecer relaciones inclusivas (un
triangulo equilatero es isésceles pero un triangulo isésceles no es equilatero). Puede
entender y hacer implicaciones simples en un razonamiento asi como entender cada
paso de una demostracién'! si ésta es explicada por el profesor pero no entiende el
encadenamiento de los pasos ni la estructura de la demostracion: puede seguir una

demostracion pero no puede elaborar una.
Nivel 4. Deduccion

El estudiante puede entender y hacer demostraciones. Puede aceptar que haya
distintas definiciones para una misma figura o que se pueda demostrar un resultado de
distintas maneras o a partir de premisas distintas. Puede entender la estructura

axiomatica de la matematica.
Nivel 5. Rigor

El estudiante puede hacer demostraciones en distintos sistemas axiomaticos y

comparar dichos sistemas.
La teoria tiene algunas propiedades que la caracterizan:

o No se puede alterar el orden de adquisicion de los niveles de razonamiento, es
decir que no se puede alcanzar un nivel de razonamiento sin antes haber

superado, de forma ordenada, todos los niveles previos.

o El trdnsito entre los niveles de van Hiele se produce de forma lenta y continua,

pudiendo durar varios afios en el caso de los niveles 3y 4.

e Un estudiante puede razonar en niveles distintos al trabajar en distintos temas de
geometria, el nivel que alcance dependera de sus conocimientos y experiencia

previa en el tema.

1 Demostracion entendida aqui como razonamiento deductivo formal.

32



o Cada nivel lleva asociado un tipo de lenguaje para comunicarse y un significado
especifico del vocabulario matematico. Dos personas que razonan a niveles

diferentes no podran entenderse entre si.

El tener presente los niveles de razonamiento asi como las caracteristicas generales de
la teoria nos pueden ayudar a evitar ciertas practicas. Cuando un profesor pide
‘demostrar’ esto tiene significados distintos segun el estudiantes esté razonando en el
nivel 2, 3 o 4. Por lo general el docente pretende que la demostracion sea un
razonamiento deductivo formal (nivel 4), que el estudiante se adapte a su nivel, cuando,
si desea ser entendido, debera ser él quien se sitie en el nivel del estudiante y pueda
aceptar y entender la respuesta dada en forma de ejemplo (nivel 2) o de razonamiento
intuitivo (nivel 3). “Segun la teoria de van Hiele, la principal razon de la falla del
curriculum tradicional de geometria es que ésta es presentada en un nivel mas alto del
que los estudiantes estan operando, en otras palabras jlos estudiantes no pueden
entender al profesor ni el profesor puede entender por qué ellos no lo pueden
entender!” (De Villiers, 1999)

El tipo de demostracién elaborado por cada estudiante estara acorde con el nivel en el
que esté pensando: en el nivel 1 la justificacion hara referencia a un ejemplo especifico,
en el nivel 2 la demostracion se podra referir a una coleccion de figuras similares,

apenas en el nivel 3 podra elaborar un razonamiento deductivo.

Como no se puede alterar el orden de pasaje por los distintos niveles, la ensefianza
prematura de la demostracion formal solo puede contribuir a la confusion de los
estudiantes, a oscurecer el papel de la demostracion en la actividad mateméatica que
sera vista como justificacién de lo obvio. EI modelo van Hiele sugiere que la ensefanza
debe contribuir a que los estudiantes progresen a través de los distintos niveles e
“ironicamente, el camino mas eficaz para generar un uso significativo de la
demostracion en geometria es evitar por mucho tiempo la prueba formal del trabajo de

los estudiantes.” (Battista y Clements, 1995, pag. 53)

Los resultados del presente trabajo se analizaran de acuerdo con los esquemas de
demostracion de Harel y Sowder, con la clasificacion de Balacheff y con los niveles de

Pensamiento Geométrico de van Hiele.
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Le decision de utilizar los tres referentes tedricos se debe a que en el proceso de
recavar informacion en torno a la ensefianza de la demostracion, nos encontramos con
articulos —mencionados a lo largo del presente trabajo— que nos resultaron
esclarecedores y que, abordando la misma tematica, hacian uso de distintos marcos
tedricos. Tener en cuenta los aportes tedricos de las tres vertientes consideradas nos
permite tener una visidbn mas amplia y mas completa del problema estudiado y por tanto

nos habilitan a que puedan ser mas relevantes las conclusiones a las que se arriben.
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3. La ensefanza de la demostracion en la literatura

Antes de pasar a la descripcion de nuestro experimento, haremos un recuento de lo que
se dice en la literatura sobre las funciones de la demostracion y su ensefianza, y sobre

el uso de paquetes de Geometria Dinamica.
3.1 Funciones de la demostracion

El fracaso en la enseflanza de la demostracion es un problema universal, asi lo

testifican diversos estudios.
Referido al reconocimiento de una demostracion:

Investigando como distinguian entre demostracion empirica y formal, sobre una muestra
de 400 estudiantes de secundaria en Tel Aviv, Fischbein (1982) encontr6 que sélo un
14,5% de los estudiantes estudiados fueron capaces de aceptar una demostracion
desarrollada de acuerdo con un razonamiento estrictamente légico, sin necesidad de

comprobaciones empiricas adicionales.

Martin y Harel (1989), en una investigacion sobre esquemas personales de
demostracion matematica, realizada con 101 alumnos de Magisterio, encontraron que

. mas de la mitad de los estudiantes aceptaban un argumento empirico-inductivo

como demostracidon matematica valida.”

Segun Bell (1979, citado en Mudaly, 1999) la demostracion axiomatica formal incluso no
fue entendida por estudiantes de 17 afios especializados en asuntos matematicos y

cientificos.
Referido a la formulacion de una demostracion:

Un estudio realizado por Senk (1985, citado en Balacheff, 2000a) en los Estados Unidos
dio como resultado que de 2699 graduados de secundaria, el 85% no domina la

formulacién de una demostracion.

Senk (1985, citado en Tall, 1995), en un estudio realizado con 1520 estudiantes, que
habian recibido ensefianza sobre la demostraciébn en un curso de geometria, en 74

clases, de 11 escuelas, de 5 estados de Estados Unidos, encontr6 que sélo
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aproximadamente 30% de los alumnos lograron el 70% del dominio en seis problemas

de geometria que involucraban demostraciones.

En el mismo sentido, Usiskin (1982, citado en Mudaly, 1999) concluye que aunque el
50% de egresados de ensefianza media habian tenido un afio de geometria, menos de

15% alcanz6 el dominio en la escritura de una demostracion.

¢, COmo es vista la demostracion por los estudiantes? Estudios realizados muestran que
méas de la mitad de los estudiantes de Bachillerato basan sus conocimientos
matematicas en criterios autoritarios (es cierto porque lo dijo el profesor o porque
aparece en el libro) mas que en la conviccion personal (De Villiers, 1992; Mudaly y De
Villiers, 1999); en estudiantes de 14-15 afios el 50% entiende que la funcion de la
demostracion es establecer la validez de un enunciado matemético, 35% le asignan una
funcién de explicacidbn mientras que el 28% tiene poca o ninguna idea acerca del

significado de la demostracion o para qué sirve (Healy y Hoyles, 1999).

Segun Cobb (1986, citado en Almeida y Chamoso, 2001), “Si el nifio no comprende
intuitivamente que los formalismos usuales son un convenio de la forma de expresar y
comunicar el pensamiento matematico, puede que éstos se traduzcan en dictados
arbitrarios de una autoridad. En este caso la meta global del nifio podria convertirse en
satisfacer las exigencias de la autoridad, en lugar de aprender las mateméticas por si
mismas.”. Si a esto sumamos que los estudiantes confian en que el profesor o el libro
no le va a mentir —ésta es una de las reglas del juego- resulta claro que los estudiantes

no sientan ninguna necesidad de hacer demostraciones.

Si recordamos los fines que se plantea la EMS, todos apuntan a desarrollar un individuo
con capacidad de pensar y de contribuir a la convivencia en democracia. La ensefianza
actual se muestra como una buena forma de preparar ciudadanos en un sentido
diametralmente opuesto, donde la aceptacion acritica del juicio de otros esté
posibilitada por la imposibilidad de elaborar y fundamentar juicios propios. Creemos que
incentivar un espiritu independiente y cuestionante frente al profesor y frente a la

asignatura da mejores condiciones para la construccion del conocimiento.

Estamos convencidos de que el desarrollo en nuestros alumnos de un pensamiento

deductivo a través de la ensefianza de la demostracion tiene un gran potencial en la
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preparacion de individuos con las caracteristicas deseadas, pero ¢cudles son las

dificultades de los estudiantes con la demostracion?

Williams (1979, citado en Sekiguchi, 1996), en un estudio hecho sobre 255 estudiantes
canadienses de 11° grado encontro que al menos 70% no distingue entre razonamiento
inductivo y deductivo y por tanto no comprenden que la induccién no siempre es
adecuada para fundamentar las generalizaciones matematicas; casi 80% no entiende el
concepto de contraejemplo; y no encontré evidencia de que distinguieran que una

afirmacion y su reciproco no son equivalentes.

Por otro lado, los estudiantes no reconocen la necesidad de demostrar lo que
consideran obvio (Gonobolin, 1954, citado en De Villiers, 1993; Williams, 1979, citado
en Sekiguchi, 1996), en especial si son teoremas geométricos que pueden establecerse
empiricamente o les resulten visualmente inmediatos. Estudiantes con poco o ningun
significado de la demostracién son mas propensos a considerar argumentos empiricos.
(Healy y Hoyles, 1999)

El desempefio de los estudiantes en la demostracion estd estrechamente relacionado
con las concepciones que éstos tengan acerca de la demostracion (Healy y Hoyles,
1999). Estas, a su vez, se forman a partir de las concepciones de sus profesores y de la

forma de trabajo en clase.

En cuanto a las concepciones de los profesores la notable influencia de la matemética
moderna, presente también en los programas de Bachillerato, ha llevado a que la
demostracion sea concebida como demostracion formal dentro de un sistema
axiomatico. En esta concepcion sus funciones principales son
verificar/justificar/convencer (establecer la verdad de una proposicion) y sistematizar
(ubicar la proposicién en la cadena deductiva) resultados.

En cuanto a la forma de trabajo en clase: los estudiantes toman nota de lo que el
profesor escribe en el pizarron para después memorizarlo y de esta manera responder

frente a los ejercicios que se planteen.

¢Hay alternativas a esta forma de ensefianza de la demostracion que efectivamente

contribuyan al desarrollo del estudiante en el sentido esperado?
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En cuanto a cambiar la visibn de los profesores acerca de la demostracion y de la
matematica en general diversos autores (Hanna, 1996; De Villiers, 1993; Davis y Hersh,
1989; Kline, 1983) han analizado el funcionamiento de la demostracion en mateméticas
y a partir de sus conclusiones han hecho recomendaciones sobre el tratamiento de la
demostracion en la ensefianza. Estos aspectos pueden contribuir a que los profesores
tengan una vision mas amplia tanto de la matemética como de las funciones de la
demostracion en ella, por lo tanto ser proclives a promover y aceptar la diversidad de

justificaciones.

Estos autores han sefialado otras funciones que puede tener la demostracion en
matematicas: explicacidén, descubrimiento, comunicacién y desafio intelectual, funciones
gue deberiamos tener presente en su enseflanza. De éstas es de destacar la funcion de
explicacion (aclarar por qué una proposicion es verdadera) que puede contribuir a que
un resultado tenga sentido para el estudiante. “Una buena demostracion es aquella que
nos hace mas sabios.” (Manin, 1977, citado por Coe y Ruthven, 1994, pag. 2). Este
parece ser un buen criterio para valorar una buena demostracion desde la ensefianza:
que desarrolle una mayor comprension por parte del estudiante. Hanna (1989) defiende
que el valor de una actividad de clase que incluya razonamiento formal o informal puede
ser juzgado solo por el grado de mayor comprensidn que promueve y hace una
distincibn entre demostraciones que demuestran (argumentos validos) vy
demostraciones que explican (argumentos validos y que explican). Las demostraciones
que demuestran muestran solo que un teorema es verdadero, las demostraciones que

explican ademas muestran por qué es verdadero.

También han sefialado que las concepciones logicistas o formalistas de la matemética
no son las Unicas posibles. En este sentido Lakatos (1994) se plantea “elaborar la idea
de que las matematicas informales y cuasi-empiricas no se desarrollan mediante un
monotono aumento del nimero de teoremas indubitablemente establecidos, sino que lo
hacen mediante la incesante mejora de las conjeturas, gracias a la especulacion y a la
critica, siguiendo la logica de pruebas y refutaciones”. Al concebir la matematica de
esta manera propone un juego entre conjeturas y refutaciones donde la demostracion

|6gica formal, concebida como de una vez y para siempre, queda excluida.
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Hay distintas formas de entender la demostracion en matematicas, dependiendo del
contexto o de la época histdrica. De forma analoga se pueden concebir distintas formas
de demostracion apropiadas a diferentes contextos (Tall, 1995; Ibafies y Ortega, 1996).
Es importante que los profesores no se limiten a aceptar como Unica demostracion la
demostracion formal y que demuestren un mismo resultado de diferentes formas o que
usen distintos tipos de demostraciones en el desarrollo de un curso, asi como que
tengan la capacidad de reconocer distintos tipos de argumentos usados por los

estudiantes en sus justificaciones.

Hanna (1991, pag. 58) ha sefialado que el criterio para aceptar un nuevo teorema en la
comunidad de matematicos a menudo incluye otros factores (sociales y psicolégicos)
que la existencia de una demostracion. Mientras que la verificacidn logica de los
resultados matematicos es la vision ideal de la comunidad matemética, los factores
sociales y psicoldgicos sefialados por Hanna parecen reflejar mejor la realidad de su
verificacion. En forma analoga los criterios para aceptar un resultado matematico por

parte de los estudiantes pueden ser muy distintos a una demostracion.

A la luz de los resultados que se obtienen y de las dificultades que se constatan, parece
claro que la demostracion no puede ser aprendida espontaneamente por los
estudiantes, como se pretende —a nivel curricular, de los libros de texto y en el salon de
clase (seccidon 1.1)- generalmente cuando éstos llegan al Bachillerato, sino que ésta
debe ser ensefiada en forma gradual a lo largo de todo el curriculum, interiorizandolos
en los conceptos de ejemplo, conjetura, contraejemplo, generalizacién, etcétera, y en
las “reglas” de la demostracion: un teorema no admite excepcion (sera correcto solo si
es correcto en toda instancia concebible), incluso una afirmacion obvia debe ser
demostrada (en particular, una demostracion no puede construirse sobre la apariencia
de una figura) (Dreyfus y Hadas, 1987, citado en Sekiguchi, 1996) y sobre todo que en
los estudiantes la necesidad de razonar, argumentar y justificar surja como una

exigencia de la situacion planteada.

En lo referente a la forma de trabajado en clase Alibert y Thomas (1991) proponen
integrar a la ensefianza algunos aspectos de la actividad de los matematicos donde la

formulacién de conjeturas y demostraciones juega por un lado un papel personal de
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clarificacion de ideas y por otro un papel social de comunicacion e intercambio de
resultados inciertos. En este contexto una demostracion es un medio de convencerse a

si mismo aunque intentando convencer a otros.

Una idea similar de demostracion es la que aparece en Pensar Matematicamente
(Mason, Burton y Stacey, 1982) donde se le describe en tres niveles de exigencia:

convéncete a ti mismo, convence a un amigo, convence a un enemigo.

“Convencerse a uno mismo es demasiado facil. Convencer a un amigo implica
organizar y exteriorizar cosas que para ti son obvias, de forma que tu amigo tenga
razones convincentes de por qué es cierto lo que dices. Los ejemplos pueden ser
Gtiles...pero ta tienes que justificar cada paso de tu argumentacién. No basta decir ‘haz
muchos ejemplos y ya veras’; tienes que enunciar las conexiones estructurales que
indican por qué tu conjetura es valida... El tercer paso es intentar convencer a alguien
que duda o cuestiona todas tus afirmaciones.” (Mason, Burton y Stacey, 1992, pag.
105)

Ambos planteos hacen hincapié en el compromiso social que implica el desarrollo de la
demostracion, aspecto totalmente ausente en la ensefianza tradicional. En la medida en
que la demostracion es un medio para convencerse uno mismo y a otros, el acento esta
puesto en su funcion clarificadora y no en sus aspectos sintacticos. La sintaxis se
mostrard Gtil a la hora de comunicar el teorema. Nuevamente aqui se hace necesario
llegar a un acuerdo entre los estudiantes, de fundamentar las virtudes y defectos de una
u otra posibilidad de expresar el teorema, también acordar con el profesor quien

también tendra de argumentar el por qué de su eleccion.

La ensefianza tradicional de la demostracion esta basada en la repeticion de resultados
conocidos de antemano presentados por el profesor o el libro, donde “se despoja a los
estudiantes de la responsabilidad de la verdad” (Balacheff, 2000a, pag. 5); esta nueva
concepcion de demostracion lleva implicita la necesidad de plantear actividades donde
el resultado no sea conocido y que la duda sea el desencadenante del proceso de
demostracion. De esta forma el estudiante no demuestra para el profesor y de acuerdo
con los criterios marcados por él sino que elabora una demostracion de acuerdo con

criterios propios, acordes con sus conocimientos previos y Su propia experiencia
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matematica, con el objetivo de convencerse y convencer a sus comparieros, “llevandolo
a rechazar los medios retéricos, que no son buenas pruebas ni refutaciones.”
(Brousseau, 1986, citado en Balacheff, 2000a, pag. 5). “Para que la demostracion tenga
sentido es necesario que se presente ante los alumnos como una herramienta eficaz y
confiable para establecer la validez de una proposicién. Para conseguirlo, debemos
construir y tener en cuenta la racionalidad que ellos tienen inicialmente, saber como
funciona y cdmo puede evolucionar; porque es a partir de esta racionalidad, en pro o
en contra de ella, que los alumnos construiran el sentido de la demostracién.”
(Balacheff, 2000a, pag. 5). “No deberia infravalorarse la importancia de sentir la
necesidad de demostrar” dice Dreyfus (2000, pag. 130) y menciona estudios donde
alumnos, incluso de primaria, pueden producir argumentaciones matematicas
poderosas y en los cuales el interés por la justificacion emerge de su idea de que las

matematicas deben tener sentido.

Concebida de esta manera, la demostracion cumple un papel de explicar y comunicar

resultados, personales o colectivos, con el fin de convencer a otros.

En este sentido, coincidimos plenamente con Brousseau (1997, citado en Flores, 2004)

acerca de la demostracion:

“Las razones que un niflo puede dar para convencer a otro, las que pueden ser
aceptadas sin “pérdida de la dignidad”, deben emerger de manera progresiva, deben
ser construidas, probadas, formuladas, analizadas y acordadas... Establecer un
teorema no es comunicar informacién, se trata siempre de confirmar que lo que uno
dice es verdadero en un cierto sistema; es declararse uno mismo listo para apoyar una
opinién y para demostrarla... Por tanto, no es sélo cuestion de que el nifio “sepa”
matematicas, sino de utilizarla como una razon para aceptar o rechazar una proposicion
(un teorema), una estrategia, un modelo, que requiere una actitud de demaostracion.
Esta actitud no es innata. Se desarrolla y se sustenta por situaciones didacticas
particulares...En matematicas, el “por qué” no se puede aprender solamente por
referencia a la autoridad de un adulto. La verdad no puede ser conformidad con la
regla, con la convencién social como lo “hermoso” o lo “bueno”. Requiere una adhesion,

una conviccion personal, una interiorizacion que, por definiciébn, no puede ser recibida
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de otros sin pérdida de su valor. Pensamos que el conocimiento empieza
construyéndose en una geénesis de la cual Piaget ha sefalado sus caracteristicas
esenciales, pero que también implica relaciones especificas con el milieu, en particular
después del inicio de la ensefianza escolar. Por consiguiente, consideramos que para el
nifio, hacer matematicas es principalmente una actividad social y no sélo individual... El
pasaje del pensamiento natural al uso del pensamiento légico como el que regula el
razonamiento matematico viene acompafado por construccion, rechazo y el uso de
diferentes métodos de demostracion: retérica, pragmatica, semantica o sintactica... La
consideracion de una demostracion es una actitud reflexiva. La demostracion debe
formularse y presentarse al mismo tiempo que se le considera y, con mucha frecuencia,
cuando se le escribe, y debe poder compararsele con otras demostraciones escritas
que también tratan con la misma situacion... En general, la demostracién se formulara
s6lo después de haber sido usada y probada como una regla implicita, ya sea en accion

o en discusiones.”
3.2 La demostracion geométrica en un ambiente de Geometria Dindmica (GD)

Con el surgimiento y difusibn de los programas de GD se han abierto nuevas
posibilidades y también nuevos desafios para la ensefianza de la geometria. La
caracteristica central de la GD, como su nombre lo indica, es que las figuras se pueden
mover: un triangulo no es un triangulo estatico, particular, como el resultante de dibujar
tres segmentos con lapiz en papel sino que es todos los posibles tridngulos en la
medida que ‘arrastrando’ sus vertices cambiara en forma continua la posicion y longitud
de sus lados; pero es mas que simple movimiento: en GD las figuras deben ser
construidas estableciendo relaciones de dependencia entre sus componentes, un
cuadrado no puede ser simplemente dibujado como tal ya que al ser arrastrado dejara
de serlo, necesita ser construido como un cuadrado usando condiciones que lo
garanticen (lados perpendiculares y congruentes o diagonales perpendiculares,

congruentes y que se cortan en su punto medio, por ejemplo).

Esta forma de funcionamiento “proporciona a los estudiantes una herramienta para la
validacion de las propiedades que pueden percibirse en la pantalla: una propiedad sera

probablemente cierta sélo si se mantiene valida mientras se arrastran los puntos
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basicos de la construccién. En otras palabras, una propiedad geométrica ‘es un

invariante perceptual’.” (Balacheff, 2000b)

Si los estudiantes ven la demostracion s6lo como verificacion de algo que mediante la
GD les resulta obviamente cierto, es claro que no tendran ningun incentivo en generar
una demostraciéon deductiva. Es aqui donde debemos tener presente otras funciones de
la demostracion: explicacion, descubrimiento, comunicacion, sistematizacion, desafio
intelectual. La conviccién de la certeza de una proposicién, que bien puede ser
facilitada por el analisis de algunos ejemplos y contraejemplos mediante el uso de GD,

puede ser el inicio de la busqueda de una explicacion, de aclarar el por qué.

Segun Hoyles y Healy (2000), en un estudio hecho con estudiantes ingleses de
ensefianza media, “...los experimentos pedagdgicos computacionalmente integrados
han sido tremendamente satisfactorios en cuanto a ayudar a que los estudiantes
ampliaran sus formas de ver la demostracion y en particular a que relacionaran la
argumentacion informal con la demostracion formal, una transicion que se sabe que es

problematica.”.

La GD brinda la posibilidad de plantear problemas que no se podrian plantear
trabajando con lapiz y papel; ademas permite adoptar un enfoque experimental de las
matematicas lo que cambia su forma de aprendizaje, dandole al estudiante un papel

activo en la construcciéon de su conocimiento.

3.3 Antecedentes

En esta seccidn reportaremos algunos trabajos que consideramos como antecedentes

para el nuestro.

Siendo concientes que no es lo mismo un trabajo centrado en la produccién de
demostraciones que uno cuyo centro de interés sea la construccion de conjeturas, en
los tres estudios reportados se buscé que el punto de arranque para que los
estudiantes elaboraran una demostracion fuera la previa formulacion de una conjetura.

Las actividades planteadas a los estudiantes en el presente trabajo (Apéndice 1) siguen
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la misma logica. Y obviamente que involucraran el trabajo de estudiantes en un

ambiente de GD.

En Pupils’ needs for conviction and explanation within the context of Dynamic Geometry
(Mudaly, 1999)*? con el propésito de determinar las necesidades de explicacion y
conviccion de los estudiantes en un ambiente de GD, y si la demostracion puede ser
introducida en forma significativa a los novatos en un sentido explicativo, se plantean
como principales preguntas de investigacion —que tienen estrecha vinculacion con

nuestro trabajo-:

“(1) ¢Estan los estudiantes convencidos acerca de la veracidad de la conjetura

geométrica a la que arribaron? ¢ Cual es su nivel de conviccion?
(2) ¢ Muestran deseo de conocer por qué el resultado es verdadero?*

(3) ¢Pueden construir una explicacion légica por si mismos con una guia adecuada?”
(pag. 54)

Para dar respuesta a estas interrogantes se entrevistaron 17 estudiantes de
aproximadamente 14 afnos (elegidos al azar de un grupo de 153 estudiantes de 9°
grado) quienes no habian sido introducidos en la ensefianza de la demostracion
geométrica (ni de ningun tipo). Se les propuso para que trabajen en Sketchpad la

siguiente actividad:

“Sarah, sobreviviente de un naufragio, tuvo que nadar hacia una isla desierta cuya
forma se aproximaba a la de un tridngulo equilatero. Ella pronto descubre que el oleaje
es excelente en cualquiera de las tres costas de la isla, entonces construye con madera
de un arbol caido una tabla de surf para surfear todos los dias. ¢ Dénde debera construir
Sarah su casa de modo que la suma de las distancias de su casa a las tres playas sea

minima?

(Ella visita cada playa con igual frecuencia).” (pag. 59)

12 Tesis de Maestria cuyos resultados experimentales se reportan en el articulo Lerners’ needs for conviction and

explanation within the context of Dynamic Geometry (Mudaly y De Villiers,1999).

3 Asumimos que para el autor citado verdadero y vélido coinciden en el nivel de la matemética escolar.
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Se les proporciond un archivo de Sketchpad donde contaban con la siguiente figura:

mAB = 451 cm

m BC=4,51 cm

m CA=451cm mPI=1,39cm
m PJ =0,65cm
mPH =1,85cm

(M Ph+(m PJy+@m PH) = 3,90 cm

Podian arrastrar el punto P a cualquier posicion dentro del triangulo equilatero y ver las
distancias de dicho punto a cada uno de los lados del triangulo asi como la suma de las

tres distancias.
Los hallazgos frente a cada una de las interrogantes fueron las siguientes:

(1) “Los estudiantes desarrollaron grandes niveles de conviccion en relacién a la

conjetura formulada en un ambiente de GD.” (pag. 78)

(2) “Los estudiantes parecen desplegar un deseo intrinseco por una explicacion, esto
es, la necesidad de entender la conjetura independientemente de su verificacion.” (pag.
85)

(3) “Con una guia adecuada los estudiantes fueron capaces de construir explicaciones

|6gicas para la conjetura.” (pag. 101)
Entre las recomendaciones didacticas planteadas figuran:

e “La presentacion de problemas o teoremas a los estudiantes debe ser hecha de tal
forma que asegure un mayor entendimiento comparado con la forma directa de
presentacion del teorema y su demostracién. En vez de que los estudiantes aprendan
las demostraciones rescribiéndolas para ser reproducidas en pruebas y examenes

estos deben ser ensefiados a probar por si mismos con una guia acorde si es
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necesario. Los investigadores confian que a medida que los estudiantes son

enfrentados a mas ejemplos menos guia del docente sera necesaria.
e Los estudiantes deben ser incentivados a escribir sus propias demostraciones.

La escritura de las demostraciones debe transformarse en una tarea disfrutable en vez

de una sucesion de hechos aburridos.” (pag. 111)

En Proof produced by secondary school students learning geometry in a dynamic
computer environment (Marrades y Gutiérrez, 2000) los autores se plantean como
principal objetivo “investigar como un ambiente de GD puede ayudar a los estudiantes a

mejorar su concepcion de demostracion en matematica y sus meétodos de justificacion.”
(pag. 95)
Sus dos hipotesis principales son:

o “Las actividades desarrolladas en un ambiente de GD ayudan mas que aquellas
basadas en herramientas no computacionales o en el tradicional pizarron y libro de
texto porque el ambiente de GD favorece la organizacién de la clase promoviendo

metodologias activas.”

« “El ambiente de GD no impide el mejoramiento de las habilidades de justificacién de
los estudiantes, por el contrario este ambiente puede ayudarlos a usar distintos tipos de
justificacion sentando las bases para moverse desde justificaciones empiricas
elementales hacia otras justificaciones mas complejas, incluso a justificaciones

deductivas.” (pags. 95-96)

La investigacion se llevé a cabo en un grupo de 16 estudiantes de entre 15-16 afios
como parte de un curso ordinario con su propio docente (uno de los investigadores)
durante las horas de clase del curso. Al igual que en nuestro caso los estudiantes
trabajaron en parejas.

La unidad de ensefianza tenia 30 actividades, cada una de las cuales fue estructurada
en varias fases comenzando con la fase donde los estudiantes debian crear la figura en
Cabri y explorar. S6lo en unas pocas actividades se les proporcion6 un archivo con la
figura. En la segunda fase los estudiantes tenian que generar conjeturas. En la dltima
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fase tenian que justificar las conjeturas que habian establecido previamente en una

hoja proporcionada por los investigadores.
Los investigadores concluyen:

e “Un ambiente de GD puede ayudar a los estudiantes de secundaria a entender la
necesidad de justificaciones abstractas y de pruebas formales en la matematica. Estos
estudiantes no pueden hacer una transicién rapida desde formas de conjetura y
justificacion empiricas hacia otras mas abstractas. Esta transiciébn es muy lenta y debe
estar basada en los métodos empiricos usados por los estudiantes. En este contexto el
ambiente de GD permite a los estudiantes hacer investigaciones empiricas antes de
producir justificaciones deductivas, haciendo representaciones significativas de los

problemas, experimentando y obteniendo devolucién inmediata.”

o “El arrastre es un rasgo caracteristico de la GD lo que hace que este entorno sea
mucho mas poderoso que el tradicional aprendizaje con lapiz y papel. El arrastre
permite a los estudiantes ver tantos ejemplos como sean necesarios en pocos
segundos y les devuelve informacién en forma inmediata, cosa que no sucede en la
ensefianza con lapiz y papel. En el estudio reportado, el arrastre ayudo a los
estudiantes a reconocer propiedades, casos particulares, contraejemplos, etcétera, que
pueden ser conectados con el objetivo de establecer una conjetura o una justificacion.”
(pags. 119-120)

En The role of contradiction and uncertainty in promoting the need to prove in dynamic
geometry environments (Hadas, Hershkowitz y Schwarz, 2000) se presentan los
resultados de una investigacion realizada con estudiantes de Israel, en su curso normal
de geometria involucrando a estudiantes de 8° a 10° grados. Con el objetivo de generar
la necesidad en los estudiantes de desarrollar explicaciones deductivas, se los enfrenta
a una serie de tareas que fueron trabajadas en un ambiente de GD. Los autores hacen
uso de algunas posibles funciones mediadoras que proporciona el ambiente de GD

entre las que figuran:

e Servir como ambiente de aprendizaje para formulacién de conjeturas.
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o Refutar o confirmar una conjetura inicial (formulada con o sin una herramienta de
GD), y en los casos de refutacion crear una contradiccion entre los resultados
esperados y los realmente encontrados.

e Llevar a los estudiantes a estar convencidos de que una conclusién es correcta

basados en ensayos inductivos.
o Proveer fuentes adicionales de explicacion.
La actividad, vinculada con nuestra investigacion, es la siguiente:

“Parte A: Mide (con el software) la suma de los angulo interiores en poligonos a medida

que aumenta el numero de lados. Generaliza y explica tu conclusion.

Parte B: Mide (con el software) la suma de los angulos exteriores de un cuadrilatero.
Forma una hipétesis acerca de la suma de los angulo exteriores en poligonos a medida
que aumenta el numero de lados. Verifica tu hipétesis midiendo, explica lo que

encontraste.” (pag. 132)

Referida a esta actividad los autores concluyen que “el aprendizaje en un ambiente de
GD abre oportunidades para sentir la necesidad de la prueba en vez de considerarla
como algo superfluo. Los estudiantes hicieron una conjetura acerca de la solucion de la
tarea y encontraron una razon por la cual esa conjetura era cierta. Esa razén a menudo
tenia sus raices en el sentido comun o estaba basada en los aprendizajes previos. La
refutacién de esa conjetura se dio por los hallazgos de los estudiantes trabajando en
GD vy esto los llevd, mas que aceptar la veracidad de la nueva conjetura, a construir
nuevos argumentos. La construccion de nuevos argumentos en el campo deductivo
estuvo acompafiado por la evaluacion de los argumentos anteriores. Los estudiantes se
refieren a los argumentos previos para mostrar por qué estos estaban equivocados y
por qué la nueva conjetura era verdadera. Por ejemplo, cuando se dieron cuenta que la
suma de los angulos exteriores es constante corrigieron el argumento usando la idea de

compensacion.

La variedad de explicaciones encontradas parece apuntar hacia el hecho de que los

estudiantes comenzaron a estar alertas acerca del rol de las explicaciones en general y
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el rol de las explicaciones deductivas en particular, en la construccion de significados y

en el aumento de la confianza en las conclusiones geométricas.

Concluimos que el disefio en un ambiente de GD ubicé a las pruebas en el centro de las
actividades y argumentos de los estudiantes; esto es, se comprometieron naturalmente

en la actividad de la verdad matematica.”* (pags. 148-149)

¥ Asumimos que los autores identifican verdad matematica con validez.
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4. Desarrollo Experimental y Metodologia

En esta seccion se hace una descripcion del experimento, se fundamentan las

actividades trabajadas y se explicita la metodologia de investigacion.
4.1 Descripcién del experimento

La experiencia se llevo a cabo en dos grupos, uno de 8 y otro de 10 estudiantes, de 2°
afo de BD (16-17 afios), Orientacion Cientifica, como parte de sus cursos regulares de
Matemética B (geometria, 6 horas de 40 minutos semanales), de los Colegios
Latinoamericano (L) y Ciudad de San Felipe (SF), y con su propio profesor (quien
escribe). En ambos grupos los estudiantes trabajaron en parejas y sobre el mismo
conjunto de actividades, en uno (L) se trabajo en el salén de informatica usando The
Geometer's Sketchpad (version 4), en el otro (SF) con lapiz y papel usando regla,

escuadra, compas, y semicirculo o transportador.

El conjunto de las 10 actividades trabajadas, que forman parte del contenido normal del

curso —que se evalla con un examen al final del mismo- tienen como obijetivo:

« Facilitar la ensefianza de conceptos y propiedades que forman parte de un curso
de geometria en BD: rectas y angulos entre ellas, angulos interiores y angulos

externos en poligonos, triangulos isésceles;

e Promover en los estudiantes la elaboracion de conjeturas, su justificacion y su

comunicacién, basandose en sus propios conocimientos de geometria;

o Facilitar el progreso de los estudiantes a través de distintos tipos de

demostraciones.
Para nuestra propia investigacion buscamos:

e Investigar como afecta la Geometria Dindmica la produccion de un razonamiento
deductivo en estudiantes de Bachillerato Diversificado que trabajan en la
formulacién y validacién de conjeturas referidas a actividades de geometria.

e Analizar y comparar la elaboracion de demostraciones de estudiantes que

trabajan en un ambiente de GD con estudiantes que trabajan fuera de él.
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Cada actividad lleva implicita seis etapas: una primera donde cada pareja de
estudiantes debe crear una figura y hacer exploraciones en ella; una segunda donde
deben generar una conjetura; una tercera donde deben justificar la conjetura que han
elaborado previamente; una cuarta donde deben escribir dicha justificacion; una quinta
donde deben, en el pizarron, presentar su demostracion al grupo, aclarando dudas y
preguntas, asi como analizar sugerencias que pudieran surgir de parte del grupo; y una
sexta donde el profesor hace un resumen de la actividad y establece los nuevos
resultados que los estudiantes deben integrar.

A la hora de elaborar justificaciones los estudiantes muchas veces necesitan ayuda
para recordar todos los resultados previos que pueden usar. Para reducir este
problema, en el experimento de ensefianza con las 10 actividades, cada estudiante
tiene su cuaderno de clase donde lleva un registro de las definiciones y teoremas
aceptados previamente. Este cuaderno puede ser consultado cuando no recuerdan un
resultado. Al finalizar cada actividad los nuevos resultados, aprendidos y aceptados en

dicha actividad, son integrados al cuaderno.

Las 6 horas semanales estan agrupadas en 3 moédulos de 80 minutos. Las actividades
se trabajaron en las horas de clase del curso, lo que no requeria ningin compromiso
extra de los estudiantes, sélo el que implica una clase comun. Trabajaron en parejas y
debian entregar una sola hoja de trabajo donde se reportaba el comun acuerdo al que
habian llegado.

El grupo que trabajé con The Geometer’'s Sketchpad no tenia experiencia previa con el
programa (ni con ningun otro programa de GD), sumado a la escasa experiencia del
docente con el mismo, llevé a que las construcciones de las figuras también implicaran
una actividad de busqueda de manejo del programa, hecho que fue positivo en dos
aspectos: reducir el papel del docente en la clase y ponderar el papel protagonico de
los estudiantes en la misma. [Es de sefialar que todos los estudiantes del grupo (L),
tenian PC en su casa y la usaban, como minimo, desde que ingresaron a la ensefianza
media (12-13 afos).]
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4.2 Justificaciéon de las actividades propuestas

Las actividades se muestran en el Apéndice 1. El objetivo de las actividades 1 a 5 fue,
por un lado, ensefiar algunos conceptos geométricos y establecer algunos resultados
que permitan generar multiples cadenas deductivas entre si y de esta manera llegar a
las actividades 6, 7, 8 y 9 con un cierto bagaje de propiedades establecidas
previamente y a las cuales los estudiantes pudieran recurrir en caso de elaborar
demostraciones que hagan uso del razonamiento deductivo; por otro, permitir que los
estudiantes se acostumbren a la forma de trabajo en clase (en parejas, teniendo que
argumentar, escribir el acuerdo al que arribaron, explicar al grupo sus argumentos,
entender los argumentos de los otros equipos) y al manejo del software de GD usado:

The Geometer’'s Sketchpad.

Las actividades 6 y 7 buscan la elaboracion de conjeturas por parte de los estudiantes
pero dandoles la posibilidad de utilizar para ello evidencia que puedan hallar
construyendo figuras y haciendo mediciones sobre ellas, posibilidad que no tendran en

las partes (b) de las actividades 8 y 9.

La eleccion del hexadgono para las partes (a) de las actividades 8 y 9 se debidé a que
hacia falta un poligono que no fuera triangulo ni cuadrilatero y cuyo numero de lados
hiciera posible las mediciones sin invertir demasiado tiempo. Ademas, siendo el
hexagono regular el poligono —excluyendo triangulos y cuadrilateros— con el que los
estudiantes mas han trabajado en su experiencia escolar (en la escuela es tradicional la
construccion del hexagono regular con regla y compas y que se hagan célculos de
areas y perimetros de poligonos donde interviene el hexagono regular en forma
frecuente), se quiso dejar abierta la posibilidad de que los estudiantes recurrieran al
hexagono regular cuando se les decia hexagono convexo y aprovechar para ver en qué

medida lo hacian.

Con las partes (b) de las actividades 8 y 9, al considerar un poligono cuya cantidad de
lados es un namero de tres cifras, se busca eliminar la evidencia empirica como forma
de argumentar la respuesta por parte de los estudiantes y ponerlos en una situacion

donde tengan que recurrir a otro tipo de argumentos.
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Con la actividad 9 se busca ademas crear una contradiccion entre lo que se espera que
los estudiantes conjeturen: que la suma de los angulos externos de un poligono
aumenta a medida que aumenta su numero de lados (basados en lo trabajado en la
Actividad 8) y la evidencia que obtengan haciendo mediciones; de esta manera generar

en los estudiantes la necesidad de elaborar una demostracion.

Las actividades 8 y 9 estan referidas a poligonos convexos ya que The Geometer’'s
Sketchpad so6lo mide angulos menores que 180°.

En esta seccion expusimos como fue pensada la secuencia de actividades. Asumimos
como hipétesis de trabajo que dicha secuencia de actividades genera en los
estudiantes la necesidad de elaborar demostraciones. También asumimos como

hipotesis que algunas actividades transcurriran por el camino sugerido.
4.3 Metodologia de investigacion

Siendo el presente un estudio cualitativo y dado lo reducido de los dos grupos —cuatro
parejas en uno y cinco en el otro— se considerd viable que el investigador pudiera ir
tomando notas sobre el trabajo de cada una de las parejas mientras transcurria la clase.
Esto dificilmente hubiera sido posible si los grupos hubieran sido mas numerosos.

En nuestro experimento se buscO preservar intactas las exigencias del curso al cual
asistian los estudiantes, por consiguiente no contemplamos hacer entrevistas o
cuestionamientos fuera de las actividades de clase, pues en caso de hacerse
entrevistas éstas se harian fuera de los horarios de clase lo que implicaria un
compromiso extra por parte del estudiante. De esta forma se busco percibir las
constantes y las excepciones en las forma de proceder de cada pareja por un lado, y de

cada uno de los grupos por el otro.

Segun Gutiérrez (1999, pag. 171): “La recogida de informacién cualitativa se hace
generalmente de una de estas dos formas: la observacion y las entrevistas. La primera
forma tiene lugar cuando se desea investigar sobre el comportamiento de un grupo de
estudiantes, pues la informacién que se recoge procede del grupo completo, o de un
numeroso conjunto de sus elementos, y no de individuos aislados. Se debe recurrir a

este método de trabajo cuando se es consciente de que los resultados de la
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investigacion estaran altamente influenciados por las interacciones sociales del grupo

formado por un profesor y sus alumnos durante su actividad cotidiana en el aula.”

Siguiendo con el método experimental sugerido por Gutiérrez, (1999, pags. 171-172)
“...Aqui le surgira al investigador un dilema en cuanto a su forma de actuar durante la
investigacion: por una parte, su presencia supone la aparicion de un elemento extrafio
gue puede producir distorsiones en el ‘ecosistema’ habitual del aula, las cuales seran
mas importantes cuanto mas activo sea el papel del investigador; desde este punto de
vista, lo ideal es que no estén en el aula mas que las personas habituales (profesor y
estudiantes). Pero, por otra parte, si el investigador no entra en el aula, la Unica fuente
de informacion sobre lo que ha pasado es el profesor; la experiencia indica que los
informes de los profesores suelen ser parciales (es imposible estar atento a lo que
hacen todos los estudiantes durante todo el tiempo y, ademas, recordarlo todo) e
involuntariamente sesgados (normalmente el profesor no sabe con exactitud qué es lo
que busca el investigador ni cuales son los aspectos mas interesantes para é€l). Luego
la recogida de informacién deberia hacerla directamente el investigador y, salvo que el
profesor sea un miembro del equipo investigador, es razonable que haya en el aula,

como minimo, un operador con una camara de video.”

En nuestro caso, el investigador fue el mismo profesor del grupo, por lo que sélo fue
necesario disefiar una forma de recabar la informacion deseada sin introducir
“perturbaciones” en las actitudes de los alumnos y sus producciones. Se penso6 grabar
(tanto en audio como en video) las clases para disponer de mayor informacién, pero
experiencias previas hechas con otros grupos nos llevaron a desechar tal posibilidad:
Introducir en el salon de clases elementos extrafios al proceso de ensefianza y
aprendizaje —como pueden ser grabadores, camaras de video u observadores
externos— hacen que los estudiantes no se comporten de forma natural como lo harian
en una clase corriente. Algunos estudiantes, por estar siendo filmados o grabados, se
sienten en la obligacion de pensar cuidadosamente lo que van a decir y cémo lo van a
decir, suponen que su respuesta natural no es de interés para el investigador o que
este espera otro tipo de respuestas; otros, que viven la presencia de grabadores o
camaras en el salon de clase como algo experimental y ajeno al desarrollo normal del

curso, no se comprometen con las actividades y se despreocupan de lo que van a decir
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y de como lo van a hacer. En ambos casos, por exceso o por falta de compromiso de
los estudiantes, la informacion obtenida es acerca de un proceso que tiene

caracteristicas no deseadas.

Compartimos con Flores (2004, pag. 32) “considerar el aula y los procesos de
ensefianza y aprendizaje que se dan dentro de ella como un sistema. La evaluacién del
desarrollo de este sistema y los cambios significativos que se den dentro de éste deben
evaluarse a través de lo que se produzca dentro de él y de las impresiones del

impartidor que tiene una posicién privilegiada para llevar a cabo esta evaluacion.”

Por otro lado “Se habla de dos tipos de observacion: la observacion participativa, en la
cual el observador trata de comportarse como un miembro del grupo, para comprender
mejor sus interacciones aunque, al mismo tiempo, toma una postura de observador
externo, para tener una perspectiva objetiva adecuada sobre las actividades del grupo.
Y la observacion no participativa (o neutra), en la cual el investigador trata de pasar lo
mas desapercibido posible y no tiene ningun tipo de relacion con los miembros del aula”
(Gutiérrez, 1999, pag. 172). Nosotros optamos por una observacion participativa,
buscamos entender qué estan haciendo los estudiantes mientras se enfrentan a las
tareas —esto se podria hacer con una observacion no participativa—, ademas de tratar
de comprender por qué lo estdn haciendo y para ello en ciertas ocasiones es

imprescindible preguntar sobre ciertos procedimientos o resultados.

Siendo el investigador el propio docente de los grupos en los cuales se lleva adelante la

experiencia, es necesario explicitar las expectativas previas del investigador:

o el trabajo en un ambiente de GD facilitaria la formulacién de conjeturas por parte
de los estudiantes, pero no contribuiria a desarrollar un pensamiento deductivo
ya que los estudiantes que trabajan en un ambiente de GD se quedarian

conformes con la contundencia de la prueba del arrastre;

« estudiantes que trabajan con lapiz y papel, al ser engorroso el proceso de hacer
sucesivas figuras y las mediciones correspondientes —sumado esto a la
imprecision de las mismas—, después de hacer una figura que estaria
representando a todas las figuras posibles en las condiciones de la letra,

tenderian a recurrir a la letra del problema y a resultados obtenidos en problemas
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anteriores para formular una conjetura y elaborar una explicacion deductiva. El
razonamiento deductivo no se veria entorpecido por conocimientos de otro tipo

como en el trabajo en GD.

Para la comparacion de ambos grupos —(L) y (SF)- se escogieron escuelas con
caracteristicas parecidas, es decir instituciones privadas, del mismo barrio y con
estudiantes provenientes de familias de nivel adquisitivo similar; ambas instituciones
tienen una concepcién de ensefianza similar. El afio en que se hizo la experimentacion
ambos grupos tenian casi el mismo numero de estudiantes, las notas con que los
estudiantes habian aprobado el curso anterior eran similares salvo una estudiante (SF)
que recursaba, el investigador es el docente responsable de ambos cursos desde hace
varios afios. Pensamos en el trabajo tanto en un ambiente de GD como con lapiz y
papel como puntos de observacion del proceso de razonamiento de los estudiantes y

no como dos entornos que necesariamente se contraponen.

Teniendo en cuenta los elementos sefialados consideramos importante poder
establecer algunos rasgos caracteristicos presentes en la ensefianza de la
demostracion donde sélo se hace uso de lapiz y papel, esta es informacién valiosa si
tenemos en cuenta que es la forma en que el cuerpo docente ensefia geometria en
nuestro pais y que ésa es la realidad que queremos transformar —porque ya conocemos
sus resultados— y para ello necesitamos comprenderla, ser capaces de explicar los
motivos de su fracaso.

Este trabajo tiene presente la preocupacion expresada por reconocidos investigadores
(Godino, 2000, pag. 347; Gutiérrez, 1999, pag. 158) acerca del marcado divorcio
existente entre la investigacibn que se desarrolla en el ambito académico y su
aplicacion practica a la mejora de la ensefianza de las mateméticas. Una posible via de
solucion a esta problematica seria que investigadores y profesores caminaran juntos en
la empresa de investigacion, tal como lo sugiere Kilpatrick (citado en Godino, 1993, pag.
17). Coincidimos con D’Amore (2000, pag. 49) en que el efecto empirico de la
investigacion esta todavia en la actualidad bastante lejano al saldn de clases y que “en
el préximo milenio se debera perseguir una meta mas compleja: construir un curriculum

consistente con los resultados obtenidos en las investigaciones.”
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Somos conscientes de la problematica que relata Schoenfeld (2000)*® pero aqui no se
trata de evaluar mediante un test dos formas distintas de instruccion con finalidades
distintas sino que es una misma secuencia de actividades con la misma finalidad en
ambos grupos —involucrar a los estudiantes en la demostracion de conjeturas
previamente formuladas por ellos mismos — y lo que varia en uno y otro grupo es el uso
o no del software. No buscamos aqui tomar partido por el trabajo en uno u otro
ambiente —GD o lapiz y papel- sino de analizar como afecta cada ambiente la

produccion de un razonamiento deductivo.

La informacion se obtuvo de las hojas de trabajo entregadas por cada pareja de
estudiantes al profesor y de las notas tomadas en clase por el profesor durante la
realizacion de las actividades. De esta forma se tomaron en cuenta, mediante las hojas
de trabajo, las justificaciones finales elaboradas por cada pareja y, por medio de las
notas, aspectos destacados del proceso seguido por cada pareja en la elaboracion de
dichas justificaciones. En el caso de los estudiantes (L) que trabajaron en un ambiente
de GD también se conté con las construcciones hechas por cada pareja en The
Geometer’s Sketchpad.

La informacion proveniente de las hojas de trabajo entregadas por las parejas de

estudiantes al finalizar cada actividad se organizd de acuerdo con los esquemas de

1> “Hacia mitad de los noventa los encargados del programa del National Science Fundation (NSF) estaban
convencidos de que la reforma del calculo era ‘buena’ y que debia ser un modelo para la reforma en otras areas de
contenido. ElI NSF reunié a los matematicos que habian estado implicados en la reforma con investigadores en
educaciéon matematica y planted la siguiente pregunta: ‘;Podemos conseguir evidencia de que la reforma del calculo
funciona (o sea, que la reforma del calculo es mejor que el calculo tradicional)’? Lo que tenian en mente,
basicamente, era una forma de test. Pensaron que seria facil construir un test, administrarlo, y demostrar que los
estudiantes de la reforma lo harian mejor.

Los que eran partidarios de esta aproximacion no comprendian que lo que proponian seria en esencia como una
comparacion de manzanas con naranjas. Si se da un test tradicional que se apoya fuertemente en la habilidad para
realizar manipulaciones simbdlicas, los estudiantes de la ‘reforma’ estarian en desventaja porque no practicaron
destrezas de calculo. Si se da un test que requiere el uso de tecnologia o que tenga un fuerte componente de
modelizacidn, los estudiantes tradicionales estarian en desventaja porque la tecnologia y la modelizacion no habian
sido una parte importante de su curriculum. De cualquiera de las dos formas, dar un test y comparar puntuaciones

serfa injusto.” (pags. 3-4)
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demostracion propuestos por Sowder y Harel (1998) y a los tipos de prueba propuestos
por Balacheff (1998, 2000a), presentados en las secciones 2.1y 2.2 respectivamente. A
partir de las hojas de trabajo y las notas tomadas en clase por el profesor se determiné

el nivel de van Hiele en el que trabajaba cada pareja.

58



5. Analisis de datos y resultados

Con base en lo trabajado por cada pareja de estudiantes®® en las actividades 6 a 9 se
construyeron tablas (consignadas en el Apéndice 2) donde se indica el argumento
central generado por cada pareja en la justificacion de cada actividad, seguido del
esquema de demostracion (Sowder y Harel, 1998) y del tipo de demostracion
(Balacheff, 1998, 2000a) al que corresponderia. También se indica el Nivel de van Hiele
en el que estaria trabajando cada pareja. La forma en que se hizo este andlisis quedara
en claro de inmediato cuando reportemos lo realizado por las parejas frente a una
actividad. De esta manera se busca comparar los argumentos producidos por parejas
de estudiantes que trabajan en un ambiente de GD con los producidos por estudiantes
que lo hacen con lapiz y papel.

A partir del analisis consignado en las tablas (Apéndice 2) se pudo apreciar la
regularidad de cada pareja en lo referente a niveles de van Hiele, a tipos de prueba'’ y
a esquemas de demostracion®®, presentadas en ese orden en los cuadros siguientes, a

lo largo de las actividades 6 a 9.

Act. Lapiz y papel (San Felipe)
EE AS MV LM GM
Nivel 2 Nivel 2 Nivel 2 Nivel 2 -
Emp. Ingenuo|Emp. Ingenuo|Emp. Ingenuo |Emp. Ingenuo (2) |Exp. Mental
6 Q) (2) (1) Esqg. Inductivo (2) |Esg. Ritual
Esq. Perceptivo |Esg. Inductivo| —Exp. Crucial
—Esq.Inductivo( | (1) Esq. Inductivo
1) 2
Nivel 2 Nivel 2 No elaboran Niveles 2y 3 Niveles 2y 3
Emp. Ingenuo |Emp. Ingenuo|una prueba Emp. Ingenuo (2) |Emp. Ingenuo (1)
v 2) D) Esqg. Inductivo (2)|Esqg. Inductivo (1)
Esq. Perceptivo|Esg. Inductivo y
2) D) Esg. Perceptivo
@)

16 |os equipos que trabajan en un ambiente de GD (Latino) estan conformados por Janine y Paula (JP), Javier y
Matias (JM), Andrés y Diego (AD), Bruno y Daniel (BD); los que trabajan con lapiz y papel (San Felipe) por Emilio
y Enrique (EE), Anaclara y Santiago (AS), Matias y Valeria (MV), Le6n y Martin (LM), Graciana y Matias (GM).

" El nimero de casos considerados en el tipo de prueba empirismo ingenuo figura entre paréntesis en las tablas.
18 EI nimero de casos considerados en los esquemas de demostracién perceptivo e inductivo figura entre paréntesis
en las tablas.
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Emp. Ingenuo

Emp. Ingenuo

Emp. Ingenuo

Emp. Ingenuo

Emp. Ingenuo

i) Esq.Inductivo (1) | Esq.Perceptivo | Esq.Perceptivo |Esq.  Perceptivo | Esq. Inductivo (1)
1) 1) 1)
i) Esq. Perceptivo | Esq.Perceptivo |Esq.Perceptivo |Esg. Perceptivo |-
2) 2) 1) 1)
iii) |Esg. Inductivo | Esq.Perceptivo( |Esq. Esq. Perceptivo | Esq. Inductivo
(2) o0) Perceptivo(1) (2) (0)
8(a) | Nivel 2 Nivel 4 Nivel 4 Niveles 2y 3 Nivel 2
iv) |Emp. Ingenuo |Ej. Geneérico Ej. Genérico Emp. Ingenuo (2) |Emp. Ingenuo (1)
2) Esqg. Axiomatico |Esq. Axiomatico |Esq. Inductivo (2) |Esg. Inductivo (1)
Esg. Inductivo
2)
8(b) | No elaboran Nivel 2 No elaboran Niveles 3y 4 Niveles 2y 3
una prueba Emp. Ingenuo|una prueba Emp. Ingenuo (2) |Emp. Ingenuo (1)
3) —Ej. Genérico |Esq. Inductivo (1)
Esq. Inductivo Esq. Empirico (2)
3) —Esq. Analitico
9(a) |Nivel 4 Nivel 4 Nivel 2 Nivel 2 Nivel 4
Exp. Mental Exp. Mental No elaboran No elaboran Exp. Mental
Esqg. Analitico Esqg. Analitico una prueba una prueba Esq. Analitico
9(b) |Nivel 3 No elaboran No elaboran Nivel 2 Nivel 4
Exp. Mental una prueba una prueba Emp. Ingenuo (2) |Exp. Mental
Esq. Analitico Esqg. Inductivo (2) | Esg. Analitico
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Podemos afirmar asi que las producciones de los estudiantes que trabajaron en un
ambiente de GD correspondieron mayoritariamente a los Niveles 3 y 4 de van Hiele, a
pruebas intelectuales y a esquemas de demostracion analiticos; mientras que las
producciones de los estudiantes que trabajaron con lapiz y papel correspondieron
mayoritariamente a los Niveles 2 y 3 de van Hiele, a pruebas pragmaticas y esquemas
de demostracion empiricos. Aclaramos que para nada estamos sugiriendo aqui que la
produccion de los estudiantes en Niveles 2 y 3 de van Hiele fue empirica debido a que
hicieron uso de lapiz y papel, y que la produccion de estudiantes en los Niveles 3y 4

Act. GD (Latino)
JP JM AD BD
Nivel 4 Nivel 4 Niveles 3y 4 Nivel 4
6 Exp. Mental Exp. Mental Exp. Mental Exp. Crucial
Esq. Axiomatico Esqg. Axiomatico Esq. Axiomatico Esq. Perceptivo y
Esq. Inductivo (1)
Nivel 4 Nivel 4 Nivel 4 Nivel 4
7 | Exp. Mental Exp. Mental Exp. Mental Ej. Genérico
Esqg. Axiomatico Esqg. Axiomatico Esqg. Axiomatico Esqg. Axiomatico
8(a) |- - - -
i)( ) Emp. Ingenuo Emp. Ingenuo Emp. Ingenuo Emp. Ingenuo
i) Esq. Perceptivoy |Esq. Perceptivoy |Esq. Perceptivoy Esq. Perceptivo y
iii) Esq. Inductivo Esq. Inductivo| Esqg. Inductivo («) | Esq. Inductivo ()
(=) (=)
8(a) |No elaboran Niveles 3y 4 Nivel 4 Niveles 3y 4
iv) una prueba Emp. Ingenuo (1) |Emp. Ingenuo (1) Prueba Intelectual
— Ej. Genérico — Ej. Genérico Esq. Inductivo (4)
Esq. Inductivo (1) |Esq. Inductivo (1)
— Esq. Analitico — Esqg. Analitico
8(b) |No elaboran Niveles 2y 3 No elaboran Nivel 2
una prueba Emp. Ingenuo (1) |una prueba Emp. Ingenuo (4)
— Exp. Mental Esq. Inductivo (4)
Esq. Inductivo (1)
— Esq. Analitico
9(a) |Nivel 4 Nivel 4 Nivel 4 Nivel 2
Exp. Mental Exp. Mental Exp. Mental No elaboran
Esqg. Axiomatico Esqg. Axiomatico Esqg. Axiomatico una prueba
9(b) |Nivel 4 Nivel 4 Niveles 2y 3 Niveles 2y 3
Exp. Mental Exp. Mental Exp. Mental Exp. Mental
Esqg. Axiomatico Esqg. Axiomatico Esqg. Axiomatico Esqg. Inductivo (4)

fue analitica debido al trabajo en un ambiente de GD.

Nos planteamos estudiar cualitativamente coémo afecta la Geometria Dinamica la

produccion de un razonamiento deductivo (en el caso de que lo haya) en estudiantes de
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Bachillerato Diversificado que trabajan en la formulacién y validacion de conjeturas

referidas a actividades de geometria.

Para ello analizaremos las producciones de las parejas de estudiantes buscando
establecer un vinculo entre el Nivel de van Hiele en el que trabajaron, el tipo de pruebas
que desarrollaron, y si su concepcidn se puede inscribir en alguna de los esquemas de
demostracion. Ponderando las caracteristicas del comportamiento de las parejas de
estudiantes frente a las tareas propuestas posiblemente podamos tener elementos para

responder nuestra pregunta de investigacion.

Debido a las caracteristicas de estabilidad sefialadas antes, de las producciones de las
parejas de estudiantes frente a las actividades propuestas, cuyo primer analisis se
consignd en el Apéndice 2 y del cual las tablas anteriores son un extracto, resolvimos
estudiar las producciones de todas las parejas frente a una misma actividad (y no las
producciones de algunas parejas a lo largo de las distintas actividades). De esta
manera creemos podemos tener una vision mas precisa de como afecta la produccion

de un razonamiento deductivo el trabajo en un ambiente de GD o con lapiz y papel.

La Actividad 6 fue la considerada: Construye un triangulo ABC y los angulos externos

CBP, ACQ y BAR. ¢{Qué puedes decir de la suma de dichos angulos? Explica por qué.
Veamos primero el trabajo de los estudiantes que usaron lapiz y papel.

Emilio—Enrique: Construyen un triangulo equilatero, lo hacen con regla y compas.
Construyen los &ngulos externos y miden con el semicirculo. La suma de los tres
angulos externos les da 362.

- Deberia ser 360°, dicen.

- ¢ Y si fuera otro tridngulo?, pregunto.

- En la letra decia ‘construye un tridngulo’, aca esta, dice Emilio
sefialando el triAngulo equilatero que habian construido.

- ¢Como deciden si es 360° o si es 362°?, pregunto.

Enrique sugiere construir otro triangulo con mas cuidado (se

sobreentiende que es equilatero) y volver a hacer las

mediciones.

Los dejo haciendo la construcciéon y oigo que comentan:
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- Enrique: Estos angulos son de 60°, asi que estos otros son de 120°...
- Emilio: ... y 120° + 120° + 120° es 360°.

- Ya esta, dicen juntos.

Me llaman para comunicarme sus novedades, se sienten de lo mas contentos con su
explicacion.
- ¢,Por qué los angulos miden 60°?, les pregunto.

- Porque el [triangulo] equilatero tienen tres angulos de 60°.

Asi, de esa manera tan inocente, surgia el razonamiento deductivo: trayendo trabajo

pero también la recompensa del placer que daba la claridad.

Que la prueba generada y acordada por Emilio y Enrique no es una demostracion, no
hay ninguna duda; tampoco hay ninguna duda de que es un buen inicio. En dicha
prueba esta presente lo medular de una demostracion matematica: el razonamiento
deductivo arrojando luz sobre una situacién originalmente desconocida —enunciado de
la actividad—, posteriormente ambigua —¢360° o 362?—, finalmente develando su
misterio. Y de una manera muy peculiar: exclusivamente a partir de informacion que
figura en la letra —y no de mediciones, por ejemplo— (al menos en la interpretacion que
le han dado construyendo el triangulo equilatero) han concluido que la suma de los

angulos externos es 360°.

¢,Como se armé dicho razonamiento? Empez6 por la mitad (si los angulos interiores
miden 60°, entonces los angulos externos miden 120°), siguié hasta el final (120° + 120°
+ 120° = 360°), y finalmente se aclaré el inicio (los angulos son de [miden] 60° porque el

triangulo es equilatero).

“Jamas tan cerca arremetio lo lejos” dice Vallejo. Que el triangulo equilatero es el que
tenia tres lados iguales y tres dngulos iguales habia vivido de alguna forma en Emilio y
Enriqgue desde los primeros afios de la Enseflanza Primaria hasta que esa mafana
habian ido en su basqueda para resolver una situacion incierta. ¢ Como avanzar sobre
lo incierto sino a partir de lo seguro? Sentian el placer de haber ellos mismo hallado una
explicacion para la situacion planteada. Para Emilio y Enrique no habia nada mas alla
del triangulo equilatero: tres lados iguales, tres angulos iguales, otros tres angulos

iguales que finalmente sumados hacian 360°. No se daban cuenta que habian recurrido
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al triangulo equilatero no solo a la hora de buscar una explicacion sino mucho antes: a

la hora de hacer la figura después de leer el enunciado de la actividad.

En cuanto a los Niveles de van Hiele esta pareja de estudiantes se podria ubicar en el
Nivel 2, en una etapa de analisis donde “la demostracion de una propiedad la hace

mediante su comprobacidén en uno o en pocos casos.” (Gutiérrez y Jaime, 1991)

Segun la clasificacion de pruebas de Balacheff (1998, 2000a), la elaborada por Emilio y
Enrigue en esta actividad corresponderia a una prueba pragmatica, en particular al
empirismo ingenuo donde se establece la validez de un resultado basandose en su

verificacion en algunos casos.

Emilio—Enrique, al trabajar con un triangulo equilatero y limitar su explicacion a dicho
triangulo, mostrarian un esquema de demostracion empirico. Al principio (cuando hacen
las mediciones de los angulos con el semicirculo) un esquema de demostracion
perceptivo: “estudiantes que llegan a conclusiones basados en sus percepciones de
uno solo, u ocasionalmente varios, dibujos.” (Sowder y Harel, 1998); finalmente un
esquema de demostracion inductivo: “cuando los estudiantes buscan convencerse a si
mismos y a otros evaluando una conjetura a través de uno o mas ejemplos”, de un solo
caso.

Anaclara—Santiago: Construyen, con regla y compds, un triangulo rectangulo
isdsceles. Inmediatamente oigo:

- Este &ngulo [RAB] mide 90°, sanciona Santiago.

- Porque el interior [CAB] mide 90°, aclara Anaclara.
Constuyendo el triangulo rectangulo isosceles, apoyado
sobre uno de los catetos, Anaclara y Santiago se
mostraban enteros, pero tenia yo que reconocer que la

eleccion ya habia dado sus frutos. ¢Inocente? Puede ser.

Pero sin ninguna duda deduccion.

¢ Y de los otros angulos externos? Ni idea, no se les ocurre alguna menara de saberlo.
Yo supongo que ahora usaran el hecho de que el triangulo es isésceles —y como es
rectdngulo— que los otros angulos (interiores) del triAngulo miden 45° y asi llegar a los

otros angulos externos. Los siguen observando pero no se les ocurre nada, y no
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recurren al semicirculo para medirlos sino a otra figura

conocida: el cuadrado. Construyen el cuadrado ABJC. Y ahi Q
esta el cuadrado también dando sus frutos: \\c
- Santiago: Este angulo [JBP] es de 90°.

- Anaclara: Y este [CBJ] es de 45° porque BC es diagonal y divide
al angulo [ABJ] al medio.

- S-A: Asi que entonces CBP es [mide] 135°. |'o0° B P

- A: Y acé [sefialando el angulo ACQ] pasa lo mismo.

-Yo: ¢Por qué?

- A: Estos angulos [PBC y QCA] son iguales.
- Yo: ¢Si? No veo por qué.

Dada la figura que tienen supongo que ahora si usaran que el angulo ACB mide 45° y
de ahi deduciran la medida de ACQ. Nuevamente me
equivoco:

- S: Si prolongamos este segmento [CJ] tenemos un &ngulo
de 90° y otro de 45°.

- Yo: El de 90° les creo.

- A: Si, es de 45° porque BCJ mide 45 y QCB es opuesto por T 900 B P

el vértice, asi que son iguales. Ré

Desde un primer momento Anaclara y Santiago

recurrieron a las propiedades de las figuras involucradas siguiendo un camino deductivo
en la construccidbn de su prueba. La prueba elaborada como justificacion de la
respuesta a la actividad planteada no fue una demostracion —comprende el Unico caso
del triangulo rectangulo isésceles—, y sin embargo en el tratamiento de ese Unico caso
considerado estuvo el razonamiento deductivo en todo momento. No es una
demostracion porque a partir de la validez de la conjetura en el caso del tridngulo
considerado Anaclara y Santiago afirman que “siempre va a ser asi”, que la conjetura va
a ser valida para todo triangulo; estan recurriendo a un razonamiento no deductivo de
tipo inductivo donde la validez de las premisas (del caso considerado) ofrece un apoyo

parcial a la validez de la conclusién (de la conjetura).
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Consideramos que trabajan en el Nivel 2 de van Hiele, que su prueba puede
considerarse como empirismo ingenuo y que su esquema de demostracién es inductivo

de un solo caso.

Matias—Valeria: Construyen un triangulo equilatero. Tienen el
triangulo, tienen el semicirculo: miden sus angulos externos con
el semicirculo, suman y pronto: obtienen 360°.

-Yo: ;Y si el triangulo no fuera equilatero?

Mientras me alejo oigo a Valeria decirle a Matias:
- V: Cada uno podia elegir el triAngulo que quisiera, nosotros elegimos este, ¢qué tiene de

malo?

No logran entender la peculiaridad de su figura. Reemprenden la tarea molestos, como
pensando que mi intencion es complicar(los) por haber sido los primeros en terminar.

- Vamos a hacer un tridngulo ‘bien cualquiera’ asi [el profesor] no nos
va a poder decir nada, propone Valeria.

Hablan de construir un triangulo obtusangulo como algo
exotico. Después de algunas dificultades en construir los
angulos externos tienen finalmente la figura buscada. Como al
principio: tienen el triangulo, tienen el semicirculo: miden sus
angulos externos con el semicirculo, suman y pronto: obtienen
358°.

Ambos concuerdan en que deberia dar 360°, Matias explica:

- La diferencia es por el trazado y por errores al medir.

Terminada la tarea se preguntan:

- ¢,Por qué demoran tanto los otros equipos?

En ninglin momento, mientras elaboraban su prueba, recurren a las propiedades de las
figuras que consideran ni a ninguna de las actividades previas ya trabajadas en clase.
No se encuentran indicios de razonamiento deductivo en su justificacion.

Consideramos que esta pareja podria ubicarse en el Nivel 2 de van Hiele. Inicialmente
la prueba ofrecida por Matias y Valeria corresponderia al empirismo ingenuo, la prueba
final se encuadraria dentro de experiencia crucial. En cuanto

al esquema de demostracion: esquema perceptivo.




Ledn—Martin: Con regla y compas, construyen un triangulo equilatero. Mirando la figura
comentan:

- L: Los angulos [del triangulo] son de [miden] 60°, asi que este otro [RAB] es de 120°. Con los
otros [PBC y QCA] es lo mismo.

- M: Asi que 120° por 3 da 360°.

- L: Vamos a hacer otro [triangulo].

Construyen ahora un tridngulo rectangulo isdsceles. Empiezan a analizar su nueva
figura:

- M: Este [CAB] es de [mide] 90°. Estos otros [ABC y ACB]...

- L: Son de 45° porque asi con el [sumados al] de 90° completan los 180° del triAngulo.

- M: Este de afuera [PBC] mide 180° menos 45° ...que da 135°.
- L: Y este otro [QCA] es igual [a PBC].

- M: Ahora sumamos 135° mas 135° méas 90° que da 360°.

Basandose en lo trabajado hasta el momento afirman que

“siempre va a ser asi”.

En los dos triangulos considerados razonan deductivamente

de una forma impecable. Claro que su prueba no es una demostraciéon ya que le falta
generalidad, alcanzar a todos los triangulos. Pero en lo trabajado en ambos casos hay
elementos en comun: primero hallan los angulos interiores del triAngulos, después los
angulos externos, luego suman dichos angulos externos para obtener finalmente 360°.
También en ambos casos resuelven la situacion de la forma mas econdémica, sin hacer

trazados auxiliares o calcular &ngulos prescindibles.

Su pensamiento geométrico podria ubicarse en el Nivel 2 de van Hiele, la prueba
elaborada en el empirismo ingenuo, su esquema de demostracion en el esquema

inductivo apelando a dos casos.

Graciana—Matias: La que toma la iniciativa es Graciana, quien esta recursando.

- G: Tenemos que hacer un triangulo que no tenga nada de especial, porque sino no sirve.

Una vez construido el tridngulo con regla Graciana identifica la actividad propuesta con

un teorema del afio anterior. Me llamay dice:
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- G: Esto [la actividad] es un teorema que vimos el afio pasado. ¢ Por qué no nos decis como es
la demostracion? Seria mucho mas rapido.

- Yo: La idea es que hagan ustedes una demostracion, le respondo.

- G: Pero no me acuerdo como era.

- Yo: No tiene por qué ser la misma del afio pasado.

- G: Pero si ya tengo la que nos diste vos, ¢para qué hacer otra si esa es la que sirve?

- Yo: ¢La tenés aca?, pregunto.

- G: No.

- Yo: Mejor, asi pueden pensar ustedes una demostracion. Recuerden que en la explicacion que

den tienen que estar los dos de acuerdo.

Después de trabajar un rato Graciana finalmente termina reconstruyendo la
demostracion del teorema vista el afio anterior. Y le va explicando a Matias:

- G: A estos angulos [CAB, ABC, BCA] los llamamos «, B, v.
Ahora calculamos [las medidas de] los angulos BAR, CPB y
ACQ.

Van escribiendo en la figura.

BAR = 180° — o, CBP =180° - 3, ACQ =180 — .
- G: Ahora los sumamos
180° — o + 180° -3 + 180 — y

y como a, By y [sumados] dan 180°, todo da 360°.

Tratar de asignar un Nivel de van Hiele de pensamiento geométrico basandonos como
Unica evidencia en lo trabajado en esta actividad por Graciana y Matias no seria
correcto ya que centralmente lo que hubo fue un trabajo de rememorar una
demostracion hecha por el profesor el afio anterior. El tipo de prueba elaborada
corresponde a experiencia mental. El esquema de demostracion es externo ya que “lo
gue convence al estudiante como lo que el estudiante puede ofrecer para persuadir a
otros tiene una procedencia exterior’, y si tuviéramos que precisar mMmas nos
inclinariamos por afirmar que es un esquema ritual donde el peso del argumento es

juzgado en gran medida por su forma y no por su exactitud.

La prueba presentada por Graciana y Matias hace uso del razonamiento deductivo

referido a una situacion general de la actividad que permite, a partir de la informacion
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que figura en el enunciado y de un teorema demostrado en una actividad previa, dar

una respuesta a la misma. La prueba expuesta si es una demostracion.

Veamos ahora el trabajo de los estudiantes que usaron The Geometer’s Sketchpad.

Janine-Paula: Hacen la construccion, miden los angulos externos, los suman y tienen

la respuesta a la pregunta ¢,qué puedes decir de la suma de dichos angulos?

- J-P: Que la suma [de los angulos externos] siempre da 360°.

Empiezan ahora a tratar de explicar por qué.

- J: Son [los tres angulos externos] obtusos.

Paula arrastra uno de los vértices del triangulo y descartan la afirmacion por falsa.
- J: Pero uno [de los angulos externos] siempre es obtuso.

- P: No, mira, hay dos que son obtusos.

Trabajan sobre la figura que tienen en la pantalla haciendo que cada uno de los angulos
externos sea agudo Yy verificando en la misma pantalla que efectivamente los otros son
obtusos. Para apreciar mejor arrastran las medidas de los angulos, que estaban en el
angulo superior de la pantalla, a las proximidades de los respectivos angulos. Trabajan
algo en explicar su conjetura y se dan por satisfechas diciendo que ‘si uno [de los
angulos externos] es agudo [piensan en un angulo cuya medida sea cercana a los 909],
como entre los tres tienen que sumar 360°, entre los otros tienen que sumar cerca de
270° y como son dos angulos van a ser mayores que 90°]'. Dejan esta justificacion de
lado cuando recuerdan que su problema no es
este sino explicar por qué los tres angulos

externos suman 360°.
Deciden trazar por B una recta paralela a AC.

Se percatan mirando en la pantalla y arrastrando

de la igualdad de varias parejas de angulos,

verifican  dichas igualdades midiendo vy

arrastrando. Pero como los angulos son muchos y hay que marcar uno a uno para
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medirlos Janine empieza a decir que son iguales por algo que ya hicieron antes y
recurre al cuaderno.

- J: El [angulo] CAB es igual al [angulo] FBP porque son correspondientes y esta recta [JF] es

paralela a esta otra [AC], esto es lo que dice la propiedad 1 [Actividad 2 (b)]

Usando la misma propiedad justifican la igualdad de los 4ngulos: ACB y CBF, CAB y
ABJ, RAB y JBP. Como son varios angulos resuelven hacer una figura en papel y
marcar con colores los angulos iguales. Pero siguen sin poder dar una explicacion para

el hecho de que los angulos externos sumen 360°. Me llaman y comentan:
- J-P: Tenemos un montoén de [parejas de] angulos iguales pero no nos sirven de nada.

Las veo mareadas con todas la informacion que tienen, informacion cierta ademas.
- Yo: ¢ Qué es lo que quieren hacer?

- J-P: Ver por qué estos tres angulos [los &ngulos externos] suman 360°.

Esto les sirve para darse cuenta que no han centrado su atencion en los angulos
externos.

- J: EI RAB ya sabemos que es igual al JBP.

- P: EI QCA es igual a todo este [CBJ].

-J: Y elCBJesla sumade CBAy ABJ.

- P: Ya esta. El otro [angulo externo] es este [PBC] y asi [entre los tres angulos externos]
completan toda la vuelta.

Pareceria que la dificultad que tuvieron en reconocer la
igualdad de QCA y CBJ, asi como en identificar al
angulo externo PBC, fue debida a que CBJ y PBC
aparecen divididos por las semirrectas BA y BF
respectivamente.

A la hora de escribir su justificacion en papel se dan

cuenta que pueden prescindir de la semirrecta BF.

Janine y Paula en su prueba recurren, después del
trazado de una paralela, a una propiedad acordada en
una actividad previa ya trabajada en clase. Dicha propiedad acordada es la que permite
a Janine y Paula explicar la igualdad de algunos angulos de la figura original con

nuevos angulos surgidos del trazado de la paralela. De estas igualdades no todas son
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atiles al fin buscado pero la propiedad seguird siendo util al igual que la paralela
trazada: permitira establecer la igualdad de dos angulos externos con dos angulos de
vértice en el tercer vértice del triangulo. El tercer &ngulo externo completara, junto a los
dos angulos de vértice en el tercer vertice del triangulo, los 360°. Hallada una
explicacion viene la hora de escribirla y ahi surge la necesidad de separar la paja del
trigo: ciertas afirmaciones, aunque ciertas, no vienen al caso. ¢ Para qué escribirlas? En
ese momento la paralela también revelard que no toda ella es util, que una de las
semirrectas de origen en el vértice oscurece mas que aclarar. La prueba fue una
demostracion: hizo uso del razonamiento deductivo —dejo en claro que la conjetura era
valida-, eché luz sobre una situacion —dejé en claro por qué la conjetura era valida—y en
ambos aspectos concordaban guienes la habian construido. Ahi estan los
componentes de una demostracion en el &mbito de la matematica escolar: el acuerdo —
libremente expresado y en igualdad de condiciones— en torno a un razonamiento
deductivo que explica una situacion.

¢Afectd la Geometria Dinamica la produccion de este razonamiento deductivo de
alguna manera?

La conjetura se formuld y verific6 mediante medicion y arrastre en forma inmediata,
directa, sin ningun tipo de dificultad.

Luego del trazado de la paralela permitid, visualmente junto al arraste, conjeturar la
igualdad de varias parejas de angulos.

Quizas por lo demorado, quizas por no conformar como explicacion, la medicion y el
arrastre dio paso a una propiedad previamente acordada, que hacia el trabajo mas
rapido y también mas claro, servia también como explicacion.

Consideramos que Janine y Paula estan trabajando en el Nivel 4 de van Hiele, que la
prueba que elaboraron es una experiencia mental. Del esquema de demostracion:
analitico.

Javier—Matias: Hacen la construccién, miden, suman, obtienen 360°, y constatan que el

360° se mantiene si arrastran alguno de los vértices.
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A la hora de buscar una explicacion:
J: En cada vértice hay dos angulos pegados: QCA y ACB por ejemplo.

Matias arrastrando los vértices de forma que el triangulo quede equilatero:

M: Y si hacemos que el triangulo quede equilatero los angulos de afuera [los angulos externos]
van a medir 120° porque los [angulos] de adentro [interiores al triangulo] miden 60°.

Asi que 120° por 3 nos da los 360°.

J: Si, pero si deformamos el triangulo ya no sirve. Tenemos que hacerlo para cualquier
triangulo.

M: No importa, si lo deformamos [al triangulo] siguen habiendo dos angulos pegados —lo que
decias vos al principio— y forman angulos llanos. Asi que si queremos hallar la suma hacemos
180° x 3.

Javier sefialando los angulos externos en la pantalla:
J: Pero lo que queremos es sumar estos otros.

M. Y le restamos a cada media vuelta [180°] el
angulo de adentro: 180° - CAB, por ejemplo.

J ¢Y que tenemos? El nUmero que ya tenemos en la
pantalla, la medida del &ngulo RAB.

iAh, espera! Podemos hacer eso que decis en los
tres vértices.

M: Tendriamos una vuelta y media menos...

J: Menos los tres [angulos] de adentro [del triangulo].

Simultaneamente Matias que responde la pregunta

gue se le habia formulado mientras hablaba: ¢ menos cuanto?

M: Si tiene que dar 360° es ‘una vuelta y media menos media vuelta’
Y simultdneamente:

J: Los tres angulos de adentro.
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M: Media vuelta.
J-M: Los angulos de adentro suman media vuelta, 180°. Ya esta. jQué genios!.
Escriben en la hoja, acompafado de una figura con un triangulo y sus tres angulos externos
marcados:

180° x 3 — (CAB + ABC + BCA) = 540° — 180° = 360°.
Lo que aparece escrito en la hoja deja de lado el proceso y rescata la idea central:
considerar la suma de los angulos externos de un triangulo como la suma de tres
angulos llanos menos la suma de los angulos interiores del triangulo. Conocer la suma
de tres angulos llanos no requiere mas que hacer el célculo, conocer la suma de los
angulos interiores del triangulo no requiri6 de un célculo sino de apelar a un
conocimiento matematico de los primeros afios escolares pero que este afio fue
previamente demostrado y fue el teorema resultante de la actividad 4. La prueba sirve
para explicar la situacion planteada por la actividad 6, en ella se usa un teorema
demostrado previamente para completar un razonamiento que es deductivo, y en dicha
explicacion hacen acuerdo Javier y Matias: es lo que asumimos como demostracién en
este trabajo.
Trabajar en un ambiente de Geometria Dinamica, si en algo contribuyé en la
demostracion de Javier y Matias de este teorema, fue en permitir constatar visualmente
y mediante arrastre que en cada vértice del triAngulo habian dos angulos, uno externo y
el otro angulo del triangulo, que eran adyacentes y que completaban un angulo llano.
Sirvié también para analizar la situacion en el caso particular del triangulo equilatero y
elaborar una justificacién deductiva para la misma.
Consideramos que trabajaron en el Nivel 4 de van Hiele, que la prueba que elaboraron

es una experiencia mental. Su esquema de demostracion es analitico.

Andrés-Diego: Construyen el triangulo, sus angulos externos, miden dichos angulos
externos y los suman. Arrastran y observan que la suma es constante. En esta dinamica
la formulacion de la conjetura y su verificacion empirica se hacen simultdneamente; en
muy poco tiempo y sin ningun esfuerzo. Ya buscando una explicacion comentan:

A: Los [angulos] externos son mas grandes que los [angulos] del triangulo.

Quiere decir que cada angulo externo es mayor que el angulo interior adyacente.

Al decir esto Andrés esta mirando en pantalla un triangulo que se asemeja bastante a un

triangulo equilatero.
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- D: No, fijate, depende de como esté el triangulo. Seguro que [RAB] es mas grande que este
otro [ABC].

Comprueban su conjetura midiendo también el angulo ABC y arrastrando.

No saben como seguir. Miden también los dngulos CAB y BCA. Siguen arrastrando

algun vértice del triangulo.

my RAB = 1010
my ABC = 700
my BCA = 300

En determinado momento, frente a determinados valores de las medidas de los angulos
RAB, ABC y BCA, surge una observacion:

- A: El de arriba [RAB] es la suma de los dos de abajo [ABC y BCA]

Con arriba y abajo hace referencia a las posiciones de las medidas de los angulos en la
pantalla.

- D: Pero no da. 70° mas 30° da 100° y ahi [el &ngulo] RAB mide
101°.

Resuelven arrastrar algun vértice y ver que pasa:
myRAB = 1200

encuentran algunas posiciones donde si es cierta la m / ABC = 750
m BCA =459

conjetura y otras donde no.

La duda desparece cuando Andrés dice:

- A: Se cumple. Es cierto por una propiedad que vimos el otro dia.
- D: Es verdad.

A-D: Lo mismo va a pasar con los otros angulos externos. Este angulo [ACQ] es suma de este
[CAB] y este otro [ABC]. Y el [angulo] PBC es suma de [los angulos] CAB y ACB.
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- D: Sumar los angulos externos es lo mismo que sumar estos dos angulos [ABC y BCA] con
estos dos [BCA y CAB] y con estos dos [CAB y ABC]. Cada uno [de los angulos interiores del
triangulo] esta dos veces.

- A: Asi que es 180° por 2.

En la hoja de trabajo escriben y dibujan:
Suman 360°.
Porque: BAR = ABC + ACB
PBC = BAC + ACB
ACQ =BAC + ABC
BAR + PBC + ACQ =2 x ABC + 2 x BAC + 2 x ACB.
2 x ABC + 2 x BAC + 2 x ACB = 2 x 180° = 360°.
— BAR + PBC + ACQ = 360°.

Les pregunto si usaron alguna propiedad anterior en la justificacion de la actividad.
Dicen que se basaron en que “la suma de dos angulos interiores de un triangulo es
igual al angulo externo del otro vértice” (Actividad 5). No mencionan que la suma de los
angulos interiores de un tridngulo es 180°. (Actividad 4)

El trabajar en un ambiente de Geometria Dindmica contribuyd inicialmente a descartar
rapidamente una conjetura falsa. Después a la formulacién de una conjetura valida,
aungue no a su verificacion empirica ya que los valores generados por Sketchpad para
las medidas de los angulos les dejaban a Andrés y Diego un margen de duda. La duda
fue despejada recurriendo a un teorema demostrado previamente en el curso. El trabajo
en GD no parece haber contribuido a establecer la analogia entre los tres angulos
externos ni en nada de lo que siguio de la demostracion.

En cuanto al pensamiento geométrico de Andrés-Diego se podria encontrar entre las
etapas de deduccion informal y deduccion, correspondientes a los niveles tres y cuatro
de la clasificacién de van Hiele. Si atendemos a los tipos de prueba propuestos por
Balacheff estariamos ante una prueba intelectual, mas especificamente una experiencia
mental. Si atendemos a los esquemas de demostracién esta pareja mostraria, en esta
actividad, un esquema de demostracion analitico: “cuando la justificacion esta basada

en deducciones logicas” (Sowder y Harel, 1998).
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Bruno-Daniel: Empiezan por hacer la construccion, miden los angulos externos, los
suman y obtienen 360°. Arrastran y confirman que el 360° se mantiene mientras las
medidas de los angulos externos varian.

¢,Como explicar la conjetura? Son los primeros en llamarme y
decirme:

- B-D: Arrastramos el vértice C hacia el lado AB, de esa manera este
angulo [externo QCA] se va achicando y los otros dos [angulos externos
RAB y PBC] se agrandan, se van haciendo llanos, y como son dos hacen
3600,

- B: Se puede llevar [al punto] C hasta [ubicarlo en el segmento] AB, de

esa manera un angulo [el QCA] es [mide] 0° y los otros [RAB y PBC]
miden 180°.

- D: Si, pero ahi [en ese caso] no hay triangulo.

- B: Se soluciona facil: alejas un poquito el punto C de [el segmento] AB y listo.*®

- D: ¢ Como escribimos esto?

- Yo: Con una mano agarran el lapiz, con la otra una hoja, la apoyan sobre la mesa...
- B: ¢ Podemos escribir aca mismo en el archivo?

No habia pensado en esa posibilidad.

- Yo: Si, no hay problema, les digo.

Bruno y Daniel han sido los primeros en dar soluciones para los
problemas de construccion de figuras en Sketchpad o de manejo
del programa.

Como son los primeros en terminar se quedan arrastrando el
triangulo con sus &ngulos externos e investigando nuevas
posibilidades que puede tener el programa.

Surge asi una nueva idea.

- B: Podemos arrastrar [el punto] C hacia la semirrecta BP, asi ahora el

angulo [externo] QCA se va agrandando, este otro [aAngulo externo

CBP] va desapareciendo y el otro [angulo externo RAB] se va

1% Una idea similar ya habia sido usada por Bruno y Daniel para explicar que la suma de los angulos interiores de un
triangulo es 180° (Actividad 4). Habian arrastrado un vértice del triangulo hacia el lado opuesto, de esa manera el

angulo con Vvértice en el punto que arrastraban se hacia llano y los otros dos angulos del tridngulo se hacian nulos.
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agrandando.
- D: Si, estos dos [angulos externo QCA y RAB] se van haciendo [angulos] llanos y el otro
[Angulo externo PBC] se va haciendo cero.

- B-D: En total suman dos llanos, que es [lo mismo que] toda la vuelta, los 360°.

Sin escribir lo anterior arrastran C hacia la semirrecta opuesta a AB (que no la tienen
trazada) y nuevamente se encuentran que dos de los angulos externos se acercan a ser
angulos llanos mientras el tercero se acerca a un angulo nulo.

- D: jPero estamos inventando la polvora! Es todo lo mismo. Al arrastrar [el punto] C hacia la
semirrecta BP el punto B se acerca a [al segmento] AC, es lo mismo que arrastrar [el punto] B
hacia [el segmento] AC.

Pareceria que dudaran entre: lamentar por haberse autollevado a engafio, y alegrarse
por haberse dado cuenta del engafo. Siguen arrastrando la figura y haciendo
comentarios. Pasados unos minutos me llaman nuevamente y me cuentan:

- B: Si llevamos el punto C sobre el B el &ngulo externo de vértice C [QCA] pasa a ser el &ngulo
[interior al triAngulo de vértice] B.

- D: Y el [angulo] externo de vértice A se hace llano...

- B-D: Y estos dos [angulos: CBA y CBP] forman otro
llano, de ahi los 360°.

- Yo: Me gusta la idea, pero tengo el mismo problema que
tuvo Daniel hace un rato: si el punto C coincide con B no
tienen triangulo.

- B: Bueno, igual, [el punto] C no tienen por qué llegar a
coincidir con [el punto] B. Si corremos el [punto] C hacia el
[punto] B, el angulo externo [QCA] de vértice C se va

transformando en el angulo [interior al triangulo] B y el

angulo RAB se va haciendo llano.
- Yo: Expliguenlo en forma escrita.

Los dejo escribiendo. Pasan otros minutos y me vuelven a

P
llamar:
Q
- B-D: Y si después [de lo explicado antes] también corremos o
el punto A hacia el B, cuando se superpongan tenemos toda V
la vuelta.

Antes de que les diga nada agregan:
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- B-D: Si antes no teniamos triAngulo ahora mucho menos. Pero la idea esta buena, ¢no?

- Yo: Si, me parece muy buena, y también las ideas anteriores. Confieso que nunca las habia
visto antes.

Que las pruebas generadas por Bruno y Daniel explican la conjetura formulada al inicio
resulta indudable. En los tres casos recurren a la situacion limite como forma de
argumentar. En la primera prueba haciendo que el triAngulo se convierta en un
segmento arrastrando uno de los vértices hacia el lado opuesto, percibiendo incluso
gue la explicacion es la misma si se arrastra el vértice hacia cualquier punto de la recta
gue contiene al lado opuesto. En la segunda prueba dejando fijos un lado y un angulo
del triangulo y haciendo variar el tercer vértice hacia uno de los extremos del lado fijo.
En la tercer prueba arrastrando uno de los extremos hacia el otro en el lado fijo. En las
tres pruebas se va deformando el triAngulo, mediante arrastre, de forma continua hasta
una situacién en que el triangulo deja de ser tridngulo, en dicho proceso los angulos
externos también se han ido transformando en angulos muy peculiares: un ‘angulo nulo’
y dos angulos llanos. ¢Es un angulo el ‘angulo nulo’? Para Bruno y Daniel sin ninguna
duda que si. Declaran: “Si el angulo se va achicando hasta que los lados se
superponen, en ese caso el angulo se hizo cero.” Vemos que expresan la combinacién
de dos observaciones en la pantalla: la de las semirrectas que se superponen y la del
namero que marca la medida del angulo haciéndose cero, en ambos casos en forma
continua. Se da una transicién natural entre el triangulo y el segmento, entre un angulo
y el angulo nulo, entre un angulo y el angulo llano. Ese pasaje de un estado a otro
posiblemente ponga a prueba, incomode, a algunas de las definiciones matematicas
gue usamos, pero en nada parece menguar la capacidad de un estado de echar luz
sobre el otro. Ese pasaje de un estado a otro pareceria actuar aqui de forma analoga a
como actuan los triangulos equilateros o los triangulos rectangulos isdsceles en algunas
parejas de estudiantes que trabajan en un nivel de pensamiento geométrico mas bajo: a
partir de una situacion particular buscan inferir, implicar, una situacion general. ¢Hay

razonamiento deductivo en ellas? Me inclinaria a pensar que no es un razonamiento
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deductivo sino analégico®®: si pasamos de una situacién a la otra, y viceversa, de
manera continua —de triangulo a segmento, de angulo a angulo nulo o angulo llano—, las
propiedades de uno de los estados —tridngulo y tres angulos externos— también seran
propiedades del otro estado —segmento, angulo nulo y dos angulo llanos—. En el caso
de los estudiantes que trabajaron con lapiz y papel, en un Nivel 2 de van Hiele, el
razonamiento deductivo usado para validar que los angulos externos de un triangulo
equilatero suman 360° se continda con un razonamiento inductivo donde a partir de lo
verificado en uno o dos triangulos se generaliza a todos los triangulos.

¢Podria pensarse también que el razonamiento de Bruno y Daniel es no deductivo
inductivo?: la justificacion hecha para un caso especial, el caso limite —donde no hay
triangulo—, es generalizada al triangulo dindmico —que es todos los triangulos— (y donde
los triangulos son todos triangulos). Tendriamos que admitir de esta manera que el caso
limite —el segmento y el angulo nulo— es uno mas de los triAngulos pero con una
cualidad especial: permite encontrar una explicacion para la conjetura.

Polya (1989, pag. 116) escribié que “las mateméticas presentadas con rigor son una
ciencia sistematica, deductiva, pero las matematicas en gestacibn son una ciencia
experimental, inductiva.”

Podriamos parafrasear que las matematicas escolares presentadas con rigor usan

exclusivamente el razonamiento deductivo, pero las matematicas escolares en

20 Seglin Weston (2001, pag. 47) “Los argumentos por analogia, en vez de multiplicar los ejemplos para apoyar una
generalizacion, discurren de un caso o ejemplo especifico a otro ejemplo, argumentando que, debido a que los dos
ejemplos son semejantes en muchos aspectos, son también semejantes en otro aspecto mas especifico.”

De una manera un poco mas formal Copi (1974, pag. 400) dice “Si a, b, ¢ y d son entidades cualesquiera, y P, Qy R
son propiedades o ‘aspectos’ cualesquiera, puede representarse la forma de un razonamiento analégico de la manera
siguiente:

a, b, ¢, y d tienen todos las propiedades Py Q.

a, b y c tienen todos la propiedad R.

Luego d tiene la propiedad R.”

En el razonamiento analdgico a partir de la semejanza de objetos en ciertas propiedades o caracteristicas, se concluye
la semejanza de otra propiedad o caracteristica.

El razonamiento analdgico no es deductivo porque aunque las premisas sean verdaderas no se sigue necesariamente

que la conclusion lo sea, sino que esta Gltima se infiere en forma probable.
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gestacién son experimentales y recurren tanto al razonamiento deductivo como al no
deductivo, sea este inductivo o analdgico.

Bruno y Daniel dan indicios de estar trabajando en el Nivel 4 de van Hiele. La prueba
elaborada tienen caracteristicas de experiencia crucial. Su esquema de demostracion

es perceptivo e inductivo.
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6. Conclusiones y sugerencias

En esta seccidén nos proponemos dar respuesta a la pregunta de investigacion que nos
planteamos, asi como hacer algunas observaciones y sugerencias que se desprenden

del presente estudio.

A lo largo de esta experiencia hubo estabilidad en las producciones tanto de las parejas
de estudiantes que trabajaron con lapiz y papel como de las que lo hicieron en GD; no
se aprecid una evolucion en los esquemas de demostracion, ni en los tipos de prueba,
ni en los Niveles de van Hiele de ninguno de los dos grupos a lo largo de la experiencia,

posiblemente debido al poco tiempo que duré la misma.

Si aceptamos que el desarrollo del razonamiento deductivo es un proceso lento que se
ha iniciado muchos afios atras en la vida del estudiante, pareceria sensato también
aceptar que el desarrollo de un razonamiento deductivo enfocado a generar
demostraciones matematicas sea un proceso lento y su estudio requiera de un

seguimiento mas prolongado.

En el presente estudio nos planteamos lo que podria ser un posible embrion de la
investigacion del desarrollo de un razonamiento deductivo, acotandonos aqui a estudiar
como afecta la Geometria Dindmica la produccién de razonamiento deductivo en
estudiantes de Bachillerato Diversificado que trabajan en la formulacion y validacion de
conjeturas referidas a actividades geométricas en el salon de clase.

Para ello se disefid un proyecto de ensefianza que consistio en diez actividades
geométricas por medio de las cuales se buscaba implicar a los estudiantes en la
formulacion y validacion de conjeturas. Dicha experiencia se llevo adelante durante las
primeras semanas de clases del afio escolar e implico clase a clase seguir seis etapas:
una primera donde cada pareja de estudiantes debia crear una figura y hacer
exploraciones en ella; una segunda donde debian generar una conjetura; una tercera
donde debian justificar la conjetura que habian elaborado previamente; una cuarta
donde debian escribir dicha justificacion; una quinta donde debian, en el pizarrén,
presentar su demostracion al grupo, aclarando dudas y preguntas, asi como analizar

sugerencias que pudieran surgir de parte del grupo; y una sexta donde el profesor hacia
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un resumen de la actividad y establecia los nuevos resultados a integrar por los

estudiantes.

De las diez actividades disefiadas se reportan las pruebas finales de las nueve parejas
de estudiantes involucrados frente a las actividades 6 a 9 (Anexo 2) y de la Actividad 6
se reporta, ademas de la pruebas finales, el desarrollo de las mismas prestando
especial interés en la produccion de razonamiento deductivo y de demostracion

matematica.

¢Fueron adecuadas las actividades planteadas? El tipo de actividades planteadas,
donde elaborar una conjetura era una actividad imprescindible y previa a su
justificacion; la forma de trabajo, donde el docente jugaba un papel de supervisor de las
tareas y donde los argumentos elaborados por los estudiantes eran fundamentales,
llevé a que los estudiantes se involucrasen en las mismas, se sintieran responsables de
sus producciones. La misma dinamica de trabajo llevd a que los esquemas de
demostracion autoritarios quedaran excluidos de las posibles respuestas de los
estudiantes (una estudiante que recursaba, quien buscaba recordar la demostracion
vista el afio anterior, fue el Unico indicio hallado de esquema de demostracién
autoritario). Estamos planteando que el interés de los estudiantes en la actividad
matematica a realizar fue un factor fundamental, interés que dificilmente se pueda
lograr si el papel del estudiantes es el de repetir los resultados que demuestra el
profesor en clase o0 que aparecen escritos en los textos o en tareas del tipo

“Demuestre que...".

En esta dindmica de trabajo, en el trabajo de cada pareja, la formulacion de
conjeturas fue una actividad corriente e imprescindible donde los errores eran
normales, formaban parte del proceso de aprendizaje. La demostracion aparecio
como una herramienta atil, como un instrumento con significado personal, para
convencer a otro de la verdad o falsedad de una proposiciéon, no solo como un
instrumento de verificacion. En el mismo sentido concluye el estudio de Hadas,
Hershkowitz y Schwarz (2000) mencionado en los antecedentes. También en el trabajo
de todo el grupo ya que en las puestas en comun —donde el orden de presentacion era

de los equipos con demostraciones menos evolucionadas al inicio y al final los equipos
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con demostraciones mas evolucionadas— al finalizar cada actividad eran los mismos
estudiantes de los otros equipos quienes cuestionaban las insuficiencias de los
argumentos mas precarios y presentando los suyos buscaban mostrar que eran mas

firmes y asi persuadir a sus comparfieros.

Es de resaltar que parejas de estudiantes de los dos grupos en los que se llevd
adelante la experiencia pudieron, en la mayoria de las actividades, elaborar
pruebas que dieran cuenta de las situaciones en las que se vieron involucrados.
Muchas de dichas pruebas, no siendo demostraciones, hicieron uso de un
razonamiento deductivo para establecer la validez de una conjetura en una
situacién particular. Este es un hecho nada frecuente en el sal6n de clase tradicional
donde el papel del estudiante pasa fundamentalmente por repetir las demostraciones
hechas por el profesor en el pizarrén o que encuentra ya escritas en los libros.

También hay que sefialar la variedad de justificaciones elaboradas por las parejas
de estudiantes, tanto en el trabajo con lapiz y papel como en un ambiente de GD.
Esto contrasta claramente con la forma tradicional de ensefianza donde, salvo rara
excepcion, el profesor presenta una Unica demostracion de la propiedad que se esta
trabajando en el momento, quedando instaurada en los estudiantes, sin nunca hacerse
del todo explicita, la idea de que hay una unica manera de demostrar dicha

propiedad: la hecha por el profesor.

Cambid el lugar del profesor en esta concepcion de demostracion: ya no es el
depositario de la verdad, su funcidén ya no consiste en exponer la demostracion
sino en plantear buenas situaciones a partir de las cuales los estudiantes puedan
formular conjeturas e involucrarse en demostrarlas. En esta dinamica de trabajo en
clase el profesor puede aprender acerca de las concepciones de demostracion de los
estudiantes y posiblemente también pueda ver nuevas demostraciones de teoremas

largamente conocidos por él.
¢, Como afectd la Geometria Dinamica la produccién de razonamiento deductivo?

Todas las parejas de estudiantes que trabajaron en un ambiente de GD fueron
capaces de formular la conjetura que involucraba la actividad mediante la

construccion de una figura dinamica que sirviera de modelo para la actividad planteada,
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posteriormente haciendo uso de la posibilidad de arrastre, y finalmente estableciendo
invariantes ya sea visualmente en la pantalla y/o a partir de mediciones adicionales. El
trabajo con l4piz y papel requirié de tiempos mas prolongados en la construcciéon de
las figuras, y el proceso de formulacion de una conjetura se hizo muchas veces en
base a uno o dos casos especiales considerados (triangulos equilateros o triangulos

rectangulos isésceles).

La posibilidad de arrastre que ofrece la GD hizo de ésta un ambiente sensiblemente
mas poderoso que el papel y el lapiz, debido a que permitié a los estudiantes, en
muy poco tiempo, poner a prueba sus conjeturas: una conjetura sera cierta si se
mantiene invariable mediante el arrastre, en caso contrario permitira hallar un
contraejemplo. Esto ultimo dara paso a descartar la conjetura o a reformularla,
dando paso asi a una nueva conjetura (totalmente nueva o una reformulacién de
una conjetura anterior) que nuevamente sera puesta a prueba mediante ‘arrastre’.
A través de este proceso se llega a la conviccion de la certeza de determinada
conjetura, condicién necesaria para buscar justificarla. Los estudiantes que
trabajaron en un ambiente de GD tenian una conviccion muy firme acerca de las
conjeturas que buscaban demostrar —al igual que lo expresado en el trabajo de

Mudaly (1999) —, no asi quienes lo hacian con lapiz y papel.

La posibilidad de medicion y arrastre que brinda el ambiente dinamico fue usada
para descartar conjeturas incorrectas asi como para verificar empiricamente las
conjeturas correctas. La formulacion y verificacion empirica de una conjetura se
dan asi en forma inseparable, las conjeturas que no pasan la evaluaciéon empirica
son descartadas o reformuladas, las que si lo hacen dan paso a la busqueda de
una explicacion. Conjetura verificada empiricamente y razonamiento se dan asi de
forma inseparable. ¢Afecta la Geometria Dindmica que este razonamiento sea
deductivo? Referido a este aspecto del trabajo en un ambiente dindmico también
Mudaly (1999, pag. 85) concluia que “Los estudiantes parecen desplegar un deseo
intrinseco por una explicacion, esto es, la necesidad de entender la conjetura
independientemente de su verificacion.” La suposicion que teniamos antes de iniciar la
experiencia con respecto a que el trabajo en un ambiente de GD llevaria a los

estudiantes a conformarse con esquemas empiricos de demostracion fue claramente
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contrariada ya que la mayor parte de las pruebas producidas por estudiantes que
trabajaron en un ambiente dindmico hicieron uso del razonamiento deductivo,
fueron demostraciones matematicas sin nada que objetar. Esto coincide con las
conclusiones del trabajo de Mudaly (1999, pag. 101) donde se afirma que “con una guia
adecuada los estudiantes fueron capaces de construir explicaciones légicas para la
conjetura.”. Remarcamos que en nuestra experiencia los estudiantes no contaron
con una guia escrita de conjeturas intermedias que concatenadas hacian la
demostracion como en la experiencia de Mudaly. Con lapiz y papel muchas veces la
validacién de la conjetura se hizo mediante un razonamiento deductivo pero dicha

validacién se limit6 al o los casos especificos considerados.

Algo a lo que no hemos acudido en esta experiencia, donde los estudiantes sin ningin
tipo de guia elaboran argumentos para justificar sus conjeturas, y que podria contribuir
a obtener mejores resultados en cuanto a elaborar argumentos deductivos, es darles
una guia adecuada, sugerir la justificacién de resultados intermedios, que concatenados

conduzcan a la justificacion de la conjetura.

En algunos casos la verificacion empirica en GD de una conjetura genero indicios
fuertes acerca de su certeza pero también cred6 un pequeifio margen de
incertidumbre. En situaciones asi unos estudiantes se inclinaban por descartar la
conjetura —los que mostraban mayor confianza en Sketchpad-, otros por afirmar
su veracidad. Estos dultimos estudiantes eran quienes, para salir de la
incertidumbre y para probar que tenian razon, proponian buscar un nuevo
camino, una nueva via de explicacion que no dependiera de la informacion

empirica.

Junto a lo anterior debemos sefialar que si hubo diferencias en la forma de proceder
frente a cada una de las actividades de los equipos que trabajaban en GD y los que lo
hacian en lapiz y papel. Muchas veces los estudiantes que trabajaban en
Sketchpad hacian la construccién de la figura correspondiente a una determinada
actividad y lo primero que buscaban era arrastrarla de tal manera que ésta
presentara cierta regularidad (se pareciera a un triangulo equilatero en la actividad 6

0 a un hexagono regular en las actividades 8 y 9) y en muchos casos razonaban con
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base en dicha figura particular y recién en un etapa posterior tomaban conciencia
de que la actividad estaba referida a una situacién mas general por lo que volvian
a arrastrar la figura sacandola de su forma especial. Los estudiantes que
trabajaron con lapiz y papel muchas veces recurrian también a figuras especiales
como construcciones para las actividades pero nunca llegaban a tomar
conciencia de lo especial de su figura haciendo la demostracion para la figura
particular considerada. Este es un aspecto donde el trabajo en un ambiente de GD
se diferencié notoriamente del trabajo con lapiz y papel en la medida que facilitd
la evolucion de los estudiantes desde la consideracion de situaciones especiales
a situaciones generales. Estos resultados son coincidentes con los de Marrades y

Gutiérrez (2000) reportados en los antecedentes.

Los casos limite de la figura dinamica fueron usados para validar una conjetura:
recurriendo a estos casos limite donde si se encontraba una explicacion para la
conjetura, se afirmaba la validez de la misma para el caso general. De una forma
analoga procedieron muchas parejas de estudiantes que trabajaron en lapiz y

papel pero a partir de figuras particulares, como mencionamos antes.

En situaciones donde habia que resolver sobre la verdad o falsedad de una
conjetura y la demostracién implicaba determinar un contraejemplo, todas las
parejas que trabajaron en un ambiente dinamico hicieron pruebas que se
enmarcan en el empirismo ingenuo. Nos surge la duda acerca de si el esquema
empirico, ya sea perceptivo o inductivo, que mostraron la totalidad de parejas que
trabajaron en un ambiente dindmico no entorpece la comprension de que un sélo
contraejemplo alcanza para establecer la falsedad de una conjetura. Para que una
proposicion sea falsa no es necesario que en todos los casos lo sea. Si bien
alcanza con que un caso sea falso para refutar la proposiciéon, que un caso sea
verdadero no nos permite afirmar con seguridad ni que sea verdadera ni que sea
falsa. Los estudiantes que trabajaron con lapiz y papel, por la particularidad de
los casos considerados y por su escaso numero, Si tuvieron la posibilidad de
apreciar que con un contraejemplo alcanza para establecer la falsedad de una
conjetura y que dicha conjetura a pesar de ser falsa puede en determinados

casos especiales ser valida.
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En esta experiencia los estudiantes que trabajaron en un ambiente de GD lo hicieron en
niveles mas altos segun los esquemas de demostracion, tipos de prueba y Niveles de
van Hiele, lo que no permitié observar las producciones en un ambiente dindmico de
estudiantes que lo hicieran en niveles mas bajos. En el trabajo de estudiantes con lapiz
y papel se dio la situacién inversa, lo que no permitid observar sus producciones en

niveles mas altos. Quedan asi planteadas posible vias de ampliacion de este estudio.

Acorde a lo que se desprende del presente trabajo consideramos que seria aconsejable
enfrentar a los estudiantes a problemas matematicos, problemas a partir de los cuales
puedan formular conjeturas y trabajar en la creacion de sus propias demostraciones
para las conjeturas formuladas. Esto implicaria cambiar el rol del profesor y también el
rol del estudiante que pasaria a tener el papel protagénico en la buUsqueda de
soluciones a los problemas y en la construccién de su conocimiento matematico en

general.

También nos parece importante incluir en el curriculo el trabajo en un ambiente de GD.
Creemos que los estudiantes, en esta etapa de sus estudios, deben hacer un proceso
lento de transicion desde esquemas empiricos (perceptivos o inductivos), frecuentes en
GD por las caracteristicas del ambiente, a esquemas mas abstractos de justificacion. El
trabajo en un ambiente de GD facilita la construccién de representaciones de los
problemas, permitiendo la exploracién empirica, donde el estudiante puede ir
estableciendo relaciones entre sus observaciones y su inmediata verificacion
empirica, descartando conjeturas o reformulandolas, pudiendo alcanzar de esta
manera una fuerte conviccién acerca de la veracidad de una conjetura de esta
manera construida, condicion imprescindible para iniciar la busqueda de una
explicacion. Sostenemos que plantear actividades donde esté presente la
formulacién de conjeturas contribuye a que los estudiantes se comprometan en
buscar explicar por qué dicha conjetura es valida, en elaborar una prueba. De esta
manera los estudiantes pueden concebir la demostracion como un proceso donde la
comprobacion empirica tiene un papel relevante en la formulacién de una conjetura.
Responder a la interrogante de por qué se cumple dicha conjetura lleva a la busqueda

de su validacion.
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Apéndice 1
Actividades

Actividad 1

Construye dos semirrectas del mismo origen y nombra AOB al angulo que se formo.

Construye la recta OB y en ella ubica un punto Q de forma que O esté entre Q y B.
¢ Qué puedes decir de los angulos AOB y QOA?

Escribelo.

Construye la recta OA y en ella ubica un punto P de forma que O esté entre Py A.
¢ Qué puedes decir de los angulos POQ y QOA?

Escribelo.

¢, Recuerdas como se llamaba a la pareja de angulos AOB y POQ?

¢ Qué puedes decir de dichos angulos?

Explica
Actividad 2
(a)

Traza dos rectas y una tercera secante a las dos

anteriores.

Se determinan de esta manera ocho angulos,

némbralos como en la figura.

Cada pareja de angulos, donde uno tiene vértice Ay el

otro vértice B, tiene asignado un nombre:

Alternos internos: BAC y ABF; y
Alternos externos: CAD y FBG; y
Correspondientes: BAC y GBH,; y ;
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y ; y

Conjugados internos: BAC y HBA; y
Conjugados externos: CAD y GBH,; y
(b)

Marca tres puntos que no estén alineados y némbralos A, By C.

Traza la recta AC y construye una recta paralela a la recta AC y que ademas pase por
el punto B.

Traza la recta AB.
Mide una pareja de angulos alternos internos.

¢, Qué puedes decir de los angulos alternos internos? ¢, Se mantiene en pie tu afirmacion

si repites la construccién para los mismos puntos Ay C pero con otro punto B?
¢A qué se debe que se cumpla esta propiedad?

Nos referiremos de ahora en mas a esta propiedad como Propiedad 1.
Redactala.

(c)

Marca cuatro puntos y némbralos A, C, B, D de manera que al recorrerlos en ese orden

queden en sentido antihorario.
Traza los segmentos AB, AC y BD.
Mide los angulos BAC y ABD. ¢ Son iguales?

En caso de que no, manteniendo los mismos puntos A, B, C ubica un punto D de forma

que los angulos BAC y ABD sean iguales.
Traza las rectas AC y BD.

¢, Qué puedes decir de las rectas AC y BD? ¢ A qué se debe que se cumpla lo que
acabas de observar?

Nos referiremos de ahora en mas a esta propiedad como Propiedad 2.
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Redactala.

Actividad 3

Marca tres puntos A, B, C no alineados. Construye la recta AC y el segmento AB.

Construye la recta paralela a AC que pasa por B.
¢, Qué puedes decir de la suma de una pareja de angulos conjugados internos?

Explica.
Actividad 4

Construye un triangulo y nédmbralo ABC. Mide cada uno de sus angulos interiores y

calcula:

CAB + ABC

BCA + CAB

BCA + ABC

CAB + ABC + BCA

Vuelve a hacer los célculos anteriores para otros triangulos ABC distintos del original.
¢, Qué observas?

¢, Como puedes explicar tu observacion?

[Después de ver si alguno de los grupos tuvo alguna idea]

Construye la paralela a la recta AB que pasa por C. De esta manera se forman nuevos

angulos. ¢ Tienen alguna relacion con los angulos interiores del triangulo?

Actividad 5
(a)

Angulos externos a un triangulo son angulos formados por un lado del triangulo y la
prolongacion del otro.

¢, Cuantos angulos externos tiene un triangulo?
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(b)

Construye un triangulo ABC. Construye un angulo externo de vértice B y nébmbralo CBP.

Mide el angulo externo CBP y calcula CAB + ABC, ABC + BCA, BCA + CAB.

¢ Encuentras alguna relacion entre la medida del angulo CBP y alguna de las sumas

anteriores?
¢, Puedes explicar cudl es el motivo de que ocurra lo que observas?

Redacta la propiedad que acabas de justificar.
Actividad 6

Construye un triangulo ABC y los angulos externos CBP, ACQ y BAR.
¢, Qué puedes decir de la suma de dichos angulos?

Explica por qué.

Actividad 7

Traza un segmento AB y dos rectas paralelas que pasen por Ay B respectivamente.

Construye las bisectrices de dos angulos conjugados internos.
¢, Qué puedes decir acerca de dichas bisectrices?

Explica.

Actividad 8
(a)

¢ Recuerdas qué es un poligono convexo?

Escribe.

(b)

Construye un exagono convexo ABCDEF antihorario.

Responde si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones para cualquier

exégono convexo:
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(i) FAB < ABC.

(i) FAB + BCD + DEF = ABC + CDE + EFA.

(i) FAB + ABC es constante.

(iv) GAB + ABC + BCD + CDE + DEF + EFG + FGA = 720°.

Si alguna de las proposiciones anteriores es verdadera para cualquier exagono

convexo, ¢ puedes explicar por qué?
(c)
Escribe un nimero de tres cifras: _

¢,Cuanto vale la suma de los angulos interiores de un poligono convexo de ese numero

de lados?

Actividad 9
(a)

Construye un exagono convexo ABCDEF antihorario y los &ngulos externos BAP, CBQ,
DCR, EDS, FET, AFU.

¢, Qué puedes decir de la suma de estos angulos externos?
Explica.

(b)

Escribe un nimero de tres cifras:

¢,Cuanto vale la suma de los angulos externos de un poligono de ese niumero de lados?

Actividad 10
()

Construye dos segmentos del mismo origen y perpendiculares, némbralos OA 'y OB.
Construye el segmento PQ de forma que P pertenezca a OAy Q pertenezca a OB.

¢, Qué puedes decir de la suma de los angulos APQ y PQB?
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¢, Puedes explicar a qué se debe?

¢ Encuentras alguna relaciéon entre la suma anterior y el &ngulo AOB?
Explica.

(b)

Construye dos segmentos del mismo origen, nombralos OA y OB.

Construye el segmento PQ de forma que P pertenezca a OA 'y Q pertenezca a OB.

¢, Qué puedes decir de la suma de los angulos APQ y PQB?

Explica por qué.

¢ Encuentras alguna relacion entre la suma anterior y el angulo AOB?
Explica.

¢, Coincide esta relacion con la expresada en la parte (a)?
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Apéndice 2

Argumentos vertidos por cada pareja de estudiantes

Actividad 6

Construye un triangulo ABC y los angulos externos CBP, ACQ y BAR.
¢, Qué puedes decir de la suma de dichos angulos?

Explica por qué.

Act. GD (Latino) Lapiz y papel (San Felipe)
JP: Trazan la paralela a un lado por el |EE: Hacen deduccién limitada al tridngulo
vértice opuesto y usan el hecho que se | equilatero que usan: como cada &angulo
determinan angulos correspondientes |interior mide 60°, cada angulo externo mide
iguales [Actividad 2] que dispuestos en|120°, por lo que su suma sera 360°.
torno a un vértice completan 360°.
6

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo (1)
Esquema Perceptivo — Esquema Inductivo

(1)
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JM: Suman tres &ngulos llanos y a dicha
suma restan la suma de los angulos
interiores del triangulo [Actividad 4].
180° x 3 — (CAB + ABC + BCA) =
= 540° — 180° = 360°.

AS: Hacen deduccion limitada al triangulo
rectangulo isésceles que usan.
El angulo externo de vértice A mide 90°. Para
hallar la medida de los &ngulos externos de
vértices B y C construyen el cuadrado ABJC,
de esa manera
CBP = ACQ =90° + 45°,
por lo que
BAR + CBP + ACQ =
=90° + (90° + 45°) + (90° + 45°) =
= 360°.

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomaético.

Nivel 2.
Empirismo ingenuo (1).
Esquema Inductivo (1).

AD: Usan el hecho de que la suma de
dos angulos interiores de un triangulo es
igual al angulo externo del tercer vértice
[Actividad 5(b)], al sumar los tres
angulos externos obtienen el doble de la
suma de los angulos interiores de un
triangulo [Actividad 4], o sea 360°.

MV: Primero construyen un triangulo
equiladtero y miden con semicirculo sus
angulos externos cuya suma les da 360°.
Después construyen un tridngulo obtusangulo
“bien cualquiera” en el que vuelven a medir
sus angulos externos con semicirculo y cuya
suma les da 358°. “Deberia dar 360", la
diferencia se debe “al trazado y a errores en
las mediciones”.
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Niveles 3y 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo (1) — Experiencia Crucial.
Esquema Inductivo (2).

BD: Arrastran un vértice del triangulo
hacia el lado opuesto: el angulo externo
del vértice que arrastran tiende a ser
nulo y los otros dos angulos externos
tienden a ser llanos. La suma de los tres
angulos externos del tridngulo es 360°.

LM: Deducen, sin medir con semicirculo, que
la suma de los angulos externos de un
triangulo equilatero 'y de un tridngulo
rectangulo isGsceles es 360°. Basandose en
esto afirman que “siempre va a ser asi”.

Nivel 4. Nivel 2.

Experiencia Crucial. Empirismo ingenuo (2).
Esquema Perceptivo y Esquema|Esquema inductivo (2).
Inductivo(1)

GM: Reconstruyen una demostracion vista el
afio anterior: Asignandoles medidas o, B, vy a
los angulos interiores de vértices A, B, C
respectivamente, calculan las medidas de los

angulos BAR = 180° — q,
CBP = 180° — B,
ACQ =180 -1.

“Si los sumamos tenemos
180°— o +180° - B + 180 —y
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y como «, By vy [sumados] dan 180°, todo da
3600.”

Experiencia Mental.
Esquema Ritual.

Actividad 7

Traza un segmento AB y dos rectas paralelas que pasen por A y B respectivamente.
Construye las bisectrices de dos angulos conjugados internos.

¢, Qué puedes decir acerca de dichas bisectrices?
Explica.

Act.

GD (Latino)

Lapizy papel (San Felipe)

JP: “Los angulos conjugados internos
entre paralelas siempre suman 180°
[Actividad 3]. Al trazar las bisectrices de
esos angulos, se forman nuevos angulos
mas pequefios, tal que, CAB + ABC = 90°
[C es el punto de interseccion de las
bisectrices]. Por lo tanto [como la suma de
los angulos interiores de un tridngulo es
180° [Actividad 4]], el angulo de la
inte
rsec
cion B
de

las

bise

ctric

es sera 90°.”

A

EE: Se basan en la medicién con semicirculo
gque hacen en dos construcciones.

Nivel 4.
Experiencia Mental.

Nivel 2.
Empirismo ingenuo (2).
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Esquema Axiomético.

Esquema Perceptivo (2).

JM: Por O [interseccion de las bisectrices]
trazan una paralela a AB y una paralela a
las rectas paralelas. Justifican la igualdad
de los angulos AOR y OAT, RAO y AOT
(por ser alternos internos entre paralelas
[Actividad 2 (b)]) y como AO es bisectriz de
RAT los angulos AOR y AOT son iguales.
Reiteran el argumento para justificar que
TOB = BOP. Culminan con:

“ROA + AOT + TOB + BOP es 180°, asi
gue dos ROA y dos BOP es 180°, asi que
un ROA y un BOP es 90°. AOT + TOB que
es lo mismo que AOB es 90°".

/N o/

AS: Hay deduccion Ilimitada al caso
considerado: rectas paralelas
perpendiculares a AB. “Las bisectrices
forman con AB angulos de 45° y como la
suma de los angulos interiores del triangulo
es 180° [Actividad 4] el angulo que forman
las bisectrices es 90°".

A o

45° 45°

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomético.

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo (1).
Esquema Inductivo (1).

AD: Primero trabajan con paralelas
perpendiculares a AB.

“ACB = 90° porque CAB + ABC = 90°
(cada uno mide 45° porque son bisectrices
de angulos rectos) y ACB + CBA + BAC =

180° [Actividad 4].”

A B

<]

En el caso general argumentan que los
angulos conjugados internos  entre
paralelas suman 180° [Actividad 3] y como
AC y BC son bisectrices CAB + ABC = 90°.

Como los a&ngulos interiores de un
triAngulo suman 180° [Actividad 4] el
angulo ACB
mide A B  90°.

MV: No elaboran una justificacion.
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Nivel 4. )
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.
BD: “Las dos rectas paralelas, forman|LM: Primero elaboran una justificacién para
cada una 180° [angulos llanos marcados |el caso en que las rectas paralelas son
en verde], si las cortamos con un|perpendiculares a AB: los angulos CAB y
segmento de recta, dos angulos|CBA miden 45° y como la suma de los
conjugados internos [en negro] suman |angulos interiores de un triangulo es 180°
180° entre los dos [Actividad 3 que vuelven | [Actividad 4], el &ngulo ACB es 90°.
a justificar]. Y como las bisectrices dividen | En el caso general dicen que el cuadrilatero
a los 4ngulos al medio, la suma de ellos es | determinado por A, B y los puntos de corte
90°. Por eso el angulo formado por las|de las bisectrices con las paralelas es un
7 |bisectrices da 90°, porque la suma de los|rombo y al ser las bisectrices diagonales del
angulos interiores de un tridngulo siempre | rombo, son perpendiculares.
da
180° A
[Activ
idad B
4]". -
Nivel 4. Niveles 2 y 3.
Ejemplo Genérico. Empirismo Ingenuo (2).
Esquema Axiomético. Esquemas Inductivo (2) y Esquema
Perceptivo (1)
GM: Construyen las bisectrices en ambos
semiplanos de borde AB determinando estas
un rectangulo, por lo tanto deben ser
perpendiculares.
Para fundamentar que ACBD es rectangulo
escriben: ABC = DAB = 60°,
BAC = DBC = 30°.
ABC + BAC = 90°
7 y como
ABC + BAC + ACB = 180° [Actividad 4] —
ACB = 90°. o
A B
C
Niveles 2y 3.
Empirismo Ingenuo (1).
Esquema Inductivo (1).
Actividad 8
(a)

Construye un hexagono convexo ABCDEF antihorario.
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Responde si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones para cualquier hexagono

convexo:

(i) FAB < ABC.

(i) FAB + BCD + DEF = ABC + CDE + EFA.
(iii) FAB + ABC es constante.

(iv) GAB + ABC + BCD + CDE + DEF + EFA = 720°.
Si alguna de las proposiciones anteriores es verdadera para cualquier hexagono convexo,

épuedes explicar por qué?

(b)

Escribe un nimero de tres cifras:

¢, Cuanto vale la suma de los angulos interiores de un poligono convexo de ese numero de

lados?
Act. GD (Latino) Lapiz y papel (San Felipe)
JP: Luego de construir el hexagono | EE: “Falso porque no se cumple para todos los
contestan “vimos al mover la figura|convexos”. De los hexadgonos que construyen
gue no siempre se cumplia, entonces | en uno se cumple que FAB < ABC y en el otro
no es verdadera”. dichos angulos son iguales.
: B C A B
8(a)(i)
F C
A D
F E E D
- Nivel 2.
Empirismo Ingenuo Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo y Esq. Inductivo | Esquema Inductivo (1).
()
JM: Respuesta correcta: Arrastran los | AS: “Falso porque puede o no pasar”.
distintos  vértices del hexagono
construido. B C
8(a)(i)
D
F E
- Nivel 2.
Empirismo Ingenuo Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo y Esq. Inductivo | Esquema Perceptivo (1).
(=)
AD: Respuesta correcta: Arrastran un | MV: “Falso”. Contestan en base al hexagono
lado del hexagono construido. no regular que construyeron.
D
8(a)(i) c
B E
A F
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Empirismo Ingenuo
Esquema Perceptivo y Esq. Inductivo

(«0)

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo (1).

BD: “Falso”. Miden los angulos FAB y
ABC vy arrastran los vértices del

LM: Construyen primero un hexagono regular y
contestan “falso, son iguales”. A continuacion

8(a)(i) | hexagono. construyen un hexagono convexo, miden el
angulo FAB (121°) y el ABC (114°) y vuelven a
contestar falso.

- Nivel 2.

Empirismo Ingenuo Empirismo Ingenuo.

Esquema Perceptivo y Esg. Inductivo | Esquema Perceptivo (1).

(=)
GM: “Falso, por ejemplo no se cumple en un
hexagono equilatero”.
En la puesta en comlUn queda claro que con

8(a)(i) equilatero quieren decir regular.

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo.
Esquema Inductivo (1).

JP: “Falso”. Miden los angulos, hallan
las sumas y arrastran los vértices.

EE: Respuesta incorrecta. Se basan en
hexagonos simétricos.

B c
. A B
8(a)(ii
(a)(ii) . .
F C
F E
E D
- Nivel 2.
Empirismo Ingenuo Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo y Esq. Inductivo | Esquema Perceptivo (2).
()
JM: Respuesta correcta basada en el | AS: Respuesta correcta basada en argumento
8(a)(ii) calculo de las sumas de los angulos y |incorrecto: asumen que al variar los angulos
el arrastre de algunos vértices del|varia su suma.
hexagono.
Empirismo Ingenuo
Esquema Perceptivo y Esqg. Inductivo
()
AD: “Falso”. Miden los angulos del|MV: “No, la diferencia es 80°". Miden en la
hexagono construido, hallan las |figura que habian construigp previamente.
sumas respectivas y arrastran los
8(a)(ii) |distintos lados. c
B E
A F
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Empirismo Ingenuo
Esquema Perceptivo y Esqg. Inductivo

()

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo (1).

8(a)(ii)

BD: Respuesta correcta. Hallan las
sumas respectivas y arrastran los
vértices del hexagono.

LM: Respuesta correcta. Miden
hexagono regular y en uno que no lo es.

en un

Empirismo Ingenuo
Esquema Perceptivo y Esg. Inductivo

(=)

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo (1).

GM: Respuesta correcta basada en argumento

8(a)(ii) incorrecto: porque les resulta extrafia la
propiedad.

JP: Responden correctamente |[EE: “Es falso”. Se basan en los dos

basandose en el calculo de la suma de | hexagonos simétricos construidos

8(a)(iii)

los &ngulos y arrastrando los vértices.

previamente. Explican:
“Si [el triangulo] FAB es equilatero, como
FBCE es un rectangulo:

FAB + ABC = 60 + (60 + 90) = 210.”
B C

F E

Después de hacer los segmentos punteados
escriben: “FAB + ABC =
(45° + 90°) + (90° + 45°) = 270°.”

Empirismo Ingenuo
Esquema Perceptivo y Esq. Inductivo

()

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo.
Esquema Inductivo (1).
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JM: Respuesta correcta. Arrastran los
vértices F y C hacia la recta AB. “Los
dos angulos aumentan asi que la
suma también.”

AS: “Es falso”. Su argumento no es suficiente:
“Si movemos los lados [se refieren a AF y AB]
los angulos cambian”.

8(a)(iii)
E D B C
F C D
A B E E
- Nivel 2.
Empirismo Ingenuo Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo y Esq. Inductivo | Esquema Perceptivo ().
()
AD: Respuesta correcta. Arrastran el | MV: Respuesta correcta basada en argumento
vértice B. incorrecto: “En cualquier figura [refiriéndose a
cualquier hexagono] no puede dar [la suma]
8(a)(iii) . . R
siempre lo mismo”. “Si dibujamos otro va a ser
distinto”.
- Nivel 2.
Empirismo Ingenuo Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo y Esq. Inductivo | Esquema Perceptivo (1)
(=)
BD: Respuesta correcta. Calculan la|LM: Respuesta correcta. Hacen distincion
8(a)ii) suma y arrastran el vértice A. entre hexagonos r_egulares y hexagonos que
no lo son: en el primer caso contestan que la
suma si es constante y en el otro que no.
Nivel 2.
Empirismo Ingenuo.
Esquema Perceptivo (2)
GM: Respuesta correcta. Reconocen que
8(a)(iii) pueden construir infinitos hexadgonos donde
dicha suma no sea constante.
Nivel 2.
Empirismo Ingenuo.
Esquema Inductivo ().
JP: Respuesta correcta en base a|EE: Respuesta correcta en base a los calculos
mediciones, calculo de la suma y|que hacen en los dos hexagonos simétricos
arrastre de los vértices. No elaboran | considerados donde, divisiones mediante,
una justificacion. asignan medidas a los angulos.
8(a)(iv)
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- Nivel 2.
Empirismo ingenuo (2).
Esquema inductivo (2).

JM: Trabajan en hexagono casi|AS: Dividen el hexagono cualquiera en dos
regular donde las diagonales |triangulos y un cuadrilatero.
concurren: hallan la suma de los

angulos interiores de los seis
-z 0|
triangulos y restan 360°. 180 180°
E

D

A B

En la puesta en comun elaboran otra
demostracion para diagonales no
concurrentes: Consideran los
triangulos AMB, FPA, FNE, DME,
8(a)(iv) |CPD, BNC.

La suma de los
angulos es 1080.
Hay que restar la
medida de los
angulos AMB,
FPA, FNE, DME,
CPD, BNC.

FPA + DME + BNC = 180° por
interiores al triangulo MNP.

AMB = DME por opuestos por el
vértice y los otros dos que faltan por
el mismo motivo. Concluyen que hay
gue restar dos veces 180°.

Niveles 3y 4. Nivel 4.
Empirismo Ingenuo (1) Ejemplo Genérico.

— Ejemplo Genérico. | Esquema Axiomatico.
Esquema Inductivo (1)

— Esguema Analitico.
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AD: Trabajan en hexagono casi|MV: Dividen el hexagono en cuatro triangulos
regular donde las diagonales|por lo que la suma de sus angulos interiores
concurren: hallan la suma de los|es 180° x 4 = 720°.
angulos interiores de los seis
triangulos y E D restan
3600.
C
8(a)(iv) A B
En la puesta en comun participan
junto a Javier y Matias en la
elaboracion de una nueva
justificacién.
Nivel 4. Nivel 4.

Empirismo Ingenuo (1)

— Ejemplo Genérico.
Esquema Inductivo (1)

— Esquema Analitico.

Ejemplo Genérico.
Esquema Axiomatico.

BD: Construyen triangulo,
cuadrilatero, pentagono y hexagono
sucesivamente y observan que “al

LM: Trabajan con hexagono regular y con
hexadgono donde las diagonales concurren:
hallan la suma de los angulos interiores de los

aumentar un lado el poligono |seis triangulos y restan 360°.
8(a)(iv) aumenta en 180°”. )
En puesta en comun hacen
demostracion dividiendo los poligonos
en trihngulos o tridngulos y
cuadrilateros.
Niveles 3y 4. Niveles 2y 3.
Prueba Intelectual. Empirismo Ingenuo (2).
Esquema Inductivo (4). Esquema Inductivo (2).
GM: Trabajando en hexagono regular: “Como
cada angulo al centro es de 60°, los otros dos
angulos del triangulo suman 120° y 120° x 6
nos da la suma de los angulos interiores”.
En la puesta en comin buscan una expresion
matematica para su procedimiento:
8(a)(iv) [180° — (360°/6)] x 6.

JAVAN
N

120°

Nivel 2.
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Empirismo Ingenuo (1).
Esquema Inductivo (1).

8(b)

JP: Respuesta incorrecta. Su
argumento: En un hexagono se
cumple que la suma de los angulos
interiores es 180° x 6 — 360°. Lo que
intentan averiguar es, en vez de 360°,
cuanto habria que restar a 180° x 321
(su numero de lados elegido), para
eso hacen una regla de tres:

6 lados le restamos 360°

321 lados le restamos X.

EE: No elaboran una justificacién. Estan un
poco asombrados por la tarea, no se imaginan
cémo hallar la suma de los angulos interiores
de un poligono de ese niumero de lados.

8(b)

JM: Al principio elaboran justificacion
para un octégono de diagonales
concurrentes: 180° x 8 y restan 360°.

)

Preguntados por la validez del
argumento en un octégono
cualquiera, después de pensar un
rato, dicen que alcanza con unir un
punto

interior al
octégono  a cada
vértice.

AS: Respuesta incorrecta. Hacen regla de
tres:
6 lados ---- 720°
100 lados ---- x

En puesta en comun, mediante la confeccion
de una tabla de valores, llegan a la expresion
180° x (n — 2) donde n es el numero de lados
del poligono.

Niveles 2y 3.
Empirismo Ingenuo (1)
— Experiencia
Mental.
Esquema Inductivo (1)
— Esqguema Analitico.

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo (3).
Esquema Inductivo (3).

8(b)

AD: Trabajan con poligono de 7
lados. No elaboran una justificacion.

MV: No elaboran una justificacion.

8(b)

BD: En base a lo visto en la puesta
en comun de la parte (a)(iv) se dan
cuenta que las sumas de los angulos
interiores en tridngulos, cuadrilateros,
pentagonos, hexagonos es 180°,
360°, 540° 720° respectivamente,
gue son multiplos de 180. Lo que
hacen entonces es buscar una
férmula que funcione para dichos
resultados: llegan a 180° x (x — 2).
.,Como llegaron a la férmula? “Le

LM: Generalizan el argumento usado en el
hexagono regular y en el hexagono de
diagonales concurrentes y obtienen la
expresion 180° x n — 360°.

En la puesta en comin readaptan el
argumento anterior considerando un punto
cualquiera interior al poligono y uniéndolo a
los vértices del poligono, asi la expresion 180°
x n — 360° siguen siendo valida.
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restamos 2 porque no hay poligonos
de 2 lados” es su explicacién.

Nivel 2.
Empirismo Ingenuo (4).
Esquema Inductivo (4).

Niveles 3y 4.
Empirismo Ingenuo (2)

— Ejemplo Genérico.
Esquema Empirico (2)

— Esquema Analitico.

8(b)

GM: Usan el mismo argumento que en la
parte (a)(iv): “360° / 381 lados = 0,94° cada
uno [de los angulos al centro].

180° del triangulo — 0,94° = 179,05° de cada
angulo del poligono, ya que la suma de dos
angulos de cada uno de los tridngulos es igual
a un angulo del poligono [Manejan, sin
explicitarlo, que el poligono es regular].
179,05° x 381 = 68220°"

En la puesta en comudn dan la expresion:

[180° — (360°/n)] x n, siempre trabajando con
un poligono regular.

Niveles 2y 3.
Empirismo Ingenuo (1).
Esquema Inductivo (1).

Actividad 9

(a) Construye un hexdgono convexo ABCDEF antihorario y los angulos externos BAP, CBQ,

DCR, EDS, FET, AFU.

¢, Qué puedes decir de la suma de estos angulos externos?

Explica.
(b) Escribe un nimero de tres cifras: _ _

¢,Cuanto vale la suma de los angulos externos de un poligono de ese nimero de lados?
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Act. GD (Latino) Lapiz y papel (San Felipe)
JP: “Con el lado y su prolongacion se | EE: Marcan seis angulos llanos (en azul)
forma un é&ngulo llano (180°), y|a cuya suma restan la suma de los
sumados los 6 da un total de 1080°. Si|angulos interiores del hexagono (en
restamos a ese total la suma de los | negro) [Actividad 8(a)(iv)]
angulos internos (720°) [Actividad
8(a)(iv)], nos da la suma de los
externos: 360°".
9(a)
Nivel 4. Nivel 4.
Experiencia Mental. Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico. Esquema Axiomatico.
JM: “La suma de todos los angulos|AS: Descartada la conjetura de que los
internos es 720° [Actividad 8(a)], si a|seis angulos externos son iguales, ven
estos le sumamos los opuestos por el | seis angulos llanos a cuya suma hay que
vértice tenemos 1440°. Si se traza una |restar la suma de los angulos interiores
circunferencia en cada punto, este|del hexagono [Actividad 8(a)(iv)].
seria un angulo de 360° Luego lo
multiplicamos por el nimero de puntos
[vértices]. 360° x 6 = 2160°. A este
resultado le restamos los 14400°.”
Hacen la resta y obtienen 720°, que
9(a) dividen entre 2 ya que cada angulo
externo aparece con su opuesto por el
vértice.
Nivel 4. Nivel 4.
Experiencia Mental. Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico. Esquema Axiomatico.
AD: Con origen B construyen la|MV: Midiendo con el semicirculo hallan
semirrecta BV paralela a AP, de esta|que la suma de los angulos externos es
9@a) manera los angulos BAP y QBV son|367°.

iguales [Actividad 2]. Con origen C
construyen las semirrectas CW y CX
paralelas a BV y BQ respectivamente,

El resultado no los conforma y dicen que
deberia dar 360°.

Afirman después: “La suma de los
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de esta manera los angulos BAP,
QBYV, XCW son iguales [Actividad 2] y
también son iguales CBQ y RCX
[Actividad 2].

Proceden en forma analoga con los
vértices D, E, F. De esta manera
obtienen con vértice en F angulos
iguales a cada uno de los angulos
externos del hexagono, que al ser
adyacentes y cubrir el plano, permiten
demostrar que la suma de los angulos
externos del hexagono es
3600.

angulos internos de un poligono de 6
lados da 720°, y si a este resultado lo
dividimos entre dos nos da la suma de
los angulos externos.”

No elaboran una justificacion para su
conjetura.

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.

Nivel 2.

9(a)

BD: Construyen tridngulos exteriores
al hexagono de modo que un lado es
lado del hexagono y otro lado esta
incluido en el lado del &ngulo externo.

“Para esto [la suma de los angulos
interiores de un hexagono] se uso la
suma de 2 angulos de cada triangulo
[punteado]. En los triangulos formados
por los angulos externos, usamos solo
un angulo, por lo tanto, como usamos
la mitad de angulos, nos da la mitad
de grados (360°).”

En su explicacion errénea el resultado
obtenido (360°) es el que habian
obtenido sumando los angulos
externos del hexagono, lo que
contribuye a que no se cuestionen la
explicacion elaborada.

LM: Miden con semicirculo y obtiene
como suma de los é&ngulos externos
356°. Dicen “Deberia ser 360°". No
elaboran una justificacibn para su
afirmacion.
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Nivel 2.

Nivel 2.

9(a)

GM: “Hay que hacer [sumar] seis
angulos llanos y restarle los internos” y a
continuacion hacen los célculos:
180° x 6 = 1080°,
1080° — 720° = 360°.

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.

9(b)

JP: Generalizan lo hecho en la parte
(a): después de escribir
180° x n — 720°,

como un camino intermedio entre una
expresion general y la forma de
justificar hallada en la parte (a), no
tienen mayor dificultad en llegar a la
expresion

(180° x n) — [180° x (n — 2)]
que usan paran =217y les da 360°.

EE: Generalizan lo hecho en la parte (a):
“Hacemos 180° x 320 [el nUmero
elegido] y restamos 720°" Si bien tienen
en cuenta todos los angulos llanos
siguen ligados al resultado 720° para la
suma de los angulos interiores del
poligono, que en su figura es el mismo
hexagono para el cual calcularon 720°.
Al hacerles notar que ahora no se trata
de un hexagono sino de un poligono de
320 lados modifican el argumento para
considerar la suma de los angulos
internos del poligono de 320 lados y
obtienen como resultado 360° para la
suma de los angulos externos.

En la puesta en comun manifiestan que
no se convencen del resultado ya que
habian intuido como resultado un
namero mucho mayor.

Ledn agrega: “En un tridngulo es 360°,
en un cuadrilatero es 360° en un
hexagono es 360°, asi que siempre va a
ser asi” Esta induccién los convence
méas que la justificacion correcta que
habian hecho antes.

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.

Nivel 3.
Experiencia Mental.
Esquema Analitico.

9(b)

JM: Generalizan lo hecho en la parte
(a): “La suma de los angulos interiores
es 18000° (el niumero de elegido es
102)[Actividad 8(b)], si le sumamos los

AS: No elaboran una justificacion.
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opuestos por el vértice tenemos
36000°. La suma de los angulos en
cada vértice es 360° [el interior, su
opuesto por el vértice y los dos
externos], como el poligono tiene 102
vértices la suma da 36720°. A este
resultado le restamos 36000° vy
dividimos entre 2 ya que cada angulos
externo aparece dos veces y tenemos
3600.”

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomético.

AD: Generalizan lo hecho en la parte
(a): dicen que su forma de proceder
con el hexagono “sirve para cualquier
namero de lados”.

MV: No elaboran una justificacion.

9(b)
Nivel 4. -
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.
BD: Empiezan confeccionando la|LM: “En un triangulo es 360° [Actividad
siguiente tabla: 6], en un hexagono es 360° [Actividad
Poligono Suma de angulos 9(a)]. En general debe ser 360° No
externos sabemos por qué.”
Tridngulo 360° [Actividad 6]
Cuadrilatero 360° [Midiendo]
9(b) Pentagono 360° [Midiendo]
Hexagono 360° [Actividad 9(a)]
A partir de la tabla buscan una

expresion general y llegan a

180° x x — 180° x (x — 2),
donde x es el nimero de lados del
poligono.

Niveles 2y 3.

Nivel 2.
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Experiencia Mental.
Esquema Inductivo (4).

Empirismo Ingenuo (2).
Esquema inductivo (2).

9(b)

GM: Generalizan lo hecho en la parte
(a): La medida de cada angulo externo
del poligono es la resta de un angulo
llano y un angulo interior al poligono. El
numero de tres cifras usado es el 666.
Calculan:

666 x 180° = 119880°

119880° — 119520° = 360°.

Les pido que me aclaren de donde sali6
el nimero 119520° y escriben:
“Para averiguar cuanto miden todos los
angulos [interiores] de un poligono
sumados

666 x 180° = 119880°

119880° — 360° = 119520°”

Estan considerando un punto interior
que unen a todos los vértices formando
666 triangulos, a la suma de todos los
angulos interiores de los triangulos
restan 360° que suman los angulos de
vértice en el punto considerado.

Nivel 4.
Experiencia Mental.
Esquema Axiomatico.
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