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UN ESTUDIO SOBRE LAS ESTRATEGIAS DE LOS ESTUDIANTES DE
BACHILLERATO AL ENFRENTARSE AL CALCULO DEL AREA BAJO UNA
CURVA

Resumen

El presente trabajo fue planificado con el fin de explorar las concepciones intuitivas de
los estudiantes del Bachillerato Diversificado de Uruguay con respecto al célculo de
areas bajo una curva, que servirA de base para una futura propuesta para la
ensefianza de la integral definida. Pensamos que vincularla con la nociéon de area
seria el camino mas adecuado ya que, por un lado, contamos con argumentos
histéricos que nos permiten inferir la pertinencia de este abordaje y, por otro lado,
contamos con diferentes investigaciones, con las que hicimos contacto al analizar la
bibliografia sobre el tema, que recomiendan el abordaje de la integral definida por este
camino.

En base a esta postura nos preguntamos entonces cuales son las estrategias que
utilizan los estudiantes de Bachillerato Diversificado en Uruguay al enfrentarse al
calculo de area bajo una curva, antes de haber recibido una instruccién especifica
sobre este tema.

Con el fin de contestar esta pregunta se enfrenté a estudiantes de tercer afio de
Bachillerato (17-18 afios), a dos gréaficos de funciones, una parabola y una hipérbola, y
se les pidi6 que calculen el area de la regién comprendida entre la curva, el eje de las
abscisas y dos rectas verticales. Se observo qué estrategias se ponen en juego para
realizar el calculo pedido. Posteriormente se realizd un analisis de estas estrategias,
teniendo en cuenta aspectos epistemologicos, cognitivos y didacticos y los
antecedentes de investigacion. Finalmente se formularon recomendaciones didacticas
para el abordaje de la Integral Definida.
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A STUDY ON THE STRATEGIES STUDENTS FROM HIGH SCHOOL FACE WHEN
CALCULATING THE AREA UNDER A CURVE

ABSTRACT

The aim of this work was to explore the intuitive conceptions the students from High
School of Uruguay have with regard to the calculation of areas under a curve. This will
also serve as the basis for a future proposal for the teaching of the defined integral.

We thought that linking it with the notion of area would be the most appropriate way
since we have historic arguments that allow us to infer the relevance of this

perspective. Apart from this, we count on different investigations on the same topic that
agree with this approach.

Concerning this position we would like to know which strategies students from High
School of Uruguay put at stake when they face the calculation of an area under a
curve, without being previously instructed on this subject.

With the aim of answering this question, 6" form high school students were given two
function graphs, one parabola and one hyperbola. Then, they were asked to calculate
the area of the region comprised between the curve, the axis of the abscissas and two
vertical straight lines.

It was observed what strategies students put at stake to carry out the requested
calculation. Then, a study of these strategies was done bearing in mind
epistemological, cognitive and didactic aspects as well as the investigation
background.

Finally, didactic recommendations were formulated for the approaching of the Defined
Integral.
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GLOSARIO

Bachillerato Diversificado (B.D.):

El Bachillerato Diversificado esta organizado de la siguiente forma:

El primer afio es comun a todas las orientaciones y se dedican a Matematica 4 horas
semanales. En toda la Ensefianza Secundaria, o que llamamos “horas” de clase son
modulos de 35 0 40 minutos.

El segundo afio estd organizado en tres Orientaciones: Humanistica, Bioldgica,
Cientifica. Las dos primeras con un curso de Matematica de una carga horaria
semanal de 5 “horas”; la Orientacion Cientifica con un curso de Geometria Euclidiana
de 6 “horas” semanales y un curso de Algebra de 6 “horas” semanales.

Para cada una de las tres Orientaciones de segundo afio, en el tercer curso se abre la
posibilidad a diferentes opciones. En la orientacion Humanistica se puede optar por
Derecho y Economia; en la Bioldgica, por Agronomia y Medicina; en la Cientifica, por
Arquitectura e Ingenieria.

Cuadratura:

Proviene de uno de los tres grandes problemas de la Antigiiedad: la cuadratura del
circulo, que consiste en construir un cuadrado de area igual a un circulo dado. En esa
época, debido a la crisis provocada por el descubrimiento de los irracionales? no se le
asignaban a las figuras geométricas niUmeros que midieran sus areas. Se trabajaba
entonces calculando directamente con figuras que eran tratadas como magnitudes.
Para lograr la cuadratura de una figura, los griegos, debian encontrar la razén de dicha
figura con otra previamente conocida.

Ensefianza Secundaria:

La Ensefianza Secundaria en Uruguay abarca seis afios repartidos en Ciclo Béasico

Unico (CBU), correspondientes al 7°, 8° y 9° afios de escolarizacion, con estudiantes
cuyas edades oscilan entre los 13-14 afios y los 15-16 afios; y los siguientes tres afios

corresponden al Bachillerato Diversificado (BD).

Estrategia:

El término estrategia puede considerarse una nocion metadidactica que no requiere
definicion y que se usa de una manera “ingenua’. En este trabajo lo utilizaremos en el
sentido de plan, esto es un curso de accion conscientemente deseado y determinado
de forma anticipada, con la finalidad de asegurar el logro de los objetivos, un conjunto
de actividades y procedimientos dirigidos hacia un fin. En el sentido de Bruner (1984),
“una estrategia hace referencia a un patron de decisiones en la adquisicién, retencién
y utilizacion de la informacién que sirve para lograr ciertos objetivos, es decir, para
asegurarse que se den ciertos resultados y no se produzcan otros”.

Redes sistémicas®:

Para el analisis de los datos cualitativos obtenidos se ha elegido el uso de las redes
sistémicas. Estas pueden ser vistas como un medio de divulgar los datos recogidos en
forma categorizada. Esta categorizacion es entendida como una forma de etiquetar los
datos, encasillarlos, darles nombres, reconocer que estas distinciones pueden ser

; Por mas detalles ver Anexo .
. Ver Capitulo |, componente epistemologica.

La notacién y terminologia inherentes a las redes sistémicas y que permiten entender bien los
datos y sus interrelaciones son presentadas en el Capitulo lI.



dibujadas a lo largo de varias dimensiones independientes que involucren un solo nivel
0 que pueden necesitar divisiones sucesivas, es decir que una categoria puede ser
subdividida en otras categorias. Esto dependera de los objetivos trazados a la hora del
andlisis de datos. Una red sistémica es como un mapa del conjunto de categorias que
se han seleccionado para usar, que nos muestran cOmo se relacionan unas con otras.
(Bliss et al.,1983).

Segmento de parébola (hipérbola):
Region encerrada entre una parabola (hipérbola) y una cuerda de la misma.



INTRODUCCION

En nuestra experiencia como estudiantes y como docentes, en Uruguay, pudimos
vivenciar que, en general, la ensefianza de la matematica se encuadra dentro del
enfoque tradicional. Dentro de este contexto el actor principal es el docente que
estaria a cargo de la presentacion en el aula de los conceptos, proposiciones y
procedimientos matematicos, quedando el estudiante relegado al papel de mero
receptor.

En particular, en la ensefianza de los elementos del Calculo, se tiende a restringir el
tratamiento a una practica algoritmica y algebraica, buscando ensefiar a los
estudiantes a realizar célculos de limites, derivadas, primitivas, y resolver algunos
problemas estandarizados en una forma mecanica y exenta de significados. Esta
practica lleva a bs estudiantes a pensar que hacer matematicas es simplemente
incorporar determinados procedimientos standards para poder derivar, primitivizar,
calcular limites de un subconjunto de funciones con las que se trabaja en este nivel.
En cuanto al desarrollo teérico de los temas del Célculo, en general los docentes
presentan a sus estudiantes una serie de axiomas, definiciones y teoremas en una
estructura formal y l6gica en la que el estudiante raramente participa. Esto lleva a los
estudiantes a la creencia de que su tarea es memorizar dichas definiciones y teoremas
y ser capaces de repetirlos cuando les sea solicitado.

Esto es reforzado a la hora de la evaluacion ya que, por diferentes motivos, se termina
evaluando solamente si el estudiante es capaz de realizar dichos calculos, de repetir
las definiciones y de recrear los resultados matematicos que les fueron mostrados en
clase. Este tipo de enfoque en la transmision de los elementos del calculo adolece
también de una compartimentalizacion entre las definiciones de limites, derivadas,
integrales y los procedimientos de calculo de éstos, en los que no se distinguen los
elementos que participan en las definiciones.

Estas practicas mencionadas anteriormente no permiten o hacen muy dificil el transito
de los estudiantes hacia la adquisicion de los modos de pensamiento necesarios para
el aprendizaje del célculo. Esto se evidencia cuando, por ejemplo, no pueden resolver
cuestiones como la determinacion del maximo o minimo de una funcién continua en un
intervalo cerrado. De acuerdo a la forma en que estan acostumbrados a trabajar los
estudiantes inmediatamente derivan, determinan los extremos relativos y responden
de acuerdo a lo que obtuvieron en la derivada sin tener en cuenta que estan
trabajando en un dominio acotado.

Enmarcados en este contexto y observando los resultados mayoritariamente negativos
en el aprendizaje de las matematicas es que nos propusimos tomar uno de los
conceptos basicos del Calculo, la integral, para abordar en el presente trabajo. El
mismo es de corte exploratorio y tiene como principal objetivo investigar las
concepciones intuitivas de los estudiantes del bachillerato de Uruguay con respecto al
calculo de areas bajo una curva. Los estudiantes a los que hacemos referencia no han
recibido ningun curso de calculo integral por lo que no cuentan aun con la herramienta
idénea que les permitiria realizar el célculo de dichas areas. Observaremos como
estos estudiantes trabajan en este sentido, qué estrategias utilizan, para poder
comparar esto con los abordajes que se realizan habitualmente en las aulas (que
generalmente son tomados de los libros de texto mas usados en Uruguay) y con los
realizados en la obra matemética. Esto nos brindara la informacién y los argumentos
gue nos permitird dar recomendaciones didacticas para, en una etapa posterior,
presentar una propuesta didactica acorde con las mismas, que permita a los
estudiantes dar significado al concepto en cuestion. Esto es, que el estudiante no sea
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solo un espectador frente a la presentacién de una serie de definiciones, teoremas y
ejemplos, que su actuacibn no se restrinja solo a la ejecucion de ciertos
procedimientos algoritmicos, sino que sea capaz de integrar y relacionar el nuevo
conocimiento a una estructura cognitiva donde ya hay asentadas otras nociones de
calculo como limites y derivadas.

Como se vera en el Capitulo 1 y en el Anexo lll, la presentacion de este tema en el
Bachillerato se hace acorde a los curriculos vigentes, lo cual es recogido en los libros
de texto de nuestro pais. La eleccibn hecha por quienes elaboran los programas
uruguayos para insertar el tema en el mismo es tratar a la integral como primitiva,
admitiendo la existencia de la misma para funciones continuas en un intervalo cerrado
y acotado. Se hace un tratamiento algebraico del tema, independiente de la nocién de
area, y se considera a la primitivizacion como “inversa” de la derivacion.

Lo que describimos en el parrafo anterior es uno de los posibles caminos que se
pueden elegir para la presentacion del tema a los estudiantes. Otra presentacion
posible seria vinculandola con la nocién de area. Nosotros hemos pensado que este
Ultimo camino seria el mas adecuado ya que, por un lado, tenemos argumentos
histéricos, que veremos en el Capitulo I, que nos permiten inferir que la integral
deberia abordarse asociada a la nocion de é&rea. Por otro lado contamos con
diferentes investigaciones, algunas de las cuales comentaremos en el Capitulo Il, que
recomiendan el abordaje de la integral definida por este camino.

En base a esta postura nos preguntamos entonces cuales son las estrategias que
utilizan los estudiantes de bachillerato en Uruguay al enfrentarse al calculo de area
bajo una curva. En la medida que vayamos respondiendo a la pregunta anterior, en
base a los datos que recogeremos, tendremos elementos para intentar responder otra
pregunta: ¢;como presentar a la integral definida teniendo en cuenta las intuiciones de
los estudiantes para calcular el area bajo una curva?

Para ello, nos centraremos en el estudio del calculo de areas de figuras limitadas por
la gréfica de una funcion continua y no negativa definida en un intervalo [a,b], el eje de
las abscisas, y las rectas de ecuacionesx =ay x=b.

Hemos elegido trabajar con funciones continuas ya que, al preguntarnos acerca de las
estrategias intuitivas que los estudiantes ponen en juego al enfrentarse al calculo del
area bajo una curva, necesitamos que éstos no hayan tenido contacto previo con el
calculo integral. Esto, de acuerdo a los curriculos vigentes en Uruguay, nos lleva a
trabajar con estudiantes de Bachillerato que en cuanto al tema funciones han
trabajado con funciones lineales, cuadraticas, polinbmicas en general y funciones
racionales cuya representacion grafica es una hipérbola. Pensamos que trabajar con
otro tipo de funciones provocaria dificultades extras que nos alejarian de nuestro
objetivo.

Sabemos que estas estrategias intuitivas que estamos tratando de detectar en
nuestros alumnos estan dirigidas a la cuestion del area de una region bajo una curva
de una funcién positiva y eso, en el momento de ensefar formalmente el concepto de
integral debera ser adaptado con el fin de considerar que el concepto de area y de
integral sélo coinciden en este caso.
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Objetivos

Como ya dijimos, para abordar este estudio nos hemos preguntado, en una primera
instancia, cuales son las estrategias que utilizan los estudiantes de Bachillerato
Diversificado al enfrentarse al calculo de area bajo una curva.

El término estrategia puede considerarse una nocion metadidactica que no requiere
definicion y que se usa de una manera “ingenua’. En este trabajo lo utilizaremos en el
sentido de plan, esto es un curso de accion conscientemente deseado y determinado
de forma anticipada, con la finalidad de asegurar el logro de los objetivos, un conjunto
de actividades y procedimientos dirigidos hacia un fin. En el sentido de Bruner (1984),
“una estrategia hace referencia a un patrén de decisiones en la adquisicion, retencién
y utilizacion de la informaciéon que sirve para lograr ciertos objetivos, es decir, para
asegurarse que se den ciertos resultados y no se produzcan otros”.

Al plantear nuestra pregunta de investigacion, la idea fundamental es contrastar,
comparar las estrategias utilizadas por los estudiantes, frente a un tema al cual nunca
se han enfrentado antes, con las estrategias usadas a nivel de la obra matematica. Es
decir, que el objetivo fundamental de este trabajo es detectar dichas estrategias para
luego analizar las ventajas, desventajas, dificultades y limitaciones que las mismas
pueden generar al momento de tratar el tema formalmente.

Como preguntas secundarias, que pensamos nos ayudaran a contestar la pregunta
central, podemos destacar:

¥ La concavidad de la funcion, ¢influye a la hora de la eleccion de la estrategia?

¥ El estudiante, ¢utiliza toda la informacion que se le proporciona en el
enunciado?, ¢Utiliza la expresion analitica de la funcibn para determinar las
dimensiones de las figuras auxiliares que traza?

¥ Como ampliacion de lo anterior, ¢encara la actividad en forma
compartimentada o puede fusionar los elementos de analisis matematico con los
geomeétricos?

®» ¢Cambia de estrategia a lo largo de la prueba?, ¢Los intentos anteriores
influyen en su actividad al encarar las actividades siguientes?

¥ ¢Considera que los procedimientos que utiliza se pueden continuar
indefinidamente o lo ve como un proceso finito?

Finalmente se pretende, en base a los resultados obtenidos y al analisis de los mismos

en el marco de las consideraciones teéricas, formular recomendaciones didacticas
para el abordaje de la integral definida asociada a la nocion de area.

De acuerdo a los objetivos recién detallados es que presentaremos nuestro trabajo de
la siguiente forma:

Organizacion del trabajo

El presente trabajo esta dividido en seis capitulos.

16



En el Capitulo |, titulado Consideraciones Teoéricas, buscamos, en base al
planteamiento de la problematica que nos ocupa, detallar en qué linea de investigacion
se encuadra nuestra investigacion y la caracterizacion de la misma. Para ello haremos
un analisis del tema de investigacion desde las perspectivas epistemoldgica, cognitiva
y didactica tomando una cuarta componente, la sociocultural, como integradora de las
otras tres. Es en estos aspectos en los que nos basaremos luego para hacer el
analisis de los resultados recogidos en el cuestionario propuesto a los estudiantes.
Desde en punto de vista epistemologico intentaremos dar una explicacion del origen y
desarrollo del contenido matematico analizando su funcionamiento y diferentes
formulaciones del mismo; desde el cognitivo analizaremos las habilidades cognitivas
que los estudiantes poseen y deben poseer para realizar un aprendizaje significativo
del tema; desde el didactico analizaremos el estado actual de la ensefianza del tema.

En el Capitulo 1l, denominado Antecedentes, haremos una resefia de algunos trabajos
e investigaciones que estan vinculados con el tema que nos ocupa en todos o algunos
de sus aspectos. De cada uno de ellos destacaremos los objetivos, los resultados
obtenidos, las conclusiones y la vinculacion de los mismos con nuestro trabajo.

En el Capitulo lll, Disefio Experimental, presentaremos, en una primera instancia, la
secuencia que fue disefiada para ser presentada a los estudiantes como medio para
recabar los datos que nos permitan dar una respuesta a nuestra pregunta de
investigacion. Haremos una justificacion de la misma analizando los por qué de las
propuestas y qué esperamos de los estudiantes en cada uno de los items propuestos.
Presentaremos, ademas, un analisis de la propuesta desde el punto de vista
matematico.

Luego haremos un detalle de las caracteristicas de la poblacion entrevistada y de la
puesta en escena de la propuesta.

En una segunda instancia haremos una descripcion de la metodologia que hemos
decidido utilizar para la presentacion e interpretacion de los datos que hemos
recabado.

El Capitulo IV, que lleva por titulo Los Resultados, estara estructurado de la siguiente
forma:

Se presentaran primero redes sistémicas correspondientes a cada uno de los items
propuestos en el cuestionario, en donde se tabularan los primeros datos recogidos,
destacandose en las mismas las diferentes estrategias que surjan de un primer
andlisis de las pruebas.

Luego de la presentacion de las redes haremos un analisis global de las respuestas
buscando extraer las primeras reflexiones, presentando las diferentes categorias
detectadas, en un intento de comenzar a dar respuesta a nuestra pregunta de
investigacion.

De acuerdo a las diferentes estrategias que se detecten en los tabajos de los
estudiantes se seleccionaran las pruebas que consideremos que representan a cada
una de las categorias. Se presentara un analisis profundo de las mismas en la seccion
gue denominaremos Analisis de casos.

Para finalizar presentaremos un analisis general de los resultados a la luz de las
consideraciones tedricas, englobando los resultados que vayan surgiendo en las
primeras reflexiones y en el analisis de casos, confrontando los resultados obtenidos
con los esperados en el andlisis a priori que realizaremos en el Capitulo IlI.
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El Capitulo V, estard dedicado a presentar un resumen de los resultados, las
conclusiones a las que arribaremos y se enumeraran las consideraciones y
recomendaciones didacticas que consideremos pertinentes.

Por ultimo, en el Capitulo VI se consignara la bibliografia utilizada en la realizacion de
este trabajo.

Por ultimo se presentaran cuatro anexos en donde figuran cuestiones inherentes a los
diferentes aspectos que se trataran en los distintos capitulos.

En el primero de ellos presentaremos las demostraciones de algunas cuadraturas, en
especial las correspondientes a los segmentos de parabola y de hipérbola, que ilustran
diferentes estrategias utilizadas por los mateméticos a lo largo de la historia.
Analizaremos la cuadratura de una de la lunulas de Hipécrates; diferentes aspectos
del trabajo de Arguimedes como ser una descripcion de la utilizacion del Método
Mecénico en cuanto a la cuadratura del segmento de parabola, la demostracion de la
misma por el Método geométrico y la demostracion de algunas de las propiedades que
utilizé en la demostracion métrica de la determinacion del area; la cuadratura de la
parabola de Cavalieri en base al concepto de los indivisibles y por ultimo los trabajos
de Saint-Vicent y su discipulo, de Sarasa quienes reconocen gue la cuadratura de la
hipérbola esta estrechamente vinculada con la propiedad del producto de los
logaritmos.

En el Anexo Il se presentaran algunas pruebas visuales de suma de enteros que son
utilizadas en el calculo de las areas buscadas.

En el Anexo Il describiremos a grandes rasgos la organizacion del sistema educativo
uruguayo en donde estan insertos los estudiantes entrevistados. Se presentaran
ademas aquellos programas de Matematica correspondientes al Bachillerato
Diversificado de Uruguay cuyos contenidos fueron trabajados por los estudiantes que
componen nuestra muestra.

Por dltimo en el Anexo IV presentaremos algunos caminos empiricos que podrian

representar alternativas para la presentacion del tema integrales a estudiantes de
bachillerato.
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|. CONSIDERACIONES TEORICAS

En este capitulo presentaremos, en la introduccién, una breve descripcion de la
problematica y evolucion de la didactica de la matematica hasta su estado actual para
encuadrar asi la presente investigacion y poder caracterizar la misma.

A continuacién haremos un andlisis del tema que nos ocupa desde las perspectivas
epistemoldgica, cognitiva y Didactica. Es en estos aspectos en los que nos basaremos
para hacer el analisis de los resultados recogidos en el cuestionario propuesto a los
estudiantes en la parte experimental de esta tesis.

Desde el punto de vista epistemoldgico intentaremos dar una explicacion del origen y
desarrollo del contenido matematico, analizando su funcionamiento y diferentes
formulaciones del mismo; desde el didactico analizaremos el estado actual de la
ensefianza del tema; desde el cognitivo analizaremos las habilidades cognitivas que
los estudiantes poseen y deben poseer para realizar un aprendizaje significativo del
tema.

I.1. INTRODUCCION

En las dltimas décadas, muy posiblemente debido a los resultados mayoritariamente
negativos en el aprendizaje de las matematicas, se ha empezado a hacer una revision
y un andlisis critico de los procesos involucrados en dicho aprendizaje.

“Antiguamente se consideraba que la ensefianza de las matematicas era un arte vy,
como tal, dificiimente susceptible de ser analizada, controlada y sometida a reglas. Se
suponia que el aprendizaje dependia solo del grado en que el profesor dominase dicho
arte y, en cierto sentido, de la voluntad y la capacidad de los propios alumnos para
dejarse moldear por el artista.” (Chevallard et al., 1997).

Esta vision ha ido evolucionando a medida que crece el interés por entender y explicar
los hechos didacticos. En este camino se ha observado que la ensefianza no depende
s6lo de la metodologia empleada sino, entre otros, de la complejidad de los propios
objetos matematicos. Nociones transparentes, en el sentido de Chevallard et al.
(1997), como por ejemplo, qué es ensefiar, qué es aprender, entre otras, que eran
dejadas por la didactica general para la psicologia u otras disciplinas, ahora son
tomadas por la didactica de la matematica, la que pretende constituirse como
disciplina cientifica, explicando desde su propio seno el significado de dichas
cuestiones que pasan a ser objeto de estudio de la propia didactica.

Se empiezan a abordar cuestiones como ser: ¢Cudl es el papel de las “rutinas” en el
aprendizaje de las matematicas? ¢Como diferenciar las rutinas de las actividades
“creativas™? ¢Qué papel juega o podria jugar la actividad de resolucion de problemas
en la ensefianza de las mateméaticas? ¢Como se interpreta un contenido matematico
especifico? ¢COmo caracterizar o modelar los procesos de comprension de los
conceptos y procesos propiamente matematicos? ¢Cudl es la relacion entre el
aprendizaje del algebra elemental, la aritmética y la geometria? (Chevallard et al.,
1997).

La aparicion de una cantidad de fendmenos didacticos que no podian ser explicados
desde la didactica general y que eran tomados hasta el momento como herramientas
explicativas da lugar a una gran gama de objetos de estudio en si mismos para la
didactica de la matematica. Esta pone en tela de juicio la transparencia del
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conocimiento matematico, lo problematiza. Se produce entonces una ruptura de la
problematica de la didactica, incorporando como objetos de estudio propiamente
didacticos a aquellos que antes eran considerados como objetos y nociones
matematicas transparentes. Pone de manifiesto que en todo fendmeno didactico existe
un componente matematico esencial.

Otro aspecto a tener en cuenta es que muchos de los programas de estudio de la
mayoria de los paises latinoamericanos tuvieron su origen en la cultura europea.
Cuando los colonizadores se instalaron en nuestros paises llevaron adelante un tipo
de educacion basado en la tradicibn a la que ellos mismos pertenecian: “La
transferencia a los paises en desarrollo del curriculo europeo de matematica esta
estrechamente asociada con el establecimiento de escuelas para la élite por parte de
las administraciones coloniales. Parecia muy natural, bajo estas circunstancias, copiar,
simplemente las pautas europeas.” (Damerow y Westbury, 1984).

Como los colonizadores constituian los grupos de poder, eligieron qué educacion y
gué valores debian recibir sus descendientes (entre otras cosas para seguir formando
parte de los grupos de poder).

Esto ha traido aparejado no solo la transferencia de los curriculos europeos hacia las
instituciones escolares latinoamericanas, sino también la transferencia y validacion de
conocimientos, significados y formas de pensar asociados a esos conocimientos
provenientes de la cultura occidental europea hacia los estudiantes latinoamericanos.

Uruguay no escapl a esta tendencia de transferir los curriculos europeos a sus
instituciones. Desde la época colonial a la actualidad, en el ambito cultural y en
particular en la ensefianza, nuestros ojos han estado siempre atentos a lo que ocurria
en Europa, principalmente en Francia. Tomaremos por ejemplo bs programas de
matematica de los dos ultimos afios del B.D., ya que el tema que nos ocupa en este
trabajo es tratado en cursos de esta etapa.

Estos programas, vigentes en todo el pais, fueron inspirados, o mas bien extraidos, de
los programas franceses de la década del 40. Los cambios que se produjeron en ellos
en las décadas siguientes no fueron estructurales sino que respondieron a los cambios
de enfoques en la educacion que también provenian de Europa. Como sefialan
estudios de la OEI*: “El disefio curricular uruguayo esta constituido fundamentalmente
por los contenidos de cada curso careciendo de cualquier otro elemento curricular de
manera que explicitamente no existe ningun tipo de reflexion (epistemoldgica,
psicopedagdgica, cultural o social) en la que se fundamenten los programas de los
distintos cursos. [...] s6lo en el programa del tercer curso de la primera etapa aparece
un listado de “Capacidades personales del alumno que se deben activar’. Estas se
refieren a actitudes, habilidades, capacidades intelectuales, estrategias generales y
sentido de la apreciacion en matematicas. Es una manera de sefialar objetivos no
conceptuales ni algoritmicos en la ensefianza de las mateméaticas, como si estos
Ultimos ya se supusieran o quedaran “ocultos” tras el listado de los temas que
constituyen el programa. En todo caso, este hecho singular no enmascara la
apreciacion de una ausencia de objetivos en todo el disefio curricular’. (Del Rio
Sanchez et al., 1992).

* Este estudio fue realizado consultando los siguientes materiales:

- Programas de matematica Ciclo Basico Unico, ANEP, Consejo de Educacion Secundaria, 1987.

- Programas de matemética Bachillerato Diversificado, ANEP, Consejo de Educacién Secundaria, 1989.
Vale aclarar que estos programas estan adn vigentes en nuestro pais.
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En los programas escolares mencionados, de pre-célculo y calculo, se incluyen
axiomatica de Numero Real, estudio de funciones de variable real que abarca el
estudio de limites, continuidad, derivadas, primitivas y los teoremas relativos. En
general, se trabaja con un lenguaje formal y en base a axiomas, definiciones,
teoremas, predominando un manejo algebraico, todo centrado en el discurso del
docente.

Bajo esta optica se concibe el proceso de ensefianza como un proceso mecéanico y
trivial totalmente controlable por el profesor concibiendo al alumno como una “caja
vacia’ que debe llenarse gradualmente partiendo de los conceptos l6gicamente mas
simples hasta llegar a los sistemas conceptuales mas complejos.

Se presenta asi a esta asignatura como un cuerpo estructurado de conocimientos,
formado por objetos matematicos, las relaciones entre ellos y criterios de validacion
dentro de un marco axiomatico-deductivo. Esta concepcién necesita que todo esté
expresado formalmente haciendo que la matematica y la verdad matematica quede
reducida a una coherencia sintactica de sistemas formales y simbdlicos.

Vemos que la epistemologia implicita, nunca explicita, de los responsables de la
elaboracion de los programas estd centrada en el objeto matematico, y responde a
una larga tradicién en la ensefianza de la matematica en nuestro pais.

Seguramente el enfoque de los curriculos uruguayos se basa en modelos tedricos que
explican las construcciones del conocimiento a través de los objetos matematicos,
llevando a que el conocimiento matematico adquiera un caracter universal, sin tener
en cuenta al individuo que aprende y el contexto en el que se desarrolla la situacion de
aprendizaje. Esta epistemologia esta basada en el argumento de la regresion para
establecer la progresion del saber.

Analizando el problema desde otro angulo, Cordero (2001) considera que las
epistemologias deben estar modelizadas por el estudio del hombre haciendo
matematicas. O sea que la epistemologia deberia reconocer la actividad humana
como organizacion social y fuente de construccion de conocimientos. La actividad
humana se transforma en la nueva generadora de epistemologias que amplian la
problematica y obliga a incorporar la dimensién social.

En el seno de la organizacion social se reconstruyen significados de la matematica
COmMO recursos para incorporar cierto conocimiento matematico. En este sentido,
Cordero (2001) plantea la realizacion de un trabajo matematico de reorganizacion de
los elementos técnicos, tecnoldgicos y tedricos que componen cada obra mateméatica
con base en lo que esta representa. Es decir que no alcanza con secuenciar y
temporalizar los contenidos programaticos sino que se debe reinterpretar, reorganizar
la obra matematica, teniendo en cuenta los elementos teoricos, el desarrollo
tecnolégico, etc., que ayuden a la reconstruccion de significados de los procesos y
conceptos matematicos.

Esta perspectiva aparece como una alternativa posible que permitiria reformular el
discurso matematico escolar centrando la atencion en la actividad humana y en el
hombre haciendo matematica mas que en los objetos matematicos. Se aprecia en este
sentido una intencion liberadora, ya que permite incorporar nuevas categorias de
conocimiento que surgen de la actividad humana, de un grupo humano especifico y
gue no son necesariamente heredadas de culturas foraneas.

Dentro del contexto de la Matematica Educativa, se ha desarrollado una linea de
investigacion que incorpora las dimensiones epistemoldgica, cognitiva, didactica y
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social fundamentales para lo que se denomina construccién social del conocimiento. A
estos cuatro componentes en conjunto y en una aproximacion sistémica es lo que
Cantoral y Farfan (1998) llaman acercamiento socioepistemolégico.

Centrar la atencion en la actividad humana y no en los objetos matematicos, permite
distinguir diferentes construcciones del conocimiento que son el reflejo de diferentes
formas de pensamiento matematico: “... debemos interesarnos por entender las
razones, los procedimientos, las explicaciones, las escrituras o las formulaciones
verbales que el alumno construye para responder a una tarea matematica, del mismo
modo que nos ocupamos por descifrar los mecanismos mediante los cuales la cultura
y el medio contribuyen en la formaciéon de los pensamientos matematicos. Nos
interesa entender, aun en el caso de que su respuesta a una pregunta no corresponda
con nuestro conocimiento, las razones por las que su pensamiento matematico opera
como lo hace”. (Cantoral et al., 2000)

Esto permitird entender mejor los procesos cognitivos de los estudiantes y emprender
acciones que tengan como objetivo facilitar los procesos de ensefianza y de
aprendizaje de la matemética.

Bajo la aproximacion socioepistemoldgica se desarrollan lineas de investigacion en
gue se estudian las circunstancias que favorecen la construccién del conocimiento,
estudiando situaciones que no estan definidas a priori en la estructura matematica
pero que estan presentes. “Se presenta aqui una aproximacion tedrica, en la que la
actividad humana es la nueva plataforma que brinda epistemologias que amplian la
problematica, obliga a incorporar la dimension social, reconocer categorias de
conocimiento matematico con relacion a las reconstrucciones de significados de la
matematica que a priori no estan en el curriculo, romper el caracter universal de la
construccion a través de considerar otras, formular nuevas acciones didacticas en las
gue el disefio de las situaciones esta sustentado por la actividad humana.” (Cordero,
2001).

En la actividad humana que se realiza a diario en el aula, de acuerdo a las
necesidades y expectativas de los actores, en las situaciones de interaccion entre los
estudiantes y con el docente, se reconocen y se llevan a cabo construcciones del
conocimiento. Este tiene significados propios, contextos, historia e intencion.

Buendia y Cordero (2001) plantean la necesidad de que se reconozca a la actividad
humana como organizacion social en la que se construyen conocimientos. El individuo,
haciendo matematica, eligiendo y negociando las herramientas que les resulten
adecuadas (en consenso con sus pares, los docentes, con su entorno social, cultural,
etc.), es el que da significado al concepto.

Desde la ¢ptica de esta aproximacion, lo socioepistemoldgico debe significar el reflejo
del individuo haciendo matematicas y, considerar que el funcionamiento mental debe
estar en correspondencia con el lenguaje de herramientas que resulta de esa
actividad.

Como consecuencia de ello se establecen categorias del conocimiento matematico
gue son el nucleo para reorganizar la obra matematica.

Estas categorias, basadas en el lenguaje de las herramientas, hacen la diferencia, ya
gue no se trata de establecer una definicion sino de identificar todas las relaciones en
el marco de referencia del contenido matematico lo que llevaria a las formas en la que
se construyen los procesos y objetos y no a éstos en si mismos.
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La aproximacion socioepistemoldgica rescata la historicidad asociada a todo
conocimiento pues éste es el producto de la actividad humana. Esta historicidad no
solo involucra los aspectos historicos y culturales que confluyen en cualquier acto de
un individuo sino que también tiene en cuenta la creacion de nuevos conocimientos y
de nuevos significados, ya sea que estén asociados a contenidos tradicionales o a
nuevos conocimientos creados por los individuos de un colectivo.

Tiene en cuenta que los procesos mentales del hombre poseen una estrecha relacion
con los escenarios culturales, histéricos e institucionales donde el individuo se
desarrolla. Los distintos escenarios donde crece un individuo determinan sus patrones
de pensamiento, que influirdn decididamente en su visién de todas las cosas y que
modificardn su aprendizaje por lo que podremos hablar de la forma de pensar en
determinado siglo, del tipo de razonamiento del profesor y de los alumnos en situacion
escolar, etc.

Para entender los procesos de pensamiento de un sujeto, no podemos pensarlo como
un ser aislado, independiente del mundo que lo circunda. Los patrones de
pensamiento de un individuo son producto de sus experiencias en las instituciones
sociales donde d individuo se ha desarrollado. La sociedad en la que crece y la
historia de su desarrollo en el marco de sus experiencias en esa sociedad, modelan
los estilos que usara para pensar.

Estos estilos de pensamiento se reflejan en la diversidad de razonamientos que
aparecen en el aula cuando los alumnos se enfrentan a una tarea matematica,
siempre que ésta constituya para ellos un desafio intelectual. Los significados, los
argumentos, las nuevas actividades y problemas que surgen en el aula, permiten
reorganizar la obra matematica y reformular el discurso escolar.

Esta linea de investigacion, desarrollada por Cantoral et al. (2000), toma como objeto
de estudio a la socioepistemologia de los saberes matematicos poniendo también
énfasis en el estudio de qué ensefiar, y no sélo en el cobmo ensefar. Incluye ademas
las intuiciones primarias del alumno con el objetivo de redisefiar el discurso
matematico escolar.

Es en este marco en el que se encuadra la presente investigacion, aunque debemos
precisar que solamente realizaremos nuestro estudio teniendo en cuenta las
componentes epistemologica, didactica y cognitiva, no abordando en esta oportunidad
los aspectos sociales.

Nos preguntamos ¢qué estrategias utilizan los estudiantes de Tercer afio de
Bachillerato Diversificado al enfrentarse al calculo de area bajo la curva?

Al plantear la pregunta anterior, la idea fundamental es contrastar, comparar, las
estrategias utilizadas por los estudiantes, frente a un tema al cual nunca se han
enfrentado antes, con las estrategias usadas a nivel de la obra matematica.

Otro de los objetivos es determinar qué técnicas consideran adecuadas los
estudiantes para la resolucion de estos problemas, en base a qué argumentos las
seleccionan, cémo las utilizan, etc.

Se pretende, en base al analisis de los resultados obtenidos por la investigacion,
interpretar y reorganizar el tratamiento escolar del tema para, en una etapa posterior,
realizar recomendaciones y elaborar situaciones que lleven a que los estudiantes den
a la integral definida un significado y que el concepto no se reduzca simplemente a su
tratamiento algoritmico.
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A continuacion haremos un andlisis del tema que abordamos en este trabajo
involucrando las tres componentes mencionadas, es decir, se intentard dar un
“diagnostico sobre el funcionamiento del sistema de ensefianza, de los efectos que
produce en las concepciones de los estudiantes y un aspecto sustancial: la naturaleza
intrinseca del saber matematico que se pone en escena en la situacion escolar.”
(Farfan, 1997).

Desde el punto de vista epistemoldgico se intentar4 dar una explicacion del origen y
desarrollo del contenido matematico analizando su funcionamiento y diferentes
formulaciones del mismo; desde el cognitivo analizaremos las habilidades cognitivas
gue los estudiantes poseen y deben poseer para realizar un aprendizaje donde
signifiquen el tema; desde el didactico se analizara el estado actual de la ensefianza
del tema.

I.2. COMPONENTE EPISTEMOLOGICA

Un analisis epistemoldgico nos permitira reconocer las fuerzas culturales que
permitieron el nacimiento de este saber y su desarrollo, a efectos de entender el
escenario que permiti6 su gestion, las preguntas fundamentales y las nociones
germinales que acompafaron a este conocimiento. Podremos asi reconocer las
caracterizaciones, las habilidades y técnicas referentes al concepto de integral que le
dieron origen y lo desarrollaron.

Queremos aclarar que no se trata de una mera investigacion histérica, aunque nos
serviremos de ella, sino que se pretende conocer y precisar el origen de este
conocimiento, desde su génesis, los sentidos y significados de dicho concepto, asi
como su evolucion y desarrollo. Esto nos permitira, ademas, obtener informacion para
poder apreciar las modificaciones que ha sufrido este conocimiento al introducirse en
las instituciones educativas como saber escolar.

Consideramos valioso observar la evolucion histdrica de un conocimiento matematico,
para la significacion del mismo, por lo que nos centraremos en hacer una pequefia
resefia historica de los origenes y el desarrollo del calculo infinitesimal, deteniéndonos
en los puntos que consideramos importantes con referencia a nuestro tema de estudio.
Creemos importante el estudio histérico del concepto en cuestién, ya que nos ayudara
a determinar los mecanismos presentes en el desarrollo del mismo, asi como a
hacernos conscientes de los cambios que este concepto ha sufrido al ser llevado al
aula. También nos permitira analizar cuales fueron los obstaculos que ha tenido la
humanidad en el desarrollo de este concepto y si estos se repiten en nuestros alumnos
en el proceso de adquisicion del mismo.

Haremos escala en algunos momentos claves para el desarrollo del concepto como
ser:

X En la Antigua Grecia, en donde se inventan y desarrollan mecanismos para la
resolucion de problemas particulares, vinculados al calculo de areas de figuras
no poligonales, caracterizados por la exactitud en los resultados presentados y
la rigurosidad en los razonamientos. Si bien son muchos los hombres que

24



Capitulo |

hicieron aportes en este sentido, nos centraremos en los trabajos realizados
por Hipdcrates, Eudoxo y Arquimedes.

X En los siglos XVI, XVII y XVIIl cuando resurge la curiosidad por la matematica
griega, se le da un nuevo valor a la intuicibn y se dejan de lado, por el
momento, los métodos rigurosos, dandole asi un nuevo impulso al Calculo. Se
da una busqueda de procesos y de generalizacion. Se llega a un método
general para la resolucion de una cantidad considerable de problemas. Algunos
de los matematicos involucrados en estas tareas fueron, Cavalieri, Fermat,
Pascal, Descartes y Barrow. Este Ultimo se destaca entre ellos por ser quien
establecié que los procesos de calculo de tangentes y de cuadraturas son
inversos. Pero fueron principalmente su discipulo, Isaac Newton y el aleman
Gottfried W. Leibniz quienes desarrollaron los conceptos de derivada y de
integral, sin realizar una fundamentacion rigurosa. Destacaremos el impulso
gue estos nuevos conocimientos y meétodos dan al célculo de areas, en
particular referidos a las curvas a las que se veran enfrentados nuestros
entrevistados.

X En los siglos XIX y XX donde se trabaja en los fundamentos y abstraccion de
los conceptos relacionados al Calculo, adquiriendo la configuracién que
actualmente presenta. Se consolida asi el calculo como un objeto de estudio.

I.2.1. Primeraescala: La Antigua Grecia

Con el descubrimiento, hacia mediados del siglo V a. C., de la magnitud irracional, el
alagén (lo inexpresable), se viene abajo el paralelismo que los pitag6ricos habian
establecido entre el concepto numérico y la representacion geométrica.

Esta crisis provocada por el descubrimiento de los irracionales hace que se limite a la
Aritmética al estudio de los racionales y esto no permite que se le asignen a las figuras
geométricas numeros que midieran sus areas. Se trabaja entonces calculando
directamente con figuras que eran tratadas como magnitudes.

Para lograr la cuadratura de una figura, los griegos, debian encontrar la razén de dicha
figura con otra previamente conocida.

Otra consecuencia provocada por esta crisis y las paradojas de Zenén es el “horror al
infinito” que caracteriza a casi toda la matematica griega. Esto lleva a que se
desarrolle una matematica, mayoritariamente Geométrica, caracterizada por el rigor
I6gico de su tratamiento.

Habia que evitar el concepto infinitesimal de namero irracional, problema que resuelve
Eudoxo de Cnido (408-355) introduciendo el concepto de “tan pequefio como se
guiera” (equivalente a nuestro proceso de paso al limite) junto a la teoria de
magnitudes.

Sin los irracionales Eudoxo trabaja con cantidades que se pueden hacer menores que
un numero arbitrario dado y para ello introduce lo que en la actualidad llamamos
axioma de continuidad o principio de Arquimedes:

Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar una de ellas de
modo que supere a la otra.’

® Definicion V.4 de los Elementos de Euclides.
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Este axioma es aplicado para la demostracion, por reduccién al absurdo, de la
proposicion X.1 de los Elementos de Euclides que da lugar al “método de exhaucion”
de Eudoxo: Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud
mayor que su mitad y de lo que queda otra magnitud mayor que su mitad y se repite
continuamente este proceso, quedara una magnitud menor que la menor de las
magnitudes dadas.

El axioma de continuidad, el principio de Eudoxo y el método de exhaucion hacen
posible “evitar” el problema del infinito; se trabaja asi en forma geométrica lo que hoy
seria nuestro pase al limite. (Gonzalez, 1992).

Con el método de exhaucién se logra rigor légico en la prueba matematica, pero, la
aplicacion del mismo sélo es posible si se conoce con anterioridad lo que se quiere
demostrar, transformandose en un método de demostracion pero no de
descubrimiento.

Con todos estos elementos, los griegos lograron cuadrar algunas figuras curvilineas.

Hipocrates de Chios (450 a. C.) dedicé parte de su obra a la cuadratura de las
ltnulas, logrando cuadrar alguna de ellas.

“Una lunula es una figura plana limitada por dos arcos de circunferencia de distintos
radios.” (Boyer, 1986).

Utilizando alguna de las ideas antes mencionadas y a partir de propiedades, cuyo
descubrimiento se le atribuyen, “consiguio facilmente Hipdcrates la primera cuadratura
rigurosa de una figura curvilinea en la historia de la matematica.”® (Boyer, 1986).

Hipdcrates y Arquimedes buscaban lo mismo: cuadrar figuras no rectilineas. Mientras
que uno lo intent6 con lanulas el otro lo hizo con segmentos de parabolas y espirales.

Arguimedes, nacido muy posiblemente en Siracusa alrededor del afio 287 a. C., es
considerado el mas grande de los matematicos de la Antigliedad. Fue lo que hoy
llamariamos un matematico tedrico y un fisico experimental. Segun Chasles (Citado en
Boyer, 1949), Arquimedes “dio nacimiento al calculo del infinito concebido y llevado a
la perfeccion sucesivamente por Kepler, Cavalieri, Fermat, Leibniz y Newton” e hizo
posible el desarrollo de los conceptos de derivada e integral. En la demostracion de
sus resultados el fue mas alla del procedimiento de Eudoxo modificando el método de
exhaucion para el célculo de cuadraturas, considerando no solo la figura inscrita sino
también la figura circunscrita. El método de exhaucién no era una herramienta que por
si sola se adaptara correctamente al descubrimiento de nuevos resultados, pero
Arquimedes la combin6 con consideraciones infinitesimales que junto con la libertad
con que los manipul6 resultaron eficientes para la solucibn de problemas que
involucraban areas y volimenes.

% La demostracion de la misma se encuentra en el Anexo .
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En su obra Sobre la cuadratura de la pardbola, Arquimedes utiliza el método de
exhaucién para realizar una justificacion rigurosa del célculo del area de un segmento
de parabola, resultado ya encontrado por €l mediante el método mecanico.

Es asi que Arquimedes encuentra el area de un segmento de parabola dividiéndolo en
una serie de triangulos que agotan el area del segmento en el sentido que el area de

la region no cubierta por los triangulos se puede hacer “tan pequefia como se quiera”.’

Para determinar la relacion que le permite cuadrar un segmento de parabola
Arquimedes aplica las leyes de la palanca y la determinacion del centro de gravedad
de figuras planas que él mismo habia descubierto®.

Arquimedes ya utilizaba para sus demostraciones y descubrimientos argumentos
infinitesimales; consideraba las areas compuestas de segmentos de forma tal que si
estas componentes estaban en proporcion con las componentes de otra area entonces
las areas de ambas figuras guardaban dicha proporcion. Como veremos esta idea es
retomada, o mejor dicho reinventada, por los matematicos de XVII, como Pascal,
Cavalieri y otros. Cabe destacar que el trabajo de Arquimedes, El Método, en donde
aparecen sus concepciones infinitesimales, estuvo extraviado hasta el afio 1906.

En su trabajo aparecen también razonamientos de aproximacion por defecto y por
exceso de las areas buscadas.

Todos estos argumentos seran retomados mas adelante y seran los cimientos del
calculo diferencial e integral.

Pero la obra de Arquimedes carece de algunos elementos presentes en el calculo
diferencial: se evita el paso al limite’, no se hace una generalizacién de
procedimientos para resolver problemas ni una clasificacion de los mismos sino que
cada problema depende de las caracteristicas geométricas del mismo y no se
reconoce la vinculacion de las cuadraturas con las tangentes.

I.2.2. Segunda escala: Siglos XVI, XVIl y XVIII

El gran desarrollo generado por la ciencia griega permanecié en suspenso durante la
Edad Media, debiendo esperar al Renacimiento en el siglo XV, para que se retomaran
los conceptos y métodos de la Antigua Grecia. A pesar de esto, nuevos aportes a lo
infinitesimal fueron hechos por los fildsofos medievales en sus discusiones sobre el
infinito, la naturaleza del continuo y los indivisibles, aunque mas en el sentido filosoéfico
gue matematico. Entre los temas que manejaron se encontraban el estudio del cambio
y el movimiento que, en el siglo X1V, en las Universidades de Oxford y Paris, dan lugar
a las primeras cuestiones de indole infinitesimal que diferian de las de la Geometria
Griega.

" En el Anexo | Presentamos bajo el titulo Método Geométrico la demostracion geométrica de la
cuadratura de un segmento de parabola.

8 En el Anexo | presentamos bajo el titulo de Consideraciones Mecénicas los razonamientos realizados
por Arquimedes en este sentido, que le permiten concluir que el area del segmento de parabola es 4/3 el
area del triangulo inscrito en el mismo.

° Con esto nos referimos a que en esa época, respondiendo a exigencias académicas alejandrinas,
euclideas y a contenidos estrictamente teoricos y rigurosos, obligaban a evitar el uso de razonamientos
que involucraban al infinito evitando asi las dificultades que dicho concepto introducia en la
argumentacion légica. (Montesinos, 2000)
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Se puede destacar el trabajo de Nicolas de Oresme (1323-1382) quien estaba mas
interesado por las cuestiones de la variacion de las formas (aspectos diferenciales) y
la variacion del area bajo la curva (aspectos integrales) que por el estudio analitico de
funciones.

Introduce, por lo menos en forma implicita, algunas ideas como ser: la medida de
variables fisicas por medio de segmentos, algun tipo de relacion funcional entre
variables, aproximacion a la introduccion de coordenadas por medio de representacion
grafica de relaciones funcionales, constancia de la disminucion de la variacion en las
proximidades de un extremo, especie de integracion o sumacién continua para calcular
la distancia como el &rea bajo el gréafico de la funcién velocidad-tiempo.

Los filésofos y matematicos del siglo XIV se mostraron interesados también por las
series infinitas, que junto con las especulaciones acerca del infinito y el continuo y el
desarrollo de una matematica infinitesimal hace que se supere el “horror al infinito” de
los griegos. Esto crea un marco propicio para adentrarnos en la etapa que nos ocupa.

Durante los siglos XVI y XVII la mayor parte de los razonamientos matematicos
estaban impregnados de consideraciones empiricas (lejos del rigor de los griegos) que
fueron esenciales para el desarrollo de los métodos infinitesimales.

En 1591 Vieta (1540-1603) publica su In Arten Analyticem Isagoge en donde intenta
recuperar el Analisis Geométrico de los antiguos por medio del algebra simbdlica que
surgia como una poderosa herramienta tanto para la investigacion como para la
resolucion de problemas. Transita asi hacia un analisis algebraico, lo que influira en
forma determinante en los trabajos de Descartes (1596-1650) y Fermat (1601-1655).
Estos trabajos contienen los fundamentos de lo que hoy llamamos Geometria Analitica
gue establecen un nexo entre el &lgebra y la geometria. Esto provoca un
desplazamiento del foco de atencién hacia las componentes analiticas de las curvas
en detrimento de las geométricas.

Aumenta asi el nimero de curvas que eran consideradas como interés de estudio en
comparacion con las analizadas por los griegos.

Otra consecuencia de la invencion de la Geometria Analitica es la aparicion de la
componente cuantitativa, necesaria a la hora de resolver problemas fisicos, que no
aparecia en la geometria de los griegos. Estos ultimos expresaban los resultados por
medio de figuras y ahora se precisaban resultados numericos.

Entre los problemas que interesaban a los “mateméticos” de esa época,
fundamentales para el desarrollo del célculo, encontramos problemas de maximos y
minimos, problemas de tangentes y problemas de cuadraturas, entre otros. Estos
ultimos son los que interesan al presente trabajo aungque, como veremos, estan
estrechamente vinculados.

Los problemas de cuadraturas consistian en el célculo de areas, aunque incluian
también calculos de longitudes y volumenes, interesando aqui que los resultados se
expresaran en forma numeérica y no por medio de figuras, longitudes o volumenes
equivalentes como era la usanza de la matematica griega.

Durante el siglo XVII el estudio de las cuadraturas se vio dirigido principalmente al
calculo de C)‘k mediante métodos aritmético-infinitesimales e indivisibles, en un

intento por sortear el problema de la rigurosidad del método de exhaucion.
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Buonaventura Cavalieri (1598-1647) se ocupa del tema de célculo de areas y
volumenes con razonamientos similares a los de Arquimedes, basandose en el
concepto de los “indivisibles” que aparece por primera vez en su libro Geometria
Indivisibilibus (1635).

La idea de “indivisibles” en una figura plana, hace referencia a cualquier cuerda de
ella. Asi, una figura plana estaria formada por una infinidad de cuerdas paralelas. En la
definicion 1.1 introduce los conceptos que denomind “omnes lineae” y “regula”:

“Dada una figura plana, se consideran dos planos perpendiculares al plano de la figura
entre los que ésta esté exactamente contenida. Si uno de los dos planos se mueve
paralelamente hacia otro hasta coincidir con él, entonces las lineas que durante el
movimiento forma la interseccién entre el plano mévil y la figura dada, consideradas en
conjunto, se llaman omnes lineae [todas las lineas] de la figura, tomada una de ellas
como regula [direccion]”. (Citado en Gonzalez, 1992).

También postula que: “La razén entre dos figuras es igual a la razén entre sus
colecciones de lineas, tomadas con respecto de la misma regula”. (Citado en Duran,
1996). Esto es, que si hallaba una relacion entre las lineas que formaban dos figuras,
esta relacion también era vdlida para las areas de las mismas. En suma, el area de
una figura era la suma de todas sus lineas. A esta suma la denominé omn.

Como vemos usaba un razonamiento similar al utilizado por Arquimedes en El Método,
aungue como sabemos Cavalieri no podia conocerlo porque aun no se habia hallado.
A efectos de resolver el problema que lo ocupaba —el calculo de areas y voliumenes-
Cavalieri debid definir las potencias de todas las lineas y haciendo uso del significado
geomeétrico de estos conceptos aplicados a una figura triangular, calculd la integral de
las potencias x para k=1,2,3,4,5,6y09.

Estas consideraciones, aplicadas al caso de k = 2, se pueden encontrar en el Anexo |,
en dénde obtiene que el area debajo de la pardbola de ecuacion y = X entre 0 y a es
igual al volumen de la piramide de base cuadrada de lado a y altura a.

En este caso particular, Cavalieri advierte que a pesar de tratarse de dos problemas
diferentes desde el punto de vista geométrico -area bajo k parabola y volumen de la
piramide-, ambos corresponden a una misma cuadratura. Inicia asi cierta clasificacion
de los problemas segun la cuadratura subyacente.

Como se dijo antes, llega -con razonamientos analogos- a las cuadraturas de algunas
potencias de la forma x* iniciando un proceso de generalizacion.

Estos dos ultimos puntos son un avance con respecto al trabajo de Arquimedes.

Luego de la publicacién de los trabajos de Cavalieri muchos matematicos de la época
se abocan a la tarea de generalizar los resultados y se dan algunas pruebas mas o
menos rigurosas. Algunas de estas estan basadas en férmulas para la suma de los
primeros naturales y las primeras potencias de enteros, cosa en la que habia trabajado
Arquimedes. Esto Ultimo serviria para sustituir los argumentos intuitivos de los
indivisibles.

Pierre de Fermat (1601-1665) y Blaise Pascal (1623-1662) enfocan su trabajo hacia

la busqueda de formulas para la suma de las potencias de los primeros enteros para
justificar que:
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algunos resultados de la teoria de numeros (incipiente en esos momentos) y dando
pruebas por inducciéon completa.

Veamos el razonamiento de Pascal para obtener la cuadratura de las potencias x*, que
es una forma de abreviar el método de exhaucion.

n k+1 k

- o . n n . . . .

El llega a que: g i = 1 +7+ potencias inferiores de n, considerando a estas
i=1

k+1
Ultimas despreciables con respecto al término e
+

Si se divide al intervalo [0,a] en subintervalos de amplitud a/n y se toman los
rectangulos inscriptos de base a/n y altura la ordenada correspondiente (ver figura), el
area bajo la curva sera:
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Este ultimo es el resultado de la cuadratura basica: Q X

Fermat trabaja ademas de las cuadraturas de las parabolas, las de las hipérbolas
generalizadas. No nos extenderemos aqui en mostrar la forma de trabajo de éste
tltimo ya que las hipérbolas consideradas por €l excluyen especificamente a la que
tratamos en esta investigacion, o sea la denominada hipérbola de Apolonio.
Simplemente diremos que en su trabajo aparecen tres aspectos esenciales de la
integral definida como ser: la division del area bajo la curva en elementos de areas
infinitamente pequefas, la aproximacion a la determinacién numérica de la suma de
esos elementos de area por medio de rectangulos infinitesimales cuya altura queda
determinada por la expresion analitica y el intento por expresar el equivalente de lo
que serd el limite de esa suma cuando el nimero de elementos crece indefinidamente.

Grégoire de Saint-Vicent (1584-1667) desarrolla en su obra Opus geometricum
(1647) estudios sobre la cuadratura de la hipérbola en donde se vislumbra el caracter
logaritmico de las &reas hiperbdlicas.

Es su discipulo Alfonso Antonio de Sarasa (1618-1667) quien, analizando los
razonamientos de Saint-Vicent, reconoce que la cuadratura de la hipérbola esta
estrechamente vinculada con la propiedad del producto de los logaritmos, observando
entonces que las areas hiperbdlicas pueden hacer el papel de los logaritmos.
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Un desarrollo de sus razonamientos figuran en el Anexo |.

Isaac Barrow (1630-1677) es el primero en establecer una relacion entre los
problemas de tangentes y las cuadraturas con un razonamiento de caracter

geométrico en detrimento de lo analitico y lo algebraico, impidiendo un desarrollo
algoritmico de sus descubrimientos.

Veamos como llega a establecer la relacion inversa entre los problemas de
cuadraturas y tangentes.

Considera una funcién f creciente y llama A(x) al area encerrada por la grafica de f
entre los puntos 0 y x. También considera la curva que define el valor de A(x) al variar
X.

A@) o f(a )_ﬂ

Dado a entre 0 y x define el nimero b = f(a) o
Demuestra entonces que la recta (t), determinada por los puntos T y P de
coordenadas (a, A(@)) y (a-b, 0) respectivamente, es la recta tangente a la gréafica de
la funcion A en el punto T

Como conocemos las coordenadas de dos puntos de la recta (t) podemos afirmar que

su pendiente es ——= (a) =f(a).

Con esto queda probado que la recta tangente a la grafica de la funcion A, que
representa el area encerrada por la grafica de la funcién f, en el punto de coordenadas
(a, A(a)) tiene pendiente f(a), es decir que el calculo de tangentes y de cuadraturas es
inverso.

El sélo asegura y prueba que la recta es tangente a la curva en el sentido clasico
griego de recta que toca a la curva en un uUnico punto. Al apegarse al lenguaje

9 |a demostracién ala gue hacemos referencia se puede encontrar en Historia, con personajes, de los
conceptos del célculo de Antonio Duran, 1996.
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geométrico y no sustituir el objeto geométrico tangente por el analitico derivada impide
gue se haga posible la generalizacion y algoritmacién que encerraba su teorema.

El periodo que estamos analizando conté con una gran cantidad de resultados
particulares motivados por problemas fisicos: célculo de maximos y minimos, trazado
de tangentes y resolucion de cuadraturas, pero no se puede hablar aun de la
existencia del calculo como un conjunto unificado de conceptos y resultados,
aplicables con generalidad para resolver determinados problemas. En estos casos
particulares no se vislumbraba una teoria general que permitiera resolver todos estos
problemas.

Es recién con los trabajos de Isaac Newton (1642-1727) y de Gottfried W. Leibniz
(1645-1716) que se puede decir que se llega a la fundacion del calculo. Sus aportes
fundamentales fueron basicamente dos: un método general para el calculo de la
variacion de una variable con respecto al tiempo (Newton) y la diferencial de una
variable (Leibniz) y el reconocimiento explicito de que los problemas de cuadraturas y
los problemas de tangentes son reciprocos, lo que hoy llamamos Teorema
Fundamental del Célculo.

Frente al contenido geométrico y parcial en que Barrow presentd este resultado,
Newton y Leibniz le dieron mas generalidad en su aplicacion, una presentacion mas
analitica y la importancia que dicho resultado tiene dentro del calculo.

Newton desarrollé su célculo de fluxiones en donde se pueden distinguir temas como:
desarrollos en serie, tratamiento algoritmico, relaciéon inversa entre la diferenciacion y
la integracion, concepcion de las variables como expresion de un movimiento en el
tiempo y teoria de las razones primeras y Ultimas. (Grattan-Guinness, 1984).

Manejé términos como fluentes y fluxiones. Llamo fluentes a las cantidades que varian
con respecto al tiempo y fluxiones a la velocidad de cambio de éstas con respecto al
tiempo. Mediante el uso de algoritmos y otros artificios, como sustituir en una ecuacion
dada incrementos pequefios para las respectivas variables los que luego podia
despreciar por ser muy pequefos, consiguio resolver los dos problemas del célculo
infinitesimal que consideraba fundamentales: 1) dadas las fluentes y sus relaciones,
hallar las fluxiones correspondientes y su reciproco, 2) dada la relacion entre las
fluxiones, hallar la relacion entre las fluentes.

En los trabajos de Leibniz que tratan sobre la busqueda de métodos para determinar la
cuadratura de curvas se pueden distinguir tres ideas principales:

¥ creacién de un lenguaje simbdlico general para expresar con simbolos y formulas
los procesos de argumentacion y de razonamiento. Por ejemplo introduce los simbolos
de “0”y “d ” para sumas y diferencias respectivamente.

# Las sucesiones de diferencias. Al estudiar sucesiones numeéricas a;, a,,..., 8, Y las
de sus diferencias primeras b, = a;-a,, b, = a,-a;..., Se da cuenta de que éstas ultimas
se podian sumar facilmente ya que se cumple que b; + b, +...+ b, = a; - a,+;. Formar
sucesiones de sumas y diferencias eran operaciones inversas. Al aplicarlo a la
geometria esta idea adquiere su real significado. Dada una curva (ver figura) Leibniz
define una sucesion de ordenadas vy, equidistantes entre si. Si su distancia es 1
entonces la suma de dichas ordenadas es una aproximacion de la cuadratura de la
curva OBC, y la diferencia entre dos ordenadas sucesivas es aproximadamente la
pendiente de la tangente. Cuanto mas pequeiia sea la unidad 1 mejor sera la
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aproximacion. Deduce entonces que si se pudiera tomar una unidad infinitamente
pequefia estas aproximaciones se harian exactas. (Grattan-Guinness, 1984). En estas
condiciones la suma de ordenadas seria igual a la cuadratura y la diferencia seria la
pendiente. En una carta a Wallis explica su descubrimiento: “La primera idea la tuve
cuando, considerando las diferencias y las sumas de las series de los numeros,
adverti que las diferencias correspondian a las tangentes y las sumas a las
cuadraturas.” (Duran, 1996).

De la reciprocidad de las sumas y diferencias deduce que la determinacion de
tangentes y cuadraturas son también operaciones inversas.

* Usa el “triangulo caracteristico”. Leibniz consideraba a la curva formada por trozos
de segmentos indivisibles de longitud infinitesimal de forma tal que al prolongar estos
segmentos se obtienen las tangentes a la curva.

Con esta concepcion de curva tenemos asociada a ella diversas sucesiones de
nameros: la sucesion de las abscisas, la de las ordenadas, la de las longitudes de los
segmentos, etc. Como ya dijimos el calculo diferencial de Leibniz deriva de &s
diferencias de las sucesiones y el integral de las sumas. Una vez definidas las
diferenciales e integrales con el triangulo caracteristico se establecen las relaciones de
éstas con la tangente a la curva. Al tomar las diferencias de x e y como los catetos de
este triangulo, el cociente de éstas sera la pendiente de la recta tangente.

¥n

/

*n >‘:HH

Ambos matematicos llegaron, en forma independiente, a lo que se podria llamar la
creacion del célculo infinitesimal, pero fue el trabajo de Leibniz el que uvo mayor
difusion y el que se siguio aplicando y desarrollando y no el de Newton. Esto se debio
a una diversidad de razones, en las que no nos detendremos en este trabajo.
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I.2.3. Tercera Escala: Siglos XIXy XX

En esta etapa es que se produce la definitiva fundamentacion rigurosa de los
conceptos de derivada e integral. Esta tarea la inician Cauchy (1789-1857) y Bolzano
(1781-1848) y la culmina Weierstrass (1815-1897) llegando a la definicion que hoy
ensefiamos a nuestros alumnos. Para poder hacerlo es que comienzan por definir en
forma rigurosa el concepto de limite en el que se basaran las definiciones de derivada
e integral.

Ya existian intentos previos de aproximarse a la definicion de limite, pero fueron
bastante imprecisos. Entre estos se encuentran las aproximaciones de Newton y
D’Alembert.

Newton sospechaba que detras del concepto de derivada se encontraba uno mas
primitivo: el de limite. En su obra Philosofhiae naturalis principia matematica aparece
el siguiente lema: “las cantidades, y las razones de cantidades, que en cualquier
tiempo finito tienden continuamente a la igualdad, y antes de terminar ese tiempo se
aproximan una a otra mas que por ninguna diferencia dada, acaban siendo en ultima
instancia iguales.” (Citado en Duran, 1996).

D’Alembert a mediados del siglo XVIII, en un articulo titulado “Limite” dice: “A una
cantidad se la llama limite de una segunda cantidad variable si la segunda puede
aproximarse a la primera hasta diferir de ella en menos que cualquier cantidad dada,
sin llegar nunca a coincidir con ella.” (Citado en Duran, 1996).

Bolzano y Cauchy retoman la definicion de D’Alembert y la aritmetizan. Es asi que en
1821 Cauchy define: “Cuando los sucesivos valores atribuidos a una variable
aproximan indefinidamente a un valor fijo tanto que al final difieren de él tanto como
uno desea, esta ultima cantidad es denominada el limite de todas las otras.”

Esta tarea de aritmetizacion la finaliza Weierstrass eliminando de la definicion de
Cauchy algunas imprecisiones como ser “aproximan indefinidamente” y “difieren tanto
como uno desea” llevando la definicion a la forma que hoy conocemos.

En el primer cuarto del siglo XIX se llega a una fundamentacion logica del concepto de
derivada basada en la definicion de limite.

En cuanto al concepto de integral se tardé un poco mas en darle la forma que hoy
conocemos. El célculo integral se definia como la operaciéon inversa de la
diferenciacion, pero se empez6 a ver la necesidad de definirlo en forma independiente
basandose en la nocién de area, entre otras cosas a raiz del descubrimiento de
Fourier de la formula para expresar los coeficientes de la serie trigopnométrica asociada
a una funcién en funcion de ella, que venian dados por integrales definidas. Era mas

b
sencillo intentar calcular directamente el nimero (‘Qf(x).dx gue buscar una funcion F
- b
tal que F'(x) = f(x), " xI [a,b] para luego definir Qf(x).dx =F(b)- Ka).

Uno de los primeros en trabajar en este sentido fue el propio Cauchy que considera a
la integral como el limite de la suma de rectangulos. Desarrollé estas ideas solamente
para funciones continuas.
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Nuevamente debido a la ampliacion en la definicion de funcién y a la necesidad de
integrar funciones para determinar los coeficientes de Fourier, hubo que extender la
definicibn de Cauchy para dar cabida a funciones que no necesariamente fueran
continuas. Ya que no todas las funciones iban a ser integrables se comienza a trabajar
en la determinacion de criterios para saber qué tipo de funciones admitirian una
integral en la ampliacion de la definicion de Cauchy. En este sentido es Riemann
guien amplia la definicion de integral estableciendo criterios de integrabilidad para
funciones no necesariamente continuas. Es lo que hoy conocemos como Integral de
Riemann.

Aparecen también las definiciones de sumas superiores e inferiores y Volterra define la
. . %\T 0 . .. . b 0 .

integral superior éq f(x)dxZ y la integral inferior gq f(x)dx+de funciones acotadas

@ e o
como el infimo y el supremo, respectivamente, de las sumas superiores y de las
sumas inferiores. Usando estas definiciones, la condicion de integrabilidad de
_ ) b b
Riemann quedaria expresada: Q f(x)dx = Q f(x)dx.

Dentro del contexto que enmarcaba las discusiones acerca de los fundamentos del
célculo integral caracterizado por un enfoque critico del andlisis, se presentan
ejemplos de funciones que mostraban que la definicién de integrabilidad de Riemann
no era tan general. A pesar de que esta definicién desde el punto de vista légico era
muy natural, en la practica no fue tan util.

La problemética se planteaba en el sentido de que si dividimos el intervalo (a,b) en
subintervalos cada vez mas pequefios de la forma (x,x.1) la diferencia entre las
ordenadas se hard cada vez menor si f(x) es continua y que los sucesivos
refinamientos de la particion haran que dicha diferencia tienda a cero si hay sélo unos
cuantos puntos de discontinuidad. Pero esto no nos permite afirmar que lo mismo
suceda con una funcién discontinua en todas partes. Es decir que el considerar
valores de x cada vez mas cercanos no garantiza que la diferencia entre las imagenes
correspondientes se hagan cada vez mas pequefias.

El planteamiento que hace Lebesgue (1875-1941) es que si buscamos valores
aproximadamente iguales de las imagenes, entonces no debemos realizar particiones
del intervalo (a,b) sino del intervalo de ordenadas acotado por los extremos inferior y
superior de la funcion en (a,b).

Con este propésito considera valores y; cuya diferencia sea menor que un cierto €:
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Queda determinado asi un conjunto de preimagenes. En nuestra figura este conjunto,

al que llamaremos A, es la union de cuatro intervalos. En otras funciones puede estar
formado por infinidad de intervalos o ser un conjunto complicado de definir.

Lebesgue plantea que una funcion f es integrable si es medible, utilizando la palabra
medida “como una extension de los conceptos clasicos de longitud, area y volumen a
conjuntos mas generales (mas «extrafios») que los asociados hasta entonces a las
curvas y superficies usuales.” (Boyer, 1986) En nuestro ejemplo la medida de A sera
la suma de las medidas de los cuatro intervalos que forman el conjunto.

Con esta nueva definicion no se necesita considerar la forma, sencilla o no, del
dominio de integracion, ya que el conjunto A de la definicion se forma tomando valores
de la funcién f solo para puntos de su dominio. Como la eleccion del dominio de
integracién interviene soélo en la formacion de A se podria también formar el conjunto
A usando los valores de f en puntos de un conjunto arbitrario E, lo que implica que se
puede definir la integral sobre cualquier conjunto.

Tenemos asi la definicion de la integral sobre un conjunto medible de una funcion
medible y acotada en el conjunto. Hasta ahora, se ha supuesto implicitamente que las
funciones son acotadas. Queremos aclarar que, en determinadas condiciones, se
puede ampliar la definicibn para funciones no acotadas, pero esto escapa a los
intereses de este trabajo.

Queremos destacar que hemos hecho hincapié en la nocidbn de integral que
corresponde a funciones continuas y acotadas ya que son el tipo de funciones con las
gue trabajamos en esta investigacion.

[.3. COMPONENTE COGNITIVA

Esta componente esta ligada a las caracteristicas cognitivas de la poblacion a la que
esta dirigida la ensefianza; considera los procesos del pensamiento del individuo en
los que nos basaremos para dar las explicaciones de las funciones mentales. Esto
implica que no sélo se debe conocer el tema matematicamente, sino que también es
importante saber en cada paso qué procesos mentales estan involucrados, qué
conceptos previos se deben tener, qué habilidades se pueden adquirir y se deben
adquirir para lograr construir un concepto en forma significativa.

Comprender mateméticas va mas alla de la habilidad en realizar calculos; es necesario
ser conscientes de como funcionan los procedimientos, poder organizar las
experiencias, reflexionar en torno a lo hecho.

Cordero (2001) seiala que el estudio del funcionamiento cognitivo se vio ampliado de
acuerdo a las siguientes fases:

Una primera aproximacion fue dada por los procesos intelectuales del individuo,
resultado de investigaciones basadas en la teoria de Piaget.

Mas adelante, hay un cambio de enfoque en el que se explica la cognicién en el
contexto de las dimensiones interpersonales, considerando al aprendizaje como un
proceso que toma lugar en un marco de participacion y no sélo en la mente del
individuo. Este nuevo enfoque esta influenciado por los trabajos de Vigotsky.
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Recientemente se ha entrado en la fase en donde la teorias marcan un enlace entre
las restricciones contextuales y la adquisicion del conocimiento, llamado accion
situada o cogniciéon situada. Esta perspectiva adopta una “vision situada de los
significados por medio de relaciones”, en que el significado se percibe como
inseparable de la interpretacion y el conocimiento se enlaza a la relacion de que es
producto. Un principio fundamental de la cognicion situada es el constructivismo social,
gue toma en cuenta las dimensiones historica, cultural y social de las interacciones
humanas. Se entiende al aprendizaje como un proceso del dialogo y de la
socializacion.

La dimension cognitiva nos explica como son representadas las nociones por el
estudiante en cuanto a los significados y significantes, como se dan las relaciones
entre los diferentes registros de representacion y cuales son los procedimientos que
derivan de éstos.

Basaremos nuestro analisis del comportamiento cognitivo desde las siguientes
perspectivas:

* El concepto de visualizacion que presentan Zazkis, Dubinsky y Dauterman
(1996) y Zimmermann y Cunningham (1991), que permite el andlisis de las
capacidades de los estudiantes de poder formarse imagenes mentales de los
conceptos a trabajar y de poder usarlas para resolver las actividades propuestas.

x Las consideraciones que realiza Vinner (1991) de algunos problemas de
aprendizaje basandose en un modelo de la estructura cognitiva del sujeto en términos
de imagen del concepto-definicion del concepto, refiriendose a la conducta que
muestran los estudiantes al enfrentarse a una actividad o prueba.

En base a este modelo explica las respuestas de los estudiantes recurriendo a la
nocion de imagen conceptual. La imagen conceptual es “algo” no verbal asociado en
nuestra mente con el nombre del concepto. Esto puede ser una representacion visual
del concepto, en caso de que la tenga; también puede ser una coleccion de
impresiones o experiencias asociadas al concepto.

Cuando las personas se desenvuelven en los ambientes cotidianos no aplican las
definiciones para poder comunicarse y entender el mundo que las rodea. Si alguien
nos dice “Qué bonito cielo azul” entendemos perfectamente esta oracion y nuestro
cerebro no consulta ninguna de ks definiciones de las palabras involucradas en esa
oracion, tampoco seria posible encontrar una definicibn que nos describiera
perfectamente lo que significa “azul’. (Qué es entonces lo que consulta nuestro
cerebro para poder comprender? Consulta las imagenes conceptuales asociadas a
determinadas ideas o0 conceptos.

Los habitos de pensamiento de los ambientes cotidianos son trasladados a los
ambientes técnicos. Si la persona no esta especialmente entrenada a funcionar en el
modo técnico para lo cual es imprescindible consultar las definiciones, funcionara
consultando las imagenes conceptuales, que pueden contener aspectos inconsistentes
y que no necesariamente reflejan todos los aspectos del concepto.

Si bien ambos aspectos seran tenidos en cuenta a la hora del analisis de los procesos
de pensamiento de los estudiantes, consideramos de fundamental importancia el
concepto de visualizacion, el cual tendra un papel preponderante. Es por esto que lo
desarrollaremos a continuacion.
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1.3.1. Visualizacién

En general al trabajar los temas de calculo y pre—calculo en el aula en los cursos de
ensefianza media, se hace hincapié en el tratamiento algebraico llevando al estudiante
a que tenga un manejo aceptable de las técnicas para manipular expresiones
algebraicas, en la resolucion de ecuaciones, el calculo de limites, derivadas, primitivas,
etc. Esto se puede deber a varios motivos como ser: es mas sencillo de transmitir, es
mas aceptado por los estudiantes porque es la forma en que estan acostumbrados a
trabajar, es considerado como imprescindible para la evaluacion final, etc.

Este puede ser uno de los factores que lleven a que los estudiantes terminen
asociando “hacer matematica” con la resolucién de ecuaciones, la manipulacion de
férmulas, expresiones algebraicas, etc.

Pero, ¢qué sucede cuando la herramienta algebraica es inaccesible como en el caso
gue nos ocupa? Los estudiantes que fueron entrevistados para la presente
investigacion no conocen ni manejan la herramienta algebraica que les permitiria
poder resolver los problemas que se les plantean por lo que para poder acceder al
problema tendran que transitar diferentes caminos que comprenden la interpretacion
de un gréfico y la utilizacion de figuras geométricas. Podran utilizar el célculo de
imagenes en una funcién para determinar las dimensiones de las diferentes figuras
geométricas que reconozcan y obtener el area de las mismas. Entendemos que la
visualizacion jugara un importante rol para poder llegar o aproximarse a una solucion
del problema.

Existen ademas otros métodos empiricos que les permitirian aproximarse a la solucion
de los problemas a los que hacemos referencia en el Anexo IV.

¢Por qué visualizacion en educaciéon matemética?

Una explicacion simple de por qué visualizacion podria estar basada en el conocido
dicho popular: “Vale mas una imagen que mil palabras”.

La imagen seria utilizada para clarificar las ideas. En la mayoria de los casos, una
imagen es capaz de transmitir informacion, para el que sabe decodificarla, mientras
gue si se diera mediante una descripcion escrita o verbal resultaria incompleta 0 mas
complicada de decodificar.

Un ejemplo claro lo podemos ver al trabajar la siguiente actividad con o sin imagen:

Se consideran los puntos A(2,0), B(0,1), M(4,0), N(0,6) y P(2,1).
Sea r/lejeyporM y s/lejexporN. PBCr={J},PACs={K},rCs={H}
¢Cual es la naturaleza del cuadrilatero PJHK?

En esta actividad, si no se realiza un grafico, resolverla se transforma en una tarea
engorrosa ya que se deberian ir determinando las ecuaciones de las rectas
involucradas, determinar sus intersecciones para hallar los vértices del cuadrilatero,
calcular distancias, etc.

En cambio, si se realiza la representacion grafica queda en evidencia la naturaleza del
cuadrilatero PJHK lo cual facilita la resolucion del problema quedando solo la tarea de
justificacion.
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La palabra visualizacion implica algo méas que utilizar los sentidos, hay comprension
involucrada. “No es accidental que cuando pensamos que entendimos algo decimos
“Oh, | see!” “(Tall, 1991).

Por visualizacién Zazkis, Dubinsky y Dauterman (1996) entienden que: “Es un acto en
el cual el individuo establece una fuerte conexion entre un constructo interno y algo a
lo cual se tiene acceso a través de los sentidos. Un acto de visualizacion puede
consistir en cualquier construccién mental de objetos o procesos a los cuales un
individuo los asocia con objetos o eventos percibidos por él como algo externo.
Alternativamente, un acto de visualizacion puede consistir en la construccién, en algin
medio externo como papel, pizarron o pantalla de computadora, de objetos o eventos
gue el individuo identifica con objetos o procesos en su mente.”

Pero, ¢de qué estamos hablando cuando hablamos de visualizacion matematica?
Zimmermann y Cunningham (1991) sefialan la diferencia entre visualizacion y
visualizacion matematica.

El término visualizacién usado en el lenguaje cotidiano y en sicologia se relaciona con
la formacion y manipulacion de imagenes mentales, cosa que difiere del uso que se le
debe dar en el ambito de las matematicas. Ellos afirman que: “La visualizacion
matematica es el proceso de formar imagenes (mentales, o con lapiz y papel, o con la
ayuda de la tecnologia) y usar dichas imagenes efectivamente para el descubrimiento
y el entendimiento matematico.”

Entonces, lo que interesa es la habilidad de los estudiantes de generar una imagen
apropiada para representar un concepto o problema matematico y usar esa imagen
para alcanzar el entendimiento.

Es decir que visualizacion matematica no es una vision inmediata de las relaciones
gue se presentan en una imagen sino que conlleva una interpretacion de lo que se nos
presenta. Entran en juego una codificacion y decodificacion que se adquiere mediante
intercambios personales y con el medio (comunidad matematica, sociedad, etc.). Se
puede visualizar algo que no se ha visto o que nunca ha sido visto, por ejemplo la
representacion de una recta.

Rival (citado en Zimmermann y Cunningham,1991) afirma que “Los diagramas son,
por supuesto, tan viejos como las matematicas mismas.” En todas las ramas de las
matematicas, no solamente en geometria, el apoyo en las imagenes ha sido de gran
ayuda para nuestros procesos mentales, ya sea en la etapa de descubrimiento, en la
de demostracion, en las definiciones, etc.
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Hay que trabajar mucho con el sistema grafico, ya sea por medio de diagramas, de
graficas, animaciones en computacion, etc. No se puede dejar de considerar los
avances técnicos y tecnoldgicos de nuestra época; se debe ser capaz de insertarlos
en el sistema educativo en base a los requerimientos pedagdgicos para favorecer el
logro de los fines que se propongan.

Veamos algunas citas que hacen referencia a razones cognitivas, didacticas y
psicologicas de por qué incluir a la visualizacion en la educacion matematica:

“Pareceria que los procesos de pensamiento visual son de mayor nivel cognitivo que
los procesos analiticos. Este orden jerarquico de estas dos destrezas nos daria
razones para darle en el curriculum mayor importancia a los procesos visuales que a
los analiticos. Una de las razones mas importantes seria que obteniendo la destreza
de pensar visualmente nos llevaria a desarrollar automaticamente la destreza de
pensar analiticamente; pero aparentemente no se daria el caso opuesto”. (Dreyfus y
Eisenberg,1990)

“En nuestras experiencias con profesores en servicio en la educacion media y superior
y con sus estudiantes hemos constatado que en caso de que logren incorporar
elementos visuales como parte de su actividad matematica al enfrentar problemas,
entonces manejardn a la funcion no sélo como objeto sino que ademas pueden
transitar entre los contextos algebraico, geométrico, numérico, icénico, y verbal con
cierta versatilidad, en otras palabras, en caso de tener un dominio del contexto
geométrico/visual tanto en la algoritmia, la intuicion, asi como en la argumentacion
sera posible el transito entre las diversas representaciones.” (Farfan, 2000).

“Una figura puede ayudar considerablemente en todo tipo de problemas que nada
tienen de geométrico. Tenemos pues, buenas razones para que consideremos el
papel que juegan las figuras en la solucion de los problemas.

Si el problema es de geometria, tenemos que estudiar una figura. Dicha figura
podemos imaginarla o representarla sobre el papel. En ciertos casos puede ser
preferible imaginar la figura sin dibujarla, pero si tenemos que examinar detalles
diferentes, uno tras otro, es preferible, dibujar una figura. En efecto, si los detalles son
numerosos, no se pueden imaginar todos simultaneamente, pero se encuentran todos
sobre el papel. [ ] Asi pues, incluso si el problema no es geométrico, usted puede
tratar de dibujar una figura. Encontrar una representacion geomeétrica clara a un
problema no geométrico puede permitir un avance sensible hacia la solucién.” (Polya,
1965).

“Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran riqueza de
contenidos visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacion
resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacion y manejo de tales
conceptos y métodos como en la manipulacion con ellos para la resolucién de los
problemas del campo.” (de Guzman, 1996).

Las razones para incluir la visualizacién como parte de la actividad matematica pasan
por diversas argumentaciones. Tenemos la recomendacion de Polya de recurrir a un
diagrama como una importante herramienta heuristica para la resolucion de
problemas, de las expresiones de Farfan inferimos que las mdltiples representaciones
de un concepto y las transiciones entre los diferentes tipos de registros favorecen la
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conceptualizacion y el progreso intelectual. Podria decirse que Dreyfus y Eisenberg
postulan una razon fundamental para priorizar y fomentar los procesos de
pensamiento visual frente a los analiticos: los primeros son de mayor nivel cognitivo
gue los segundos.

La ensefianza del célculo y la visualizacién

Tanto a los estudiantes como a los docentes, al trabajar en los cursos de célculo se les
presentan una variedad de dificultades asociadas a esta rama de la matematica.

Los docentes que estamos abocados a la tarea de ensefiar los principios del calculo
nos vemos enfrentados al problema de la complejidad de los temas a tratar que
incluyen conceptos, métodos de trabajo y formas de pensar que son propias del
calculo y representan para los alumnos una ruptura que es muy dificil de realizar.

Las dificultades que encuentran nuestros alumnos cuando se aproximan a las
nociones del calculo son de diversa indole. Artigue (1995) distingue tres grandes tipos:

¥ Aguellas asociadas con la complejidad de los objetos basicos del calculo (nUmeros
reales, sucesiones, funciones).

* Aquellas asociadas a la conceptualizacion y a la formalizacion de la nocién de
limite, centro del campo del célculo.

* Aquellas vinculadas con las rupturas necesarias con relacion a los modos de
pensamiento puramente algebraicos y a las especificidades del trabajo técnico en el
calculo.

Ante estas problematicas los docentes se refugian en un tratamiento tradicional de los
temas del calculo y afio a afio constatamos que hemos podido ensefiar a nuestros
estudiantes a realizar célculos mas o menos mecanicos de limites, derivadas,
primitivas, a resolver algunos problemas “clasicos”, etc., sin que se logre hacerlos
entrar verdaderamente en tema con respecto a los conceptos, métodos y formas de
pensamiento antes mencionados.

Con referencia a la ensefianza del célculo Farfan (2000) dice: “Su ensefianza tiende a
sobrevalorar los procedimientos analiticos y la algoritmizacién, dejando de lado a los
argumentos visuales, entre otras causas por no considerarlos como matematicos, o
bien por la concepcion que de la matematica y de su ensefianza se posea, sin
considerar, por ejemplo, la estructura cognitiva de los estudiantes a los que se dirige.
A ello se auna el contrato didactico establecido, que como parte de la negociacion
impide que el status del profesor sea demeritado; si éste no resuelve
satisfactoriamente los problemas planteados en el curso, el recurso algoritmico
permitird subsanar decorosamente lo establecido en el contrato aligerando y
eliminando dificultades intrinsecas al contenido matematico”.

También constatamos que los resultados a la hora de evaluar no son satisfactorios y
se termina evaluando en base a las habilidades algoritmicas y algebraicas que se han
logrado desarrollar en los alumnos. Ante esta forma de evaluar, los alumnos terminan
considerando que éstas habilidades son lo esencial en el calculo.
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Todo esto lleva a una degradacion del papel que juega la visualizacion en la
ensefianza de la matematica en general y del calculo en particular, haciendo que los
estudiantes prefieran el modo algoritmico frente al grafico.

Una imagen nos puede ilustrar resultados, conceptos, métodos y estrategias de
pensamientos.

¥ Por ejemplo, en cuanto a los resultados, el siguiente diagrama, de autor anénimo
(En Nelsen, 1993), estaria ilustrando una estrategia de pensamiento para mostrar que
la suma de los primeros n nimeros impares es n’.

2n

Q0 00000 O

0 0000000

0 0 0000|000

0 000|0|00 O

© 0 0jo[o 00 07 1+3+5+...+(2n-1):1.(2n)2:n2
O 0|00 0|00 O 4
/000 000 O

© 0000000

- ~- —

En el cuadrado de lado 2n vemos como las lineas que separan lo dividen en 4
regiones con igual cantidad de puntos, de donde la suma del numero de puntos de
cada region seria la cuarta parte del numero total de puntos que contiene el cuadrado.
Por otro lado, se puede observar que el nimero de puntos contenidos en cada region
es la suma de los nUmeros impares 1 + 3+ 5 + ... + (2n-1). De esta forma el diagrama
gueda estructurado de tal manera que la igualdad de las dos expresiones en la
ecuacion se torna clara. La prueba se transforma en una sola unidad y se hace
inmediatamente comprensible.

En forma similar el sguiente diagrama nos muestra que la suma de los infinitos
términos de la progresién geométrica de razon Yda 4/3 si se comienza con 1, 0 1/3 si
se comienza con %

Si pensamos que es un cuadrado de lado 1, lo pintado en cada color tiene area
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Y+ 1/16 + 1/64 + ..., y al ser 1 el area del cuadrado se tendria que cada una de las
sumas anteriores es 1/3.

Pensando que es un cuadrado de lado 2 resulta que 1 + ¥# 1/16 + 1/64 +...= 4/3.

Esta prueba visual nos ayudaria no sélo a mostrar, a los estudiantes que no hayan
trabajado con series, la veracidad de uno de los resultados obtenidos por Arquimedes
en la blsqueda del area del segmento de parabola' sino también que se les
proporcionaria una estrategia de pensamiento matematico.

* En cuanto a los conceptos, por ejemplo en el caso de la derivabilidad de una
funcién en un punto, se suele dar la definicién y la interpretacion geométrica de la
derivada primera en un punto. Segun Vinner (1991), la definicion por si sola no
alcanza para que el estudiante pueda dar un significado a la misma por lo que es
importante que esté acompafiada de una cantidad importante de ejemplos y no
ejemplos para que puedan enriquecer la imagen que los estudiantes tengan del
concepto. En la siguiente figura se ilustra la no derivabilidad de la funcion f en x = a,
x=byx=dmientrasque enc,eyfsiloes.
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X Con referencia a los métodos un ejemplo, vinculado al tema que nos ocupa,
puede ser el mostrar la relacion del método rectangular con la primera o la segunda
ordenada para funciones monétonas y la posibilidad de dar aproximaciones tan
ajustadas como se quiera.

Tomemos como ejemplo una de las funciones que utilizamos en nuestro cuestionario:
R ® R/ f(xX) = x.(6-x). Trabajando en el intervalo [0,3] en donde la funcién es
creciente podemos observar que si definimos una particion y tomamos como altura de
los rectangulos la primer ordenada podemos obtener una aproximacion por defecto del
area que intentamos calcular. A medida que afinamos las particiones se puede
observar claramente que los rectangulos van cubriendo cada vez mas la region, lo que
nos permitiria, si efectuamos los célculos, obtener aproximaciones mas ajustadas del
area buscada.

1 veren este capitulo en la seccion de Componente epistemologica:
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En forma andloga, si trabajamos con la segunda ordenada, podremos obtener
aproximaciones por exceso del area buscada.
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Si analizamos histéricamente el surgimiento de determinado concepto, generalmente
este aparece al intentar solucionar algun problema real. Y en el intento de resolucion,
como generalmente estan involucrados elementos fisicos, son necesarios los
diagramas, las figuras.

Las ideas, conceptos, métodos, para los expertos, vienen acompafiados de una
cantidad de contenidos visuales, intuitivos, que estan presentes en su mente en el
manejo de teoremas, métodos, resolucion de problemas, etc. Las utiliza como una
forma de trasmision rapida de las ideas.

Es decir, estas imagenes presentan toda la informacion junta, y al saber decodificarla,
el experto no necesita de mas.

Muchas veces los docentes transponen esto a una situacion de clase generando un
obstaculo en el estudiante que no esta preparado para hacer dicha decodificacion.
Nuestros estudiantes estan acostumbrados a recibir la informacion por medio de
sentencias, en lenguaje natural o simbdlico, y en forma secuenciada, lo que les brinda
un orden para razonar y trabajar.

La presentacion de la informacion en forma de imagen, a alumnos que aun no estan
preparados para decodificarla, serd en una primera instancia un obstaculo para el
estudiante. Es necesario entonces que el estudiante aprenda los codigos de enlaces y
conexiones entre los elementos que contienen los diferentes tipos de imagenes que
les pueden ser presentados. Esta puede ser otra de las razones por las cuales los
alumnos prefieren la informacién recibida en forma secuencial y no en forma de
imagen, perdiendo asi la posibilidad de explotar un grafico, un diagrama, etc.
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Dreyfus y Eisenberg (1990) dan razones didacticas y cognitivas de por qué los
estudiantes tienen dificultades al extraer informacién de figuras o diagramas.

La razon didactica se basa en la nocion de transposicion didactica de Chevallard. La
transmision didactica del conocimiento implica la formacion de un texto lineal, que
estructure el conocimiento dandole por ejemplo un principio y un fin. Como
consecuencia, los enlaces entre los conceptos y los procedimientos son omitidos y
destruidos. Pensemos que el orden en que aparecen los temas en los curriculos
liceales no es necesariamente el mismo que se fue dando histéricamente.
Agreguemos a esto la linearizacion que realizan los matematicos cuando formalizan
sus ideas para ser presentadas a la comunidad matematica, ocultando sus intrincados
razonamientos y los saltos que dieron sus ideas.

La razon cognitiva dada por Dreyfus y Eisenberg para explicar el rechazo de los
estudiantes a los diagramas se basa en la dificultad de extraer informacion. La
informacion dada por un diagrama o figura no es secuencial, no sabriamos en un
principio a donde dirigir la mirada.

La informacion estd ademas dada en forma implicita y agrupada, por tanto si el
alumno no ha aprendido a leer diagramas, a relacionar sus partes, de nada le serviran:
“...Los diagramas solamente serian Uutiles para aquellos que conocen estas
interpretaciones y convenciones y podrian desarrollar procesos de pensamiento que
exploten estas ventajas de los diagramas. En suma, a pesar de las multiples ventajas
de los diagramas en la resolucion de problemas matematicos vy fisicos, estos son
completamente inutiles para los nedfitos”. (Dreyfus y Eisenberg, 1990).

Segun estos autores las matematicas que estudian nuestros alumnos estan
presentadas secuencialmente y no diagramaticamente. Las matematicas escolares
han sido linealizadas y secuencializadas para ser presentadas a los alumnos. Es
natural entonces gue los alumnos prefieran un texto lineal a un diagrama. No se les ha
ensefado a leer diagramas, se les ha ensefiado a interpretar textos escritos ya sea en
lenguaje coloquial o formal.

Debemos entonces tomar conciencia de que nuestros alumnos, no aprenderan como
por arte de magia a recurrir e interpretar un diagrama; es responsabilidad de los
docentes hacerse cargo de la formacion de sus estudiantes en este sentido.

Pero, ¢qué habilidades y destrezas vinculadas a la visualizacion deben adquirir
nuestros estudiantes en los cursos de calculo?

Algunas de estas habilidades y destrezas son sefialadas por Zimmermann (1991),
como ser:

* Entender los lenguajes analiticos y graficos como diferentes alternativas para la
expresion de ideas matematicas.

Los estudiantes parecen considerar los aspectos visuales de un concepto como algo
periférico al propio concepto. Por ejemplo, en el caso de las funciones, aunque ellos
mismos estén capacitados para graficar determinada funcion, no utilizan esa
informacion a la hora de resolver un problema que la involucra. Deben entonces poder
realizar el pasaje del lenguaje analitico al gréafico y viceversa. “... previo al estudio del
calculo se precisa de la adquisicion de un lenguaje grafico que posibilite,
esencialmente, la transferencia de campos conceptuales virtualmente ajenos, a causa
de las ensefianzas tradicionales, estableciendo un isomorfismo operativo entre el
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algebra basica y el estudio de curvas, mejor aun, entre el lenguaje algebraico y el
lenguaje gréfico.” (Farfan, 2000)

También deben conocer qué nos oculta y qué nos muestra cada sistema de
representacion, cual es mas conveniente en cada situacion, cual es el mas econdmico
y para esto es imprescindible que conozcan y tengan un manejo fluido de los distintos
registros.

x Entender las reglas y convenciones asociadas con las representaciones
graficas.

Las representaciones graficas traen consigo informacién que puede ser o no relevante
en la resolucion de determinado problema, y el estudiante debe detectar qué
informacion es relevante para el problema en el que trabaja y cual no lo es.

x Entender la estimacion y la aproximacién en contextos geométricos.

En el calculo gran parte de los conceptos estan vinculados con la sucesion de
aproximaciones (limites, derivadas, integrales) por lo que en primer lugar se debe
aceptar la nocion de aproximacion e integrarla al trabajo. Para ello se debera recurrir a
las representaciones graficas que muestren estas situaciones.

x Disponer de un repertorio importante de imagenes visuales.

El matematico tiene asociado a cada concepto, teorema, problema una serie de
representaciones visuales que le permiten trabajar con ellos y sobre todo usarlos al
enfrentarse con éxito a nuevos problemas y situaciones. El estudiante debe entonces
tener la posibilidad de construir un universo amplio de imagenes a partir de las cuales
poder seguir desarrollando su pensamiento dentro del rea de la matematica en la que
esta trabajando. En el area del célculo no alcanza con conocer y manipular las graficas
de las funciones lineales y cuadraticas sino que debe adquirir habilidades en el manejo
de otro tipo de funciones (logaritmicas, exponenciales, transformaciones que con ellas
se puedan hacer en forma gréfica, etc.). Con ello tendran una base mas sélida donde
asentar otros conceptos de Calculo y herramientas que le permitiran una mejor
comprension y por ende, apropiacion de conocimientos en niveles mas abstractos.

Uso de software en la ensefianza de la matematica

Uno de los temas, entre muchos otros que han surgido en las dltimas décadas con
respecto a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, se refiere a la
revalorizacion de la visualizaciébn en el quehacer matematico. Existe una cierta
tendencia hacia la renovacion del papel que juega la visualizacion en la ensefianza.

de Guzman (1996) sefiala que: “Una buena parte de la responsabilidad de estas
tendencias recientes hay que situarla en las facilidades ofrecidas para la visualizacion
de cierto tipo por el ordenador y los modernos sistemas de calculo simbdlico”.

La incorporacion de la tecnologia en la ensefianza implica ademas de la preparacion
de los docentes, el redisefio de los curriculos, de la metodologia a emplear, del tipo de
problemas a resolver, de actividades a realizar, lo que llevaria a cambios profundos en
el discurso matematico escolar y en la didactica de la matematica.

Los medios tecnolégicos son solo una parte de lo que debemos considerar en la
reconstruccion del discurso matematico escolar, debemos preguntarnos lo que hay
que elegir en cada tema como eje principal, también las dificultades que aparecen
cuando se intenta reconstruir la obra matematica a partir de este eje que estamos
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eligiendo. Nos damos cuenta entonces que no se trata Unicamente de secuenciar y
temporalizar los contenidos del curriculum, sino de realizar un trabajo matematico de
reorganizacion de los elementos técnicos, teéricos y también de las herramientas
tecnolégicas. Como docentes debemos adaptar las ventajas que ofrecen estos
instrumentos en nuestra clase, a fin de favorecer el aprendizaje.

El discurso matematico escolar efectivamente puede ser modificado desde el
momento en que conceptos como el de derivabilidad o el de continuidad pueden ser
redefinidos desde la perspectiva visual mediante la utilizacion del zoom al trabajar con
software graficos: éste puede ayudar a entender la derivabilidad como una rectitud
local de la funcién en un punto y permitirnos ver aspectos que en un grafico a mano
seria imposible de ver.

Al respecto Tall (1997) dice: “Un potente acercamiento visual usando gréaficos
aportados por computadoras consiste en ampliar el grafico de una funcién. Se usa la
misma idea esencial del andlisis no—standard (que un grafico diferenciable sometido a
una ampliacion infinita es una linea recta). En la computadora, a medida que la
ampliacion aumenta, el gréafico luce menos curvo, y cuando se ve practicamente recto,
la pendiente del gréafico esta representada por k& pendiente de la recta que se ve en
pantalla. Un acercamiento de este tipo puede usar las limitaciones visuales que
ofrecen los gréaficos dados por la computadora, enfatizando que lo que se ve es solo
una aproximaciéon al concepto mental, haciendo implicita la nociéon de limite en el
proceso de ampliacion mas que explicita la definicion formal”.

Un ejemplo del uso de estas tecnologias vinculado al tema que nos ocupa lo podemos
encontrar en los software de simulacion en donde utilizando el Método Montecarlo se
puede aproximar el area de una region irregular. Para ilustrarlo utilizaremos una de las
funciones de nuestro cuestionario.

Para determinar una aproximacion del area de la region determinada por la funcion

TR ® R/f(x)= E el eje de las abscisas y las rectas de ecuacion x =1y x = 6,
X

dividiremos la region en dos porciones como puede apreciarse en la figura.

f{x)

El area de la region del rectangulo naranja la podemos determinar sin ninguna
dificultad, asi que centraremos nuestra atencion en la region pintada de color lila.
Encerramos esta region en el cuadrado de vértices (1,1), (6,1), (6,6) y (1,6), del cual
conocemos su area. Nos preguntamos ahora cudl es la probabilidad P de que un
punto del cuadrado elegido al azar pertenezca a la region lila.
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La probabilidad buscada se determina mediante la siguiente definicién:

= M , siendo R la region lila'y C el cuadrado.

area(C)
Si se repite un namero N de veces la operacion de elegir al azar un punto del
cuadrado, contandose las veces (casos favorables: Cf) en las que el punto cae dentro
de la region R, actividades que son realizadas automaticamente por el software,
entonces el cociente Cf/N serd una buena aproximacion de la probabilidad del suceso
mencionado.

Utilizando la definicion dada mas arriba el producto %f.érea(C) serd a su vez una

buena aproximacion del area de la region que llamamos R.

El uso de las nuevas tecnologias produce en los estudiantes una motivacion extra ya
qgue es un medio que estd muy cercano al mundo en el que se mueven y en el cual
ellos se mueven con naturalidad, permite que la ensefianza sea mas personalizada ya
gue cada estudiante puede ir avanzando a su ritmo.

Pero no se debe hacer uso indebido de estas tecnologias y se debe alertar a nuestros
alumnos de situaciones como: cuando los muchachos usan la calculadora grafica o
algun programa que grafica, deben tener mucho cuidado en la forma de “escribir’ la
formula en la calculadora, ya que un simple error al colocar, por ejemplo los
paréntesis, lleva a graficar una funcion no deseada.

Otro ejemplo puede ser las limitaciones de la calculadora al graficar, ya que en un
punto de no existencia con limites laterales infinitos e iguales, se puede ver en pantalla
como un punto singular (anguloso).

Un ejemplo de esto pueden ser las funciones : R ® R/ f(x) = 3\/N - 3 que presenta

3.In|x
un punto angulosoen x =0y g: R — {0} ® R /g(x) =% gue tiende a -¥ en un

entorno de 0. A pesar de comportarse en forma muy diferente en un entorno de 0, las
graficas de estas funciones realizadas con el programa Derive muestran gran similitud.
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Un gréfico puede inducir al alumno a un error, por ejemplo al determinar raices de una
funcién si no se tiene en cuenta el dominio. Por ejemplo: la funcién f con expresion
analitica f(x)= X — 5 con dominio en los racionales. Si el alumno se ayuda de la
representacion grafica puede creer que esta funcion tendra dos raices, en cambio se
sabe que en Q la ecuacion x> — 5 = 0 tiene solucion vacia.

Cabe mencionar que en Uruguay, a nivel de Bachillerato Diversificado (B.D.), es
comun la presentacion de demostraciones de teoremas por parte del profesor,
exigiéndose luego la repeticion por parte de los estudiantes de las demostraciones que
hace el profesor que a su vez repite lo que dice el libro. La presencia de estos nuevos
medios tecnoldgicos abre la posibilidad de que el estudiante pueda tener la conviccién
de la veracidad de una proposicion y éste es un prerrequisito deseable a la hora de
abordar una demostracion. En este tipo de actividad el énfasis no se pondria en que el
resultado es valido (cosa que los alumnos creerian aun sin “visualizar”, dada la
autoridad del profesor) sino en por qué dicho resultado es valido.

Otra ventaja para incluir el uso inteligente de la tecnologia en la educacion matematica
es que el tipo de actividades que se pueden llevar a cabo favorecen, entre otras cosas,
fundamentalmente, la destreza de poder pensar visualmente. Varios autores sefialan
la importancia de la visualizacién en la ensefianza. Un ejemplo claro de ello son los
programas de simulacién, que tienen por objeto proporcionar un entorno de
aprendizaje abierto y basado en modelos reales. Estos tipos de programas son cada
vez mas abundantes y permiten a nuestros estudiantes experimentar y contrastar
diversas hipotesis, ya que es posible variar datos y parametros de control de la
simulacion.

Sin embargo debemos tener cuidado de que su introduccion en la ensefianza no se
convierta en un fenémeno de deslizamiento metacognitivo, es decir que debemos
cuidar que la ensefianza no se centre en la ensefianza de como usar estos medios
tecnolégicos sino cédmo lograr con ellos mejores aprendizajes. El uso de medios
tecnolégicos favorece el estudio de casos para una posterior generalizacion de los
conceptos, de forma que también deberemos tener cuidado de no caer en un
empirismo puro, vacio de justificaciones.
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l.4. COMPONENTE DIDACTICA

La construccion de la obra matematica responde a ciertos intereses o preocupaciones
de un momento historico determinado, pero no son creados con el proposito de ser
ensefables. De ahi que la disposicion de un saber para la transmision o incorporacion
a un sistema de ensefianza es un complejo proceso en donde los conceptos sufren un
conjunto de transformaciones adaptativas que lo derivan en un saber ensefiable.

“El conjunto de las transformaciones adaptativas que sufre una obra para ser
ensefiada se denomina transposicion didactica de la obra en cuestion.” (Chevallard et
al, 1997).

La transposicion didactica, explica el transito del saber sabio al saber susceptible de
ser ensefiado. El saber sabio o erudito proviene de la esfera cientifica, del trabajo
intelectual del creador y contiene una riqgueza conceptual compuesta de problemas,
situaciones y significados. Estos se van reduciendo en forma gradual en la medida que
este conocimiento es compartido a la comunidad cientifica, en lo que podria llamarse
un primer proceso de transposicion. Para ello es necesario que se realice lo que se
llama despersonalizacién, necesaria para que sea compartido dentro del ambito
erudito donde fue creado. La despersonalizacién nos explica como un saber se disocia
de las probleméticas y situaciones que le dieron origen y sentido. Como resultado de
este proceso el saber transpuesto no muestra su génesis epistemoldgica quedando
reducido a definiciones y teoremas que nos muestran un saber perfectamente
construido separado de los conflictos, conjeturas e interpretaciones que le dieron
significacion.

En una segunda etapa de transposicion, la obra matematica es transformada para
adaptarse a una institucion didactica concreta. Es en esta etapa donde surgen algunas
preguntas como ser: ¢qué matematicas deben estudiarse hoy para adquirir la cultura
basica que nos reclama el interés social? En base al proyecto social de las
matematicas es que se hace necesaria la reconstruccion de las obras matematicas
para poder ser ensefladas en la escuela. Se hace una secuenciacion de los
contenidos elegidos y una temporalizacion de los mismos que son recogidas en el
curriculo.

Este proceso que sufre el saber sabio para transformarse en uno didactico esta
mediado por la noosfera: grupos humanos que insertos en las instituciones
permanecen atentos y ejercen influencia al fenébmeno de llevar un saber a términos
didacticos.

Una tercera y Ultima etapa en este proceso es la que se produce dentro del proceso
didactico en si mismo y que puede, con el tiempo, llevar a que la obra matemética de
que se trate sufra importantes transformaciones. En esta etapa de trasmision de los
saberes es importante el papel que juega el docente y los textos en la recreacion de la
obra matemética. Estos actores aportaran su propia epistemologia en la trasmision a
los estudiantes de los conocimientos elegidos para ser ensefiados.

De este proceso de trasposicion didactica Brousseau (1994) nos dice: “El matematico
no comunica sus resultados tal como los ha hallado; los reorganiza, les da la forma
mas general posible; realiza una “didactica practica” que consiste en dar al saber una
forma comunicable, descontextualizada, despersonalizada, atemporal. El docente
realiza primero el trabajo inverso al del cientifico, una recontextualizacion y
repersonalizacion del saber: busca situaciones que den sentido a los conocimientos
por ensefiar. [...] Para transformar sus respuestas y sus conocimientos [del estudiante]
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en saber debera, con la ayuda del docente, redespersonalizar y redescontextualizar el
saber que ha producido, para poder reconocer en lo que ha hecho algo que tenga
caracter universal, un conocimiento cultural reutilizable.”

A continuacién ilustraremos la tercera etapa del proceso de transposicion didactica en
base al analisis de textos.

1.4.1. Revisiéon de Textos

Chevallard (1997), explica que los requisitos™ en la transposiciéon didactica (de la
matematica), “se encuentran tendencialmente satisfechos a través de un proceso de
“preparacion” didactica que he denominado la puesta en texto del saber.”

Afirma que esta forma de publicitar el saber es otra forma de despersonalizacion; los
libros de texto desproveen de probleméticas y situaciones asociadas con el saber
original.

Los textos hacen posible un control social de los aprendizajes, en la medida que tienen
un reconocimiento social y cultural importante, funcionan como una autoridad moral
con un estatus de verdad en referencia a los contenidos que en él aparecen y a la
forma de plantear problemas o aplicar conceptos. Evidencian la epistemologia del
autor y en la mayoria de los casos la de la comunidad matemética en la que éstos
estan insertos.

La forma de organizacion de los conocimientos que los textos presentan “... autoriza
una didactica, cuya duracion desmarca su diacronia y esta didactica se legitima,
entonces, por la ficcion de una concepcion del aprendizaje como “isomorfo” respecto
del proceso de ensefianza cuyo modelo ordenador es el texto del saber en su
dinamica temporal.” (Chevallard, 1997).

El tema matematico involucrado en este trabajo es tratado, en el sistema uruguayo de
Educacion Media, en el curso correspondiente a Tercer Afio de B. D., opcion Medicina.
No esta previsto para las restantes opciones, aunque la mayoria de estos alumnos
también estudiaran el tema en los cursos posteriores de nivel terciario.

Dicho programa figura en el Anexo III"®

La carga horaria para el dictado de este curso es de 3 horas semanales** dedicadas al
desarrollo tedrico del tema y 2 horas semanales para trabajar con actividades
practicas. No siempre coincide el profesor que dicta el curso tedrico con el que dicta el
practico.

Este programa esta estructurado en base al argumento de la regresion para establecer
la progresion del saber, es decir dentro del paradigma tradicional de ensefianza.

Dentro de este paradigma, pareceria ser que aprender matematicas consiste en ser
capaz de resolver cierto tipo de problemas que son identificados en el seno de las
matematicas. Es por ello que aprender matematicas consistiria en apropiarse de las
herramientas necesarias para resolver problemas matematicos. Estas herramientas

2 pesincretizacion, despersonalizacion, publicidad, programabilidad de la adquisicién del saber y control
social de los aprendizajes.

En este anexo figuran también los programas correspondientes a los cursos que recibieron los
estudiantes que fueron entrevistados para esta investigacion.
“Lo gue aqui se llama hora semanal corresponde en realidad a 40 minutos.
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son las teorias matematicas, ya que ellas son capaces de resolver ciertas clases de
problemas que en su conjunto cubriran a todos los problemas. Como las teorias
matematicas son un conjunto estructurado de conceptos, métodos y algoritmos, éstos
pasan a ser la base para resolver problemas.

Este parece ser el argumento que se sigue cuando se reflexiona acerca de lo que
debe ser la educacién en matematicas, y que permite determinar lo que debe ser
ensefado en la clase de matematicas.

Desde esta perspectiva, para poder determinar los contenidos a ensefiar en la clase
de matemdtica, es necesario entonces contestar en forma sucesiva las preguntas:
¢gqué problemas debe ser capaz de resolver un estudiante?, ¢qué teoria los puede

resolver?, ¢de qué conceptos, métodos y algoritmos estd compuesta esta teoria? Las
respuestas que se den a estas preguntas van estableciendo un esquema de regresion
necesario para organizar la progresion que el saber matematico debe seguir en el
momento de ser presentado a los estudiantes.

En el tema que nos ocupa se puede optar por caminos diferentes. En los dos caminos
gue comentaremos a continuacion es importante el papel que jugara el Teorema
Fundamental del Calculo al momento de la eleccion.

Se puede optar por introducir a la integral como primitiva, definiendo esta ultima luego
de presentar el Teorema Fundamental del Calculo. Se presenta asi a la integracion
como la operacion inversa de la derivacién. Este es el camino seguido por los
programas correspondientes tal como se puede apreciar en el Anexo llI.

Otro camino a seguir es presentar a la integral definida en forma independiente de la
derivada dejando para mas adelante el abordaje del Teorema Fundamental del
Célculo. Este ultimo camino respeta el desarrollo histérico del tema.

La eleccion hecha por quienes elaboran los programas uruguayos para insertar el
tema en los mismos es tratar a la integral como primitiva, admitiendo la existencia de
la misma para funciones continuas en un intervalo [a,b]. Se hace un tratamiento
algebraico del tema, y se considera a la primitivizacion como “inversa” de la derivacion.

Los tres libros de texto uruguayos escritos especialmente para acompaiiar los cursos
de Tercer Ao de B. D. y que tratan este tema, lo hacen influenciados por la estructura
de los programas oficiales que rigen para todo el pais.

A continuacion haremos una pequefia resefia de los mismos.

X Matematica Sexto. Guia para el trabajo en clase.
Balparda, O.; Lois, L.; Sbarbaro, M. (1993)

Comienza con un ejemplo en donde se introduce la nocion de primitiva, pasando
inmediatamente a dar una definicion de la misma y se construye “la tabla de
primitivas” como un proceso de “antiderivacion”, utlizandose resultados
previamente obtenidos en el capitulo de derivadas. Es decir que se trabaja, en un
principio, con una serie de formulas independientemente de la nocion de area.

En un capitulo anterior titulado “Aplicaciones de la derivada” se habia demostrado
el Teorema Fundamental del Calculo, por lo que ahora, inmediatamente después
del ejemplo introductorio de este capitulo define Primitiva: “F es una primitiva de f
en (a,b) siy solo si para todo x que pertenece a (a,b) es F'(x) = f(x).”
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Luego trabaja con funciones constantes y de la forma f(x) = ax + b y calcula el
area bajo dichas curvas en un intervalo. Pasa luego a trabajar con la funcion cuya
expresion analitica es f(x) = -x*+2x+1 e intenta calcular el area limitada por dicha
curva, el eje de las abscisas y las rectas de ecuacion x = 0 y x = 1. Declara que
trabajara con el método de Arquimedes y comienza a realizar aproximaciones por
defecto, haciendo cada vez mejores aproximaciones, afinando la particion.

Define a continuacion:

¥ particion P de [a,b].

¥ suma inferior, Sp ¢, asociada a una particion P de [a,b]

¥ conjunto de todas las sumas inferiores asociadas a cada una de las
particiones

de [a,b], SE.

Demuestra que Sg Nno es vacio y que esta acotado superiormente por lo que por

el axioma de completitud tiene extremo superior en R, al cual llama “integral de a
hasta b de f".

_r Sfix)dx es el supremo de S”

Admitiremos que si fix) 2 0 para todo x de [a.b] entonces

]
Lf{x)dx representa el drea de la superficie cuyas

fronteras son la gréfica de f, el eje de las abscisas
. ¥ las rectas dadas por x=a¢ y x=b.

X Funciones Reales. Matematica A para 6° ANO.
Giovannini, E. (1998).

En este texto no se desarrolla el tema integrales. En el capitulo donde se enuncian y
demuestran las consecuencias del Teorema de Lagrange o del Valor Medio, se
demuestra el Teorema Fundamental del Calculo e inmediatamente se define Primitiva
de una funcion:

 Definicion
[Dadas dos funciones F y f, diremos que F es una "primitiva” de f en el interval
1 utudu xe 1. (Observemos que f es la derivada de F).

¢S primitiva de
F P

> £
&

f es derivada de

Con esta definicitn, podemos enunciar el teorema 14 de la siguiente forma :
a) si una funcioén tiene una primitiva. tiene infinitas.
b) el conjunto de todas las primitivas se obtiene sumdndole a una de ellas,
una constante arbitraria.
Al conjunto de todas las primitivas de la funcién f lo notaremos jf(x]dx (que se

debe leer integral de efe de x diferencial x) . 53
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Lo trascripto anteriormente es la Unica mencién que se hace en el texto del tema sin
mencionar en ninglin momento el area bajo una curva.

X Introduccion al Andlisis Matematico.
Coleccion Mosaicos. Belcredi, L.; Zambra, M.; Deferrari, M. (2001).

Bajo el titulo de “Célculo de primitivas e integrales” se introduce el tema con ejemplos
trabajando con la funcién area bajo una curva (concretamente el rea bajo una recta)
considerando una funcién definida en un intervalo y positiva en dicho intervalo. Se pide
gue se obtenga la expresién analitica de la funcién area definida para todo x de [a,b], y
gue se demuestre que es derivable en el intervalo de definicion y que A'(x) = f(x). Esta
referencia concreta al Teorema Fundamental del Calculo, lleva a que se considere a la
integral como la “inversa” de la derivada. La consigna concreta para esta primer
actividad es: “Calcula el area A(x) del trapecio AMM'A’ en funcion de x". Esto podria
estar reforzando en los estudiantes la idea de area como una formula, idea que vienen
manejando desde primaria.

Se trabaja luego con una funcién f genérica, continua y positiva en [a,b] y se
demuestra que la funcién area, A:[a,b] ® R tal que para cada X del intervalo [a,b],
A(X)) representa el area bajo la curva comprendida entre el eje de las abscisas y las
rectas de ecuaciones X = ay X =X. Se pasa a demostrar que A(x) es derivable
para cada X, y que A’(%) = f(X). (Teorema Fundamental del Célculo Integral).

El préximo paso es definir primitiva: “Sea f una funcion definida sobre un intervalo | de
R. Se llama primitiva de f sobre | a toda funcion F derivable sobre | tal que F'(x) = f(x)
para todo xI 1.”

A continuacién se demuestran algunos teoremas que caracterizan a las mismas:

*» “Sea F una primitiva de f sobre el intervalo I. Entonces: Para todo real k, la
funcién
G definida por G(x) = F(x) + k es también una primitiva de f. Reciprocamente

toda

primitiva de f sobre | es de ese tipo.”
¥ “Toda funcién continua sobre un intervalo | admite una primitiva sobre I.”
* “Sea f una funcién continua sobre |, xo un elemento de | y y, un real cualquiera,

entonces existe una Unica primitiva F de f sobre | tal que F(x) = Yo.”
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Se sigue con un tratamiento puramente dgebraico utilizando la “tabla de derivadas”
construida en un capitulo anterior para institucionalizar la correspondiente “tabla de
primitivas”.

Se define integral: “Sea f una funcién continua sobre un intervalo | y a y b dos

. ., b
elementos de |. Se llama integral de a a b de la funcidn f, y se anota Q f(x)dx, al

namero F(b) — F(a), siendo F una primitiva cualquiera de f sobre 1.”

A partir de esta definicion se demuestran teoremas vinculados a las propiedades de la
integral, como ser los de linealidad, la relaciéon de Chasles que permite plantear:

b
Qf(x)dx =- G‘Sf(x)dx , monotonias, la desigualdad del valor medio.

Como paso final se tratan los métodos de integracion: integracion por partes e
integracion por sustitucion.

Es decir que la vinculacion de la integral con el area bajo la curva se utiliza solamente
en algun ejemplo introductorio, dejando inmediatamente de lado esta idea.
No se utilizan en ningin momento las ideas que llevan a una definicion formal de
integral, separandose notoriamente de las ideas germinales del concepto.

En la parte final del capitulo se proponen actividades de céalculo de areas delimitadas
por funciones, utilizando para su resolucion las propiedades de la integral que se
estudiaron previamente.

Como se puede apreciar en los tres textos citados se trabaja de acuerdo a lo sugerido
implicitamente en el programa oficial.
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II. ANTECEDENTES

En este capitulo pretendemos resefiar algunos trabajos e investigaciones que estan
vinculados con el tema que nos ocupa en todos o algunos de sus aspectos. Sabemos
gue acerca del tema integrales existen muchas investigaciones previas, por ejemplo
Cordero (1987), Orton (1983); pero nos centraremos en aquellos trabajos que
consideramos estan directamente relacionados con el enfoque que le hemos dado a
esta investigacion.

Entre los trabajos e investigaciones antes mencionados, hemos decidido incluir la
investigacion de Dubinsky acerca de las concepciones de area de estudiantes
universitarios (Dubinsky, et al. 2000), la tesis de Maestria de Calvo quien realiza, entre
otras cosas, un analisis sobre dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de las
integrales y otros aspectos concernientes a la nocion de area para realizar una
presentacion de las integrales a partir de la nocion de area (Calvo, 1997), y varios de
los trabajos de Turégano vinculados al aprendizaje de la integral y el concepto de area
(Turégano, 1994, 1996, 1998).

Haremos a continuacién una resefia de los mismos, en donde destacaremos los
objetivos de cada uno, los resultados obtenidos, las conclusiones y la vinculacion de
los mismos con nuestro trabajo.

X En Dubinsky et al. (2000), los autores presentan parte de los resultados de una
investigacion realizada a estudiantes universitarios sobre el concepto de area. El
cuestionario consistia en 10 preguntas acerca del concepto de integral y en base a las
respuestas se efectuaron entrevistas individuales para profundizar y aclarar acerca de
las mismas. Se reporta en esta ocasion el analisis de algunos aspectos de las
respuestas a tres de las diez preguntas.

Las respuestas de los estudiantes muestran las intuiciones de éstos en el célculo de
areas que se diferencian de las presentadas a estos mismos estudiantes en el curso
de célculo que habian recibido. A diferencia de nuestros entrevistados, en esta
experiencia los estudiantes tenian una instruccion previa acerca de la nocion de
integral definida basada en las sumas de Riemann.

Los autores hacen un analisis histérico de dos métodos para el calculo de la integral
definida: el “chopping up method”, entendiendo por este como el clasico método de
exhaucién de los griegos y el “method of indivisibles” en el que se piensa al area bajo
la curva como suma de “todas las lineas paralelas contenidas en la figura”.

Se analizan los razonamientos a este respecto de Arquimedes, Cavalieri, Wallis,
Roberval, entre otros, la vinculacion historica de ambos métodos y la supervivencia de
uno de ellos.

Se concluye que en muchas de las respuestas y argumentaciones se maneja la idea
de agotar el &rea bajo la curva inscribiendo mas y mas poligonos usando argumentos
gue se acercan al método de exhaucién de Arquimedes. También se detectan
pensamientos y argumentos de los estudiantes tendientes a recrear la nocién de
indivisible, en el sentido usado por Arquimedes en El método, a pesar de que en
ningun tema de ninguno de los cursos recibidos por estos estudiantes se haya
trabajado en este sentido.
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Destacan que es fascinante ver cdmo los estudiantes imitan, en cierta medida, los
argumentos logicos de muchos de los grandes matematicos, lo que indica que una
fuerte intuicién no puede ser destruida por la instruccion recibida en la clase.

Finalmente se recomienda que la instruccion deberia estar organizada teniendo en
cuenta la intuicion natural de los estudiantes acerca de este tema, que provee de un
método riguroso para evaluar a la integral definida. Este tipo de introduccion al tema
puede servir como una fuerte influencia motivadora para los estudiantes que tienen
inclinaciones matematicas.

Como podemos apreciar este estudio tiene mucho en comun con el que emprendimos
en este trabajo ya que indaga sobre algunas de las estrategias intuitivas que utilizan
los estudiantes al enfrentarse al calculo de areas bajo una curva y las compara con las
utilizadas por los grandes matematicos. Veremos, en el analisis de los resultados, que
hay algunas coincidencias y similitudes en las estrategias de nuestros estudiantes en
el caso del método de exhaucion. No sucede lo mismo con el método de los
indivisibles. Analizaremos si estas similitudes y diferencias pueden deberse a las
diferencias en los niveles académicos de los estudiantes, que es basicamente el Gnico
argumento objetivo del que disponemos.

X La investigacion de Calvo (1997) fue realizada a estudiantes de entre 17 y 20
afios del Curso de Orientacion Universitaria™ de Espaia.

Entre los objetivos de la misma, que nos interesa destacar por su vinculacion con
nuestro trabajo, se encuentran:

* Realizar un andlisis de algunos aspectos que involucraria una presentacion de
las integrales a partir de la nocion de area, lo que permitiria una recreacion de los
problemas que dieron origen a las integrales.

x Detectar algunas dificultades que los estudiantes experimentan a lo largo del
proceso de estudio de las integrales, en relacion especialmente al tema area.
* Preparar las bases de un trabajo, a realizar en una etapa posterior, en donde

se disefiara una propuesta de introduccion al Calculo Integral que favorezca la
construccion de un esquema conceptual de integral consistente con la definicion
formal del concepto y que incluya estrechas relaciones con los esquemas
conceptuales de derivada y de area.

En la parte experimental de este trabajo se presenta a los estudiantes, que ya han
trabajado con el tema integrales, un cuestionario y posteriormente se seleccionan
algunos de estos estudiantes para ser entrevistados. Ambas fases experimentales se
refieren a la acotacion, célculo y aproximacion de regiones dadas en el contexto
grafico y fuera de él.

Como se puede apreciar esta investigacion tiene puntos de contacto con la nuestra y
también ciertas diferencias.

En ambas se parte de la base de presentar el tema integrales vinculado a la nocién de
area. En cuanto a la propuesta, comparten la presentacion de las funciones en el
contexto gréafico y analitico asi como el interés de observar como acotan, calculan y

5 El Curso de Orientacion Universitaria (C.0.U.) corresponde al ultimo curso de ensefianza secundaria o
preuniversitaria de Espafa.
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aproximan los estudiantes el area de las regiones propuestas. En este sentido la
diferencia estriba en que en nuestra investigacion todas las actividades de calculo de
areas estan dadas en estos contextos, mientras que en la de Calvo se presentan
también preguntas dadas fuera del contexto gréfico.

En cuanto a la poblacion entrevistada la diferencia estriba en que en nuestro caso los
estudiantes no han tenido contacto previo con el tema integrales, salvo cinco de ellos
gue habian trabajado el tema lateralmente en el area informética.

Entre las conclusiones extraidas en base al andlisis del cuestionario y de las
entrevistas, vinculadas con nuestra investigacion, se encuentran:

x Que al acotar areas de regiones no rectilineamente determinadas se
detectaron tres lineas de accion: ubican una figura relacionada por inclusién con la
region a acotar, ubican una figura con la que comparar visualmente usando
argumentos cuya validez es discutible o aproximan el areay alli “deducen” las cotas.

* Que el tratamiento para las cotas nferiores y superiores, en el caso de las
regiones definidas bajo un grafico, no es analogo y parece estar relacionado con la
concavidad de la funcion.

x Que existe confusion en los estudiantes con respecto a las actividades de
acotacién y aproximacion que trasciende el contexto del calculo de area.

En base a los objetivos planteados, la prueba y las entrevistas realizadas, la autora
plantea sus conclusiones y recomendaciones en cuanto a la definicion de integral, las
conexiones con los esquemas conceptuales de area y de derivada. Nos centraremos
en los primeros dos items ya que el tercero no tiene vinculaciéon directa con nuestra
investigacion.

En cuanto a la definicion de integral y basandose en la creencia de que la integracion
es mucho mas que la operacion inversa de la derivacion, propone como definicién
“una version resultante de aplicar el proceso de transposicion didactica a la propuesta
de Riemann reformulada mas tarde por matematicos como Darboux en términos de
supremos de sumas inferiores e infimos de sumas superiores”. Recomienda que el
tratamiento de cotas superiores e inferiores y supremos e infimos debera ocupar un
lugar importante en la secuencia didactica preparatoria en el contexto del calculo de
areas. Sefiala que se deberd poner especial atencion a las relaciones entre las
actividades de acotacion y aproximacion y a las diferencias en el tratamiento de cotas
superiores e inferiores.

Sugiere, para la secuencia didactica preparatoria de la definiciébn de integral que se
incluyan actividades tales como, aproximacion de areas mediante el uso de
cuadriculas junto con el estudio del error de aproximacion y reflexiéon acerca de la
obtencién de cotas mas ajustadas; aproximacion de areas por los métodos rectangular
y trapezoidal y la reflexion acerca de si las aproximaciones asi obtenidas son
estimaciones por exceso o defecto de acuerdo a la monotonia y concavidad de la
funcion; que fomenten el pasaje al limite; que den sentido a considerar, en el contexto
del calculo de las sumas superiores e inferiores, la altura de los rectangulos como
valores relacionados con los valores funcionales que por lo tanto pueden ser
negativos.

En cuanto a las conexiones con el esquema conceptual de area se plantea que las
facetas que dan riqueza al mismo son la algebraica, la numérica y la gréfica, siendo
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esta Ultima la menos explotada. Se recomienda, como recurso para sugerir a los
estudiantes imagenes visuales enriquecedoras del esquema conceptual de integral, el
explotar su relacion con el esquema conceptual de area. Estas imagenes no sélo
deben ser ilustrativas de la definicion y no deben estar restringidas al nivel heuristico,
sino que deben tenerse en cuenta también en el momento de ilustrar propiedades. Se
deben generar imagenes visuales asociadas a la nocion de integrabilidad en relacion
con la existencia de figuras del plano a las cuales no se asocia un area.

Se recomienda utilizar esta asociacion de integral y area bajo una curva con cuidado y
marcar que soélo se transfieren algunas propiedades y evitar que se transfiera al
esquema conceptual de area la idea de asociar al area valores negativos.

Como podemos observar, el trabajo recién descrito tiene muchos puntos de contacto
con la presente investigacion. En ambas se pretende un estudio tendiente a presentar
el concepto de integral definida vinculandola al area bajo la curva ya que se considera
gue la misma es mas que la operacion inversa de la derivacion.

Veremos en el analisis de los resultados qué dificultades presentan nuestros
estudiantes en el proceso de busqueda de estrategias para el calculo de las areas de
las regiones que se les presentan y los compararemos con las dificultades que Calvo
detecta en los estudiantes que ella entrevistd. Este analisis puede ser complementario
ya que nuestros estudiantes nunca vieron el tema integrales, por lo que estarian en
una etapa previa.

X De los estudios e investigaciones de Turégano vinculados al aprendizaje de la
integral definida y el concepto de area nos referiremos a aquellos que consideramos
estrechamente vinculados a la presente investigacion.

En Turégano (1996) se presentan una serie de reflexiones didacticas acerca del
concepto de area y su medida que tienen base en trabajos anteriores de la propia
autora. En él se plantea, entre otras cosas, que la imagen de area esta ligada a una
férmula y no es definida como un objeto geométrico sino como resultado de un célculo
acorde a un procedimiento determinado. Como veremos mas adelante, en el andlisis
de los resultados, muchos de nuestros estudiantes tienen una imagen de éarea
asociada a una férmula.

En Turégano (1998) en base a reflexiones sobre la ensefianza del calculo, se plantea
gue es recién a los 16 afios aproximadamente, que los estudiantes se enfrentan a las
ideas de infinito, de limite, etc. debiendo asimilarlos junto con otros conceptos y las
teorias formales que los caracterizan y desarrollan matematicamente. Es asi que la
teoria no interviene para ordenar un conjunto de experiencias previas debido a que
éstas simplemente no existen. Este estado de las cosas estaria llevando a los
estudiantes a enfrentar dificultades a la hora de comprender los conceptos
involucrados en el estudio del calculo.

En Turégano (1994), a partir de datos extraidos mediante cuestionarios y entrevistas a
estudiantes del primer afio del Bachillerato Unificado Polivalente'® de Espafia, se
evidencia la existencia de serias dificultades en cuanto a la disponibilidad y uso de
estrategias a la hora de calcular areas de figuras no rectilineamente delimitadas. Del
andlisis interpretativo de los datos recogidos en esta experiencia se llega a la

®¥EIB.U.P. correspondia, en esos momentos, a los estudios preuniversitarios.
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conclusion de que los estudiantes utilizan tres imagenes distintas del concepto de area
que permite clasificar a los estudiantes entrevistados en los siguientes niveles de
razonamiento:

x primitivo: son aquellos estudiantes que tienen una imagen primitiva geométrica
del area ligada a la extension y una imagen numérica ligada a una formula. Admiten
gue las superficies rectilineamente limitadas tienen &rea, que ésta depende de la
forma por lo que su medida esta determinada por una férmula. No admiten que se
puede determinar el &rea de superficies no rectilineamente limitadas.

x operativo: son aquellos estudiantes que no dan una descripcion explicita del
concepto de area pero que la nocién que tienen de ella les permite asignarle a la
misma propiedades, que usan correctamente en la resolucién de problemas. Admiten
la igualdad de areas para superficies de distinta forma, estén o no rectilineamente
limitadas, la conservacién del area por descomposicion o movimientos, utilizan las
propiedades aditiva y transitiva, admiten la posibilidad de asignar un numero a
cualquier superficie aunque no conozcan el procedimiento para hacerlo.

* descriptivo:  son aquellos estudiantes que son capaces de describir
verbalmente el concepto de area que poseen asi como sus propiedades usandolas en
forma correcta. Admiten la conservacién del area por descomposicién 0 movimientos y
utilizan correctamente y describen las propiedades de aditividad y transitividad.
Pueden asignar un numero a cualquier superficie aungue no conozcan el
procedimiento para hacerlo.

En el Capitulo IV, intentaremos ver si esta clasificacion se condice con los
comportamientos de los estudiantes que hemos entrevistado en la presente
investigacion.

En cuanto a las estrategias utilizadas por los estudiantes obtiene, entre otros, los
siguientes resultados:

x Se constata la falta de estrategias para la resolucién de problemas de areas, lo
gue no impide que los estudiantes utilicen correctamente el area de forma operativa.

x Las descomposiciones infinitesimales de las superficies no son procedimientos
evocados en forma espontanea para el calculo de areas. Se plantea que quiza esto se
debe a tener que romper con la imagen que tienen del area como espacio que hay que
cubrir.

x Imposibilidad de “ver” un area como limite de una suma de infinitesimales. Esto
tiene como origen el paso al indivisible de una dimensién menos previamente a la
suma de las areas, por lo que el area “desaparece”.

x Los estudiantes hacen un empleo tacito del infinitesimal como algo muy
pequefio pero distinto de cero.

Las reflexiones antes mencionadas son producto de diferentes investigaciones
realizadas por la autora en diferentes oportunidades y reportadas en Turégano (1994,
1996, 1998).

Esto la lleva a elaborar y presentar un modelo teérico, dentro del contexto matematico,
gue pudiera ser utilizado para una propuesta didactica de la presentacion de la integral
definida. Es asi que el problema que se plantea consiste en determinar un dominio
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rectangular cuya area sea igual a la de la region determinada por la grafica de una
funcion real f definida en un intervalo [a,b], acotada y no negativa.

f(x) f(x)

a b X a b X
Area(abBA) = Area(abDC)

El problema queda entonces reducido al célculo de la altura media de la funcion f en el
intervalo de definicion. Para determinar dicha altura se realizan sucesivas
subdivisiones del intervalo [a,b] por biparticion. Para cada subdivision se determina el
supremo (H) y el infimo (h) de la funciébn generando de esta forma dos sucesiones
monétonas y acotadas por lo que ambas tendran limite. En el caso de que estos
limites coincidan, éste sera la altura media de la funcion en el intervalo [a,b].

Esta propuesta se presenta como una alternativa a la integral de Riemann para ser
usado en la educacién secundaria. La idea es secuencializar el curriculo del calculo de
una forma que esté mas acorde con la génesis historica, es decir comenzar con la
integral definida independientemente de la diferenciacion.

Los argumentos que plantea la autora para encarar el tema de esta forma son a
grandes rasgos los siguientes:

x Cuando una cosa se descubre antes que otra, es probable que la primera sea
mas sencilla que la segunda. Mas de mil afios antes de que se conocieran los
métodos de la diferenciacion Arquimedes ya estaba haciendo integrales definidas.

* La integral es una continuacion de la idea de area, que los estudiantes conocen
desde la escuela.
X Esta forma de trabajo impide que los estudiantes consideren a la integracion

principalmente como lo inverso de la diferenciacion y pueden ver al Teorema
Fundamental del Célculo como lo que realmente es: un puente entre ambas
estructuras matematicas. (Turégano, 1996, 1998).

A diferencia de lo planteado por Turégano en la propuesta anterior, nuestro trabajo
esta enfocado a detectar estrategias de los estudiantes para ser utilizadas en la
presentacion de la integral de Riemann. Esta eleccion para la presentacion de la
integral definida se debe a que esta Ultima es la que los estudiantes enfrentaran a nivel
terciario una vez egresados del B.D. Compartimos con Turégano que el recurso mas
adecuado para la presentacion de la integral es el de area, que en nuestro caso seria
utilizado para dar un sentido a las sumas de Riemann.
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lIl. DISENO EXPERIMENTAL

Presentamos en este capitulo, en una primera instancia, la secuencia que fue
disefiada para ser presentada a los estudiantes como medio para recabar los datos
gue nos permitan dar una respuesta a nuestra pregunta de investigacion. Haremos
una justificacion de la misma analizando los por qué de las propuestas, qué
esperamos de los estudiantes en cada uno de los items propuestos. Mostramos,
ademds, un analisis de la propuesta desde el punto de vista matematico. Luego
haremos un detalle de las caracteristicas de la poblacion entrevistada y de la puesta
en escena de la propuesta.

En una segunda instancia haremos una descripcion de la metodologia que hemos
decidido utilizar para la presentacion de los datos que hemos recabado, asi como una
guia para facilitar la lectura de los mismos.

l11.1. DISENO Y DESARROLLO DE LA SECUENCIA

Uno de los principales objetivos de la presente investigacion es conocer las diferentes
estrategias que utilizan los estudiantes del Bachillerato Diversificado (edades 16 a 18
afos) del Uruguay al enfrentarse al calculo de areas de figuras limitadas por la gréafica
de una funcién no negativa definida en un intervalo [a,b], el eje de las abscisas, y las
rectas de ecuaciones x = ay x = b. Se pretende, en una etapa posterior, utilizar la
informacioén recabada con el objetivo de elaborar una secuencia didactica para
introducir el calculo de integrales definidas vinculandolas con el area bajo una curva.
La idea es, en lo posible, explorar y utilizar aquellas formas naturales o espontaneas
en que los estudiantes razonan en este tema en el disefio de una secuencia que
acerque a éstas con aquellas utilizadas y aceptadas por la comunidad matematica.
Creemos que este acercamiento nos permitirqd, con pocas modificaciones de bs
conocimientos de los estudiantes, introducirnos en el tema de una forma natural
siguiendo el camino que transitaron los matematicos de antafio y acercando a los
estudiantes los problemas que le dieron origen.

Para ello se disefiaron las dos propuestas siguientes:

I11.1.1 Cuestionarios

Propuesta 1l

Actividad 1

Este es el gréafico de la funcion f: R ® R/ f(x)= 6/x.
(N
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Sea A la region encerrada entre la gréafica de f, el eje de las abscisas y las rectas de ecuacion
x =1y x =6, como muestra la figura.

a) Intenta calcular el area de A.
b) El valor que hallaste en a), ¢corresponde al &rea de A? Justifica tu respuesta.

Actividad 2
a) El valor que hallaste en la actividad 1 es una aproximacién del area de A. Encuentra

una mejor aproximacion.
b) ¢Se puede continuar este proceso en la bausqueda de mejores aproximaciones? Si
contestaste afirmativamente explica ampliamente como harias una mejor aproximacion.

Si lo hiciste negativamente, justifica tu respuesta.

Actividad 3
Este es el grafico de la funcién f: R ® R/ f(x) = x(6-x)

f(x)

m

Sea B la regidn encerrada entre la grafica de fy el eje de las abscisas entre los puntos (0,0) y

(6,0), como muestra la figura.
a) Intenta calcular el &rea de B.
b) En caso de que lo consideres posible, explica ampliamente como

encontrar mejores aproximaciones de B.

Propuesta 2

Actividad 1
Este es el gréfico de la funcion f: R® R / f(x) = x(6-x)
N )
A
g g %

Sea A la region encerrada entre la grafica de f y el eje de las abscisas entre los puntos (0,0) y

(6,0), como muestra la figura.
a) Intenta calcular el area de A.
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b) El valor que hallaste en a), ¢corresponde exactamente al area de A? Justifica tu
respuesta.

Actividad 2
a) El valor que hallaste en la actividad 1 es una aproximacion del drea de A. Encuentra
una mejor aproximacion.
b) ¢Se puede continuar este proceso en la busqueda de mejores aproximaciones? Si
contestaste afirmativamente explica ampliamente cémo harias una mejor aproximacion.
Si lo hiciste negativamente, justifica tu respuesta.

Actividad 3
Este es el gréafico de la funcién f: R® R / f(x) = 6/x
e \
B T»
1 6 X

Sea B la regién encerrada entre la grafica de f, el eje de las abscisas y las rectas de ecuacion
x =1y x =6, como muestra la figura.
a) Intenta calcular el area de B.
b) En caso de que lo consideres posible, explica ampliamente cdmo
encontrar mejores aproximaciones de B.

Il1.1.2. Fundamentaciéon delas dos propuestas

Se pretende determinar si el estudiante dispone de alguna estrategia para enfrentar
este tipo de tarea, en caso afirmativo cual o cudles son estas estrategias, como las
utiliza, qué herramientas elige para trabajarlas, cual es el grado de confiabilidad que
tiene en ellas, como influye la concavidad de la funcion en el tipo de estrategia a
utilizar, etc. Pensamos que éstas seran diferentes segun que la funcion involucrada
tenga concavidad positiva 0 negativa por lo que a la mitad de los estudiantes se les
presenta la propuesta que involucra primero a la hipérbola y a la otra mitad la que
aparece en primera instancia la pardbola. Pensamos que mayoritariamente obtendran
aproximaciones por exceso en el caso de la funciéon de concavidad positiva y por
defecto en el otro caso. También se desea observar si estas estrategias son diferentes
para cada situacion, si son las mismas o si tienen algunos aspectos en comun.

Al cambiar de curva esperamos observar también si el estudiante, al enfrentarse ala
nueva situacion, trabaja sin tener en cuenta lo hecho en las actividades anteriores, si
utiliza igual estrategia, si cambia de estrategia, si ha habido algun tipo de aprendizaje
en el transcurso de la prueba lo que podria llevarlo a trabajar con alguna estrategia
mas eficiente.
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Cada propuesta es acompafiada de las figuras a las que le tienen que calcular el area
para que alli realicen trazados, mediciones, o lo que ellos consideren necesario con el
fin de que las utilicen como figura de analisis, lo que a su vez nos permitira interpretar
el tipo de razonamiento que realizaran los estudiantes.

Todas las gréaficas que se les presentan estan hechas a escala (1:1), para que exista
una congruencia entre las imagenes que se obtienen con la expresion analitica de la
funcién y la lectura que se puede hacer de las mismas a partir de las graficas. Esta
decision se tom6 debido a que en una prueba preliminar realizada con otros
estudiantes, al presentarse un cuestionario similar al presente acompafiado de una
figura de andlisis que no mantenia dicha escala, varios estudiantes no continuaban su
trabajo porque la figura no se correspondia con los valores que se obtenian por medio
de la expresion analitica.

I11.1.3. Justificacion de cada pregunta

Como béasicamente las dos propuestas son iguales, en esta etapa se justificaran las
seis preguntas base de ambas propuestas.

Actividad 1
a) Intenta calcular el area de A.

En una primera instancia se penso6 en enunciar este item diciendo: “Calcula el area de
A”. De acuerdo con la tradicion de nuestro sistema escolar la palabra “calcula” les
estaria indicando que ellos deben conocer algun método que les permita realizar
efectivamente el calculo exacto del area de la region. Sin embargo, al tratarse de
estudiantes que no han realizado hasta el momento ningun curso de célculo integral
sabemos que no cuentan con herramientas apropiadas. Pensamos que esa redaccion
los llevaria a buscar un camino conocido y al no encontrarlo algunos estudiantes
podrian verse limitados y responderian que no se puede o simplemente que ellos no
pueden porque no les fue ensefiado, por lo que no harian intentos para aproximarse al
area buscada. Para comprobar esta hipotesis, se realiz6 un estudio previo, que no se
presenta en el presente trabajo, en donde se les pedia que calcularan el area de la
region A y la mayoria de los estudiantes respondio lo que habiamos previsto. Otros,
luego de un largo rato, preguntaron si podian aproximar el area en lugar de calcularla
ya que no “recordaban” como hacerlo. Para revertir esta situacion se optd por el uso
de la palabra “intenta”, que consideramos permitiria que los estudiantes se sintieran en
libertad de trabajar como quisieran ya sea acotando, aproximando, midiendo, etc.

Uno de los objetivos de esta pregunta es ver si los estudiantes detectan toda la
informacion que se les brinda tanto en forma grafica como analitica, si hacen uso de
ella, si entienden la notacion utlizada lo que nos permitiria determinar si estos
aspectos serian 0 no obstaculos extras en el momento de trabajar el aspecto esencial
de la investigacion. También se pretende observar si usan la expresion analitica para
realizar los calculos o si utilizan instrumentos de medicion. En definitiva se intenta
determinar si interpretan y utilizan total o parcialmente los datos que se les ofrecen.

Se espera que los estudiantes utilicen la expresion analitica para calcular imagenes y

que usen dichos valores para el calculo de areas de figuras que los llevaran a
aproximar el area de la region.
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En la prueba preliminar antes mencionada se trabajé con estudiantes de entre 14 y 18

afos (1°, 2° y 3° afio de Bachillerato Diversificado) y en general, los mas jovenes, no
usaron la expresion analitica para llegar a las imagenes sino que usaron regla para

determinar las dimensiones de las figuras auxiliares que habian trazado.

Para la presente investigacion se acotd la poblacion encuestada (se trabajé con

estudiantes del ultimo afio de Bachillerato Diversificado) lo que nos permite prever que

usaran el calculo de imagenes de la funcion para la determinacion de las dimensiones
de las figuras auxiliares.

Consideramos que una posible estrategia a utilizar por los estudiantes para obtener un
valor aproximado del area de la region es cubrir la misma con figuras bien conocidas
por ellos (triangulos, rectangulos, etc.) a las que les puedan calcular el area.

También podria suceder que dividieran la region usando una particion ya sea
horizontal o vertical.

En esta primer aproximacion pensamos que la mayoria de los estudiantes llegaran a
un valor aproximado del area de la region, ya sea con alguna de las estrategias ya
nombradas u otras pero sin pensar en ninguna especie de algoritmo geométrico que
les permita luego hacer una generalizacion.

b) El valor que hallaste en a), ¢corresponde exactamente al area de A? Justifica
tu respuesta.

A través de esta pregunta se desea constatar si los estudiantes creen que el valor
encontrado es el area de la region o se trata de una aproximacion. Esperamos que la
totalidad de los entrevistados reconozcan que el valor que hallaron no es exactamente
el buscado.

Ademas se buscaria establecer si pueden aceptar la existencia de tareas que, por el
momento, no pueden cumplir en su totalidad y para las cuales no han recibido
instruccion. Es practica usual en nuestro sistema de ensefianza que las actividades
gue se proponen a los estudiantes siempre tienen un resultado, que ese resultado es
anico y que, con la instruccién recibida en el aula alcanza para poder llegar a ese
resultado. Con esto no se quiere decir que en ningun curso se trabaje con actividades
gue sean un reto para los estudiantes, es decir actividades que los lleven a investigar,
conjeturar, argumentar, etc., sino que, en general, a partir de segundo afio de B.D. las
actividades que se les proponen son usualmente rutinarias e involucran una serie de
algoritmos, férmulas y tablas que terminan siendo manejables por gran cantidad del
estudiantado sin que haya necesariamente un entendimiento profundo y significativo
de la tarea. En definitiva se trataria de establecer la influencia de los contratos escolar
y pedagdgico y los distintos tipos de contrato didactico que éstos regulan asi como el
impacto del contrato experimental en el comportamiento y rendimiento de los
estudiantes durante la entrevista.

Por otro lado, se pretende ver qué tipo de argumentos usan para la justificacion de su
respuesta; si usan argumentos visuales, argumentos de orden instrumental (confianza
en las herramientas utilizadas, en el manejo que ellos hacen de las mismas, etc.), etc.
Se espera que haya diversidad de argumentos prevaleciendo el argumento grafico,
pues las herramientas que usaron no llegan a agotar completamente la region.
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Actividad 2

a) El valor que hallaste en la actividad 1 es una aproximacién del area de A
Encuentra una mejor aproximacion.

El enunciado de esta actividad les es entregado una vez finalizada la actividad
anterior. En el mismo se les proporciona nueva informacion que, segun lo esperado,
ya presumen o conocen. Se les pide entonces que profundicen sobre lo trabajado en
la actividad anterior. Se pretende observar si hay cambios de comportamiento, si hubo
0 no aprendizaje, el grado de confianza de los estudiantes en sus procedimientos,
influencia del contrato experimental y del contrato institucional.

Se espera en este caso, que una menor cantidad de estudiantes, con respecto a la
actividad anterior, llegue a un nuevo valor ya que esta actividad exige mayor trabajo,
gue no sabemos si los estudiantes estarian dispuestos a asumirlo, y mayor demanda
cognitiva, sobre todo si la primera aproximacion es muy ingenua.

b) ¢Se puede continuar este proceso en la busqueda de mejores
aproximaciones? Si contestaste afirmativamente explica ampliamente cémo
harias una mejor aproximacién. Si lo hiciste negativamente, justifica tu
respuesta.

Se espera observar aqui si los estudiantes son capaces de elaborar una estrategia
sistematica que les permita calcular cada vez mejores aproximaciones del area de la
region, o si por el contrario no encuentran en sus métodos de trabajo cierto
procedimiento sistemético para continuar aproximando.

En caso de que su respuesta sea afirmativa seria de interés determinar si el alumno
puede concebir un proceso finito o infinito y si sus procedimientos se asemejan 0 no a
los generados por los matematicos en la evolucién histérica del concepto.

También se pretende observar si aparecen en sus argumentaciones los obstaculos, en
el sentido de Brousseau, que enfrentaron, en el pasado, estos matematicos y si
aparecen otros obstaculos ademas de los epistemolégicos (didacticos, cognitivos).

Actividad 3
a) Intenta calcular el area de B.

Aqui se pretende no solamente observar qué estrategias usan para hacer una primer
aproximacion del area de la regién B sino también, como se dijo anteriormente, Si
utilizan los mismos procedimientos que usaron para la region anterior, si el cambio en
la concavidad produce cambios en las estrategias, si hubo o no un aprendizaje, una
reflexion, un cambio de actitud por parte de algunos estudiantes, etc.

Aunque las actividades anteriores se presume que sean de alta exigencia para el
estudiante, se espera que la mayoria llegue a un resultado numérico aproximado del
area de la region.

b) En caso de que lo consideres posible, explica ampliamente como encontrar
mejores aproximaciones de B

Los objetivos y expectativas referidas a esta pregunta son similares a los de la

Actividad 2 b), y nos servira para comparar el tipo de argumentaciones de la actividad
anterior con los que brinde ahora en esta segunda oportunidad.
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l.2. ANALISIS DESDE LA PERSPECTIVA MATEMATICA

Analizaremos a continuacion cuéles son las herramientas usadas al nivel de la obra
matematica para el célculo del area bajo las curvas que hemos decidido utilizar en la
propuesta y diferentes caminos que permitirian a los estudiantes llegar al area
buscada utilizando las herramientas que creemos ellos disponen de acuerdo a sus
conocimientos previos. Esto nos permitira reflexionar en profundidad sobre la tarea y
asi poder interpretar mejor las respuestas de los estudiantes.

[11.2.1. Célculo del &rea del segmento de parabola

FR® R/ f(X)=x(6-X)

La herramienta que primero usaria un matematico, para realizar el célculo del area, es
la integral definida:

6 é
A= Qx(6- X)dx = 86— -
é 2

Sabemos que los estudiantes entrevistados no cuentan con ella por lo que
presentamos a continuacién otras formas de llegar al area buscada.

En todos los casos usaremos la simetria de la parabola con respecto a la recta de
ecuacion x = 3, por lo que estariamos calculando el area de la region comprendida
entre la curva, el eje de las abscisas y las rectas de ecuaciones x=0 y x=3.

Realizaremos una particion del intervalo [0,3] en n intervalos de amplitud 3 .
n

Utilizaremos los siguientes resultados cuyas pruebas visuales figuran en el Anexo Il.
Hemos elegido este tipo de pruebas basados en el andlisis realizado en el Capitulo |
en referencia al valor de las imagenes en cuanto nos pueden ilustrar resultados,
conceptos, métodos y estrategias de pensamientos.

1) g _n(n+D 2) é[‘l 2 _n(+En+1)
- 2 g 6
i=1 i=1
2
B)én(Zi-l):nZ 4)5_(2i-1)2=M
i=1 i=1 3

68



Capitulo 1l

X Estrategia 1
Método Rectangular
Trabajaremos con aproximaciones por defecto y por exceso aunque pensamos que la

mayoria de los estudiantes, al trabajar con esta figura, lo hara por defecto debido a la
concavidad de la funcion.

Sumas inferiores

s = 2100+ 2 B0 3,20, 3,010
neng n eng nen g M)
-
/
38 .3(-Du /
=ZAaf s =
nglg n § ZZ
/
J [
_ %a 3(|n 1)6%_ (i 1)0
i=1 e n o
-2 9 8- um-G-n]-
N n?iZ;
0 N\ 3 6
39€ & 3.(-1) 3.
=—.—§2na(l 1) - a(l 1) u = L
nnzg i= i—1 Hporl)yZ)

_39¢ (n-DYn_(n-1).n(2n- Da_
Y 6 #

=

n

9 nmn-D@n+DY _9(n-P(4n+3 b
'n2 6 2n?

9(n- 1)(@n +1)
2n?

s(n) =

S5 |w

Sumas superiores

S(n) = §f8§9+§.f§3§;29+ ...... +§.f8@9=
neng neng nén g
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348 (630U 3& (3B.(- 10
=232 +1(3
n?‘ &nll ng 2‘ € n o ()g
(x) A
_ 3@ D@+, o0 _ Y
ne 2n 2} 7
_38.@4n” +3n-10 _ 7
ng 2n B 7
:9.(4n2+3n-1) b
2n2
0 3 6 ;
5 S(n)=9.(4n2+23n-1) 3_('n_1L%~L
2n

Sabemos que el area buscada esta comprendida entre 2.s(n) y 2.S(n), es decir que:

on- 4+ . 4 . 9.(4n° +3n- 1)

2s(nNEAE£2S((n) b 5 >

n n

93%+_-£A£36+9% 10
Ng nﬂ

Hallemos algunas cotas inferiores y superiores:
Para n = 3 obtenemos:

26£ A£44

Para n = 10 obtenemos:
33,21 £A£38,61

Para n = 1000 obtenemos:

3597...£ A £ 36,02....
Si pasamos al limite obtenemos:

lim 36-—%+ = |im 36+9a:°>-—'—36 b|A=36
n® +¥ ne nﬂ n® +¥ ne Ng
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X Estrategia 2

Método Trapezoidal

i)+ 20 B9, @20 @B0-Do, &8N0
sn)= 3. éng,3 eng enpg, 3 € N o eNp_
n 2 n 2 n 2
= i§(0)+2.f8§9+ ........ 42580 DO, 43)0.
eng e N g [} /
) -
/
e n ; 0
= 3 808 B0 1)o+9+ e //
Ng =1 N 2 4 /
_ 3 3n-Dean+D oo /
2n @ 2n @
_36n®-9 b
2n?
_36n2-9 0 /N3 6 x
p 2.s(n) = — 3.(-1) 3.
n n n
2s(n) = 36 - %
n

Las aproximaciones que encontramos por este método son por defecto y como la
expresion que nos permite determinar la suma es simplemente el promedio entre las
sumas inferiores y superiores del método rectangular esto nos permite mejorar las
cotas obtenidas paran =3, 10 y 1000.

Las cotas inferiores que obtenemos son 35, 35,91 y 35,999991 para los valores de n:
3, 10 y 1000 respectivamente.

Si pasamos al limite obtenemos:

lim 36 - i =36
n® +¥ n2

" Por resultado obtenido al calcular la suma en el método rectangular.
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X Estrategia 3

Método de la ordenada del punto medio

sy =2 @10,3,830,  ,3482-3)0,3 (2" 1o_
n e2ng n é2ng ne 2n g nNeé 2n g
MO -
3 8 a82i-)6 _ 34 32i-1) 32i- )6 _ /
_Ha fg > - = —a (?%- - = j[
. e 2n g n._. 2n ¢ n g
i=1 i=1
3 9 & . . |
=22 3 (@-1)4n-(2-1) = .
N an? o
& n n o) E
- 2—7394n.§1 @i-1- § @i- 927 = :
an3§ o i=1 g Por Dy 2) :
2 2_ 10 : >
- 2_73<;4n_n2 _nGn”- D> 0 3 6
an° & 35 3.0-1) | 3.
n n
_ 72n% +9 b punto
an2 medio
2
b 25n)= 2" *9 2.5(n) = 36 +——
2n2 2n?

Las cotas que obtenemos en este caso paran =3, n=10y n =1000 son 36.5, 36,045
y 36,000005 respectivamente.

Estas cotas son por exceso ya que para cada sub-intervalo [x;.1, x] de [a,b] se cumple
gue el area del rectangulo cuya altura es la ordenada del punto medio es igual a la del
trapecio determinado por la tangente a la grafica en el punto medio, que esta por
encima de la gréfica por ser de concavidad negativa, y tres lados del rectangulo
anterior. Esto se debe a que los triAngulos en amarillo que se observan en la figura
son congruentes ya que tienen congruentes un lado y los tres angulos.
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Si pasamos al limite obtenemos:

lim 36 P 36

n® +¥ 2n2

X Estrategia 4
Método de Arquimedes

Como ya se explicéd y se demostro en el Capitulo I, componente epistemoldgica, y en
el Anexo |, Arquimedes encuentra el area de un segmento de parabola dividiéndolo en
una serie de triangulos que agotan el area del segmento en el sentido que el area de
la region no cubierta por los triangulos se puede hacer “tan pequefia como se quiera.”

C

B

A

El prueba que el area de la seccion parabolica es 4/3 el area del triangulo ABC, siendo
C el punto de contacto de la tangente a la parabola paralela a la cuerda AB.

En nuestro caso el tridngulo a considerar es el de vértices A(0,0), B(6,0) y C(3,9).

@D 0 i
ACABCT= 22 =27 b  A(sp(ABC)) = %.27 =36

Las estrategias 5 y 6, inspiradas en el trabajo de Antonio Anzalone (2001), que
desarrollaremos a continuacion incluyen el uso de tangentes a la gréfica de la funcién
y la estrategia de compensacion de areas.

Hemos decidido incluirlas en esta seccibn ya que algunos de los estudiantes
trabajaron en este sentido.

Creemos que el trazado de tangentes dio a los estudiantes, a la hora de dividir la
region en figuras conocidas por ellos, una sensacion de mejor aproximacion al area
buscada.

En cuanto a la estimacion visual pensamos que algunos estudiantes buscaron
mediante trazados auxiliares (en los que incluimos a las tangentes) reconocer figuras
geomeétricas bien conocidas por ellos que les resultaron equivalentes a las de la region
en cuestion o a parte de ella.
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X Estrategia 5

Sea un segmento de parabola de cuerda AB y el punto C de la parabola tal que la
tangente a la misma es paralela a la cuerda AB.

Se trazan por Ay por B las tangentes a la parabola (t,) y (ts) respectivamente

Sea (p) la recta paralela al eje de la pardbola que pasa por C.

(p) C (AB) ={M}
(p) C (ta) ={Ta}
(p) C (ts) = {T&}

Por propiedad 2 de Arquimedes™® sabemos que:
i) C es punto medio del segmento MT4

P Ta° Tg"
i) C es punto medio del segmento MT5;

Se demostrara que el area del segmento de parabola (sp(ABC)) es igual a 2/3 del area
del triangulo ATB. ty

e
 \ M
C
te ®
tB
; 4 .2D 0 B
A(sp(ABC)) = ZAGABC*
3 & &
> b
&b 0 41.2D 0
C punto medio del segmento MT b AQABC‘: —AGATB™
g 2 & g
J

) 2.2D 0
b | A(sp(ABC)) = ZACATB™
3 & &

Para el caso que nos ocupa tendriamos:

18 \ver Anexo |
9 A este punto lo nombraremos T.

74



(ta) y = 6X
(tg) y = -6(x— 6) P T(3,18)
(t) C(te) ={T}
&D 0 )
AGATBj = ﬁ =54
& 5 2
> b

) 2 ., 2Db 0
A(sp(ABC)) = ZAGATB ™
3 P

J
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M T

i ,/\\
| te
\

b A(sp(ABC)) = 2.54 - 36

X Estrategia 6

L
{0,0) B{6,0) =

Sea G el baricentro del triangulo ABT y P el punto medio del segmento GT.
Demostraremos que el area del segmento de pardbola sp(ABC) es igual al area del

triangulo ABP.
_ 1
MG = —MT (1)
D 3
G baricentrode ABT
_ 2
MP ZMT (2

P pto. medio de GT 3

3 D . D 3 D
A(ABP) = A(AMP ) + A(BMP ) =

N[

MP.d(A, MC) + L MP.d(B, MC) =
2 por (2)

2 MT. dA MC) + £ . 2 MT .d(B, MC) =
3 23

N

t
/{
T M D
P G
B
tB
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2 1 1

= Z. (= .MT.d(A, MC) + = .MT .d(B, MC)) =
3 (2 (: ) + > ( )
2 & D . D 0

= —.CA(ATM) + A(BTM)T =
3 & P
2 . D ;

= —.A(ABT) = A(sp(ABC)) b
3 por (A)

b [A( ABP) = A(sp(ABC))]

Apliqguemos el resultado anterior a nuestra parabola.

Sea G el baricentro del triangulo ATB.
G pertenece a la recta de ecuacion x = 3

GM = 1 TM, M el punto medio del segmento AB.

prop. baricentro 3

De lo anterior deducimos que las coordenadas de G son (3, 6).

Sea P punto medio del segmento TG.

T3, 18)
b P(3, 12)
G(3, 6)
Mix) 1
D z
A(ABP) = 6'_212 - 36 :
b VRS
D P g
A(ABP) = A(sp(ABC))
b| A(sp(ABC)) = 36 :
G
AD.o) B0 x
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[11.2.2. Célculo del &rea del segmento de hipérbola

FR® R/ f)= 2
X

Nuevamente utilizaremos a la integral definida para realizar el calculo del area bajo la
hipérbola.

86 . _ .81 6 _ i _
Q;.dx = GQ;.dx =[6.L(x)], =6L(6)- 6.L(1)=6.L(6) @10.75

Como ya se dijo los estudiantes no cuentan con esta herramienta por lo que
procederemos a realizar el célculo con otros procedimientos.
X Estrategia 1

Método Rectangular

Trabajaremos con aproximaciones por defecto y por exceso aunque pensamos que los
estudiantes, al trabajar con esta figura, lo haran mayoritariamente por exceso.

Tomaremos en el intervalo [1,6] una particion de modo que los puntos que la
componen estén en progresion geometrica.

Sumas inferiores
f(x)p

AN
(n) = ‘l;;1 V;T
((‘/6-1).f(%)+§§/6_2-%g.f§/6_22+...+§§/§-R‘/Fg.fg?/gg+...+§§/e_“-%r‘_'lg.f(6)
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=4 %J_ Yei-2 96l - aJ6'_Q5 1)i 4 W6-1)-0 -
\/7 i=1 6
6 -
= (%-1)%.n P |[s(n)= 6.n.Q/§ !
Sumas superiores
f(x) k
s =4 QJ_ 6i-10= x
ﬂe a X

i 1

-4 7o) -

n ——
= é_ (Q/g' 1)6= >
i=1 1 / \\V 6 X
=(D/€-1)6n b Ve s
b [S(n)= 6.n.(£}’€ - 1)

Sabemos que el area buscada esta comprendida entre sy S, es decir que
n - e
s EA£S(n) b ﬂg/@) £AE 6.n.(£‘/6 - 1)
6

Hallemos algunas cotas inferiores y superiores
Para n = 3 obtenemos:

8,0942....£ A £14,7081....
Para n = 10 obtenemos:
9,8424.... £ A£11,7738....

Para n = 1000 obtenemos:
78



10,7409.... £ A £ 10,7601....

Si pasamos al limite obtenemos:

» E.L(G)
n

L(6)
6.n.—=
lim = lim N - 61(6)

e+ s n® +¥

» E.L(G)
n

1

lim 6.n
n® +¥

= 6L(6)

A Estrategia 2

Método Trapezoidal oo

o8/ i-10, ca8/ Qlap/.i nf.j-10

9§g6 ;”SE%@' 6 >
S(n):a > =
i=1

Capitulo 1l

4

n e 0 —
:lé@ 6 , 6 :n\/6"1(% 1)—
2. 7%n[ -1 nfai” .
i=1eV6 6 g A c
n/ N
n am ;
:16('3/6_ 1)é 9‘/64_1:”6' 1_ '\IE1
2 G ol
i=1l@¢ V6 g
n a.i-10
- a5 - s afa 1O -
i=1% V6’ &
) 3n&e2 - 19
-3.8862-13L = sn=—%__2¢
é 26 Ve
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Las aproximaciones que encontramos por este método son por exceso ya que la
concavidad de la funcién es positiva y nuevamente se trata del promedio entre las
sumas inferiores y superiores del método rectangular lo que nos permite mejorar las
cotas obtenidas paran =3, 10 y 1000.

Las cotas superiores que obtenemos son 11,4011..., 10,8081... y 10,7505... para los
valores de n, 3, 10 y 1000 respectivamente.

Si pasamos al limite obtenemos:

X Estrategia 3

Método de la ordenada del punto medio Oy k

- - . B ~i-1 N i 0
S(n) = 5?*/6_' ”6"1§f§—w£=
i=1 5

Al

-2{ 1)"”6'_4_@() / \”

= 12\¥6 - 1)+ b | s(n)= 20061
b " Tﬁ%ﬁj

Las cotas que obtenemos en este caso paran =3, n= 10y n = 1000 son 10,4419...,
10,7218... y 10,7505... respectivamente.

Realizando un razonamiento analogo al hecho anteriormente con una funcion
monétona de concavidad positiva llegaremos a que estas aproximaciones son por
defecto.
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Si pasamos al limite obtenemos:

X Estrategia 4
Método de Saint-Vicent

Repasemos los resultados obtenidos por Saint-Vicent y de Sarasa (En Duran, 1996)
acerca de la cuadratura de la hipérbola, de acuerdo a lo analizado en el Capitulo I:

Dada la hipérbola de ecuacion x.y = 1, un intervalo [a,b] I (1, + ¥), una particion Py,
Llamaremos S(a,b) a la suma de las areas de los rectangulos que dicha particion
determina y A(a,b) al area encerrada por la curva, el eje Ox y las rectas de ecuacion x
zayx=h.

Saint-Vicent prueba que S(k.a,k.b) = S(a,b) " k1 R* (1) y como:

si consideramos una subdivision infinita de rectangulos con base infinitamente

pequefia, la norma de la particion tiende a 0 y se cumple que: S(a,b) ® A(a,b) y
S(k.a,k.b) ® A(k.a,k.b) y obtenemos como resultado:

Aa,b) = Aka,kb), " ki1 R*.

Trabajemos ahora con nuestra funciéon fR° ® R / f: f(x) =

P[16]=i1=9/670,%,5‘/672, ........ Y 6”'1,9/67“=6§

y la particion

x| o

SN

s(n) = S(J,J_)+SQ V62 24 ..... +s§m6i'1,n6i9+ ....... +s§m6”'1,69
2 e 2 e 2

}D

Por (1) sabemos que:

s(l%)=58%,«”/629= = ae6' 1061 %= =sBlen-1 62
e %]

e 9 J

b s(n)=n. s(l%) =
o [5- h5) -
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= n.@‘/@- 1)i P |s(n)= _(_)Gn.%- 2

e Ve

resultado que coincide con la expresion obtenida para las sumas inferiores del método
rectangular, como era de esperar.

l1.3. POBLACION ENTREVISTADA

Se entrevistd a 35 estudiantes de tercer afio de Bachillerato Diversificado opciones
Arquitectura e Ingenieria. Estas dos opciones provienen de un mismo tronco, de
segundo afio de Bachillerato orientacion Cientifica®®. Esto significa que todos los
estudiantes entrevistados tuvieron los mismos cursos previos de matematica.

En cuanto al tercer afio de Bachillerato en ambas opciones abordan, en general, los
mismos temas pero con diferencias en el enfoque, la profundidad, la carga dentro del
curriculo. En la opcién Ingenieria los temas se distribuyen en tres materias separadas
denominadas Matematica A, B y C respectivamente, con una carga horaria total de 17
clases semanales. En la opcion Arquitectura todos los temas se engloban en una sola
materia con una carga horaria de 6 clases semanales. Estas diferencias se pueden ver
en el Anexo lll, en donde figuran los programas de matematica vigentes hasta el
momento, de todas las orientaciones y opciones. En ambos cursos no figura el tema
gue nos ocupa, es decir que los estudiantes entrevistados no deberian conocer
técnicas de célculo de areas bajo una curva, métodos de integracion, etc., ni deberian
haber escuchado términos como aproximaciones por exceso, por defecto, ni método
de exhaucion o similares. La excepcion la conforman los cinco estudiantes del Liceo
Cuidad de San Felipe que, en el curso de informatica que forma parte de su curriculo,
realizaron un trabajo vinculado con el tema que se detalla mas adelante. Los
resultados de este grupo se analizaran mas adelante en detalle.

Los estudiantes seleccionados realizan sus cursos en liceos estatales y liceos privados
segun el siguiente detalle:
% Liceos del Estado:
Liceo N° 2, Instituto Héctor Miranda: 17 estudiantes
Liceo N° 4, Juan Zorrilla de San Martin: 2 estudiantes®*
* Liceos privados:
Cuidad de San Felipe: 5 estudiantes
Instituto Ariel Hebreo Uruguayo: 7 estudiantes
Liceo Latinoamericano: 4 estudiantes

Las edades de los estudiantes oscilan entre los 16 y 18 afos. Hay dos estudiantes de
16 afios, diez de 18 afos y los restantes de 17 afios.

Dieciséis de ellos son estudiantes de Bachillerato opcién Arquitectura y diecinueve de
opcion Ingenieria.

Para un mejor manejo de la informacion, a cada estudiante se le asigné un niumero del
1 al 35.

2(1) Los detalles de como funciona el Bachillerato en Uruguay figuran en el Anexo 1.

El nimero tan pequefio de estudiantes, en este caso, se debe al caracter voluntario de la prueba. En el
caso de los liceos privados los grupos entrevistados constan de la cantidad de estudiantes que figura en
el detalle.
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En cada uno de los cinco grupos en los que se realizé la entrevista se trabajé en
ambas propuestas.

La propuesta 1 fue trabajada por 18 estudiantes designados con los nimeros:
3,4,6,7,8,10, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 32, 34, 35.

La propuesta 2 fue trabajada por 17 estudiantes designados con los nimeros:
1,2,5,9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 30, 31, 33.

Estudiantes del liceo Ciudad de San Felipe

Los 5 estudiantes sefialados con los numerales 15, 21, 31, 32 y 33 que realizan sus
estudios de Bachillerato opcion Ingenieria en el instituto privado Ciudad de San Felipe
conforman un grupo especial. Esto se debe a que en el curso de informatica, que
forma parte de su curriculo, trabajaron con el tema que nos ocupa previamente a la
realizacién de la entrevista.

Este trabajo fue planificado, en forma conjunta, por los docentes de informatica y de
matematica con el objetivo de que los estudiantes tuvieran una idea del tema cuando
fuera abordado en la clase de matematica. Cabe aclarar que el tema no forma parte
del programa respectivo de matematica, sino que la docente a cargo decidi6 que seria
conveniente realizar en clase una aproximacion al tema ya que consider6 que les seria
de utilidad para los cursos de nivel terciario.

La mecénica de trabajo fue la siguiente:
* Primero se les presenta una funcién cuya representacion grafica es una recta 'y
se les pide que calculen el area bajo la misma en un intervalo en donde la funcion
es positiva. La figura determinada es un trapecio y no se presenta ninguna
dificultad en el calculo del area de dicha region.
¥ Ahora trabajan con una funcion definida por zonas cuya representacion grafica
es una poligonal en un intervalo en donde no es negativa. Los estudiantes dividen
el intervalo de forma tal que las figuras que obtienen son bien conocidas por ellos a
las que les calculan el area sin dificultad. En esta instancia el docente sugiere a los
estudiantes que realicen una particion mas fina y que vuelvan a calcular el area.
Comparan los valores obtenidos y discuten qué sucederia si se sigue afinando la
particion.
#* Se les presenta ahora una funcion continua en un determinado intervalo y no
negativa y se les pide que calculen el area usando la idea de realizar particiones
sucesivas. El docente les presenta dos opciones de trabajo: con trapecios y con
rectdngulos. Los estudiantes realizan los calculos con las distintas opciones y
discuten sobre la conveniencia de una u otra opcién. Al continuar afinando la
particibn ven que las diferencias entre ambas van disminuyendo. Trabajan en
forma similar con otras funciones, siempre continuas y no negativas en los
intervalos de trabajo.
¥ El trabajo final consiste en que construyan un algoritmo que les permita realizar
los calculos y que elaboren un programa con el mismo para aproximar el area de
cualquier funcion en las condiciones ya indicadas.

Esta actividad seria retomada con posterioridad en la clase de matematica al introducir
la definicion de integral de Riemann.

En el momento de la realizacion de la prueba que nos ocupa ya habian terminado con
las actividades antes mencionadas en el curso de informatica. La instancia de
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formalizacion del concepto por parte de la docente de matematica se realizdé con
posterioridad a nuestra entrevista.

II1.4. PUESTA EN ESCENA

El cuestionario fue propuesto en cuatro oportunidades. Todos los estudiantes fueron
consultados previamente acerca de si estaban dispuestos a realizar la actividad, se les
explicé para qué y porqué se hacia. Las instrucciones para la realizacién de la misma
fueron que trabajaran en libertad, que usaran el material que quisieran (calculadora,
regla, compas, manuales, etc.), que dejaran por escrito todas las ideas que les
surgieran. Un aspecto que se consider6 importante aclarar es que no estaban siendo
evaluados, ni ellos ni sus docentes, con el proposito de disminuir en lo posible el stress
que puede generar la realizacion de una prueba. En una primera instancia hubo buena
disposicion de parte de los 35 voluntarios para realizarla.

La primera se realizo el 16 de agosto de 2002 a los 7 estudiantes de Arquitectura del
Instituto Ariel Hebreo Uruguayo en el local donde cursan y en el horario de la clase de
matematica. La totalidad de la prueba les insumié una hora y quince minutos. En el
salén de clase se encontraban, ademas de los estudiantes, el profesor del curso y la
investigadora.

Al segundo grupo, 4 estudiantes de Arquitectura del Liceo Latinoamericano, se le
aplico la prueba fuera del local de estudios, en la casa de uno de sus docentes, el 17
de agosto de 2002. La voluntad de realizarla fue mas explicita ya que tuvieron que
concurrir especialmente al lugar donde se haria la prueba. Mostraron mucha
disposicion e interés en la misma. Incluso, luego de terminada la prueba se mostraron
interesados en conocer los valores exactos de las areas que se les pidi6 que
calcularan, de como se realizaban esos calculos, de si su desempefio habia sido
correcto. La prueba transcurri6 en un ambiente agradable y distendido, cosa que no
ocurrid6 con el primer grupo. El tiempo utilizado fue de 2 horas y se encontraban
presentes el docente mencionado y la investigadora.

El tercer grupo estuvo formado por los 2 estudiantes del Liceo N° 4, Juan Zorrilla de
San Martin y los 17 estudiantes del Liceo N° 2, Instituto Héctor Miranda y se realizé en
el local de este ultimo el 21 de octubre de 2002. Los 19 eran estudiantes de
Arquitectura e Ingenieria segun el detalle que figura mas arriba. La prueba se realizd
fuera del horario de clase, lo que muestra un interés explicito de los mismos de
participar en la actividad.

El dltimo grupo fue el de los 5 estudiantes de Ingenieria del Liceo Ciudad de San
Felipe. La prueba fue propuesta en el propio instituto, en el horario de uno de sus
cursos de matematica y se encontraban presentes el docente del curso y la
investigadora. La prueba se realizé el 23 de octubre de 2002 en un ambiente
distendido y cordial e insumié 1 hora 45 minutos.

En cuanto a la prueba en si, no se impuso limite de tiempo dejando que cada uno
decidiera cuando finalizaria su trabajo.

Las tres actividades de cada una de las dos propuestas fueron entregadas por
separado a cada alumno, teniendo acceso a la actividad siguiente una vez que el
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estudiante consideraba finalizada la tarea anterior. Esto permitié que cada estudiante
trabajara con tranquilidad y que manejara sus propios tiempos.

El papel del entrevistador consisti6 en ser un mero observador y organizador de la
situacion pero manteniéndose al margen del funcionamiento de la misma.

l.5. ANALISIS DE DATOS

I11.5.1. Metodologia

Para el andlisis de los datos cualitativos obtenidos se ha elegido el uso de las redes
sistémicas. Estas pueden ser vistas como un medio de divulgar los datos recogidos en
forma categorizada. Esta categorizacion es entendida como una forma de etiquetar los
datos, encasillarlos, darles nombres, reconocer que estas distinciones pueden ser
dibujadas a lo largo de varias dimensiones independientes que involucren un solo nivel
0 que pueden necesitar divisiones sucesivas, es decir que una categoria puede ser
subdividida en otras categorias. Esto dependera de los objetivos trazados a la hora del
andlisis de datos. Una red sistémica es como un mapa del conjunto de categorias que
se han seleccionado para usar, que nos muestran cdmo se relacionan unas con otras.
(Bliss, Monk y Ogborn, 1983).

Para entender bien los datos y sus interrelaciones presentados en cada red
presentaremos a continuacion la notacion y terminologia que se usara acompafada,
cuando se crea necesario, de ejemplos. Mencionaremos Unicamente aquellas que se
utilizaran en el presente trabajo.

X Se usaran barras verticales para vincular una categoria principal seleccionada
(colocada a la izquierda de la barra) con las subcategorias asociadas
(colocadas a la derecha de la barra, una debajo de otra). Las subcategorias de
cada sistema deberan ser disjuntas entre si lo que ayudara a definirlas entre si
por contraste. El nimero de subcategorias a la derecha de la barra dependera
de la naturaleza del material que esta siendo analizado y del conocimiento del
analista, teorias o sentimientos acerca de lo que tendria mas sentido. Las
barras se podran utilizar en forma sucesiva todas las veces que se considere
necesario. Es decir que cada subcategoria puede ser a su vez subdividida
ampliando el sistema, generando asi un diagrama de arbol.

Ejemplo: e 2 pares de lados

paralelos

e 2 lados paralelos y

e Convexo los otros 2 no
Clasificacion
d . ® |Lados no paralelos
&
dos a dos

cuadrilateros

# No convexo
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X Aunque no esta previsto en el texto de Bliss, Monk y Ogborn (1983), en el
presente trabajo se hara uso de una segunda notacion asociada a las barras
verticales. Cuando, al final del analisis de los distintos items de la propuesta se
presenta una red resumen, se utilizara una barra vertical punteada para indicar
que se esta agregando alguna subdivision, que no aparecia en la red pero que
el analista considera destacable a los efectos de la investigacion. Una
ampliacion de la red del ejemplo anterior puede ilustrar el uso de las barras
verticales punteadas.

Utilizando el ejemplo anterior se ilustra esta nueva convencion.

® 2 pares de lados
paralelos

¢ Un lado perpendicular
a las bases

Lados no paralelos

® 2 |ados paralelos y los otros 2 no iguales

e Convexo

_ ® Otros
Clasificacién ] ® Lados no paralelos '

de dos a dos
cuadrilateros -

® Mo convexo

A Llamaremos sistema al conjunto formado por una categoria y todas las
subcategorias vinculadas entre si por las barras verticales. A cada una de
estas subcategorias las denominaremos términos.

A medida que se pasa de una rama a otra del arbol las distinciones se hacen
cada vez mas refinadas. Llamaremos refinamiento al pasaje de cada sistema al
siguiente. De igual forma, si nos movemos hacia atras en el arbol pasamos de
niveles mas refinados a niveles cada vez menos refinados.

A las categorias de una red determinada que no se le pueda aplicar un
refinamiento las llamaremos categorias terminales.

Por ejemplo en la red anterior sera terminal, por ejemplo, la categoria “No
convexo”. No lo es la categoria “Convexo”.

A Se usara una llave, en lugar de una barra vertical, para indicar que la categoria

gue aparece a la izquierda permite distinciones segun diferentes enfoques o
aspectos de un hecho que es necesario que sean descriptos, los que
apareceran indicados a la derecha de la llave uno debajo de otro.
Es decir que esta notacidbn nos esta diciendo que todas las opciones que
aparecen en el sistema pueden ocurrir simultdneamente. Los términos o
sistemas que aparecen a continuacion de una llave son analogos a las
diferentes dimensiones de una tabla de doble entrada.

Ejemplo: Clasificar las siguientes poligonales segun tengan lados que se
corten y/o segun el nimero de vértices que las determinan.
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E £ D

D C
A c
A D A B
A C C A C
A
B B D

g C
a b c d e f

o Cruzaday 5 vértices — d
Clasificacion ® Cruzaday 4 vértices — b
de las poligonales | o No cruzaday 5 vértices —— ¢, e

® No cruzaday 4 vértices ——— a,f

® Cruzadas ——— b, d
& Segun tengan lados

que se cortan ® No cruzadas—— a, c, e, f
Clasificacion
de las poligonales {
e 4 Vvértices——— a, b, f
# Segun el numero de
vértices que la determinan -
9 @ D vertices —— c,d, e
\

El uso de barras indica categorias mutuamente independientes mientras que el
uso de llaves indica necesariamente una co-seleccion.

La eleccion entre el uso de una u otra configuracion depende de los objetivos
gue persiga el analista.

X Existen casos en donde es mas econémico permitir selecciones repetidas en

parte o en la totalidad de una red. A esto le llamaremos recursién y el simbolo
gue se usara para indicarlo sera una flecha circular. Entonces, cuando en una
red de categorias vinculadas por barras aparezca el simbolo de recursion, se
debera entender la existencia de algin dato en mas de una categoria terminal.
El simbolo de recursion puede ser usado tanto con la configuracion de barras
como con la de llaves.
La recursion en un sistema de barras puede ser facilmente confundido con el
usos de una llave simple. La diferencia radica en que la recursion expresa la
idea de que categorias comunes excluyentes pueden, en algunos casos, ser
aplicadas en forma combinada y la llave nos esta indicando que hay varios
aspectos de un hecho que necesitan ser descriptos.
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. > Ix?-3x six31 o
Ejemplo: Dada la funcion f: R® R/ f(xX) = i . Investiga si f es
7-X-1 six<1

continua en x=1.

Aplica definicion de
continuidad en x=1.
Calcula f' y estudia su
comportamiento en x=1
# Estudia derivabilidad en x=1

Continuidad de f Aplica definicién de
en x=1 derivabilidad en x=1
( 2 e Graficaf
e (Oifros

Si un estudiante aplica la definicion de continuidad y verifica realizando la
grafica de la funcién f, seria de interés que figure en las subcategorias primera
y tercera de la red, pero como éstas deben ser excluyentes no se podria hacer.
Para poder hacer la clasificacion en la forma deseada se agregara el simbolo
de recursion al comienzo.

I11.5.2. Algunos comentarios para una mejor interpretacion de las redes que se
presentaran.

Una vez efectuadas las pruebas a los 35 estudiantes se procedié a la lectura de las
respuestas de éstos, y se procedid, para cada uno de los items, a la seleccion de las
diferentes categorias principales. Estas fueron elegidas en base a su alta frecuencia
y/o su interés con respecto a los objetivos de la presente investigacion. A su vez
algunas de las categorias fueron divididas en subcategorias con el objetivo de mostrar
distintos aspectos de la categoria principal.

En todos los items que requerian del estudiante un trabajo de célculo fue necesario
utilizar el simbolo de recursion ya que un numero considerable de estudiantes o
trabajé en mas de una idea para el calculo del area o llegb a mas de un valor por
caminos diferentes. Esto no quita que en alguno de los demas items también haya
sido necesario el uso del mismo.

Se presentara, en primera instancia redes sistémicas para cada uno de los seis items
de cada propuesta. A la derecha de cada categoria terminal apareceran los nimeros
gue identifican a cada uno de los estudiantes que se considere que su respuesta esta
comprendida dentro de la misma. Estos numeros identificativos van del 1 al 35 de
acuerdo a lo detallado anteriormente. En los casos que se considere necesario,
aparecera a la derecha de estos nimeros una llamada que corresponde a comentarios
o0 aclaraciones acerca de la respuesta, de actitudes frente a la misma u otra aclaracion
gue se considere importante. Para finalizar se presentara una red resumen en donde,
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debajo de cada categoria y subcategoria aparecerda, entre paréntesis, la frecuencia de
las respuestas incluidas en la misma.

Para las actividades 1) a), 2) a) y 3) a) de cada propuesta se usaran iconos que
representan las diferentes estrategias de aproximacion o acotacion usadas por los
estudiantes de acuerdo al siguiente detalle:

e
N A

N Afx)

X

Acota por exceso con trapecio y por defecto con triangulo
respectivamente.

Aproxima el area mediante estimacion visual, comparando el
area de la regién en cuestion con la de una figura de la cual
conoce como calcular su area.

Estos iconos fueron elegidos ya que fueron usados por algunos de

los estudiantes y consideramos que representan la presente
categoria.

Divide a la regién en figuras conocidas de las que conoce cémo
calcularles el area.

Usa particion sobre alguno de los ejes. En esta categoria
los estudiantes también dividen a la regién en figuras conocidas.

Hemos decidido diferenciarla de la anterior debido a que es la
estrategia que mejor se adecua a la teoria matematica.

También se presentardn redes en donde estan incluidas las estrategias de los 35
estudiantes referentes a los items que tienen en comuan (por ejemplo el calculo del
area de la seccion parabdlica o las explicaciones acerca de los procesos para
encontrar mejores aproximaciones). Dichas estrategias, en general, superan en
cantidad el nimero de estudiantes encuestados ya que para una misma actividad,
algunos de ellos usaron méas de una estrategia.
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IV.LOS RESULTADOS
El presente capitulo lo hemos estructurado de la siguiente manera:

Se presentaran primero las seis redes correspondientes al vaciado de datos recogidos
en relacion a la Propuesta 1%, en donde se trabaja en una primera instancia con el
célculo del area bajo la gréfica de la funcién f: R ® R/ f(x) = 6/x (Actividades 1y 2) y
luego con el célculo del area bajo la gréfica de la funcion f: R ® R / f(x) = Xx(6-X)
(Actividad 3).

A continuacion se hace lo propio con las redes correspondientes a la Propuesta 2 en
donde se invierte el orden y se trabaja primero con la parabola y luego con la
hipérbola.

Luego de la presentacion de las redes se hace un analisis global de las respuestas
buscando extraer las primeras reflexiones, presentando diferentes categorias de
respuestas en un intento de comenzar a dar respuesta a nuestra pregunta de
investigacion.

Presentamos ademas un analisis de casos correspondientes a cada una de las
categorias que representan las diferentes estrategias trabajadas por los estudiantes.

Para finalizar presentamos un analisis de los resultados a la luz de las consideraciones
tedricas, confrontando los resultados obtenidos con los esperados en el andlisis a
priori que realizamos en el Capitulo Il1.

IV.1. RESULTADOS INMEDIATOS

De la lectura de las respuestas de los estudiantes a los diferentes items propuestos se
detectaron y seleccionaron algunas categorias para agrupar las respuestas. Esta
seleccion fue hecha en base a la frecuencia de las respuestas y al interés de acuerdo
a los objetivos de esta investigacion. Queremos aclarar que en un analisis inicial se
detectaron dos estrategias fundamentales que son la division de la region en figuras
que les son familiares a los estudiantes y de las que tienen herramientas para
determinar sus areas y lo que hemos denominado “estimacion visual’ que consiste en
la determinacién de figuras familiares que los estudiantes consideran equivalentes a la
region que analizan. Dentro de la primera estrategia distinguimos tres sub-estrategias,
que junto a la estimacion visual conforman las cuatro estrategias en las que
basaremos nuestro andlisis. Estas categorias responden, como ya se mencioné en el
Capitulo Ill, a las diferentes estrategias de aproximacion o acotacion utilizadas por los
estudiantes y estaran representadas por iconos, los que fueron creados en base a
algunos de los diagramas hechos por los propios estudiantes en la realizaciéon de la
prueba. La explicacion de lo que representa cada icono, asi como los detalles que
permitiran la lectura de las redes que se presentaran a continuacion, figuran al final del
capitulo anterior.

A continuacion presentaremos las redes correspondientes a los seis items de cada
propuesta en donde figuran, a la derecha, los nimeros que corresponden a los

 Esta propuesta asi como la Propuesta 2 figuran al inicio del Capitulo II, correspondiente al disefio
experimental.
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estudiantes que estan dentro de cada categoria (del 1 al 35) y en algunos casos una
llamada que corresponde a alguna observacién que resulte interesante a los efectos
de esta investigacion, ilustrativa con respecto a la categoria o que sea necesaria para
una mejor interpretacion de los resultados. Luego de cada red presentamos una red
resumen en donde figura la frecuencia de cada categoria.

IV.1.1. Redes sistémicas correspondientes a la Propuesta 1.

Redes Sistémicas correspondientes ala Actividad 1 a) de la propuesta 1

&  Acota por exceso |® Llega a{ area delitra'pemod g
con trapecio mediante suma de areas de 4'
PN rectangulo mas triangulo.
® Calcula directamente el I 3%
area del trapecio.®

& Aproxima mediante estimacion visual | ®
w 4)
i 3,7,25

® Usa particién

5 * (6)
| o ®) 21 24
" k # Particién sobre Ox \“‘—J _l 29,34

| DS > N\
! o ®  Particion sobre O > 4' 6
> y ]

Propuesta 1

Activjdad 1 ®  Divide laregion en | @ Sin criterio aparente —I 4,23
a) Calculo de figuras conocidas 4 ~

la region A Y

Q | N » Parece usar tangentes \A\"T L|26, 28, 35

®, 9 _(m
® Usa tangentes 4' 8, 10, 22

(11)
. No sabe o no contesta I 27

& Otros | Ninguno
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Observaciones:

1)
)

3)
(4)

(%)

(6)

(")

@)
)

Este estudiante trabaja en dos ideas realizando céalculos sélo en esta primera.

En esta subcategoria se encuentran pocos estudiantes. Creemos que s debe a que
les resulta dificil visualizar al trapecio con sus lados paralelos ubicados en forma
vertical. Es practica comun en el discurso escolar y en los libros de texto que los
trapecios sean presentados a los estudiantes “apoyados” sobre su base mayor.

Pasa lo mismo con la mayoria de los estudiantes que trabajan con particiones sobre el
eje de las abscisas y utilizan el método trapezoidal. En vez de calcular directamente el
area del trapecio calculan las areas del rectangulo y el tridngulo que lo componen.

Este estudiante trabaja en dos ideas realizando calculos sélo en una de ellas.

Los tres estudiantes de esta subcategoria calculan areas de figuras conocidas como
ser triangulos, rectangulos, trapecios, y luego, presumiblemente en base a la
observacién de las regiones, estiman un valor que les parece apropiado.

El estudiante 21 trabaja con el método rectangular. Los otros tres estudiantes trabajan
con el método trapezoidal, pero sélo uno de ellos (el estudiante 24) calcula
directamente el area de los trapecios. Los otros dos suman areas de rectangulo mas
triangulo.

Este estudiante divide a la region en dos zonas: la primera, el rectangulo de vértices
(1,0), (6,0), (6,1) y (1,1) y la segunda zona corresponde al resto de la region A. La
particion la realiza para calcular el area de esta segunda zona.

En esta subcategoria se encuentran los estudiantes que, de acuerdo a sus diagramas y
a nuestra interpretacion, pareceria que las rectas que utilizan para dividir la regiéon en
figuras conocidas (generalmente triangulos) son tangentes a la curva.

A pesar de que no se desprende claramente de sus diagramas y su trabajo, en la parte
b) de esta actividad él explica que usa tangentes para dividir la region.

Al realizar los trazados con las tangentes supone que alguno de los tridngulos que le
guedan determinados son rectangulos (en realidad no lo son). Hace los calculos en
base a esta suposicion obteniendo las dimensiones con el uso de la regla.

(10) Traza la paralela media del triangulo de vértices (1,6) , (6,1) y (1,1) asegurando que es

tangente a la curva, cosa que no lo es.

(11) Este estudiante hace unos pocos intentos pero no llega a ningun resultado. Esto lo lleva

a que en el resto de la prueba no haga ningun intento. En las peguntas que siguen
responde, en sus propias palabras, “reaccion en cadena”.

* Estos dos estudiantes pertenecen al grupo del Liceo Ciudad de San Felipe, que ya habian
trabajado en el curso de informatica con el calculo de areas.
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Resumen
Acota por exceso
con trapecio

&)

Aproxima mediante
estimacion visual?
! Rectangulo + triangulo
Método trapezoidal 2
S > 3 i Trapecio
Particion sobre Ox : 1)
Usa particion 4)

®)

Método rectangular
@

. vz ﬁ
Particion sobre Oy

@

Sin criterio aparente
Divide la regién en (2)
figuras conocidas

®

Usa o sugiere uso de tangentes

(6)

No sabe o0 no contesta
(1)
Otros
(0)

Los 18 estudiantes que trabajaron en esta propuesta presentaron 20 formas de
encarar esta pregunta. De esas 20, en 14 oportunidades realizaron calculos y llegaron
a un resultado aproximado y de las 6 restantes en 5 de ellas se explica el
procedimiento sin realizar célculos y s6lo en un caso no se da respuesta alguna.

Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 1 b) de la propuesta 1

(1)
®» Es el area buscada | 22
Propuesta 1
Actividad 1 3,4,6, 8, 21, 23,
b) El valor que e No es el area buscada 24,25, 26, 28,
hallaste en a), 29, 32, 34, 35
¢corresponde al
area de A?
® No sabe 7.10
® No contesta 27

B En lared inicial, en este item figuran 3 estudiantes. La frecuencia 4 se debe a que uno de ellos plantea
dos caminos diferentes.
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(1) No explica porqué pero dice que lo que calculé “va a ser el area buscada”. Mas
adelante en la Actividad 2 reconoce que lo que habia calculado era una aproximacion.

Dentro de los 14 estudiantes que contestaron que no es el area buscada las

argumentaciones se pueden clasificar en:

@ Porqgue sobran o faltan regiones

® Porque estimé
Propuesta 1

Actividad 1
b) El valor que
hallaste en a), e Por errores de célculo y trazado
¢corresponde al
area de A?
Justifica tu respuesta

areas bajo curvas
® Nosabe

.® Nosabecalcular _____“ |

@ Noexplica

Observaciones:

(1) Explica que faltaria hallar el &rea de los triangulos de lado “curvo”.

6\M21, 23924,
26, 28, 32, 34,
35

®)
8

4,25

29

(2) Reconoce que no es el area buscada porque “es una parabola y no una recta”. A pesar
de saber, por cursos anteriores, que la expresion analitica corresponde a una funcién
cuya representacion grafica es una hipérbola la confunde con una parabola.

(3) Esta seguro de que el valor que halla no corresponde al de la regién A pero solo por
errores en el trazado de las tangentes al gréfico y por errores de medicion. El no usa

imagenes para realizar los célculos sino que mide con regla.

(4) Ambos estudiantes argumentan que no pueden hallar el area exacta porque no se les

ensefié cémo hacerlo.

Resumen Es el area buscada
(1)
Porgue sobran o faltan regiones
(9)
Porque estimoé
No es el area buscada (1)
14) Por errores de calculo y trazado
(1)
No sabe 0 no explica
(3)
No sabe
(2)
No contesta
(1)
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Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 2 a) de la propuesta 1

Propuesta 1

Actividad 2
a) El valor que
hallaste en la
actividad 1 es una
aproximacién del
areade A.
Encuentra una

mejor aproximacion.

9,

Observaciones:

® Otros

® Aproxima mediante

estimacion visual

® Usa particion

¢ Divide laregion en

figuras conocidas

[

® No sabe 0 no contesta

un cuarto de
circunferencia

® Otros

@ Calcula area de
rectangulo menos

]\ \ —| Mg

. >
e Particion sobre Ox

L -
® Particion sobre Oy

| Ninguno

@ 21, 24, 29,
N 4{ 328 34

L m

. _{ 6@
—
—

@ Sin criterio aparente }5\ 22, 23%
o~
e Parece usar tangentes | —_— 35
3,6, 89
e Usa tangentes "7 e
‘ 10*", 25
497,269
27,2810
Ninguno

(1) Trabaja con dos estrategias diferentes. En esta primera hace los calculos pero en la
otra so6lo explica.

(2) Todos los estudiantes de esta subcategoria (salvo el 32) ya habian utilizado esta
estrategia. En esta oportunidad afinan la particién.

(3) Cambia completamente de estrategia con respecto a la Actividad 1. Parece recordar lo
aprendido en clase de informatica, hace una particion sobre el eje de las abscisas y
trabaja con el método trapezoidal. Primero calcularia el area de los rectangulos por
defecto. Lo interesante es que para determinar el area de los triangulos que
completarian cada trapecio no usa imagenes sino que explica que usaria Pitagoras
para el calculo de uno de los catetos.

(4) Cambia del método rectangular al trapezoidal pero con una variante. Explica que para
determinar los triangulos trazaria las tangentes al grafico en cada sub-intervalo de la
particion anterior.

(5) Mantiene las mismas zonas en que dividié a la regién en la Actividad 1. Lo que hace en
esta oportunidad es cuadricular las mismas y determinar figuras mas pequefias dentro
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de ellas. Como no hace los calculos no se da cuenta que de esta forma obtendria el
mismo valor que en la actividad anterior.

(6) Divide la region A en menos figuras que en la actividad anterior lo que no lo estaria
llevando a una mejor aproximacion. El no lo advierte ya que en los hechos si obtiene
una mejor aproximacion debido a errores de calculo.

(7) Hace lo mismo que el estudiante 8, es decir que divide a la regiébn con menos figuras.
La diferencia es que en este caso ella si se aleja del valor real pero no se percata de
ello.

(8) Los alumnos 4 y 7 dicen simplemente que no saben y no hacen ningdn intento ni en
forma analitica ni gréfica.

(9) No tiene en cuenta la expresién analitica de la funcion para determinar coordenadas de
puntos del grafico, o no sabe como usarla. Explicitamente dice que si tuviera las
coordenadas de un punto que nombra S (S es el punto de coordenadas (1,6)) podria
determinar el area.

(10)En sus palabras: “no me acuerdo”. Esto es muy significativo ya que él, en realidad, no
conoce ningun método que le permita realizar los célculos para hallar el area exacta.

Resumen

Aproxima mediante
estimacion visual

@
L —>
Particién sobre Ox
Usa particion S W
Particiéon sobre Oy
) @

. L Sin criterio aparente
Divide la region en )

figuras conocidas )
Usa o sugiere uso de tangentes

® ©)

No sabe o no contesta
5
Otros
©)

Observaciones:

(1) No se distingue entre método trapezoidal y rectangular ya que, como se explicé
anteriormente, los estudiantes que habian trabajado con esta estrategia en la Actividad
1 afinan la particion que tenian manteniendo el método y el estudiante 32 usa el
método trapezoidal (rectangulo mas triangulo).

Los 18 estudiantes que trabajaron en esta propuesta presentaron 21 formas de
encarar esta pregunta. De esas 21, en 3 oportunidades realizaron calculos y llegaron a
un resultado aproximado y de las 18 restantes en 14 de ellas se explica el
procedimiento sin realizar célculos, 3 de ellos no saben como hacerlo y sélo en un
caso no se da respuesta alguna.
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Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 2 b) de la propuesta 1

6, 8, 21, 22,
Propuesta 1 e Sj 23.24. 25

29, 32,34, 35

Actividad 2 b)

JSe puede ® No >g™
continuar
este proceso
enlabusqueda | g No sabe (2)
de mejores 7,10, 26
aproximaciones?
® Nocontesta ——— 3, 4,27

Observaciones:

(1) Argumenta que no se puede porque “no me acuerdo si existe una formula o manera de

calcularla”.

(2) Expresa que no sabe como. Lo que hace es promediar los valores que obtuvo para el

area de la region A.

Las argumentaciones de los 11 estudiantes que contestaron que si, se pueden

clasificar en:

21, 24,29
® Afinando particién
32134
Propuesta 1
o Dividiendo la region 3)
Actividad 2) b) ® conotras figuras | 2835
Si contestaste afirmativamente
explica ampliamente coémo
harias una mejor aproximacién. | # No sabe — 22, 25, 26

® Otros — 6Wg®

Observaciones:

@)
)
©)
(4)

()

Afina particion, pero ahora cambia del método rectangular al método del valor
intermedio.

Afinando la particién hasta que la base de los trapecios tienda a 0 y entonces podria
despreciar los triangulos superiores. Esta pasando al método rectangular.

Se plantea la idea de dividir la regién en “mas o menos figuras” y que entonces son
“infinitas las posibilidades de hallar el area”.

En sus palabras: “continuando con el trazado de tangentes”. Trabaja en un comienzo
con una particion sobre el eje de las ordenadas con el método rectangular y luego
pasa al método trapezoidal agregando los tridngulos determinados por las tangentes al
gréfico. Entonces su explicacion de continuar con el trazado de tangentes se podria
interpretar como que afina la particion lo que derivaria en nuevos triangulos
determinados por las tangentes al gréfico.

Insiste en que el problema de no poder determinar exactamente el area de la region se
debe a la no precisién en los trazados. Al pasar de la Actividad 1 a la 2 expresa que lo
intentara pero que no cree que mejore mucho la aproximacion.
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Resumen

Si Afinando particion
(11) (5)
Dividiendo la region
con otras figuras

(2)
No sabe
(3)
Otros

(2)

No
(1)

No sabe

(2)

No contesta

(3)
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Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 3 a) de la propuesta 1

Propuesta 1

Actividad 3
a) Calculo de
la regién B

®

Observaciones:

® Acota por defecto
con tridngulo

f(x)

/\ | 4,6, 25,
/ \ > | 28,32, 35

0 6
Af(x)
® Aproxima mediante | 3,7,35
estimacion visual. |
0 6 >X
(/‘
. N
® Usa particion ® Particion sobre Ox / —l 21 24 34
f(x) } y &4,
/
_ >
@ Particion sobre Oy I g
0 6 >X

® Divide la region en
figuras conocidas

)

| (2)
@ Sin criterio aparente 8,10

. ” ©)
® [nscribe triangulos 22,23

en la parabola

,

// \ | 0
® Usa tangentes al grafico 22

0 6
®)
® No sabe 0 no contesta I gg(ei 27,
& Otros I Ninguno

(1) y (2) Trabaja en dos ideas. Primero, inscribe la seccion parabdlica en un rectangulo
tangente a la parabola en el vértice y divide en figuras la regidon del rectangulo que
gueda fuera. Analizando sus trazados pareceria que utiliza tangentes al grafico para
determinar dichas figuras, cosa que no explicita. Si esta usando tangentes seria una
continuacién de su trabajo en las actividades anteriores en donde si explicita el uso de

estas.

Luego parece ordenar un poco su trabajo. Hay un cambio de actitud, una forma
diferente de encarar la tarea. Realiza una especie de particion sobre el eje de las
ordenadas que, regla mediante, le permite calcular las areas de todas las figuras que él
mismo traza y llegar asi a un resultado concreto. En las Actividades 1 y 2 divide la
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region en figuras pero sin un criterio aparente lo que le impide calcular el area, en cada
caso, de una de las figuras en las que dividi6 a la region. La forma en que quedaba
ubicada esta figura le impedia darse cuenta de cémo obtener sus dimensiones.

(3) En esta subcategoria se clasifica a los estudiantes que hacen un trabajo similar al
realizado por Arguimedes en el método geométrico para el célculo del &rea de una
seccién parabdlica.

(4) Trabaja en dos ideas. Una de ellas con trazado de tangentes para determinar
triangulos, exteriores a la regiéon. La segunda idea es inscribir en la seccion parabdlica
triangulos, que aparenta tener similitud con lo trabajado por Arquimedes con el método
geométrico para el calculo del &rea de una seccién parabdlica.

(5) En sus palabras: “No se puede hallar”.

(6) Se retira antes de la prueba por un problema del momento. En todo momento mostrd
buena disposicion para realizar las actividades.

Resumen
Acota por defecto
con triangulo
(6) .
. . . Trapecios

Aproxima mediante : 1)
estimacion visual ! Método trapezoidal i ) y

{3) : i Rectangulo + triangulo

E @ P
barticis = i '
articion sobre Ox ! Método rectangular
® : 1
- 1)
Usa particion s
(4) Particion sobre Oy
)
o » Sin criterio aparente
Divide la region en
- : 2
figuras conocidas
Inscribe triangulos
(%) en la parabola
2
Usa tangentes al grafico
1)
i Nosabe
: @
No sabe o0 no contesta No contesta
3) : (2)
Otros
(0)
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Redes Sistémicas correspondientes ala Actividad 3 b) de la propuesta 1

Consideramos que esta actividad consta de dos partes: una seria si el estudiante
considera o no posible el calculo de mejores aproximaciones del area de la regién y la
otra, si contestd afirmativamente, como haria para encontrar las mismas. Es por ello
gue se presentan dos redes sistémicas que corresponden a cada una de las partes
respectivamente.

6, 8, 10, 21
® Si 22, 24, 251"
Propuesta 1 28’ 32’ 34’ 35
Actividad 3 b) ]
¢Consideras ® No Ninguno
posible encontrar
mejores
aproximaciones |® N° sabe — 147
de B?
® No contesta ‘;’72:239(22?

Observaciones:

(1) Cree que es posible, pero que él no puede pensar “correctamente” por el cansancio.
(2) Se retira antes de terminar las actividades por motivos personales.

Las explicaciones de los 11 estudiantes que contestaron que si, se pueden clasificar
en:

21, 24
® Afinando particion
Propuesta 1 32(22 34
L. 3 (4)
- Aciividad 3tb) ) Dividiendo Ia region 6.8, 10,
¢ Om?nee?gr%g rarias con otras figuras 22035
aproximaciones ©)
de B? ® No sabe 25, 28

Observaciones:

(1) Este estudiante viene trabajando con particiones con el método trapezoidal. La idea
gue aporta en esta oportunidad es que a medida que tomamos intervalos “de abscisas
mas pequefias” (lo interpretamos como intervalos de amplitud mas pequefia) la curva
tiende a una recta.

(2) Cuando intenta calcular el area de la regién B, en la parte a), acota por defecto con el
triangulo inscripto en la seccion. Pero cuando explica cémo encontrar mejores
aproximaciones pasa a trabajar con particiones con el método rectangular.

(3) Explica que se deberia continuar con el trazado de tangentes a la curva para
determinar triangulos. Sugiere el uso de la férmula de la tangente a la curva en un
punto pero no explica cdémo la usaria.

(4) En sus palabras: “Buscar los triangulos posibles y hallarles el area”. Con la forma en
que lo expresa da la sensacion de que la busqueda de esos triangulos se agotaria en
algin momento. Pareceria que esta pensando en un proceso finito.

(5) Se presenta aqui un cambio de estrategia. La estrategia que venia usando era la
inscripcion de tridngulos en la seccion parabdlica, acotando por defecto. Ahora acota
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por exceso mediante el rectangulo circunscrito a la seccién parabdlica y considera el
trazado de tangentes a la curva para determinar tridngulos en la zona exterior.

(6) Considera que es posible pero él no sabe. Dice que deben existir formulas de areas
que él no conoce o no recuerda.

Resumen
Afinando particién

(4)

Si Dividiendo la region

(11) con otras figuras
(5)

No sabe

(2)

No

(0)

No sabe
(2)
No contesta
(5)
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IV.1.2. Redes sistémicas correspondientes a la Propuesta 2.

Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 1 a) de la propuesta 2

Af(x)
\ (1)
® Acota por defecto | 2,5, 17,
con triangulo I 18, 19@
0 6 *
f(x)
® Aproxima mediante | 1, 15}
estimacion visual | 30
0 6 X

il

A —> s
& Particién sobre Oy / \ I 99
E s x 0 6

Propuesta 2
Actividad 1

A *
a) Calculo de ® Divide la regién en [#Sin criterio aparente Af& | 31

laregion A ; ;
figuras conocidas

‘ ! f(x)
@Inscribe tridngulos L| 11°

en la parabola

X
° ° . 4| 17 13®
®Usa tangentes al gréafico

L il
\ . USsX)DaVUC'O“ ® Particion sobre & / l | 14, 20, 33

x

® No sabe 0 no contesta | Ninguno

9 10
® Otros } 12916"”

Observaciones:

(1) Trabaja en dos ideas diferentes. En la segunda considera que el area de la region A
equivale a la del trapecio de vértices (0,0), (6,0), (4,9) y (2,9) que curiosamente es

cierto.
X1 Y1
(2) Para calcular el area del tridngulo intenta usar la férmula > X2 y2 en donde los
X3 Y3

puntos de coordenadas (x1,Y1), (X2,¥2) ¥ (X3,y3) son los vértices del triangulo, pero no
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(4)

()

(6)

(")
8)

9)
(10)
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llega al valor correcto ya que opera mal y olvida multiplicar por %

Realiza un trabajo muy completo acotando por exceso con rectangulos y por defecto
con trapecios. Va afinando la particién hasta llegar aque 35,75 < area de A < 40,25.
Comenta que es mejor la aproximacion con trapecios que con rectangulos.
Evidentemente esta viendo que con un trapecio cubre mejor la region.
Al hacer la particiébn sobre el eje de las ordenadas necesita las preimagenes para
determinar en forma exacta las dimensiones de las figuras en que divide a la regién. Lo
hace utilizando correctamente la expresion analitica de la funcion.

Dentro de esta subcategoria estan incluidos los estudiantes que pareceria trabajan en
forma similar alo hecho por Arquimedes en la determinacion del tercer vértice de los
triangulos que va inscribiendo en la parabola en su método geométrico para la
determinacion del area de la seccién parabdlica.

Usa simetria de la pardbola. Sobre los lados iguales del tridngulo de vértices (0,0), (6,0)
y (3,9) construye triangulos cuyo tercer vértice pertenece a la parabola. Pareceria, al
analizar la figura que el estudiante construye, que dicho punto coincide con la
interseccion de la tangente paralela a la cuerda del segmento de parabola.

Usa tangentes para determinar una figura que supone tiene igual area que la que esta
buscando.

Trabaja por exceso calculando en primera instancia el area del rectangulo circunscrito
a la seccion parabdlica. Luego determina en una de las zonas excedentes un triangulo
rectangulo cuya hipotenusa esta incluida en la tangente al grafico en x = 6. Usa
simetria de la parabola.

Acota por exceso usando el rectangulo de vértices (0,0), (6,0), (6,9) y (0,9).

Supone que el borde de la region A corresponde a media elipse y dice que si calcula el
area de la elipse y divide el resultado entre 2 obtiene el area buscada. No explica co6mo
haria dicho calculo.

Estos tres estudiantes pertenecen al grupo del Liceo Ciudad de San Felipe, que ya habian

trabajado en el curso de informética con el calculo de areas.

Resumen

Acota por defecto
con triangulo

®)

Aproxima mediante
estimacion visual

(3) : Rectangulo + triangulo
i Método trapezoidal 1
: 3 : Trapecio
L - i Q)
Particion sobre Ox & Método rectangular(*)
Usa particion ©) : 1)
4)

>
Particién sobre Oy

@)

Sin criterio aparente
@)

Inscribe triangulos

en la parabola

Divide la regién en
figuras conocidas

4)

@
Usa tangentes al gréafico
)
No sabe o0 no contesta
©)
Otros
)
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(*) De los tres estudiantes que realizan particién sobre el eje de las abscisas hay una
estudiante que acota por exceso con rectangulos y por defecto con trapecios.

Los 17 estudiantes que trabajaron en esta propuesta presentaron 18 formas de
encarar la misma. De esas 18, en 14 oportunidades se realizaron célculos y llegaron a
un resultado aproximado y en las 4 restantes se explica el procedimiento sin realizar
calculos.

Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 1 b) de la propuesta 2

® Es el area buscada I Ninguno
Propuesta 2
Actividad 1 2,5,9, 11,12,
b) El valor que s No es el area buscada 13, 14, 15, 18,
hallaste en a), 19, 20, 30, 31,
¢corresponde al 33
area de A?
® No sabe 1(1) 16(2)
3
® No contesta 17

Observaciones:

(1) Porque duda si la zona a la que le hall6 el area equivale a la zona que necesitaba

calcular.

(2) Esta estudiante ve a la seccion parabdlica como media elipse, entonces su
argumentacion es: “si la elipse fuese perfecta seria el area, sino no lo seria”.

(3) En realidad no contesta lo que se le pregunta. Halla el promedio de los dos valores que
determind en las dos ideas diferentes que trabaja en la primera parte de esta actividad.

Dentro de los 14 estudiantes que contestaron que no es el area buscada las
argumentaciones se pueden clasificar en:

a Regiones con 911,19
Propuesta 2 . Porque sobran o lado curvo 31,33
. faltan regiones
Actividad 1 2,5,12
b) El valor que ¢ Otros —13 14(1g®?

hallaste en a),
¢corresponde al

area de A? . 5
o @ Porgue estimo
Justifica tu respuesta q 18, g

& No explica 20
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Observaciones:

(1) Porque considera que tendria que tomar infinitos trapecios (trabaja con particion sobre
el eje de las abscisas con el método trapezoidal) y cree que es imposible.

(2) Dice que le falta calcular el area de las regiones B y B’ (ver figura) que él determina en
la figura. Dichas regiones corresponden a triangulos inscritos en la parabola cuyo tercer
vértice parece corresponder al punto medio de la curva. No comenta nada de las zonas
que, dentro de la seccion parabdlica, quedan fuera de estos tridngulos.

I.‘...
Tl

(3) Realiza una estimacion visual del &rea suponiendo que el area de la region que marca

como 1 es igual al area de la regién 2 (ver figura). Por este motivo dice que el valor que
hallé no corresponde al area buscada.

2 lf

A%
PRV | Y
{4 |

{ )\

| L)
X i\
Tl
ol
i il
i } |
' 3 L]
% . 2
Resumen
Es el area buscada
©)
Porgue sobran o faltan regiones
(11
No es el area buscada Porque estimo
(14) @
No explica
1)
No sabe
()
No contesta
1)
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Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 2 a) de la propuesta 2

()

® Aproxima mediante | 1 12 15%
estimacion visual | L4,

>x

® Usa particion ® Particion sobre Ox [} _ | 14 17,
109 20, 33
Actividad 2
a) El valor que N N /"‘ | 9@11®
hallaste en la & Particion sobre Oy \ | 31' '
actividad 1 es una > /
aproximacion del 0 ¢
area de A.
Encuentra una
mejor aproximacion.| & Divide la region en |®Sin criterio aparente | 1,15,19

figuras conocidas

Q ()
#Inscribe triangulos 4' 16 (4,) 18

en la parabola

®Usa tangentes al grafico | 16

| ,® ™
® No sabe | 2,530
® No sabe o no contesta
@ No contesta I Ninguno
® Otros I 13

Observaciones:

(1) Combina dos estrategias. En la actividad anterior estima el area visualmente. Ahora,
sobre la base de lo calculado anteriormente, divide parte de la region en figuras
conocidas para obtener una mejor aproximacion. A pesar de ser uno de los estudiantes
gue habia trabajado con célculo de areas por medio de los métodos rectangular y
trapezoidal en el &rea de informatica, no da muestra hasta el momento de lo ya visto
en clase.

(2) Profundiza la idea trabajada en la actividad anterior afinando la particién sélo en una
parte de la figura. Como la particion es sobre el eje de las ordenadas para determinar
las abscisas usa la expresion analitica y calcula las preimagenes.

(3) Hace trabajo similar que alumno 9, en cuanto a la divisiéon de la region en figuras, pero
para determinar las dimensiones de las figuras usa regla.

(4) Para determinar el tercer vértice de cada tridngulo que inscribe en la parabola plantea
el uso de tangentes. Pero al trabajar con la figura de andlisis al explicar su
procedimiento aparece una incongruencia ya que primero elige un punto, P por
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ejemplo, de la parabola que dice que es cualquiera y luego traza la tangente por P, por
lo que dicha tangente en realidad no la estaria usando para determinar el tercer
vértice.

(5) Llega a calcular un valor para el area pero con errores al operar. Al calcular el area del
tridngulo que inscribe olvida dividir entre 2. Plantea el uso del teorema de Pitdgoras
para determinar la base del triangulo inscrito. Para determinar el tercer vértice
determina el punto medio de ese lado que considera como base y traza la
perpendicular a él por dicho punto. La interseccién de la perpendicular con la parabola
es el tercer vértice del triangulo. Para determinar su altura no tiene tanto cuidado ya
gue el valor que usa es la medida que dicho segmento tiene en su figura.

(6) Dice no saber hallar areas de figuras limitadas por curvas.

(7) En la actividad anterior estima visualmente suponiendo que dos regiones que el
determina (una que necesita y otra a la cual sabe calcular el area) son equivalentes.
Ahora argumenta que no puede seguir porque no sabe coOmo probar la igualdad de las
areas de dichas regiones.

Resumen

Aproxima mediante
estimacion visual

®3)
r Sobre Ox
Segun el eje ) R
Sobre Oy
3 o
Rectangulo + triangulo(s)
Ly » . : 4
Usa particion 3 : Método trapezoidal : _
{7) : 6 Trapecio
Segun el método : )
: Método rectangular
: )
\, :  Otro método
: )

Sin criterio aparente

®3)

Divide la regién en

figuras conocidas . L
Inscribe triangulos

() en la parabola
)
No sabe o no contesta
®3)
Otros
1)

Observaciones:

(*) Los estudiantes que trabajan con particiones sobre el eje de las abscisas usan un
rectangulo con un triangulo, determinando asi un trapecio birrectangulo. Los que lo hacen
sobre el eje de las ordenadas usan un rectangulo con dos triAngulos obteniendo un trapecio
isésceles.

108



Capitulo IV

Los 17 estudiantes que trabajaron en esta propuesta presentaron 19 formas de
encarar la misma. De esas 19, en 9 oportunidades realizaron calculos y llegaron a un
resultado aproximado y de las 10 restantes en 6 de ellas se explica el procedimiento
sin realizar calculos y 4 de ellos no saben cémo hacerlo.

Redes Sistémicas correspondientes ala Actividad 2 b) de la propuesta 2

1,29 11, 13,
Propuesta 2 e gj 14, 15, 16, 17,
18, 20, 31, 33
Actividad 2 b)
¢Se puede & No 12®
continuar
este proceso
en la busqueda | o
de mejores No sabe ® 19
aproximaciones?
® No contesta 30

Observaciones:
(1) Argumenta que no se puede porque no tiene mas datos.

Las argumentaciones de los 13 estudiantes que contestaron que si, se pueden
clasificar en:

9®W14, 20
@ Afinando particion .
31,33
Propuesta 2
) (5)
Actividad 2) b) ° Dividiendo la region 1,13,15
Si contestaste afirmativamente con otras figuras 16©® 17 187
explica ampliamente como T
harias una mejor aproximacion. | g no sabe ()
©)
® No contesta 11

Observaciones:

(1) Trabaja con una particion sobre el eje de las ordenadas con trapecios isésceles
(rectdngulo méas dos tridngulos) pero al explicar el procedimiento que haria dice:
“realizar el proceso infinitamente dividiendo en rectangulos”.

(2) La idea que maneja es la de afinar la particion de tal forma que “los triAngulos se
ajusten mas al borde de la parabola”.

(3) Elige los trapecios (trabaja acotando por defecto con trapecios y por exceso con
rectdngulos) porque cree que para esta funcion los trapecios darian “la mejor

n 6i
aproximacion”. Plantea que el area buscada es el limite  lim 1
n® +¥ 2
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siendo Dy = 6/n (n nimero de intervalos), con cada intervalo de la forma X, — X; ¥y

. 6
Xj=L—.
n

(4) Dice que si se sigue dividiendo la regién en figuras “llegaria un punto en el que se
podria determinar una ecuacion para hacerlo”.

(5) Seguir dividiendo hasta llegar a un valor que va a tener un error “tan infinitésimo que lo
vamos a dar por bueno”.

(6) Continuar inscribiendo triangulos en la parabola. La forma de elegir el tercer vértice de
los nuevos triangulos es tomando un punto de la pardbola tal que la ordenada del
mismo sea mayor que la ordenada del punto que habia tomado en la etapa anterior.
En los hechos elige R y escribe f(R) > f(P), siendo P el punto elegido antes.

(7) La misma idea que el estudiante 16 pero con diferente forma de determinar el tercer
vértice. Lo interesante es que ambos toman nuevos tridngulos en la zona superior ya
gue aparentemente, segun sus dibujos, la zona inferior se ve cubierta por el triangulo
de la etapa previa.

(8) No sabe hallar areas de figuras limitadas por curvas.

(9) En realidad contesta otra cosa.

Resumen
Afinando particion
| (5)
Si Dividiendo la regién
(13) con otras figuras
(6)
No sabe
1
Dt{us
No 1
1)
No sabe
)
No contesta
o
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Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 3 a) de la propuesta 2

[®

Actividad 1 a)

Acota por exceso

& Aproxima mediante
estimacion visual

®# Usa particion

a
Propuesta 2 J_hb:m];, .

Calculo de la
region B

( 2 figuras conocidas

®  Divide laregionen | »

¢ Llega al area del trapecio

; ; 4| 5,13%"
con trapecio mediante suma de areas de ’

rectangulo mas triangulo.
a Calcula directamente el
| area del trapecio.

» Calcula area de
rectadngulo menos
un cuarto de
circunferencia

® Otros

§4| Ninguno
I s

Particién sobre O§< D:[ 4| 9(:5)14, 33(6)

>
Particion sobre Oy

Sin criterio aparente Lh — ] 1®

» Parece usar tangentes \} —1 18920
® Usatangentes & 4' 2
® No sabe o0 no contesta Ninguno
KL
¢ Otros 12" 16"

Observaciones:

(1) Se confunde y calcula el area en el intervalo [0,6].
(2) Traza un segmento de extremos en los puntos de coordenadas (1,6) y (6,0). Segun los
calculos que realiza y su figura de andlisis presumimos que estaria suponiendo que las
regiones sobrantes y faltantes son equivalentes.
(3) Traza segmento de extremos en los puntos de coordenadas (0,6) y (6,0). Dicho
segmento determina con las rectas de ecuacion x = 1 e y = 1 un tridngulo. Suponemos
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gue estima que el area de la region B es la suma de las areas de dicho triangulo y del
rectangulo que aparece sombreado en la figura.

(4) Aligual que en la Actividad 1, con el area de la region A, considera dos regiones como
equivalentes.

(5) Calcula primero el area del rectdngulo de vértices (1,0), (6,0), (1,6) y (1,1) y utiliza la
particion P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} para el calculo del area restante.

(6) Elige trabajar con trapecios ya que considera que “por la forma de la curva, el método
del trapecio va a ser el mas exacto”.

(7) Este estudiante figura clasificado en dos items ya que parece trabajar con una particion
sobre el eje de las ordenadas pero en lugar de determinar con la misma, figuras del
mismo tipo, trabaja con un triangulo, un trapecio y un rectangulo. Los dos primeros
tienen uno de sus lados determinados por lo que parece ser una tangente al grafico.

(8) En la divisién que hace de la region B dos de las figuras exceden la misma. Marca en
la figura de andlisis la zona sobrante sélo en una de las figuras. En la otra no parece
darse cuenta del exceso.

(9) Parece trazar la tangente al grafico en el “punto medio” de la curva en el intervalo, que
también podria ser interpretado como la paralela a la cuerda de extremos (1,6) y (6,1).
Halla un valor aproximado del area de la regién sumando las éareas del triangulo
determinado por la supuesta tangente y las rectas de ecuaciones x =l ey =1y el
rectangulo de vértices (1,0), (6,0), (6,1) y (1,1).

(10)En esta ocasion trabaja el calculo del area usando la expresion analitica de la funcion
en un intento aparente de encontrar una formula.

(11) Calcula, en una primera instancia, el area del trapecio circunscrito a la regién B y luego
inscribe triangulos, en un trabajo similar al de Arquimedes, en la zona sobrante para ir
restandole las areas de éstos al area del trapecio.

Resumen

Acota por exceso
con trapecio
)

Aproxima mediante
estimacion visual
(4) ! Rectangulo + triangula
¢ Método trapezoidal @)

- 3) i Trapecio
Particibn sobre Ox i : ?g)
©) i Método rectangular

Usa particion :
: ©)

6) N
Particion sobre Oy

3

Sin criterio aparente
Divide la region en (1)
figuras conocidas

4)

Usa o sugiere uso de tangentes

©)

No sabe o no contesta
(0)
Otros
(2
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17 estudiantes que trabajaron en esta propuesta 12 realizaron célculos y 5 no

lo hicieron pero explicaron cémo lo harian. De los 12 primeros, once llegaron a un
valor aproximado del area buscada.

Redes Sistémicas correspondientes a la Actividad 3 b) de la propuesta 2

Consideramos que esta actividad consta de dos partes: una seria si el estudiante
considera o no posible el calculo de mejores aproximaciones del area de la regién y la
otra, si contestd afirmativamente, como haria para encontrar las mismas. Es por ello
gue se presentan dos redes sistémicas que corresponden a cada una de las partes

respectivamente.
9, 13, 14,
® Si
Propuesta 2 :1{”{ ég 18,
Actividad 3 b) o
;Consideras | ® NO 2
posible encontrar
mejores 15 11®
aproximaciones |® Nosabe 5P 300
de B? ,
17,19
® No contesta 20

Observaciones:

@)

)

@)

Trabaja con la idea de trazar tangentes a la grafica de la funcién. A pesar de que en
su curso se trabajé con la ecuacién de la tangente a la grafica en un punto de la
misma y de conocer las herramientas analiticas para intersecar rectas y otras curvas,
dice que no puede calcular el area de las figuras que determina en la regién porque
no conoce las coordenadas de algunos puntos ni la medida de determinados
segmentos. Dice que aunque los conociera “nunca” se podria hallar el area total
porque los bordes son curvos.

Ambas estudiantes afirman que no pueden encontrar “otra” forma de hallar
aproximaciones. No profundizan en las estrategias que habian trabajado en la parte a)
de esta actividad sino que estarian pensando que es necesario encontrar una forma
diferente de trabajar.

Al igual que en la Actividad 1, al haber supuesto la igualdad entre las areas de dos
regiones, que en realidad no son iguales, y ante la imposibilidad de poder probar que
lo son, dice que no puede responder.

Las explicaciones de los 8 estudiantes que contestaron que si, se pueden clasificar en:

Propuesta 2 e Afinando particion ———— 9(,1)14, 33
_ ACt'V'dad 3 b), Dividiendo la region 13, 159169
¢Como encontrarias con otras figuras 18631
mejores
aproximaciones
de B? & No sabe —— Ninguno
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Observaciones:

1)
&)

3

(4)

Plantea dividir la regién en mas rectangulos a pesar que él venia trabajando con trapecios.

En todas las actividades anteriores trabajo con compensacion de areas utilizando principalmente
triangulos para la determinacion de figuras auxiliares. Sin embargo en esta oportunidad plantea
la division de la region en rectangulos “mas chicos”. No explica como haria la division. Podemos
sospechar que estaria pensando en una particién y un trabajo con el método rectangular para
acotar el area de la region ya que este estudiante es del grupo que habia trabajado el tema en la
clase de informética.

Esta estudiante cambia de estrategia. En vez de continuar con el proceso iniciado en la parte a),
inscribir triangulos para agotar la region excedente, ahora hace otra division en figuras conocidas
(triangulos). De acuerdo a su figura de analisis pareceria que usa tangentes para determinar
dichos triangulos.

Pensamos que no continda con la tarea de inscribir triingulos por un lado porque no visualiza en
su figura de analisis las regiones que le faltan agotar, y por el otro porque parece no poder
considerar este proceso como infinito.

No considera posible calcular el &rea total pero si una aproximacién de la misma. Plantea para
esto Ultimo la busqueda de mas triangulos para dividir la regién. De acuerdo a su figura de
analisis pareceria que usa tangentes para determinar dichos triangulos.

Resumen
Afinando particion

3)

Si Dividiendo la region

8) con otras figuras
5)

No sabe

(0)

No

1)

No sabe
(5)
No contesta
3
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IV.2. PRIMERAS REFLEXIONES

En esta etapa del trabajo, basandonos en los datos recogidos y organizados en las
redes presentadas anteriormente, realizaremos un analisis que nos permita comenzar
a dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion: ¢qué estrategias utilizan los
estudiantes de Tercer afio de Bachillerato Diversificado al enfrentarse al calculo de
area bajo la curva? ayudandonos con las preguntas secundarias, a saber:

X En el caso que el estudiante acota, ¢lo hace por exceso o por defecto? En la
forma de acotar, ¢influye la concavidad de la funcion?

A ;Utiliza toda la informacion que se le proporciona en el enunciado?, ¢Utiliza la
expresion analitica de la funcion para determinar las dimensiones de las figuras
auxiliares que traza?

X Como ampliacion de lo anterior, ¢encara la actividad en forma
compartimentada o puede fusionar los elementos de analisis matematico con los
geométricos?

X ;Cambia de estrategia a lo largo de la prueba?, ¢Los intentos anteriores
influyen en su actividad al encarar las actividades siguientes?

X :Considera que los procedimientos que utiliza se pueden continuar
indefinidamente o lo ve como un proceso finito?

Para ello hemos elaborado tablas, a modo de resumen que nos facilitaran el andlisis.
En las tablas en que sea necesario nombrar la estrategia utilizada por el estudiante lo
haremos en base a un cédigo que utilizaremos para abreviar la descripcion de la
misma. El codigo comienza con (H) o (P) segun estemos hablando de la hipérbola o la
parabola. A continuacion figura la letra E y un digito del 1 al 4 que corresponde a la
estrategia utilizada:

E1 Acota por exceso con trapecio y por defecto con triangulo respectivamente.

E2 Aproxima mediante estimacion visual, comparando el area de la region en
cuestion con la de una figura de la cual conoce cémo calcular su area.

E 3 Usa particion sobre alguno de los ejes.

E4 Divide a la region en figuras conocidas de las que conoce como calcularles el
area.

Por ejemplo: (H) E 2 corresponde a la segunda estrategia para determinar el area bajo
la hipérbola y que se refiere a lo que denominamos “estimacion visual”.

IV.2.1. Compromiso con la propuestay comprension de la misma

Es costumbre, en nuestro sistema de ensefianza, que a los estudiantes se les
propongan actividades que ellos puedan resolver. Es decir, actividades en donde se
les proporcione toda la informacién que sea necesaria para resolverlas por métodos
gue hayan sido trabajados previamente en clase. Esta clausula del contrato didactico
no es solamente implicita. En las pruebas que se realizan durante el afio lectivo y en el
examen final, que es obligatorio, sélo se les puede proponer actividades similares a las
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trabajadas durante el curso, de acuerdo a lo establecido por los reglamentos de la
inspeccion que regulan este tipo de pruebas.

En cierta forma las actividades que les proponemos en la entrevista, rompen el
contrato, por lo que es importante observar el grado de compromiso de los
estudiantes.

Treinta y cuatro de los treinta y cinco estudiantes entrevistados se comprometieron
con la propuesta inicial. Recordemos que la participacion en el trabajo es voluntaria y
no obligatoria por lo que es coherente el grado de compromiso en la etapa inicial.
Aceptan resolver las actividades que se les plantean, suponiendo, en una primera
instancia que lo pueden hacer con las herramientas que poseen. Creemos que confian
gue los datos que se les proporcionan son suficientes para llevar a buen término las
actividades. Esta actitud estaria dentro de lo previsto por lo mencionado anteriormente
acerca del contrato didactico.

¢Pero qué sucede a medida que avanzan en la prueba y van detectando que no
pueden llegar a calcular en forma exacta las areas de las regiones Ay B?

Seis de los estudiantes (2, 4, 5, 7, 26, 27), luego de algun intento en la Actividad 1) a),
comienzan a argumentar que lo que se les pide nunca les fue ensefiado, que no saben
hallar &reas de figuras con “lados curvos” o simplemente que no se pueden determinar
y alguno de ellos no sigue trabajando en la propuesta.

Estos argumentos también son usados por el resto de los estudiantes que si sigue
trabajando al tratar de justificar si los valores que hallan corresponden al area
buscada.

La siguiente tabla nos muestra la disposicion de los 35 estudiantes al enfrentarse a las
diferentes actividades:

Actividad 1)a)| % Actividad 2) a) % Actividad 3) a) %
No Calcula 6 171 16 45.7 8 22.8
Explica
Calcula 28 80 12 34.3 24 68.6
No sabe 1 29 7 20 3 8.6
No contesta

x Como podemos observar en la tabla, la disposicion para resolver el problema
inicial es mayoritaria como habiamos dicho. Solo 7 de los 35 estudiantes no intentan
calcular el area. Seis de ellos simplemente explican como lo harian.

x Al llegar a la segunda actividad so6lo doce estudiantes efectian célculos para
lograr una mejor aproximacion del area de la region A y aumenta el numero de
aquellos que sélo explican como procederian. Esto puede deberse a varios motivos.
Por un lado algunos estudiantes habian realizado una division de la region de tal forma
gue los célculos para determinar el area se hicieron engorrosos. Si seguian trabajando
en la misma linea se les podia transformar en una tarea agotadora. Por otro lado en la
formulacion de la Actividad 2) a) se les dice “El valor que hallaste en la actividad 1 es
una aproximacion del area de A.”, dandoles una informacion que puede haber influido
en su forma de accionar. Se les esta diciendo implicitamente que sin importar lo que
hayan hecho en la actividad anterior, el entrevistador sabia que no podrian calcular el
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area. Volvemos a lo dicho anteriormente: se les hace explicita una ruptura del contrato
didactico, a la que no todos estarian preparados. Esto lo podian tomar como un nuevo
desafio o por el contrario como una especie de engafio 0 sub-valoracion de su trabajo.
Al respecto, el alumno 25 dice:

g_é\ Quieas 40 Jes yqd %p{/,c,( MIC 0N, lhay und

& ;ch_t_l poe_hirg elle dee ___J g
Lg,za; f._a_ o ..KMJ.@/E:J Covs edtor B0
{ 2 (oAt ,{d Mg‘d.-"_:-'-‘ {19 -_5»“';'. fmr g U O, DD
QMO YO  (ve0 g os_csleular ;ue hice. . o
Pel{ 104 fp 3,-.{.--:/-’ mt&zfﬂy/ ﬁé A fgwlfr;_

4

En el nuevo intento que dice que hara solamente explica un nuevo procedimiento para
aproximar el area buscada.

Otro motivo puede estar relacionado con factores de inseguridad en el tratamiento del
problema, de cansancio debido a lo extenso de la propuesta, falta de costumbre frente
a este tipo de actividad que involucra otro tipo de compromiso diferente al que estan
acostumbrados o falta de interés al no poder dar una respuesta rapida o inmediata a
los cuestionamientos planteados.

* En la tercer actividad, pareceria que la propuesta con una nueva curva incentiva
a los estudiantes pero en menor medida.

En cuanto a la comprension de la propuesta, todos los estudiantes parecen
comprender qué se les pide y la mayoria detecta y maneja sin grandes problemas
aparentes la informacién proporcionada en el enunciado y en los gréaficos.

A pesar de esto hemos comprobado que al momento de realizar los célculos y estimar
la medida de cada una de las regiones que les fueron presentadas se presentan
ciertas dificultades que no les permite obtener valores proximos a los reales. Teniendo
en cuenta los datos de la tabla anterior de los 28 estudiantes que realizan el calculo
del area de la region en la Actividad 1 a), sélo 5 de ellos se aproximan a la misma con
un error menor que 1; en la Actividad 2 a) sélo 5 de 12; en la Actividad 3 a) sélo 6 de
24. De acuerdo a lo anterior se podria inferir que los aprendizajes formales sobre la
medida no capacitan, generalmente, para la estimacion.

No todos los estudiantes detectaron que la expresion analitica de la funcion les
permitia calcular las dimensiones de las figuras geométricas que ellos mismos
dibujaron.

Las siguientes tablas nos muestran el uso o no de esta herramienta por parte de los

estudiantes con respecto a la estrategia inicial. Cada una de ellas corresponde a una
de las dos propuestas:
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Propuesta 1

Hipérbola Porcentaje Parabola Porcentaje
Usa imagenes 14 78 % 12 85.7 %
Usa regla 3 16.5 % 2 14.3 %
No se sabe 1 55% 0 0%
* Los tres estudiantes (8, 10 y 35) que, en su primer aproximacion al area bajo la

hipérbola usaron regla, habian dividido la region en figuras de tal forma, que la
determinacion exacta de sus dimensiones hubiera sido muy engorrosa o imposible. Lo
mismo sucede con los dos estudiantes (8, 10) que usan regla en el caso de la
parabola.

Propuesta 2

Parabola Porcentaje Hipérbola Porcentaje
Usa imagenes 14 82.3% 8 50 %
Usa regla 1 5.9 % 2 12.5 %
No se sabe 2 11.8% 6 37.5%
* Solo un estudiante (11) que usa regla estaria en condiciones de calcular las

dimensiones de las figuras usando la expresion analitica de la funcion. Los otros no
pueden por el tipo de division que hacen.

* En el caso de los alumnos que figuran en “No se sabe”, no se puede
determinar el uso de imagenes ya que no realizan calculos, sélo explican cémo lo
harian.

Como habiamos previsto en el analisis a priori, la mayoria de los estudiantes utilizo la
expresion analitica para el calculo de imagenes que les permitieron determinar las
dimensiones de las figuras auxiliares que trazaron. Es natural que asi lo hicieran ya
gue vienen trabajando con funciones en forma sisteméatica desde el Primer afio de
Bachillerato Diversificado. Ademas las dos funciones que se les proponen en la
entrevista fueron trabajadas en profundidad en dicho curso y estan familiarizados no
solo con la expresion analitica de cada una de ellas sino también con sus respectivas
representaciones graficas. Consideramos que es importante que puedan integrar
ambos aspectos de la funcién, que haya interaccion entre los registros gréfico,
simbdlico y algebraico. Esto serd importante a la hora de construir la definicién de
integral definida en donde las aproximaciones gréficas al area bajo la curva deberan ir
acompafiadas de representaciones simbdlicas de las mismas.

IV.2.2. Estrategiainicial
De un analisis primario de las redes presentadas podemos obtener los siguientes
datos con respecto a la estrategia inicial para el calculo del area, abordada por los

estudiantes entrevistados al enfrentarse a las actividades que se les presentaron. En
cada una de ellas se presenta en forma conjunta el primer intento de calculo del area
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respectivamente, correspondiente a las dos

propuestas. Es decir, que en cada tabla presentamos las estrategias elegidas en la
Actividad 1) a) de una propuesta y la Actividad 3) a) de la otra propuesta.
Estas dos tablas han sido elaboradas en base al nimero total de estrategias
trabajadas y no al nimero de estudiantes entrevistados.

Area bajo la hipérbola

Estrategia inicial Propuesta 1 | Propuesta 2 Total Porcentaje
(H) E1 ]\ 2 2 4 10,5 %
S
(HE2 S ‘ 4 4 8 21%
(H E3 l - 5 6 11 29 %
(H)E4 l\: 8 4 12 31,6 %
No sabe. No contesta. 1 0 1 2,6 %
Otros 0 2 2 53 %
Area bajo la parabola
Estrategia inicial Propuesta 1 | Propuesta 2 Total Porcentaje
(PYE1 '\ 6 5 11 27,5 %
/ -X
(P)E2 K\ 3 3 6 15 %
(P)E3 /’ \ 4 4 8 20 %
(P)EA4 5 5 10 25 %
No sabe. No contesta. 3 0 3 75 %
Otros 0 2 2 5%
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En nuestro andlisis a priori nos habiamos propuesto, entre otras cosas, observar si los
estudiantes utilizan los mismos procedimientos que usaron para ambas regiones, Si
hubo o no un aprendizaje, una reflexion, un cambio de actitud por parte de algunos
estudiantes, etc.

De la lectura de las tablas anteriores podemos observar que parece no haber cambios
significativos en cuanto a la eleccion de la estrategia segun sea esta encarada en la
Actividad 1 o en la Actividad 3. Esto nos podria estar indicando que no siempre las
actividades iniciales condicionarian el trabajo que realizan en la actividad final. Es
decir que la estrategia a utilizar, podria estar en algunos casos condicionada por la
curva en si y no por las experiencias previas en la propia entrevista, lo que no
coincidiria con lo que habiamos supuesto previamente.

Por estos motivos es que decidimos mirar con mayor detenimiento esta situacion y
elaboramos k siguiente tabla. En ella pretendemos observar si un mismo estudiante
cambia de estrategia a lo largo de la prueba y si los intentos anteriores influyen en su
actividad al encarar las actividades siguientes. Para ello se comparan las estrategias
usadas en las Actividades 1) a) y 3) a). En el caso de que algun estudiante haya
trabajado en mas de una estrategia en alguna de estas actividades, hemos elegido la
primera que presenta.

Estrategia usada Estrategia usada
Numero de |Act.1)a) | Act.3)a) |Numero de |Act.1)a) |Act. 3)a)
Estudiante Estudiante
1 (P)E2 (HE2 |19 (P)E1 (H)E3
2 (P)E1 (HE4 |20 (P)E3 (HE3
3 (HE2 (P)E2 |21 (HE3 (P)E3
4 (H)E4 (P)E1 |22 (H)E4 (P)E4
5 (P)E1 (HE1 |23 (HE4 (P)E4
6 (H)E3 (P)EL |24 (H)E3 (P)E3
7 (HE2 (PE2 |25 (HE2 (P)E1
8 (H)E4 (P)E3 |26 (HE4 | --—-----
9 (P)E3 (HE3 |27 = | mmeeem | e
10 (H)E4 (P)E4 |28 (H)E4 (P)E1
11 (P)E4 (HE3 |29 (HE3 [ -------
12 otro otro 30 (P)E2 (H)E2
13 (P)E4 (HE1 (31 (P)E4 (HE4
14 (P)E3 (HE3 |32 (HE1 (P)E1
15 (P)E2 (HE2 |33 (P)E3 (HE3
16 otro otro 34 (H)E3 (P)E3
17 (P)E1 (HE2 |35 (H)E4 (P)E2
18 (P)E1 (HE4

El andlisis de esta ultima tabla nos confirma que es relativamente bajo el nimero de
estudiantes que cambia de estrategia entre las Actividades 1) y 3). Solo 12 de los 35
estudiantes lo hacen y, de estos 12 estudiantes, sélo 3 se encaminan hacia una
estrategia que se podria considerar mas cercana a la obra matematica referente al
tema que nos ocupa.
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De las tres tablas presentadas podemos ademas observar que:

¥ Hay un bajo porcentaje de estudiantes que trabaja en base a particiones del
intervalo, que es la estrategia que mejor se adecua a la presentacion formal
habitual que del concepto de integral se hace en nuestro pais.

¥ Un namero importante de estudiantes trabaja con la estrategia que hemos
denominado estimacion visual. Esta estrategia no involucra el uso de procesos
infinitos, los que son necesarios a la hora de enfrentarnos al proceso que lleva a la
definicién formal de integral.

Para analizar este ultimo item debemos aclarar primero a qué nos referimos cuando
hablamos de la estrategia “estimacion visual”. En esta categoria hemos incluido a
estudiantes que estiman el area de la region con argumentos o explicaciones visuales
gue pueden ser validas o no. Por ejemplo, la estudiante 7 determina el area de la
region bajo la parabola por estimacion visual comparando ésta con el area de un
rectangulo, de la siguiente forma:

Otros estudiantes identifican las curvas involucradas con otras curvas. Por ejemplo la
estudiante 16 identifica la pardbola y la asimila a media elipse. Asegura que
calculando el area de la elipse obtendria el area bajo la parabola. Estaria en este caso
trasladando el problema original a otra figura que en ninguno de los casos puede
resolver.

Por ultimo contamos, dentro de esta estrategia, a estudiantes que comparan el area de
la region con el de otra figura, estimando que tienen igual area. Tal es el caso del
estudiante 15 que estima que el area bajo la parabola es, segun él “a grandes rasgos”,
igual a la suma de las areas del cuadrado C de la figura y el triangulo (DCF).
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fixl

=T

En la mayoria de estos casos los estudiantes obtienen medidas para las areas muy
lejanas a las reales.

Esto evidencia que en etapas previas no se han realizado trabajos en el aula
tendientes a que el estudiante aprenda a hacer estimaciones visuales y medicion de
areas con cierta relacion a argumentar. Es decir, no estdn capacitados en la tarea de
manipular y transformar mentalmente las imagenes visualizadas, capacidad que es
necesaria a la hora de estimar medidas de figuras como las que les fueron
presentadas.

En cuanto al trabajo de los cinco estudiantes (15, 21, 31, 32, 33) que habian recibido
instruccion previa con respecto al calculo de areas bajo una curva en el curso de
informatica, del andlisis de las redes vemos que solo uno de ellos (33) trabaja durante
toda la prueba en la forma que fue instruido en dicho curso.

Al trabajar con ambas funciones realiza particiones del intervalo en cuestién, cada vez
mas finas, y culmina su trabajo con el planteo del limite:

n
o

& (1) + 10x3.:2)). 2
lim -1

siendo n el numero de
n® +¥ 2

. . . 6
intervalos y cada intervalo de la forma Xi.; — X y X; = L.—
n

Los restantes estudiantes comienzan su trabajo usando las estrategias E1, E2 o E4.
La estudiante 15 trabaja como primer aproximacion al area de ambas curvas con la
estrategia E2 y para la segunda actividad trabaja con E4. En ninglin momento de la
prueba se acerca a lo que ella habia trabajado en informética. Lo mismo sucede con el
estudiante 31.

Los otros dos estudiantes cuando trabajan en la segunda aproximacion al area de la
region A, parecen evocar lo que habian aprendido y plantean procedimientos en base
a particiones del intervalo y afinaciéon de las mismas.

Pareceria entonces que el trabajo realizado no produjo gran impacto en los

estudiantes ya que solamente la estudiante 33 trabaja durante toda la prueba en el
mismo sentido que lo trabajado en informatica.
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No se apropiaron del procedimiento de tomar particiones, quizas porque no fue
disefiado por ellos sino que les fue sugerido por el docente, o quizas porque no hubo
una discusion acerca de la eficiencia de diferentes técnicas que les permitieran
acercarse al area de una region no poligonal. Esta Ultima hipotesis es muy factible ya
gue en informéatica el objetivo era programar determinada estrategia para aplicarla a un
problema genérico y no discutir acerca de las ventajas o desventajas de la misma.

IV.2.3. Concavidad de la funcién

Para analizar si la concavidad de la funcién es condicionante para la eleccién de la
forma de aproximarse al area de cada region, elaboramos la siguiente tabla. En ella
registramos, en base a la primer aproximacion de cada estudiante con respecto a cada
funcidn, si la cota dada o la forma de aproximar es por defecto o por exceso.

Hipérbola Parabola

Concavidad positiva Concavidad negativa
Defecto 4 11.4% 23 65.7 %
Exceso 18 51.4% 2 57%
Otros 12 34.3% 7 20 %
No sabe 1 2.9 % 3 8.6 %
De la tabla anterior podemos deducir que:
X Mas de la mitad de los estudiantes eligieron una aproximacion por exceso para

la funcion de concavidad positiva. Casi la totalidad de estos 18 estudiantes utilizan
trapecios (en forma directa o descompuestos en rectangulo mas triangulo) para
aproximar. Este resulta visualmente mas conveniente que un rectangulo si de
aproximar “mejor” se trata.

x Las dos terceras partes de los estudiantes realizaron una aproximacion por
defecto para la parabola. Para ello, en general, se eligieron los triAngulos y en algunos
casos trapecios.

* El nUmero de estudiantes que elige otros caminos en el caso de la hipérbola no
es nada despreciable. Siete de estos doce estudiantes trabaja con la estrategia de
estimacion visual.

En cuanto al tipo de aproximacion al area de las regiones que se hizo, las tendencias a
acotar por exceso en el caso de la hipérbola y por defecto en el caso de la parabola,
coinciden con lo esperado. Es decir que la concavidad de la funcién parece determinar
la eleccion de acotar por exceso o defecto.

IV.2.4. Uso de latangente
Hemos observado que un numero considerable de estudiantes usa o sugiere el uso de

rectas tangentes a las graficas de las funciones como herramienta que permite dividir
a la region en figuras.
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Pensamos que la eleccién de la tangente como herramienta se debe a que sugiere a
los estudiantes proximidad a la curva de tal forma que quedaria menor porcion de la
regiéon sin cubrir. En uno de los textos uruguayos que analizamos en el Capitulo |
cuando trata de hacer una descripcién de tangente que sea compatible con la nocion
formal para el caso de funciones (tratandola de diferenciar de la nocion griega de la
tangente asociada a las conicas) dice lo siguiente: “Deberia ser una recta que
alrededor de su punto de contacto esté muy proxima al grafico de la funcion”
(Giovannini, 1998). Esto puede estar dandoles la seguridad de proximidad en el
sentido antes mencionado. Por lo tanto parece ser coherente esta eleccidon ya que se
estaria tratando de llegar a un valor para el area con el menor error posible.

La siguiente tabla nos muestra el nimero de estudiantes que utilizaron esta
herramienta de acuerdo a la propuesta y a la grafica de la funcién.

Hipérbola Parabola
Prop. 1 Prop. 2 Prop. 1 Prop. 2
Actividad 1 6 2
Actividad 2 6 1
Actividad 3 3 1

De esta tabla y de los datos proporcionados por las redes correspondientes podemos
inferir:

x De los seis estudiantes que utilizan esta herramienta en la Actividad 1 de la
propuesta 1 sélo tres de ellos se mantienen en esta linea de trabajo, por lo tanto en la
Actividad 2 se agregan tres nuevos estudiantes.

x En el caso de la parabola la estudiante 16 utiliza una tangente y el punto de
tangencia lo toma como tercer vértice de un triangulo que inscribe en la misma como
se puede apreciar en la figura. Este procedimiento lo repite varias veces en un intento
de encontrar un procedimiento que le permita generar mejores aproximaciones.
Primero con el vértice (V) de la pardbola, luego con los puntos P y S, y finalmente con
los puntos Ry J (ver figura).

)
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Pero en los hechos elige primero el punto y luego traza por él la tangente, que
visualmente da la sensacion de ser paralela a la cuerda de la seccién parabdlica en
cuestion. Esto nos recuerda el trabajo realizado por Arquimedes.

¢Cbémo y por qué elige estos puntos? Por el tipo de actividad propuesta la idea es
encontrar una aproximacion del area de la region con el menor error posible. Por lo
tanto tiene que buscar una figura, dentro del repertorio de figuras a las que ella sabe
calcularle el area, de tal forma que cubra la mayor cantidad posible de la region.
Decide trabajar con triangulos inscritos en la parabola. Con el primer segmento de
paréabola (la region A) el punto V que elige determina con la cuerda AB el triangulo de
mayor area posible. Casualmente este punto coincide con el punto de Arquimedes.
Veamos la situacion a partir de la construccion de Arquimedes: la tangente tc (paralela
a la cuerda AB) deja a la parabola en un mismo semiplano con respecto de esta.
Como C es el Unico punto de la parabola que pertenece a t;, los demas puntos de la
misma quedan en la franja determinada por tc y AB.
Ademas se cumple que d(t.,, AB) = d(C, AB)

" Pt C,PT (P)secumple que d(P, AB) < d(C, AB)
Los triangulos ABP tienen igual base que el ABC

y menor altura, por lo que el area del triangulo
ABC es la mayor.

De esto se deduce que el punto de tangencia C (punto de contacto de la tangente
paralela a la cuerda AB con la parabola) determina con AB el triangulo de mayor area
posible.

En el segundo intento, con los dos nuevos segmentos de pardbola que quedan
determinados, los puntos que elige (S y P) no parecen cumplir con las condiciones
antes mencionadas. Por lo menos en lo que se refiere a una apreciacion visual.
Pensamos, de igual forma, que esta intentando cubrir al maximo la region.

En el tercer intento (como lo sefialamos en la figura) los puntos R y J parecen cumplir
estas condiciones.

IV.2.5. Procesos finitos o infinitos

Cuando se les pide a los estudiantes que expliquen si los procedimientos que
utilizaron para llegar a mejores aproximaciones se pueden continuar, en general
contestan que si, que dividiendo la regién en mas figuras geométricas, indicando, en
algunos casos, qué figuras geométricas (triangulos, rectangulos, trapecios). Pero la
mayoria no especifica como continuarian con dicho procedimiento.

Algunos estudiantes si hacen explicita la forma de continuar el trabajo. Entre ellos
encontramos cinco estudiantes (9, 24, 32, 33 y 34) que indican, de una forma u otra,
que los procedimientos determinados por ellos se pueden continuar en forma
indefinida.

x Es de destacar que dos de estos cinco estudiantes (32 y 33) son del liceo
Ciudad de San Felipe, por lo que ya habian recibido instruccion al respecto.
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x Los razonamientos y argumentaciones en este sentido de los estudiantes 9, 24
y 32 los veremos en el analisis de casos que presentamos mas adelante.

* De la estudiante 33 ya comentamos en el apartado anterior.

x El estudiante 34 trabaja con particiones con el método trapezoidal visualizando
un rectangulo y un triangulo. En la parte b) de la Actividad 2 nos explica:
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Por otro lado tenemos a cuatro estudiantes (10, 14, 18 y 23) que de cierta forma ven el
proceso como una serie determinada de pasos concretos que le permitiran calcular el
area deseada.

x La estudiante 10 dice que habria que “buscar los triangulos posibles y hallarles
el area’. En el contexto de su prueba esto puede ser interpretado como una division
ideal de la region en zonas, que ella no logra determinar. Para esto nos basamos en
los comentarios que hace con respecto a las divisiones que ella realizé: “no creo que
esté cerca ya que los triangulos que dibujé no deben ser los correctos”. Pareceria que
esta pensando que para resolver estos problemas hay predeterminada una forma de
dividir la region que el entrevistador sabe y ella no logra determinar.

* El estudiante 14 en cierta medida piensa que la solucién del problema pasa por
tomar ‘“infinitos trapecios” pero lo ve imposible. Dice que Unicamente se puede
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aproximar tomando “el maximo de trapecios posibles” y calculando posteriormente sus
areas. Vemos, por sus palabras, que este estudiante esta visualizando una solucién al
problema pero pensamos que la figura que se le proporciona para que trabaje le
obstaculiza la vision de esta solucion. No puede conciliar su imagen visual de la
solucion con la figura concreta de la regién. El espacio fisico concreto le permite incluir
dentro de la region “el maximo de trapecios posible”, lo que lo lleva a descartar la
solucion a la que habia arribado.

* El estudiante 18, en el caso del area de la parabola, rabaja la division de la
region inscribiendo triAngulos en la parabola, en forma similar a lo realizado por
Arquimedes. Da primero una aproximacioén del area en base a los tres primeros
triangulos y luego afirma que “no seria posible encontrar el area total, ya que es lo
maximo que se puede meter dentro de la parabola”. Como vemos maneja el mismo
argumento que el estudiante 14. El espacio fisico lo limita.

* La estudiante 23 al explicar sus procedimientos y como hallar mejores
aproximaciones dice: “con distintas formas geomeétricas, con mas o menos figuras,
creo gue son infinitas las posibilidades de hallar el area”. Al igual que la estudiante 10
tiene la imagen de una division ideal de la region que no sabe si tendra “mas o0 menos
figuras” que las que ella usé. La diferencia con la estudiante 10 es que sospecha que
hay infinitas de esas formas ideales.

x Estos cuatro estudiantes, salvo el 14, no generaron o no pudieron generalizar
el procedimiento en el cual trabajaron.

Vemos que, en general, los estudiantes que mencionan en sus respuestas la infinitud
del proceso generado por ellos, lo hacen en el sentido de la posibilidad de poder
determinar en cada etapa de dicho proceso una mejor aproximacion. Esto nos da la
idea de que poseen una concepcion del infinito potencial y no lo ven como algo
definido o acabado. El no poder llegar a calcular el area buscada, es decir el no poder
terminar el proceso que iniciaron fomenta esta idea de infinito potencial que se puede
transformar en un obstaculo a la hora de incursionar en la definicion formal del
concepto de integral.

El segundo grupo de estudiantes, que hemos considerado que conciben sus procesos
como finitos, no logran generar un procedimiento. A pesar que parecerian admitir la
existencia del area de la regiébn en cuestibn, no creen que se pueda determinar
mediante un procedimiento concreto.

En ambos casos vemos que no logran ver un camino que les permita calcular el area
en forma exacta. Unos porque no ven el proceso como algo acabado y los otros
porque o consideran imposible la division de la region en “infinitas” figuras o por la
imposibilidad, generada por la percepcion visual, de que no se pueden agregar mas
figuras dentro de la region.

IV.2.6. Concepcion del area como formula
Turégano (1996) nos dice que muchos estudiantes, como resultado de la instruccién

recibida desde la escuela primaria, tienen una imagen primitiva del area, generalmente
ligada a una formula, lo que les impide, entre otras cosas, poder determinar el area de
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superficies no rectilineamente limitadas. Es decir que esta vision del area asociada a
una férmula les traeria dificultades con las tareas que involucran la determinacion de
areas de figuras de las que no disponen de una férmula para calcularlas.

Compartimos en general estas afirmaciones, sobretodo en lo referente a la imagen de
area ligada a una férmula y presumimos que es una de las causas que generan las
dificultades que Turégano menciona.

En las respuestas de varios estudiantes, registradas en esta investigacion, aparece
esta idea.

Por ejemplo la estudiante 1, al explicar el procedimiento que esta realizando para
calcular el area, comenta que “llegaria un punto en que podria determinar la ecuacién
para hallar el area”.

La estudiante 12 cuando intenta calcular parte del area bajo la hipérbola usa la
expresion analitica de la funcion en un intento aparente de encontrar una férmula, pero
para otra de las figuras en que divide a la region llega a una aproximacion numerica.
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Aparentemente en ella conviven estas dos formas de considerar el area, usando una u
otra segun la situacién y la forma en que decodifica la informaciébn que se le
proporciona.

Ante estas formas de trabajo nos preguntamos: ¢qué es para los estudiantes el area?
¢es un numero? ¢es u na férmula? ¢qué significa para ellos resolver un problema?

En la etapa escolar, cuando se empieza a trabajar con el tema areas, se realizan
actividades tendientes a medir superficies llegando a un nimero que representa el
area buscada. Pero inmediatamente después de la obtencion de las formulas, se deja
de lado toda actividad de medicién de areas y se pasa a trabajar con las dimensiones
de las figuras para aplicar las formulas. Se pasa entonces a ver el area de las figuras

como férmulas: el &rea de un cuadrado es lado por lado (¢~ /), el &rea de un triAngulo

,

es base por altura sobre dos (T), etc. En todos los libros que acompaian los

cursos aparecen tablas o recuadros que nos recuerdan que, por ejemplo, el area del
circulo es p.r°, etc. Es decir, el area no se mide realmente sino que se calcula
mediante las férmulas adecuadas. También en el segundo afo liceal, al trabajar con
expresiones algebraicas muchas veces se les pide a los estudiantes que “calculen” el
area de determinada figura en funcion de un parametro, queriendo en realidad decir
gue “expresen” el area en funcién del mismo. Incluso en algun libro de texto usado
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para dicho curso aparecen problemas en donde el enunciado pide calcular en vez de
expresar. También en Analisis Matematico se trabaja con problemas de optimizacion
en donde esta involucrada la funcion area; el estudiante obtiene una expresion para el
area en funcion de determinadas variables y tratar4, segun el problema, de
maximizarla o minimizarla. Todas estas actividades podrian estar reforzando la idea
del area como formula, lo que nos llevaria a la afirmacion de Turégano.

De acuerdo a las respuestas brindadas por algunos estudiantes pareceria ser que
resolver un problema es hacer operaciones pensando que los datos que se brindan
son siempre suficientes y ademas que hay que utilizarlos todos. Esto nos recuerda
gue “tradicionalmente el contrato didactico escolar contiene una clausula que asegura
gue, cuando un profesor plantea un problema a sus alumnos, el problema esta bien
planteado y, en principio, el alumno dispone de los elementos necesarios para
resolverlo. [...] los alumnos, [...] suponen que, como siempre, la solucion del problema
resultara de algunas operaciones aritméticas simples a partir de los datos del
enunciado. “ (Chevallard et al, 1997).

Pensamos entonces que estos estudiantes intentaron usar toda la informacion que
poseian y podian decodificar, admitiendo como respuesta una férmula, delegando en
el profesor la responsabilidad de la validez de dicha respuesta.
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IV.3 ANALISIS DE CASOS

De acuerdo a los 35 cuestionarios de los que disponemos y las cuatro categorias por
cada propuesta surgidas en el analisis primario de los resultados, es que hemos
seleccionado, para presentar a continuacion, las pruebas de 8 estudiantes que
representan cada una de las estrategias iniciales trabajadas.

Analizaremos las mismas teniendo en cuenta la pregunta de investigacion que nos
hemos hecho (¢qué estrategias utilizan los estudiantes de Tercer afio de Bachillerato
Diversificado al enfrentarse al calculo de éarea bajo la curva?) y las preguntas
secundarias a saber: ¢se utiliza toda la informacibn que se proporciona en el
enunciado de la propuesta?, ¢se trabaja en forma compartimentada o se fusionan
elementos de analisis mateméatico con los geométricos?, la concavidad de la funcion,
¢nfluye en la forma de acotar?, ¢hay cambios de estrategias a lo largo de la
entrevista?, los procedimientos utilizados, ¢son considerados como procesos finitos?

Propuesta 1

(HE1 IE Estudiante 32

Sebastian es un estudiante que tenia 17 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcion Ingenieria en el Instituto Ciudad de San Felipe. Es uno
de los 5 estudiantes que habian trabajado con el calculo de areas determinadas por la
grafica de una funcion continua y no negativa, el eje de las abscisas y dos rectas de
ecuaciones x =ay x = b, en el area de informatica.’

* Sebastidan habia recibido instruccion previa, trabajando con particiones,
afinando las mismas y elaborando algoritmos en base al célculo de sumas inferiores
para el método rectangular y con el método trapezoidal que le permitiria, luego de un
namero considerable de particiones, llegar a la medida del area buscada. A pesar de
esto, en la Actividad 1) g, Sebastidn da una cota superior del area buscada con el
trapecio de vértices (1,0), (6,0), (6,1) y (1,6).

Algo analogo sucede cuando se enfrenta a la parabola en la Actividad 3) a). Acota por
defecto con un triangulo.

% por mas detalles sobre el trabajo ver en el Capitulo I1l, en la seccién de Poblacién entrevistada.
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Pareceria ser que no se apropié de la instruccion recibida y el trabajo realizado y
reacciona frente a la actividad de manera similar a los estudiantes que no tenian la
misma experiencia previa.

* En las Actividades 1) y 3) antes mencionadas, no se puede deducir si usa 0 no
la expresion analitica de la funcién para determinar las dimensiones del trapecio y del
triangulo respectivamente, que le permiten calcular su area, mientras que en las
actividades posteriores si lo hace. En 1) y 3) reconoce que lo que halla es una
aproximacion al area buscada.

x En la Actividad 2) a), en la que se le pide que realice una mejor aproximacion,
parece evocar lo aprendido en informéatica y divide la regibn en numerosos
rectangulos. Explica como realizar una aproximaciéon por defecto, que fue
precisamente lo que hizo en informética. Al inicio de su trabajo explicita que “otra
manera posible [de calcular el area] es dividir el area A en muchos rectangulos de
diferentes areas”. Este estudiante presenta entonces dos formas de abordar esta parte
de la actividad.

—_ i

L T My

— o

En la figura anterior se puede apreciar que la intencién es afinar la particion.

* No realiza célculos pero deja planteada el area de la region A como una
formula en funcién de n (nUmero de divisiones que realiza en el intervalo), Dx (amplitud
del intervalo), etc.

Vemos que a pesar de conocer la amplitud del intervalo en el caso concreto que esta
trabajando y otras dimensiones, él se limita a plantear una férmula. No hace mencién
ninguna a si n lo considera variable o no.

Quizés esté pensando en el &rea como una formula. También, si tenemos en cuenta el
item anterior piensa en el area como la region (él dice “el area A"). Es decir que
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estarian conviviendo en él tres formas de ver al area: como una férmula, la region
misma y como un nimero que es como responde en la Actividad 1 a).

* En la Actividad 2) b), nos dice que: “por mas rectangulos que yo haga nunca se
va a poder calcular un valor exacto porque van a seguir quedando espacios libres”.

De igual manera hace otro intento y pasa a trabajar con el método de la ordenada del
valor medio.

Dice que esta estrategia le permite aproximar mejor (sabemos que es asi) ya que los
rectangulos estarian cubriendo parte de lo que denominé los “espacios libres”. No
aclara si la nueva aproximacion a la que llegaria es por defecto o exceso, si las
regiones que quedan por fuera de la region A compensan con las que quedan por
dentro, simplemente asegura que seria mejor ya que cubriria las regiones que con el
método que usa anteriormente habian quedado sin calcular. Creemos que basa su
aseveracion en argumentos visuales sin realizar un analisis mas profundo.

Sefiala ademas que el ancho de los rectangulos aumentaria. Pareceria estar
comparando esta particion con la que él mismo realiza en la actividad anterior. No
logra, por lo menos a través del dibujo, conciliar una particion fina con las condiciones
gue le impone a los rectangulos de la misma (que el punto medio del “lado superior”
del rectangulo debe pertenecer a la curva).

x En la Actividad 3) b), no explica, no realiza céalculos, simplemente realiza una
figura de andlisis en donde se puede apreciar la particion que realiza.

mid |
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x En ningln momento de la prueba plantea si el proceso que realiza es finito o

infinito. Lo Unico que nos dice es que nunca se va a llegar a un valor exacto sino que
lo que puede encontrar son aproximaciones, lo que se condice con el trabajo realizado
en informatica.

x En cuanto a si la concavidad de la funcion influye en el tipo de cota que

presenta pareceria ser que asi lo es. Como lo mencionamos en el andlisis de las
preguntas realizado en el Capitulo Ill, y de acuerdo a la primera aproximacién que
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hace, en el caso de concavidad positiva acota®® por exceso y con la negativa acota por
defecto. Esto refuerza nuestra hipétesis al respecto ya que durante la instruccion
previa sélo habian trabajado con cotas inferiores. Cuando procede a trabajar con
particiones lo hace, en general, por defecto.

Resumiendo

A pesar de la instruccion que recibio en el area de informéatica, Sebastian se enfrenta a
las actividades presentadas, en una primera instancia, de la misma forma que lo hace
la mayoria de los estudiantes que no habian recibido ninguna instruccién previa.

A medida que avanza la prueba y se le piden mejores aproximaciones parece recordar
lo aprendido y comienza a trabajar con particiones del intervalo. No realiza célculos,
s6lo plantea el método que elige por medio de dibujos y férmulas genéricas.

En sus comentarios, a lo largo de la prueba, se puede observar que parecen convivir
en él distintas formas de considerar el area de una region: como férmula, como la
region mismay como un numero.

Logra pasar del registro grafico al analitico sin mayores dificultades, apoyandose en el
primero para lograr las “férmulas” que le permitirian calcular el area. Utiliza en forma
natural la informacién que se le brinda en forma analitica.

No manifiesta si considera los procesos que utiliza como infinitos. Creemos que logra
visualizar que a medida que aumenta el numero de divisiones del intervalo se va
cubriendo la region y se pueden lograr mejores aproximaciones del area de la misma.
A pesar de esto no creemos que, hasta el momento de realizada la prueba, haya
logrado dar el paso hacia una vision de gque estos rectangulos lleguen a agotar el area
de la region.

(H) E 2

lara es una estudiante que tenia 17 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcidn Arquitectura en el Instituto Ariel.

* En la Actividad 1) a) aproxima mediante estimacion visual. Divide la region A
en dos regiones: un rectangulo, al cual le puede calcular el area y luego estima un
valor para el area de la otra region. Para esto considera el triangulo de vértices (1,1),
(6,1) y (1,6) y supone que el area buscada es un poco mas que la mitad del area de
dicho triangulo. Asi llega a que el area de la region A es aproximadamente 12. Ella
misma usa el simbolo correspondiente (@ reconociendo asi que no es exacto. Usa
luego este argumento para justificar su respuesta de la Actividad 1) b).

% Cada vez gue mencionemos que un estudiante acota nos estaremos refiriendo al tipo de trabajo que
realiza, en el sentido que fue explicado en la seccion Primeras reflexiones. En ningln caso los estudiantes
hablan de cota sino que se refieren a aproximaciones.
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x En la segunda actividad, cuando se le pide que encuentre una mejor
aproximacion trabaja en dos ideas diferentes.

En la primera traza lo que ella llama “la” tangente a la gréfica. Dicha tangente
determina tres regiones, un triangulo y dos regiones limitadas por la grafica de la
funcion. lara asocia a estas dos ultimas con triangulos. Esto se deduce de sus
palabras y la figura de analisis que realiza:

Si observamos el primer comentario de la figura anterior vemos que utiliza a la
tangente como herramienta para dividir la regiébn en zonas. Creemos que esta
herramienta le da una sensacion de confianza. Podria deberse a que la imagen que
parece tener asociada al concepto de tangente y la que ella misma dibuja es de
aproximacion a la curva de manera tal que queda menos regién por cubrir debido a la
proximidad de la tangente a la curva en un entorno del punto de tangencia. Estamos
haciendo referencia a la posible asociacion de lara a la nocion de tangente al gréafico
de una curva que ya comentaramos en las primeras reflexiones.

Esto acompafado del trabajo realizado en clase en geometria analitica le permiten
presumir que podra efectuar los calculos con una aproximacion aceptable.

* No realiza célculos. Explica cémo seria el procedimiento. Hallaria la ecuacion
de la tangente para luego calcular el area de los tres “triangulos” determinados. Elige
la tangente de forma tal que coincida con la imagen que se hace de que determinaria
dos “triangulos iguales”. Para que esto suceda la tangente debe ser la paralela a la
cuerda de extremos en los puntos de coordenadas (6,1) y (1,6).

* Pareceria hacer uso de todas las herramientas de las que dispone integrando
los conocimientos de geometria analitica y andlisis que recibidé en el curso. Por lo
menos en la descripcién que hace de cémo procederia.

x La segunda idea en la que trabaja es aproximar la curva a un cuarto de
circunferencia. La figura que se le adjunta para que realice los trazados auxiliares que
considere necesarios parece llevarla a identificar parte de la hipérbola con parte de

. . ., 6
una circunferencia. A pesar de ello ella reconoce que la ecuacibn y=— no
X

corresponde a una circunferencia pero dice que el tramo “tiende a ser la cuarta parte
de una”.
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x En el primer intento lara trata de buscar figuras conocidas que tengan o
parezcan tener igual area a la de la regién A o que le parezcan que sean una parte de

la region.
x En la Actividad 3) a) recurre nuevamente a la estrategia que denominamos de
estimacion visual.
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lara hace una estimacion visual del area de la region utilizando figuras de las cuales
conoce una férmula para calcular el area.

Resumiendo

Como vemos todo el trabajo de lara se basa en el mismo argumento: buscar figuras
conocidas para luego utilizar sus areas para determinar las que ella esta buscando.

Cuando se le pide que busque mejores aproximaciones lo hace por otros caminos que
a priori no le aseguran que lo que obtendra sera una mejor aproximacion. Podria estar
basandose en la imagen visual que ella se hace de las nuevas estrategias a usar. Por
ejemplo, cuando utiliza a la tangente como herramienta para dividir la region en figuras
conocidas, la puede estar usando ademas como forma de aproximarse mas y mejor a
la curva lo que puede darle la impresion que esta cubriendo mejor la region. Un
razonamiento similar puede estar haciendo con respecto al uso de la circunferencia

para aproximar la hipérbola.
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En cada una de las actividades da muestras de utilizar toda la informacién que a priori
consideramos relevante y vincula las actividades geométricas con las de calculo
aparentemente sin problema.

La estrategia que utiliza para ambas regiones (E2) no involucra procesos infinitos.

HES3 Estudiante 24

Dario es un estudiante que tenia 18 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcion hgenieria en el Instituto Héctor Miranda.

En todo su trabajo plantea varias ideas interesantes.

x Toma en el intervalo [1,6] la particion P = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } dividiendo a la
region en 5 regiones. Dice que el area de cada una de ellas es “aproximadamente
igual al area de un trapecio”. Calcula entonces el area de cada trapecio y da una cota

por exceso: 56/5. Cabe aclarar que Dario en ningin momento habla de cota por lo que
la referencia a la misma corre por nuestra cuenta.

Dos cosas a comentar: Primero que no es el unico estudiante que utiliza el método
trapezoidal, pero a diferencia de los otros Dario no circunscribe trapecios en la region
sino que él relaciona la forma de cada region en que le quedd dividida, con un
trapecio. Segundo, usa como herramienta la identificacion visual de cada parte de la
region con un trapecio. Puede hacerlo a pesar de que, ni en los textos ni en el trabajo
en el aula, en los ejemplos prototipicos que se les presentan a los estudiantes, éstos
no aparecen con las bases en brma vertical. La mayoria de los estudiantes que
usaron este método lo hicieron hallando el area de un rectangulo y de un triangulo.

x En la Actividad 1) b) reconoce que el valor que hallé no corresponde al area de
A, pero va mas alla:
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De acuerdo a este Ultimo comentario Dario parece tener una concepcion de curva
similar a la de Leibniz quien consideraba a la curva formada por trozos de segmentos
indivisibles de longitud infinitesimal.

Esta concepcion de curva y lo dicho anteriormente sobre las regiones cuyas areas se
aproximan a las del trapecio son reafirmadas en la Actividad 3) b) cuando comenta:
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x En la Actividad 2) a) no realiza calculos pero explica como hallaria una mejor
aproximacion planteando el paso al limite de la siguiente manera:
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Como podemos apreciar aqui comete un error ya que sélo considera el area de una de
las regiones y no la suma de todas, pero a pesar de ello creemos que evidencia un
entendimiento claro de la situacion. No existen evidencias al respecto pero creemos
gue este estudiante puede haber tenido algun contacto previo con la teoria del célculo
integral. Por lo que sabemos, de acuerdo al curso en el que esta inserto, no deberia
haber tenido contacto con este tema.

Resumiendo

En su trabajo hay evidencias de que utiliza la expresion analitica para el célculo de
imagenes que le permite determinar las dimensiones de las diferentes figuras en las
gue divide a la region.

Logra conjugar adecuadamente los métodos y procedimientos del analisis matematico
con los geomeétricos.

Las aproximaciones que realiza hacen el papel de cotas y, como presumiamos en el
andlisis hecho en el Capitulo Ill, para la hipérbola son por exceso y para la parabola
por defecto.

Podria decirse que estaria considerando el procedimiento que eligi6 como infinito en la

medida de que al plantear el limite estd haciendo tender a 0 la amplitud de cada
intervalo.
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Estudiante 8

Pablo es un estudiante que tenia 16 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcion Arquitectura en el Instituto Latinoamericano.

x Realiza un trabajo minucioso durante toda la entrevista. Se esfuerza en los
intentos, en los calculos, en las explicaciones. En otras palabras acepta resolver las
diferentes actividades que le son propuestas. Parece suponer, en un principio, que los
datos que se le proporcionan son suficientes para resolver el problema y que puede
hacerlo con las herramientas de las que dispone.

* En la Actividad 1) inscribe la regién en un rectangulo y lo divide en figuras
conocidas (esto es figuras de las que conoce cémo calcular su area) usando
tangentes. La visualizacion juega aqui un papel importante en la eleccién de la
tangente como herramienta para dividir la region, ya que la proximidad de la misma a
la curva le puede estar dando la seguridad de una mejor aproximacion.

Usa las imagenes para determinar algunas dimensiones y en aquellas que considera
qgue no las puede obtener de esta forma usa la regla. Luego realiza los céalculos. No
confia en las herramientas que utiliza y manifiesta que: “El valor hallado en la parte a)
no es exacto porque al trazar la tangente a la curva de la grafica hay errores de
trazado, también hay errores de escala y de aproximacion”.

x En la Actividad 2) a) divide a la region en menos figuras que antes. Dice que
sera mas precavido en los trazados.

& 1

fi=) flx)

Actividad 1) a) Actividad 2) a)
No confia que con estas precauciones mejore la aproximacion.

* En la Actividad 3) a) nuevamente realiza un trabajo minucioso usando, segun lo
considere apropiado, las imagenes o la regla para determinar las dimensiones de las
figuras en que divide a la region.

Hace dos intentos. Uno por exceso y otro por defecto a pesar de lo cual los dos
resultados que obtiene superan el area buscada. Analizados los calculos realizados
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por él y las mediciones correspondientes en la figura de analisis este error se debe a
las mediciones que realizé con la regla.

* En el segundo intento pareceria que busca una regularidad al hacer la division
de la region. Primero que nada trabaja sé6lo con el intervalo [0,3] ya que se da cuenta
de la simetria de la parabola. Se puede apreciar que realiza una divisibn semejante a
una particion sobre el eje vertical y a partir de ahi calcula el area de tres trapecios.
Parece que la experiencia de lo trabajado en las actividades anteriores redunda en
una mejora en el método de trabajo, en cuanto realiza un trabajo mas ordenado, mas
regular.

Resumiendo

A medida que avanza en la entrevista va adquiriendo cierta regularidad en su trabajo
pero no llega a generar un procedimiento que le asegure obtener mejores
aproximaciones al area buscada. No creemos que él esté pensando en un
procedimiento en este sentido sino que hace intentos por diversos caminos sin llegar a
profundizar ninguno. Por todo esto tampoco creemos que esté cerca de concebir a
alguno de sus procedimientos como infinito.

En su caso la concavidad de la funcién no incide en su forma de acotar ya que en los
diversos intentos que hace para ambas regiones trabaja a veces por defecto y otras
por exceso.

Se aprecia la utilizacion tanto de herramientas concretas como cognitivas.

Propuesta 2

f(x)
(P E1 / \ Estudiante 17

Alvaro es un estudiante que tenia 18 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcion Ingenieria en el Instituto Héctor Miranda.

x Con el argumento “el area bajo la parabola contiene dentro de si el area de un
triangulo de igual base facilmente calculable”, Alvaro determina el area del triangulo
inscrito. Vemos claramente la intenciéon de dar una respuesta rapida, sencilla, aunque
sabe que no es lo que se le pide.

x En la Actividad 1) b), en lugar de contestar lo que se le pregunta intenta buscar
otra aproximacion del area para lo cual cambia de estrategia. Hace varios trazados
auxiliares en las figuras de analisis que le fueron proporcionadas en la busqueda de un
trapecio que, a su entender, sea equivalente al segmento de pardbola. Intenta primero
con tangentes a la parabola y finalmente opta por trazar dos rectas por los puntos de
coordenadas (0,0) y (6,0) respectivamente y que corten a la recta de ecuaciébny = 9 en
los puntos de abscisa 2 y 4 respectivamente.
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El area del trapecio determinado es exactamente la misma que la de la regién A. Pero
Alvaro no confia en el valor hallado y hace un promedio de los dos valores que
determind. la figura y los trazados que realiza en la misma le impiden conjeturar la
equivalencia de las dos regiones: el segmento de pardbola y el trapecio.

En cuanto a esta segunda estrategia queremos hacer algunos comentarios:

Pareceria que trabaja en el mismo sentido que lo planteado por Anzalone®® (2001), de
buscar una figura equivalente, por sus comentarios de que queda area por dentro y
por fuera de la parabola. Pero la figura de analisis no lo ayuda. Visualmente no percibe
que las regiones del trapecio que quedan por fuera de la pardbola son equivalentes a
las que quedan por dentro (sefialadas por las flechas en la figura), lo que deja en
evidencia el papel preponderante de la visualizacion en este caso. Creemos que es
por este motivo que hace finalmente un promedio.

x En la Actividad 2) acota por defecto con un trapecio inscrito en el segmento de
parabola de vértices (0,0), (6,0) (4,8) y (2,8) y un triangulo también inscrito. Se cuida
bien en esta oportunidad de que no haya regiones que queden por fuera de la regiéon
A. Para ello calcula las imagenes de 2 y 4.

X Cuando trabaja en la Actividad 3) a) también utiliza esta estrategia de
estimacion visual utilizando como herramienta para la division de la region la recta que
pasa por los puntos de coordenadas (6,0) y (0,6). Previamente hizo el intento con
tangentes a la hipérbola.

* En la Actividad 3) b) plantea que se puede aproximar mas al area de la regién
B. Dice que “todo depende de los recursos geométricos utilizados, cuanto mas se usen
menos sera el error.” Cuando habla de recursos geométricos parece referirse a las
figuras geométricas que determina en la region.

Resumiendo

En los intentos para determinar figuras auxiliares para aproximar las areas bajo la
parabola y la hipérbola descarta, en general, las tangentes a las graficas. Recordemos
gue dispone de las herramientas que le brindan los cursos de analisis matematico y el
de geometria analitica para determinar ecuaciones de las tangentes, los puntos de

% \er Capitulo lll, estrategias 5y 6 para el calculo del segmento de parabola.
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interseccion de éstas con la parabola o hipérbola, las dimensiones de las figuras, etc.
Creemos que la eleccion de determinadas herramientas y el descarte de otras se debe
a que le seria dificil determinar las dimensiones necesarias para calcular las areas
correspondientes. En determinado momento él dice que las figuras deben ser aquellas
que “nos es facil de calcular”.

No es que consideremos esencial el uso de las ecuaciones de las tangentes para el
trabajo del célculo de areas. Hacemos estos comentarios en la medida de las
argumentaciones y explicaciones que los propios estudiantes hacen de ellas al ir
respondiendo a los cuestionamientos de la prueba.

Pareceria que la concavidad de la de la primer funcién influye en su acotaciéon por
defecto. En el caso de la hipérbola no podemos decir nada.

Estudiante 1

Tatiana es una estudiante que tenia 17 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcidn Arquitectura en el Instituto Ariel.

* En la Actividad 1) a), la primer aproximacion la hace estimando el area y usa
para ello un tridngulo con uno de sus lados contenido en la tangente a la grafica de la
funcion en el punto de coordenadas (6,0). En él se incluye parte de la regidon encerrada
por la parabola. Estima que la mitad del area de dicho triangulo es la que corresponde
al segmento de parédbola. Es decir que estaria considerando que las regiones que
guedan por dentro y por fuera son equivalentes.

Tix} J
g1 =

n
I \

1] B

Plantea en forma genérica la ecuacion de la tangente no aludiendo a la derivada
primera en x = 6 como la pendiente de dicha recta. Ella cuenta con esta herramienta
pero no la tiene en cuenta 0 no la evoca en ese momento. Esta situacion parece
evidenciar la compartimentalizacion y la falta de vinculacion que se hace en los cursos
de geometria y analisis.

Nuevamente queremos destacar que la importancia que parecemos estar dando a la
ecuacion de la tangente y su coeficiente angular es en la medida de las propias
argumentaciones de la estudiante.

x En la Actividad 2) a) cambia de estrategia ya que inscribe figuras conocidas (de
las que conoce las férmulas para calcular el area) dentro del segmento de parabola.

141



Capitulo IV

Explica que cuanto mayor cantidad de figuras pueda poner dentro la aproximacion
serd mejor. Aqui se evidencia que esta pensando en aproximaciones por defecto.

X Pareceria por sus palabras ) coud pookr, fo PUL ober | e
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gue por medio de este proceso puede determinar una formula para calcular el area.
Esta supuesta formula estaria satisfaciendo una necesidad generada por la forma de
trabajo a que el sistema la tiene acostumbrada: para todo una férmula que soluciona
los problemas. En esta oportunidad no realiza célculos, simplemente explica.

* En la Actividad 3) a) inscribe la seccion hiperbdlica en un rectangulo y apunta

gue el borde de la region contenida en él que no corresponde a la region B “tiende” a
un cuarto de circunferencia, logrando asi llegar a un valor para el &rea de B.

f(x)

lov curvd | Oty enfoyracia.
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La visualizacion juega en esta oportunidad un papel relevante ya que lleva a Tatiana a
identificar parte de la hipérbola con un cuarto de circunferencia lo que es relevante en
el momento de elegir la estrategia para aproximarse al area de la region B. Esta
similitud que encuentra en las curvas le estaria dando la seguridad por la proximidad
ya que menciona que una tiende a la otra.

Resumiendo

La estrategia principal que utiliza en la prueba es la de estimacion visual del area
buscando figuras que sean equivalentes a las de las regiones Ay B.

Al igual que en muchas de las pruebas, aparece aqui la eleccion de la tangente como
herramienta concreta para la determinacion de figuras. Es una herramienta que
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conoce bien, que podria determinar perfectamente pero no puede articular las
herramientas geométricas con las de analisis matematico.

En esta prueba no se puede observar si la concavidad de las funciones influyen o no
en la forma de acotar.

Al decir que se llegaria a una ecuacion para determinar el area de la region evidencia
la seguridad de que debe haber una férmula que dé solucion al problema. Ella no
puede hacerlo con los elementos que cuenta por lo tanto tiene que existir una
ecuacion a la cual acudir. Como podemos ver aqui entra en juego una de la clausulas
del contrato didactico asociado al tema area que, de acuerdo a la experiencia previa
de los estudiantes, le estd exigiendo la férmula correspondiente que resuelva el
problema.
Af(x)

T
AN

/

/ \

\
/ | Estudiante 9

0 6

(P)E 3

Diego es un estudiante que tenia 17 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcion Arquitectura en el Instituto Latinoamericano.

x En la Actividad 1) a) hace una particion del intervalo [0,9] del eje de las
ordenadas: P o9 ;={0, 2, 4, 6, 8, 9 }. Calcula las correspondientes preimagenes en
forma algebraica. Trabaja por defecto. La region queda dividida en una serie de
trapecios y un tridngulo en el intervalo [8,9]. El area de cada trapecio la calcula
sumando las areas de un rectangulo y dos triangulos. De acuerdo a la imagen que se
hace de la figura parece no “ver” los trapecios. Llega asi a un valor aproximado de
35,5.

x En la Actividad 2) afina la particion hecha en la Actividad 1) obteniendo ahora
Pros1={0, 2, 4,6,8, 8.2, 84, 8.6, 8.8, 9 }. Nuevamente determina las preimagenes
analiticamente. Obtiene ahora un valor aproximado de 35,75.

fix)

Rl B

Como se puede apreciar en la figura, deja de trabajar con trapecios y triangulos y
considera ahora solamente rectangulos.
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Parece darse cuenta que al afinar la particiébn y quedar dividida la region en mas
figuras, el error de aproximacion que estaria cometiendo es cada vez menor y
aproximarse mas a la curva con un trapecio no cambiaria mucho la situacion. Esto
gueda evidenciado cuando, al explicar como seria el procedimiento, reconoce
explicitamente que puede aproximarse mejor mediante un proceso infinito, dividiendo
en un namero de rectangulos cada vez mayor.

* En la Actividad 3) a) contintia trabajando con particiones pero esta vez sobre el
eje de las abscisas. Vuelve a trabajar con trapecios y, al igual que en la Actividad 1),
determina su area como la suma de las areas de un rectangulo y un tridngulo. Calcula
las imagenes para realizar los calculos del area de cada figura en la que divide la
region. Trabaja ahora por exceso.

X A pesar de trabajar con trapecios, cuando explica cémo llegar a una mejor
aproximacion, habla de dividir en rectangulos mencionando nuevamente que se
trataria de un proceso infinito.

Resumiendo

Diego utiliza y aprovecha toda la informacion que se le brinda en los enunciados de la
propuesta y amalgama sin dificultades las herramientas y procedimientos que le brinda
la geometria y el algebra.

Hay evidencias que la eleccion de la forma de acotar se ve influenciada por la
concavidad de cada funcion, haciéndola en la forma prevista en el analisis preliminar.

Se mantiene durante toda la entrevista en una misma linea de trabajo, usando
particiones, primero sobre el eje de las ordenadas y luego sobre el eje de las abscisas.
Este Gltimo cambio podria deberse a la dificultad, o al trabajo mas pesado que significa
el célculo de preimagenes.

Considera que el procedimiento que acaba de crear para aproximarse al area de las
diferentes regiones se puede repetir en forma indefinida. Explicita que se trataria de un
proceso infinito.

[

(P)E4 ~ Estudiante 11

0 6

Ana es una estudiante que tenia 17 afios en el momento de realizar la prueba.
Cursaba 6° afio de B.D. opcion Arquitectura en el instituto Héctor Miranda.

x En la Actividad 1) a) calcula el area del triangulo interior y sobre los lados

iguales traza dos triangulos. Utiliza imagenes y mediciones con regla ya que se da
cuenta que el dibujo estd a escala 1:1. Trabaja por defecto.
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f(x)

0 R, T 8

x Si observamos la figura de analisis de Ana vemos que el triangulo que traza
primero tiene base en la cuerda del segmento de parabola y el tercer vértice es el
punto de la curva que determina el triangulo de mayor superficie posible. Este coincide
con el punto de interseccion de la recta tangente a la parabola paralela a la cuerda del
segmento de parabola. Este triangulo determina dos nuevas secciones parabdlicas y
en cada una de ellas construye un nuevo triangulo. Esta forma de trabajo nos recuerda
a la que utiliza Arquimedes®’ en su demostracion de que el area del segmento de
parabola es 4/3 del area del triangulo inscrito.

La pregunta es entonces como determina Ana el tercer vértice de cada uno de estos
triangulos. Pareceria ser el punto de la parabola que se encuentra a mayor distancia
de la cuerda. Determina asi el triAngulo de mayor area que se puede obtener con un
lado en la cuerda del segmento de parabola. Creemos que es asi, ya que Ana estaria
buscando una figura que cubra la mayor superficie posible. Esto lo manifiesta en la
parte b) de esta actividad cuando dice que la region esta limitada por una parabola y
“no tengo un dbujo que pueda completar en su totalidad el area”. Aqui vemos que
Ana, como muchos de los estudiantes entrevistados, esta tratando de visualizar, de
buscar dentro de la coleccion de figuras geométricas que maneja y de las que sabe
como determinar el area, una que cumpla con las condiciones exigidas por la region.

Si esta es la estrategia usada por Ana, entonces el tercer vértice que determina en
cada etapa coincide con el de Arquimedes.

X En la Actividad 2) a) cambia de estrategia y realiza una “especie” de particion
del intervalo sobre el eje de las ordenadas. Divide a la region en trapecios que ella no
“ve” 0 si visualiza pero quizas no recuerda su férmula. Por lo tanto calcula las areas de
los rectangulos y triAngulos en que gueda descompuesto cada trapecio. Mide con
regla.

#ver Capitulo |, Componente epistemolégica.
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x De acuerdo a sus dichos cree que mejora la aproximacién ya que observa que
guedan menos regiones por cubrir. Nada le asegura que esta nueva division, que
obtiene con el cambio de estrategia, le permite mejorar la aproximacion. Se basa
Unicamente en argumentos visuales. En los hechos llega a una mejor aproximacion
pero ella no lo puede saber.

* En la Actividad 3) nuevamente trabaja con una particion (irregular) en el eje de
las ordenadas dividiendo en rectangulos y agregando triangulos para aproximarse
mejor. De nuevo lo visual es lo que determina las figuras que elige para descomponer
a la regiéon B. Su aproximacion es por exceso.

Resumiendo

Trabaja, en una primera instancia, de tal forma que nos recuerda el trabajo realizado
por Arquimedes en la etapa de formalizacion de la demostracion del calculo del area
del segmento de parabola. Aparentemente elige los mismos puntos que Arquimedes
para determinar triAangulos que cubran la mayor area posible. Utiliza para ello diversas
herramientas y toda la informacién que se le proporciona.

Segun la concavidad de la funcién de que se trate acota por defecto o exceso, de
acuerdo a lo que habiamos previsto.

Hay un cambio de estrategia a lo largo de la prueba. Si hubiera continuado su trabajo
con la inscripcién de tridngulos el trabajo hubiera sido bastante mas complicado.
Creemos que esta experiencia le hace buscar otro camino que le provea de cierta
regularidad y que le facilite los célculos. Es asi que comienza a trabajar con
particiones sobre Oy.

No creemos que haya pensado en ningln momento en si sus procedimientos se
podrian continuar indefinidamente.
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IV.4.  RESULTADOS OBTENIDOS A LA LUZ DE LAS CONSIDERACIONES
TEORICAS

Analizaremos aqui los resultados obtenidos teniendo en cuenta las consideraciones
tedricas desarrolladas en el Capitulo |, las primeras reflexiones y el andlisis de casos.
En estos dos dultimos apartados ya incorporamos el analisis de las preguntas
secundarias, que como dijimos al inicio de este trabajo, nos ayudaran a alcanzar el
objetivo principal, a saber:

Detectar cuales son las estrategias que utilizan los estudiantes de Bachillerato
Diversificado al enfrentarse al calculo de area bajo una curva, para analizar las
ventajas, desventajas, dificultades y limitaciones que las mismas pueden generar al
momento de tratar el tema formalmente.

Para el andlisis de los resultados haremos una reflexion desde las dimensiones
epistemoldgica, cognitiva y didactica. Esto nos permitira una vision compleja, y si se
guiere sistémica, de la problematica a estudiar.

La dimension epistemoldgica nos permite conocer los obstaculos que enfrentaron los
hombres a lo largo de la historia en la construccion de los significados y conceptos
matematicos, vinculados en este caso a la integral definida. Conocerlos en
profundidad nos brinda informacion acerca de los posibles obstaculos y dificultades
gue pueden enfrentar los estudiantes cuando deben abordar tales conceptos. Es por
ello que analizaremos si las estrategias de nuestros estudiantes recrean de alguna
forma los pensamientos y argumentos utilizados por los mateméaticos en la génesis del
concepto.

Desde el punto de vista cognitivo, analizaremos los resultados utilizando el concepto
de visualizacion que presentan Zazkis et al. (1996) y Zimmermann y Cunningham
(1991a) y las consideraciones presentadas por Vinner (1991) en términos de imagen
del concepto — definicién del concepto.

Estos elementos tedricos nos permitirdn interpretar las concepciones de los
estudiantes y poder asi dar explicaciones acerca del tema que nos ocupa.

Los elementos resefiados en la componente didactica nos brindan elementos Utiles
para acercarnos a lo que son las practicas de aula. En un pais donde solamente el
13.5% de los docentes son titulados, creemos que los libros de texto nos permitirdn de
alguna forma tener una nocién de qué se ensefia y cOmo se ensefia ya que creemos
que constituyen los principales puntos de referencia para aquellos profesores que no
han logrado completar su formacién inicial.

También nos brindan informacion acerca del discurso docente y del enfoque didactico
del tema.

Esta componente aparecera interrelacionada con lo epistemolégico pues nos interesa
detenernos en la relacion entre la evolucion historica del concepto y la presentacion
gue se le da en el aula.

También pretendemos comparar algunos de los resultados obtenidos en esta
investigacion con los de:

* Dubinsky et al. (2000), acerca de las concepciones de area de estudiantes
universitarios.
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x Calvo (1997) sobre dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de las
integrales y otros aspectos concernientes a la presentacion de las integrales a partir de
la nocion de area.
* Turégano (1994, 1996, 1998) vinculados al aprendizaje de la integral y el
concepto de area.

Una resefia de los mismos es presentada en el Capitulo 1l de este trabajo.

IV.4.1 Nuestros entrevistados

Recordemos que para la presente investigacion se trabajé con estudiantes del Tercer
Afio de Bachillerato Diversificado®. Estos realizaban sus estudios en liceos estatales
(19 estudiantes) y liceos privados (16 estudiantes).

Las edades de los mismos oscilan entre los 16 y 18 afios. Hay dos estudiantes de 16
afos, diez de 18 afios y veintitrés de 17 afos.

Dieciséis de ellos son estudiantes de B.D. opcion Arquitectura y diecinueve de opcion
Ingenieria. Todos provienen de una rama comun, orientacion Cientifica, segun
muestra el siguiente cuadro:

0 (o]
1 B0 2 B ® B.D
Orientacion Opcion
Derecho
Humanistico
Economia
Comdn Agronomia
Biolégico —
Medicina

o Arquitectura
Cientifico
Ingenieria

El caracter de la prueba fue voluntario.

IV.4.2 Analisis de los resultados relacionados con el objetivo de nuestra
investigacion

Como ya se menciond, en el andlisis inicial se detectaron dos estrategias
fundamentales que son la division de la region en figuras entre las que se encuentran
aquellas que les son familiares a los estudiantes y para las cuales creen tener
herramientas para determinar sus areas y lo que hemos denominado “estimacion
visual”. En esta ultima categoria hemos incluido a estudiantes que estiman el area de
la regién con argumentos o explicaciones visuales que pueden ser validas o no.
Algunos de ellos determinan figuras familiares que consideran equivalentes a la region

% por mas datos ver Anexo |ll.
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que analizan; otros identifican las curvas involucradas con otras curvas, otros
estudiantes que comparan el area de la regién con el de otra figura, estimando que
tienen igual area. Esta estrategia no involucra el uso de procesos infinitos, los que son
necesarios a la hora de enfrentarnos al proceso que lleva a la definicion formal de
integral definida.

Dentro de la primer estrategia distinguimos tres sub-estrategias en base a la
frecuencia de las respuestas, al interés de acuerdo a los objetivos de esta
investigacion o por considerar que es una estrategia que mejor se adecua a la teoria
matematica.

Estas tres sub-estrategias junto a la estimacion visual conforman las cuatro estrategias
en las que hemos basado nuestro andlisis:

E1  Acota por exceso con trapecio y por defecto con triangulo respectivamente.

E2 Aproxima mediante estimacion visual, comparando el area de la region en
cuestion con la de una figura de la cual conoce cémo calcular su area.

E 3 Usa particion sobre alguno de los ejes.

E4 Divide a la region en figuras conocidas de las que conoce como calcularles el
area.

En la eleccion, por parte de los estudiantes, de cualquiera de estas cuatro estrategias,
la visualizacién juega un papel preponderante. En E1, E3 y E4, la division que se hace
de la regién en cuestion depende, no sélo del repertorio de figuras conocidas
(triangulo, rectangulo, trapecio) que manejan los estudiantes sino también de la
concavidad de la funcion involucrada, de la percepcion que tiene el estudiante de
cémo cubrir en forma mas efectiva la region, de la manipulacion mental o con la ayuda
de la figura de analisis que hace de las figuras.

Como hemos visto, un gran porcentaje de los estudiantes entrevistados, al enfrentarse
al célculo del area de las dos regiones, y con referencia a estas tres estrategias, tienen
cierta habilidad para realizar una interpretacion de la situacién y representar una figura
de analisis adecuada que les permite encaminarse a lo que consideran una solucién
del problema.

En el caso de la estrategia E2 (Estimacion Visual) vemos que algunos estudiantes, al
comparar la region a la que se pide calcular el area con otra que “ven” como
equivalente llegan a resultados muy lejanos a los reales debido a que la supuesta
equivalencia no es tal. Esto evidencia la falta de experiencias previas en el trabajo de
aula que involucre la realizacion de estimaciones visuales y mediciébn de areas con
cierto grado de exactitud, o que las experiencias en este sentido no son suficientes
para realizar estimaciones confiables.

A pesar de esto sabemos que en la vida cotidiana, es decir en un ambito fuera del
aula, es necesario resolver determinados problemas que llevan al individuo a realizar
estimaciones y de acuerdo a investigaciones a este respecto sabemos que las mismas
se realizan en forma efectiva.

Entonces, ¢qué sucede en el aula?

De acuerdo a los resultados obtenidos en cuanto a la estimacion visual de la medida
en esta investigacion, podriamos inferir que los aprendizajes formales sobre la medida,
si es que los hubo, no capacitaron a nuestros estudiantes para la estimacion vy, al
contrario. La estimacién de medidas es un proceso mental que se basa en el
conocimiento internalizado de unidades de medida referenciales que son objetos
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conocidos por el individuo, como ser metro, tazas, pies, etc. En la tarea de estimacién
el individuo debe hacer manipulaciones mentales de esas unidades para, mediante la
comparacion, lograr dar una aproximacion. Las estimaciones dadas por nuestros
estudiantes, como ya se dijo, evidencian la falta de capacitacion en & tarea de
manipular y transformar mentalmente las imagenes visualizadas, capacidad que es
necesaria a la hora de estimar medidas de figuras no rectilineamente delimitadas.

X A pesar que en esta investigacion no se pregunté a los estudiantes acerca de
Su concepcion de area podemos, en base a sus respuestas y al analisis de las
mismas, describir someramente las imagenes conceptuales de los estudiantes
asociadas a la palabra area. Podemos decir que nuestros estudiantes asocian la
palabra area con una férmula, con un nimero o con un espacio a cubrir. Esta ultima
fue la imagen mayoritariamente detectada. En nuestra investigacion en algunos casos
fueron evidenciadas mas de una de estas imagenes en un mismo estudiante, como
por ejemplo el estudiante 32, caso que fue presentado en este mismo capitulo.

Coincidimos con Turégano (1996), en que las imagenes asociadas al concepto de
area de muchos de nuestros estudiantes, como resultado de la instruccion recibida
desde la escuela primaria, son primitivas y generalmente estan ligadas a una férmula,
lo que les impide, entre otras cosas, poder determinar el area de superficies no
rectilineamente delimitadas. Es decir que esta vision del area asociada a una férmula
les traeria dificultades con las tareas que involucran la determinacion de areas de
figuras de las que no disponen de una férmula para calcularlas, como es el caso que
nos ocupa.

El &rea no es vista por los estudiantes como un objeto geométrico salvo en el sentido
de un espacio a cubrir.

Esta vision del area por parte de los estudiantes podria estar ligada al tratamiento que
generalmente se hace del tema en los libros de textos y por consiguiente en el aula.
Salvo en la etapa escolar, en donde se realizan actividades tendientes a medir
superficies llegando a un numero que representa el area buscada, en los afios
siguientes el area no se mide realmente sino que se calcula mediante las formulas
adecuadas. Todas estas actividades podrian estar reforzando la idea del area como
formula.

En cuanto a la clasificacion que hace Turégano (1994) de los estudiantes en tres
niveles de razonamiento de acuerdo a las diferentes imagenes del concepto de area,
encontramos que nuestros estudiantes estarian en su mayoria en los niveles operativo
o descriptivo pues obtuvimos las siguientes evidencias: admiten la igualdad de areas
para superficies de distinta forma, estén o no rectilineamente delimitadas, la
conservacion del area por descomposicion, utilizan las propiedades de aditividad y
transitividad correctamente en la resolucién e problemas, admiten la posibilidad de
asignar un numero a cualquier superficie aunque no conozcan el procedimiento para
hacerlo. Estas capacidades son compartidas por ambos niveles, pero al no haber
indagado en forma explicita sus concepciones acerca de la nocién de area no
contamos con elementos que nos permitan afirmar si nuestros estudiantes son
capaces de describir verbalmente el concepto de area que poseen asi como sus
propiedades. Esto nos impide distinguir qué estudiantes entrarian en el nivel operativo
y cudles en el nivel descriptivo.

En referencia al nivel primitivo podemos decir que no tenemos evidencia de que
alguno de nuestros estudiantes se encuentre dentro de este nivel, es decir no
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encontramos ningun estudiante que explicitamente no admita que se pueda
determinar el area de superficies no rectilineamente delimitadas.

X En cuanto a la relacién entre las estrategias de los estudiantes y las que
utilizaron los matematicos en la génesis y posterior desarrollo del concepto, podemos
decir que un numero no despreciable de estudiantes trabaja en forma similar a la de
Arguimedes, en su demostracion de que el area del segmento de parabola es 4/3 del
area del triangulo inscrito. Con esto nos referimos a que los estudiantes intentan
agotar la figura inscribiendo triangulos en la misma.

En este sentido, nuestros hallazgos parecen coincidir con los detectados por Dubinsky
et al. (2000). Aunque estos investigadores trabajaron con estudiantes que tenian
instruccion previa especifica, éstos Ultimos igualmente recurrieron a procedimientos
como los descritos en el parrafo anterior. Esto indica, como se explicita en la
mencionada investigacion, que una fuerte intuicion no puede ser destruida por la
instruccion recibida en la clase.

Esto ultimo es aplicable a cuatro de nuestros entrevistados que habian recibido
instruccion previa en forma lateral en el &mbito de la clase de informética. A pesar de
esto ellos comienzan su trabajo usando las estrategias E1, E2 o E4. En las primeras
reflexiones conjeturdbamos que este comportamiento, es decir la no apropiaciéon del
procedimiento de tomar particiones, se debia principalmente a que no hubo una
discusion acerca de la eficiencia de diferentes técnicas que les permitieran acercarse
al area de una region no poligonal. Ahora podemos agregar razones epistemolégicas a
los procedimientos elegidos por estos estudiantes ya que, en cierta medida, estan
reproduciendo los argumentos I6gicos de los grandes matematicos, como ser en este
caso los de Arquimedes.

X También observamos que los estudiantes, usan o sugieren el uso de rectas
tangentes a las graficas de las funciones como herramienta que les permite dividir a la
region en figuras. Este procedimiento también fue utilizado por Arquimedes en la
demostracion que mencionamos anteriormente.

Como ya dijimos en las Primeras reflexiones pensamos que la eleccién de la tangente
como herramienta se debe a que sugiere a los estudiantes proximidad a la curva de tal
forma que quedaria menor porcion de la region sin cubrir, es decir, les estaria
proporcionando una forma de aproximacion del area buscada con el menor error
posible. En esto juega un papel importante, no sélo la visualizacion sino creemos que
también la concepcién que el docente presente de este concepto.

En los cursos que estaban realizando estos estudiantes al momento de realizar la
entrevista, tanto en Geometria Analitica como en el curso de introduccion al Calculo
diferencial, se trabaja mucho con las tangentes a las conicas y a las graficas de las
funciones tanto en los puntos criticos como en cualquier otro punto. El tratamiento que
se hace del tema es en general del tipo algoritmico. Se determinan las ecuaciones de
las tangentes a las conicas en el primer caso y en el curso de calculo, una vez
introducida la definicion de derivada en un punto y su interpretacion geomeétrica se
pasa a la determinacion de la ecuacién de la recta tangente a la grafica en un punto de
la misma. Luego se realizan actividades tendientes a la determinacion de dichas
ecuaciones en casos particulares. Pensamos que esto sucede asi ya que en los libros
de textos uruguayos, analizados en el Capitulo |, es este el tratamiento dado al tema y
por lo expresado antes en cuanto a la preparacion de la mayoria de los docentes, esto
es lo que se veria reflejado en el aula. Como ya comentamos anteriormente, en uno de
los libros de texto usados en nuestro pais figura una aproximaciéon a la nociéon de
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tangente a la grafica en los siguientes términos: “Deberia ser una recta que alrededor
de su punto de contacto esté muy préxima al gréafico de la funcion” (Giovannini, 1998).
Esto junto con la importancia que se le da en los cursos a la tangente, generalmente
con una significacion vinculada a problemas concretos de determinacion de la misma,
pensamos que hacen que esta herramienta sea considerada importante y les genere
una sensacion de confianza.

X Compartimos con Calvo (1997) que el tratamiento para las cotas inferiores y
superiores no es analogo y aparece como vinculado a la concavidad de la funcién.
Encontramos que las tendencias a acotar por exceso en el caso de la hipérbola y por
defecto en el caso de la pardbola, coinciden con lo esperado en nuestro analisis a
priori. Es decir que la concavidad de la funcién parece determinar la eleccién de acotar
por exceso o defecto.

En la estrategia inicial tenemos clasificados como de acotacién 4 casos para la
hipérbola y 11 para la pardbola, por exceso y defecto respectivamente. Han sido
puestos dentro de esta categoria por considerar que el tipo de trabajo que realizaron
era de dar una cota para el area buscada. Pero, ¢los estudiantes entienden lo mismo
gue nosotros? Es decir, al elegir presentar una figura relacionada por inclusion con la
region, ¢estan pensando que estan acotando? Creemos gque no por dos razones:

x Primero, cuando los estudiantes se refieren a los valores que hallaron para las
areas de las regiones dicen que han hallado una aproximacion de la misma, incluso
algunos utilizan el simbolo correspondiente (@.

x En segundo lugar hay que tener en cuenta que, en general, las actividades de
acotacion que han hecho hasta el momento estan referidas a dar cotas de
subconjuntos de reales y no creemos que asocien el area de la figura que relacionan
por inclusién con una cota.

Esto nos lleva entonces primero a analizar qué se entiende por cota y cuales son las
implicancias que tiene para la construccion formal del concepto de integral.
Recordemos que la mayoria de estos estudiantes, en cursos posteriores, se veran
enfrentados al aprendizaje del mismo. Teniendo en cuenta que estamos estudiando
las estrategias de los estudiantes para utilizarlas, en la medida de lo posible, para
introducir el tema integrales a partir de la nocion de area, sabemos que la obra
matematica sugiere hacerlo utilizando cotas. Es decir de definir a la integral definida
como el supremo del conjunto de las cotas inferiores (integral inferior), o el infimo del
conjunto de las cotas superiores (integral superior). Esta forma de encarar el concepto
de integral definida difiere a la recomendada, en forma implicita, en el programa
correspondiente de B.D. Es por esto que en general no estan previstas actividades
tendientes a generar en los estudiantes una vision de las cotas en el sentido que es
necesario para aproximarse a la definicion de integral definida.

Para analizar qué se entiende por cota nos podemos restringir a la naturaleza y
funcionamiento de este conocimiento mateméatico. Cordero (2001) plantea como
problematica fundamental de la ensefianza de la matemética la confrontacion entre la
obra matematica y la matematica escolar. Estas tienen naturaleza y funciones
diferentes, requiriendo la segunda de una interpretacion y reorganizacion de la
primera, tomando como fuente a la actividad humana. Refiriéndose a los trabajos de
Vergnaud sefiala que “la gimera restriccion (la naturaleza) estaria basada en las
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visiones matematicas y psicoldgicas, mientras que la segunda (el funcionamiento)
estaria basada en la visién social.”

En nuestro caso el significado matematico de cota estaria asociado al rigor
matematico y sentido de certeza, en contraposicion al de aproximacién, que estaria
asociado a la eficiencia. Es necesario que el estudiante tenga esta vision, que
adquiera las competencias necesarias para ver a las cotas en este sentido y que dé
significado a una nueva forma de razonamiento, a un nuevo procedimiento que
consiste en la determinacion de cotas cada vez mas ajustadas. Esto le permitira
acceder luego al nuevo concepto en cuestion. Comprender la determinacién de esos
conjuntos, la naturaleza de sus elementos sera fundamental al definir a la integral
como el extremo superior de sumas inferiores o extremo inferior de las sumas
superiores.

Para ello también deberan entender a la cota como un objeto. Al ir tomando
particiones del intervalo, calculando las areas de las figuras que se determinan, estan
formando un proceso que los llevara a la determinacion de las cotas. El estudiante
debera, en esta etapa, percibir a este proceso como algo interno que esta bajo su
control pudiendo repetir, en su mente, las acciones involucradas en dicho proceso sin
necesidad de realizar cada uno de los pasos. Debera haber una instancia de reflexién
del estudiante acerca de las operaciones que aplica a ese proceso y debe lograr verlo
como un todo, para luego poder manipularlo como un objeto, es decir que debera
encapsular este proceso para formar el nuevo objeto.

Desde el punto de vista social, el concepto de cota se ve imbuido de las interacciones
en el aula y fuera de ella y la tarea de determinar cotas mas ajustadas puede llegar a
ser interpretado como dar mejores aproximaciones. Esto estd asociado a una mayor
eficiencia y a una sensacion de confianza. Entonces la eleccion de una herramienta u
otra (cota o aproximacion) dependera de la actividad humana, del contrato didactico en
el que las partes estan inmersas.

Entendemos que a priori se puede asociar la cota como una herramienta menos
eficiente que la aproximacion pero sabemos que en términos matematicos es mas
segura.

Este cambio de ¢ptica con respecto al concepto de cota sabemos que no es un
proceso sencillo. Las formas de pensamiento y procedimientos provenientes del
accionar cotidiano, del sentido de eficiencia que mueve al entorno social hoy en dia,
tienen un fuerte impacto en el individuo. En este sentido, Balacheff (1990) afirma: “el
cambio que implica perseguir la certeza mas alla de la eficiencia no tiene por qué ser
aceptado naturalmente por el alumno cuando ingresa a la clase de Matematica.”

De todo lo anterior podemos intuir que, si no se plantean actividades tendientes a
redimensionar y revalorar la naturaleza y funcionamiento del concepto de cota, en el
sentido de herramienta mas segura, los estudiantes no se podran apropiar de las
nuevas competencias y concepciones que los lleven a significar el concepto
integral.

X Se pudo constatar que hubo una comprension clara de las consignas dadas en
la prueba por parte de los estudiantes. En general éstos hicieron una buena
interpretacion de todos los datos que se les brindaron tanto en el registro grafico como
analitico. La mayoria de los estudiantes utilizé la expresion analitica de la funcién en el
calculo de imagenes que les permitieron determinar las dimensiones de las figuras
auxiliares que trazaron. Desde el Primer Afio de B.D. nuestros estudiantes vienen
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trabajando con funciones en forma sistematica, por lo que es natural que asi lo
hicieran. Las dos funciones presentadas en la entrevista fueron trabajadas en
profundidad en dicho curso y por lo tanto estan familiarizados no sélo con la expresién
analitica de cada una de ellas sino también con sus respectivas representaciones
graficas. Consideramos que es importante que puedan integrar ambos aspectos de la
funcién, que haya interaccion entre los registros gréafico, simbolico y algebraico. Esto
serd importante ala hora de construir la definicion de integral definida en donde las
aproximaciones graficas al éarea bajo la curva deberan ir acompafiadas de
representaciones simbolicas de las mismas.

La interpretacion de las alturas de los rectangulos con los valores funcionales no
ocasiona ningun conflicto con los conocimientos previos de los estudiantes ya que nos
encontramos trabajando en el contexto de funciones no negativas, por lo que la
imagen positiva es aceptada naturalmente como una de las dimensiones del
rectangulo o trapecio, segun corresponda. Es en este contexto que las nociones de
area e integral son congruentes. En una etapa posterior, se tendra que dar significado
a que en el contexto del célculo integral aparezcan rectangulos con “altura negativa”
ya gue se las estaria relacionando con los valores funcionales.

X A pesar de que los estudiantes entrevistados parecen admitir la posibilidad de
asignar un namero a una superficie no rectilineamente delimitada, alguno de ellos
manifiestan que nunca se va a llegar a un valor exacto sino que lo que se pueden
encontrar son aproximaciones.

Encontramos algunos estudiantes que no logran ver un camino que les permita
calcular el area en forma exacta porque consideran imposible la division de la region
en “infinitas” figuras o por la imposibilidad, generada por la percepcién visual, de que
no se pueden agregar mas figuras dentro de la region.

También hemos podido observar que una gran cantidad de estudiantes no logran
generar procedimientos que les permitan obtener nejores aproximaciones de las
areas buscadas. En esta situacion distinguimos dos casos: los que en la basqueda de
mejores aproximaciones no siguen una misma linea de razonamiento y los que creen
haber encontrado un procedimiento que los llevaria a calcular el area o a “encontrar”
una férmula.

Entre los primeros podemos citar aquellos estudiantes que llegan al area de la region
por estimacion visual (como la estudiante que observa que el area buscada es #el

area de un rectangulo) o identificando la curva que limita la regién con alguna curva
conocida como ser una circunferencia. Estas estrategias no implican procesos
infinitos.

Entre los segundos se encuentran aquellos que manifiestan que el procedimiento
consiste en dividir la region en mas figuras geométricas, indicando, en algunos casos,
con cuales figuras geométricas (triangulos, rectangulos, trapecios). Estos creen haber
encontrado un proceso que los lleve a calcular el area buscada, pero la division que
realizan de la region es tal, que sabemos no presenta regularidades que les permitan
generar un proceso efectivo, por lo que no pueden generalizar dichos procedimientos.

Por ultimo se encuentran aquellos estudiantes que intentan generar un proceso que
les permita determinar mejores aproximaciones manifestando que los procedimientos
determinados por ellos se pueden continuar en forma indefinida. Por las explicaciones
gue dan en este sentido, se observa que estan viendo el proceso como la posibilidad
de poder determinar en cada etapa del mismo, una mejor aproximacion. Como ya
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comentamos anteriormente, esto nos estaria diciendo que conciben al infinito potencial
y no lo ven como actual. El no poder llegar a calcular el area buscada, es decir el no
poder terminar el proceso que iniciaron, fomenta la vision del infinito potencial.
Consideramos que esto podria llegar a constituir un obstaculo a la hora de incursionar

en la definicion formal del concepto de integral.
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V. CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES DIDACTICAS

Como ya mencionamos en la introduccion a este trabajo, nuestra propuesta para
iniciar a los estudiantes en el calculo integral es vinculandolo con la nocion de area y
no presentarlo considerando a la integracion como operacion inversa de la
diferenciacion. Esta Ultima es la forma de presentacion elegida por quienes elaboran
los programas uruguayos: tratar a la integral a partir de la primitiva, admitiendo la
existencia de la misma para funciones continuas en un intervalo cerrado y acotado.
Esto es recogido por los libros de texto y por lo tanto es trasladado al aula de esta
forma haciendo un tratamiento algebraico del tema, independiente de la nocién de
area.

Los motivos para la presentacion del tema, que nosotros proponemos son de diversa
indole:

* Historicamente sabemos que primero se trabajoé en el célculo de areas con
métodos realmente sofisticados e independientes de la diferenciacion. Como ejemplo
podemos citar los trabajos de Arquimedes al respecto que, por ejemplo, en el célculo
del area de un segmento de paradbola utiliza argumentos infinitesimales en sus
métodos mecanico y geométrico. Apoyados en las evidencias detectadas en este
trabajo, podemos decir que las intuiciones de varios de nuestros estudiantes en el
calculo del area fueron similares a la presentada por Arquimedes en el célculo del area
del segmento parabdlico. Compartimos con Turégano (1998) en que “Cuando una
cosa se descubre antes que otra, es probable que la primera sea méas sencilla que la
segunda”.

* Los argumentos historicos, que hemos visto en el Capitulo I, nos permiten
inferir que la integral definida deberia abordarse asociada a la nocién de area. Con
esto se daria un pasaje natural de los argumentos y lenguajes geométricos manejados
por los estudiantes en el tema area a los argumentos y lenguajes analiticos que se
procesan en el tratamiento de la integral definida.

x Finalmente, creemos que el tratamiento del tema encarado de esta forma,
permite que los estudiantes vean a la integracién en forma independiente de la
diferenciacion y no como la operacion inversa de esta Ultima. Esto nos permitira
mostrar la génesis epistemoldgica del concepto, presentando los conflictos, conjeturas
e interpretaciones que le dieron significacion al mismo.

Pensamos que este acercamiento nos permitir4, con pocas modificaciones de los
conocimientos de los estudiantes, introducirnos en el tema de una forma natural
siguiendo el camino que transitaron los matematicos de antafio y acercando a los
estudiantes los problemas que le dieron origen.

En base a esta postura nos hemos preguntado entonces cuales son las estrategias
gue utilizan los estudiantes de B.D. en Uruguay al enfrentarse al célculo de area bajo
una curva.

Para contestar esta pregunta, nos hemos centrado en el estudio del célculo de areas
de figuras limitadas por la gréafica de una funcién continua y no negativa definida en un
intervalo [a,b], el eje de las abscisas, y las rectas de ecuaciones x =ay x = b, con

0 £ a < b. Dichas funciones son una cuadratica y una racional de primer grado cuyas
representaciones graficas son una parabola, de concavidad negativa en este caso, y
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una hipérbola quuilétera, considerada en un intervalo cuya concavidad es positiva,
respectivamente®.

En base a los datos recogidos y al andlisis de los mismos efectuados en el Capitulo IV,
es que presentamos a continuacion las conclusiones a las que hemos arribado y las
consideraciones didacticas que creemos pertinentes.

b 4 Estrategias elegidas por los estudiantes

En el analisis inicial se detectaron dos estrategias fundamentales al enfrentarse al
calculo de area bajo la primera curva que les fue presentada que son la division de la
region en figuras que les son familiares a los estudiantes y para las cuales creen tener
herramientas para determinar sus areas y lo que hemos denominado “estimacion
visual”. En esta Ultima categoria hemos incluido a estudiantes que estiman el area de
la region con argumentos o explicaciones visuales que pueden ser validas o no.
Algunos de ellos determinan figuras familiares que consideran equivalentes a la region
gue analizan; otros identifican las curvas involucradas con otras curvas, otros
estudiantes que comparan el area de la region con el de otra figura, estimando que
tienen igual area.

Dentro de la primer estrategia distinguimos tres sub-estrategias en base a la
frecuencia de las respuestas, al interés de acuerdo a los objetivos de esta
investigacion o por considerar que es una estrategia que mejor se adecua a la teoria
matematica.

Estas tres sub-estrategias junto a la estimacion visual conforman las cuatro estrategias
en las que hemos basado nuestro analisis. Las mismas se detallan a continuacion y
van acompafadas de los iconos que hemos utilizado en este trabajo para
identificarlas:

~ )

x ” /"\ Acota por exceso con trapecio, en el caso de la hipérbola
}\r | \ y por defecto con triangulo con la parabola. (E 1).

']
3

A M)

x / Aproxima mediante estimacién visual con argumentos o
/ \ explicaciones visuales que pueden ser validas o no. (E 2).
l \

1(x)
” AN

x Al Usa particion sobre alguno de los ejes. (E 3).

Divide a la regién en figuras conocidas de las que conoce
como calcularles el area. (E 4).

3

Si bien el procedimiento que realizan los estudiantes es el mismo en las estrategias
El, E3 y E4, en el sentido de que en todos los casos estan dividiendo la region en
figuras, distinguimos las estrategias E1 y E3 por considerar que son las que involucran
procedimientos y modos de pensamiento que mejor se adecuan a la obra matematica
en relacion la definicion con sumas de Riemmann. En la estrategia E4 hemos
considerado a los estudiantes que dividen a la region en figuras sin un criterio bien
determinado.

P a propuesta presentada a los estudiantes figura en el Capitulo I, Disefio experimental.
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x Uso de la expresion analitica

En sus trabajos, una clara mayoria de los estudiantes, utilizé la expresion analitica de
la funcion para el calculo de imagenes con el fin de determinar las dimensiones de las
figuras auxiliares que usaron en la division de la region cuya area debian calcular. En
este sentido, no se observan grandes dificultades en la interaccion entre los registros
grafico y algebraico, lo que a futuro, podra ser aprovechado para la construccion de la
integral definida, en donde aparecera una estrecha relacién entre ambos registros.

Debemos recordar que las funciones presentadas a los estudiantes en la parte
experimental fueron trabajadas en los cursos previos en profundidad. Se trabajé con
ellas en los registros grafico, algebraico y tabular, estableciéndose las conexiones
entre las tres representaciones y actividades tendientes a la traduccion y pasaje entre
ellas, por lo que era natural esperar un comportamiento como el que se produjo.

Las dos regiones presentadas a los estudiantes se ubican en el primer cuadrante, por
tanto, las imagenes positivas coinciden naturalmente con las dimensiones de varias de
las figuras auxiliares utilizadas por los estudiantes. Es en este contexto que las
nociones de area e integral definida coinciden. En una etapa posterior, esta
herramienta debera ser resignificada, ya que en el célculo integral apareceran valores
funcionales negativos.

x Uso de particiones

Si bien gran parte de los estudiantes divide la region sin un criterio bien determinado,
observamos que la estrategia de usar una particion, ya sea sobre el eje de las
abscisas o de las ordenadas, aparece casi en una tercera parte de los casos.

Las particiones son trabajadas con métodos que identificamos® con los métodos
rectangular y trapezoidal, detectandose una preferencia por este ultimo. La razén se
fundamenta en la creencia de que permite obtener una mejor aproximacion al area
buscada.

Al momento de introducirnos en el estudio de la integral definida sera posible optar por
trapecios o rectangulos. Sera entonces necesario generar los ambitos de discusion
pertinentes, para negociar con los estudiantes la estrategia a utilizar con el fin de
conciliar la confianza que ofrece a los estudiantes el uso de trapecios, frente a la
practicidad del uso de rectangulos.

La eleccién de un método u otro, dependera de la actividad mateméatica en el salén de
clases, entendida como actividad humana, que se nutre y genera a partir de las
relaciones que se establecen en el aula.

Todo esto nos hace pensar que mediante el disefio de actividades adecuadas, es
posible que los estudiantes adquieran las herramientas necesarias para el abordaje de
la integral de Riemann.

x Estimacion de la medida

De acuerdo a las evidencias en cuanto a los trabajos de estimacion de la medida
realizada por nuestros estudiantes, encontramos ciertas limitaciones en la posibilidad
de estimar visualmente el area de una figura y realizar el célculo de la misma con
cierta exactitud. Sélo cerca de la cuarta parte de los estudiantes que llegan a dar una
aproximacion del area de las regiones que les fueron presentadas lo hacen con un

®No podemos decir que trabajan con estos métodos ya que se trata de estudiantes que, al momento de
realizarse la prueba, no habian recibido ningun curso de célculo integral por lo que no conocian los
métodos mencionados.
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error menor a 1. Es decir que encontramos que no estan capacitados en la tarea de
manipular mentalmente las unidades de medida referenciales (metro, tazas, pies, etc)
para, mediante la comparacion, lograr dar una aproximaciéon. Esto nos lleva a inferir
gue los aprendizajes formales sobre la medida no capacitan, generalmente, para la
estimacion.

Recomendamos brindar a los estudiantes las experiencias previas necesarias que
ayuden a manipular y transformar mentalmente las imagenes visualizadas que les
permitan desarrollar las capacidades necesarias al momento de calcular las areas de
figuras no rectilineamente delimitadas.

x Incidencia de las actividades previas en la toma de decisiones

Hemos detectado que la experiencia acumulada a lo largo de la prueba no influye en
forma decisiva en cuanto a la eleccion de la estrategia cuando cambian de regién. Es
decir que la estrategia a utilizar, podria estar en algunos casos condicionada por la
curva en si y no por las experiencias previas en la propia entrevista, lo que no
coincidiria con lo que habiamos supuesto previamente. Recordemos que en cada una
de las propuestas se trabaja primero con una funcién cuya representacion gréafica es
una hipérbola (parabola) y luego con otra cuya representacion grafica es una parabola
(hipérbola).

Al igual que Dubinsky et al. (2000) se pudo apreciar que los estudiantes que habian
tenido experiencia previa (estudiantes que habian trabajado el tema en el area de
informética) no estuvieron condicionados por esta a la hora de seleccionar la
estrategia a utilizar.

Pensamos que estas evidencias deberan ser tenidas en cuenta a la hora de elaborar
las actividades preparatorias para el abordaje de la integral definida. No sélo se
deberan plantear actividades que propicien el uso de las diferentes técnicas que les
permitirAdn acercarse al area de una region no poligonal sino que se deberan generar
los ambitos que permitan una socializacion de la discusion acerca la potencialidad de
cada estrategia, de las ventajas y desventajas de cada una de ellas, el caracter
general o generalizable de ellas en relacion a un grupo de regiones, asi como la
eficiencia o no de las mismas.

x Acotar - Aproximar

Al momento de abordar la integral definida seria deseable que los estudiantes hayan
tenido experiencias con acotaciones de areas por exceso y por defecto, ya que asi lo
requiere la obra matematica.

Intuiciones a este respecto no faltaron en nuestro estudio, sin embargo sostenemos
que los estudiantes no estan pensando en que al presentar una figura por inclusion
con la region, estan haciendo un trabajo de acotacion. Es por ello que recomendamos,
al igual que Calvo (1997), que el tratamiento de las ootas superiores e inferiores,
debera ocupar un lugar importante en las actividades de aula dentro del contexto del
calculo de éareas. Se deberan plantear actividades tendientes a redimensionar y
revalorar la naturaleza y funcionamiento del concepto de cota, en el sentido de
herramienta mas segura, lo que facilitara la apropiacion, por parte de los estudiantes,
de las nuevas competencias y concepciones que los lleven a significar el concepto de
integral.

Queremos destacar que en la elecciéon de la forma de aproximacion al area hecha por
los estudiantes, la concavidad de la funcion parece haber determinado dicha eleccion.
Hay una clara tendencia a aproximar por defecto en el caso de que la concavidad sea
negativa (parabola) y por exceso cuando es positiva (hipérbola).
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También coincidimos con ella en que en las actividades previas se deberan incluir
actividades de aproximacion de areas por los métodos trapezoidal y rectangular y la
reflexion acerca de si las aproximaciones asi obtenidas son por exceso o defecto de
acuerdo a la concavidad de la funcién.

x Uso de la tangente

Hemos constatado que un nimero no despreciable de estudiantes usa o sugiere el
uso de rectas tangentes a las gréaficas de las funciones que les fueron presentadas. En
realidad trabajan con wuna falsa tangente en el sentido que es una
recta que ellos perciben como tangente pero no aplican técnicas que le
permitan deducir que esa es efectivamente la tangente ignorando las cuestiones
infinitesimales vinculadas a las mismas.

Estas son utilizadas como herramienta que les permite dividir a la region en figuras o
como apoyo para determinar puntos que seran vértices de figuras que les serviran
para dividir a la region o para compararla con ella.

Pensamos que la eleccion de esta herramienta se debe a que sugiere a los
estudiantes proximidad a la curva de tal forma que quedaria menor porciéon de la
regién sin cubrir, es decir, les estaria proporcionando una forma de aproximacion del
area buscada con el menor error posible lo que les estaria proporcionando una
sensacion de confianza y de una aparente eficiencia.

Pensamos que se deberia discutir con los estudiantes las técnicas de determinacion
de las tangentes, las posibilidades de generar procedimientos iterativos que les
permitan determinar el area de egiones no rectilineamente delimitadas mediante el
uso de esta herramienta, entre otros.

b 4 Imagen de area como férmula

Encontramos que gran parte de los estudiantes tiene la imagen de area asociada a
una férmula. Esto podria en gran medida obstaculizar la determinacion de areas para
las cuales no conocen una férmula, como es nuestro caso.

En este sentido seria deseable, en la etapa escolar, se pospusiera la presentacion de
las formulas para el célculo de areas hasta tanto el estudiante no haya adquirido k&
nocion de area.

Quizas esto les permitird tener mayor flexibilidad al momento de elegir las estrategias,
al no sentirse atados al uso de una férmula.

x Procesos infinitos

Si bien cinco estudiantes sefialan que el procedimiento que han utilizado puede
realizase indefinidamente, debemos destacar que, en general, los estudiantes no
generan procesos infinitos ni sistematizacion en los procedimientos para calcular el
area de figuras no rectilineamente delimitadas.

La mayoria de los estudiantes parece admitir la posibilidad de asignar un nimero a
una superficie no rectilineamente delimitada pero algunos de ellos no logran ver que
realmente el area de la region no se agota en uno o dos pasos.

No pueden ver un camino que les permita calcular el area en forma exacta porque
consideran imposible la division de la region en “infinitas” figuras. Creemos que esto
puede ser generado por la percepcion visual, ya que muchos manifiestan que no se
pueden agregar mas figuras dentro de la region, que hay un maximo de figuras que
podrian incluirse dentro de la mismas. El espacio fisico concreto estaria impidiendo
gue los estudiantes puedan admitir una solucién que conlleve la division de la region
en infinitas figuras.
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Y asi se hizo la historia

En este anexo presentamos las demostraciones de algunas cuadraturas, en especial
las correspondientes a los segmentos de pardbola y de hipérbola, que ilustran
diferentes estrategias utilizadas por los matematicos a lo largo de la historia.

Hip6crates
Cuadratura de una lunula

“Una lunula es una figura plana limitada por dos arcos de circunferencia de distintos
radios.” (Boyer, 1986).

Para lograr la cuadratura de una de las lunulas, Hipdcrates utiliza un teorema que se le
atribuye:
+ Segmentos semejantes de circulos® estan entre si en la misma razén que los
cuadrados construidos sobre sus bases.

i

A partir de este teorema, “consiguié facilmente HipoOcrates la primera cuadratura
rigurosa de una figura curvilinea en la historia de la matematica.” (Boyer, 1986).

Su método consiste en considerar un triangulo rectangulo isésceles, la semi-
circunferencia circunscrita a él y sobre la hipotenusa un segmento circular semejante a
los segmentos circulares determinados por los catetos del triangulo.

C

B

_(AC)* . P _(CB)

. P
Por el teorema antes mencionado: — = > —
N (aB)? N (AB)?

Y En el libro 1l de los Elementos de Euclides (Citado en Heath, 1956) encontramos las siguientes
definiciones:

Definition 10. A sector of a circle is the figure which, when an angle is constructed at the center of the
circle, is contained by the straight lines containing the angle and the circumference cut off by them.
Definition 11. Similar segments of circles are those which admit equal angles, or in which the angles equal
one another.
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Por el teorema de Pitagoras en el triangulo ABC:

(AB)? = (ac)f +(CB)? b 1:1(2:—;)2%2\:_3; b 1=E+%p N=P +P'

Es decir que la suma de las areas de los segmentos circulares menores es igual al
area del segmento circular mayor.
Sea L el area de la lunula; de lo anterior obtenemos:
L=P+P'+M=N+Mu
L i ] D
ND y P L =4a(ABC)
a(ABC)=N+M |

El area de la lunula es igual al area del triangulo ABC.

Por otro lado sabemos que el area del triangulo ABC es igual a la del cuadrado
construido sobre la mitad de la hipotenusa AB, por lo que se consigue asi la
cuadratura de la lunula.

Arquimedes:
Hacia la demostracién geométrica del calculo del area del segmento de parabola

1. Propiedades de Arquimedes

A continuacion figuran las demostraciones de las propiedades que utiliz6 Arquimedes
para el calculo del area de un segmento de parabola.

Propiedad 1
Si desde un punto C de una parabola (P) se traza una paralela al eje (e) de la misma
que corta a una cuerda AB de (P) en su punto medio M, entonces la tangente (tc) a
(P) en C es paralela a la cuerda AB. Y reciprocamente, si (tc) es paralela a la cuerda
AB y la recta paralela al eje por C corta a la cuerda AB en M, entonces M es punto
medio de AB.

Directo

Cl P), A P) B P)i

M punto medio AB g',b tc /| AB
CM I/ e b

Demostracion:

Sean Fy (d) el foco y la directriz de (P) respectivamente.
{A} = Proyq(A)
{B} = Proy«(B)
{H} = Proy(C)



Por propiedad métrica de (P), tc es la mediatriz del segmento HF b

b |tc” HF| (1)

B

<7
{f t
fff //9
e
G
ul ul d
H B
AA' /I CM U
BB'// CM y p H punto medio de A'B'

M punto medio de AB'[)paraIeIa media

D
AA'H rectangulo b (AH)? = (AA)Y’ + (AH)® = (AF)’ + (AH)?
Pitagoras Al(P)

D
BB'H rectangulo b (BH)® = (BB')> + (B'H)? (BF)? + (B'H)?
B

Pitagoras

1)

Restando miembro a miembro obtenemos:

(AH) - (BH)” = (AF)” + (A'H)” - (BF)” - (B'H)*

Anexo |

P (AH)? - (BH)® = (AF)’ - (BF)*

H punto medio de AB'® A'H=BH

(AH)” - (BH)* = (AF)” - (BF)*

D
En ABH se cumple:

(AH)? — (BH)? = (AB)” — 2.AB. Proyag(BH) ~ » P Proyag(BH) = Proyss(BF) b

D
En ABF se cumple:
(AF)? — (BF)* = (AB)? — 2.AB. Proys(BF)




b|HFA AM | (2)

de (1) y (2) se deduce:

Reciproco

Ci (P), Al P) Bl @)1

tc // AB i’,b M punto medio AB
M AB / CM /I e b

Demostracion:
Del directo sabemos que:
(AH)? — (BH)? = (AF)* — (BF)* + (A’'H)* — (B'H)?

(AH)? — (BH)? = (AB)? — 2.AB. Proyas(BH) b
(AF)? — (BF)? = (AB)? — 2.AB. Proy,s(BF)

P (AB)? — 2.AB. Proyss(BH) = (AB)? — 2.AB. Proyas(BF) + (A’H)? — (B'H)?
por hipotesis: t. // AB
P AB”™ HF P Proyas(BH) = Proyas(BF)
por prop. de (P): t. ~ HF
P (AH?-(BH)’=0® (AH)>=(BH)* b

P AH=BH® H punto medio de A'B’

H punto medio de A'B’ p [M punto medio de AB ]

paralela media

AA' /[ BB' [/HM

Anexo |
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Propiedad 2

Sea AB una cuerda de una parabola (P) paralela a la tangente en un punto C de la
pardbola. Si se traza por C una recta paralela al eje (e) de la parabola que corta a la
cuerda AB en M y a la tangente en A en el punto T, entonces se cumple que Ces
punto medio del segmento TM.

Ci (P), Al P), BI P)i

t~ /| AB i
CCM Il e _:yb C punto medio T™
ta CCM ={T} b

Demostracion:

Por propiedad métrica de la parabola se cumple que:

B
ita mediatriz de FA' (mpa')U ° /

{ te mediatriz de FH (mgyy) i'/b DT man E

y ta Ctc ={D} b

may C AB = {K} /')9

= N

may €s paralela media del trapecio HMAA' b K punto medio del segmento AM.

K punto medio de AM{j _ D
v P mpry paralela media de AMT P
MmaH /I MT g

b D punto medio de AT b MT =2KD

MT =2KD U
KD = WL b MT =2MC b [CpuntomediodeMT]

segmentos de paralelas |

entre paralelas b
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Propiedad 3
Si desde un punto C de una parabola (P) se traza una recta (p) paralela al eje (e) de la
misma, y desde otros dos puntos A y B de la parabola se trazan rectas paralelas a la
tangente (tc) en C que cortan a (p) en A’ y B’ respectivamente, entonces se cumple
CA' _ (AA")?
que: —= >
CB (BB)

Ci®) Al @) Bl P)
® / e, Cl (p)
(tc) tangente a (P) en C (AA.)Z

(b)/i(tc), BT (b)

u
I
T
i
@)/l(te), Al (a) }’ CB (BB')2
i
p

(@) ¢ (p)={A"}, (0)C (p)={B%}

Demostracion:?

Sea d la directriz de (P), V su vértice y F su foco.

X Caso 1: C coincide con V
(en este caso, en que también e = p y tc // d, bastara probar que (AA’)? = 4.VA'.VF)

% Festaentre Vy A’
Seaz/dCe={Z4

e
" Al (P): d(Ad) = d(AF) entonces ZA’' = AF
% ZV + VA = AF b
R A
e b (VF+VA)2=AF
ZNV=VF
/ p
F.
- . En AA F por Pitagoras: AF> = AA” + FA'?
V=C
d 2 2 _ 2 2
= P VF°+2VF.VA +VA*=AA" + FA

VF? + 2VF.VA + VA = AA? + (VA — VF)?

VF? + 2VF.VA' + VA? = AA? + VA'? -2 VA'.VF + VF?

2Aunque en el grafico Ay B aparecen en el mismo semiplano respecto de (p), el hecho de que esta recta
divida por el punto medio a las paralelas a tc (propiedad 1) hace que sea indiferente a cual semiplano
pertenecen.

Vi
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4 VF.VA' = AA?

% AestaentreVyF
La prueba es anéaloga.

X Caso 2: C es cualquier punto de la parabola

Sean {A”} =AA' C e, {B"} =BB' Ce, {P} =t CeyR, Qy D las proyecciones sobre
(e) de A, By C respectivamente.

(por la propiedad 2 sabemos que PD = 2.VD)

Por el caso 1 sabemos: (1) RA*=4.VF.VR a

(2) DC?=4VFVD=2VFPD Q

De (2) se deduce que:
DC_2VF R
DP DC

y como los triAngulos RAA” y DCP son semejantes:

RA _DC

RA" DP

SO\

P: 3

De ambas igualdades se deduce: RA = %RA”

i

De donde, elevando al cuadrado y usando (1), resulta:

ANVF?2

RA"2
DC?

4.VFVR =

DC?VR = VF. RA™?
Y de nuevo usando (2): 4VD.VR =RA” (3)

Recurriendo una vez mas a la semejanza de los triangulos RAA” y DCP:

M _CP, A _CP
RA" DP o2 RA" 2VD

y usando que AA” = AA’ + A’A” resulta:

AA'+CP _ CP
RA" 2.VD

Vii



Esto implica que

Y elevando al cuadrado:

Usando ahora (3):

Y como VD = VP:

Finalmente:

y de manera andloga se prueba que: BB'2= W.CB'

Propiedad 4

Anexo |

2.AA’VD = CP.(RA” - 2.VD)

4 AA?VD? = CP?(RA" — 4.RA”.VD + 4.VD?)
4AAN?VD? = 4.CP°VD.(VR — RA” + VD)

AA? VD = CP*(VA” + VP)
AA?VD = CP? AP
AA?VD = CP*CA’

2
pa2=CP" o
VD

CP?

Sea AB la cuerda de un segmento de parabola (P), C el vértice de dicho segmento y
CM su diametro®. Si una paralela (r) a CM por F 1 (P) corta a AB en X y a BC en el

MB _ HX

punto H, entonces se cumple que: —

Ci (P), Al P), Bl P)i

CM diametrode(P )
(r) /ICM
(n¢P)={F}

NG AM={x}
(n¢BC={H}

Demostracion:

XM HF

SeaWI1 CM / WF// AB por la propiedad 3 resulta que

CM _aMA ¢
CW &WF

(1)

*Mes punto medio de la cuerda AB.
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~
Si llamamos K al corte de WF con BC, por Thales resulta que
B
CM _CB
o= @
CwW CK
M
N
Y como MA = MB y WF = MX resulta que % :@ H Fis X
WF  MX
MA _CB R
- =—— (4
[ WF CH )
cMixH p MB_CB 5
Thales MX CH

.2
CB _aoLBo
De (1), (2) y (4) resulta que: — =p—~=
1), )y 4) que: =2 SCH
Simplificando obtenemos: CH_CB
CK CH
CB+CH _CB —m

CH+CK CH

; llamemos m a esta razon y por tanto

Si C esta entre B y H elegimos los signos de +y asi
CB+CH=BHy CH+ CK=KH

j(
E X r
, . , . . K
Si H esta entre B y C elegimos los signos de —y asi & M
CB-CH=BH yCH -CK=KH
En ambos casos resulta:

3 A

CB_BH
CH HK
BH _XH

KF/AB b —=— p
Thales HK  HF >

CB _MB

Por 3) — ==
CH MX
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Propiedad 5

Sea AB una cuerda de un segmento de parabola (P), C1 (P) tal que la tangente a la

parabola en C es paralela a la cuerda AB y M punto medio de AB. Si una paralela (r) a

CM por F 1 (P) corta a AB en X y a la tangente (t;) a (P) por B en el punto S,
XB _SF

entonces se cumple que: — =—.
AX  FX

Ci(P), Al P), Bl P) H P)u
C/ t/IAB
M punto medio de AB

|

!

|
(n/ICMm, FT (r) g/p gzg
(tg) tangente en B i
(tg) C (r) ={S} i)
Demostracion:
SeaH/BC C (r) ={H}
Por propiedad 4 sabemos que:
MB_HX o MB _ HX )
XM HF ~ MB- XM HX- HF

op MB_HX VB _EX )

AM- XM FX AX  FX

MB = AM

CMC (ts) = {T}

Por propiedad 2: TC=CM b SH=HX
AB _ SX ,
— =—— esequivalente a
> AX  FX
. 2MB _ 2HX
(1) es equivalente a -
AX FX
S
AB - AX _ SX- FX b XB _SF
AX FX AX  FX
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2. Consideraciones mecanicas

Para determinar la relacion que le permite cuadrar un segmento de parabola
Arquimedes aplica las leyes de la palanca y la determinacion del centro de gravedad
de figuras planas que él mismo habia descubierto.

Considera el segmento de parabola (P) circunscrito al triangulo ABC (al que
notaremos sp(ABC)) siendo C de tal manera que determina con M, punto medio de
AB, una recta paralela al eje de la parabola.

Usando el método mecanico establecera la relacion entre el area del sp(ABC) y la del
triangulo ABC.

Considera por A la recta (a) paralela al eje de la parabola y la recta (tg) tangente a la
parabola en B.

(@ G (te) = {E} t\ |° |
BC C (a) = {K}
E

Considera ademas la recta (r) paralela al eje de \

la parabola tal que: S
(N ¢ AB ={x}

¢ P)={F TR
(n¢BC={H H
(N GBE ={s} Z

A X o

Por la Propiedad 2 de Arquimedes en su tratado Cuadratura
de la parabola (Heath, 1953), la cual figura demostrada
anteriormente en este Anexo, se sabe que si AB es una
cuerda de (P ), Msu punto medio, C un punto de (P ) tal que
CM es paralela al eje de la pardbola y R el corte de CM con
la tangente a (P ) por B entonces CM = RC.

Como C es punto medio del segmento RM, se deduce que K
es punto medio del segmento AE y que H es punto medio de
XS.
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Arquimedes parte de que al moverse X sobre el segmento AB, los segmentos FX
barren el segmento de parabola limitado por la cuerda AB y que los segmentos SX
hacen lo propio con el triangulo ABE. Considera el punto G, baricentro del triangulo
ABE (que ya sabemos que esta alineado con Ky B) y el punto D, simétrico de B
respecto de K. La eleccién que hace del punto D es para considerar al segmento BD
como una palanca de punto de apoyo K.

Usando el método mecanico, tal como describiremos a continuacion, Arquimedes
encuentra que con dicha palanca apoyada en K se equilibran el triangulo ABE (con
centro de gravedad G) y una region equivalente al segmento de la pardbola sp(ABC)
(con centro de gravedad D).

La palanca consiste en una barra rigida que se
apoya en un punto K para vencer una fuerza D K H
llamada resistencia (P,;) al aplicar otra fuerza aN
denominada potencia (P,).
Por la ley de la palanca el sistema estard en
equilibrio si se cumple que:

KD.P;.sen(a,) =0 KH.P,.sen(a,)

Cuando, como en nuestro caso, ag[dy a, son suplementarios (o sea, sen(a,) = [Isen(a,))
el sistema estara en equilibrio si KD.P; = KH.P,

Por la Propiedad 5, también recogida en este Anexo, Arquimedes sabe que:

XB_SF XB  _SF. , XBtXA_SF+FX_ AB_SX
AX FX AX FX AX FX AX FX
AB _SX
AX FEX

P FX.AB =AX.SX
Y como por construccién y por Thales ':x—H = % , resulta que:
FX.KB = KH.SX

Esta igualdad le sugiere a Arquimedes aplicar el principio de la palanca, veamos
como:

dado que el centro de gravedad de un segmento es su punto medio, que H es punto
medio de SX y que DK.FX = KH.SX, si se considera un segmento F'X' de igual
longitud y paralelo a FX de tal modo que D es su punto medio, resulta que FX, o sea
F’X’, equilibra a SX con punto de apoyo K.
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Haciendo uso ahora de que el barrido de los segmentos i alr
FX (todos ellos con centro de gravedad D, fijo al variar
X en AB) genera a la region sp(ABC) y que el barrido
de los segmentos SX (cada uno con centro de E
gravedad H, que recorre la mediana KB al variar X) F \
genera al triangulo ABE, deduce que la region sp(ABC), D

con centro de gravedad D, equilibra al triangulo ABE, N
con centro de gravedad G, su baricentro.

Para llegar a esta conclusion utiliza los siguientes
lemas que describe, en una carta a Eratostenes
consignada en su tratado El Método, de la siguiente Z

% M

manera.

¥ “Si los centros de gravedad de tantas magnitudes como se quiera se
encuentran sobre una misma recta, el centro de gravedad de la magnitud, suma de
las magnitudes consideradas, estara también considerada® sobre la misma recta.”

¥ “El centro de gravedad de un triangulo es el punto en que se cortan las rectas
gue unen los vértices del triangulo con los puntos medios de los lados.”

Se cumple entonces que:

DK.&(sp(ABC)) = KG.4( AgE)

y como ademas DK = KB y KG = 1KB resulta que:

por construccion prop. baricentro 3

A(sp(ABC))=1/3.4( ABE) | (1)

Faltaria probar que el area del triangulo ABE es cuatro veces el area del triangulo
ABC. t a
B

MB CM
KA EA
AKB»MCB® AB KAy® CM = . Ehe E

KA=EKyAM=MB | 4

® la altura del triangulo ABE es el cuadruple de la altura del
triangulo ABC y como sus bases son la misma se cumple:

4(ABE) = 4.4(ABC) |(2)

* cuando dice “considerada” deberemos entender gue pertenece al segmento.
®La palabra recta debera entenderse como segmento de recta.
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De (1) y (2) se deduce: [é(sp(ABC))=4/3.é( ABC)]

3. Método geomeétrico

Una vez que logra postular que el area del segmento de parabola es 4/3 el area del
triangulo inscrito en el mismo, Arqguimedes se avoca a demostrar rigurosamente este
resultado en forma geomeétrica utilizando el método de exhaucién y la doble reduccién
al absurdo®. Esta forma de trabajo era usual en él y asi lo consigna en una carta a
Eratostenes: “... sera posible captar ciertas cuestiones matematicas por medios
mecanicos, lo cual, estoy convencido, sera util también para demostrar los mismos
teoremas. Yo mismo, algunas de las cosas que descubri primero por via mecanica, las
demostré luego geométricamente, ya que la investigacion hecha por este método no
implica verdadera demostracion. Pero es mas facil, una vez adquirido por este método
un cierto conocimiento de los problemas, dar luego la demostracion, que buscarla sin
ningun conocimiento previo”. (Torija, 1999).

Para ello considera la region comprendida entre la parabola y una cuerda AB de la
misma.

A

Sea C el punto de la pardbola tal que la tangente a la misma es paralela a la cuerda
AB.
C

Veamos la demostracion.’

Su primera aproximacion al area es entonces el triangulo ABC y el “error” en esta
instancia es la zona sombreada de la siguiente figura.

A
®Las propiedades que se utilizan en las siguientes demostraciones figuran en este Anexo.
" Esta demostracion esta basada en la que figura en Stein (1999).
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Repite el procedimiento inscribiendo dos triangulos mas pequefios sobre los
segmentos AC y CB de tal forma que el tercer vértice sea el punto de interseccion de
la parabola y la tangente a la misma paralela a las cuerdas AC y BC respectivamente.

C

A

Contindia con este procedimiento n veces y demuestra que el area de los triangulos
agregados en cada etapa es Yalel area adicionada en la etapa anterior.

Basados en las construcciones anteriores se considera M punto medio del segmento
ABy P el punto de la pardbola cuya tangente es paralela a la cuerda CB.

Se demostrara que el area del triangulo BPC es un cuarto del area del triangulo BCM.
Se traza por P la paralela a CM, que cotaa ABenDyaCBenE.

E es el punto medio del segmento CB por ser PE el eje del segmento de parabola®
BPC (Propiedad 1).

E punto medio de BC{j .
Y p D punto medio de MB
ED/I CM paralela media

Por P traza la paralela a AB que corta a CM en F.

F:I

BM=2DMi gy = opF
DM=PF }

D
BM=2PF i A
0 > CM_ _
CM _(BM)F yPb Cg = 4P CM=4CF
CF (PFP

8El eje de un segmento de parabola es la recta paralela al eje de la parabola por el punto de interseccion
de la tangente a la parabola paralela a la cuerda que determina el segmento parabdlico. Por la propiedad
1, esta recta contiene a los puntos medios de las cuerdas paralelas a la dada.
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a
I
CM=4CF i
PD =3CF i'/b PE =PD- ED =3CF- 2CF =CF b ED =2PE
ED = (1/2)cM=2CF
paralela( k: .I.

media b

Se traza el segmento CD.

A
Al ser D punto medio del segmento BM, se cumple que:
2D 6 2D o
aéCM = 2a§CDB;
[ a

.. .. 2D
ég?:BBS = Zé?BBE b a§CPB

%D:ZPE @
,D,yPalineados

@b 0§

= A T
(1/4) éCMB_
(%)

Ql-l-o:

Arquimedes comienza a agotar la regién parabdlica con triangulos siguiendo el
procedimiento anteriormente mencionado.

De acuerdo a lo demostrado anteriormente el area de los dos triangulos de la figura 1
es Vel area del triangulo ABC

Anélogamente, el &rea de los 4 tridngulos sombreados de la figura 2 es Ydel &rea
sombreada en la figura 1.

Se sigue este razonamiento y se agregan ahora ocho tridngulos, en condiciones
similares a las anteriores, y el area de estos es Y4el area de los 4 agregados en la
etapa anterior.

o Propiedad 3: Si desde un punto P de una parabola se traza una recta (r) paralela al eje de la misma, y
desde otros dos puntos Ay B de la parabola se trazan rectas paralelas a la tangente en P que cortan a (r)
en A’y B’ respectivamente, entonces se cumple que: PA/PA’ = (AA’)Z/(BB’)z.
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Tenemos entonces después de n etapas que el area del poligono formado por todos
los triangulos que se construyeron es:

1 106,

D 1 D 1 D 1 D 1 D
4(ABC)+~ &(ABC)+—-a(ABC)+... +—-4(ABC) =§[+Z bt (ABC)

—A
4" &

Arquimedes conocia que la suma de la serie geométrica anterior se aproxima a 4/3" a
medida que n crece, entonces deduce que el area del segmento de parabola es al
menos 4/3 del area del triAngulo ABC. El area del poligono se puede aproximar tanto
como se quiera al del segmento de parabola, es decir que la diferencia entre el area
del segmento de parabola y la del poligono puede hacerse menor que cualquier
cantidad prefijada (en lenguaje actual: el area de la region no cubierta por el poligono
tiende a 0).

La region no cubierta en cada etapa estd formada por pequefios segmentos de
parabolas como la que sigue:

R

En la etapa que sigue se agrega un triangulo RST, siento T el punto de la parabola en
la que la tangente es paralela a la cuerda RS. La region no cubierta queda reducida a
la region sombreada de la figura siguiente.

Se construye el paralelogramo cuyos lados son RS, la tangente a la paradbola en Ty
los segmentos trazados desde R y S paralelos al eje del segmento de parabola.

Como el area del triangulo RST es la mitad del area del paralelogramo, es mas que la
mitad del area del segmento de parabola. Entonces el error que se comete en cada
etapa es menor que la mitad del error cometido en la etapa anterior. Aplicando la
proposicion X.1 de los Elementos de Euclides que mencionamos anteriormente, el
error tiende a cero a medida que se aumenta el nimero de etapas.

YUna prueba visual del resultado de esta suma fue presentada en el Capitulo | en el numeral 1.3.1.
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Para finalizar, Arquimedes prueba que el area del segmento de parabola inicial no
puede ser mayor ni menor que 4/3 del area del triangulo ABC, por lo que debe ser

igual.

4. Otros aportes de Arquimedes

Arguimedes también us6 el método de exhaucidn para determinar el area de la espiral.
Segun sus palabras: “Imaginese una linea que gira con velocidad angular w constante
alrededor de un extremo, manteniéndose siempre en un mismo plano, y un punto que
se mueve a lo largo de la linea con velocidad lineal constante: ese punto describira
una espiral”. (Torija, 1999).

Pero la forma de aproximar el area en esta ocasion no es la de agotar el area
afadiendo cada vez mas figuras. Aqui Arquimedes supone al area de la figura
contenida entre dos conjuntos de sectores circulares: uno por defecto, utilizando como
radio la menor distancia del origen a la espiral, y otro por exceso, esta vez con el radio
igual a la mayor distancia.
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Divide a la figura en sectores cada vez mas pequefios, de forma tal que la diferencia
entre el area buscada y la suma de las areas de los sectores inscritos (analogo con los
circunscritos) pueda hacerse menor que cualquier magnitud dada.

Al final de la demostracion utiliza nuevamente la doble reduccion al absurdo para
terminar asegurando que: “el area limitada por la primera vuelta de la espiral y el area
inicial es igual a 1/3 del primer circulo”.

Buonaventura Cavalieri
Siguiendo los pasos de Arquimedes

Cavalieri se ocupa del tema de calculo de areas y volimenes con razonamientos
similares a los de Arquimedes, basandose en el concepto de los “indivisibles” que
aparece por primera vez en su libro Geometria Indivisibilibus (1635).

Entre otros, calculd la integral de las potencias x* para k=1, 2,3,4,5,6y9.

Veamos el caso de k = 2, en la que hemos elegido simplificar los razonamientos
originales de Cavalieri.

Queremos calcular el area de la parabola de ecuaciony = x* entre 0 y a.
Consideraremos al area de la figura formada por todas las lineas perpendiculares al
eje de las abscisas, como se ve en la figura. La longitud de la linea que corresponde a
la abscisa x es x° y si escribimos el area como la suma de todas sus lineas
obtendremos que el area de la parabola es:

A(P) = omn (x°) con x variando entre Oy a. | (1)

0  Xa

Tomemos ahora una piramide de base cuadrada de lado a y altura a. Esta piramide
estard formada por cuadrados paralelos a la base, de arista x, que variaentre 0y a, y
z 2
area x“.
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Como el volumen de la piramide es la suma de todos sus cuadrados obtenemos el
volumen de la piramide sumando las areas de éstos:

V = omn (%) con x variando entre Oy a. | (2)

De (1) y (2) obtenemos que el area debajo de la parabola es igual al volumen de la
L a’ . , .
piramide que es Y resultado que ya era conocido y que él obtiene a su vez con su

método, dandole seguridad al mismo. Este resultado en el lenguaje actual seria:
3
& a
x2 =

3

Grégoire de Saint-Vicent

Hipérbolay logaritmos

Al trabajar con la hipérbola equilatera de ecuacién x.y = 1 considera los intervalos [a,b]
y [3a,3b] representados en la figura con los segmentos CD y C'D’ respectivamente.

i

S(ajb) B
EH‘“H T{al,b)
i o, A
- ti 1"""-“_.“__‘__
-2 S{3aj3b) B
c D B D’ X

DR R
: t >

Establecida una particion en [a,b], la suma de las areas de los rectangulos que se
determinan (que llamaremos S(a,b)) aproximan el area del trapecio mixtilineo ACDB
(que llamaremos A(a,b)).

Cada particion de [a,b] determina una particién en el intervalo [3a,3b] de la siguiente
manera:

Dado un intervalo [a,b] y los puntos a = ps, pa, ...... , pn=Dbtalesque p; <p,<...<pn
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Por monotonia de reales sabemos que: 3p; < 3p, < ....< 3p,.
Sea P[a,b] ={ p1, p2, -... , Pn } UNa particién del intervalo [a,b] entonces se cumple que

P[3a,3b] = { 3ps, 3p,, ...., 3pn } €S una particion de [3a,3b].

Consideremos ahora los puntos:

. . . 1
A’ , interseccion de las rectas de ecuacion x =3p; ey = —

P1

o g g 1
B’ , interseccion de las rectas de ecuacion x = 3p, ey = —
Pn

De acuerdo a lo trabajado por Saint-Vicent y ayudandonos con la figura, podemos
observar que la suma de las areas de los rectangulos que se determinan (S(3a,3b))
aproximan al area del trapecio mixtilineo A’C'D'B” (A(3a,3b)).

Consideremos ademas el trapecio mixtilineo A’'C’'D’'B’ cuya area es aproximada por la
suma de los rectangulos que llamaremos T(a,b).

Comparando rectangulo a rectangulo observamos:
* Los rectangulos cuya suma llamamos T(a,b) tienen base el triple de los de
S(a,b) y la misma altura, por lo que su area es el triple.
Base de un rectangulo cualquiera de S(a,b): p;— pi1
Base del rectangulo correspondiente en T(a,b): 3p; — 3pi1 = 3(pi — Pi-1)

¥ Los rectangulos cuya suma llamamos S(3a,3b) tienen la misma base que los
de T(a,b) y su altura es un tercio de la de éstos por lo que su area es un tercio de
la de T(a,b).

Altura de un rectangulo cualquiera de S(3a,3b): —- ——= ——- —=
3pi 3pi-1 3&P Pi-1g
Altura del rectangulo correspondiente en T(a,b): R
Pi  Pi-1

1 1 _ 1@ 16

De estas observaciones se deduce que:

S(3a,3b) :% T(ab)

b S(3a,3b) = S(a,b)
T(a,b) = 3S(a,b)

Al considerar una subdivision infinita de rectangulos con base infinitamente pequefa
obtendremos que las areas A(a,b) y A(3a,3b) son iguales.

Este resultado se puede generalizar para cualquier kT R, obteniendo:
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Aa,b) = Aka,kb), " k1 R*. (1)

Muy poco tiempo después, su discipulo Alfonso Antonio de Sarasa (1618-1667),
analizando la igualdad (1) reconoce que la cuadratura de la hipérbola esta
estrechamente vinculada con la propiedad del producto de los logaritmos, observando
entonces que las areas hiperbdlicas pueden hacer el papel de los logaritmos.

Trabajando nuevamente con la hipérbola de ecuacién x.y = 1 y usando la notacion
definida anteriormente se define:

Lx _1 A@x) six®1

%- A(xl) si0O<x<1
Tomando a, b y ¢ en progresién geométrica tales que 1< a < b < c se tiene que:
L(@) +L(c)=A(1,a) + A(l,c) =

= A(c,ac) + A(1,c) = A(1,ac) = A(1,b% =
@ prog. geom.

= A(L,b) + A(b,b?) 5 A(L,b) + A(1,b) = 2. A(1,b) = 2.L(b)

Obtenemos entonces que L(a) + L(c) = 2.L(b), lo que implica que L(a), L(b) y L(c) estan
en progresion aritmética, deduciendo asi el comportamiento logaritmico del area
hiperbdlica.
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Pruebas visuales de sumas de enteros

En este Anexo se presentan algunas pruebas visuales de sumas de enteros que
utilizamos en este Anexo para el célculo de las areas que figuran en el Capitulo Il

(1) Suma de los primeros n naturales
La siguiente prueba es adjudicada a “Los antiguos Griegos” (En Nelsen, 1993).

(0|0 © ©
o oloo

" OO0 0|0

0 00

© O

© O
QO © 1+2+3+...+n=%n(n+1)

© O

o0 0 o0o0|0

——

n+1

(2) Suma de impares

La siguiente prueba pertenece Nicomaco de Gerasa (aprox. 100 d.C.) (En Nelsen,

1993).
© 000000 O
© 0000 00|00
© 0000 0(0O|0
ooo0o0ololole 1+3+5+...+(2n-1):n2
© 0 00(0|0|O|O
© ©0 0|10|0|0|O|O
© 0|0|10(0|0(O|O
o|le|o|e|o|o|o|e
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(3) Suma de los cuadrados de los primeros n nimeros naturales
La siguiente prueba pertenece Gardner, M. y Kalman, D. (En Nelsen, 1993).

+n

1#2+3+ .

2n+1

3P +22+3%+...+n?)=2n+ 1)1+ 2+3 +..+n)

ign ign
3417 =(@n+DJ i
i=1 i=1

i=n
38 2 =(2n+7)N* D
i=1 2

g” 2 _(n+1)nm+1

i=1 6
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(4) Suma de los cuadrados de los pares

22 442 462+ +(2n2 =412 +22 +32 +...+n?)
Ien o =n,

a@y=4gi

i=1 i=1

22 caf R = 4@0tDROLD

i=1 =1 Por(3) 6
3” (22 = 20D+
i=1 3

(5) Suma de los cuadrados de los impares

P +3% 4. +@2n+1°2 =42 +22+ .. +n?) + 41+ 2 +.. ) H(1+1+.. +1)
n+lsumandos
U LIPS L
aR+l)=4gic+4.qi+l.(n+)
i=0 i=1 i=1
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i=n

= i=n i=n
J@Qi+1)° = 43 2 +4.8i+(n+1) =
i=0 i=0 i=0 por(1)y(3)

— 4 (2n +1)én.(n +1) + 4 n(n2+ )] +(n+1)=

_ 2(2n +132.n.(n +1) F2n(n+1)+n+1)=

2.2n+)n(n+h+6.n(n+1)+3(n+1) _
3

_ (n+1)[2.2n+1n+ 6n + 3] _
3

(n+1)ln” +2n+6n+3] _
3

_ (n+1)dn° +2n+6n+3] _
3

(n+1)[4n? +8n + 3]
3

‘g‘ i1y = +1)[4n? +8n + 3]
i=1 3
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Organizacion del sistema educativo uruguayo

En Uruguay la ensefianza esta dividida en tres etapas: Ensefianza Primaria,
Enseflanza Media y Ensefianza Superior. Nos centraremos en las dos primeras etapas
gue son las que han recorrido los estudiantes que entrevistamos para la presente
investigacion.

La Ensefianza Primaria abarca seis afios y las edades de los alumnos van desde los 6

afos hasta los 12 afios aproximadamente. La Ensefianza Media esta separada en

Técnico-Profesional (Universidad del Trabajo de Uruguay) y Secundaria. La
Ensefianza Secundaria también abarca seis afios repartidos en Ciclo Basico Unico

(CBU), correspondientes al 7°, 8° y 9° afios de escolarizacién, con estudiantes cuyas
edades oscilan entre los 13-14 afios y los 15-16 afios; y los siguientes tres afos

corresponden al Bachillerato Diversificado (BD).

Tanto la Ensefianza Primaria como la Ensefianza Media se rigen por un plan Unico a
nivel nacional, siendo obligatorios los primeros nueve afios de escolarizacion.

El Bachillerato Diversificado esta organizado de la siguiente forma:

X El primer afio es comin a todas las orientaciones y se dedican a la
Matematica 4 horas semanales. En toda la Ensefianza Media, lo que llamamos “horas”
de clase son médulos de 35 0 40 minutos.

X El segundo afio est& organizado en tres orientaciones: Humanistica, Bioldgica,
Cientifica. Las dos primeras con un curso de Matematica de una carga horaria
semanal de 5 “horas”; la Orientacion Cientifica con un curso de Geometria Euclidiana
de 6 “horas” semanales y un curso de Algebra de 6 “horas” semanales.

X Para cada una de las tres Orientaciones de segundo afio, en el tercer curso se
abre la posibilidad a diferentes opciones, segun el siguiente cuadro:

kel
1°BD 2° E'D:, 3 E.'I?'
Orientacion Opcion
Derecho
Humanistico
Economia
o Agronomia
oLl Bioldgico
Medicina
R Arquitectura
Cientifico
Ingenieria

En las diferentes opciones los cursos de matematica y sus respectivas cargas horarias
son:

* Derecho: no tiene Matematica.
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»* Economia tiene dos cursos de Matematica: un curso de 5 “horas” semanales de
Geometria Analitica y un curso de 5 “horas” semanales de Estudio de Funciones.

¥ Medicina y Agronomia: un curso de Matematica 5 “horas” semanales en donde se
tratan algunos temas de Geometria Analitica Plana, Estudio de Funciones e
Integrales.

* Arquitectura: un curso de 6 “horas” semanales de Estudio de Funciones, Geometria
Analitica Plana y Geometria Descriptiva

#* Ingenieria: un curso de 6 “horas” semanales de Estudio de Funciones y Series, un
curso de 6 “horas” semanales de Geometria Analitica y Proyectiva; un curso de 5
“horas” semanales de Geometria Descriptiva.

La carga horaria de todos los cursos de segundo Yy tercer afio de B.D. se dividen en
dos “horas” de practico y las restantes son dedicadas al curso tedrico.

Como se puede apreciar, de acuerdo a las opciones que se le presentan a los
estudiantes para el ultimo afio de Bachillerato, éste esta concebido como una antesala
para proximos estudios universitarios y basicamente la concepcién y estructura de los
programas se han mantenido casi incambiados desde el afio 1941. En el plan de
estudio de 1941 se establece una separacion en la ensefianza de la matematica
dividiendo a la asignatura en varias materias, no existiendo conexion entre ellas en la
mayoria de los casos. Es asi que los estudiantes tienen un acercamiento a la
asignatura en forma compartimentada recibiendo cursos de Algebra, Analisis y
Geometria no pudiendo muchas veces apreciar las interconexiones naturales entre
ellas.

La divisibn de cada “Matematica” en teorico y practico hace que muchos de los
estudiantes perciban a la asignatura como dos cursos diferentes: en las horas de clase
dedicadas al tedrico se presenta el tema generalmente por parte del docente mientras
gue en las horas de practico se intenta que el estudiante aplique lo ensefiado en el
tedrico mediante la resolucién de problemas inherentes al tema.

En los cursos del B.D. los profesores trabajan bajo el supuesto de que hay que llegar
al examen habiendo dado ciertos temas con determinado nivel de profundidad, lo que
implica no solo el dominio de la mecanica de resolucion de ejercicios sino
fundamentalmente la comprension de los temas.

Debido a razones de tiempo, aspiraciones programaticas, organizacion, numero de
estudiantes por grupo, etc., muy frecuentemente no se logra el objetivo que se
propuso el docente y los estudiantes no manejan la mecanica de los ejercicios y
problemas que se les va a proponer en el examen, lo que lleva al fracaso de gran
cantidad de los estudiantes en esta instancia para ellos decisiva.

1. Programas de Matematica del Bachillerato Diversificado

A continuacién presentamos los programas de las diferentes orientaciones y opciones
gue ofrece el B.D. de Uruguay con los que han trabajado los estudiantes encuestados
para la presente investigacion.

Todos ellos son avalados por la Inspeccién de Matemética del Consejo de Educacién
Secundaria de la Administracién Nacional de Educacién Publica.
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Los programas correspondientes a primer y segundo afio de B.D. son comunes a
todos los estudiantes encuestados y para el tercer afio presentamos los programas de
las dos opciones a las que pertenecen: Arquitectura e Ingenieria.

También adjuntamos el programa del tercer afio correspondiente a la opcion
Medicina—Agronomia en donde figura el tema que nos ocupa.

X  Programa: ler. afio Bachillerato Diversificado

Contenidos

x Sucesiones (10 hs.)

Ejemplos. Sucesiones determinadas por: término general, recurrencia, otra forma.
Crecimiento. Decrecimiento. Monotonia. Convergencia. Error, acotacion del mismo.
Progresiones: sucesiones aritméticas y sucesiones geomeétricas.

X Funciones polinGmicas. Ecuaciones (24 hs.)

Estudio de funciones f: x ® ax + b, f: x ® ax’ + bx + c. Gréfica. Ceros (obtencion
gréfica y célculo analitico de los mismos). Signos. Crecimiento. Decrecimiento.
Extremos. Problemas de 1ro. y 2do. grado. Sistemas lineales de tres ecuaciones con
tres incognitas. Aplicaciones.

* Funciones racionales (10 hs.)

Estudio de la funcion f: x ® ax + b . Gréfica. Dominio. Ceros. Signo. Ecuaciones
cx +d

racionales.

x Funcion exponencial (6 hs.)
Gréfica. Signo. Crecimiento . Decrecimiento.

X Funcion logaritmica (8 hs.)
Gréfica. Variacion y signo. Funciones biyectivas y sus inversas. Calculo logaritmico.

X Funciones angulares (12 hs.)
Seno. Coseno. Tangente. Gréfica. Ceros. Signos. Periodicidad. Teoremas del seno y
coseno. Calculo de distancias y de areas.

x Actividades geométricas (18 hs. + 14 hs.)

Revision de construcciones con regla y compas: perpendiculares, paralelas, mediatriz,
bisectriz, arco capaz, simetrias. Aplicaciones a problemas sobre construccion de
triangulos y lugares geométricos. (18 hs.)

Incidencia. Ortogonalidad y paralelismo en el espacio. Los poliedros desarrollados y
secciones planas, distancias, angulos y sus representaciones planas. Areas y
volumenes. ( 14 hs.)

Bibliografia

Mikrakys 4° Gallo, Haniottis, Muiiiz, Silvera
Matematica Coleccion Tapia

Matematica Coleccion Rey Pastor y Pereira
Lugares Geométricos. Métodos Inspeccién de Matemética
Matematica 4° Coleccion Tapia

Matematica 4° Lois y Gonzalez Cabillon
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Almanaque Matematico 1999 Cristina Ochoviet y Ménica Olave

X Programa: 2do. afio Bachillerato Diversificado Orientacién CIENTIFICA
Matematica "A"

(4 horas tedricas y 2 practicas)

Andlisis matematico

* NUmero natural. Operaciones. Desigualdad. Induccién completa (6 horas).
Division entera. Propiedades. Algoritmo de Euclides. Maximo comun divisor y minimo
comun mdltiplo. Teorema de Euclides. NUmeros primos y compuestos.
Descomposicién en factores primos. (6 horas)

x Arreglos, permutaciones y combinaciones simples y con repeticion. NUmeros
combinatorios. Propiedades. Inversiones en las permutaciones. (5 horas)

* Numero entero. Operaciones. Desigualdad. Numero racional. Operaciones.
Desigualdad. Potencia de un binomio. Potencia de un polinomio. Nocién de
probabilidad. Probabilidad total y compuesta. (4 horas)

x Expresiones algebraicas. Clasificacion. Equivalencia. Polinomios. Operaciones.
Fracciones racionales. Division por (x-a) y sus aplicaciones. Descomposicién factorial.
Identidad de polinomios. Coeficientes indeterminados. Division de polinomios
ordenados segun potencias decrecientes. Algoritmo de Euclides. Maximo comun
divisor y minimo coman multiplo. Nociones sobre la generalizacion a varias variables.
Raices enteras y racionales de un polinomio con coeficientes enteros. Relaciones
entre coeficientes y raices de un polinomio. (12 horas)

x Ecuaciones e inecuaciones con una incognita.- Equivalencia. Transformacion.
Preparacion de ecuaciones. (4 horas)

x Ecuaciones de primer grado con una incégnita. Sistemas de ecuaciones de
primer grado. Equivalencia. Sistemas incompatibles, determinados e indeterminados.
Método de reduccidén. Sistemas de inecuaciones. (7 horas)

* Matrices y determinantes. Adjuntos y menores complementarios. Calculo de
determinantes. Aplicacién de los determinantes a la resoluciéon y discusion de los
sistemas lineales. Caracteristicas de una matriz. Regla de Cramer y teorema de
Rouché. (10 horas)

* Ecuaciones diofanticas. Soluciones enteras y soluciones naturales.
Congruencias. Numeros congruentes. Operaciones con congruencias. Sistemas de
nameros incongruentes. Congruencia de Fermat. Ecuacion Pitagérica. (6 horas)

* Cortaduras y pares de clases contiguas de nimeros racionales. Numero real.
Desigualdad. Operaciones racionales. Cortaduras de reales. Pares de clases
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contiguas de reales. Raiz enésima. Potencias de exponente racional y potencias de
exponente real. (10 horas)

* Logaritmos. Definicién y existencia. Propiedades. Sistemas de logaritmos.
Cambio de base. Logaritmos decimales. Uso de tablas. Ecuaciones exponenciales y
logaritmicas. (5 horas)

* Numero complejo. Sus representaciones. Operaciones. Potencias y raices.
Formula de Moivre. Aplicaciones. (7 horas)

x Funciones trigonométricas fundamentales. Uso de tablas. Variacién de las
funciones circulares. Teorema de los senos y del coseno. Formulas de adicién de
arcos. Transformacion de sumas y diferencias en productos. Teorema de las
tangentes. Ecuaciones y sistemas trigonométricos. Ejercicios y problemas de
aplicacion. (8 horas)

* Ecuaciones de segundo grado. Propiedades de las raices. Discusion. Trinomio
de segundo grado. Ecuaciones reductibles a las de segundo grado. Sistemas de
segundo grado. (6 horas)

Bibliografia:

Matematica-Bachillerato 1, 2y 3 Miguel de Guzman

Algebra y Trigonometria con

Geometria Analitica Earl Swokowski

Matemética Trejo y Bosch

Introduccion al Andlisis Matematico Osin

Calculus Vol. | Tom Apdstol

Ejercicios de Andlisis Matemético Fasciculos | al V de Inspeccion Docente
Funciones. Bachillerato ler.Curso Vincens Vives

Matematicas. Factor 2.B.U.P. Vincens Vives

Elementos de Andlisis Algebraico J. Rey Pastor

Problemas de Examen Inspeccion de Matematica 1999.

X Programa: 2do. afio Bachillerato Diversificado Orientacion CIENTIFICA

Matemética "B"
(4 horas semanales de clases tedricas y 2 horas semanales de clases practicas)

l.- Geometria euclidiana plana

x Axiomas de incidenciay orden

Axiomas de incidencia en el plano. Consecuencias. Axiomas de orden en la recta.
Axioma del semiplano. Figuras convexas.

x El grupo de las isometrias

Axiomas de determinacion. La simetria axial. Consecuencias. Simetria central.
Traslaciones. El grupo de las traslaciones. Rotaciones. Antitraslaciones.
Reduccion de una isometria al producto de simetrias axiales.

XXXi



Anexo Il

x Axioma de continuidad
Nociones de medida de segmentos. Teorema de Thales.

b El grupo de las semejanzas
Homotecias. Definicion y propiedades. El grupo de las homotecias y las traslaciones.
Semejanzas. Definicion y propiedades.
Propiedades métricas derivadas de la semejanza. Teorema de Pitagoras. Lugar de los
puntos cuya suma o diferencia de distancias a 2 puntos es constante. Potencia de un
punto respecto a una circunferencia. Circunferencia de Apolonio.

Il.- Geometria euclidiana del espacio

x Incidenciay separacion en el espacio
Axiomas de incidencia en el espacio. Consecuencias. Axioma del semiespacio.
Figuras convexas en el espacio. Poliedros eulerianos.

x El grupo de las isometrias
Axioma de determinacion. Ejemplos. Simetria especular. Simetria central.
Perpendicularidad. Traslacion y paralelismo.

x Propiedades métricas de poliedros
Prismas y piramides. Los poliedros regulares convexos. Calculo de sus elementos en
funcioén de la arista.

Nota: El programa no incluye temas tales como areas y volumenes. El docente los
incluird en el curso practico sin el correspondiente desarrollo tedrico.

Bibliografia:

Geometria Métrica Tomo | Puig Adam
Como resolver problemas de
Geom. Métrica (Geom. Plana.

22 Parte Geom. del Espacio) Petracca y Peralta

Geometria: Guias 1,2y 3 Casella, Vilaro, Louro, Gillespie

Geometria Belcredi, Zambra

Lugares Geométricos. Métodos Inspeccion de Matemética

X Programa: 3er. afio Bachillerato Diversificado Orientacion CIENTIFICA

Opcién Arquitectura
(4 horas semanales de clases teoricas y 2 horas semanales de clases practicas)
¥ Objeto y método de la Geometria Analitica. Eje orientado. Segmento orientado.
Abscisa. Principio fundamental de la Geometria Analitica. Teorema de Chasles.
Sistemas coordenados. (3 hs.)

*  Recta. Ecuaciones (general, explicita y segmentaria). Condiciones de paralelismo
y perpendicularidad. Angulos. Distancias. Areas. (6 hs.)
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¥  Circunferencia y parabola. Ecuaciones. Problemas relativos. (5 hs.)

* Elipse e hipérbola. Ecuaciones reducidas. Hipérbola equilatera. Ecuacion de la
hipérbola equilatera referida a las asintotas. Problemas relativos a estas conicas. La
elipse como proyeccion de una circunferencia. (6 hs.)

% Funciones. Representacion gréfica. Limites. Limites notables. Ordenes.
Limites tipo. (12 hs.)

¥  Funciones derivables. Derivada puntual. Interpretacion geométrica. Célculo de
derivadas. Funcioén derivada primera y segunda. Diferenciales. (8 hs.)

%  Estudio de funciones. Crecimiento. Decrecimiento. Maximos y minimos en un
punto y en un intervalo. Asintotas. (4 hs.)

¥ Teoremas de Rolle y de Lagrange. Consecuencias del teorema de Lagrange.
Condiciones suficientes de extremos relativos, condiciones suficientes de crecimiento
(decrecimiento) en un intervalo, concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las
funciones. Estudio completo de funciones. (12 hs.)

x Objeto y método de la Geometria Descriptiva. Proyecciones del punto y de la
recta. Paralelismo entre rectas. (6 hs.)

x Representacion del plano. Rectas notables en un plano. Paralelismo entre
planos y entre recta y plano. (5 hs.)

* Interseccion de planos y de rectas y planos. Aplicaciones. (3 hs.)

x Proyecciones de un angulo recto. Perpendicularidad entre planos y entre planos
y rectas. Aplicaciones. (3 hs.)

*  Métodos de abatimiento. Cambio de plano vertical y giro de eje vertical. Problema
directo e inverso. Aplicacion a verdaderas magnitudes. (9 hs.)

¥  Poliedros. Representacion de prismas y piramides, cubos, tetraedros y octaedros
regulares. Secciones planas. Interseccion con una recta. Interseccion de dos
poliedros. Casos especiales de prismas y piramides. (7 hs.)

x Cono y cilindro de revolucion. Interseccion con una recta. Planos tangentes. (5
hs.)

x Secciones planas de conos y cilindros de revoluciéon. Verdadera magnitud de la
seccion. Proyecciones de una circunferencia. (4 hs.)

¥  Intersecciones de conos y cilindros de revolucion. (4 hs.)

Bibliografia:
Geometria Analitica Donato Di Pietro
Analisis Matematico (Volumen 1) J. Rey Pastor, J. Pi Callejay A. Trejo

XXXIii



Anexo Il

Geometria Descriptiva Eduardo W. Coppetti
Geometria Constructiva aplicada a la ciencia Fritz Hohemberg

X Programa: 3er. afio Bachillerato Diversificado Orientacion CIENTIFICA
Opcion Ingenieria.  Matemética "A"

x Numero real

Fundamentacion axiomatica. Nociones de las funciones exponencial y logaritmo.
Nociones sobre la topologia usual de los reales: Conjuntos abiertos, cerrados,
entornos, puntos de acumulacion.

X Sucesiones

Limite de sucesiones. Sucesiones monotonas y sus limites. Pares de sucesiones
mondtonas convergentes. Numero e. Operaciones con sucesiones y calculo de sus
limites. Equivalencias. Orden de infinitésimos e infinitos. Ejemplos.

x Funciones
Gréfico. Ejemplos. Funciébn compuesta. Funcién inversa. Limite de una funcion.
Operaciones con funciones y calculo de sus limites. Limite de la funcion compuesta.

x Funciones continuas

Definicion de continuidad en un punto. Ejemplos de funciones continuas y
discontinuas. Operaciones con funciones continuas. Continuidad de la funcién
compuesta.

x Funciones derivables

Definicion de derivada en un punto. Interpretacion geométrica. Definicion de tangente .
Ejemplos de funciones continuas derivables y no derivables. Funcién derivada.
Operaciones con funciones derivables; reglas de derivacion. Derivabilidad de la
funcion compuesta.

* Funciones continuas en intervalos
Teoremas de Bolzano, Darboux y Weierstrass. Aplicaciones.

x Funciones derivables en intervalos

Funcién creciente en un punto. Extremos relativos. Vinculaciéon con la derivada en un
punto. Teoremas de Rolle y de Lagrange. Aplicaciones. Crecimiento en un intervalo.
Criterios de extremos. Teoremas de Cauchy y de L'Hépital. Aplicaciones al célculo de
limites.

* Funciones inversas
Existencia, monotonia, continuidad y derivabilidad de las funciones inversas.
Aplicaciones. Funciones trigonométricas inversas.

x Estudio de funciones
Crecimiento y extremos. Concavidad e inflexiones. Asintotas. Representacion gréafica.
Métodos de separacion y aproximacion de raices.

XXXIV



Anexo Il

x Series numéricas

Ejemplos. Convergencia. Series de términos positivos. Criterios de comparacion.
Criterios de D’Alembert y de Cauchy. Clasificaciéon de la serie armoénica generalizada.
Series alternadas. Convergencia absoluta. Serie de Euler. Aplicaciones.

X Aproximacion de funciones por polinomios

Formula de Taylor con resto de Lagrange. Aproximacion local de una funcion por un
polinomio. Aplicacion al calculo de limites. Series de potencias. Intervalo de
correspondencia. Ejemplos. Series de Taylor . Aproximacion de una funcién por un
polinomio en un intervalo. Condiciones suficientes. Ejemplos.

Bibliografia:

Matematica de 6° Balparda y Lois

Calculus Apostol

Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica Swokowski

Calculus Spivak

Matematica Il C.U.V. Miguel de Guzman

Problemas y Ejercicios de Andlisis Matematico Demidovich

Elementos de calculo diferencial e Integral Tomo | y Il Sadosky

Célculo Diferencial e Integral Frank Ayres

X Programa: 3er. afio Bachillerato Diversificado Orientacion CIENTIFICA
Opcidn Ingenieria.  Matemética "B"

Contenidos

* Sistema de coordenadas en una recta. Chasles. Relacién simple. Sistema de
coordenadas en un plano. Ecuacion de la recta y problemas relativos. Haces de
rectas. Inecuacion del semiplano.

* Distancia entre puntos. Angulo de rectas. Rectas perpendiculares. Ecuacion
normal de la recta. Distancia de un punto a una recta. Aplicaciones. Transformacion de
coordenadas.

x Circunferencia. Ecuacién. Problemas relativos. Potencia de un punto respecto
de una circunferencia. Eje radical. Haces de circunferencias.

®»  Conicas. Definicibn métrica y problemas relativos. Ecuaciones reducidas.
Hipérbola equilatera. Ecuacion de la hipérbola equilatera referida a sus asintotas.
Ecuacion bilineal. Discusion de la ecuacion de 2° grado. Consecuencias elementales.
x Métodos analiticos para determinacion de lugares geométricos. Método de los
parametros. Familia de curvas dependientes de un pardmetro. Haces de cénicas.
Familias de rectas dependientes de un parametro cuadratico. Envolvente.

x Espacio proyectivo. Relaciones de incidencia. Dualidad. Teorema de los
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triangulos homoldgicos. Aplicaciones.

* Grupos armonicos. Caracter proyectivo de los grupos arménicos. Ejemplos
métricos de grupos arménicos.

x Proyectividades entre formas de primera especie. Definicion y ejemplos.
Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva. Perspectividades. Construccion de
proyectividades. Ejemplos métricos de proyectividades. Relacion de Steiner. Puntuales
semejantes.

x Grupos proyectivos de cuatro elementos. Involucion. Criterio fundamental.
Propiedades de los elementos unidos. Ejemplos métricos de involuciones.

x Coénicas. Teoremas de Steiner, Pascal, Brianchon y Desargues. Aplicaciones.
Polo de una involucion. Par comun a dos involuciones.

x Polaridad respecto de una conica. Teorema de Seydewiz-Staudt. Involucion de
elementos conjugados.

x Propiedades métrico-proyectivas de las conicas. Centro, diAmetros, ejes, focos
y directrices. Construcciones de conicas.

Bibliografia

Matematica Il Miguel de Guzman

Algebra Lineal Coleccion Schaum Seymour Lipschutz

Geometria Analitica Charles H. Lehmann

Geometria Analitica Coleccion Schaum Joseph Kindel

Geometria Analitica Di Pietro

X Programa: 3er. afio Bachillerato Diversificado Orientacion CIENTIFICA
Opcion Ingenieria. Matematica "C"

CONTENIDOS

(3 horas de clases tedricas y 2 horas de practicas semanales)

x Objeto y método de la Geometria Descriptiva. Proyecciones del punto y de la

recta. Paralelismo entre rectas. (9 hs.)

X Repatrticion del plano. Rectas notables de un plano. Paralelismo entre planos y
entre recta y plano. (6 hs.)

* Intersecciones de planos y de rectas y planos. Aplicaciones. (5 hs.)

x Proyeccion de un angulo recto. Perpendicularidad entre planos y entre plano y
recta. Aplicaciones. (4 hs.)
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x Método de los cambios de planos, de los giros y de los abatimientos. Problema
directo e inverso. Aplicaciones a verdaderas magnitudes. (18 hs.)

* Triedros. Conos de revolucion. Aplicaciones. (3 hs.)

X Poliedros. Representacion de prismas, piramides y poliedros regulares.
Secciones planas. Intersecciones con una recta. (8 hs.)

* Interseccion de dos poliedros. Casos especiales de prismas y piramides. (6 hs.)

x Superficies cénicas y cilindricas. Intersecciones con una recta. Planos
tangentes. Conos y cilindros de revolucién. Aplicaciones. (6 hs.)

x Secciones planas de las superficies cénicas y cilindricas. Casos especiales.
Verdadera magnitud de la seccion. Proyecciones de una circunferencia. (6 hs.)

* Intersecciones de superficies conicas y cilindricas. Casos especiales. (6 hs.)

Bibliografia:

Geometria Descriptiva Eduardo Copetti

X Programa: 3er. afio Bachillerato Diversificado Orientacion BIOLOGICA
Opcion Medicina — Agronomia

x Numero real

Axiomas de cuerpo ordenado. Propiedades. Valor absoluto. Definicién y propiedades.
Axioma de completitud. Aplicaciones. Numero e. Las funciones exponencial y
logaritmo. Nociones y propiedades.

X Elementos de Geometria Analitica Plana

Sistema cartesiano ortogonal en el plano. Distancia entre dos puntos. Ecuacién de la
recta. Paralelismo y perpendicularidad. Ecuaciones de la circunferencia y de la
parabola.

x Funciones

Gréfico. Ejemplos. Funcion compuesta. Funcién inversa. Limite de una funcion.
Operaciones con funciones y calculo de sus limites. Equivalencias. Ordenes de
infinitésimos e infinitos. Ejemplos. Limites tipo.

* Funciones continuas

Definicion de continuidad en un punto. Ejemplos de funciones continuas y
discontinuas.

Operaciones con funciones continuas. Continuidad de la funciébn compuesta.

x Funciones derivables
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Definicion de derivada en un punto. Interpretacién geométrica. Definicidbn de tangente.
Ejemplos de funciones continuas derivables y no derivables. Funcion derivada.
Operaciones con funciones derivables. Reglas de derivacion. Derivabilidad de la
funcion compuesta.

x Funciones continuas en intervalos
Teoremas de Bolzano, Darboux y Weierstrass. Aplicaciones.

* Funciones derivables en intervalos

Funcién creciente en un punto. Extremos relativos. Vinculacién con la derivada en un
punto. Teoremas de Rolle y de Lagrange. Aplicaciones. Crecimiento en un intervalo.
Criterios de extremos.

* Estudio de funciones
Crecimiento y extremos. Concavidad e inflexiones. Asintotas. Representacion gréfica.

X Integrales

Definicion de Integral Definida. Aplicacion a funciones mondtonas y continuas.
Enunciado de las propiedades de aditividad y linealidad. Teorema del valor medio.
Regla de Barrow. Aplicaciones.
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Algunos caminos empiricos para el céalculo de areas

En general y para el caso particular de la determinaciéon o aproximacion de areas es
de destacar que existen otros caminos empiricos que se pueden recorrer en clase.

Un ejemplo de esto puede ser la realizacién de actividades en donde se puede
recortar figuras de carton, o cualquier otro material cuya superficie sea de densidad
uniforme, y pesarlas, entonces sabiendo cuanto pesa un centimetro cuadrado de ese
material se puede inferir el &rea de cualquier figura.

En el Capitulo | analizamos cémo se puede realizar en clase la actividad de
aproximacion del area de una region de contorno irregular utilizando el Método
Montecarlo con el uso de un software adecuado.

Veamos ahora como hacerlo sin necesidad de un software de simulacion.
Necesitamos entonces que los estudiantes realicen la tarea de “eleccion al azar” de los
puntos y de conteo.

Para ello retomemos el ejemplo analizado en el mencionado capitulo, es decir,

tomemos la funcion f: R ® R/ f(x) = E gue es una de las presentadas a nuestros
X

estudiantes en la parte experimental, y consideremos la region determinada por su
gréfica, el eje de las abscisas y las rectas de ecuacion x =1y x = 6.

Dividiremos la region en dos partes como puede apreciarse en la figura.

fixlp

El area del rectangulo naranja la podemos determinar sin ninguna dificultad, asi que
centraremos nuestra atencién en la region pintada de color lila.

Para realizar la actividad podemos entregar a los estudiantes una plancha como la que
aparece a continuacién y con una piedrita muy pequefia o una bolita de papel diminuta
ellos pueden ir haciendo los tiros y contando las veces que aciertan en la region a la
gue se le esta buscando el area y el nimero total de tiradas que realizan.
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La idea de repetir la figura varias veces es para minimizar el problema de que la
piedrita caiga fuera del cuadrado ya que si asi sucediera puede que la atencién se
desvie del problema planteado.

Cuando la actividad anterior fue propuesta a un grupo de estudiantes de 14-15 afios,
una estudiante sugiri6 realizar el dibujo en papel cuadriculado o milimetrado y contar el
namero de intersecciones de las lineas azules del papel asimilandolas como puntos en
lugar de realizar la simulacion.

En nuestro caso trabajamos en una hoja milimetrada con la grafica hecha sobre un
cuadrado de 5x5.

Si llevamos a cabo lo propuesto por la estudiante, debemos utilizar la siguiente
proporcion:
n
R C
donde N es el nimero de puntos del cuadriculado del cuadrado, n el nUmero de

puntos del cuadriculado bajo la curva, C el area del cuadrado y R el area de la regién
bajo la curva.
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Anexo IV

Haciendo el conteo de puntos correspondientes a cada region obtenemos:

607 _ 2500

R 25
Realizando céalculos obtenemos el valor 6,07 para R. Si a esto le sumamos el area del
rectangulo naranja obtenemos la siguiente aproximacion del area buscada: 11,07.
Estimemos el error absoluto cometido al aproximar por este método el area de la
region R.

Error absoluto E;: si A es el nUmero que queremos aproximar y a una aproximacion
decimal de A entonces el error absoluto es |A - a|

El area de la region bajo la curva, calculada utilizando el Método Monte Carlo es:
Ayc = 11,07

El &rea real de la region en cuestion es: 6.L(6).

E. = |6.L(6)- 11,07|

Sabemos que:
1,7916 < L(6) <1,7918

10,7496 < 6.L(6) < 10,7508
-10,7496 > -6.L(6) > -10,7508

0,3204 > 11,07 - 6.L(6) >0,3192 (1)

E. = |6.L(6)- 11,07 = 11,07 - 6.L(6) <(1) 0,3204 =3.204x10™
por

xli
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