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Resumen. £n este orticule se discute fo forma en que Eufer utilizo fas series numéricas v de

funciones para resolver problemas de aplicacidn. Muchos autores afirman que los trobajos de
Euler muestran un manejo poco formal de las series y un tipo de razonamiento pragmdtico en
el que el énfasis se pone en el problemo a resalver y no en la formalidad. Algunos autores
afirman lo contrario. £n el cuerpo de este trabajo se muestran algunas afirmacianes de Euier
al respecto y analizamos la forma en que éstas influyen sobre fos motemadticos de la época.
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introduccitn

Después de la invencion del célculo, la solucién de problemas que incluyen la aplicacion de
series numericas y de funciones aumentd rapidamente. En esas primeras aplicaciones ia
cenvergencia de las series, ya sean numericas o de funciones, estd garantizada.

Sin embargo, lentamente empezarcn a aparecer algunas paradojas, en ocasiones algunas
series de funciones al ser evaluadas proporcionaban un valor numérice esperadao; pero en
algunas ocasiones al sustituir un valor diferente se obtenian expresiones incorrectas o
impasibles,

Leibniz tratd de explicar algunas paradojas que empezaron a surgir con el uso de series,
por ejemplo, explicd que 1-T+1=1+1=1+- tenia como limite % utilizando argumentos

probahilisticos.

También utilizé la expresion:

[+x+x’ +x +x" =
1~ x

para dar otro argumento a favor del valor de
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] 1

I=1+1-1+1-0+ = =
I-(-1) 2

y de la serie

1+2+4+8+-- = =-1
1-2

{Gardiner, 2002, p. 82)
Al mismo tiempo han ido apareciendo algunas series numeéricas infinitas a as que se les ha
podido asignar un valor al que se le llama suma de la serie. Sin embargo, las series de las
gue se conoce suU suma son tan pocas y tan dificiles de calcular que Jacob Bernoulli

alrededor de 1700 falla al intentar calcular el valor de:

1
2
n=I n
y escribe:
“If somebody should succeed in finding what till now withstood our efforts and cammunicate it ta us,
we shall be much obliged to him.”

{Gardiner, 2002, p. 248)

Es decir “Si alguien tuviera éxito en encontrar lo que hasta ahora se ha resistido a nuestros
esfuerzos y nos fo comunicara, estaremos en gran deuda con él”

A pesar de las discusiones que se fueron generando, |a aparicion de Euler en el panorama

cientifico de la época inicia una nueva era de desarroilo de las series infinitas.

tuler y las series infinitas
El primer trabajo de Euler es un articulo publicado scbre series que data de 1729

(presentado en 1730) De progressionibus transcendentibus seu quarum termini generales
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algebraice dari nequente (Euler, 1738a} es decir “Sobre progresiones trascendentales, es

'y

decir, aquelias cuyos términos generales no pueden ser dados en forma algebraica”,
En este trabajo inicia anatizando Ja serie 1 +1.2+1.2.3+1.2.3.4+efc | |5 progresion

1.2H 2.Fn3n 3}7n4n 4}—n5n
efc.
l+n 2+n 3+n 4+n

y hace cdlculos con integrales como en

| 4

etc.

e+l et

X n.x ann—1.x"

e+l Lie+2) 12(e+3)  123(e+4)

. non—ln-2x"
J.x‘a’x(] —x) =
En 1731 escribid su segundo articulo sobre series titulado De summatione innumerabifium

progresionum {La suma de una progresion innumerable) en el que hace uso de

i’

dx
1—x

l—x

para encontrar sumas como

I 1 1
1+ + + +ete
\ 2 3 4

y también usa

N3 L+l a2
Jryrraii-y)=", Ta(a<1) 3a+2)"

Euler utiliza ! para indicar /n (logaritmo natural)

para calcular expresiones como
I 1t

I+ + + et
4 9 16

y define la constante y (Euler utiliza la letra C y Mascheroni es el primero en usar y en

1790) como el limite de

o LTI P Y o T -
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1 1 1
[+ + + +--+ —lIn
2 3 4 n

tamhién escribe igualdades como:

I+ + + + = +
4 9 16 25 1 4 9 16

1 1 1 4 2y 2 34,0 4424
L _yrz yizt 4z oy otz

matemdtico escolar

+efc.+viz

En 1734 escribid el articulo De progressionibus harminicis observationes (Sobre

progresiones aritméticas) trabaja con expresiones como

C C C C

. . s Jele.
a atbh a+2h a+3b

y realiza sumas de diversos logaritmos, por ejemplo:

/S N R U S N R S R |

R=1-_+ - + - 4+ - + — +_ — etk
23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
112 1 1 2

B3=1+ + + - 4+ + -+ = et
5 6 7 8 9 10 11 12

[4:1+1+1 3+1+1+1 3+1+1 1—381‘6‘

— — +
34 5 6 7 &8 9 10 11 12
y otras mas,

Ademas calcula el valor de ¥ con 6 decimales y=0.577218.

En 1735 escribe uno de los articulos mas celebrados, De summis serierum reciprocarum

{Sobre las sumas de series de reciprocos) en el que establece las sumas:

1 11 pt

1+1+1+ + o+ + 4+ e
4 9 16 25 36 49 64 6

(En este articulo Euler utiliza la letra p en lugar de i, que mas tarde &l serfa el primero en

utilizar)
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1 1 1 1 P
1+ 6+ 6 [ 6+ ﬁ+efc:
23 40 5" 6 945
8
1+ lﬁ lh 13+ l.. + ]x+etc: P
27 3 4506 9450
10
. 1 [ 1 1 N P

a0 g0 g0 P g e TECT gres

S S SRS B 691p"
12 12 12 + 12 12 +€l’C‘ =
223 g s g 638512875

en la primera expresion aparece la serie que Jacob Bernoulli habia fallado en encontrar. En

este mismo articulo Euler presenta otras sumas mas.

Ademads establece igualdades como:

SE 54 .S‘() Sz 52 N Sz N 52

l- + - tetc=|1- 1=~ = |1- . lete.
123 12345 1234567 pi )l apt L o9p 14 p?

y finalmente establece varias igualdades para p {es decir n):

[ T Y ]
p=4l-_+ - _ + - tew
35 7 9 11

I 1 1 1
I+ ,+ +_+ +  telc
D=2 3705 7 97 11
L1 1 1 1
-+ — _+ —  +telc
35 7 9 11
L1 1 1
-+ +efc

— + —
poa 35Tl
l l | l 1
1+32+52+72+92+112+etc

y otras 4 sumas mas.
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En 1746 Euler escribid De seriebus divergentibus (Sobre series divergentes) en el cual
clasifica las series divergentes en cuatro clases (€l las Ilama especies) de acuerdo a su

forma:

) T+14+ 141414 1+ ete.

1 2 3 4 5 6
T+ 4+ T+ tete
2 3 4 5 6 7

I I -1+1-1+1-1+ete.

2 3 4 5 6
-+ - _+ - _+elc
34 5 6 7

1) 1+2+3+4+5+06+ete.

I+2+4+84+16+32+etc.

% |-2+3-4+5-6+efc.

1-2+4-8+16-32 +efc.

En aste articulo Euler dice que las series convergentes estan definidas, tienen términos
gue decrecen continuamente y se desvanecen. Pero sobre las series divergentes dice:

De summis huiusmodi serierum divergentium magnus est dissensus inter Mathematicos, dum alii

negant, alil affirmont, eas in una summa comprehendi posse.

que podemos interpretar como “La suma de una serie divergente crea disenso entre los

matematicos, mientras unos la niegan, otros la afirman que la posee {suma final — es

”

inclusién nuestra)
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Es este el unico trabajo en el que Euler discute la divergencia de series numéricas infinitas
y por el cual Barbeau y Leah {1976) afirman que Euler mantenia la formalidad en el
tratamientc de las series, sin embargo, una cita del mismo Euler permite ver que sus
visién de demostracidén podia aceptar la verificacion de casos especificos para determinar
la veracidad de un caso general, como cita Lakatos (1978) y como podemaos ver en la
imagen siguiente
Cum igiéur Yeritas propofition’s in his omnibus  ca- .
. (bus fibi conller, dubum eft nullum , quin ea i omni-

bus ommino (lidis locum bzbear, ficque propofino fuf
ficienter videtur demoofirata,

(Euler, 1758, p. 124)
es decir

...he de admitir que adn na he sido capaz de idear unu prueba estricta del teorema... Sin embargo
puesta que su verdad ha sido establecido en tantos casos, no puede haber duda de que vale parg
cualquier sélido. Asi la praposicion parece estar satisfactoriamente demostrodo... (Comentario acerca

de la demastracion de su famoso fdrmula V- A+C=2)

(Lakatos, 1978, p. 23)

Csta forma de trabajar llegd a tener mucha influencia en su época no sélo por la capacidad
matematica de Euler, sino porque algunos de los matematicos contemporaneos mas
renombrados lo utilizan como punto de referencia, como dice la siguiente frase de
Laplace:

Reaod Euler: he is our master in everything.

{Leed o Euler: é] es nuestro maestro en todo.)

{The MacTutar History of Mathematics Archive)

Coauls Launommoricand de Matemdioa Educanva A
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Es este seguimiento a las palabras de Euler el gue en parte provoca que todos se

enfoquen en los resultados y no en el rigor de las demostraciones.

De esta manera durante este periodo se tiene una febril construccién de métodos para

sumar series y para acelerar la convergencia de series.

Conclusiones

En esta breve discusién se pueden observar evidencias que muestran a un Euler habil en el
manejo algebraico de las series infinitas, pero cuya formalidad es muy cuestionada. Por
otra parte la fama de Euler generd que el mundo cientifico de la época lo siguiera en su

vision y su forma de trabajar, provocande un manejo poco formal generalizado.

El concepto de serie que parece tener Euler es el de una herramienta que puede utilizar
para analizar curvas mecénicas y cuya aplicacién es suficiente justificacién de las
manipulaciones que realiza, pese a no tener una teoria formal que respalde su trabajo.
Asi, para Euler, obtener un resultado congruente con sus suposiciones le hace innecesario
considerar la validez matematica de los pasos y métodos que utiliza al trabajar con las

series. Esta es una época caracterizada por el pragmatismo.
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